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Resumen

En este trabajo se realiza un estudio, en el contexto de la teoria de cuéntica de campos,
de la entropia de geométrica asociada a una region espacial definida. En particular, se
calcula la entropia de entrelazamiento del campo de gravitones linealizados en d = 4
dimensiones. Para una regién encerrada entre dos placas paralelas infinitas se obtiene que
dicha entropia serd igual a la del campo de Maxwell, es decir, dos veces la entropia escalar.
Para la region comprendida en el interior de una esfera se tiene que la entropia del campo
gravitatorio lineal serd equivalente a la de dos campos escalares libres sin aporte de los
modos correspondientes a momentos angulares [ = 0 y [ = 1. Bajo este contexto, se calcula
numéricamente el coeficiente universal logaritmico de la entropia geométrica asociado a
este caso obteniéndose
clLOg =2 (cﬁ;g — clilg:‘) — cigolg:1> ~ —1,34644.

Previamente, se detalla sobre calculos ya realizados en la bibliografia para la entropia del
campo escalar y el campo de Maxwell, abordando a partir de este ultimo la problematica
relacionada con la fijaciéon de gauge y la localidad de los grados de libertad.
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Capitulo 1

Introduccion

Cuando el estado global de un sistema cuéntico que incluye dos o méas subsistemas no
es una combinacion clasica de estos, se dice que dicho estado presenta entrelazamiento. La
clasificacién y cuantificacién de estas correlaciones estadisticas, que tienen caracteristicas
propias en el caso cuéntico, es objeto actualmente de un gran interés, tanto en el area de
la teoria de la informacion, como de la computacion cuanticas [1|. Para hacer cuantitativo
el grado de entrelazamiento entre dos subsistemas se han propuesto varias medidas, entre
las que tiene especial importancia la llamada entropia de entrelazamiento, la cual, cuando
el estado global del sistema es puro, se corresponde con la entropia de von Neumann de la
matriz densidad reducida p del subsistema en consideracion,

S(p) = —Tr(plogp) - (1.1)

Bajo este contexto en el capitulo 2 de este se trabajo se desarollan tanto las propiedades
de la matriz densidad y la matriz densidad reducida como de la entropia de von Neumann.

En la segunda parte de dicho capitulo se exploran los requerimientos para definir la
entropia de entrelazamiento en teoria cuantica de campos de manera que pueda utilizarse
como medida de las correlaciones entre una regiéon del espacio V' y su complemento V'
[2]. Por otro lado, la entropia es una herramienta muy util para investigar propiedades no
perturbativas, en particular, se analiza como la propiedad subaditividad fuerte conduce a
una demostracion de los teoremas C, F y A relacionados con la irreversibilidad del flujo de
renormalizacion para d = 2, 3, 4 [3, 4, 5, 6].

Posteriormente, en el capitulo 3, se desarrolla en método de Peschel 7] para obtener
la entropia de entrelazamiento de estados tipo gaussianos. Dicho procedimiento, es luego
aplicado para realizar el calculo numeérico (en tiempo real) de la entropia de un campo
escalar libre no masivo entre placas paralelas y en una esfera reduciendo ambos problemas
a una torre de modos unidimensionales en la direccién perpendicular a las correspondientes
superficies [8] . Para el caso de la esfera se computa término universal logaritmico de la
entropia siguiendo el método numérico enunciado en [9] obteniéndose un valor coherente
con lo esperado analiticamente a partir del estudio de anomalia de traza del tensor de
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energia-momento para teorias conformes en (3 + 1) dimensiones [10], es decir

1
Clog = ~90 (1.2)

Por otra parte, para considerar esta entropia asociada a una regién V' y su complemento
V' una medida de las correlaciones en la superficie 9V es necesario poder descomponer en
espacio de Hilbert global de la forma

H:HV(X)HV. (1.3)

En una teorfa de gauge, esto no es siempre posible pero puede ser solucionado teniendo
en cuenta ciertas sutilezas en la eleccién de los operadores pertenecientes al élgebra de
la regién V. Sin embargo, la fijacion de gauge resultante no siempre permite relacionar
la regiéon V' con una regién espacial clara. Esta problemética, es explorada sobre un red
discreta en el capitulo 4 siguiendo [11] con el objetivo de generar un mayor entendimiento
del computo de la entropia del campo de Maxwell capitulo 5. Dicho calculo se realiza en
funcion de los operadores invariantes de gauge E' y B de forma analoga a [12]. Para el caso
de placas paralelas se concluye que la entropia del campo de Maxwell sera igual a la de
dos campos escalares. En cambio, para la esfera las teorias difieren para momento angular
[ = 0, de manera se producen cambios en el coeficiente universal logaritmico. A partir de
aqui, se comprueba numéricamente el resultado

16
Si—
=2 (el — ") = 35 (1.4

el cual se corresponde con el resultado analitico obtenido por Dowker en [13] y no al de
Solodukhin [10].

En el capitulo 6, a partir perturbacién débil h,, sobre un espacio de Minkowski, se
introduce el formalismo de gravedad linealizada que permite describir con hy, el campo
asociado a particulas de helicidad 2 y (—2) (gravitones). Se realiza particular enfoque en
las libertades de gauge que presenta dicho campo y se analizan las propiedades del tensor
de Riemmann R, ,9 como invariante de gauge de esta teorfa.

Finalmente, en el capitulo 7, se presentan los resultados propios de este trabajo. En
primer lugar, nuevamente se aborda el problema de la entropia para un campo de Maxwell,
esta vez, a partir del campo A, requiriéndose en este caso emplear las fijaciones de gauge
adecuadas. Luego de obtener por este procedimiento resultados anélogos a los presentados
en el capitulo 5, se trabaja el cilculo de la entropia de entrelazamiento para el campo de
los gravitones linealizados h,, . Para el caso de placas paralelas obtiene que la entropia no
distingue entre el campo escalar, el de Maxwell o el gravitatorio lineal. En contraste, para
la esfera se comprueba que la entropia seré correspondiente a la de dos campos escalares
sin aporte de los momentos angulares [ = 0 y [ = 1. Obteniéndose asi, numéricamente, que
LG _ o ( S Simo cf)’g:1> ~ —1,34644. (1.5)

Clog Clog — Clog

Es importante destacar que en todos los casos trabajados se encuentra una fijacion de
gauge que permite conservar la localidad de los grados de libertad permitiendo calcular
adecuadamente la entropia de las regiones espaciales definidas.
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Capitulo 2

Entropia de entrelazamiento

2.1. Matriz densidad

Para comprender el entrelazamiento cuantico se requiere de una descripcién de la me-
canica cuantica que permita entender el comportamiento de distintos subsistemas perte-
necientes a un sistema global. En este marco es de utilidad introducir el operador matriz
densidad y a partir de ella la matriz densidad reducida.

2.1.1. Definicién y propiedades

Si se requiere caracterizar un sistema cuantico S en un estado [1) que puede escribirse
como una mezcla estadistica de los estados |¢1), [¢2), ..., [tn) del espacio de Hilbert Hg
con probabilidades Aj,\a,...\, es posible definir la la matriz densidad p como

P = Z )\m |1/)m> <wm’ . (2‘1)

m=1

La propiedad mas interesante del operador matriz densidad es que si se requiere calcular
el valor medio de un operador O arbitrario autoadjunto (observable) en el estado [i) vale
que

(0)y =D A (m|Olh) = Tr (pO) . (2:2)

m=1

La ecuacion (2.2) usarse como definicion alternativa de la matriz densidad. A partir de
aqui, emergen otras propiedades de interés:

1. Dado que el valor medio de todo operador autoadjunto debe ser real, se tiene que la
matriz densidad es un operador autoadjunto

pl=p. (2.3)



Capitulo 2. Entropia de entrelazamiento

2. El valor medio del operador identidad I es igual a 1 por ende la traza de la matriz
densidad es igual a 1
Tr(p)= @y =1, (2.4)

lo cual es coherente con que la suma de las probabilidades de los estados de la mezcla
estadistica en (2.1) debe ser 1 es decir

zn: Am =1. (2.5)
m=1

3. El valor medio de un operador sin autovalores negativos debe ser positivo por ende
la matriz densidad debe ser definida positiva. En particular, los elementos de su
diagonal deben ser positivos

pij = dijpij 2 0. (2.6)

4. La matriz densidad puede ser diagonalizada a partir de una transformacién unitaria
de la forma
p — UtpU, (2.7)

Obtenidos los elementos p1, po, ..., pn, de la diagonal es posible ver que Tr (p2) <1la
partir de (2.4) y (2.6), en efecto

n n 2
Tr (p*) = Phum < (Z pmm> =Tr?(p) = 1. (2.8)
m=1 m=1

2.1.2. Estados Puros y mixtos

Otras propiedades de la matriz densidad emergen en estudio de un clase especial de es-
tados, los estados puros. Puede decirse que un estado [1)) para el cual existe un experimento
que entregue resultados que pueden ser predichos con certeza si el sistema se encuentra
tnicamente en dicho estado es puro [14]. Sin embargo, de una forma mas general, si se tiene
un conjunto {|@1),|p2),...,|¢n)} de autoestados de un conjunto completo de operadores,
un estado serd puro si puede escribirse como una combinacién lineal de los mismos de la
forma

) = Zcm |Pm) » (Pl) =1. (2.9)

m

Una matriz densidad p representa un estado puro si existe un elemento normalizado
|t) € Hs de manera que p es igual a la proyeccion ortogonal en el subespacio generado
por [¢) [16] valiendo asi que

p =) @l (2.10)

En otras palabras p serd proyector unidimensional y por ende vale que

Pt =p. (2.11)
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Entonces, para estados puros, es valido el caso limite de la ecuacion (2.8), es decir que
Tr(p*) =1, (2.12)

donde es posible ver que (2.12) es una condicién necesaria y suficiente de los estados puros.

Si 1) no es un estado puro, es decir se encuentra en una mezcla estadistica de estados
se dice que es un estado mixto. Es destacable que si bien las ecuaciones (2.10) y (2.11)
pierden su validez en el caso mixto, la expresion (2.2) puede seguir siendo usada para
calcular los valores medios de los observables.

2.1.3. Matriz densidad reducida

Si se considera que el sistema S esta compuesto de los subsistemas A y B el espacio
de Hilbert del sistema global serda Hs = H 4 ® Hp, por ende es deseable definir la matriz
densidad reducida p4 para el subsistema 4 de manera que

(Oa) =T7(pa04) , (2.13)

donde O 4 es observable arbitrario definido sobre el subsistema A. A partir de aqui es
posible tomar el operador autoadjunto Og sobre § de manera que Os = O 4 ® Iz para el
cual, a partir de (2.2) vale que

(Os) =Tr (pOs) =Tr (p(O4 @ 1p)) . (2.14)

Para mantener la consistencia fisica los valores medios obtenidos a partir de (2.13) y (2.14)
deben ser iguales y entonces valdra que Tr (paO4) = Tr (p(O4 ® Ig)) implicando que la
matriz densidad reducida p4 para el subsistema 4 puede calcularse como la traza parcial
de la matriz densidad p sobre el subsistema B

p="Trs(p). (2.15)

A partir de aqui, es interesante ver que toda matriz densidad que describa un estado
mixto puede ser interpretada como la traza parcial de una matriz densidad que describa
un estado puro en un sistema que abarque al original. En efecto, si se considera una base
completa ortonormalizada {|a,) 4} para un espacio de Hilbert H 4 se puede escribir la
matriz densidad de un estado mixto como

PA = Z Am |am>A <am|A : (2'16)

Sin embargo, existe un espacio de Hilbert Hp isomorfo a H 4 con base {|a,)z} de manera
que es posible tomar un estado puro |[¢)) € H4 ® Hg tal que

W)> = Z \/ﬂ(’am%at ® ‘am>8) . (2'17>

La matriz densidad asociada a este estado sera

pas = [0) (W] = VAnAa (Jam) (anl) 4 ® (Jam) (an])s (2.18)

pudiendo recuperarse a partir de (2.15) la ecuacion (2.16).
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2.2. Entrelazamiento Cuantico

Clasicamente, cuando un sistema puede ser separado en partes no interactuantes, estas
pueden ser estudiadas por separado y luego recombinadas para obtener un adecuado en-
tendimiento del sistema global. Sin embargo, esta afirmacion no es cierta cuando se trabaja
con sistemas cuanticos, en estos casos, el estado global de un sistema que incluye dos o
mas subsistemas no es necesariamente el producto de los estados de cada subsistema por
separado o bien una combinacién clésica de este tipo de estados. Cuando esto sucede se
dice que dicho estado presenta entrelazamiento.

Formalmente el espacio de Hilbert de un sistema S compuesto de n subsistemas &1,
So, ..., S, no interactuantes puede ser escrito por

H5:H31®H52®...®H3n. (2.19)

La matriz densidad p correspondiente a S viene dada por la definicién (2.1) mientras que
la matrices densidad reducida ps,,ps,;..-,0s, de los subsistemas vienen dadas a partir de
esta por (2.15). Se dice que un estado de Hg descripto por p es separable si puede escribirse
como

P= PmpE ®PEL®..DpF . > pm=1, (2.20)

m m

es decir, una superposiciéon clésica probabilistica de estados separables en producto tenso-
rial. Estados separables como el (2.20) pueden ser construidos por distintos laboratorios
que tienen acceso a cada uno de los subsistemas y solo se pueden contruir clasicamente. Si
el estado en cuestion no puede ser dado de la forma (2.20) no seréa separable y presentara
entrelazamiento [1].

Bajo este contexto, la Paradoja Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) introducida en [15]
evidencia que si se realizan mediciones sobre un subsistema que forma parte de un sistema
global con entrelazamiento, el efecto de estas se manifiesta instantaneamente en los demas
subsistemas del mismo. Para ilustrar este concepto, supongase un sistema S compuesto de
dos subsistemas A y B con estados posibles |0) y |1) para el cual se confecciona el estado
de Bell (o par EPR):

1
V2

y se separan los subsistemas A y B una distancia lo suficiente grande para asegurar que
la interaccion entre los mismos sea nula. Si un observador realiza una medicién sobre el
subsistema A y obtiene el estado |0) 4, el colapso inmediato de la funcién de onda produce
que el subsistema B se encuentre en el estado |1);. En resumen, la realizaciéon de una
medicion en A produce efectos inmediatos en B, de manera que suprimir la interaccién
entre ambas particulas no elimina el entrelazamiento del sistema .

Bov)s = = [10) 4@ [1)5 + 1) 4 ©[0)5] , (2.21)

Sin embargo, se nota que un observador con acceso solo a observables en B no puede
deducir si se ha hecho una medicién en A observando si el subsistema B esta en el estado
0)5 0 en |1)z. Esto es porque la matriz densidad reducida en B es pg = 31 y la mitad
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de veces que se mida tendra cada uno de los estados. El hecho de medir |1); no permite
inferir si se ha medido algo en A y por ende no es posible transmitir informacién entre A y
B usando entrelazado. En palabras de Schrédinger: Lo extrano del entrelazado cuéntico es
que el conocimiento completo del estado global S = AU B, o sea el estado puro |f5p1)g, no
da un conocimiento completo en las partes del sistema ya que el estado |5o1) g es mezclado.

2.3. Entropia de Entrelazamiento

La cuantificacion las correlaciones estadisticas obtenidas a partir del entrelazamiento
son de notable interés en el area de la informacion cuéantica [1|. En particular, para hacer
cuantitativo el grado de entrelazado entre dos subsistemas existen varias medidas, entre
las que se destaca la entropia, dado que permite medir la cantidad de incertidumbre en un
sistema fisico cualquiera.

2.3.1. Entropia de Shanon

Como primera aproximacion es relevante el estudio de la entropia definida en la teoria de
informacion clésica, la entropia de Shanon. Esta variable puede ser entendida una medida
de la incertidumbre antes de medir el valor de una variable cualquiera X o como la cantidad
de informacién ganada después de obtener dicho valor. Es posible imponer las siguientes
condiciones minimas para esta medida de incertidumbre:

= La informacion de un evento debe ser funcion suave de la probabilidad del evento

= La informacion ganada cuando dos eventos independientes ocurren con probabili-
dades individuales debe ser la suma de la informacién ganada en cada evento por
separado

A partir de aqui la entropia de Shanon puede ser escrita formalmente [1, 17| como funcion
de las probabilidades p{X, ps,..., piX de cada uno de los valores que puede tomar la variable
X de la siguiente forma

H(X)=HpF psspy) =— Y _px log(pY) (2.22)

donde es necesario definir que 0log(0) = lim,_,o plog(p) = 0 para eliminar posibles incon-
sistencias.

2.3.2. Entropia de von Neumann

La definicién entropia de Shanon en teoria de la informacion clasica puede ser ampliada
de forma que permita cuantificar la incerteza en un distribuciéon de probabilidad asociada
a estados cuénticos. Bajo este contexto se define la entropia de von Neumann a partir de
la matriz densidad como

S(p) = —Tr(plogp) . (2.23)
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Capitulo 2. Entropia de entrelazamiento

La entropia de von Neumann no es un observable, es decir, no existe un operador
autoadjunto cuyo valor medio para un estado dado sea la entropia para correspondiente
al mismo. Ademaés, es claro a parir de la definicion (2.23) que la entropia serd una funcion
del estado, en este caso descripto por la matriz densidad.

Por otro lado, dados los autovalores A, de p la definicion (2.23) puede ser expresada
nuevamente como

S(p) == Amlog, (2.24)

donde la correspondencia entre (2.22) y (2.24) es evidente. También, se destaca que nue-
vamente es necesario tomar que 0log(0) = 0.

Para estados puros, es valida la ecuacion (2.10), de manera que la matriz densidad
tendra un tnico autovalor no nulo de valor 1. Esto implica, a partir de la expresion (2.24),
que la entropia asociada a un estado puro es nula.

2.3.3. Entropia de von Neumann como medida de entrelazamiento

Supoéngase nuevamente un sistema bipartito S en el estado dado por la matriz densidad
p v compuesto de los subsistemas A y B cuyos estados estan representados por las matrices
densidad reducida p 4 y pg respectivamente. La entropia del sistema global estara dada por
p en base a la ecuacion (2.23) mientras que las entropias de los subsistemas vendran dadas
por las entropias de von Neumann correspondientes de la forma:

Sa(pa) =—Tr(palogpa), pa=Trs(p), (2.25)

Sg(ps) = =Tr (pslogps), ps="Tra(p) . (2.26)

Si el estado global es puro, es posible obtener que los autovalores no nulos de las
matrices densidad reducidas p4 y pg son iguales. Aplicando esta idea en (2.25) y (2.26)
es claro que las entropias de ambos subsistemas son iguales, permitiendo asi usar una de
ellas como medida del entrelazamiento entre Ay B [1].

Si el estado del sistema global S y el del subsistema A son puros, el estado del sub-
sistema restante B debe ser puro y por ende el estado global sera separable (no presen-
tara entrelazamiento). Esto es coherente con que al trabajar sobre estado puro vale que

Salpa) =0.

2.3.4. Subaditividad de la entropia de entrelazamiento

La entropia de entrelazamiento definida a partir de la matriz densidad reducida como
(2.25) y (2.26) cumple con la propiedades de sudaditividad y subaditividad fuerte [17, 18, 2]
que tienen un gran interés practico. Mas especificamente, para dos subsistemas A y B
separables vale que pau = pa ® pp y por ende

Sapa) + Ss(ps) = Saus(paus) - (2.27)

Valentin Benedetti Pégina 11



Capitulo 2. Entropia de entrelazamiento

No obstante, sin la necesidad de imponer la separabilidad entre A y B vale la propiedad
de subaditividad de la entropia dada por

Sa(pa) +Ss(ps) = Saus(paus) - (2.28)

Por otro lado, esta desigualdad puede ser aplicada a los complementos A y B de los
subsistemas A y B de manera que

Salex) + Sgleg) = Saus(raus) - (2.29)
Dado que el complemento de la unién de los complementos de los subsistemas es la inter-

seccion de los ultimos y que si el sistema global es puro la entropia de cada subsistema es
igual a la de su complemento se tiene

Sa(pa) +Ss(ps) > Sans(pans) - (2.30)

Bajo este contexto, las ecuaciones (2.28) y (2.30) pueden generalizarse en la propiedad
de subaditividad fuerte [18]

Salpa)+ Ss(ps) > Saus(paus) + Sans(pans) - (2.31)

Si la desigualdad satura para un estado en particular, dicho estado es llamado Markoviano
y vale la igualdad (Ver figura 2.1):

Si2(p12) + S13(p13) = S123(p123) + S2(p2) , (2.32)

donde tomando la traza sobre el espacio 2 se tiene que 1y 3 son separables [19], es decir

P13 =Y pmp @ Py’ (2.33)

m

A B

Figura 2.1: Subsistemas A y B que definen los subsistemas 1,2 y 3
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Capitulo 2. Entropia de entrelazamiento

2.4. Entropia en teoria cuantica de campos

A una region del espacio V se le puede asignar una entropia ya sea esta una entropia
térmica o producida por fluctuaciones del vacio. Para el segundo caso, dicha entropia puede
obtenerse a partir de la entropfa de von Neumann correspondiente a la region V' y actuara
como medida de las correlaciones del sistema. Ademés, si el estado global es puro esta
magnitud se podra considerar una medicién del entrelazamiento entre la region V' y su
complemento V.

Por otro lado, la propiedad de subaditividad fuerte de la entropia conduce a una demos-
tracion de los teoremas C, F y A en teoria de campos relativistas de dimensiones (1+41),
(241) y (3+1) respectivamente. Siendo estos teoremas los que muestran la irreversibilidad
del flujo del grupo de renormalizacion y dan una interpretacién precisa de este fendmeno
en términos de medidas de informacion.

2.4.1. Entropia de entrelazamiento de una regién del espacio

Antes de de estudiar el caso continuo de infinitos grados de libertad es tutil formalizar
la entropia de una regiéon V sobre una red discreta. Cada punto de esta red puede ser
considerado un grado de libertad y por ende puede ser asociado con un espacio de Hilbert
H,,. Bajo este contexto, es valido suponer la existencia en un estado puro |1)) perteneciente
al espacio de Hilbert global, de manera que para el sistema global que abarca toda la red
se tiene la matriz densidad

p=10) Wl ) € Qmty,. (2.34)

Por otro lado, luego de definir una regién V' arbitraria sobre la red el espacio de Hilbert
global puede ser obtenido como

Hy ® Hi = @pHpm . (2.35)
[ ] [ ] [ ] [ ] L ] (=] o o L ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ [ ]
[ ] ® [ ]
[ ] L ] [ ]
[ ] [ ] a
[ ] [ ] []
[ ] [ ] [ ]
[ ] L ] [ ]
[ ] L ] [s]
L ] L ] L] [ ] [ ] [ ] [ ] L ] L ] L ] [ ]

Figura 2.2: Una regién V arbitraria y su completo V definidos sobre una red discreta
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Capitulo 2. Entropia de entrelazamiento

Luego, es valido tomar la matriz densidad reducida correspondiente a la regiéon V a
partir de la traza parcial de la matriz densidad sobre la regién V'

pv = Try () = Try (16) (W) (2.36)

siendo posible a partir de (2.36) calcular tanto la entropia de entrelazamiento Sy de la
region V asi como el valor medio de los observables Oy en dicha regién

S(V)=—=Tr(pylogpy) , (2.37)

(Ov) =Tr(pvOv) . (2.38)

El limite continuo puede recuperarse haciendo tender a cero el espacio entre los dis-
tintos puntos de la red discreta siendo valido suponer que ahora se trabaja con una teoria
cuantica de campos d-dimensional en un espacio-tiempo de Minkowski! que describe el
comportamiento de los campos cuanticos ¢.

Para proseguir es necesario destacar que puede tomarse que en un momento de simul-
taneidad toda la descripcion esta dada sobre una superficie a tiempo constante? ¥g_;.
Luego, de forma analoga al caso anterior, al definir una regiéon V' del espacio en ¥;_1 es
posible calcular la matriz densidad reducida correspondiente a dicha regiéon tomando la
traza parcial sobre su complemento

pv =Try (ps, ) - (2.39)

La tnica dificultad agregada es que al trabajar con un continuo de grados de libertad, la
matriz densidad py;, , debe ser construida a partir del funcional de onda [¢].

Una vez realizado este proceso el calculo de la entropia, asi como el de los observables,
puede hacerse de forma directa a partir de la version anédloga de las ecuaciones (2.37) y
(2.38).

Figura 2.3: Una region V arbitrarfa y su complemento V definidos sobre una una superficie
de Cauchi 44

!Este desarrollo puede ser generalizado a espacios curvos arbitrarios.
?Mas generalmente, puede tomarse sobre cualquier superficie de Cauchy (d — 1)-dimensional.
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Capitulo 2. Entropia de entrelazamiento

Para ambos casos, como extensiéon de la propiedad enunciada para sistemas bipartitos
en base a la puridad del estado global es valido que S(V) = S(V) de manera que, a
diferencia de la entropia termodinamica, la entropia de entrelazamiento de un estado puro

no es extensiva.

2.4.2. Entropia geométrica

Definir una regiéon V sobre la superficie a tiempo constante requiere introducir una
superficie de entrelazamiento sobre la frontera de dicha region (0V'). La entropia de en-
trelazamiento correspondiente dependera de las correlaciones entre la region definida y su
complemento. En este marco, es de esperar que la entropia de entrelazamiento tenga una
gran contribucién proporcional al area de @V debido a las fuertes correlaciones que presen-
ta una teoria de campos a distancia corta, entre ambos lados de la frontera. De hecho, para
una teoria de campos, en la ausencia de un regulador, es coherente suponer que entropia
de entrelazamiento correspondiente a una region del espacio V sera divergente ultraviole-
ta, siendo estas divergencias proporcionales a integrales locales en 0V. A partir de estas
consideraciones es valido que en presencia de un regulador € con unidades de distancia :

_ 9a—2[0V] N 9a—4]0V]

S(V) =" =l (2.40)

donde los coeficientes gg_2, g4_4, ... dependen de las caracteristicas de la teoria en cuestion,
por ejemplo, de la cantidad de grados de libertad y de la regularizaciéon. Mas precisamente,
introduciendo L como una medida del tamafo de la region, la entropia puede escribirse?
para un numero de dimensiones d par como

S(V) = cq s (f)dz eas (f)ﬂ b 4 (=1) " oy log (i) +LOE),  (241)

y para d impar

S(V) = ca—2 (f)m + Ca-4 <§)d4 +.ta (f) + (1) caniv + O(e) . (2.42)

En este caso los coeficientes cq_o, cq_4, ... dependen del esquema que se utiliza para regu-
larizar la teoria, pero el coeficiente cuniy permite extraer informacién universal que solo
depende del limite continuo y esté relacionada con las anomalias conformes presentes en
la teoria [20].

Normalmente el término ~ (L/e)4=2 es conocido como ley de area, en contraposicion
con la dependencia usual de los estados térmicos ~ (L/e)4~! que se conoce como ley de
volumen. Es destacable que para sistemas (1 + 1) dimensionales la entropia tendra un
tnico término logaritmico [21, 22| que representa la ley de area para d = 2 pero también
permitira extraer informaciéon de caracter universal.

3Esta expresion exclusivamente en potencias de e corresponde a un teorfa sin escalas. Si este no fuera
el caso pueden cambiarse por potencias de otros pardmetros, por ejemplo masas.
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Figura 2.4: Tres regiones distintas definidas sobre un red discreta en (2+1) dimensiones

Para ilustrar el comportamiento del términos de area y del término universal logaritmico
es util considerar un campo escalar no masivo en (2+1) dado por el hamiltoniano:

1 .
=2 / B (¢2 n (w)?) , (2.43)
2 R3
o bien, sobre una red discreta introduciendo un regulador ultravioleta e:
1 2 [ (¢i — 9))?
) 71<i

Si ahora se define una region sobre la red delimitada por un cuadrado de lado L (Ver
Figura 2.4.a) es posible obtener que la entropia de dicha region seré
Perimetro L
S(1) =0,75 <> — 0,047 log <e> + Constante,, (2.45)
€
donde se observa tanto un término de Area proporcional al perimetro del cuadrado como
el término logaritmico para el cual se espera que sea universal.

Sin embargo, al rotar el cuadrado (Ver Figura 2.4.b) o la red y calcular de nuevo la
entropia se tiene

S(2) = 0,85 <Pem?etr°> — 0,047 log <§> + Constante, (2.46)
donde el coeficiente de area ha cambiado porque la red no tiene simetria de rotacién, pero
el coeficiente logaritmico permanece invariante debido a que es una propiedad que solo
depende del continuo de la teoria y por ende no es afectado por como se define la red o se
toma el limite continuo.

Por otro lado si en vez de rotar la regién se agregan vértices a la frontera sin variar los
angulos de los mismos como en (Ver Figura 2.4.c) puede obtenerse que

Pert L
S(3) = 0,75 (‘mem) — 0,047 (i) log <6> + Constante, (2.47)

€
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donde puede verse que el término de area no varia mientras que el logaritmico si lo hace
en un factor de (6/4). Este valor puede ser relacionado con que se paso de figuras con 4
vértices en (2.4.a) y (2.4.b) a una figura de 6 vértices en (2.4.c) implicando el coeficiente
logaritmico esta relacionado con esta caracteristica geométrica de la region. En efecto es
valida la forma genérica:

Perimetro)
€

_ Z Clog(6) log <§> + Constante , (2.48)

S = CArea <

Vértices

donde 6 es el angulo correspondiente a cada uno de los vértices. Nuevamente puede verse
que los términos divergentes son locales: en este caso el término logaritmico es inducido
por los vértices.

Se destaca que si bien en esta secciéon no se desarrolla como computar las entropias en
cuestion, en el proximo capitulo se establecerd un método para obtener las mismas.

2.4.3. Entropia y el flujo del grupo de renormalizaciéon

Para una teoria de campos en (1 4 1)-dimensional la entropia de entrelazamiento esta
directamente relacionada con el flujo del grupo de renormalizacién, en particular es posible
llegar a una demostracion entropica del teorema C [3, 4] . Méas en detalle, consideran-
do la subaditividad fuerte lorenziana a partir de (2.28) para una superficie de Cauchy*
unidimensional dividida en dos regiones A y B (Ver Figura 2.5), vale que

S(A)+ S(B) > S(AUB) + S(AN B). (2.49)

I B 1
Figura 2.5: Regiones A y B con intersecciéon no nula definidas sobre una superficie de
Cauchy unidimensional

Mas especificamente, considerando las regiones A = aUb y B = bU ¢ definidas sobre
la superficie de Cauchy a UbU ¢ (Ver figura 2.6), la ecuacion (2.49) se escribe como

S(@aub)+SObUc) > SaubUc)+ S(b). (2.50)

4Una superficie de Cauchy es una region del espacio-tiempo, en este caso de dimension d = 2, sobre la
cual un conjunto de condiciones iniciales determinan univocamente la evolucién causal.
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Figura 2.6: Regiones a,b,c,d,e y f (izquierda) y distintas regiones con la misma entropia
(derecha) definidas sobre el diamante causal

Sin embargo, dentro del diamante causal todas las superficies de Cauchy definidas con
mismo punto inicial y final poseen la misma entropia dado que solo se diferencian por una
trasformacion causal unitaria (Ver figura 2.6). Bajo este contexto (2.50) se reduce a

S(d) + S(e) = S(f) + S(b). (2.51)

O bien, escribiendo la entropia en funcién del tamano de la region (distancia entre los
puntos inicial y final)

S(rq) + S(re) > S(ry) + S(rp) - (2.52)

Mediante consideraciones geométricas sobre el trapecio abcf se tiene que rgre = r¢7y,.
Por ende, utilizando la arbitrariedad de las regiones definidas para tomar r4 = r. se tiene

Td = Te = \/TfTp de manera que
25(\/F75) > S(rg) + S(ry). (2.53)

El trapecio abcf puede deformarse lo suficiente para considerar r, = r y ry = r 49
con 0 < § << r. Siendo asi r, muy similar a ry pero manteniendo la relacion geométrica
rp, < r¢. Bajo este anélisis, se realiza una expansién en Taylor sobre r en funcién de § y
considerando el primer término no nulo se tiene

rS"(r)+S5'(r) <0. (2.54)
A partir de aqui definiendo una nueva funcion C(r) es posible obtener
c(ry=rS"(r), d(r)<0. (2.55)

A distancia suficientemente pequenas todas la particulas poseen muy alta energia y sus
masas pueden ser despreciadas y distancias suficientemente grandes las particulas masivas
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ya han desaparecido, obteniéndose asi en ambos extremos teorias sin en escalas. Para dichos
casos en (1 + 1) dimensiones la entropia esta compuesta por un tnico término logaritmico
[23, 24| de la forma

c r
S(r) = slog (£)). 2.56
(r) = S1og (- (2:56)
donde C' es una constante conocida como carga central de Virasoro y € es un regulador.

Bajo este contexto se tiene que

C(r) = g (2.57)

Considerando el caracter universal de la entropia en (1 + 1) dimensiones, esto implica
que para cualquier teoria existe una funcion universal y adimensional de la distancia C(r)
que es no creciente ante dilataciones y toma valores finitos en los puntos fijos. Este resultado
es equivalente® al Teorema C demostrado por Zamolodchikov en [25] a partir del estudio
del tensor energia momento en una formulacién euclidea.

Adicionalmente, esto implica que una teoria cuantica de campos puede ser vista como
un flujo entre dos teorias conformes (sin escalas) en los puntos fijos, una en el limite
ultravioleta y otra en el infrarrojo. Las cargas centrales de Virasoro para las dos teorfas en
los limites deben cumplir que cyy > ¢rpg.

CFT QFT CFT

Punto fijo UV m Punto fijo IR

(e = 0) € (e = )

Figura 2.7: Esquema del flujo del grupo de renormalizaciéon entre dos teorias conformes
(sin escalas) para una teoria con regulador e.

El teorema C también puede ser enunciado de la siguiente manera: Dados los pard-
metros de acoplamiento \; existe una funcion universal adimensional C(\;) que es no
creciente sobre las trayectorias del grupo de renormalizacion y estacionaria en los puntos
fijos. Siendo a partir de aqui es posible interpretar que la funcién C mide una especie de
entropia relacionada con la informacién que se pierde bajo las transformaciones del grupo
de renormalizacién.

Es importante destacar que la propiedad de subaditividad fuerte también conduce a
los teoremas de irreversibilidad del flujo del grupo de renormalizaciéon en méas dimensiones.
Para d = 3 (teorema F) la prueba puede realizarse a partir del término universal constante
de la entropia [5, 26] y para d = 4 (teorema A) alcanza al término universal logaritmico
[6].

5c: . . . . . . . .
°Si bien las implicancias de ambas demostraciones son las mismas, las funciones C definidas no son
iguales entre si.
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Entropia de entrelazamiento de un
campo escalar libre

3.1. Calculos de la entropia de entrelazamiento para campos
libres

Los célculos de la entropia de entrelazamiento para campos libres pueden realizarse
tanto en tiempo euclideo como en tiempo real. Los primeros suelen ser utilizados para
trabajos puramente analiticos y suelen ser mediante el método de réplicas a partir de la
formulacion de integrales de camino |2, 8]. En cambio, los computos en tiempo real se
realizan primero sobre una teorfa de campos discreta y después se toma el limite continuo.

Los calculos en tiempo real apuntan a calcular de forma directa la matiz densidad
reducida en la regién de interés a partir de los correladores, estos procedimientos fueron
realizados por [7, 27, 28| para el caso bosénico y de forma similar para el caso fermiénico
por |7, 22]. Este tipo de célculos también puede extenderse a casos interactuantes a partir
de métodos perturbativos [29].

En este capitulo se presentara de forma detallada una version similar del célculo pre-
sentado en |7]. Se deducira una expresion genérica para la entropia de entrelazamiento de
estados gaussianos que luego sera aplicada al caso de un campo escalar bosénico libre entre
placas paralelas y en una region esférica |8, 28, 31].

3.2. Entropia de entrelazado para Estados Gaussianos

3.2.1. Estados Gaussianos y el Teorema de Wick

Dados los operadores de coordenadas ¢; y de momento conjugado m; puede definirse
un algebra de conmutacién canénica de la teoria a partir de las relaciones:

(pi, 5] = idsj, [9i, 9] =0, [mi,mj] = 0. (3.1)
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En este marco, normalmente el Teorema de Wick [30] puede ser enunciado de la siguiente
manera: Para cualquier coleccion de campos ¢1 = ¢p(x1),..., o = ¢(xy) se tiene

T(¢1a¢27 a¢k) = ¢17¢27°")¢k Tt = o (32)

donde T es la prescripcion de orden temporal, :: el orden normal y = simboliza todas las
contracciones posibles

Sin embargo, para ciertos casos particulares el teorema de Wick se reduce simplemente
a la expresion

(Ofi1fia.- fior) = % Z (Ofio1) fio@) - (Ofio@r—1)fio(2r)) » (3.3)

donde la suma se realiza sobre todas las permutaciones o de los indices, f; representa tanto
a las coordenadas ¢; como a los momentos 7;, los valores de expectacién son tomados en
el estado fundamental y es O una prescripcion de orden. A partir de esta ecuacién puede
decirse que todos los correladores posibles pueden obtenerse a partir de correladores de dos
puntos facilitindose asi notablemente el célculo de los mismos. A su vez, todo estado que
satisfaga la ecuacion (3.3) es llamadado Gaussiano.

3.2.2. Funciones de dos puntos X;;, Pj;, D;; y sus propiedades

Las propiedades de la ecuacion (3.3) llevan a definir las funciones de correlacion de dos
puntos Xj;, P;;, D;; de manera que

Xij = (pij) , P = (mm;), (pimy) = (mj¢i)” = %5@' + Djj . (3.4)

A partir de estas definiciones es facil estudiar algunas de sus propiedades generales de
las funciones mencionadas. Para empezar, es sencillo ver que Xj;; es hermitico, en efecto

(i) = (;0:) = (didj) - (3.5)
Ademas X;; es definido positivo,
a;jXjja; = aj = (0laj¢ja;$;0) = [la;j¢;0) ||> 0. (3.6)
Analogamente puede verse que F;; también es hermitico y definido positivo:
(mimj)" = (mymi) = (mimj) (3.7)
ajPjja; = aj = (0lajmja;¢;10) = [|ajm; |0) |[= 0. (3.8)

Por otra parte, a partir de las relaciones de conmutacion (3.1) y la definicion (3.4) se
tiene que para D;; es valido que

(imj)" = (pimj) —idyj = —%51” + Dij, (3.9)

o bien, conjugando dicha definicién
x i .

Entonces, igualando (3.9) y (3.10) se evidencia claramente que D;; es real.
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3.2.3. Obtencién de correladores para un Estado Gaussiano particular

Puede verse a partir del Teorema de Wick (3.3) que el estado fundamental un Hamil-
toniano de la forma ) )
= §ZW§+§Z¢iKij¢j (3.11)
i ij
es un Estado Gaussiano. A partir de aqui trabajando dicho Hamiltoniano en el contexto

de las definiciones (3.4) puede obtenerse que:

1 1 1

Xij=5(K™2)y, Py = K2)ij,  Dij=0. (3.12)

Para demostrar este enunciado se introduce las transformaciones unitarias:

o5 = Z Uikdr , T = Z Uik - (3.13)
% %

Considerando que U es una matriz real unitaria si se multiplica a ambos miembros por su
adjunta se obtienen las transformaciones inversas

Z T Z s (3.14)

Luego, operando sobre el Hamiltoniano (3.11) a partir de (3.14) se llega a la expresion
ZW +3 Z¢kal¢l7 Wi = ZUzk ]l, (3.15)

donde tomando U como la matriz de autovectores de K se tiene que W es una matriz

diagonal y por ende vale
. 1 /2 1 /2
H—2§k Tkt s Ek Wikd's, - (3.16)

Asi en el sistema primado se tiene el Hamiltoniano (3.16) que corresponde a un conjunto
de osciladores desacoplados, por lo que es claro que

/o 1 1N vV Wik
<¢k¢l>_72 Wkkékl, (mym) = —

S - (3.17)

Pudiéndose de esta manera calcular a partir de (3.17) los correladores del sistema inicial

1, 1
= {0:03) =D UL (6400) U = 3 Ul e ﬁ =Ky, (318)

\/ 1, 1
Py = (mmj) =Y Ul (mimy Uy = > U S0y = ~(K2)y;. (3.19)

2
kl kl
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En lo que respecta a D;; es necesario recurrir a la simetria de inversion temporal
usando el operador T' como representacion de una transformacion temporal antiunitaria
T : t — —t. Dicho operador, permite manifestar la paridad de ¢ (T¢T~! = ¢) y la
imparidad de 7 (Tn#T~! = —), entonces:

(Toims) = = (¢im) - (3.20)
Sin embargo, de la antiunitariedad de T vale:
<T¢Z‘7Tj> = <¢Z’7Tj>* . (321)

Luego a partir de (3.20) y (3.21) se tiene (¢;m;)" = — (¢i7;) y aplicando definicién (3.4)
vale D;; = 0 para el estado fundamental.

3.2.4. La matriz densidad reducida de una regién V' y su escritura en
funcién de operadores de creaciéon y destruccién de Bogoliubov

Si ahora se reduce el problema al estudio de una regién V' con un ntimero finito N de
grados de libertad dados por los pares ¢;, m;,i € V', por definicion, vale la ecuacion (2.38)
para cada operador Oy localizado en el interior de V', es decir, cualquier para combinacién
polinémica de ¢;, m;, 2 € V. Por ende, la matriz densidad reducida debe ser tal que permita
obtener los valores de expectacion correctos y que satisfaga el Teorema de Wick (3.3) en
la regiéon V. En este marco se propone que la matriz densidad reducida cumpla con

T
py =Te M =TeXiama  [q a;] =3, (3.22)
donde H es el Hamiltoniano modular, I' es una constante de normalizacién y a;,a; son

una generalizacién de los operadores de creaciéon y destrucciéon para los cuales valen las
transformaciones de Bogoliubov:

¢; = aija; + ayja;, T = —zﬂija; + iﬁijaj . (323)

Si se usan las relaciones (3.22) y (3.23) para calcular la relacion de conmutacion cand-
nica entre ¢; y m; se tiene:

[¢i7 7'(']‘] = [aikaz + o;kag, —iﬁjla; + iﬁjlal] = —Qiaikﬁjk = —2i(aBT)Z~j . (3.24)

Pero como la relacién de conmutacion candnica (3.1) vale en todo el espacio, en consecuen-
cia también vale en V con lo que se tiene (a7);; = §;;/2 o bien de forma matricial

aft = % . (3.25)
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3.2.5. Normalizacién de la matriz densidad reducida y descomposicién
del problema en modos normales

A partir de la ecuaciéon (3.22) es posible ver que el problema puede descomponerse en

un conjunto de osciladores independientes con operadores de creacién y destrucciéon alT y

ay, es decir
+
pv=[]et, o =T, (3.26)
l

donde I' es una constante de normalizacién.

En este contexto, es sabido que la matriz densidad reducida pr en el espacio V es
diagonal con autovalores e~ "¢ si se trabaja en la base de ntimeros de ocupaciéon. Luego
dado que se esta operando con bosones, es decir, n = 0,1, 2, ..., 00 se tiene

> 1

Tl =tr(ph) =) e ™ => (e =—— (3.27)

Cl—e
n

quedando determinada la constante I' de la forma
r=[[o=[[0-¢*). (3.28)
! l

Ademas, el problema queda reducido al estudio de estados térmicos de osciladores inde-
pendientes con matriz densidad reducida:

Py = (1 — e e (3.29)

3.2.6. Funciones de dos puntos en la regiéon V

Para reducir las funciones de dos puntos X;; y P;; definidas en (3.4) a la region V' es
necesario basarse en la definicion de matriz densidad reducida dada en (2.37), en efecto se
tiene

XV =iy = tr(pveid;), PV = (mm))y, = tr(pymin;). (3.30)
A partir de aqui, utilizando las transformaciones de Bogoliubov (3.23) es posible obtener
maés restricciones para las matrices « y [, siendo estas de la forma

(idj) = <2 (afar) + 51cz> afy,  (mms) = Bik (2 (afar) + 5kl) Bl - (3.31)

]

Pero (a,a;) = 0 si k # [ y la matriz diagonal de los ntimeros de ocupacién n puede ser

escrita como ngp = <a;2ak> = (e — 1)~! puediendo obtenerse asi que
XV =a@n+1)a?, PV =p02n+1)p7, (3.32)

Finalmente,trabajando el producto entre las dos matrices y usando la ecuacion (3.25) puede
obtnerse que

(3.33)

2n + 1)2
xXVpY—a [(n—l—)] a L.

4
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Para facilitar la obtencién de una expresion para la entropia de entrelazamiento en la
region V' (por razones que luego seran evidentes) se propone definir la matriz

cV =vXVPpV. (3.34)
En particular, si se trabaja con v, autovalores de CV a partir de (3.33) se obtiene:

2
@i +1)° lcoth &k (3.35)

2 _
kT Ty 2 2

3.2.7. Entropia de cada modo normal y entropia total de la regién V

Para el caso que se viene trabajando el espectro de la matriz densidad esta dado, a partir
de la ecuacion (3.26), por todos los productos posibles de autovalores de cada modo de
oscilacién. También, la entropia es la suma de las entropias de cada oscilador, formalmente

Svipv) =Y SH(pt) (3.36)
k

Por otra parte como ya se mencion6 anteriormente la matriz densidad pl“} tiene autovalores
Men = (1 — e~k )e™"%. Entonces se procede a calcular las entropias S¥ de cada modo de
la forma

epe”k

1—e '

S‘k/(pic/) == Z Akn log (/\lm) == log (1 - eiek) +

n=0

(3.37)

A partir de la ecuacion (3.35) utilizando la definicion de cotangente hiperbolica es
posible notar que los autovalores v, de C'V vienen dados por

1 1 1 ek
i e 3.38
T T ea T2 T 1o (3.38)
Entonces, remplazando en la ecuacion (3.37) se tiene que la entropia de un modo definido
en la region V sera

1 1 1 1
S\k/ = <Vk + 2> log <Vk + 2) - <Vk - 2) log <VI<: - 2) . (3.39)

Finalmente, en vista de la expresion (3.36) y dado que v son los autovalores de C'V', se
obtiene para la entropia total de la region V'

Sy = tr K(JV + ;) log <C’V + ;) - <CV - ;) log ((JV - ;)] . (3.40)

Lo interesante de esta expresion (3.40) es que para calcular la entropia de entrelaza-
miento de un sistema solo se necesita conocer las matrices funciones de dos puntos X"
y PV y aplicar dicha ecuacion [7, 22]. Inclusive, para un estado gaussiano dado por el
hamiltoniano (3.11) solo se requiere saber la matriz K pudiéndose construir XV y PV a
partir de (3.12).
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3.2.8. Restricciones sobre los autovalores v, de CV

A priori se espera que la entropia de la regién V sea real y positiva, sin embargo
la expresion (3.40) parece ser conflictiva para autovalores de C'V menores que 1/2. No
obstante, es posible probar que para los autovalores en cuestion vale que vy > 1/2, o
€ > 0.

En efecto, para obtener la entropia de un modo normal fue supuesto que e ¢ < 1. Por
ende si se trabaja la desigualdad en la ecuacion (3.35) se obtiene facilmente que v > 1/2.
A partir de aqui, para significado fisico a la desigualdad se puede partir de la definicién
(3.34) para extender este resultado a la notacion matricial de la forma

1
xXVPYV > 1 (3.41)

La desigualdad (3.41) puede ser considerada una extension del principio de incerti-
dumbre dado que la funcién de dos puntos X" depende de producto de dos campos de
coordenadas y PV depende de producto de dos momentos conjugados.

Si se interpreta las coordenadas de forma similar a la posicién de mecénica cuantica y
se hace lo propio con el momento conjugado y el momento lineal es evidente la similitud de

las expresiones. Una demostracion mas formal de la desigualdad (3.41) se puede realizar
de forma similar a la del principio de incertidumbre de Heisenberg.

3.3. Entropia de un campo escalar libre entre placas paralelas

3.3.1. Calculo de la entropia por reduccién dimensional

Considérese un campo escalar libre no masivo en (3 + 1) dimensiones descripto por el
Hamiltoniano y las relaciones de conmutacion:

1= [ #5[F@+ Vo@)F], b@r@l-v@-9. (642
Ahora, para dicho campo a partir e la formula para estados gaussianos bosonicos (3.40),
se buscara obtener la entropia de entrelazamiento asociada a la regiéon entre dos placas
paralelas infinitas separadas una distancia L (Ver Figura 3.1). Formalmente, para un sis-
tema cartesiano donde T = (2!, 22, 23) la regién V para cual se quiere calcular la entropia
vendra dada por

V={z=(a",2%2%)/0<z' <L}. (3.43)

Bajo este contexto, es conveniente descomponer el campo ¢ y el momento 7 en una
base de ondas planas usando la suma de Fourier sobre las dos direcciones paralelas a las
placas. Para esto se compactan las direcciones 2 y 2% a grandes tamanos Ry y R3 con
condiciones de contorno peridédicas, de manera que se tiene que

p(at, 2%, 2%) = Z NeiE'f(ﬁ(:cl, k), w(z' 2?2 = ZNe"E'Eﬂ(xl, k), (3.44)
k k
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donde es valido que ¢f(z!, k) = ¢(z!, —k) y nf(z', k) = n(z', —k). Ademas, N es una

constante definida como .
N = [\/ZngRg} , (3.45)

y el vector k puede escribirse para n?,n® =0, +£1, £2, ..., 00 de la forma

2

2mn2 2mn’

k= (0, ). (3.46)

Ry ' R3

X X

Figura 3.1: Esquema de la region definida entre placas paralelas infinitas

Sin embargo, es posible facilitar la resolucién del problema definiendo el sistema de
cordenadas (21,72, z3) de manera que #; = &', 23 = k y 23 = 2! X k reduciendo asi la
expresion (3.44) a

d(x1,x0) = ZNeik“gf)(wl, k), m(x1,22)= ZNeik”ﬂ(xl, k). (3.47)
k k
A partir de aqui, remplazando (3.47) en (3.42) se tiene que

H= %Xk:/ooo dzy [TFT(SCLIC)W(ZClak) + 0191 (w1, k)01 (w1, k) + k¢f($17k)¢($1ak)}

(3.48)
entonces, es valido escribir la entropia buscada S(V) como la suma de entropias corres-
pondientes a campos escalares unidimensionales de masa m = k,

S(V)=>_S(L,k). (3.49)
k

Para el limite de Ry y Rj3 suficientemente grande es vélido transformar la sumatoria en
(3.49) a una integral de la forma

S(V) = % /O Ak ES(LK) (3.50)
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donde A = Ry R3 es el area de la region transversal. También, es esperable que el término
predominante de la entropia sea proporcional al area de la superficie de la regién V' siendo
valido introducir que

A
L2

donde K es una constante adicional y el factor L=2 es incluido para adimensionalizar la

§S(V) = —K (3.51)

expresion.
Considerando (2.55), es claro que la funcion c estara dada para el caso unidimensional

por la expresion

_dS(L,k)
o(L,k) = L= (3.52)

Por ende, operando a partir de (3.50), (3.51) y (3.52) es valido despejar la constante IC de
la forma

1

T 4r

K / dtte(t), t=kL. (3.53)
0

3.3.2. Calculo numérico de la constante

Para calcular numéricamente la constante K presente en la entropia (3.51) es necesario
computar la integral (3.53). Con este propdsito se utilizara la expresion (3.52) para obtener
valores correspondientes a la funcion ¢ a partir de la formula para estados gaussianos (3.40)
de forma similar a [8, 31].

El primer paso en este camino es discretizar el hamiltoniano (3.48) para esto se lo coloca
en una caja finita unidimensional de manera que x; toma valores n = 0,1,2,3...,. M — 1
con M el cutoff que define el tamaifio de dicha caja. Para cada valor de k se tiene

M—1
Hy=5 3 |72+ (dnr1 — 60) + k3] - (3.54)
n=0
Entonces, comparando (3.53) con el hamiltoniano gaussiano (3.11) se puede obtener facil-
mente la matiz K, y de aqui utilizando (3.12) para el en el limite continuo se tienen las
funciones de dos puntos

T eiy(nfm)

! d
A | y\/2(1—cosy)’
s

1 .
Pam = (nim) = 1= / dy V=) \/2(T — cos ). (3.56)

—T

Xnm = <¢n¢m> = (3'55)
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Una vez calculadas X, v Pum solo resta calcular la matriz CV = VXV PV para
distintas longitudes de la region entre las placas L y aplicar la ecuacion (3.40). Luego,
se deriva numéricamente la entropia a para obtener la funcion ¢ segun L. Finalmente,
se realiza el mismo procedimiento para distintos valores de masas (momentos del campo
inicial) y se calcula numéricamente la integral (Ver Anexo A.1) obteniéndose

K = 0,0052 (3.57)

lo cual es coherente con lo reportado en [8|.

0.10+

0.05}

0.00t
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25

Figura 3.2: Funcion ¢(t) obtenida numéricamente para diferentes productos ¢t = kL

3.4. Aplicaciéon a un campo escalar libre en una esfera

3.4.1. Discretizacion del campo en base de ondas esféricas

A partir de aqui, se desarrollard un método similar al de la seccién anterior para la
entropia de entrelazamiento de un campo escalar libre no masivo en el vacio asociada a
una region esférica. Para realizar esto se utilizard nuevamente la formula de la entropia
para estados gaussianos bosonicos (3.40), aplicada a un campo con discretizacion radial.

Para empezar, considérese nuevamente el campo escalar libre no masivo dado por (3.42),
siendo sencillo ver que dicho campo puede ser expandido en una base de ondas esféricas
usando las expresiones

00 l

o) =3 3 2y 0.0 =3 2y, 0.0). (3.58)
im

T T
=0 m=-1

[e'S) l
@ =3 Y "y 0.0 = 3 0y, 0.0), (3.59
=0 m=-1I Im

Valentin Benedetti P&gina 29



Capitulo 3. Entropia de entrelazamiento de un campo escalar libre

donde Y}, (0, ¢) son los armonicos esféricos y @pm (1), mm (1) son los coeficientes de Fourier
de la expansién en dicha base, es decir,

Gum(r) = r/dQ H(@)Yim(0,¢), mim(r) =7"/dQ7r(T)Ylm(9,<p). (3.60)

Figura 3.3: Region esférica definida sobre una red discreta

En este marco, es posible reemplazar las ecuaciones (3.58),(3.59), y (3.60) en (3.42)
para descomponer el problema en modos dependientes de [ y m con el hamitoniano

00 2
H =3 Hi Hi =5 [ [w?m<r) wr () M ”qb%m(r)] (3.61)

or r

Im

v las relaciones de conmutaciéon
(D1 (7), Ty ()] = 1830 Sy (7 — 7). (3.62)

Finalmente, para discretizar la variable radial » en ntimeros enteros se necesita colocar
el sistema en una caja con el proposito de hacerlo finito. En este caso, es posible considerar
que el radio r puede tomar valores de j+1/2 con j =0,1,2,3,..., M y M el tamano de la
caja. De esta manera se tiene

M 2
1 ) Lo (Gim  Pimjt1 I(+1) ,
Hypn = 3 jZ:% Tim,; + (J + 5) < I TS + 72 D, j (3.63)
con
[¢lm,j7 7Tlm,j’] = iéll’émm’(sjj' . (364)
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3.4.2. Calculo Numérico del la Entropia

Se busca utilizar la féormula de la entropia de entrlazamiento para estados Gaussianos
de tipo (3.11) o bien para este caso

1 ) 1 g
Hy,, = 5 zi:’rrlm,i + 5 %: ¢lm7iK(Z§)¢lm,j : (365)

Por ende, comparando las ecuaciones (3.63) y (3.65), se ve que la matriz Kgl]) serd la

tridiagonal de dimension MxM con diagonales

(j+%)2+l(l+1)+(j—%)2

K=" Ch o
S 12
ji+1 _ geitts _ U 3)
K(l) =Ky =530 (3.67)
pero con la excepcién de la componente K (15, para la cual vale
G+32+10+1) 9
K = 2 2 =+, (3.68)

En base a lo mencionado, si se desea calcular la entropia en distintas regiones V' de
tipo esférico con diferentes radios R, se deben seguir los siguientes pasos:

1. Computar la matriz tridiagonal K(il’)j a partir de (3.66), (3.67), y (3.68) para un valor
de l fijo (1=0, 1, 2,..., lmaz)-

2. Realizar un calculo de autovalores y autovectores de K éf)j para computar las matrices
X y P en base a (3.12).

3. Reducir las matrices X y P a XV y PV de distintos tamafios n x n, es decir, a
distintas regiones esféricas V' de diferentes radios R.

4. Para cada regién V computar los autovalores de la matriz CV = VXV PV para
obtener en cada caso S(n,).

5. Repetir el calculo para los demas valores de [.
6. Para cada radio calcular S(R) a partir de

lmaCL‘

S(R)=> (21+1)8, (3.69)
=0

donde se destaca que para la realizaciéon de los célculos es conveniente escribir el
radio R como R =n+1/2.
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Sin embargo, el algoritmo presentado posee ciertas fuentes de error si se busca replicar
todas las caracteristicas fisicas del modelo introducido:

1. El modelo fisico utilizado considera (I = 0,1,2,...,00) pero para un calculo compu-
tacional no es posible sumar hasta infinito en la expresion (3.69), sin embargo puede
verse que (20 4+ 1)S(n,l) — 0 como [~3log (1) cuando I — oo. En este marco es
coherente decir que sumar hasta un numero suficientemente grande de | (por ejemplo
1000) alcanzara para obtener una buena aproximacion.

2. Un problema similar emerge de considerar un cutoff infrarrojo M finito en (3.63)
produciendo la apariciéon de efectos de borde para radios lo suficiente cercanos a
dicho cutoff. Con un valor de M = 100 deberian poder obtenerse valores de calidad
para radios de hasta aproximadamente 60.

. L. . . l
3. Otra advertencia numeérica a considerar es que si los autovalores Vlg) de C(Vl) son muy

cercanos a 1/2 el calculo del término log (u,(gl) — 1/2) puede dar ntmeros complejos
por errores de rendeo. Sencillamente se puede eliminar los valores que producen estas
anomalias o bien puede aumentarse la precision del calculo.

3.4.3. Ley de area para el campo escalar libre

Usando el procedimiento mencionado para los parametros M = 100 y [0, = 1000
puede obtenerse (Ver Anexo A.2) que

S(R) = 0,292448R?, (3.70)

lo cual es coherente con lo obtenido por Srednicki en [28]. Sin embargo el método utilizado,
debido a los errores por el caracter finito de M y l,;,4., no permite obtener informacién con
precision suficiente para obtener el coeficiente universal logaritmico.

1000

800

~ 600

400

0 10 20 30 40 50 60
R

Figura 3.4: Entropia en funcion del radio de la esfera para M = 100 y ;4. = 1000
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Los resultados obtenidos, sin embargo, presentan una clara dependencia del cuadrado
del radio de la esfera y por ende puede decirse que el campo real escalar libre no masivo es un
ejemplo de la ley de area. A su vez, a entropia obtenida es muy similar a la correspondiente
a agujeros negros siendo este el proposito inicial del estudio de la misma para estados
Gaussianos |27]. En efecto, la entropia de Bekenstein-Hawking es proporcional al area del
agujero negro [33, 34| a partir de la férmula:

1
Spr = ZMI%ZA A = 47 R? (3.71)

donde Mp; representa la masa de Plank y R el radio del agujero negro.

Por otro lado, es destacable que este método puede ser aplicable de forma similar a
otros campos, por ejemplo fermionicos [8] y de gauge [35], siempre y cuando sean libres
0 mas precisamente tengan un hamiltoniano cuadratico. Ademas, es posible trabajar con
otros estados gaussianos no necesariamente fundamentales, inclusive puede ser usado en
estados térmicos o estados con potencial quimico o bien estados sobre espacio-tiempos
curvos. Sin embargo es importante notar que muchos de los estados de una teoria libre
no son gaussianos de manera que no es posible aplicar (3.40). Por otro lado, como se
ejemplifico en el capitulo 2 es posible trabajar con diferentes geometrias y diferente ntimero
de dimensiones [35| pero como se analiza en [32] es sabido que la suma sobre momentos
angulares no converge para d > 4.

3.4.4. Coémputo de los coeficientes universales

Para calcular los coeficientes universales de la entropia en cuestién es necesario mejorar
la precision de los resultados obtenidos anteriormente. En particular es util considerar cutoff
infrarrojo (M) y I maximo (lpee) como ya fue realizado en [9] para el campo escalar y
en [12| para el de Maxwell. La idea base de estas modificaciones es utilizar el algoritmo
ya mencionado para calcular entropias para distintos valores de M y I, finitos y luego
ajustar y extrapolar:

1. Primero, para considerar I, = oo dividimos el célculo de la entropia para cada
radio en dos partes, es decir

1000 0o
S(R)=Y_(2+1)Sn.0)+ > (2+1)S(n,1) (3.72)
=0 [=1001

donde el primer término de la expresiéon puede ser obtenido de la misma manera
que anteriormente y el segundo debe estimarse usando un ajuste sobre la asintota
de S(n,l) para n fijo y [ suficientemente grande propuesto en [28, 9], es decir de la
forma

> c C c; C s C
pORCIESY [141 + 742 log (1) + Tg + 764 log (1) + 785 + 786 log (1) (3.73)

1=1001
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con C, Cy, C3, C4, C5y Cg constantes que pueden obtenerse ajustando la expresion

01 02 Cg 04 05 06
S(n,l) = T4+l—410g(l)+76+7610g(l)+78+l—810g(l) (3.74)
a valores de S(n,l) calculados para [ = 1000, 1500, 2000, ..., 5000.

2. Segundo, para eliminar la dependencia del cutoff M, es decir considerar M = oo, es
posible repetir el calculo de la entropia S(R) para ly,, infinito y M finito utilizando
valores M = 200, 300, 400, 500, 600. Luego a los resultados es posible ajustar la
curva presentada en [12], dada por:

By
S(R,M) = B; + 2 (3.75)
donde S(R, M) — B; cuando M — o0, en otras palabras B; puede ser considerado
el valor de S(R) para M = oc.

Los valores de I, v M presentados son ttiles para calcular la entropia para radios de
hasta 60 (Ver Anexo A.3) de manera que es posible obtener:

S(R) = 0,295432R? — 0,0111267 log (R) — 0,0344035 , (3.76)

siendo esto coherente con los valores computacionales informados por [9]. A su vez el
coeficiente logaritmico es el asociado la anomalia de traza del tensor de energia-momento
para teorias conformes en (3+1) dimensiones en una esfera, dado por [10] de la forma:

1
Clog = — g ~ —0,0111 (3.77)

Por otro lado, es destacable, que si se desea considerar radios mayores para las regiones
estudiadas puede utilizarse la misma técnica pero los valores de | y M usados para los
ajustes deben aumentarse.

0.00

-0.01

-0.04

0 10 20 30 40 50 60
R

Figura 3.5: Parte logaritmica de entropia en funcién del radio de la esfera para M — oo y
lmaz — 00
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Capitulo 4

Entropia de entrelazamiento de un
campo de gauge

4.1. Introduccién al problema

La entropia de von Neumann de una regién V puede ser definida para cualquier teoria de
campos dados un estado y un algebra particular. Bajo este contexto, es posible mencionar
que la entropia no se relaciona con un operador particular de la teoria (como lo hacen los
observables) sino que depende de un éalgebra de operadores.

Sin embargo, para considerar esta entropia una medida del entrelazamiento entre la
region V y su complemento V' es necesario poder descomponer en espacio de Hilbert global
como el producto de los correspondientes a ambas regiones de la forma (2.35). Si esto
no fuera posible, la entropia puede seguir siendo definida pero no podré ser interpretada
como correlaciones dadas a partir de pares EPR sobre la superficie de entrelazamiento en
la frontera de la region definida OV

Analizando el caso de la teoria regularizada sobre una red discreta, es posible utilizar
una descomposicion del espacio de Hilbert de la forma (2.35) mencionada si todos los grados
de libertad que conforman el espacio de Hilbert global se corresponden con los sitios de
la red. Si bien esto es cierto para muchos casos, entre los que se puede destacar el campo
escalar libre o un campo fermionico libre, esta afirmacién no es valida para los campos de
gauge. En efecto, los ultimos mencionados presentan variables pertenecientes al grupo de
simetria que se corresponden tanto con los sitios como otras con los links entre los mismos.

A continuacién se presentara una breve introduccién teorias de gauge sobre una red
discreta y al comportamiento del &lgebra de las mismas. Luego se desarrollara como las
distintas elecciones de algebra o fijaciones de gauge afectan a la entropia de entrelazamiento.
La discusion realizada en este capitulo se desprende mayormente de [11].
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Capitulo 4. Entropia de entrelazamiento de un campo de gauge

4.2. Campos de gauge abelianos sobre una red discreta

Una teoria de gauge es un tipo de teoria de campos en la cual el lagrangiano es invariante
ante ciertas transformaciones locales dadas a partir de un grupo de Lie G de dimension dg.
Las variables béasicas de dicha teoria sobre una red discreta a tiempo fijo son las variables
U = U(ap) pertenecientes al grupo G mencionado y asignadas a cada link [ = (ab) que une
los vértices a y b. Al link con la orientacion inversa [ = (ba) se le asigna el elemento inverso
del grupo, es decir Uy = U(;ll)). Las trasformaciones de gauge estan dadas de la forma

U (’ab) = 9aU(at) 9y, 1 donde los elementos g, y g, también pertenecen al grupo G pero estan
asociado con los vértices de la red a y b.

Bucles de Wilson a a
/a @ e\‘ I e @ ga . ga .
N 'y A J
Sitios _® o ¢ o o
L k 4
\@ ° ; < < L ~ =1 —
A T ¥ I s I
e o @ 4 = 3 3 L 2 Shody i
g [ S
e o e o o o e o e

[ ]
Plaquetas
o (Bucles de Wilson)

® oeo o oo o g
Y b

Enlaces o links

o,
Q
=

O

Figura 4.1: Esquema de los elementos de un campo de gauge sobre una red discreta

En este marco, es util llamar V al espacio de todos los funcionales de onda complejos
Y|U] donde U = {U} representa una asignacion de un elemento del grupo G a cada link
[. Sin embargo, los funcionales de onda que describen estados fisicos forman un espacio
‘H C V de funcionales invariantes de gauge ¥[UY] con U9 = {gaU(ab)gljl}. Tanto ¥V como
su subespacio ‘H forman un espacio de Hilbert con el producto interno

(1h1]1p2) :ZZ--'Z%[U]%[U]- (4.1)

Ui Us UNZ

Un conjunto generador del algebra A(V) de todos los operadores puede ser construido
de una forma muy sencilla si G es abeliano. En particular, el espacio V puede ser construido
a partir del producto tensorial sobre todos los links de los espacios vectoriales complejos
y dg dimensionales (Cflc’ asignados a cada link [. Por ende, el algebra A(V) es el producto
tensorial sobre todos los links del algebra asociada al grupo general lineal GL(C, dg); de
matrices dg X dg actuando sobre (C;i‘c’.

Bajo este contexto, es tutil encontrar los generadores del algebra correspondiente a
GL(C,dg); para cada link [ para luego construir A(V). Para empezar, dado ¢ € G un
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elemento arbitrario del grupo asociado al link [ es posible definir los operadores unitarios
qu que actuan de la forma

LUy, Us, ..., Uy, . UN] = UL, Uy, ..., gUy, ... UN] (4.2)

y por ende vale que f); = lA}Zg_l vy que ng1 ng2 = ng1 g0+ de manera para el caso abeliano los
operadores ﬁlg con mutan para diferentes g y I. Ademés, estos generan un algebra abeliana

para el link [ que puede ser completada introduciendo los operadores U ;| dados por
Ur[U, Us, ..., Uy, . UN) = UFY[UL, Us, .o, Up, - UN (4.3)

donde U] es un valor numérico (para el caso abeliano) correspondiente a U; en la repre-
sentaciéon unidimensional r. Nuevamente, los operadores UZ" conmutan para distintos [ y
r de manera que en conjunciéon con los operadores I:é forman un conjunto de generadores
completo de GL(C, dg);.

Una vez obtenido un conjunto de generadores del algebra A(V) es util reducirlo para
generar la subalgebra de operadores fisicos A(H), siendo para esto es necesario obtener
una versioén invariante de gauge de los generadores ya encontrados. Los operadores f/lg para
el caso abeliano naturalmente cumplen con dicha propiedad, es decir, si ¥[U] es invariante

de gauge (I:qu) [U] también lo sera. Resta simplemente estudiar los ﬁf , para esto es ttil
introducir el operador T}, dado por la transformacién de gauge g, sobre el vértice a como

TyoplU) = (U], Ty = H L!(;;b), b € {Primeros vecinos de a} . (4.4)
b

Operando para un estado invariante de gauge [U] € H se tiene que
(Toalusy®) U] = 9" Uty 610 # (Uit (U], (4.5)

(T0aUfay) 0] = Uty (971) w1U] # (070y2) U], (46)

es decir que los operadores U(Tab) y ﬁ{ca) no son invariantes de gauge por separado pero
ﬁ(Tab) U(’"ca) si lo es. Generalizado, todo operador de bucle de Wilson Wfi construido como

producto de operadores U] sobre un camino cerrado y orientado I' es invariante de gauge.

WE = Ul 00 Ulias) Ul

r —
(araz)Ulazas an_1amU I' =a1,a2,a3, ..., Qp_1,0n, Q1 - (4.7)

(anai)’

En resumen, el algebra de operadores fisicos A(#) puede ser generada para el caso
abeliano a partir de combinaciones de operadores qu y bucles de Wilson Wlf dados por
productos de Uf sobre un camino cerrado y orientado.

En comparacién con el oscilador armoénico, es posible destacar la analogia entre los
operadores Ulr y ng con los operadores de coordenadas y momento respectivamentemente.
Ademas, en representacion de Schrodinger todas las funciones de onda pueden obtenerse
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actuando con funciones del operador de coordenadas, en este caso los mismo puede hacerse
actuando con operadores de bucle de Wilson sobre el funcional de onda trivial ¢*[U] = 1.

Se destaca que para un funcional de onda invariante de gauge ¥[U] € H vale por (4.4)
que (Ty,¥[U]) = ¢[U]. A partir de aqui, como todo operador perteneciente al dlgebra B(H )
debe conmutar con todos los operadores T, se tiene el vinculo

Tya = [J LI =1, (4.8)
b

lo que implica que no todos los operadores L; son independientes. Dicho vinculo, es el
analogo a la ley de Gauss para el caso electromagnético.

4.3. Algebras locales y descomposicién del espacio de Hilbert

Supéngase que para una teoria sobre una red discreta se define una regiéon V' de ma-
nera que queda definida el algebra Ay compuesta de todos los operadores que pueden ser
construidos a partir de los elementos en el interior y sobre el borde de V. Si se llama (Ay )’
al algebra dada por todos los operadores que conmutan con todos los pertenecientes a Ay,
para el caso més general, se tiene que

Ay N (.Av)/ = Zy, (4.9)

donde Zy es llamado centro del dlgebra Ay y esta compuesto por el conjunto de operadores
que conmutan con todos los demés, ya estén presentes en Ay o (Ay ).

En algunos casos, como el campo escalar, donde los elementos de la teoria pertenecen a
los sitios de la red y todo los operadores se pueden escribir como polinomios en potencias
del campo y los momentos en cada uno de los sitio, se tiene que

Av = (Ap) s Ay = (Av) (4.10)

donde Ajy; es el dlgebra de operadores definidos sobre la region V complementaria a V.
También vale que el centro es trivial, es decir esta dado por conjunto de operadores 1
proporcionales a la identidad

AvN(Av) = Ay N Ay =1. (4.11)

Esto implica que el espacio de Hilbert global esta asociado con dos algebras, siendo estas
el dlgebra Ay de los operadores Oy ® 15 y el algebra Ay de los operadores 1y ® Oy7. Bajo
este contexo es valida la descomposicion

H=Hy ® Hy. (4.12)

Para las teorias de gauge un centro no trivial aparece naturalmente. Esto puede deberse
a la presencia de links [ € V' que no pertenecen a ningin bucle de Wilson y por ende el
operador Lé asociado forma parte del centro. O bien, de forma méas general, la existencia
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de un centro no trivial se debe a que gracias al vinculo (4.8) siempre existe producto de
operadores de Ay ubicados en el interior de V pero cerca de la frontera 0V que puede
escribirse como producto de operadores correspondientes al algebra Ay definida sobre la
region complementaria (Ver figura 4.2) . Sin embargo, como se vera a continuacion mediante
la fijacién de gauge pueden realizarce distintas elecciones de élgebras sobre el borde de la
region V' que permiten generar un centro trivial.

La existencia de un centro no trivial para el algebra impide la descomposiciéon de alge-
bras en términos de productos tensoriales sobre el espacio de Hilbert y por ende la forma
usual de computo de la matriz densidad reducida no puede ser aplicada. Independiente-
mente de este hecho puede definirse una entropia invariante de gauge [11, 36] pero la misma
no puede ser interpretada como correlaciones entre V' y V dadas por pares EPR sobre OV
destilados a partir del estado definido por la matriz densidad.

Figura 4.2: A partir de la aplicacion del vinculo (4.8) se tiene que ( (ae) f;(gad)> =
(ﬁgba)f/éw)) y (ﬁéfg)f}éfh)ﬁéﬁ)> = ﬁéjf) de manera que (L( a)L(ca)> Lyh

con los demas operadores en el interior del cuadrado.

!(] conmutan

4.4. Centro trivial para el caso electromagnético

Para el caso electromagnético U(1) las variables de link pueden parametrizarse de la
forma U; = €'Y donde A; representa el potencial vector y a el espaciado de la red. En
el continuo esto puede ser asimilado a A,dz, donde el diferencial dz, describe el despla-
zamiento a lo largo del link. Para el caso d-dimensional, dado el tensor electromagnético
F,, =0,A, —0,A,, se tienen los vinculos

ViF% =0, 0; Fiyis + 0iyFigiy + 03y Fiyiy = 0. (4.13)

Integrando la primera ecuacion de (4.13) sobre un volumen W d-dimensional encerrado
por una superficie (d — 1)-dimensional ¥ se tiene

/ddﬂc V-E:/da 7-E=0 (4.14)
w P
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Luego, para cualquier superficie 3 que intersecte la region de estudio V', es posible generar
operador que posiblemente pertenezca al centro Ay

/ do 77~E:—/ do 7-E. (4.15)
NV NV

Esta ecuacion puede obtenerse sobre la red discreta multiplicando los vinculos de tipo (4.8)
sobre todos los vértices de la region W:

I % =1] [HL;S] =1. (4.16)

aceW acW b

Pero los operadores Lgs entre dos puntos de la region W se cancelan al realizar el producto.
De esta manera, definiendo 0W,,; como el conjunto de links [ con un solo vértice en W
apuntando hacia afuera, la ecuacion (4.16) se reduce a

II z,=1. (4.17)

1EOWout

Analogamente a partir de la segunda ecuacion de (4.13) se tiene que

/ daijFij:% A, dat = / doi; F (4.18)
NV ovny NV

que puede reducirse a la red discreta como producto de plaquetas orientadas.

Ya conociendo los posibles elementos del centro, es posible determinar las consideracio-
nes necesarias para obtener un dlgebra con centro trivial [11]. Llamando OV y 9V~ los
elementos de la frontera 9V de V incluidos y no incluidos como generadores del algebra
Ay respectivamente se tiene que:

= Para que el vinculo eléctrico no sea usado para formar un elemento del centro es
necesario evitar tener un conjunto de operadores en la frontera que sean unidos
y exteriores a un lado de la superficie (d — 2)-dimensional en la frontera (d — 1)-
dimensional V. En otras palabras, el conjunto V'~ ser conexo. Ademas, OV no
debe contener todos los operadores de link correspondiente a un tnico sito, o bien,
OV~ debe tocar todos los sitios contenidos en OV .

= Kl vinculo magnético implica que AV~ no puede formar un camino cerrado, dado
que esto implica que existe un Bucle de Wilson que pertenece al centro del algebra.

Ambas condiciones combinadas permiten asegurar que para obtener un algebra con centro
trivial, es necesario que OV~ forme un arbol maximal' sobre la frontera OV (Ver Figura
4.3).

1Un arbol maximal es un conjunto de links que no incluye ningan bucle cerrado pero la inclusién de
cualquier otro link produce al menos uno.
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Figura 4.3: Algunos arboles maximales posibles (en lineas de puntos) sobre el la frontera
para d = 2 (izquierda) y d = 3 (derecha). La linea punteada representa los elementos de
OV~ mientas las no puntuadas representan los links pertenecientes al algebra Ay

4.5. Elecciéon de algebra por fijacion de gauge

Es importante destacar que cada variable Uy, puede ser fijada a 1 (A(ab) = 0) sacrifi-
cando la libertad de gauge en alguno de los sitios a o b. Sin embargo, no todos los links U,
de un camino cerrado pueden ser fijados a 1 porque se contradice la invariancia de gauge
del producto de las variables de link a lo largo del camino.

A diferencia de lo que sucede con los caminos cerrados, siempre puede fijarse a 1 todos
los links correspondientes a un arbol maximal 7. De esta forma es posible mapear una
teoria de gauge a una teoria sin invariancia local de gauge donde U; € G representan
las variables fisicas para los links [ que forman parte del complemento del arbol maximal
T. Bajo esta fijacion de gauge, el algebra de operadores de Wilson queda reducida a la
generada por los operadores de coordenada de la forma

Ur[UL, Us, ..., Uy, U] = UFp[UL, Us, .., Uy, U], (4.19)

donde N representa la cantidad de links en 7.

En esta representacion invariante de gauge es sencillo definir una entropia de entre-
lazamiento. Simplemente es necesario elegir un subconjunto V' C T de links no fijados y
su complemento V de manera que la descomposicién en producto tensorial de la forma
H = Hy ® Hy; de las funciones en T permiten obtener la entropia de entrelazamiento de
la regiéon V.

El inconveniente con este desarrollo es que la regiéon V' no necesariamente se corresponde
con una regiéon espacial. En efecto, los grados de libertad dados por los links invariantes de
gauge en 7 pueden ser altamente no locales. Para resolver este inconveniente es necesario
lograr que el al cerrar un arbol maximal 7 con un link perteneciente a 7 NV el bucle
generado debe estar totalmente contenido en V. Esto puede lograrse, nuevamente, eligiendo
un arbol maximo sobre la frontera de la regiéon V' de manera que cada link 7 N9V que se
elija cierra un bucle contenido en OV .

De esta forma, se logra dividir los grados de libertad en dos, los que son incluidos en
la region V' y los que no. Si bien la distribucién de grados de libertad en el exterior y en
el interior de dicha regién pueden ser confusos esta se relaciona con una regiéon espacial
bien definida permitiéndose asi calcular correctamente la entropia de entrelazamiento de
la misma.
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Capitulo 5

Entropia de entrelazamiento de un
campo de Maxwell

5.1. Modalidad de trabajo

En principio la entropia de entrelazamiento para un campo de Maxwell podria ser
obtenida a partir del método de Peschel [7] expuesto en el capitulo anterior de manera
similar a [35], sin embargo es interesante obtener este resultado descomponiendo el campo
en cuestion en campos escalares libres como en [12].

Para el caso plano entre placas paralelas infinitas es posible describir al campo de
Maxwell como dos campos escalares libres, esto implica que la entropia de entrelazamiento
no distingue entre las dos teorfas mencionadas de manera que los coeficientes universales
seran iguales. Al analizar el caso de la esfera puede verse que esto no es totalmente cierto
dado que las teorias difieren para momento angular cero, produciéndose asi diferencias en
la anomalia (término logaritmico de la entropia).

5.2. Entropia de entrelazamiento de un campo de Maxwell
entre placas paralelas

Considérese, al igual que en el capitulo 3 , que se desea calcular la entropia de entrela-

zamiento de una regién V dada por el espacio entre dos placas paralelas infinitas separaras

una distancia L. Para el caso de Maxwell, tendremos el hamiltoniano y las relaciones de
conmutaciéon

H= ;/R Pz(E*+ B,  [Ei(T),B; (@) = —i%:sikjaké(x—y) . (5.1)
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Expandiendo los campos vectoriales E v B en modos de Fourier de manera analoga a
(3.47) se tiene

Ei(z1,32,23) = Y Ne™™ Ej(x1,k),i=1,2,3, (5.2)
k

Bi(w1,79,33) = »_ Ne*Bj(z1,k), i =1,2,3, (5.3)
k

donde 1 es perpendicular a las placas paralelas, Z9 = k y T3 = k x 21.
Luego, remplazando (5.2) y (5.3) en los vinculos del caso sin fuentes V- E = 0 y
V - B = 0 es posible obtener que valen las relaciones

i i
E2 = —81E1, B2 = —81B1 . (54)
|| ||
Esto lleva a introducir los campos
)
¢1 = _malBla P = Ey, (5.5)
i
P2 = —malEh Py = By, (5.6)

de manera que remplazando en (5.1) se tiene el hamiltoniano
H=Y" [don (PP + PLP 4 Bolor + Klon + 06061 + 061062)  (57)
k

con las relaciones de conmutacion no triviales

[¢1(21, k), P (2}, k)] = [¢2(21, k), Pa(a, k)] = id(2x1 — ) Spr - (5.8)

Esto significa que la entropia de entrelazamiento de un campo de Maxwell entre placas
paralelas sera simplemente el doble de la obtenida para un campo escalar implicando que
la entropia no distingue las dos teorias bajo esta geometria.

5.3. Entropia de entrelazamiento de un campo de Maxwell
en una esfera

5.3.1. Descomposicion de los campos eléctricos y magnéticos en armo-
nicos esféricos vectoriales

Sea un campo vectorial arbitrario V' es posible descomponerlo en armonicos esféricos
vectoriales [12, 37, 38| a partir de la expresion

Vim = Vi (1Y 10, 90) + Vi ()Y 13 (0,0) + Vi ()Y 1 (6, ) (5.9)
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donde vale que

co m=l

Im

=0 m=-1

L. L. . —r e —m , . . ,
y los arménicos esféricos vectoriales Y,,,, Y, v Y, estan definidos a partir de los armo-
nicos esféricos escalares usuales Y}, como :

Yin(0,0) =Yim(0,0)F 120, —-1<m<0, (5.11)
?lem(gaso) = M >0, -I1<m<0, (512)
10+1)
—m Yim (6,
v 0,p) = 2 m0) g <o, (5.13)

VIl+1

siendo Y7, correspondiente a la parte radial, Y . a la eléctrica y Y, a la magnética de
cada modo V},,, de campo vectorial V.

A su vez, es util introducir el indice s = r, e, m de manera que se satisface que:
S 58 %
Ylelm s} = 585’511’5mm’ ) (5.14)

sugiriendo que los armonicos esféricos definidos en (5.11), (5.12) y (5.13) son una posible
base ortonormal para expandir un campo vectorial arbitrario V' de la forma (5.9), o bien
reescribiendo

V=> V5(rY,0¢), (5.15)

slm

con V;? (r) dados por la expresion para los coeficientes de Fourier

lmn:/vyﬂm. (5.16)

En particular si se utilizan las ecuaciones (5.15) y (5.16) para el campo eléctrico se
obtiene que

E= Y BrVin00). Ei() = [E-Ti0 (.17

slm

y analogamente para el campo magnético:

B =3 Biu()Vin00). Binl) = [ B-Visao. (5.15)

slm
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5.3.2. Reescritura del Hamiltoniano del campo de Maxwell

El Hamiltoniano y las relaciones de conmutacién no triviales del campo de Maxwell
vienen dados a partir de los campos fisicos F y B en (5.1) de manera que remplzando
(5.17) y (5.18) en dicha expresion se tiene

Z > / ElmE ,+Bmef,’;;,) < / Yfmyf,';,d9> dr, (5.19)

slm s'l'm

o bien, aplicando la ortonormalidad de los armonicos esféricos vectoriales dada por (5.14)

es valido?
Z / [(E5,)? + (Bg,)?] dr. (5.20)

slm

Por ende nuevamente es de utilidad introducir la notacién

H=> Hp (5.21)
Im
donde se considera que

/ D (B ) + (Biy(r)?dr 121 (5.22)

S=r,e,m

Hy = 5 /OOO r2[(E5(r))* + (By(r)?dr  1=0 (5.23)

Desde un punto de vista matematico, interesante destacar que la diferencia para momento
angular cero proviene de la imposibilidad de definir los armoénicos esféricos eléctrico y
magnético en dicho caso, de manera que solo se puede considerar aporte radial.

De la misma manera para las relaciones de conmutacion remplzando (5.17) y (5.18) en
(5.1) vale que

10+1)

[E{m’BlT/er’] == [EleBlT’m’] = r3

S(r — 1) Smme - (5.24)

5.3.3. Condiciones para campos libres sin fuentes

Para el caso sin fuentes es claro que es vélida la ley de Gauss electrica de la forma
V - E' = 0 que puede ser reescrita en vista de (5.17) de la forma

. OE;, —
SV (B Ti) = X (Vi P55 4 B0V T3 ) 0. (529

slm slm

LConsiderando que cada modo m debe producir el mismo aporte a la entropia, es posible simplificar el
calculo suponiendo m = 0. Bajo este contexto, Fj,, y Bj,, son variables reales para todo [ y s.
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Entonces, es util analizar cada término de (5.25) a partir de las propiedades de los armoénicos
esfericos vectoriales (Ver anexo B.1) obteniéndose asi que

OE, ()

2 0+1)
S Vi | iy S () - YT
= Im or + r lm(r)

E; . (r)| =0. (5.26)
r

Sin embargo, dado que los armonicos esféricos son linealmente independientes, que la ex-
presion (5.26) se anule implica que deben anularse todos los coeficientes de la sumatoria,

por ende vale que

Phn®) 4 2y ) = Y g ). (5.27)

Es importante destacar nuevamente que para momento angular cero [ = 0 solo esta
definida la componente radial de manera que puede obtenerse de manera analoga que

8Elr:0(7“)

2
S0 4 CEo(r) = 0. (5.28)

Esto implica que necesariamente

Constante
EZTZO(T) = ?”2 ) (529)
pero al no haber cargas presentes la tinica solucién consiste en el origen serd Ej_,(r) =0
De forma similar para el campo magnético remplazando (5.18) en la ley de Gauss
magnética V - B = ( vale que para [ > 1:

+ 2Bl () = l(lﬁl)Bfm(r) (530)

0By, (r)
or

y para l =0 que B]_,(r) = 0.

5.3.4. Inclusién de los vinculos en el Hamiltoniano

Ahora se presenta la forma de reescribir el Hamiltoniano para cada l y m (Hp,) de la
ecuacion (5.21) incluyendo las restricciones dadas para el campo sin fuentes. En particular,
para | = 0 se obtuvo que E]_, =0y B]_;, = 0 de manera que remplazando en (5.23) vale
que Hj—g = 0. Para [ > 1 a partir de (5.27) y (5.30) es posible despejar Ej vy Bj en
funcién de Ej vy Bj  respectivamente

. B r oE] (r) 2 "o
Biur) =t Bl 2 ) (5.32)

D o s
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Remplazando (5.31) y (5.32) en (5.22) se obtiene

1 > T e m T e m
Hin =5 | (B + (Fi)? + (B + (B + (B + (B dr =

2
1 [ r ok} 2
=5 / r* | (Eim)? ( sl Efm) + (Bip)? | dr+
0

VIl+1) or VI +1)

2

1 [, r 0B, 2 -
+ 2 /0 r? |(B],)? (m o 4 mBlm> + (Ep)* | dr. (5.33)
Es decir que el Hamiltoniano Hjy,, puede escribirse a partir de dos modos compuestos de
los pares de variables canénicas conjugadas (£, , B}") v (£}, B} ), lo cual es consistente
con los conmutadores calculados.

De forma similar al caso de placas paralelas, la escritura del Hamiltoniano y los con-
mutadores puede simplificarse definiendo nuevas variables:

~ ~ ~ T‘QET . ,,,,QBT
Ep =rE, Bp =rBp, Ej,=——=2_  Bj =-——_. 5.34
Im Im Im Ilm lm l(l T 1) Im l(l T 1) ( )
En este caso es trivial probar la validez de las relaciones
(Ef)? =r*(Ep)?, (Bin)? =r*(Bi)”, (5.35)
I(l+1) I(l+1)

(Efn)? = (Bl (Bi)* = (Bj)” (5.36)

r2 72
y también se tiene que

~ 2
OE! i OET P

m mo Erm , 5.37
(m) <\/1+1 or  Jil+1) l) (5:37)

~ 2
0B o v o, 2
m m oy B | . 5.38
< or ) («/ +1 or  Jii+r1) ) (5:38)

Entonces, aplicando las sustituciones (5.34) en (5.33)

~ N2
L[ ]i(l+1) o 2 aElrm m \2 i D
Hipm = 2/0 2 (Efm)” + (87" + (Bim)” | dr + (Eim <> Bim) - (5.39)

De manera similar para los conmutadores se obtiene que
[E;’m,é;ﬁm,] - [E;;L,E;m,} = i6(r — )0 Sy - (5.40)

En resumen, introduciendo los vinculos impuestos por las leyes de Gauss (5.27) y (5.30)
junto con las sustituciones (5.34) se ha demostrado Hamiltoniamo de Mawell es semejante
a dos campos escalares que no interactiian entre sf para [ > 1 y se anula para [ = 0.
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5.3.5. Entropia y coeficiente logaritmico

En resumen, para el caso de una region esferica de radio R, se tiene que la entropia
para el campo de Maxwell S™(R) vendra dada a partir de la del campo escalar S°(R) de
la forma

SM(R) =2 (S*(R) — SLo(R)) - (5.41)

Donde debido al balance entre operadores eléctricos y magnéticos en (5.39) se considera la
entropia obtenida corresponde a un algebra sin centro.

Bajo este contexto, utilizando un calculo numérico anélogo al citado para el campo
escalar (Ver Anexo A.3) sin el modo de momento angular nulo (I = 0) se obtiene que

M =2 (cﬁ;g - cfgg:()) — —0,355376, (5.42)

siendo este valor coherente con lo obtenido por este mismo método en [12].
A su vez realizando el calculo numérico solamente para el modo de momento angular

cero se tiene que
1

6 )
es decir, que el aporte del modo I = 0 es igual al de un campo (1 + 1)-dimensional con
condiciones de contorno de Dirichlet en el origen. A partir de aqui, puede verse que el valor

S1=0 — (),166665 ~

Clog

(5.43)

1 1 16
Clog = 2 (cf)g - cff?) =2 <— - ) = — 7 ~ 0.3355 (5.44)

coincide con el de [13] obtenido analiticamente en base a argumentos termodinédmicos en
el espacio de Siter . En este caso el valor no coincide con los resultados obtenidos a partir
de multiplicar la densidad de Euler en la anomalia de traza del tensor de energia-momento
de —% siendo este un problema abierto del area. Posiblemente las diferencias observadas
se deben a contribuciones anémalas sobre la superficie de la esfera.

2000 @ Campo escalar

Campo de Maxwell

1500

@ Campo escalar

#1000

Campo de Maxwell

500

Figura 5.1: Entropia (izquierda) y parte logaritmica de la misma (derecha) en funciéon del
radio de la esfera para un campo escalar y un campo de Maxwell en una esfera.
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Gravedad Linealizada

6.1. Ecuaciones de campo de Einstein

En Relatividad General es posible describir la interaccion gravitatoria como resultado
de la curvatura del espacio tiempo producida por la masa y la energfa. Esto se resume en
las ecuaciones de campo de Einstein dadas para c=1y G =1 como

Guv = 87rT;w ) (61)

donde T}, es el tensor Energia-Momento G, el tensor de curvatura de Einstein, que se
forma a partir de derivadas segundas del tensor métrico g,,. Formalmente el tensor de
Einstein puede ser escrito como

1
G/u/ = R/u/ - iRg,ul/a (62)

siendo R, el tensor de Ricci que es obtenido a partir de la contraccion de un indice
covariante y otro contravariante del tensor de Riemann y R es el escalar de Ricci se calcula
como la contraccién de el tensor del mismo nombre. Es decir,

Ry, = R° R=R",. (6.3)

povs
A su vez el tensor de Riemann se escribe en en funcién de los simbolos de Christoffel
I" como
Rl = 047 g =017y + 17 \TA  —T7 (T, (6.4)
de manera que los simbolos de Christoffel pueden obtenerse a partir de la métrica del
espacio g, como

1 0 0 0
re = —gen (Y OGw GG ) (6.5)
“ 2 ox¥ ozt Oz

Si a partir de las ecuaciones de Einstein (6.1) se quiere obtener como solucién un
espacio-tiempo plano basta con requerir que el tensor Energia-Momento sea nulo, es decir,
T,,, = 0. Para dicho caso, es sencillo ver que las ecuaciones en cuestion se transforman en

R,,, = 0 y la métrica del espacio de Minkowski 7, es una solucion?.

'Existen soluciones a R, = 0, por ejemplo, pueden describir ondas gravitacionales.
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6.2. Gravedad linealizada

6.2.1. Ecuaciones de campo y lagrangiano

Es posible realizar una aproximacion de la gravedad de Einstein donde el espacio-tiempo
es caracterizado por una métrica de Minkowski de fondo (7,,,) mas una perturbacion débil
(huv) que genera solo correcciones pequefias sobre el campo inicial [39, 40, 41]. Matemati-
camente es valido escribir

Juv = M + Ny huw|l<< 1. (6.6)

En esta aproximacion de campo débil es posible expandir las ecuaciones de campo en
potencias de hy, y sin perder mucha exactitud es vélido eliminar todos los términos no
lineales. El formalismo resultante es llamado gravedad linealizada y es la teoria que se
obtiene al buscar el campo clasico correspondiente a particulas de spin 2 y (—2) en un
espacio-tiempo plano.

Al trabajar con gravedad linealizada, dado que ||h,,||<< 1, es correcto asumir que la
subida y bajada de indices se realiza con la métrica de Minkowski (7),,,) y no con la métrica
total de la teorfa (g, ). Luego, a partir de (6.5) calculamos los simbolos de Christoffel

1 OMna 817n5 8%5 Ohna 8hn5 6ha5
T+ = _(pH" 1L pH" — — =
of 2(77 + ) ( 0xP Ox® ox™ 0xP Ox™ ox™
1 un 1 1% K 1Y
~ 577 (hnaa,@ +hnﬁ,a _hozﬁm ) = §(ha 6] +h5 a _haﬁa ) . (67)

Analogamente al construir el tensor de Riemann a partir (6.4)

RP.  —T°F r°

P A P A
o - —FPW,V +I MF -7 I, ~ I’

pow s (6.8)

vo o voou

donde se eliminan los términos I'” I, vy I T, porque solo involucran términos no
lineales de hy,,. Desde aqui, remplazando (6.7) en (6.8), vale que

1

1
Rpcr,ul/ = 5 ;ﬂ7pn (hnuacr +hno s _huo'an) - iaynpn (hnu,o +hno;u _h,uo'an) =

1
= 5 (h‘Vp’U# +h#0?pu _hVCHpu _hupaau ) . (69)

Ademas, contrayendo el tensor de Riemann en funcion de (6.3) y (6.8) se tiene el tensor y
el escalar de Ricci de la forma

1
Ruv - §(huawa +hyaau0 _hw/’ag _hamlw) (6'10)

R=hpe " —h?,.,7 . (6.11)
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Por otro lado, para el caso de la gravedad linealizada podemos ver que la definicién del
tensor de curvatura de Einstein (6.2) se transforma en

1
Gl“’ = RNV - inuyR (612)

entonces remplazando (6.10) y (6.11) en (6.12) se tiene

G,u,z/ = [huoauo +hy07ua _h,ul/,ga _hagauu _nuu(hpoapa _hppmg )} (613)

DN |

reduciendo las ecuaciones de Einstein (6.1) a

huawa +hyaaua _humga _hogyuu _Tlull(hptfapa _hppaag ) = 167TTMV (614)

serd de utilidad para el desarrollo de este trabajo conocer un lagrangiano que describa
el campo de gravedad linealizada h,,,. Una forma de este fue obtenido en [42, 43| donde se
prueba que el lagrangiano

1 1
L= —0,M"0,h", + iaahwﬁah‘” + 0,0, h",, — §6ah“u8ah”y + ho‘ﬁTag (6.15)
produce las ecuaciones de campo (6.14) como sus ecuaciones de Euler-Lagrange.

6.2.2. Transformaciones e invariantes de gauge

Es claro que no es correcto esperar que la ecuacion de campo (6.14) entregue solucio-
nes Unicas, ya que para cada solucién posible siempre pueden generarse otras a partir de
cambios de coordenadas. Bajo este contexto, las libertades de gauge del campo gravita-
torio linealizado provienen de dichos cambios de coordenadas pudiéndose asi escribir la
transformacién mas general posible sobre z#, que mantiene el caracter débil del campo,
como

ot — 2 =t H () (6.16)

donde 9¢*/0z" es del mismo orden que hy,, es decir,

oEr
@) v ) = O (huw) - (6.17)
Puede demostrarse facilmente que el tensor de Riemann a nivel linealizado es invariante
ante transformaciones del tipo (6.16). Para comenzar, es sabido que el tensor métrico g"”
transforma como tensor contravariante al realizar un cambio de coordenadas, luego

. oz’ ox’”
THY — @@g)\p. (618)

A partir de (6.6) es posible considerar g,, = 1, + hy en (6.18) de manera que

oo v oo v
o' 0x'" ,  Ox'" Oz )

N 17/ P
W= oz~ Ozr ! oz 8xph ’ (6.19)

Valentin Benedetti Pégina 51



Capitulo 6. Gravedad Linealizada

en efecto, para las derivadas considerando (6.17) se tiene

J0e  oer
Adzr  Qx?

ox'" 0z’ <8x“ 85“) <6:U” oY

~ SHSY
ox> oxp  \Oz*  0x* ) \ Oxr 8x9> N O0N0, +0

S, - (6.20)
Remplazando (6.20) en (6.19) y eliminando los términos de segundo orden y superiores de
h*Y y Q& se tiene

e
oz

= WY g P = B G (6.21)
Utilizando (6.7), (6.19) y (6.21) es posible recalcular los simbolos de Christoffel

og”

o _
oxP

h/,UV — _n,uu + (nuu —|—h'ul/) 4 ,’7)\1/ +

1
F/uaﬁ = 577Mn (h/naaﬁ +h/nﬁao¢ _h/aﬁm) =

1 1
= 577“” (hnaaﬁ +hn67a _haﬁm) + 577/”1 (gnaaﬁ +£amﬁ +£na,3a +£ﬁma _gaaﬁn _gﬁaom ) =

1
= T 5+ 57" (Gnsas +Enspa) = Diag + 1" Ensas = I o5 + €105 (6.22)

siendo, a partir de (6.8) y (6.22), sencillo computar nuevamente el tensor de Riemann

R/pa;w = F/puaﬂu _F/p;ww = 8M (Fpuo +£&° w0 ) =0y (Fpua + fpv;w )
(prgau +£pauau) - (Fp,waz/ +§pauoy) = Rpg,w + (gpauo,u _gpa,uou ) = Rpglw . (6.23)

En resumen, el tensor de Riemann es invariante de gauge y por ende sus contracciones, el
tensor y el escalar de Ricci, también lo seran. De aqui se deduce también que las ecuaciones
de campo permanecen independientes de la eleccién de gauge, valiendo que para cada
solucion hy,, existen infinitas soluciones equivalentes (6.21).

El campo gravitatorio lineal puede ser cuantizado bajo distintas elecciones de gauge
de forma similar al caso de Maxwell [44, 45|. Sin embargo, en los proximos capitulos
trabajaremos con elecciones de gauge menos convencionales que permitan trabajar con las
geometrias de interés.
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Resultados

7.1. Modalidad de trabajo

El proposito de este trabajo es obtener la entropia de entrelazamiento para el campo
de gravitones linealizados entre placas paralelas y en una esfera. Una posibilidad seria
proceder de forma similar a lo realizado para el campo de Maxwell en [12]| desarrollado en
el capitulo 5 a partir de los campos E y B componentes del tensor invariante de gauge F, -
Para el caso gravitatorio esto implicaria la necesitad de trabajar con el tensor Riemmann
de cuarto orden R,,¢, y por ende, se considera mas sencillo trabajar con el campo hy,,.
La dificultad que se introduce con este tipo de calculos es la necesidad de fijar un gauge
adecuado para la obtenciéon de la entropia de la region espacial definida.

Por propdésitos didacticos, en este capitulo primero se abordara nuevamente el problema
de la entropia para un campo de Maxwell, esta vez, a partir del campo A,. Una vez, reali-
zado esto, habiendo obtenido una mejor compresiéon de las fijaciones de gauge adecuadas,
se trabajara el caso del graviton lineal a partir de hy,,.

Para cada caso, con el propoésito de comprobar que la entropia calculada bajo cierta
fijacién de gauge se corresponde con la region espacial V' requerida, se buscara escribir el
campo correspondiente en funcioén de invariantes de gauge sobre las superficies V. Dichas
expresiones pueden ser algebraicas simples o bien ecuaciones diferenciales a derivadas par-
ciales paralelas a la superficie. Sin embargo, no deben incluir derivadas perpendiculares a
0V dado que integrar las mismas implicaria trabajar fuera de V.

Otro punto a destacar, es que en los casos de simetria esférica se trabajara nuevamente
con expansiones de los campos en armonicos esféricos suponiendo que m = 0 de manera
que los coeficientes de Fourier sean siempre reales. Esta suposicion no afecta el resultado
final correspondiente a cada caso dado que cada modo m debe producir el mismo aporte a
la entropfia.
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7.2. Entropia de entrelazamiento de un campo de Maxwell
entre placas paralelas

7.2.1. Base utilizada y fijaciéon de gauge

Para comenzar, se expande en modos de Fourier el campo A, utilizando la expresion
(3.47) de la forma

Az, 20, 23) = ZNeik“Au(xl, k), n=0,1,2,3. (7.1)
k

Considerando que se tiene la libertad de gauge A A+ Vx y expandiendo x en la misma
base de ondas planas de la forma

X(w1,2,23) = > Ne™2x (a1, k), (7.2)
k
se obtiene

A = Z Ne™ 2 [Ay (w1, k) + Orx (21, k)] (7.3)

k
A = Ne*2 [Ag(wy, k) + ikx (1, k)] (7.4)

k
As' =) Ne™™ Ag(a, k)i . (7.5)

k

A partir de (7.4) puede fijarse el gauge de manera que se anule la componente de A4,
paralela a k sobre las placas. Con esta fijacién se tiene que Ay = 0 y por ende para el
tensor F),, = d0,A, — 0, A, vale que

Fo, = oA, — 8, Ay = ikA, (7.6)

es decir, A, puede escribirse en funcién del invariante de gauge F},,, sobre las placas.

7.2.2. Construcciéon del hamiltoniano y entropia

Para obtener la entropia se comienza a partir del lagrangiano
1 -
L= / P [(A() + VA(@)? ~ (V x A®)Y] (7.7)
R3
donde remplazando a partir de la ecuacion (7.1) y utilizando la fijacion de gauge propuesta

Ay = 0 se tiene .
L= Z/ dx1 Ly, | (7.8)
k 0

donde se usa la notacion
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L =1/2 [Al (w1, k) Ar (@1, k) + AL, k) As(wr, k) = B2AL (21, k) Ay (21, k)

—k2 AL (21, k) Az (21, k) — D1 AL (21, k) D1 Az (a1, k) — KAl (21, k) Ao (1, k)
— 01 Al (21, k)01 Ao (21, k) — Al (21, k)1 A (1, k) — D1 AL (21, k) Ao (1, k)| (7.9)

Es posible calcular los momentos canénicos conjugados de la forma

it T il
o= 2 A 04y 0Ly Ay (7.10)

oA, 2 2 0As 2

P oL, A diAy 0L, As
oo Ok A O e 7.11
oAl 2 2 TP g4l 2 71y

y luego calcular el hamiltoniano correspondiente al lagrangiano (7.9) mediante la tranfor-
mada de Legendre

H= Z/O deiHy, Hp=mA + WIA]; + w3 As + W;A}; — Ly, (7.12)
k

obteniéndose asi en esquema candnico que vale

k2 k2
Hy = 2mlmy + 2mhms + ?AJ{Al + 5A§A3+
Lo K Fa f
+ 58114381143 + ?A()AO + AO@ml + Agorim (7.13)
con las relaciones de conmutacion
[Al ($1, k‘), 7T1(.7}/1, k‘/)] = [Ag(xl, k), 7T3(£L',1, k‘,)] = 25(1’1 — -r/1)5kk/ . (7.14)

Puede verse claramente en la ecuacion (7.13) que el campo Ay no posee dindmica y
por ende puede ser trabajado como un multiplicador de Lagrange. Derivando se tienen los
vinculos

k2 t k?
8171'1 = *?AO 5 817'('1 = *?Ao . (715)
Remplazando (7.15) en (7.13) se tiene

k2

k2
Hy, = 2nlmy + 2mhms + ?AIAI + 3A§A3+

1 2
+ 56114;61143 + ﬁ&m@lﬂ (7.16)
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entonces redefiniendo las variables
\/iﬂ’ 1 P, — ’k‘|A1
7 1=

|| V2

A
¢3 = 7‘% Ps =/2my (7.18)

se tiene hamiltoniano correspondiente a dos campos escalares

¢1 =

(7.17)

Hi = P{ Py + PIPy+ 016]0161 + 01650165 + K661 + k¢l o (7.19)
acompanado de las relaciones de conmutacién candnicas
[(]51(3:1, k)), P1 (.73/1, k/)] = [(Z)g(.rl, ]{7), P3 (a:'l, k/)] = id(a:l — a;'l)&kk./ . (7.20)

En resumen, la entropia del campo de Maxwell para la regién comprendida entre dos
placas paralelas infinitas equivale a la contribucién de dos campos escalares independientes.
Obteniéndose asi, el mismo resultado que a partir de los campos F y B en el capitulo 5.

7.3. Entropia de entrelazamiento de un campo de Maxwell
en una esfera

7.3.1. Base utilizada y fijaciéon de gauge

Para trabajar el campo de Maxwell a partir del campo A, con simetria esférica se
introduce nuevamente la expansién en armoénicos esféricos escalares y vectoriales de la
forma

Z As (MY;.(60,6). (7.22)

slm

Ademés, dada la libertad de gauge correspondiente al campo de Maxwell A 5 A+ Vx
se utiliza la expansiéon en armoénicos esféricos escalares para la funcion x a fijar

X = Xim(r)Yim(0, ). (7.23)
lm
Luego, calculando se tiene que
VX = Z leVYzm + lemaerm"q - Z aerm?;m Xim g Ylm ’ (7-24)
lm im
o bien, de (7.24) en (7.22)
A =S (A + 0 xam) Vi + ( 4 X’m) Yo 4+ ARYT (7.25)

Ilm
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En este contexto, es posible fijar x;,, de manera que A’} se anule para todo [ y m
obteniéndose asi que
A =N ALY, + ALY (7.26)
lm

Es importante ver que esta fijacion permite escribir el campo A, en funciéon de invariantes
de gauge sobre la superficie de la esfera, en efecto:

Fop=e" (0,4, — 0,A,) = €” (0,4,) — ¢ (9,4,) =

= (e"0y) Ay — 0, (e"Ay) + (0ue”) Ay = (€70,) Ay + (0u€”) Ay (7.27)

donde las contracciones e’ A, y €”0, representan la componente del vector A, que se anula
con la fijacion de gauge y la derivada en la direccion electrica respectivamente. A diferencia
de lo obtenido en el caso de placas paralelas en (7.6) la ecuacion (7.27) presenta un término
no local de la forma (9,e"”) A, pero esto no es impedimento para futuros célculos.

7.3.2. Construccion del hamiltoniano y Entropia

Una expresion util para el lagrangiano puede ser construida remplazando (7.21) y (7.26)
en (7.7) obteniéndose asi de la ortonormalidad de los armonicos esféricos que

L=Y)" /0 drLim (7.28)
Im

donde para [ > 1 vale

Lom = 1/2 [r2 AL, A7, + P Aps, A — U1+ 1) A7, 4]

Im“*m ™

—I(l+ 1A AT — (AT + 19, AT ) + 128, A0 8,A) +

Im“tm

I+ 1)AY A —2r2AD 9. AT 4+ 4rAD AT | (7.29)

A partir de aqui, derivando L;,,, en funcion de las velocidades A] vy AJ" se tienen los
momentos candnicos conjugados asociados a cada una de ellas de la forma

0Ly, 0Ly,

2 AT m 2 Am
My, = —— = m T 0 A, m,=—— =71%Ap . 7.30
l 91?1 r < l 0) l a];n Ay ( )

Trabajando en el esquema canoénico se introduce la tranformada de Legendre
0 . .
H= Z/ driim, Hpm = AT 47 AT — L (7.31)
im /0

que permite obtener el hamiltoniano

T T T T ,
Him = 105" + =0 U+ DAL ALy, + 1+ DA AR+
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(1+1)
2

+ (A + 70, A" ) — 7l 8,AY — A AY (7.32)

con las relaciones de conmutacién candnicas no triviales
[ ;m(r),wf,m/(r')] = [Affn(r),w;?m/ (T’)] =i6(r — ") 0w O - (7.33)

Nuevamente, observando que A?m se comporta como multiplicador de Lagrange se
obtiene el vinculo

oy, =11+ 1)A) . (7.34)

que puede ser facilmente remplazado en hamiltoniano (7.32) de manera que se tiene

1 |7, Oy, O0r T,
= = | T mPRhm 4 (] + 1) AL, Af
Hl 2 |: T2 l(l ¥+ 1) + ( + ) Im*Hm +
1|7, 7, m m m o gm
+ 5 |:l7,2l + 2( lm + raTAlm)Q + l(l + 1) lm lm:| : (735>

Por ende es posible redefinir las variables de la teoria de la forma
m,
o = n__  P,=VI(I+1)A,, 7.36
bl = ity Pl = VI DA (7.30

m
Tim

o, = AL, Pl = (737)

y utilizando (7.36) y (7.37) en (7.32) y (7.33) se reduce nuevamente el hamiltoniano (7.31)
a el correspondiente a dos campos escalares libres , es decir

1 T T T T l l + 1 T T
Hlm = 5 |:lele + aqulmargblm + ( 72 )¢lm¢lm:| +
1 (l+1
w5 |+ aopom + i opan | (7.38)
con las relaciones de conmutacion candnicas dadas de la forma
[d){m(r), me,(r/)} = [(;S%(T), P (T/)] = i0(r — 1) O - (7.39)

Sin embargo el lagrangiano (7.29) no incluye el modo de momemento angular cero
dado que los armonicos vectoriales eléctricos y magnéticos no estan definidos para dicho
caso. Realizando el procedimiento analogo solo con el armoénico esférico vectorial radial el
hamiltoniano equivalente a (7.32) para [ = 0 se escribe como

T T
ToTo

Hico =755

+ Ao,y (7.40)

de manera que derivando en A8 se tiene el vinculo 0,7m]_, = 0, o bien, el hamiltoniano

Y T
=0 =
2r2 ’

(7.41)
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implicando que el modo de momento angular cero, al no tener dindmica propia, no genera
aportes a la entropia.

Para concluir, nuevamente se recuperan los resultados del capitulo 5 . En este caso la
entropia del campo de Maxwell serd equivalente a a de dos campos escalares libres sin el
modo de momento angular cero (I = 0). Ademas, el coeficiente logaritmico sera el mismo
al obtenido y discutido en (5.42).

7.4. Entropia de entrelazamiento de gravitones linealizados
entre placas paralelas
7.4.1. Base utilizada y fijacion de gauge

Una vez verificado el método de trabajo para el campo de Maxwell, se introduce el
céalculo de la entropia de entrelazamiento de gravitones linealizados entre placas paralelas.
Para esto recurrimos nuevamente a la base de ondas planas (3.47), siendo valido que

hyw (21, 32, 3) = Ne*2hy,, (21, k). (7.42)
k

Fue mencionado que para la Gravedad Linealizada las transformaciones de Gauge,
provenientes de cambios de coordenadas se escriben sobre h,, a partir de (6.21) como

Mo = Ty + 00€p 4 Ol (7.43)

A su vez aplicando la descomposicion (7.42) sobre la funcion arbitraria £ de la forma

Eulzr, 2, 23) = Z Neik“fu(a?l, k) (7.44)

k

se tiene que _

8(]5“(1‘1,1:2,3:3) = gﬂ(xlvx%x?)) (745)
O1&u (11, 02, 73) = Y Ne™™201€, (w1, k) (7.46)

k
Oalu(w1, wo, w3) = Y iNke'*2¢, (1, k) (7.47)

k
03, (21,22, 23) =0 (7.48)

Combinando las ecuaciones (7.42), (7.43), (7.44), (7.45), (7.46), (7.47) y (7.48) se observa

claramente que

hoo + 2o hot +& +01&  hox + & +ikéy  hos+ &
;o |hot + &+ 0o hi1 + 201& hia + 01&2 + k&2 hiz + 01&3
W hog + & +ik&o  hi2 + 0182 + k& haa + 2ik& has + ik&s

hos + &3 hi3 + 0183 has + ik&3 hs3s3

(7.49)
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Donde es posible ver que es valido anular las componentes h{y, hy, hlo, by, hhy, R, y
hf, anular si fijamos todas las libertades de gauge. Es decir, pueden hacerse cero todas las
componentes del tensor h;w cuya contracciéon de un indice en la direccién paralela a k sea
no nula. Entonces, al trabajar el caso sin fuentes se espera ver que el tensor resultante sea
simétrico y de la forma

00 hor 0 hoy
hio by 0 iy

Ry = o oo o (7.50)
hoo ha 0 hay
Por otra parte, a partir del tensor de Riemann, utilizando (6.9) se obtiene que
2Rou20 = hu2,u2 Hhop2w —how22 —ho2w = —huus2o = khuy (7.51)

es decir que, bajo la fijacion de gauge realizada, es posible escribir h,,, a partir del tensor
de Riemann (invariante de gauge) sobre las placas. Esto nos dice que el algebra de los h,,,
con el gauge fijado entre las placas coincide con el algebra de los R,,, entre las placas.

7.4.2. Lagrangiano

Es posible escribir el Lagrangiano de un campo gravitatorio linealizado libre sin fuentes
a partir de (6.15) como

1% o 1 o 174 174 (e} 1 oV
L= 01" 0uh®, + S0 hyuBaht + Buh" B, 1% — S0, . (7.52)

Separando las componentes espaciales de las temporales, bajando todos los indices e inte-
grando por partes se tiene

L =1/2(hijhij — hizhj;) — 1/2(0phijOnhi; — OnhiiOnhj;) — 1/2(0nhoodnhjj + dnhijOnhoo)
—(h0iOnhni + Onhniho) + (hoi®ihnn 4 Oihnhoi) + OjhijOnhin — 0ihojOnhon+
+ OnhoiOnhoi — 0;hij0ihny, + 0jhij0ihoo - (7.53)

Trabajando (7.53) en la base de ondas planas como en (7.42) bajo la eleccion de Gauge
permitida por (7.50) se obtiene el lagrangiano para cada k fijo de la forma

. 1 . . . k?
Ly = h13h13T — §(h11h33T + h33h11T) — E’hishas’ + ?(hnh:agT + hashi!)

(h11 + h33)h$0 - h0131h33T — 81h33h81 + h0331h13T+

K2 t H K
 hoo(ht + gty —
5 o0(h11" + has') 5

. 1 1
+ Oihaghby + K2hoshls + K2hothl, + 91hosdihl, — 501 hasd1h, — X hoodihls  (7.54)

donde para recuperar el lagrangiano total es valido que

L=>Y" /0 da1 Ly, (7.55)
k
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Es claro que podemos separar el lagrangiano (7.54) obtenido en dos modos, uno que con-
tenga el campo hi3 y el multiplicador de Lagrange hgs

L1 = hishis' — k2hishast — Oihoshis' — hisdihly + k2hoshls + O1hesdrihly  (7.56)

y otro con los campos hi1 v hss y los multiplicadores hg1 ¥ hoo

2 2 2

1 . . .o k k k
L= —5(h11h33T+h33h11T)+5(h11h33T+h33h11T)—?hoo(h11T+h33T)—?(h11+h33)h$o+

+ Ouhothis' + hadihly + K*houh}, — 50thasdihby — Suhoodihly  (7.57)
donde la ecuacion (7.55) se transforma en

L:Zk:/ooodxl (Lr+ L17) (7.58)

A continuacién para facilitar el manejo de las ecuaciones se trabajaré en el esquema cano-
nico el hamiltoniano correspondiente a cada modo por separado.

Figura 7.1: Esquema de dos modos que pueden verse en L

7.4.3. Hamiltoniano del modo 1

Es posible calcular los momentos canénicos w13 y 71']{3 derivando el lagrangiano (7.56)

en funcién de las velocidades hig y h.13Jr respectivamente de la forma

oL . oL .
Ty = = i — Oihly 7y = = hiz — Orhos. (7.59)

Oh13 8hi3T N

Ademas, es correcto obtener hamiltoniano Hj correspondiente a (7.56) a partir de la
transformada de Legendre

Hp = Z/ deiMy , Hp=mishis+ TrL))h.ngr — L (7.60)
k 0

Valentin Benedetti Pégina 61



Capitulo 7. Resultados

donde remplazando (7.56) y (7.59) vale que
Hy = miamls + K2hazhaat — hosdimiz — hizdimls — K2hoshds . (7.61)

Puede observarse facilmente en (7.61) que el campo hg3 no posee dindmica propia.
Tomando al campo mencionado y trabajandolo como multiplicador de Lagrange se derivan
las expresiones

ol o
hos = 2213 . his = % , (7.62)
que pueden ser utilizadas en (7.61) para obtener
1300
Hi = mimly + Fhighis’ + =518 (7.63)

Para este caso, si se desea reescribir el hamiltoniano (7.63) como un campo escalar, es
de utilidad introducir los remplazos

s
b1 = ﬁ . Pr=|klhs (7.64)
T 71_1[3 T I
¢1 = m P =1kl (7.65)

reduciéndose asi (7.63), por la sustitucion de (7.64) y (7.65), a la forma
Hr = PP + K¢t + 01610101 . (7.66)

Ademaés, en el marco del esquema canonico, es claro que son vélidas la relaciones de
conmutacién candnicas

[has (a1, k), ms(z), k)] = {hig(%k%ﬂg(w'pk')] = id (21 — @) Ok (7.67)
y por ende remplazando las definiciones (7.64) y (7.65) en (7.67) se recupera
[61(21, k), Pi(@, K)] = 8] (a1, k), Pl (24, )] = id(ar =)o . (7.68)

7.4.4. Hamiltoniano del modo I1

Analizando la dindmica hgg y h(T)o en (7.57) es evidente que ambos pueden ser conside-
rados multiplicadores de Lagrange dando origen a las ecuaciones

O101hss = k2 (hiy + haz) ,  0101hls = k2(hnt + hasT) . (7.69)
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Remplazando (7.69) en (7.57) se tiene

. . -i-
Co 01 h3301 h:
Lir = hishis — K haghss' + $_
— 81h3381h33]L — h0181h§,3T — 81h£),3h2;1 + kzh()lhgl . (7.70)

Es interesante ver que la sustitucién produjo la aparicién del término de alta derivada
/c_201h£;361h;o,3T. Sin embargo se destaca que es posible eliminar dicha complicacién me-
diante el remplazo de las ecuaciones de movimiento de los multiplicadores de Lagrange hg;
y h;r)l en el lagrangiano. Estas son:

. . .I.
81}133 alh33
h()l - 7 5 hg)l - k2 5 (771)
en efecto, utilizando (7.71) en (7.70) se tiene
L= hé3hé3T — khashss" — O1hazdihas’ . (7.72)

Trabajando en el marco del esquema candnico observamos que los momentos corres-
pondientes al lagrangiano (7.72) son

_ L _ et mly = Mj”T — B3 . (7.73)
6h33 8h33

Luego, es posible que calcular el hamiltoniano usando la transformacion de Legendre

33

Hir = Z/ deyHrr , Hrr = mwashas + nghézaT — L1 (7.74)
—~Jo

de manera que se tiene el hamiltoniano de campo escalar
Hir = 71'3371';3 + ]€2h‘33h33Jr + 81h3381h33T (7.75)

que realizando el cambio de notacién

¢rr=hss . Prr=m3 (7.76)
¢J}I =hgs' PITI = 7713 (7.77)

se escribe de la forma analoga a (7.66) como
Hip = PPl + koo’ + 0161016}, . (7.78)

Analogamente al modo anterior es claro que son validas la relaciones de conmutacion
candnicas dadas por

(a1, k), mas(y)] = |l (aa, k), why(ah, )] = id(an =2l (7.79)
luego remplazando las definiciones (7.76) y (7.77) en (7.79) y (7.80) se tiene
[fr1(21, k), Pri(2h, k)] = [ﬂz(whk)yp;j(lepkl)} =i6(z1 — ) O (7.80)
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7.4.5. Hamiltoniano Total y entropia

En base a las ecuaciones (7.60), (7.66), (7.74) y (7.78) se tiene para H = H; + H s que
H=Y" / dey (Hr+Hi) =) / dry (PIPIT + PPl
k0 k V0

k21611 + K100 + 0101010] + Or011016), ) (7.81)

y a partir de (7.68) y (7.80) para ¢ = I,I1y j = I,II es posible deducir las relaciones de
conmutaciéon

[6i(x1, k), ¢j(z, k)] =0 (7.82)
[Pi(21, k), Py(xf, K)] = 0 (7.83)
[$i(w1. k), Pj(a, k)] = id(a1 — 2)0i0nn (7.84)

Es decir, se tiene el hamiltoniano (7.81) de dos campos escalares ¢; y ¢ independientes
con relaciones de conmutacion canonicas (7.82), (7.83) y (7.84).

En este marco es posible concluir que la entropia de entrelazamiento del campo de
un graviton linealizado entre placas paralelas puede ser calculada como la entropia de dos
campos escalares, es decir, la entrpia seréd igual a la de un campo de Maxwell. Formalmente

SLE(L) = sM(L) = 2589%(L), (7.85)

donde L es la separacion entre las placas y S¥C¢, M y SLG son las entropias asociadas al
campo gravitatorio lineal, el de Maxwell y el escalar respectivamente. Bajo este contexto,
se destaca también que los coeficientes universales seran los mismos en los tres casos.

7.5. Entropia de entrelazamiento de gravitones linealizados
en una esfera

7.5.1. Armoénicos esféricos tensoriales

Los armonicos esféricos tensoriales [37, 38| son una generalizacion del concepto de los
armoénicos esféricos escalares y vectoriales que pueden utilizarse como base de el espacio
de tensores simétricos de dimension seis. Es decir para un tensor arbitrario X vale

X =) XTIy (7.86)

Jslm

donde Js = 0I,0t,1e,1m,2e,2m , | = 0,£1,£2,... 2 00, m = 0,+1,+2,... £ y los
armonicos esféricos tensoriales Tlﬁ vienen dados por
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1
Tin =7 © i, Ti = 5 (6= # &) Yim, (7:87)

2
s P e VLIS T SN

P RT Y,

2
II+1)

|

, T2m = 2813; [V (F X VYi)]?TT . (7.89)

2e __ (l — 2)‘ 2 STT
Tim =\ 2y 7V VYim]

Es importante que destacar que los armoénicos esféricos de spin 0 estan definidos para [ > 0,
los de spin 1 paral > 1 y los de spin 2 para l > 2. Ademas los subindices S hacen referencia
a la parte simétrica y TT a la parte trasversal a versor 7 sin traza tomada para un tensor
arbitrario Xj;; de la forma

XZ-T;T = (5zk — rirk) ((Sjn — ’I”j?“n) X]m — 5 ((5” - ?”Z'Tj) [<5kn — rkrn) Xnk] . (7.90)

Ademas, asi definidos, los armonicos esféricos tensoriales son ortonormales entre si, en otras
palabras,

/ Tr (ﬂJST*;{;;f,”) A = 6J.J' 858 81 S’ (7.91)

m

donde T*;]nf = (—1)mTl{€n es el complejo conjugado.

Por otro lado, los armonicos esféricos tensoriales pueden escribirse en funcién de los
vectoriales a partir de las expresiones

1 g
. T = 7 (6Yi — 7@ Y},) (7.92)

T2 = [f©Y},)"

T =V2[ieY;,)t |, Tirealfevi®, (7.93)

]STT

, ITl%nT = Cy [TV?;ZL

} . : (7.94)

1
T2 = ¢, [ﬂvryfm

donde vale que ¢y = 1/v/2, c1 = V2 'y ca = \/2/(l — 1)(I + 2). Ademas, trabajando (7.94)
a partir de (7.90) se tiene

—e -8 1 I(l+1
it {7l s [ o9

—m 1
T2 _ 0 { rvv]® + \/iTﬁ?T} . (7.96)

Valentin Benedetti P&gina 65




Capitulo 7. Resultados

7.5.2. Descomposicion del problema

Para trabajar de forma mas sencilla el problema cuando se tiene simetria esférica en el
problema es util descomponer el campo h,, y el gauge £, en diferentes tensores, vectores
y escalares . En este marco se introduce la notacion:

hi1 hi2 his ho1 &1
hg = |ho1 hay hos| , hy = |ho2| , ho=hoo , = |&| . &r =& (7.97)
h31 hsa hs3 hos &3

Primero se trabajaré la parte espacial del problema para lo que expandiremos hg en
armoénicos esféricos tensoriales y e g en armonicos vectoriales. Luego se estudiara las
componentes temporales hr y el gauge {7 expandiendo dichas variables de forma vectorial
y escalar respectivamente.

7.5.3. Fijacion de gauge para la parte espacial
Como ya fue mencionado, expandiremos hg y {g a partir de (7.86) y (5.15) de la forma
Jslm slm

Por otro lado, a libertad de gauge de este problema viene dada por (6.21) y (7.43), o bien
matricialmente

Wy = hp + Vég + [VER]T = hg +2[VER]® . (7.99)
Combinando (7.98) y (7.99) se tiene
s s s S S R
o= D i (VT 2D (60 VY i + Vi © 00657 (7.100)
Jslm slm

donde se utiliza que

Ven =3V (E§nYim) = D &YV im + Vi ® O - (7.101)

slm slm

Calculando §me?lsm +Y,,® 0y, 7 a partir de las propiedades de los armoénicos
esféricos vectoriales (Ver anexo B.1) para cada s = r, e, m por separado y sumando sobre
dicho indice se tiene

S [T i+ Vi © 0:657]° = I (5 @ 7) Vit

+0 70 Vi) + (VITT D 40,5, ) [F V7] +

vog [Fe v + S vy, ) 4 S ey

(7.102)
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A su vez remplazando (7.92), (7.93), (7.95) y (7.96) en (7.102) y recontruyendo la ecuacion
(7.100) se tiene que

. 2V2 _, l(l +1)
= Z (h?fn + 23r§zm) T, + (h%z + = Eim — fm)

lm

+ <hl17$1 + Mflm + fa glm - f&lm) m (hll;; + \/ﬁarglrﬁn - f&lm) m

20— 1)(1 +2 20— 1)(1 +2
+<h2i‘;+ ( 7«)( )ffm>ﬂ%2+(h?;:+ ( 7«)( )fﬁz)TﬁT' (7.103)

En este caso, a diferencia de los anteriores estudiados, pueden verse facilmente varias
fijaciones de gauge posibles, sin embargo, no todas nos permitiran calcular la entropia de
entrelazamiento correspondiente a la esfera. Mas especificamente, puede verse que

= La fijacién de &, nos permite anular las componente que acompanan Tl% o Tﬁfl 0 una
combinacién lineal de los mismos.

= La fijacién de & nos permite anular las componente que acompanan 1}% o} Tfrg 0 una
combinacién lineal de los mismos.

= La fijacion de &, nos permite anular las componente que acompanan a Tﬁ;ﬂ

Para empezar, se utiliza libertad asociada a &, para anular las componentes ’eléctricas-
magnéticas’ es decir se toma h’?;,? = 0 para todo [ y m. Como la fijacion para & y & no es
sencilla de visualizar se fijaran a cero distintas combinaciones lineales de Tl%, Tl}fb y Tﬁﬁ de
manera que solo se conserve un grado de libertad hj¢, también asociado a una combinacién
lineal de los mismos dada por coeficientes a determinar. Formalmente:

l
=D Wi T+ hif (T + BTy +4Ti) + Wi (7.104)
Im
donde «, By v son las constantes que depende de la fijaciéon de &, y &..

7.5.4. Fijacion de gauge para la parte temporal

También, es necesario fijar el gauge asociado a la parte temporal. Para esto se expandira
el vector hr y el escalar &7 de la forma:

hr=> WY, o &= &n(r)Yim. (7.105)
lm

slm

Ademas a partir de (7.43) tenemos para cada componente de hy vale que h'o; = ho; +
0o&; + 0:&0 o de forma matricial

h/T =hp+ {E + V&, (7.106)
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donde el gradiente de &y viene dado a partir de (7.105) como

Véo = & VY + Yim0r&in = Y 0,80, Y 1 + glm AmyT (7.107)

Im lm

Remplazando (7.105) y (7.107) en (7.106) se obtiene que

. —r : 0 7€ . ym
h/T = Z (h?;;l, + gfm + 87‘§l0m> Ylm + <h?nel + glem + 51:1) Ylm + (h?:r? + é‘Z:’Ll) Ylm ’
im

(7.108)
Entonces, de manera analoga al campo de Maxwell podemos fijar £y de manera que
h' se anule para todo [ y m valiendo asi que

Wy = Z WY o + B oY (7.109)

7.5.5. Construccién del lagrangiano

Como se obtuvo en el caso del graviton linealizado entre placas paralelas, el lagran-
giano que describe el campo puede escribirse con sus componentes espaciales y temporales
separadas a partir de (7.53). Utilizando la descomposicion del tensor b, dada en (7.97) e
integrando por partes y reagrupando se tiene

L= % (h’E b —Tr (h'E) Tr (h'E)) n % (V2hg - +hg + VTr (hg) - VTr (hg)) —

+(V-hg)-[(V-hg) =VTr(hg)l + Vhe (V- hg) = VTr (hg)] -
=2y - (V- hg) = VTr (hp)] = (V- he) - (V - hr) = V2o - hr (7.110)

L:/Rgd%ﬁz/:odw? </dQ£> . (7.111)

Remplazando para [ > 2 en los distintos términos de (7.110) las expresiones (7.104)
y (7.109) obtenidas luego de la fijacion de gauge y considerando las propiedades de los
armonicos esféricos vectoriales y tensoriales (Ver anexo B.1 y B.2) se tiene que

o Tr(he) = Xy (him + V20hi,) Vi

donde vale que

. VTr (hg) = X, (000 + V2a0,hte ) Vi, + YD (500 4 Bante ) Yy,
Vet = S |00l + 208h, — (VEa G0 iy | Vo (0nnt, +

(\/Z(l Tha+38—/I-1Di+ 2)7) %h};;;} Vim + 5 [0:hlm + 20km] ¥,
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o VPhp = Sy i |0 (FPO:0L) = (0 + 1)+ ORGL, +2 (V3o + AT+ DB) Bis, | To+
+ [00, (20.hi5,) +2vEHEL, — (A0 + 1)+ 2)a + 21T+ DB) his, | TS+
35 (B0, (r20,his,) + 2/ A0+ DAGL, + (=200 + Da = (1 +1) + 4)3+
2/ T= D0 +2) hie,| Te + % [0, (r20uhts,) + (VI- 1T +2)8
(= D)+ 2)7) by it T2 + 5 [0 (r20:hie) = (U0 + 1) + 4)hde] T+
+EVU =D+ 2hR T
= Vohr = 30,0k, + 2hi) Yim

o Vihp =3, 5 [0 (r20:h0) — (10 + 1) + 2k | Vi, + 210+ DAY Y+
+55 [0 (FPO:h0) — 11+ V)R] Vi,

» Vhgo = Zlm arh???l?;m + 1D h?f(r)LY?m

T

Luego, utilizando las expresiones citadas en (7.110), se tiene que nuevamente es valido
separar el lagrangiano en dos modos independientes para cada [ y m de la forma

=% /0 dr (Ch, + i) | (7.112)
Ilm

Figura 7.2: Esquema de dos modos que pueden verse en el lagrangiano

Donde el primer modo esta dado a partir de la variables hllnT y h?nT de la forma

(-1 +2)

2
I r 1 1 Imyplm 2 Om om
‘Clm - herthnT - 9 hlm Ilm +r aT‘hlm a7“hlm +

2

+ 11+ 1D)AYPRYT 4+ /2RIm (rRY™ — 120, ) (7.113)
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hte

i s hOT y h como

y el segundo modo se escribe en funcion de AV

2 .. 2
5{72:%(52—@2+’yz)hffnhfe \frahozhte g(a V%) O, hit, Orhit,

+V2arhig,0.hil, + hil, (52 v l(l; D g - VA= 12)(l *2) m) hi,hi

e
lm+

\/5<zz+1 \/ﬁﬁ+\/ 1)1(12“)(”2) )h hie + 1(1 + 1)hd" b0

+hy, [4rnfl, = 2v2ar20,hfe, = V2 (20 + U+ DB) rhis, | + R0, [ 200, bk,
—(U(1 + 1) + 2R, + V2ar20,0,hi%, + V2 (3a VT 1)ﬁ> rd,hte,

+\}§ (—(l — D +2)a+4/I1+1)B— /(- DI+ 1)1+ 2)fy> hf;‘;} . (7.114)

A continuacion, al igual que en el caso de placas paralelas, se trabajara ambos modos por
separado tratando de reducir para [ > 2 cada uno de ellos a un campo escalar.

7.5.6. Hamiltoniano del modo I para [ > 2

A partir de (7.113) puede verse con claridad que h%z” no posee dindmica propia, y por
ende podemos tratado como multiplicador de Lagrange. De esta manera se tiene

— 220,0,h07 — 4rd,hY™ + 21(1 + 1)AYT + V/2r20,hi™ + 3v/2rhim = 0 (7.115)

De manera analoga al caso de placas paralelas, la ecuacion (7.115) presenta términos no
locales que dificultan seguir trabajando la expresion en cuestion. Sin embargo si trabajando
bajo el esquema canoénico y luego estudiando el multiplicador se simplifica notablemente
el proceso. Para comenzar, derivando (7.113) se calcula el momento conjugado

aﬁ[ .
= S a2 (i — oY) (7116
Im

Luego se calcula el hamiltoniano
Hj = Z/ drif, , L =npmpim gl (7.117)
0

de manera que remplazando (7.113) y (7.116) se tiene

Im_ 1m
I _ Tim Tim (l — 1>(l + 2) 1m
Hi = o
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— (I = 1)1+ 2)RYmpdm _ \/opim < R +lm> : (7.118)

Ahora si, trabajando con h?:f como multiplicador de Lagrange en (7.118) se puede
obtener el vinculo

im

—2(1 = 1)1 +2)h)" — V2 (amﬁ,? + 7Tlm) =0. (7.119)
T

Despejando, a partir de (7.119), h9™ en funcién de 7™ y remplazando en (7.118) se tiene
para [ > 2 que

lm__1m mg ~lm
= l(l;;) 0 f”f)z?”jr ) L gr_ 1)212) + %(l D)+ )RRl (7.120)
Entonces, definiendo las nuevas variables
of = uth = /U — 1D +2)him, (7.121)
(-1 +2)

se reduce la expresion (7.120) a un hamiltoniano de campo escalar libre en una esfera

l(l+ 1)

1

para el cual son vélidas las relaciones de conmutaciéon canénicas

[P (1), oy ()] = i6(r = 1) 81 By (7.123)
obtenidas a partir de la validez de

[Tt (), By ()] = 26— 1) S Gy (7.124)

7.5.7. Hamiltoniano del modo II para [ > 2

Para el segundo modo se tiene el lagrangiano (7.114) donde derivando para el multipli-
cador h% se tiene el vinculo

—2r0,h — (11 + 1) + 2)hY + V2 (3a + I+ 1)5) roRhie, + V2ar20,0,hic,

+ \}5 (—(l 1) +2)a+4/1I+1)8 - /(- DI+ 1)1+ 2)7) he =0. (7.125)

Dado que el vinculo (7.125) suele dar origen a términos no locales y no siendo posible
solucionar dicho problema pasando al esquema canénico, se propone que

A = ahlS, + bro.hic, (7.126)
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con a y b contantes arbitrarias que seran fijadas para satisfacer (7.125). En efecto, rempla-
zando (7.126) en (7.125) se tiene que:

\/5(04—\/5()) r20,0,he, + <3\foz+\/ (+ 1B - (I(1+1)+4)b— 2a) rohie +

\2 (—(l D)+ 2a+ 41+ DB — VU - DI+ 1)+ 2)y — av2(l( + 1) + 2)) hte =
(7.127)

donde es posible fijar a, b y o en funcion de 8 y v de manera que se anulen todos términos

por separado, es decir
(l-1)(+2)
7.128
“\i+ 2+ 1) (7.128)

2
= \/z(z+1)ﬂ+\/(1—1)5(z+1)(z+2)7’ (7.129)
2 2
BN NN Dl

Remplazando (7.126), (7.128), (7.129) y (7.130) en (7.114) y trabajando a A" como
multiplicador de Lagrange se tiene que

(7.130)

2. .
et = 2 [fe,his, — 0ohis,0ble, — 10+ DRig ] (7.131)

Trabajando nuevamente bajo el esquema canoénico se tienen los momentos

acll .
e, = ——m = ~2p2ple. (7.132)
ohe.

y utilizando la transformada de Legendre
m .
Hir=)_ / drtfy  Hin = mlhis — Lin (7.133)
0

se tiene el hamiltoniano

IT 1 Wffnﬂfﬁz 2.2 2
Hlm:§ o + 220, RS OIS, + 211+ )RS hic, (7.134)

para el cual son vélidas las relaciones de conmutacién canénicas

[ (1), B (7Y ] = 6 (= ) S Gy - (7.135)
Definiendo las nuevas variables de la forma
II t II Wlte
= yrhy, P, = - 7.136
d)lm Yy Im Yy ( )
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se recupera el hamitoniano de campo escalar
1
17 11 pIl 17 11 11 11
Hlm = 5 []Dlm})lm + ar¢lmar¢lm + l(l + 1)¢lm¢lm] (7137)
con las relaciones de conmutacién

[PE(r), Gt ()] = i6(r = ") S11s (7.138)

7.5.8. Analisis del modo [ =0

Para el caso I = 0 no se encuentran definidos los arménicos esféricos tensoriales de spin
J =1y J =2 de manera que el lagragiano (7.111) se reduce a

2 . 2
Li—o=Lig+ Ly = —%thgehge — V2r2ahlhte + %agarhff@rhff—k
+V2arhif O,h + h'RG + 2V2RE [VRrRY — ar®0hls — arh| +
+V2h3° | =219, b 0l — V2hY + ar?0,0,hi + 3ard,hi + ah;;@] . (7.139)
Donde, a partir de las ecuaciones de movimiento del multiplicador h80, se tiene el vinculo
—V2ro,hY — V2hY + ar?8,0, kY + 3ard.hlf + ahl = 0. (7.140)
Si nuevamente se propone valida una relacion de la forma (7.126) remplazando en

(7.140) se tiene que las constantes a y b propuestas deben cumplir con la relaciéon a = b =
a/+/2 sin necesidad de fijar «, es decir, vale que

a

V2

Por otra parte, también trabajando hg’” como multiplicador de Lagrange se tiene que

hy' = —= (ki +r0:hlf)  Va. (7.141)

\@rhgl - ozr287~h%f - arh%)e =0 (7.142)
donde despejando vale que
Bl = % (n -+ ro,hiy) (7.143)

siendo las ecuaciones (7.141) y (7.143) claramente consistentes entre si. Remplazando am-
bas en (7.139) se tiene que
Li—o=0 (7.144)

concluyendo asi que el modo [ = 0 no produce aportes a la entropia bajo ninguna eleccién
del gauge o bien de «.
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7.5.9. Analisis del modo [ =1

Para el caso [ = 1 solo los armoénicos esféricos tensoriales de spin J = 2 no se encuentran
definidos de manera que el lagrangiano del modo I (7.113) se reduce a

2 . . .
ch, = %h}mh}m + 720, B0, Y™ 4 2R R 4 V2RI (rhQ™ — r20,R9™)  (7.145)

En particular, de manera anéloga a lo realizado para [ > 2 se obtiene el momento 7{™ =
r2him 4+ /2 (rh(l)m — 7"28Th(1)m) y el hamiltoniano

I m "™ om im "
Hl:l == 272 — \/§h1 87«71'1 + — . (7146)
r r
Entonces, trabajando el multiplicador en h{™ vale que
Im,__1m
H, = %, ™ = rdmi™. (7.147)

Esto implica que el modo I no hara aportes a la entropia para [ = 1 dado que para dicho
valor de momento angular el campo, al igual que en el campo de Maxwell para [ = 0, no
presenta dinamica propia.

Por otro lado, el lagrangiano del modo 17 puede escribirse para [ = 1 a partir de (7.114)
de la forma

7”2

. Lo 2
LiL) = 5 (8% — o?) hichie — Variah{lhic + %aQarhﬁearhtf

+V2arhiea,hS + R K + <52 - f‘g) PR + (Vo — 28) nhfe
F2RSRY 20 (208 — V3ar®0,hie — (V2o + ) rhic] +
9 [—2r9,h% — 4R% 4+ V2ar20,8, Rt + (3f2a + 2,5) rdyhie + 451136} . (7.148)

donde derivando en h{° se tiene el vinculo
— 270, b — 4R + V2ar?9,0, b} + (3f2a + 25) rd,hi + 4B8h% =0 (7.149)

Para dicho caso nuevamente se propone la relacion (7.126). Si se remplaza dicha relacion
en (7.149) se obtiene que para cualquier fijacion del gauge dada partir de o y 3 la expresion
(7.126) toma la forma

o
7
Utilizando (7.150) en (7.148) se tiene

h = —hle 4 rponle Va, B. (7.150)

£l = (7.151)

es decir que para [ = 1 el campo tampoco genera aportes a la entropia.
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7.6. Analisis de la fijacion de gauge

Conociendo la restriccion (7.130) es posible analizar si el tensor hy, o bien los campos
resultantes para cada uno de los modos hllﬂ’f y hi¢ pueden escribirse a partir de invariantes
de gauge sobre la esfera. Para esto se puede recurrir nuevamente a la ecuacion (6.9) o bien
para este caso

1
Rl = 5 |0u0phs = 0,0, + 0,00k} — 0,051l - (7.152)

Trabajando la ecuacion (7.152) a partir de una manipulaciéon algebraica por compu-
tadora (Ver anexo C) se tiene para el modo I que el campo hllr’: puede escribirse a partir
de la contraccion eléctrica-radial-eléctrica-magnética del tensor de Riemann como

Im .V, p.,0 plm
Rerem—eremRWpa

= Fim(0, 9) i, (7.153)

donde Fy,,, (0, @) es una funcioén fija de los dngulos 0 y ¢ para cada [y m.
Para el modo II puede tomarse el caso particular de la fijacion dada por (7.130) para
a =0 o bien
B

(-1@0+2)’
lo que implica que la ecuacion (7.126) se reduce a la relacion algebraica (sin derivadas)
entre los campos h?fn y hi¢ de la forma

N (7.154)

(-1(1+2)

0l

Bhie. . (7.155)
Desde aqui es posible obtener que el campo hffn puede ser calculado a partir de la contrac-
cion eléctrica-magnética-eléctrica-magnética del tensor de Riemann. Es decir,

RO, = e'm’ePm R = G (0, ¢)hit, (7.156)

donde Gy, (0, @) es otra una funcion fija de los angulos 6 y ¢ para cada [ y m distinta de
Fim (0, 9).

7.6.1. Entropia y coeficiente logaritmico

En resumen, la entropia ascociada al interior de una esfera de radio R para gravitatorio
lineal es equivalente a la de dos campos escalares sin los modos correspondientes a momento
angular [ =0y [ = 1, es decir que

SEO(R) = $M(R) — 51, (R) = 2 (S5(R) - SEo(R) - SE,(R)) - (7.157)

Bajo este contexto puede obtenerse un valor numérico para el coeficiente universal
logaritmico de manera anéloga a lo ya realizado en los capitulos 2 y 5 (Ver anexo A.3),
siendo este
LG _ o ( S Simo cf;gzl) ~ —1,34644. (7.158)

clog Clog - Clog
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No se encuentran en la bibliografia valores ya reportados para este coeficiente logaritmico.
Sin embargo, es posible destacar, que es coherente que su valor sea negativo y mayor en
valor absoluto que el asociado al campo escalar y al de Maxwell dado que dicha propiedad
debe aumentar con el valor del spin.

2000} | @ Campo escalar

Campo de Maxwell =1

1500 Campo gravitatorio lineal

& @ Campo escalar
7 1000

Campo de Maxwell

Campo gravitatorio lineal

Figura 7.3: Entropia (izquierda) y parte logaritmica de la entropia (derecha) en funcion
del radio de la esfera para un campo escalar y un campo de Maxwell en una esfera.

También, se destaca que dada la predominancia del término de area sobre logaritmico
las entropias del campo de Maxwell y del campo gravitatorio lineal son muy similares (Ver
figura 7.3) a pesar de su diferir para para [ = 1. Sin embargo al graficar la parte logaritmica
individualmente se observa claramente la diferencia evidenciada en los coeficientes.

Si se calcula numéricamente el aporte del modo de momento angular [ = 1 aislado al
coeficiente logaritmico se tiene que

st = 0,499827, (7.159)

pudiéndose conjeturar que dicho resultado se corresponde al valor analitico 1/2. Si esto
fuera asi, de forma similar a (5.44), valdria que

111 61
G S Si— Si—
Clog =2 (Clog ~ Clog "~ Clog 1) =2 <—90 i 2) T (7.160)

lo cual es coherente con (7.158).
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Conclusiones y perspectivas futuras

En este trabajo se obtuvo que la entropia de entrelazamiento correspondiente al campo
de los gravitones linealizados asociada a la region entre dos placas paralelas infinitas es el
doble de la correspondiente a un campo escalar libre no masivo. A su vez, para el caso de
la esfera fue demostrado que la entropia del campo gravitatorio lineal también se reduce a
dos campos escalares pero sin el aporte de los modos de momento angular [ =0y [ = 1.
Siendo estos resultados similares a los ya presentados en [12]| para el campo de Maxwell
con diferencias en el modo [ = 1 para el caso de la esfera.

El factor dos presente en el campo Maxwell y el gravitorio lineal es esperable dado que
puede ser asociado a la cantidad de grados de libertad presentes en la teoria. En efecto,
los fotones pueden presentar helicidades 1y (—1) y los gravitones 2 y (—2) mientras que el
campo escalar solo se corresponde a particulas de spin 0. Sin embargo, se destaca que los
modos trabajados durante el capitulo 7 no se relacionan con una helicidad en particular sino
que representan combinaciones lineales de las mismas. Para los casos con simetria esférica,
los modos pueden asociarse a distintas paridades de forma similar a lo realizado en [46]
obteniéndose asi un modo radial-eléctrico o par de paridad (—1)! y un modo magnético o
impar de paridad (—1)*1.

Los diferencia mas relevante entre las entropias de los distintos campos analizados es
la encontrada en los modos de momento angular [ = 0 y [ = 1. Aunque esto no produce
diferencias en el término de area, si afecta propiedades del continuo como lo son coeficientes
universales logaritmicos. En efecto, se comprobé numéricamente que

1
Ciog = —0.0111267 ~ — . (8.1)
M S Si=o 16
clug =2 (el — cl”) = —0.355376 ~ — (8.2)
LG S Si—o Si=1 61
okl =2 (clog — o ) = —134644 ~ ——— . (8.3)

donde, también, puede verse claramente que el coeficiente logaritmico crece en valor abso-
luto con el es spin asociado al campo.
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Se espera, en el futuro, calcular el coeficiente logaritmico para el caso de los gravitones
utilizando la anomalia del tensor energia-momento de forma a partir de [10]. De forma
similar al caso de Maxwell, se supone que se encontraran diferencias con el valor (8.3)
siendo dicha discrepancia un problema abierto en precencia de gravitaciéon. Sin embargo,
se espera poder explicar el origen del valor obtenido a partir de argumentos similares a los
de Dowker en [13].

Por otro lado, el método utilizado para obtener las entropias en el capitulo 7 requie-
re encontrar la fijaciéon de gauge adecuada para poder asociar el resultado obtenido a la
region espacial definida. En particular, esto se asegura demostrando a partir de las ecua-
ciones (7.6), (7.6), (7.51), (7.153) y (7.156) que los campos pueden escribirse en funcion de
invariantes de gauge sobre la superficie de las correspondientes regiones.

También, quedaria investigar las propiedades de la entropia de entrelazamiento en mo-
delos de gravedad sobre una red discreta de forma similar a lo explorado para el caso
electromagnético en el capitulo 4. Esperando asi, entender de forma més clara la relacién
entre la fijaciones de gauge posibles y el algebra de la teoria tanto para el caso lineal como
para el no lineal.
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Apéndice A

Programas en Mathematica para el
calculo numérico de las entropias

A.1. Funcion c bosoénica en (1 + 1) dimensiones

Este programa calcula la funcidén ¢ (mL) para un campo d=2 dimensional
a partir de foérmula de Peschel para estados Gaussianos. Integrando se
obtiene constante de proporcionalidad K para la entropia de un campo
escalar en d=4 entre placas paralelas

1) Se fija una masa m y un tamafio maximo de la regién lmax
m=1/100; 1max=300;

2) Se computan las intergrales de los correladores para distintos
valores un parametro mudo k entre 0 y lmax

Xk=Table [NIntegrate [Exp[Ixk]/4/Pi/Sqrt[m~2+2(1-Cos[x])],{x,-Pi,Pi}],{k,0,1max}];
Pk=Table[NIntegrate [Exp[Ixk]/4/Pi*Sqrt[m~2+2(1-Cos[x])],{x,-Pi,Pi}],{k,0,1max}];

3) Se escribe un modulo para calcular la funciones de dos puntos X y P
a partir de Xk y Pk y luego calcular los autovalores de Sqrt[XP]
con su correspondiente aporte a la entropia

SS[1_]:=Module[{X,P,vk},X=Table[Xk[[Abs[i-j1+1]],{i,1,1},{j,1,1}];
P=Table[Pk[[Abs[i-j]+1]],{i,1,1},{j,1,1}];vk=Sqrt[Eigenvalues[X.P]];
Re[(vk+1/2) .Log[vk+1/2]-(vk-1/2) .Log[vk-1/2+10~(-10)]]]

4) Se calcula la entropia en una tabla para longitudes de la regidn
unidimensional 1 menores a lmax
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entropia=Table[{L,SS[L]1},{L,1,1max-10}];
5) Se deriva la entropia numericamente para obtener la funcion c

cfunction100=Table [{m*entropial[i,1]],entropial[i,1]]
(entropial[i+1,2]]-entropiali,2]1]1)},{i,30,Length[entropial-1}];

6) Se repite el procedimiento con distintas masas cada vez mas \
pequnias

m = 1/1000; 1lmax = 300;

Xk=Table[NIntegrate [Exp[Ixk]/4/Pi/Sqrt[m~2+2(1-Cos[x])],{x,-Pi,Pi}],{k,0,1max}];
Pk=Table [NIntegrate [Exp [Ixk] /4/Pi*Sqrt [m~2+2(1-Cos[x])],{x,-Pi,Pi}],{k,0,1lmax}];
entropia=Table[{L,SS[L]},{L,1,1max-10}]; cfunctionl1000=Table[{m*entropialli,1]],
entropial[i,1]] (entropial[[i+1,2]]-entropiali,2]]1)},{i,30,Length[entropial -1}

m = 1/8000; lmax = 250;

Xk=Table [NIntegrate [Exp[Ixk]/4/Pi/Sqrt[m~2+2(1-Cos[x])],{x,-Pi,Pi}],{k,0,1lmax}];
Pk=Table[NIntegrate [Exp[Ixk]/4/Pi*Sqrt[m~2+2(1-Cos[x])],{x,-Pi,Pi}],{k,0,1max}];
entropia=Table[{L,SS[L]},{L,1,1lmax-10}]; cfunction8000=Table [{m*entropialli,1]],
entropial[i,1]] (entropial[i+1,2]]-entropiali,2]1]1)},{i,30,Length[entropial-1}

m = 1/90000; 1lmax = 300;

Xk=Table [NIntegrate [Exp [Ixk]/4/Pi/Sqrt [m~2+2(1-Cos[x])],{x,-Pi,Pi}],{k,0,1lmax}];
Pk=Table [NIntegrate [Exp[Ixk]/4/Pi*Sqrt[m~2+2(1-Cos[x])],{x,-Pi,Pi}],{k,0,1max}];
entropia=Table[{L,SS[L]},{L,1,1max-10}]; cfunction90000=Table[{m*entropialli,1]],
entropial[i,1]] (entropial[[i+1,2]]-entropiali,2]1]1)},{i,50,Length[entropial -1}

7) Se hace el mismo calculo para una masa muy pequefia.
(Esto requiere aumentar la precisidén del calculo de correladores)

m = 10~(-10); 1lmax = 40;

Xk=Table [NIntegrate [Exp[Ixk]/4/Pi/Sqrt[m~2+2(1-Cos[x])],{x,-Pi,Pi}
WorkingPrecision->20,PrecisionGoal->10,MaxRecursion->20],{k,0,1lmax}];

Pk=Table [NIntegrate [Exp[Ixk]/4/Pi*Sqrt[m~2+2(1-Cos[x])],{x,-Pi,Pi}
WorkingPrecision->20,PrecisionGoal->10,MaxRecursion->20],{k,0,1lmax}];
entropia=Table[{L,SS[L]},{L,1,1max-10}]; cfunctionsmall=Table[{m*entropialli,1]],
entropial[i,1]] (entropial[[i+1,2]]-entropiali,2]]1)},{i,5,Length[entropial-1}
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8) Se combinan en una Lista todos los valores obtenidos para la funcién c(mL)

cfunction=Union[cfunction100,cfunction1000,
cfunction8000, cfunction90000, cfunctionsmall];

9) Se grafica la funcién c(mL) para el caso d=2 dimensional

Show[ListPlot [cfunction,PlotStyle->{Red, PointSize[0.01]}],Frame->True,
FrameLabel->{"t", "C(t)"},LabelStyle->Directive[Black,Large]]

0.00t, ; ; ; : :
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25

10) Dado que la funcidén decae a cero, se integra numéricamente los valores
conocidos para obtener la constante K (se realiza el integral aplicando un
spline de tercer orden entre los puntos)

mlc=Table[{cfunction[[j,1]],cfunction[[j,1]]*cfunctionl[[j,2]11},
{j,1,Length[cfunction]}]; Int=Integrate[Interpolation[mlc] [x],
{x,cfunctionsmall[[1,1]],cfunction100[[259,111}];K=Int/4/Pi

0.00527481
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A.2. Ley de area para la entropia de un campo escalar en
una esfera (momento angular maximo y cutoff finitos)

El propdésito de este programa es calcular la entropia de un campo escalar no
masivo (3+1)-dimensional en una esfera utilizando un cutoff m finito y un L
méximo (correspondiente a la expansidn en armdénicos esféricos) también finito

1) Se definen el cuoff (m), el L méximo (Lcota), y el radio maximo
a calcular (ncota). Observacidén: Rmax = ncota + 1/2

m=100; Lcota=1000; ncota=100;

2) Se calcula la entropia asociada a cada valor de radio y de L (Snl[ni,L]).
Para esto para cada valor de L entre O y Lcota:
- Se computa la matriz tridiagonal Kij
- Se buscan los autovalores (EigenValuesVector) y autovectores
(EigenVectorMatrix) de Kij
- Se diagonaliza Kij y se computan las funciones de dos puntos Xij y Pij
- Se reducen a esferas de distintos radios ni para obtener Xvij y Pvij
- Se calculan los autovalores vk de Sqrt[Xvij.Pvij] y se usa la férmula
de estados gaussianos para tener Snl[ni, L]

Do [Kij=Table[0,{i,1,m},{j,1,m}];
Do[Kij[[j,jl1]1=N[(((j+0.5)~2+L(L+1))/(j72))+((j-0.5)"2)/(j~2)1,{j,2,m}];
Do[Kij[[j+1,3j11=N[(-1)*((j+0.5)~2)/(j~2+j)]1,{j,m-1}1;
Do[Kij[[j,j+111=N[(-1)*((j+0.5)~2)/(§~2+)1,{j,m-1}1;
Kij[[1,111=N[(((1+0.5)~2+L(L+1))/(1°2))];

EigenValuesVector = Eigenvalues[Kijl;

EigenVectorMatrix = Eigenvectors[Kij];

Wlist = (1/Sqrt[EigenValuesVector])/2;

Zlist = (Sqrt[EigenValuesVector])/2;

Wij = DiagonalMatrix[Wlist]; Zij = DiagonalMatrix[Zlist];
Uij = EigenVectorMatrix; Udagaij = Transpose[EigenVectorMatrix];
Xij = Udagaij.Wij.Uij; Pij = Udagaij.Zij.Uij;

Xvij = Take[Xij, {1,ni}, {1,ni}];

Pvij = Take[Pij, {1,ni}, {1,ni}];

CvSquare = Xvij.Pvij; vkSquare = Eigenvalues[CvSquare];

vk = Sqrt[vkSquare];

Snl[ni,L]=(vk+0.5) .Log[(vk+0.5)]-(vk-0.5+10"(-12)) .Log[(vk-0.5+10~(-12))1],
{ni,ncota},{L,0,Lcotal}]

Observacion: Se agrega un fator de 10~(-12) al logaritmo para evitar problemas
con los vk muy cercanos a 1/2 (No deberia producir diferencias en el resultado)
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3) Se confecciona la tabla de entropia total para cada radio ni+1/2
sumando (2*L+1)*Snl[ni,L] sobre todos los valores L calculados

Entropia=Table [{(ni+0.5),Sum[(2*L+1)*Snl[ni,L],{L,0,Lcota}t]},{ni,2,60}];

4) Se fitea una cuadradtica a los valores de entropia en funcién del radio
(comprobando los resultados esperados para la ley de area en base a Srednicki)

Fiteo = Fit[Entropia, {r~2}, r]

0.292448 r~2

5) Se grafican los datos y el fiteo para S(R)

Show [ListPlot [Entropia,PlotStyle->{Red,PointSize[0.02]}],

Plot[Fiteo,{r,0,61},PlotStyle->{Blue,Thickness[0.005]}],
Frame->True,FrameLabel->{R,S[R]},LabelStyle->Directive[Black,Large]]

1000+

800+

~ 600F

400

200t

Valentin Benedetti P&gina 83



Apéndice A. Programas en Mathematica para el calculo numérico de las entropias

A.3. Coeficientes universales para la entropia en una esfera
(momento angular maximo y cutoff infinitos)

1) Se incluyen las caracteristicas del campo a estudiar a partir de las
variables DegreesFreedom y Lmin. Utilizar:

- para el campo escalar: DegreesFreedom=1; Lmin=0;

- para el campo de Maxwell: DegreesFreedom=2; Lmin=1;

- para el campo gravitatorio lineal: DegreesFreedom=2; Lmin=2;

2) Se fijan el resto de las variables del programa.
- Se calculara la entropia para radios entre nmin y nmax con paso de nstep
- Se calculara el aporte inicial a la entropia de modos con valores de
L entre Lmin y Lfinita con step de 1
- Se aproximara el aporte de los modos con L entre Lfinita e infinito
usando un ajuste sobre valores de L entre Lfinita y Lmax con paso Lstep
- Se extrapolara a cutoff infinito calculado para cutoff finitos entre
Mmin y Mmax con un paso de Mstep

nmin = 1; nmax = 60; nstep = 1;
Lfinita = 1000; Lmax = 5000; Lstep = 500;
Mmin = 200; Mmax = 600; Mstep = 100;

3) Se calcula la entropia Si[ni,L,m] para momento angular maximo finito
Lfinita y diferentes cutoff entre Mmin y Mmax con un paso de Mstep para radios
entre nmin y nmax con paso de nstep usando el método del programa anterior.

Do[Kij=Table[0,{i,1,m},{j,1,m}]; Kij[[1,1]1]1=N[9/4+L(L+1)];
Do[Kij[[j,jl11=N[((j+1/2)~2+L(L+1))/j~2+(j-1/2)"2/3"2]1,{j,2,m}];
Do[{Kij[[j+1,j11=N[-(j+1/2)~2/(j~2+j)],
Kij[[j,j+111=N[-(j+1/2)~2/(372+j)1},{j,1,m-1}];

EigenValuesVector = Eigenvalues([Kij]; EigenVectorMatrix = Eigenvectors[Kij];
Xij=Conjugate[Transpose[EigenVectorMatrix]].
DiagonalMatrix[1/Sqrt[EigenValuesVector]/2] .EigenVectorMatrix;
Pij=Conjugate [Transpose[EigenVectorMatrix]].

DiagonalMatrix[Sqrt [EigenValuesVector]/2] .EigenVectorMatrix;
Xvij=Take[Xij,{1,ni},{1,ni}]; Pvij=Take[Pij,{1,ni},{1,ni}];
vk=8qrt [Eigenvalues [Xvij.Pvijl];

S1[ni,L,m]=(vk+1/2) .Log[(vk+1/2)]-(vk-1/2) .Log[(vk-1/2+10~(-13))],
{L,Lmin,Lfinita,1}, {ni,nmin,nmax,nstep}, {m,Mmin,Mmax,Mstep}];
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4) Se suma sobre todos los valores de momento angular entre lmin y
Lfinita para cada radio ni y cutoff m guardando el resultado en
la variable Entropial[ni,m]

Do[Entropial[ni,m]=Sum[(2*L+1)*S1[ni,L,m],{L,Lmin,Lfinita,1}],
{ni,nmin,nmax,nstep}, {m,Mmin,Mmax,Mstep}];

5) Se calcula la entropia S2[ni,L,m] para momentos angulares entre
Lfinita y Lmax con paso Lstep para diferentes cutoff entre Mmin y Mmax
con un paso de Mstep para radios y entre nmin y nmax con paso de nstep
usando el método del programa anterior

Do[Kij=Table[0,{i,1,m},{j,1,m}]; Kij[[1,11]1=N[9/4+L(L+1)];
Do[Kij[[j,j11=N[((j+1/2)~2+L(L+1))/j~2+(j-1/2)~2/3"2]1,{j,2,m}];

Do [{Kij[[j+1,j1]1=N[-(j+1/2)~2/(j~2+j)],
Kij[[j,j+111=N[-(j+1/2)~2/(j~2+j)1},{j,1,m-1}];

EigenValuesVector = Eigenvalues[Kij]; EigenVectorMatrix = Eigenvectors[Kij];
Xij=Conjugate[Transpose[EigenVectorMatrix]].

DiagonalMatrix[1/Sqrt [EigenValuesVector] /2] .EigenVectorMatrix;
Pij=Conjugate [Transpose[EigenVectorMatrix]].

DiagonalMatrix[Sqrt [EigenValuesVector] /2] .EigenVectorMatrix;
Xvij=Take[Xij,{1,ni},{1,ni}]; Pvij=Take[Pij,{1,ni},{1,ni}];

vk=Sqrt [Eigenvalues[Xvij.Pvijl];

S2[ni,L,m]=(vk+1/2) .Log[(vk+1/2)]-(vk-1/2) .Log[(vk-1/2+10~(-13))],
{L,Lfinita,Lmax,Lstep}, {ni,nmin,nmax,nstep}, {m,Mmin,Mmax,Mstep}];

6) Se ajusta una funcién a S2[ni,L,m] para los valores de L
calculados entre Lfinita y Lmax

Do[TablelL=Table[{L,S2[ni,L,m]},{L,Lfinita,Lmax,Lstep}];
FITL = Fit[TableL,{1/x1"4, 1/x1~4 Logl[x1], 1/x1°6, 1/x1°6 Logl[x1l],
1/x18, 1/x1°8 Loglx11}, x11;

7) Utilizando la funcidén ajustada en 6) se computa el aporte a la
entropia de modos de momento angular entre Lfinita+l y infinito.
Su guarda el resultado de la suma para cada radio ni y cutoff m
en la variable CorreccionL[ni,m]

CorreccionL[ni,m]=NSum[(2x1+1)FITL/.x1->1g,{lg,Lfinita+1,Infinity}],
{ni,nmin,nmax,nstep}, {m,Mmin,Mmax,Mstepl}];

8) Se suman los aportes de Entropial[ni,m] y CorreccionL[ni,m] en
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Entropia2[ni,m] obteniéndose para cada valor de ni y m el valor se
la entropia sumando momentos angulares entre lmin y infinito

Do[Entropia2[ni,m]=Entropial[ni,m]+CorreccionL [ni,m],
{ni,nmin,nmax,nstep}, {m,Mmin,Mmax,Mstepl}];

9) Se ajusta a Entropia2[ni,m] una funcidén de del cutoff extrayendo
del resultado el valor de la entropia para cutoff infinito S3[ni]
para cada radio

Do[{TableM=Table [{m,Entropia2[ni, m]},{m,Mmin,Mmax,Mstep}];
FITM=Fit[TableM, {1, 1/zm~2}, zm], S3[ni]=Coefficient[FITM,zm,0]},

{ni, nmin, nmax, nstepl}]

10) Se computa en en una tabla en funcién del radio la entropia del
campo en cuestién para momento angular y cutoff infinitos

Entropia=Table[{(ni+1/2) ,DegreesFreedom*S3[nil},{ni,2,nmax,nstep}]

11) Luego de correr el programa para los tres campos se confeccionan
las tablas EntropiaScalar, EntropiaMaxwell y EntropiaGraviton

12) Se realiza los ajustes apropiados a los datos de las tablas

Fit[EntropiaScalar, {1, Loglr]l, r~2}, r]
-0.0344035 + 0.295432 r~2 - 0.0115191 Log[r]

Fit[EntropiaScalar, {1, Loglrl, r~2, 1/r~2}, r]
-0.0355427 + 0.00922889/r~2 + 0.295432 r~2 - 0.0111267 Logl[r]

Fit[EntropiaMaxwell, {1, Logl[r], r~2}, r]
-0.249668 + 0.590863 r~2 - 0.353117 Log[r]

Fit[EntropiaMaxwell, {1, Loglr], r~2, 1/r~2}, r]
-0.243109 - 0.0531363/r"2 + 0.590864 r~2 - 0.355376 Loglr]

Fit[EntropiaGraviton, {1, Loglr]l, r~2}, r]
0.0390411 + 0.590843 r~2 - 1.30346 Loglr]

Fit[EntropiaGraviton, {1, Loglr], r~2, 1/r~2}, rl
0.163825 - 1.01087/r~2 + 0.59086 r~2 - 1.34644 Loglr]
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Propiedades de los armoénicos
esféricos vectoriales y tensoriales

En este anexo se presentan algunas de las propiedades de los armonicos esfericos vecto-
riales y tensoriales, por ejemplo divergencias y laplacianos. Algunas de estas propiedades
pueden ser encontradas en [12, 37, 38| otras fueron desarrolladas para este trabajo.

B.1. Armonicos esféricos vectoriales

Los armoénicos esféricos vectoriales pueden ser definidos de la forma

Vim(0,0) = Yim(@,9)F 120, —1<m<0 (B.1)
x-€ Ym 97
ylm(e,w)zw >0, —1<m<0 (B.2)
I(l+1)
Evalll T Ym 67
Y7 (0, ) = - Vim0 9) >0, —1<m<0 (B.3)
I(1+1)
donde vale la relaciéon de ortogonalidad
/YimY;;@*dQ = 055/ O O (B4)
siendo ?fm* el conjugado de Y7, dado por

En este marco, los armoénicos esféricos vectoriales pueden ser utilizados como base para
expandir un vector V' arbitrario de la forma

00 l

V=32 > Vi)Y (B.6)

=0 m=—1 s=r,e,m
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con V;? (r) fijados por la expresion para los coeficientes de Fourier

%@)—/Whyﬂam (B.7)
Ademas, los armonicos esféricos vectoriales poseen la siguientes propiedades direccionales
F Y =Ym, 7Y, =0, 7Y, =0. (B.8)

A su vez, las divergencias de los arménicos esféricos vectoriales estan dadas por

2

V.Y, = Vi (B.9)

—e I(l+1
V.Y, = —(;)Y,m, (B.10)
VY., =0, (B.11)

mientras que sus rotores tienen la forma

VXsz—Sf)nW (B.12)

€ 1fm
V X Ylm = ;Ylm? (B13)

—m 0+ 1) —  1—

y los laplacianos estan dados por las ecuaciones

e — 20/ +1)—¢
V2Ylm _ _WYM + lem 7 (B.15)
r

vaye = AW Do W4 g (B.16)

lm r2 Ilm >

VY, = Y (B.17)
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B.2. Armonicos esféricos tensoriales

Los arménicos esféricos tensoriales pueden utilizarse como base de el espacio de tensores
simétricos de dimensién seis. Es decir para un tensor arbitrario X puede utilizarse la
expansion de la forma

) l
X = Z Z ZX[,]fl(rﬂ}if, Js =01,0t,1e,1m, 2e,2m (B.18)
=0 m=—1 Js

donde los armonicos esféricos tensoriales Tl{j pueden escribirse de la forma

1

T = # @ Y , Tl%z—ﬂ(a—fwmm, (B.19)
Ty, = 2 e VY, T = 2 T X Vil (B.20)
m A+ 1) » Sim 10+1) ’
[ —2)! STT (1—2)! _ ST
T2 = 2( EAVAVA 7 T2 = [2 Yim B.21
im =2y VY] Tt =\ 2 Y X VYT (B21)

considerando que los armonicos esféricos de spin 0 estan definidos para [ > 0, los de spin 1
paral > 1y los de spin 2 para [ > 2. Los subindices S hacen referencia a la parte simétrica
y TT a la parte trasversal a versor 7 sin traza tomada para un tensor arbitrario X de la
forma

1

X5 = Bk — Piti) (Ojn — PjPn) Xpn — 5 (0i = 7575) [(Okn = 757n) Xoi] - (B.22)

También, para los arménicos esféricos tensoriales vale la relaciéon de ortogonalidad
/ Tr (ﬂﬁT*ﬁjﬁ’) dQ = 6J.J' 55881 Smm’ (B.23)
donde T*ﬂ,‘j es el complejo conjugado de Tl‘gf dado por.
T = (1S, (B.24)
A su vez si se calculan las trazas de los tensores individualmente se tiene
Tr(Thh) = Yim.  Tr(Tf) = Vi

Tr (1)) =0, Js = le,1m, 2e,2m . (B.25)

Ademas, es relevante tener en cuenta las direcciones de los armoénicos esféricos a partir de
las siguientes ecuaciones

1
V2
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1
PTp =0, P T = Y, AT =0 (B.26)

Por dltimo, divergencias de los armonicos esféricos tensoriales pueden ser escritas como

2>r
V. J}% =—Yim, (B27)
r
2—r 1 /I(l+1)=
VT = _iylm - ( ; )Ylem7 (B.28)
1 T €
von =L My 10 (B.29)
2 T2
13 —m
V-Tim=-"Y" B.30
Ilm r \/5 Ilm ( )
1 /(=D 4+ 2)—=e
AV Tfnel - _Z wylmj (B.31)
T 2
1 /(=D +2)=m
V.TPm = = wymﬂ (B.32)
r 2
y para los respectivos laplacianos vale que
1)+4 24/20(1+ 1
vergt = D g 22 2V D e (B33
r r r
2v/2 I(1+1)+2 211 +1) 4,
Vzﬂ% =3 l% - Tﬂ% - Tﬂlrnﬂ (B.34)
2+4/20(1 + 1 24/1(1+ 1
very = 220 D 2V D
(l+1)+4, 1. 2/(1—=1)14+2), o,
=T+ > T (B.35)
(l+1)+4 24/ (L—1)(1+2
verp = Y A 2VEZ D0E2) o, (B.36)
r r
2/ —=1)(1+2 -1 2
vergy = WA D e (2 DU e (B.37)
r r
2/ (L —1)(1+2 —
vergy = WAL D2 o L2 DEE2) o (B.38)
r r
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Programa en Mathematica para el
estudio del gauge en la esfera

1) Se definen las coordenadas esféricas y gradiente en las mismas

rr={RSin[t]Cos[f], RSin[t]lSin[f], RCos[tl};

r={Sin[t]Cos[f], Sin[t]Sin[f], Cos[tl};

R1=Sqrt[x1~2+y1~2+z1~2]; tl=ArcTan[Sqrt[x1~2+y1~2]/z1];
f1=ArcTan[y1/x1]; a1={D[R1,x1],D[R1,y1],D[R1,z1]};
b1={D[t1,x1],D[t1,y1],D[t1,z1]};c1={D[f1,x1],D[f1,y1],D[f1,z1]1};
x1=RCos[f]Sin[t]; y1=RSin[f]Sin[t]; z1=RCos[t];
al=FullSimplify[PowerExpand [FullSimplify[a1]]];
b1=FullSimplify[PowerExpand[FullSimplify[b1]]];
c1=FullSimplify[PowerExpand[FullSimplify[c1]]1];

grad[u_]:=al D[u,R]+bl D[u,t]+cl D[u,f]

2) Se hacen las suposiciones que permiten simplificar el calculo.
En particular las coordenadas R, t, y f son reales y 1 es entero

mayor o igual a 2. También se utiliza m = O (esto podria variarse).

$Assumptions=Element [f ,Reals] && Element[t,Reals] && Element[R,Reals]
&& Element[1l,Integers] && 1 >= 2 && Element [m,Integers]; m = 0;

3) Se definen los armdénicos esféricos vectoriales

yr = FullSimplify[r SphericalHarmonicY[l, m, t, f]];
ye = FullSimplify[R/Sqrt[l (1 + 1)] (grad[SphericalHarmonicY[l, m, t, £]11)];
ym = FullSimplify[(LeviCivitaTensor[3].ye).r];
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4) Se definen los armdénicos esféricos tensoriales

C0=1/Sqrt[2]; C1=Sqrt[2]; C2=Sqrt[2/(1-1)/(1+2)];
t01=Simplify[1/2(0uter[Times,yr,r]+0uter [Times,r,yr])];
t0t=Simplify[CO(IdentityMatrix[3] SphericalHarmonicY[1l,m,t,f]-t01)];
tle=Simplify[1/2 C1(Outer[Times,ye,r]+0uter[Times,r,yel)];
tim=Simplify[1/2 C1(Outer[Times,ym,r]+0uter[Times,r,ym])];

tt2m=C2 Table[R/2(grad[ym[[i]]][[j]1]+gradlym[[j]11][[i1]),{1i,1,3},{j,1,3}];
tt2e=C2 Table[R/2(grad[yel[[i]]1]1[[jl]l+gradlyel[[j11]1[[i11),{i,1,3},{j,1,3}];
t2m=Simplify [tt2m+(C2/Sqrt [2])t1im];
t2e=Simplify[tt2e+(C2/Sqrt[2])tle+C2*Sqrt [1(1+1)/2]t0t];

5) Se agrega la componente temporal al vector de coordenadas
y se construye el operador gradiente cuadrivectorial

xx={T, RSin[t]Cos[f], RSin[t]Sin[f], RCos[t]l};
d2=Table[0,{i,1,4}]; a2=Table[0,{i,1,4}];
b2=Table[0,{i,1,4}]; c2=Table[0,{i,1,4}];
Do[{a2[[il]=al1[[i-1]1; b2[[il]=b1[[i-1]];
c2[[i]1=c1[[i-111},{i,2,4}]; d2[[1]1]1=1;
cgrad[u_]:=d2 D[u,T]+a2 D[u,R]+b2 D[u,t]+c2 D[u,f]

6) Se fijan los pardmetros del gauge beta y gamma a utilizar (de manera
que alfa=0) y se introduce el constraint obtenido a partir de h0O0

gamma=-Sqrt [(1-1) (1+2)]s; beta=s;
hO1[R,T]=Sqrt[1(1+1)/2]beta htel[R,T];

7) Se construye el tensor h a partir de sus partes escalar, vectorial
y tensorial con el gauge ya fijado

hs=h00[R,T];

ht=FullSimplify [hOr [R,T]*yr+hOm[R,T]*ym] ;
he=Simplify[hO1l[R,T]*t0l+hte[R,T] (beta*tle+tgamma*t2e)+him[R,T]*t1im];
h=Table[0,{i,1,4},{j,1,4}];

h[[1,1]11=hs; h([[1,2]]1=ht[[1]1]; h[[2,1]1]=ht[[1]1]; h([[1,3]1]1=ht[[2]];
h([3,111=ht[[2]]; h[[1,4]1=ht[[3]]; h([[4,1]1]1=ht[[3]];
h[[2,2]]1=hel[[1,1]1]; h[[3,3]1=he[[2,2]]; h([[4,4]1]1=he[[3,3]];
h([2,3]]=hel[1,2]]; h[[3,2]]1=hel[2,1]]; h[[2,4]11=hel[1,3]];
h([4,2]1=he[[3,11]1; h[[3,4]1]1=he[[2,3]]; h[[4,3]1=he[[3,2]];
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8) Se aplica el cgrad sobre h para construir el tensor de Riemann

Riemannl=Table[cgrad[cgrad[h[[a,d]]] [[b]]][[c]],
{a,1,4},{b,1,4},{c,1,4},{d,1,4}];
Riemann2=Table [cgrad[cgrad[h[[b,d]]] [[al]1][[c]],
{a,1,4},{b,1,4},{c,1,4},{d,1,4}];
Rieman=3Tablen[cgrad[cgrad[h[[b,c]]][[a]l]1]1[[d]],
{a,1,4},{b,1,4},{c,1,4},{d,1,4}];
Riemann4=Table[cgrad[cgrad[h[[a,c]]1][[b]1]1[[d]],
{a,1,4},{b,1,4},{c,1,4},{d,1,4}];
Riemann=(Riemannl-Riemann2+Riemann3-Riemann4)/2;

9) Se arma lons cuadrivectores temporal, radial, electrico y magnetico

vr=Table[0,{i,1,4}]; ve=Table[0,{i,1,4}];
vm=Table[0,{i,1,4}]; vt=Table[0,{i,1,4}];
Do[vr[[i]l]l=yr[[i-11]; vell[ill=yel[i-111;
vm[[i]]=ym[[i-11], {i,2,4}]1; vt[[11]=1;

10) Se contrae el tensor de Riemann dos veces en la direcion electrica

EE=Table[Sum[ve[[al]*Riemann[[a,b,c,d]]*ve[[c]],
{a,1,4}, {c,1,4}],{b,1,4},{d,1,4}];

11) Se verifica que las contracciones con un tercer vector
eléctrico sean cero

Simplify[Sum[ve[[il]*Reel[[i,jl1]*vel[[j1]1,{i,1,4},{j,1,4}]1]
0

Simplify[Sum[ve[[i]]*Ree[[i,jl1]*vel[[j1],{i,1,4},{j,1,4}]1]
0

Simplify[Sum[ve[[il]*Ree[[i,jll*ve[[j1]1,{i,1,4},{j,1,4}]1]
0

12) Se calcula las contracciones eléctrica-radial-eléctrica-magnética
y eléctrica-magnética-eléctrica-magnética

EMEM=Sum[vm[[i]]*Ree[[i,jl1]*vm[[j1],{i,1, 4},{j,1,4}];
EREM=Sum[vr[[i]]*Ree[[i,jll*vm[[j1],{i,1,4},{j,1,4}];
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13) Se extraen los coeficientes acompafiando a h00, hOr, hOm, him, hte
y sus derivadas obteniéndose que son todos nulos excepto los que
acompaflan a hte en EMEM y a hlmen EREM. Aqui algunos ejemplos:

FullSimplify[Coefficient [EMEM, D[hte[R, T],RI]1]
0

FullSimplify[Coefficient [EMEM, D[hte[R, T],T]]]
0

FullSimplify[Coefficient [EMEM,D[D[hte[R, T],T],R]]]
0

FullSimplify[Coefficient [EMEM, hte[R, T11]

(1/(2 Sqrt[2] R~2 Sqrt[(2+1) Gamma[l] Gamma[3+1]]))Exp[-6If]s
SphericalHarmonicY[1,1,t,f]1~4 (4 Exp[2If]Gamma[3+1]
SphericalHarmonicY[1,0,t,f]+(2+1+1~2) Sqrt[Gamma[1]Gamma [3+1]]
(2Exp[If]Sqrt [2+1]Cot[t] SphericalHarmonicY[1l,1,t,f]+Sqrt[-1+1]
(2+1)SphericalHarmonicY[1,2,t,f]))

FullSimplify[Coefficient [EMEM, him[R, T]]]
0

FullSimplify[Coefficient [EREM, D[him[R, T],R]]]
0

FullSimplify[Coefficient [EREM, D[him[R, T],TI]1]
0

FullSimplify[Coefficient [EREM,D[D[him[R, T],T],RI]]
0

FullSimplify[Coefficient [EREM, him[R, T]]1]
(Exp[-6If]SphericalHarmonicY[1,0,t,f]SphericalHarmonicY[1,1,t,f]"3
(4Exp[If]Cot[t]Sqrt [Gamma[-2+1] Gamma [3+1]]SphericalHarmonicY[1,2,t,f]
+Sqrt [Gamma [-1+1] Gamma [4+1]]SphericalHarmonicY[1,3,t,£]))

/(28qrt[2] R~2 Sqrt[(Gamma[-2+1]Gamma[2+1])/(-1+1)])

FullSimplify[Coefficient [EREM, hte[R, T]]]
0
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