











MAGNITUDES Y DIMENSIONES FISICAS
por

B. LEvi

1. — La nocioén de magnitud fisica coincide con la de medi-
cién; hasta que no interviene la medicion puede tenerse el fend-
meno, pero no la magnitud (1). La medicién es también el medio
por el cual la fisica se vincula a la matematica, aunque a
veces esta medicion deba entenderse en un sentido en todo ideal
y no efectivamente llevable a la practica; de manera que todavia
podriamos decir que siempre tratamos con el mismo concepto
al decir magnitud, o medicion, o interpretacion matemética de
la fisica. . _

Esta interpretacion matematica se hace por medio del ni-
mero; medir es hacer corresponder a una determinada manifes-
tacion fisica un numero o sistema de nimeros, de tal manera
que ese nimero o sistema de numeros pueda concebirse como
variable, es decir capaz de tomar valores diferentes, correspon-

(*) Pedimos al lector aceptar esta y otras afi;maciones que podran seguir,
puestas en forma un poco trunca con el fin de fijar un punto de vista que se va
a adoptar en lo que sigue y que serin justificadas por el articulo en su conjun-
to; y esto aunque puedan en parte chocar con alguna costumbre o direcciones de
pensamiento diferentes.

Si, por ej., tenemos en cuenta obras aun clisicas, debemos admitir que, por
lo menos en la apariencia, la nocién de magnitud més universalmente recibida
no se adapta enteramente a nuestra definicién actual. Para Euclides, para dar
un ejemplo, ‘‘magnitud’’ es una intuicién no bien definida —que en lenguaje
16gico actual podria decirse una idea primitiva— de cierta manera opuesta a la
nocién de ‘‘medir’’; pues este vocablo llevaba entonces sobreentendido que la
medida se expresara por nimeros enteros. 3

Muchos autores modernos ponen, para definir la nocién de magnitud, una
axiomética que mo difiere en la sustancia de la de los ntimeros reales. Y la
presente observacién debe en efecto valer también, por ej., respecto de lo que
decimos més abajo acerca de los miémeros.



diendo siempre, a estos diferentes valores, determinadas manifes-
taciones fisicas que, a los efectos de la teoria fisico-matematica
adoptada, deben considerarse como de la misma especie. Y estas
diferentes manifestaciones fisicas se dicen constituir una clase de
magnitudes homogéneas. .

Nimeros y sistemas de nimeros son segmentos dirigidos y
sistemas de segmentos dirigidos sobre los cuales son definidas
determinadas operaciones (sumas, productos, etc.). A los siste-
mas de ntimeros en esta acepcién se llama frecuentemente fen-
sores, siendo una clase de tensores definida por las operaciones
dichas. En particular pueden ;los tensores ser vectores. Cuando
el sistema se reduce a un solo ntimero la magnitud considerada
se llama escalar.

En la teoria de la medida los ntmeros y tensores pueden
tener también otra aplicacién, distinta de la propia de medir;
esto es la funcion de operadores que transforman una medida en
otra equivalente. El caso mas simple e importante se tiene cuan-
do se conviene multiplicar ,todas las medidas de una determinada
clase de magnitudes homogéneas por un mismo namero, es de-
cir, aplicar a todas estas medidas una transformacion por seme-
janza, para la cual dicho multiplicador es la razén de semejanza.
Transformaciones analogas a la semejanza, pero que operan con
tensores en cambio de nuameros son homografias vectoriales o
tensoriales. Las transformaciones por semejanza se llaman ordina-
riamente cambios de unidad de medida. Las- transformaciones
homograficas se llaman ordinariamente cambios de sistema de
referencia, llaméandose sistema de referencia, en cada caso, al sis-
tema de las magnitudes para las cuales el sistema de nimeros
.representativos estd constituido por todos 0, salvo uno que es 1.
En el caso de magnitudes escalares el sistema de referencia se

compone de un solo .elemento, que es la magnitud a la cual:

corresponde la medida 1; se llama unidad de medida.

El procedimiento por el cual se establece la correspondencia
entre los elementos de un sistema de magnitudes homogéneas y
sus medidas lo llamaremos aparato de medicién y puede ser
constituido por determinadas operaciones fisicas o bien atn por
operaciones matematicas (2).

2) Damos asi a la palabra ‘‘aparato’’ un significado extensivo con res-
p P g
pecto al que tiene en el idioma corriente, donde el vocablo estd reservado para
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" El aparato de medicién se supone, por hipétesis, invariable
con el tiempo, aunque en muchos casos esta invariabilidad ne
pueda realizarse sino en modo aproximativo. Segtn nuestras
costumbres mentales, atribuimos la absoluta invariabilidad a las
operaciones légicas y matematicas. Por lo tanto, la tendencia a
progresar en la realizacion de la invariabilidad de los aparatos
de medicién lleva consigo la extension del dominio del calculo
matematico en la determinacién de las medidas.

2. — Es importante que el lector esté convencido de que las
definiciones del n. 1 no son ni demasiado abstractas, ni dema-
siado generales. '

Aunque viejas costumbres de la ensefianza — de las cuales no
seria facil establecer el origen, pero que no podrian decirse an-
tiguas, porque no corresponden al desarrollo historico de la
ciencia (3) — llevan a menudo a considerar la nocién de magni-

indicar el dispositivo material por el cual la medicién se hace posible, pero
excluyendo las preseripeiones que sirven para el uso del mismo. En el sentido
del texto, estas prescripciones, y aun el procedimiento de céileulo que puede
ser necesario aplicar para transformar los datos brutos de observacién en la
expresién definitiva de la medida deben considerarse como partes integrantes
del aparato.

(®) A estas costumbres ya aludimos en la mnota (1). Aun en el articulo
Mass und Mcssen (Medida y medir) por C. RUNGE en la Encyklopacdie der
mathematischen Wissenschaften T. V. 1 (trad. francesa, muy acrecida, La
, mesure, por ED. GuiLLAUME) donde el fin no seria precisamente didactico,
se empieza en el § 1 (§ 2 de la traduccién) con consideraciones de esta ma-
turaleza}‘Sin embargo en los parrafos inmediatamente siguientes, donde, man-
teniéndose todavia en consideraciones generales, se intenta acercarse a la no-
cién de magnitud fisica (que es la que interesa a nosotros y al articulo citado)
tomando como ejemplo la temperatura. se demuestra en seguida la importan-
cia fundamental y decisiva del instrumental y de la teoria fisica en la propia
definicion de las magnitudes. E1 resumen que se puede sacar de la compa-
racién de los distintos parrafos es el siguiente, que vale la pema enunciar por-
que puede ser la luz de guia de toda la teoria: aunque sea necesariamente la
sensacién el origen primero de las nociones fisicas y en particular esta misma
sensacién contenga el germen de una graduacién por cantidad, el conocimien-
to cientifico lleva sin retardo a la abstraccién que impone a los dos 6rdenes
de conocimientos, el intuitivo y el cientifico, desarrollos divergentes. El ejem-
plo” bastante sugestivo elegido por Runge, —de que una - disposicién de las
temperaturas seglin 6rdenes acordes puede obtenerse igualmente sea comparan-
do las dilataciones de los cuerpos como comparando las intensidades de la irra-
diacién; pero que, después de elegir convenientemente el origen de las tempe-
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tudes homogéneas como algo intuitivo y a priori, a imaginar lue-
go olros procedimientos intuitivos que permitan establecer, la
igualdad, la suma, la divisién en partes de esas magnitudes ho-
mogéneas, y construir sobre esta base la representacion numérica;
basta muy poca reflexion para convencerse que los pocos casos
en los que tal mecanismo constructivo parece realizado, son to-
davia artificiales, o porque se refieren a sistemas de manifesta-
ciones fisicas que todavia no han alcanzado el grado de magni-
tudes en el sentido aclarado arriba, y la operacién considerada
mas bien que medicion es clasificacion segtn un orden aceplado
por los sentidos (ejemplos, la clasificacién de las estrellas por
orden de brillo o bien la  escala de durezas, segin Mohs), o
porque el procedimiento descrito es del todo imaginario y lejos
de la verdad practica (asi seria por ej. cualquier tentativa de
definir de esta manera una escala de temperaturas o de tensio-
nes eléctricas) (4). : ‘

El tnico caso en el que mas o menos la definicién de una
clase de magnitudes por el método indicado puede reconocerse
cierto es el de los segmentos; pero esto ocurre porque efectiva-
mente la geometria debe aceptar como idea primitiva la de seg-
mentos iguales y debe luego caracterizar esta idea primitiva me-
diante postulados sobre la suma y otras operaciones; y el trans-
porte de segmentos rigidos inextensibles es una operacion ma-
terial que realiza con suficiente aproximacién estos postulados.

Por opuesto es en general el aparato de medicion el que,
con sus indicaciones, define la magnitud; asi, si nos preguntamos,
aan desde el punto de vista historico, gué es la corriente eléc+
trica, no podemos decir mas que una alteracion que se pre-

raturas, los dos modos de erecimientos estin entre ellos como la primera y la
cuarta potencia de una variable—, muestra a las claras esta diferencia, y mues-
tra también que sélo por la teoria tienen sentido las consideraciones dimen-
sionales a las que se refiere el presente trabajo.

(*) Acostumbra, en los tratados elementales de fisica, hacer notar, por ej.,
que si las dos manos se tiemen por breve tiempo sumergidas en aguas, una
fria y otra caliente, luego se introducen en la misma, de temperatura inter-
media, no van a juzgar igual temperatura; brevemente, el juicio de igual tem-
peratura confiado a la sensacién no tiene sentido determinado. Pero la situa-
cién se presenta en seguida mucho peor si uno quisiera dar significado intui-
tivo, anterior a la creacién del instrumento de medicién, al propésito de sumar
temperaturas. Lo mismo hablando, como decimos, de tensiones eléctricas, y
casi de cualquier otra magnitud pudiera ocurrir. ;
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senta en cierto grupo de cuerpos por la que determinadas apa-
riencias concordemente se manifiestan, térmicas, magnéticas, sen-
soriales, etc. Pero es tnicamente el galvanémetro el que define
la corriente como magnitud y asegura, cuando menos con cierta
aproximacion, la simultaneidad de estas manifestaciones; y que
en el mismo tiempo indica sobre una escala un segmento que
proporciona la medida de la corriente. Asimismo es para el ter-
moémetro, para la balanza, etc. Siempre el instrumento transfor-
ma la manifestacion fisica que se pretende medir en un segmento
por el corrimiento de un indice sobre una escala, tomando asi la
posicion predominante en la definicion de la magnitud.

Desde luego las magnitudes que responden a esta descrip-
cién seran siempre escalares. La definicion de magnitudes vec-
toriales y tensoriales, como velocidades, aceleraciones, {fuerzas,
deformaciones elasticas de los sdlidos, constante dieléctrica de
cristales, etc. deriva generalmente de la aplicacion de calculos
matematicos a los resultados de mediciones escalares y no van
a interesarnos mayormente en nuestro estudio.

3. — Una parcial excepcién estd representada por las tres
magnitudes
longitud tiempo masa

que cumplen doble oficio, siendo de considerarse por un lado co-
mo magnitudes fisicas en el sentido esbozado anteriormente; pe-
ro, por otro lado, fambién como el sustrato légico que antecede
a la fisica. Este segundo punto de vista da a estas magnitudes
esa posicion de preferencia por la cual en muchas oportunidades
ha aparecido y aparece como el desideratum de la teoria fisica lo
de referir a ellas todos los fenomenos.

El espacio fisico en el cual nosotros concebimos desarrollarse
los fen6menos es un duplicado del espacio de la métrica eucli-
diana; y es tal aun cuando no se quiera olvidar las discusiones
acerca de la posible no-euclideidad del espacio métrico real y
los recientes desarrollos de la fisica tedrica por la consideracion
de un cronotopo en «cuatro dimensiones o aun de espacios de
mayor ntmero de dimensiones. El hecho que la estructuracion
légica de nuestra mente no sea en contradiccion con una geome-
tria no-euclidiana no impide que, por ser la euclidiana compa-
tible con ella y ser la misma en que histéricamente se ha desen-
vuelto nuestra formacién cientifica, le resulta esta posicion de



preeminencia. La geometria se desarrolla enteramenté sobre las
nociones topologicas de punto y de espacio tridimensional y la
de distancia; teniendo unicamente esta Gltima caricter de mag-
nitud; y esto necesariamente antes de definirse un aparato me-
didor en sentido fisico. ‘

Pero el espacio fisico difiere del espacio geométrico en cuan-
to, mientras en éste Gnicamente vemos relaciones estiticas entre
los elementos de las figuras, el primero estd caracterizado por
la variabilidad de esas relaciones, lo que llamamos movimiento.
Para representarnos esta variabilidad debemos concebir primero
un duplicado del punto geométrico, el que podemos llamar punto
material (°), que del punto geométrico difiere por tener una indi-
vidualidad que permite reconocerlo en instantes diferentes como
coincidente con puntos geométricos diferentes; y debemos igual-
mente concebir un tiempo como una variable a cuyos valores
(instantes) se coordinan las distintas copfiguraciones.

La cinemdtica trata notoriamente las propiedades que derivan
de esta variabilidad; es :sustancialmente una geometria analitica
en un espacio cuadrimensional ,sin que se necesite dar a la va-
riable tiempo una méis precisa interpretacién fisica.

Pero la fisica pretende responder a la nocién de causa, aun
cuando deba, con Newton, excluirse de ella todo significado tras-
cendente; la causa del movimiento es la fuerza dindmica (vis
molriz) (6); ‘admitiendo como postulado la ley de inercia, el

(°) Podria acaso ser mis conveniente punto fisico, pero menos claro por-
que menos corresponde a la costumbre que reconoce el movimiento a la
materia; por eso las antiguas teorias de los fluidos.

(®) Como se sabe, NEWTON pone la ley de inercia como primer postulado
en sus Philosophiae naturalis principia mathematica. Que el principio no sea
de intuicién inmediata o resultado inmediato de experiencia estd probado por
el hecho de que no estaba admitido por la fisica aristotélica. Su primera afir-
macién pertenece, como se sabe, a Galileo y es importante recordar que el
mismo llega a él por pura teoria, por medio de un razonamiento de continui-
dad. Desde las primeras péginas de la tercera jornada del Diilogo: Dimos-
trazioni matematiche intorno a due nuove scienze ete., observa Galileo que un
cuerpo que cae de cierta altura adquiere una. energia (en el lenguaje de Ga-
lileo, momento) capaz de hacerlo subir nuevamente hasta el nivel de parti-
da; muy adelante, ya cerca de terminar la jornada, en el Escolio a la prop.
XXIIT, después de observar que, al subir de esta manefa el cuerpo a lo largo
de un plano inclinado, recorrerd un camino tanto més largo cuanto menor es
la inclinacién del plano, pasa al limite en el caso que el plano se hiciera hori-



movimiento uniforme resulta como el estado natural de las cosas,
el que no necesita explicacion causal y la causa del movimiento
se identifica con la simple afirmacion de la existencia de una
aceleraci6n. Es lo que hacemos ordinariamente cuando en las
modernas teorias gravitacionales hablamos de campos de acelera-
ciones. Sin embargo a la vis motriz se opone la vis materiee, la
energia cinética, todavia llamada fuerza viva. De la uni6én de los
dos conceptos nace como nueva idea abstracta la de masa, como
un atributo del punto material al cual la fuerza dindmica estd
aplicada. Asi entendida la masa es todavia una idea primitiva
de magnitud, aunque Newton la defina como «la medida que
surge de densidad y magnitud (grandor) conjuntamente>.

La mecénica, como se ha formado por el pensamiento de mu-
chos pensadores occidentales entre los siglos XV al XVIII, y de
los cuales son méaximos exponentes Galileo y Newton, es una
estructuracién exclusivamente l6gica, a la par de la geometria de
Euclides. Como tal, ella se levanta por postulados y definiciones
sobre las ideas primitivas constituidas por el espacio fisico y las
tres magnitudes: longitud, tiempo y masa, concebidas como va-
riables independientes; por lo tanto es tridimensional en el sen-
tido de la teoria de las magnitudes aceptada por la fisica (7).

zontal, para enunciar la ley de inercia. Sin ninguna duda Galileo no espera
este preciso razonamiento para formar el concepto de la ley; y en efecto a lo
largo de todo el didlogo se considera como un)zforme el movimiento en plano. ho-
rizontal; la diferencia esti en esto: que en aquellas aplicaciones experimenta-
les era suficiente admitir lo que dice la experiencia, que el movimiento™ se
mantiene uniforme por un breve lapso de tiempo, mientras el enunciado de la
ley tiene valor absoluto.

(") La palabra dimensién tiene evidentemente aqui un significado no econ-
fundible con el ordinario de las dimensiones del espacio. Aunque podriase ima-
ginar una representacién hiperspacial en 5 dimenisones del mundo fisico en
la cual cada punto fuera caracterizado por sus tres coordenadas geométricas,
el instante y la masa (excluyendo esta Gltima, es esta en substancia la pri-
mera presentacién del cronotopo), se trataria Gnicamente de un artificio con-
vencional, ecomo el de los diagramas de la estadistica, que probablemente no
tendria ninguna utilidad. La razén es que lag ‘‘dimensiones del espacio’’ no
son precisamente las 3 coordenadas, por cuanto estas solo son relativas a un
determinado sistema de referencia, mientras la tridimensionalidad espacial
precede a la eleccién del sistema y estd caracterizada por los postulados geo-
métricos (En la traduccién francesa del articulo de la Encyklopagdie, que
hemos citado, en el § 6 se intenta en efecto indicar la posibilidad de imtro-



Todo otro concepto se introduce en la mecéanica por definiciones
nominales, representadas generalmente por formulas matemati-
cas; de eso resulta que muchos de ellos sean magnitudes en el
sentido de tener medida escalar, para la cual aparato de medi-
cion son las mismas férmulas de definicion. El problema de la me-
dicion efectiva no se plantea por tratarse de teoria puramente logi-
ca. El hecho de que estas formulas sean monomiales y que por lo
tanto a cada una de las nuevas magnitudes corresponda una
férmula dimensional (cfr. n. 11) puede ser considerado como de-
pendiente de nuestra voluntad, aunque ésta sea dirigida por las
imagenes fisicas que estin detras de la teoria y a las cuales va-
mos a referirnos ahora. Y es ésta la razon por la cual la
teoria dimensional ha empezado con las magnitudes mecanicas, y
precisamente con problemas relativamente vulgares de metrolo-
gia. Asi la identidad dimensional de la energia cinética y del
trabajo no es un hecho fisico, sino algebraico, pues si un punto
material con masa m y velocidad v pierde su velocidad, nosotros
decimos que esto es debido a la intervencion de una fucrza f a
la cual corresponde una aceleracion f/m=v/T, si T es el
tiempo empleado para que la velocidad se agote.

4. —La fisica difiere de la mecanica por su adherencia al
mundo fenoménico, del cual busca una representacion conforme a
la estructuracion de nuestra mente (8). Asi la mecénica n>wio-

ducir féormulas dimensionales con dimensiones v&toriales; es féeil ver que
tales férmulas mno serian interpretables sin una explicacién para cada una,
mientras el ejemplo propuesto, que intentaria establecer una diferencia en la
representacién dimensional entre el trabajo y el momento de una fuerza res-
pecto a un punto, no tiene razén de ser, por lo que decimos en el texto a con-
tinuacién). La caracteristica que da significado teérico al espacio-tiempo de
Einstein o de Minkowski es de estar definido un sistema de transformaciones
de coordenadas que intenta sustituir aquellos postulados.

(®) Posiblemente haya alguien que prefiera asignar a la fisica y a la
ciencia en general algtn fin utilitario que se concrete en la palabra ‘‘prever’’.
Pero jque significa prever? Una vez desacreditada una previsién por fuerza
de magia, no puede la previsién fundarse sobre otra cosa que sobre la extra-
polacién estadistica o sobre la confianza en una conformidad entre el des-
arrollo del mundo y las operaciones del cerebro razonante. La extrapolacién
pura y simple no pide ciencia, sino solo registracién y supone una permanen-
cia de las causas que estd excluida por la experiencia. Queda luego como
tnico punto de apoyo la fe en la racionalidad del mundo.

Pero atin: jhay un fin en prever? Si nuestra previsién llegara a decirnos
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niana ha surgido por el esfuerzo de dar organizacion logica al
conjunto de los fenémenos vinculados a la gravedad, al movi-
miento dentro de los fluidos como el aire y el agua, y al movi-
miento del sistema planetario (8 Pis). A ese fin debe conformar-
se la interpretacion como magnitudes fisicas de las ideas primi-
tivas de longitud, tiempo, masa.

La primera no presenta problema, por pertenecer a la geo-
metria tradicional.

Respecto del tiempo, la aceptacion de la ley de inercia lleva
a admitir la resistencia del aire y a buscar el aparato de medida
que debe definir el tiempo en un movimiento de considerarse
como uniforme por escapar a esa resistencia. Galileo imagina
el péndulo o bien la masa de agua que sale de un pequeiio agu-
jero en una cuba grande; y es interesante notar que el movi-
miento del péndulo ha ocupado después a Huyghens, Newlon,
Bernoulli y otros. Y aunque desde antiguo el patrén natural
para la determinacién del tiempo haya sido el periodo de la
rotaciéon de la Tierra, la fisica moderna estima ciertamente nias
natural poner en tela de juicio la uniformidad de esa rotacion,
por considerar eventuales irregularidades en consecuencia de las
mareas y de otras posibles influencias exteriores, que dudar de
las leyes del péndulo. La fisica mas moderna todavia nos lleva
acaso a preferir referirnos a la propagacwn ‘de la luz. Se trata
de que, aun queriendo mantener la ley de inercia como guia en
la definicién del movimiento uniforme, queda todavia en nuestro
arbitrio decidir cudndo deba afirmarse la falta o la constancia
de las fuerzas.

Con respecto de la masa, se sabe que se la mide con la
balanza; y ésta, en aplicacién de la teoria de la palanca, es en
verdad un aparato medidor de fuerzas estaticas, el cual, por la
inversa proporcionalidad entre el brazo y la intensidad de las

~fuerzas en equilibrio, transforma directamente la intensidad de

la fuerza por medir, en un segmento. La segunda ley de Newton
afirma la proporcionalidad de la fuerza a la aceleracién, enten-
dlendo que queda invariada la masa a la cual la fuerza se apli-

. Pero la definicion III (las definiciones de Newton son efec-

que no vale la pena de imponernos el esfuerzo de la deduccién lbgica, que el
mundo es irreparablemente irracional, jes que nosotros mnos adaptariamos al
Jjuicio?

(®bis) Me refiero directamente a los Principia de Newton.



tivamente postulados relativos a las ideas de masa y fuerza) afir-
ma que la resistencia de la materia para cambiar su estado de
moto o de reposo es proporcional a la masa (°); se sigue que,
mientras todas las masas estén sujetas a aceleraciones iguales, las
fuerzas seran proporcionales a las masas, siendo por lo tanto la
masa el coeficiente de proporcionalidad del cual habla la ley 1I.
Y, por cuanto tengamos mayor confianza en la invariabilidad de
las masas que en la de las fuerzas (nosotros preferimos en efec-
to admitir que, cambiando lugar, los cuerpos conservan, en los
casos ordinarios, su cantidad de materia y puede variar la fuerza
que los empuja en la caida), se convierte la balanza en el aparato
medidor de las masas, en cuanto sea indicado el patrén de la
masa unidad (10).

5. —Pero la consideracién de la masa nos lleva a un mas
inmediato contacto con el mundo fenoménico que caracteriza,

(®) La def. III, en la parte enunciativa, no dice precisamente esto, sino
solamente afirma la inercia: Materiae vis insita est potentia resistendi, qua
corpus wunumquodque, quantwm in Se est, perseverat in statu suo wel quies-
cendi vel movendi uniformiter in directum; la fuerza propik~ de la materia
es la capacidad de resistir por la cual cualquier cuerpo, por cuanto es, per-
severa en su propio estado, sea de reposo, sea de movimiento uniforme por
derecho. Pero en el comentario que inmediatamente sigue se afiade: ‘‘ella es
siempre proporeional al cuerpo, y no difiere en nada de la inercia de la masa,
sino en el modo de concebir’’.

(*) En verdad, resulta de toda la cita que la fuerza a la cual se re-
fiere Newton es la fuerza dinimica, la que se manifiesta con la aceleracién;
suponer que sea verdaderamente la que se mide con la balanza incluye un
postulado acerca de la identidad de las fuerzas estiticas, de las cuales tememos
conocimiento principalmente bajo las formas del equilibrio y de la reaccién
(tensiones y presiones), y de las dinfmicas, proporcionadas por el examen del
movimiento. Desde luego, una justificacién inmediata para suponer esta iden-
tidad puede imaginarse en un paso al limite, cuando se considera el reposo
como limite de movimientos con velocidades decrecientes; sin embargo, aun la
posibilidad de este paso al limite no deja de ser un postulado. Si se considera
como ejemplo de fuerza estatica lo que solicita un grave mientras, por un artificio
conveniente, se lo impide bajar (el peso) y como fuerza dindmica la centrifuga,
y se refieren, como vectores a la misma unidad geométrica, la razén de estos
vectores, comparada con la de las aceleraciones de gravedad y centripeta permite
comparar una masa pesante y una inercial. La experiencia ha sido hecha por
Eotvés en 1890 y luego en 1909 comparando la fuerza gravitacional con la debida
a la fuerza centrifuga de rotacién terrestre en niveles diferentes. La conclusién
obtenida fué que la identidad se realiza con un error méiximo del orden de

(Cfr. Encykl. der Math. W. Vol. VI, 1).
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como dijimos, a la fisica. Newton descubre la ley de atraccion
universal, segtn la cual cualquier cuerpo, puesto en una determi-
nada distancia en presencia de una masa variable sufre una
aceleracién que es proporcional a dicha masa. El factor de pro-
porcionalidad no tiene importancia, por cuanto nosotros pode-
mos cambiarlo arbitrariamente al cambiar la masa a la cual
atribuimos el valor 1; podemos pues atribuirle un valor de nuestro
gusto (el mas simple sera el valor 1 (cfr. n. 11)) eligiendo conve-
nientemente aquella masa. Pero una diferencia se presenta entre fi-
jar la masa 1 por medio de un patrén, segun dijimos al término
del péarrafo anterior, y fijar el valor de la constante de propor-
cionalidad; y es que la constante de proporcionalidad es un ni-
mero, ciertamente invariable )por teoria, y que no encuentra nin-
guna dificultad a ser contemporineamente conocido por todos
los experimentadores (en cuanto se abstrae de las dificultades
pricticas de la experimentacién), mientras el patrén material
estd sujeto a variabilidad por influencias exteriores (en particu-
lar por el uso) y no puede estar a disposicion del experimenta-
dor en el momento que lo quiere; para remediar a este segundo
inconveniente debe recurrirse a duplicados e imitaciones.

6. — Lo dicho nos lleva a establecer/las ideas fundamentales
de una teoria de la medida fisica.

Partimos de un cierto ‘grupo de ideas primitivas de magni-
tudes relacionadas al sistema logico que debe servir de modelo
para la teoria fisica que se tiene en vista; y son las solas para
las cuales exista un problema teérico de medir (praticamente,
desde luego, el problema ise podrd poner también para magni-
tudes derivadas).

Estas ideas primitivas tienen wuna realizacién material en
la relacion entre el modelo légico y el conjunto fenoménica que
el modelo debe representar. El aparato de medicién debe ser ial
de establecer una correspondencia univoca entre los diferentes
estados de la imagen fisica de cada magnitud y los puntos o
nimeros de una escala. Para conseguir esta univocidad es nece-
sario asegurar una invariabilidad de dicho aparato.

La maxima invariabilidad est4 asegurada por las operacio-
nes matematicas. Si llamamos independientes o fundamentales
a las magnitudes que convenimos medir necesariamente (1) por

(1) Necesariamente es decir sin otro modo posible. Para todas las magni-
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operaciones fisicas caracteristicas para ellas, puede no haber
coincidencia entre el nimero de las magnitudes aceptadas como
ideas primitivas y el namero de las independientes.

El ntmero de las magnitudes independientes de la mecéni-
ca puede reducirse a 2, reduciendo la medicion de la masa a
mediciones de longitud y tiempo con fijar el valor de la cons-
tante de gravitacion (cfr. n. 5) y puede también reducirse a 1
con fijar el valor numérico de una velocidad que pueda consi-
derarse constante y continuamente presente, por ej. de la velo-
cidad de la luz. ;

7. —Para proseguir nuestro estudio, conviene fijarnos so-
bre algtn otro ejemplo.

La temperatura de un' cuerpo es una propiedad caracteristica
que depende de sus condiciones fisicas y es independiente de las
condiciones fisicas de todos:los otros cuerpos (12); ella se ma-
nifiesta por influir e modo determinado sobre los otros cuerpos,
dependientemente de las condiciones de temperatura de ¢stos.
Puestas las cosas asi, las analogias entre la temperatura y la masa
son evidentes: la temperatura es una nueva idea primitiva.

Decimos que dos cuerpos estan en equilibrio de temperatura
cuando, puestos en presencia uno del otro, sin la intervencion de
otras operaciones fisicas, cada uno de ellos no varia la propia
temperatura. Existe un cuerpo que puesto en presencia de
cualquier otro cuerpo puede ponerse en equilibrio de tempera-
tura con él sin alterar la temperatura de aquél y sufriendo una
modificacion que, en virtud eventualmente de operaciones fisi-
cas determinadas, se manifiesta bajo la forma de una longitud.
Este cuerpo se llama termdmetro. La analogia con la masa es
todavia casi total; en el caso de la masa la transformacién en
segmento queda determinada en cuanto se disponga de una ma-
sa patrén, de llamarse 1; lo restante del aparato pertenece a la
teoria mecéanica. En el caso de la temperatura, al contrario,
cuando menos en un primer tiempo, es el aparato integro, el

tudes que, por su definicién, se miden indirectamente, con operaciones todas:
relativas a otras magnitudes con el intermedio de célculos mateméiticos, exis-
ten, sin embargo, en la prictica, instrumentos para la medicién directa.

(**) Es la definicién que leemos en el articulo fundamental de G. H.
BriAN, Allgemeine Grundlagen der Thermodynamik. Encykl. der Math, W. Vol.
IV, 1; p..-85;
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termdmetro, que tiene de ser dado y es tinico. La temperatura,
ademéis de ser idea primitiva, es también, magnitud funda-
mental.

Sin embargo, al desarrollarse de la teoria, hemos aprendido
las leyes de los gases. Si entonces suponemos tener una realiza-
cion del gas perfecto, tan perfecta y presente en cualquier mo-
mento a cualquier experimentador como, cuando menos tedrica-
mente, lo es la gravitacion universal, y si fijaremos un valor, por
ej. 1, para la constante de los gases por la unidad de masa .de
ese gas perfecto, resultard la temperatura magnitud derivada,
mserida dentro del sistema de las magnitudes mecéanicas, al
mismo modo que, en el parrafo 5, resulté la masa derivada de
la longitud y el tiempo.

Este pasaje de la temperatura del concepto de magnitud in-
dependiente al de magnitud derivada se hard mas preciso con la
introduccién de la nocion de cantidad de calor.

8.—Si dos cuerpos en diferentes temperaturas se ponen
en contacto, en un tiempo conveniente se ponen en equilibrio de
temperatura; la temperatura final no es generalmente ninguna
de las dos iniciales; pero no depende tnicamente de estas dos
temperaturas, sino también de caracteristicas especiales de los
dos cuerpos y en particular de sus masas relativas. En determi-
nadas condiciones, la temperatura de equilibrio es la temperatura
inicial de uno de los cuerpos, pero a la variacion de la tempe-
ratura en el otro cuerpo corresponde una variacion de estado de
agregacién en el primero. Estos y otros fendmenos concurren
para formar una nueva nocién no mayormente definida (luego
diremos una nueva idea primitiva), la de cantidad de calor; de-
cimos que los cambios de temperatura observados y los cambios
de estado se deben a que una cierta cantidad de calor ha pasado
de uno a otro cuerpo.

No tenemos ninguna idea sobre la cantidad de calor conte-
nida en un cuerpo determinado, sino solamente de la cantidad
de calor que se transporta de uno a otno cuerpo al realizarse
determinadas transformaciones fisicas como las aludidas. El ca-
lorimetro de hielo transforma la cantidad de calor en la forma-
cion de una masa medible de agua; con el artificio de Bunsen
la transforma directamente en un segmento. De esta manera la
idea primitiva de cantidad de calor se ha transformado en mag-
nitud; pero es todavia una magnitud independiente de las an-
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teriores porque en cambio del hielo podia usarse otra sustancia,
porque es necesario asegurarse que temperatura y presion sean
aquellas determinadas, etc.; en breve porque falta una teoria
para establecer la dependencia con otras magnitudes anterior-
mente consideradas.

Sin embargo, desde antiguo es conocida una vinculacién en-
tre calor y trabajo; y también la idea de que el calor sea una
manifestacion del movimiento de las particulas de la materia
es difundida, pero més bien como vaga idea filos6fica de causa
que como cantidad medible. En 1798 Rumford describe sus ex-
periencias para establecer la equivalencia cuantitativa entre canti-
dad de calor y energia que concluyen, como es sabido, con la
determinacion definitiva del coeficiente de equivalencia por Ma-
yer en 1842. Al calorimetro se ha agregado de esta manera un
numero y un pequeiio cilculo que permite expresar la cantidad
de calor como energia. Desde luego, si el resultado se reduciera
al nimero y al pequeiio célculo, nada se habria cambiado en las
conclusiones - anteriores; la cantidad de calor seria todavia una
magnitud independiente vinculada al calorimetro. Lo que cam-
bia la situacién es la transformabilidad reciproca, es decir la
teoria termodindmica de Carnot.

La teorfa termodinidmica permite también eliminar la tem-
peratura reduciéndola a ser un namero proporcional a una can-
tidad de calor que actia como concepto principal; lo mismo hace
la consideracion de cuerpos a capacidad calorifica constante (ga-
ses monoatémicos).

Debe notarse que la termodinidmica es Wna teoria puramente
logica que se obtiene ampliando el grupo de las ideas primitivas
de la mecanica al afnadirles las de cantidad de calor y de tempe-
ratura, exactamente como la mecénica es una _ampliaciéon de la
geometria, afiadiendo las ideas de punto material, tiempo y masal

9. —En condiciones andlogas nos encontramos si nos volve-
mos a las magnitudes electromagnéticas. Las ideas primitivas
son aqui cantidad de electricidad, momento magnético, intensidad
de campo eléctrico vy magnético, intensidad de corrierte.

Vale la pena detenernos todavia sobre este caso para consi-
derar el ejemplo de la medicién de la intensidad magnética te-
rrestre, que fué para Gauss la oportunidad para introducir e
concepto de referir todas las medidas fisicas a las unidades me-
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cénicas y el nombre de sistamas absolutos de medidas (1%). Ade-
més de esta consideracion historica, el interés del ejemplo, en
comparaciéon con los anteriores, reside en que no se trata més
aqui de una gradual puntualizacién de conceptos hasta llegar
a una imagen logica coherente de un conjunto de manifestaciones
fisicas que en un principio no tienen otra apariencia en comiin
que la contemporaneidad, sino del desarrollo de un procedimiento
de medicién, provocado por razones esencialmente practicas, y
descansando sobre algunas hipdtesis tedricas simples.

Se trataba de la medicién del campo magnético terrestre que
Gauss, conjuntamente con Weber estaba haciendo por compara-
ci6n de lugar y de tiempo con fines de geofisica. Groseramente,

(**) La memoria de Gauss a la cual nos referimos se titula: Intensitas wvis
magneticae ad mensuram absolutam revocata (Gottinger Abhandlungen 1832,
Werke, vol. 5, ps. 81-118). Gauss no explica por qué de la eleecién del término
de medida absoluta y mada impone entenderle un significado més preciso del
que resulta del problema que explicitamente se propone, es decir obviar a la
variabilidad de los elementos magnéticos de comparacién que se utilizan para
la medicién. Sin embargo el término ha pasado después en la -costumbre paraf
indicar medidas referidas tnicamente a las unidades de longitud, masa y
tiempo, llamindose a menudo sistema absoluto al (e.g.s.) y atin se ha dis-
cutido sobre si efectivamente las unidades de este sistema fueran absolutas,
y si fueran las finicas absolutas pensables. Un reflejo de estas discusiones
puede verse todavia en el citado articulo de Runge en la Encyklopacdic d.
Math. W. (n® 9). Al vocablo ‘‘unidad absoluta’’ puede en efecto darse el
sentido de independiente de wn patrén por estar continuamente presente al
experimentador y por él reproducible a voluntad con toda la precisién que se
pueda querer. Se sabe bien que esta caracteristica no pertenece al metro y
por lo tanto al centimetro; pero cuando la convencién francesa decidif elegir
como unidad fundamental el metro definido como la diez-millonésima parte del
cuadrante terrestre, tuvo ciertamente la ilusién de definir una unidad natural
y por lo tanto respondiente a los aludidos requisitos, por lo menos en abs-
tracto. Ni, en este sentido, habria sido una ilusién si la Tierra fuera verda-
deramente esférica o, cuando mencs, un elipsoide de rotaciém.

Por lo tanto la nocién de medidas absolutas no es por si misma absur-
da; pero ese absoluto es siempre condicionado a la permanencia de algtin he-
cho matural con respecto a la teoria fisica, como ya sefialamos en los mnos. 4
y 6. Una magnitud para la cual tenemos en efecto una medida absoluta en
el modo més simple es el 4ngulo, en cuanto nuestra representacién del mundo
fisico sea de acuerdo con el caricter euclidiano de la geometria, que nos per-
mite medir el 4ngulo como la razén entre dos longitudes. Todavia lo seria en
el caso de admitir Gnicamente la constancia de la curvatura del espacio (geo-
metrias no-euclidianas).
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la medizién se hacia determinando el momento del par que este
campo induce sobre una aguja magnética determinada al variar
esta su orientacion con respecto al campo. El instrumento de
medicion era por lo tanto una aguja magnética llevada por una
balanza de torsion; lo que se media era una fuerza; el campo
quedaba detras como una nocién un poco indeterminada de
causa de dicha fuerza. A lo més esta causa se diferenciaba de
la propia fuerza por la constatacién experimental de que esta ul-
tima variaba por un factor de proporcionalidad al variar la aguja.

Pero, observa Gauss que no se puede aceptar la hipétesis
de la invariabilidad de la aguja magnética que sirve como instru-
mento de medicion, aun si materialmente ella sigue la misma,
porque su momento sufre, principalmente por variar la tempe-
ratura, variaciones incontrolables por desaparecer tan pronto
como se vuelve a las condiciones primeras; se propone luego el
problema de eliminar en la medida la parte que corresponde a
la aguja; esto es lo que el llama «conducir a medicion absoluta» ;
pero se consigue iinicamente por medio de hipdtesis y teoria. Supo-
ne en primer lugar que la invariabilidad rechazada en distancia de
lugar y de tiempo, se realice por opuesto para todos los elementos
de la medicién (aguja y campo terrestre) en un lugar determi-
nado y por el espacio de tiempo de la experiencia. Supone ade-
méas que la causa del magnetismo terrestre sea de la misma
naturaleza por la cual un imén (en particular, la misma aguja
medidora) actua sobre otro; y que, por fin el coeficiente de pro-
porcionalidad del cual hablamos arriba que media entre el campo
y la fuerza sea el propio «momento magnético», proporcional-
mente al cual varia el campo producido por la aguja. Inventa
entonces el magnetémetro y proyecta el procedimiento de me-
dicion: !

1o Llamando H al campo magnético terrestre y M al mo-
mento magnético de la aguja, la balanza de torsion permite me-
dir una fuerza representable por el producto HM (esta fuerza
puede medirse por oscilacién o por torsion medida estaticamen-
te; puede calificarse de momento, producto de fuerza por longi-
tud; son detalles que despreciamos de propésito porque no in- -
fluyen sobre el razonamiento) (14); ponemos, pues,

(™) Los célculos detallados se encuentran en muchos tratados de fisica y
estin despreciados aqui para concentrar la atencién sobre el procedimiento con-
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20 Si el mismo campo H actia sobre otra aguja de mo-
mento M’, resultari otra fuerza o momento HM’; y si sobre esta
misma actGa la primera puesta sobre la perpendicular a su eje
magnético, en el punto medio, a una distancia d bastante grande,
produce otra fuerza o momento de la forma kMM’ : d? donde
k es un coeficiente numérico que depende tnicamente de las di-
mensiones geométricas de las agujas; los dos momentos HM' y
kMM’ : d3 se componen para determinar una direccion de equi-
librio de la segunda aguja (magnetémetro). Observando el &n-
gulo que esta direccién forma con la direccibn momentinea del
meridiano magnético se determina la razén

A
HM - Eﬂ_{% —q E__
Fivige M
donde hemos indicado con q y p ntmeros dependientes tnica-
mente, por lo dicho, de mediciones geométricas. Combinando

con la medida anterior se obtiene

~

y luego la medida absoluta de H, expresada tnicamente por can-
tidades geométricas y mecanicas.

Nos hemos detenido sobre el ejemplo para mostrar c6mo es la
teoria que impone al concepto la determinacién necesaria y cons-
truye el aparato de medicion. :

Evidentemente condiciones anilogas se repiten en muchos
casos, y, en particular, mis o menos las mismas cosas tendran
que repetirse para- el momento magnético, la cantidad de elec-
tricidad, etc.

10. — Antes de adelantarnos en una teoria general de la me-
dicion fisica, nos conviene resumir fodavia una vez, generalizando
en principios generales, las observaciones que se desprenden de
los distintos casos examinados.

ceptual. AGn en la expresién kMM’/d® se habria podido incluir el divisor
@ en el coeficiente k.
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Para organizar en forma de medidas las apariencias fisicas,
nosotros inventamos ideas no mayormente determinadas que por
ser palabras, a las cuales coordinamos los hechos de experiencia
con una justificacién, desde un principio, no muy supérior a la
que se puede atribuir a las causas ocultas. Sin embargo, me-
diante una conveniente eleccién entre los fendmenos que a esas
«ideas primitivas» se coordinan, intentamos transformarlas en
magnitudes con la definicion de algin aparato de medicion em-
pirico al cual atribuimos més o menos fundadamente la inva-
riabilidad y que hace corresponder un segmento a cada estado
de la idea primitiva considerada.

Las distintas ramas de la fisica difieren por las ideas primi-
tivas a que se refieren. La teoria fisica establece entre estas ideas
primitivas, con el concurso de la observacién experimental, rela-
ciones matematicas que se expresan mediante ecuaciones, con el
concurso, eventualmente, de coeficientes numéricos, que pueden
resultar, sea de la teoria misma sea de elementos experimentales.

Estas ecuaciones constituyen las leyes fisicas.

Para hacer posible la expresion de estas ecuaciones es ne-
cesario que los segmentos que representan las medidas sean tra-
ducidos en ntimeros. Esta traduccién implica la eleccion de una
unidad de medida, es decir, en cada clase de magnitudes homo-
géneas, de una magnitud a la cual se atribuye el valor 1. Esta
eleccion es generalmente arbitraria y, variando la mismla, pueden
variar los coeficientes que entran en las ecuaciones (ver n°. 11).
Por otra parte, algunas de estas ecuaciones — o sistemas de ecua-
ciones — al ser resueltas respecto de determinadas magnitudes,
permiten formar una definicion de éstas que los hace pasar del
grupo de las magnitudes fundamentales, para las cuales la elec-
cién de la unidad de medida es verdaderamente arbitraria, al gru-
po de las magnitudes derivadas, cuyos valores se pueden deter-
minar, al menos en teoria, por la medicion de otras magnitudes
consideradas fundamentales y calculos matematicos. Evidente-
mente esta explicitacion de determinadas magnitudes lleva a la
eliminacién de igual ntiimero de ecuaciones expresando leyes fi-
sicas. 4

El sistema de las leyes fisicas y el sistema de las magnitu-
des que conviene explicitar —es decir considerar como deriva-
das— varia con el problema y la teoria fisica que se esta con-
siderando.
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El cambio de unidad de medida, lleva — como hemos no-
tado en el n°. 1— a alterar todas las medidas de una misma
clase de homogéneas por un mismo factor. Entre los factores de
mulliplicacién de magnitudes fundamentales y derivadas existen
relaciones que estin estudiadas por la teoria de las dimensiones
fisicas, de la cual vamos a ocuparnos en los parrafos siguientes.

11. — Podemos observar, como exper'iencia comun, que la
explicitacion de magnitudes fisicas en funcion de otras lleva
ordinariamente a escribir férmulas monomiales. El hecho no fie-
ne nada de verdad matematica. A lo mas puede atribuirsele un
cierto fundamento epistemoldgico en la disposicion de nuesira
mente a suponer relaciones de proporcionalidad directa o inversa;
la que puede influenciar nuestro modo de ver el mundo fenomé-
nico. Pero esta disposicién estd favorecida por el teorema segun
el cual cada funcién continua finita puede aproximarse por po-
linomios, y en el caso de tener funciones que en puntos singu-
lares tienden a valores infinitos, la misma aproximacién se pue-
de obtener por funciones racionales; en todos los casos por com-
binaciones de monomios; y por gtra parte, por razomes va-
riadas (1%), nosotros nunca pretendemos que las leyes que enun-
cia la teoria fisica se encuentren realizadas méas que con cierta
aproximacion.

Una consecuencia importante de esta observaciéon es la si-
guiente:

Supongamos un cierto grupo de magnitudes Uy, U,, ..., U,
a las cuales hacemos corresponder las variables x,, %, ..., , que
representan los valores de las mismas medidos con respecio a
unidades momentaneamente fijadas. Estos valores estaran vincu-
lados por ciertas ecuaciones, representantes de correspondientes
leyes fisicas, que podemos escribir

Taldty 2057 Ut te b Gl il —1,2, ., .) (Ilsadi)

donde las a; son constantes determinadas por la teoria o cuyp
valor empirico estd determinado experimentalmente, desde luego

(*) No solamente por la ineludible indeterminacién de los datos experimen-
tales, sino porque la pretensién de atribuirles valor absoluto llevaria a dar a
las leyes una complicacién inexpresable; y la experiencia nos ensefia ser en
general bastante satisfactorio atribuir las desviaciones a desconocidas causas
perturbadoras. Y
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con mediciones hechas en el sistema de medidas fijado. Por lo
dicho y por tratarse de ecuaciones donde los eventuales denomi-
nadores habran podido eliminarse por multiplicacién, cada f;
serd un polinomio, suma de monomios de la forma

N L TR B ; (11.2)

Si se efectia un cambio de unidades por el cual los valores
de las mismas magnitudes Uy, U,,...,U, se cambien en

Xy =Ny, Xg=dgttg, Ky=thiom, ; (11.3)

obtendremos facilmente un sistema de ecuaciones de la misma
forma de las (11.1) para representar las mismas leyes fisicas res-
pecto del nuevo sistema de unidades con el artificio siguiente:
para cada indice k& supondremos elegido (por el momento ar-
bitrariamente) un monomio de la forma

Ap=XBa Xobra . . .\ B
y pondremos
P =il Xy Xy ooy AgAge. v Ay)
donde se habra puesto
Aj =apPo— % N Be—a X Prr—ap, (11.4)
La sustitucion (11.3), (11.4) da evidentemente
AiX % X% ... X% = Njaioyon 2%, . 25
luego
Fl ==Af),
y las ecuaciones (11.1) resultan equivalentes a

Aunque la consideracion pueda considerarse como banal, ella
pone en evidencia como naturalmente se conservan formalmente
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las leyes fisicas respecto del cambio de variables y nos permite
fijar una definiciéon de lo que debe llamarse constante fisica.
Es evidente que, para que el artificio pueda aplicarse es nece-
sario que, si un mismo coeficiente a; se encuentra escrito en va-
rias de las ecuaciones (11.1), la correspondiente (11.4), en cuyo
segundo miembro aparece el indice %, debe resultar, en realidad,
independiente de k. La arbitrariedad que queda en la eleccion de
las A;, permite siempre igualar los multiplicadores de los segundos
miembros de las (11.4) correspondientes a dos coeficientes a;, a;
elegidos arbitrariamente en dos f;, distintas. Se presenta entonces
como natural la siguiente definicion de constante fisica: Diremos
que dos coeficientes a; en el sistema de las ecuaciones (11.1) son
la misma constante fisica cuando en la primera determinacion de
dicho sistema de ecuaciones, con un sistema de unidades fijado,
tienen el mismo valor y, por una eleccion conveniente de los mo-
nomios Ay, la substitucién (11.4) conserva, para los primeros
miembros todavia valores coincidentes.

Desde luego, en la practica podra ocurrir que los coeficientes
aj se compongan algebraicamente mediante otras constantes en-
tre las cuales puedan distribuirse los factores \; que aparecen
en los segundos miembros de las (11.4); la definicion indicada se
transferird entonces naturalmente a esas componentes.

Las constantes fisicas no necesitan luego quedar constantes
respecto de un cambio de unidades, sino que, respecto de una
determinada teoria, las igualdades (11.4) y anédlogas definen su
transformacion. Se llaman constantes dimensionadas respecto del
sistema de magnitudes U; y los exponentes

Br1 — s Bro— %as « - o5 Brn — jin

se dicen sus dimensiones con respecto a cada una de dichas
magniludes.

Deben hacerse dos observaciones:

10 Si entre las magnitudes U; hubiera varias que pertenecen
a la misma clase de magnitudes homogéneas, los correspon-
dientes multiplicadores \; resultan siempre iguales; entonces en
la expresién (11.4) se deben sumar los exponentes de factores idén-
ticos y la dimension de la constante dimensionada respecto de
estas magnitudes en conjunto (la unica que tenga importancia)
es esta- suma.
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20 Segun lo dicho, por lo menos uno de los monomios
A}, quedard siempre arbitrario; se sigue que en la determinacion
de las dimensiones de las constanles dimensionadas existe siempre
una cierta arbitrariedad. Este hecho no tiene ninguna importan-
cia en las aplicaciones. Pero la observacion tiene gran importancia
conceptual para eliminar algunos prejuicios acerca de las nocio-
nes dimensionales.

12. —Las consideraciones que anteceden pueden invertirse
demostrando que condicidn necesaria para que pueda hablarse de
conslantes fisicas dimensionadas es que cada una de estas cons-
lanles se presente en las leyes fisicas asociada con un determi-
nado monomio. Supongamos en efecto que una ley fisica sea
representada por una ecuacién

i R = ‘ (120}

en la cual se supone haber reunido bajo el mismo simbolo de
variable todas las magnitudes de la misma especie, esto es to-
das las que por un cambio de unidades sufren la misma susti-
tucion y se supone que a,b,... sean constantes dimensionadas,
de manera que la ecuacion (12.1) se cambie en otra equivalente
cuando se efecttia la sustitucion

<:t: yerg ong b ) (12.2)

e py...a\%po . bABipbe . ...
Esto significa que debe tenerse

fOzpy...a\up%. .. b)\BlpBé...):g(lp...)f(xy...ab..,)

Derivando parcialmente respecto de \, g, ... se obtienen lue-
go las ecuaciones

R SN e Y ek og
(—);x—{—a aal)\ 1 Ha~+£,)f31.)\31 HBZ—*——()—)\

(12.3)
of of kb, alvdfeng D nildg
E;y—l—aaaz,\ 1 },l,a,l AR E 1)|327\51 HB? -—[— Sy a
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‘D‘ebe notarse que en los primeros miembros los simbolos
ef. of
oz da’
dentro del signo funcional estin reemplazadas segin la sustitu-
cion (12.2); pero, si ahora se pone A=p=...=1, los dos
miembros resultan unicamente funciones de las variables =z,v,...,
a,b,... Resulta asi un sistema de ecuaciones en derivadas par-
ciales que debe satisfacer la funcion (12.1):

deben entenderse en el sentido que las variables

TR R A
c)a;x_{—()a av; -5 b +...=¢g:f
A of 3
_Oyy+0aaq2+0bbB?‘—}_'“_ng

donde ¢y, ¢, ... son constantes.

Considerando antes las ecuaciones por separado, se nota, por
aplicacién de una regla conocida, que la solucion general de la
primera se escribe

/:w”‘cp(a, 4 )

™ ;1:31 o

donde ¢ es una funcion arbitraria de las expresiones en parén-
tesis. En esta funcién pugede aparecer y como constante; pero la
segunda ecuacion da anilogamente

fis=afh (:;-zmz’ ;ﬁz ’)

donde ¢ es funcién arbitraria donde puede aparecer la x como
constante; las dos expresiones serin compatibles sélo en cuanto
sea ¢

f:xg‘y”2¢( a b )

waiy% 1 x-Biy(’z e

donde todavia ¢ es funcion arbitraria y pueden aparecer como
constantes otras variables z, ¢, ... condicionadas por las ecuaciones
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(12. 3) siguientes. Se obtiene concluyendo que, salvo un factor
de la forma

T B
la f sera funcién arbitraria de los monomios
ar o yort etV be TRy il e

Mientras, se ha determinado también la funcién

0T U T LR

en cuanto se refiere a la ecuacion (12.1), como representantc de
una ley fisica, es evidente, por el contrarlo que el factor 7 y#...
puede suprimirse sin alterar la misma.

13. — Llamaremos en general dimensionada respecto de un
sistema de magnitudes Uy, U,,...,U, a una expresién que, por
un cambio de unidades de medida de dichas magnitudes, te-
niendo en cuenta la consecuente transformacién de las constantes
dimensionadas, se reproduce multiplicada por un monomio de
la forma

PNLTD VNS W

donde X\ X, ...\, son los factores de reduccion correspondientes
al cambio de unidades. Precisamente diremos que
Oy Oy 7o Gy
son las dimensiones de dicha expresion.
La funcion f de la cual ha sido encontrada en el n. anterior
la forma general es evidentemente dimensionada. Vamos a de-

mostrar que ésta es también la forma general de una expre-
sion tal. Demostraremos el siguiente teorema general (16):

(*) P. W. Bridgmann ha dado a este teorema el nombre de teorema II.
Se han dado muchas demostraciones, muchas veces con recursos indtilmente
complicados.
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Si una funcidén
y=f(z2;...2,)

de n variables dimensionadas respecto de un sistema d> magni-
tudes U,,U,,...,U, es asu vez dimensionada, dicha funcion
puede siempre expresarse por el producto de un monomio for-
mado con las variables x; y que tiene las mismas dimensiones
que la f, multiplicado por una funcién de un determinado gru-
po d2 monomios de dimensidn O formados con las mismas x;.

Para simplificar la expresion, va a convenirnos razonar, no
sobre los factores de reduccion de las cantidades dimensionadas,
sino sobre sus logaritmos. Si A\ X, ...\, son los factores de re-
duccion para un cambio de unidades de las magnitudes Uj,
U,....,U,, pondremos luego

log \i=1;;
si una cantidad dimensionada tiene las dimensiones

A hio o0 By

a conse-uencia de dicho cambio de unidades se multiplicar lue-
go por

P RS

A=ay;+aYe+ ...+ 0T, (13.1)

Las v;, como las )\;, hay que considerarlas como variables;
las «; como coeficientes constantes para cada cantidad dimensio-
nada. :

Indiquemos con

Og; Ogi v v+ Cipg AT eI )
las dimensiones de z; y con
Oy g oo Gy

las de y (que se supone dimensionada por hipétesis). Un mo-
nomio :
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tendra las mismas dimensiones que y siempre y sélo cuando

A=l A, (13.2)
habiendo puesto

A;=oav + 0¥+ . o o+ % Yo (13 3)

Existe un sistema de valores k; que realiza esta condicidn.
Sea en efecto p la caracteristica de la matriz de los coeficientes
de las expresiones (13.3)

Oy1 oy Oy

Gq9 Qoo Gng |.
: )

Oim  %om %nm

es
p=m, p=n

y pueden ordenarse las A; en modo que las primeras p son in-
dependientes, mientras las siguientes son combinaciones lineales
de éstas y sus valores quedan por tanto determinados por los
valores de las Ay A,...A,. Pueden ademas suponerse ordenados
los indices de las variables y; de manera que el sistema formado
por las primeras p ecuaciones (13.3) sea resoluble respecto de
las primeras p variables.

Se obtienen en tal modo expresadas Y;Y,...Yp como com-

; 12 P

binaciones lineales de A;A,...ApYpy...Y,; sustituyendo es-
las expresiones en A, resultard una expresion de la forma

A=mA +mAs+. ..+ mpA, + My Ypys + . . .+ My,

Mostramos ahora que los coeficientes mp,4, ..., m, son ne-
cesariamente nulos: supongamos en efecto que fuese mp,;/=0;
podemos en tal caso atribuir a y;Y,...Y, valores tales que
AjAy...ApYpyy tengan valores asignados arbitrariamente y
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Yore=...=Y,=0; por [o dicho, los valores de Ap,...A,
quedan determinados por los valores de A;A,...Ap, indepen-
dientemente del valor de v, mientras, por la hipdtesis de que
my,,-/-0 el valor de A variard con Yp.;. Si ahora consideramos
la funcién

y=f(z s ... Tn)

para un sistema de valores de las x; tal que resulte y-/=0 y luego
para el sistema de los valores ediz;, sabemos, por hipotesis, que
el valor de y se multiplica por e4; al variar yp,; mientras
Ay A,...Ap quedan fijos; se mantienen fijas todas las A; y
por tanto los valores ediz; y el valor consiguiente de y, lo que
contradice ala hipétesis de que el exponente A pudiera variar.

Queda determinado de esta manera un sistema de valores
de las k; que realiza (13.2) con

Tl =ntp vhg=mi, g R mpte s wsia. danky, =0

La teoria de los sistemas de ecuaciones lineales nos ensefia
que, una vez asegurada la existencia de una soluciéon de (13.2),
si p<m existen oom™P,

Supongamos fijada una solucién cualquiera y consideremos
la funcién

f(@y @y ... )
s ) == y jiS
(P(xl Ty m») wlkixzkz... wmkm ( )

serd todavia dimensionada con todas sus dimensiones 0, es decir
que su valor no varfa con la eleccion de las unidades de medida.

Consideremos ahora el grupo de las expresiones (13.3)
formado por las primeras p y una cualquiera de las siguientes,
la de indice p-+s; por ser p la caracteristica del sistema total
y la de las primeras p, se sigue que las A; A,... A, Apy son li-
nealmente dependientes, pero no las A; A, ... Ap; es decir exis-
te un sistema de nameros h; (i=1,2,...,p) tal que

oA, L hoAy+. .. Fhp Ayt AL =0;

el monomio
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w2l h h .
e 20 gl 2 wpy)

tiene luego dimension 0. Evidentemente el sistema de variables

1!

Ty, Ty .., Tp, 1y, T, . . D

5 1
es equivalente a
B, By 20\ 2

correspondiendo a cada sistema de valores de estas uno para las
primeras y a cada sistema de valores de las primeras en el cual
ninguna de las ;2,...x, sea nula uno determinado para las
segundas. Haciendo solamente excepcion para los valores nulos
de estas primeras x, podemos luego sustituir las primeras va-
riables a las segundas por la sustitucion

. I

oz hmgp e aphe’

S

Zpis

resulta
(P(xl xz “ e w‘n) :‘P(.’L‘l .1:2 AL xpnl Hz “ e Hm—P)'

Si a las #; atribuimos un sistema cualquiera de valores en
los cuales las x; x,...x, sean todas /=0, podemos luego hacer
un cambio de unidades por el cual las mismas variables adquie-
ran valores cualesquiera; al contrario, las TI[; TI, ... TI,_, y la (0]
quedan invariadas; se sigue que ¢ es independiente de aquellas ;,
es decir que se tiene

plesagiv Jop) e O(Hdk. .o B z)
Flapzy .ol @ ) =t et la i, capplom (T Bigro il =5) (18159

con lo cual queda demostrado el teorema.

Si m=p la funcién @ se reduce a una constante y la F es
necesariamente un monomio; serd necesariamente m <n.

Si m>p se presentan en el segundo miembro de (13.5)
dos indeterminaciones de distinta naturaleza: 1°© m —p de los
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exponentes k; pueden elegirse arbitrariamente y quedaran deter-
minados en consecuencia los p restantes; 2° la eleccion indicada
de los monomios II, puede admitir generalizaciones evidenles:
si por ej., una vez determinado un sistema TI,, II,,...,II _,, se
formara un nuevo sistema de la forma

i, Wall,, . 11% 1'[233 Mg, - .5 1L 00w T[2Bm—p vl s,

se ve en seguida que se llegaria a las mismas conclusiones. Lip
las aplicaciones ocurre frecuentemente que, al valerse de esta ar-
bitrariedad, puedan entrar los mismos monomios en la expre-
sién de funciones diferentes, obteniéndose asi para ellos una in-
terpretacion tedrica.

Si se supone m>n y se supone que de las m variables x;. n
representan magnitudes de las clases Uy, U,,. .., U, mientras las
demas se interpretan como constantes dimensionadas, la pro-
posicion actual reproduce la del n. anterior.

14. — Supongamos ahora que nuestra teoria fisica nos ha-
ya llevado a introducir un cierto nimero de ideas primitivas de
magnitudes: por ej. después de las magnitudes mecanicas fun-
damentales, la temperatura, el campo eléctrico, el campo inag-
nético, la intensidad de corriente, la cantidad de electricidad, ctc,
Supongamos que entre estas magnitudes se han establecido leyes
fisicas representadas por un sistema de ecuaciones (11.1) en un
determinado sistema de unidades de medida y se hayan formadas
las ecuaciones transformadas respecto de otro sistema de unidades,
definido por la sustitucion (11.3) (11.4); esto es las (11.5).
Supongamos ahora que por medio del sistema (11.1) se ex-
pliciten determinadas x;, que resultarin expresadas por funciones
explicitas de las restantes. Por ser las Fj, salvo los multiplica-
dores A, idénticas a las f; después de una simple sustitucion
tipografica de las X alas = y de las A a las a, resolviendo el
sistema (11.5) respecto de las X; correspondientes a las sobre-
dichas z;, se obtendran las mismas funciones explicitas, salvo
la dicha sustitucion tipografica. En breve, se tiene que por efeclo
de la consideracidn de constantes fisicas dimensionadas, se con-
servan formalmente las formulas de definicion de las magni-
tudes derivadas en funcién de las fundamentales.

Notamos ahora que en el n. 11 no hemos hecho ninguna
hipotesis acerca de los valores que deben darse a las X;; ya en
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las ultimas consideraciones del parrafo hemos, por ej., conside-
rado el caso que algunos de los \; se supusieran iguales. En modo
analogo, supongamos ahora que, habiendo separado las variables
x; en dos grupos

ZyTy...2%p representando medidas de magnitudes funda-
mentales

Tpyy  Tpys-. .. T, medidas de magnitudes derivadas por efec-
to de la explicitacién antes aludida,

y que las A\;X;...Xp se dejen arbitrarias, mientras para cada
una de las Xpy Xpyo... N, se asignan valores representados por
monomios de las anteriores, que se pueden elegir arbitrariamente,
con la sola advertencia de elegir los mismos para los multiplica-
dores de magnitudes de la misma especie. Nada de lo dicho
viene a alterarse, y resulta luego que, mediante una convenienie
determinacion de las formaulas de sustitucion de las constantes
dimensionadas puede siempre hacerse en modo que las dimensio-
nes de las magnitudes derivadas respecto de las fundamenlales
sean ciertas arbitrariamente asignadas.

Esta observacion que, después de la demostracion, nos parece
la generalizacion de las discordantes formulas dimensionales en
deberia considerarse como absolutamente banal, no es mas que
los sistemas electrostatico y electrodindmico que han hecho correr
mucha tinta, y es también la explicacion de que, en caso de con-
siderarlo conveniente, se pueda aumentar a gusto el nimero de
las magnitudes a unidad independiente, con la sola advertencia
de arreglar convenientemente las constantes.

Desde luego, en el caso clasico de las medidas electrostaticas
y electromagnéticas, la vinculacién con la velocidad de la luz
no tiene mayor trascendencia por depender de las ecuaciones que
toman el lugar de las (11.1).

15. —Hemos observado ya en el n. 11 que podemos ser-
virnos de la arbitrariedad inicial de los exponentes B para obtener
que determinadas constantes a; sufran por (11.4)la misma susti-
tucién, la cual, en el caso de haber puesto

Bri= aji (i:1,2,...,n)

serd la sustitucion idéntica. Esto significa que podemos suponer
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que un grupo determinado de constantes fisicas se vuelvan de
dimensionadas en constantes absolutas, al variar convenientemente
el namero y las dimensiones de las magnitudes de considerarse
como derivadas. Es lo que se hizo, sin teoria previa, en los
comienzos de la teoria dimensional por Gauss al tomar igualesal
los factores de proporcionalidad de las fuerzas eléctrica y mag-
nética.

Pero un paso ulterior puede hacerse con el artificio siguien-
te: supongamos fijadas las Bj; y luego los valores de todas las
diferencias

Bki——aﬁ:‘{ii (i=1,2,...,n; j:1,2,...)

y separemos, como antes, los indices ¢ en dos grupos, conviniendo
gue
Rt

quedan arbitrarias, mientras se pondra

Xppe =2t Aot . A% (s=1,2,...,n—p)
donde los exponentes e, quedan todavia por elegir. Las (11.4)
se transforman en

Ap=a )W 20 | % (15.1)
donde
di="+= Yipss &sl3

el nimero de las indeterminadas ¢, es p(n—p); podremos en-
tonces elegir igual namero de d;; y buscar de determinar esas &,
de manera que dichas d;; sean 0; salvo la limitacién que resulta
de las conocidas condiciones de-compatibilidad del sistema resul-
tante de ecuaciones lineales, se obtiene que mediante la imposicién
de relaciones dimensionales entre los multiplicadores que definen
un cambio de unidades de medida, es siempre posible reducir a
constantes absolutas un cierto nimero de constantes fisicas. Iste
nimero depende esencialmente del numero n de ideas primitivas
de magnitudes que la teoria fisica adoptada ha dejado libres y
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tiene cvidentemente por mdaximo n2:4 (17), siendo en este caso
n:2 el nimero de las magnitudes a medida independiente, es
decir el numero de las dimensiones de la teoria fisica adoptada.

16. — Como resumen de las consideraciones que anteceden he
aqui algunas conclusiones esenciales:

A cada rama de la fisica se le puede hacer corresponder una
imagen logica mas o menos representativa de un cierto grupo
de hechos (ej. la mecénica, la termodinimica, o la teoria de
Maxwell). Como cualquier teoria légica, dicha imagen postula
un cierto nimero de ideas primitivas, algunas de las cuales son
magnitudes, es decir, sujetas al calculo de néGmeros, vectores,
tensores. Para cada una de estas teorias hay cierta arbitrariedad
en el nimero de estas ideas primitivas y en las propiedades que
se le postulan, las que reflejan la imagen fisica que se le atri-
buye; pero el nimero de estas ideas primitivas sube por necesidad
cuando las distintas teorias se yuxtaponen, sin considerar datos
de experiencia o lo que llamamos la teoria fisica.

Estos datos de la experiencia y de la teoria fisica introducen
constantes cue sirven para escribir ecuaciones entre’ magnitudes
que en la representacién ldgica pueden ser distintas, generando
por consecuencia magnitudes fisicamente derivadas al lado de las
légicamente definidas por combinacion de simbolos. Asi en una
mecéanica fisica gravitacional la magnitud «masa» se deriva de la
magnitud «campo gravitacional» y luego no es independiente de
longitud y tiempo, pero si del hecho de tener un conocimiento
fisico de ese campo.

Esta derivacion nada impone a priori- respecto de las rela-
ciones dimensionales entre distintas magnitudes, en el sentido que
son ciertamente dimensiones distintas las que corresponden a
magnitudes independientes, pero a magnitudes derivadas unas de
otras pueden todavia corresponder dimensiones con cierta arbi-
trariedad; el simbolo dimensional de cada magnitud @s, en
principio, arbitrario. '

Se limita esta arbitrariedad por dos requisitos: uno es de re-
ducir al minimo el nimero de las constantes de significado fisico
independiente; el otro es de asignar a ciertas constantes fisicas
dimensiones predeterminadas; en el caso méas comun, pretender

(*) 8i n es impar en lugar de n%:4 y del siguiente n:2 deberd escribirse
respectivamente (n—1)2:4 y n41:2.
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que determinadas constantes fisicas se reduzcan a constantes nu-
méricas.

La pura teoria logica subyacente a la teoria fisica no tiene
constantes, pero tampoco tiene leyes que permitan establecer
relaciones dimensionales otras que las que resultan de las defini-
ciones nominales.

Por contrario la teoria fisica, con la introduccién de las
corstantes, limita el ntmero de las dimensiones independientes
v nada tiene de absurdo una fisica de una sola dimensién (en
el sentido que tiene la palabra dimension en la presente teoria).

Asi, aunque la mecénica newloniana sea ciertamente tridi-
mensional, la fisica newtoniana puede ser unidimensional en el
caso de atribuir un valor determinado a la constante de la gra-
vitaciéon y a la velocidad de la luz.

(Evidentemente no es posible la dimensién 0 porque quedard
siempre arbitraria una magnitud a la cual atribuir el valor 1).

17. — La nocién de dimensiones fisicas encuentra una apli-
cacién semi-practica en el llamado andlisis dimensional. Este se
puede definir como un procedimiento inductivo o heuristico para
indicar algunas caracteristicas del modo de desenvolverse de de-
terminados fendémenos; una guia para la intuicién; muy rara-
mente un verdadero procedimiento de investigacion. Vale la pena
notar que las incertidumbres que las consideraciones anteriores
parecen poner en la nocion misma de dimension no.impiden
las posibles aplicaciones en esta direccién, y, en cualquier caso,
proporcionan todavia alguna 1til sugestion. Vamos a indicar bre-
vemente los fundamentos de eso. ;

El caso més simple, y diriamos mas clasico de aplicacion
del anélisis dimensional es el siguiente: Se tiene un cierto grupo
de magnitudes X, X,,...,X,, entre las cuales se sabe evistir
una relacion funcional. Se conocen las dimensiones de esas magni-
tudes respecto de un sistema de magnitudes fundamentales.
¢Podemos, sin mayores conocimientos acerca del fenémeno fi-
sico estudiado, concluir algo sobre aquella relacion? El teorema
TI nos da la contestacion: Supongamos resuelta la relacion que
se supone ligar las magnitudes consideradas respecto una de ellas;
el segundo miembro deberd ser una funcion de los valores de las
magnitudes restantes que debe tener las mismas dimensiones
que la magnitud explicitada. Esta funcién debera luego poderse
expresar como el producto de un monomio formado con los
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valores de dichas magnitudes y que tenga aquellas dimensiones,
por una funcién de ciertos monomios formados con los mis-
mos valores y de dimensién O.

Si, con las dimensiones de las magnitudes distintas de la
explicitada no se pudiera formar un mopomio con las dimensio-
nes requeridas, esto significaria que la relacion supuesta no existe
y que en todos los casos el fenémeno considerado incluye alguna
magnitud que se ha olvidado.

El' procedimiento de demostracion que hemos indicado para
el teorema TI, proporciona un procedimiento regular para decidir
si existe tal monomio y determinar uno que realice las condi-
ciones dichas; es posible que pueda elegirse entre varios, y gene-
ralmente tiene poca importancia elegir uno.u otro, porque ecsta
eleccion estd compensada por el segundo factor del producto.
Una vez elegido este primer factor, la misma demostracién pro-
porciona un modo de calcular, todavia, en general con cierta am-
bigiiedad, los monomios de dimensién 0. Por contrario abso-
lutamente nada podemos saber sobre la funcién que con ellos se
debe formar.

Para comprender mejor examinemos un caso muy simple y
clasico. Las magnitudes que se consideran son el periodo ¢ de
‘oscilacion de un péndulo, su longitud [, y la aceleracién ¢ de
la gravedad; se supone saber que entre estas magnitudes pasa
una relacién que se puede escribir

t:f(l, g).

Respecto de las magnitudes fundamentales de la mecanica
L,M,T conocemos las dimensiones:

=T, @=L [g]=LT-

Con !y g podemos formar un monomio de dimensién 7'
que no puede ser otro que

Vi:g;

no podemos formar ningun monomio de dimensién 0; luego la
funcion llamada @ en el teorema debe ser una constante ¢; luego
la féormula buscada sera
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t=cfl:g (17.1)

y para determinar c bastard examinar experimentalmente un solo
caso. Aunque el resultado pueda parecer brillante, debemos notar
que el problema es aun muy simple y que Galileo determind
la féormula sin anilisis dimensional, y sin tampoco ecuaciones
diferenciales. Reflexionando vemos que el éxito esta debido en
mucho a que nosotros sabiamos de antemano dénde ibamos a
parar. ¢ Porqué no se tuvo en cuenta la amplitud de la oscilacion?
Para hacerlo habria bastado introducir, entre las magnitudes de
la cual depende ¢, también la cuerda de maxima elongacion.
Si la llamamos [, tenemos

(L=

monomios de dimension T’ habrian entonces podido ser

Vi:9.V by: g, Vily: g2
como monomio de dimension 0 se tiene
Ut

(es decir, dos veces el seno de la maxima elongacién); se ob-
tiene luego :

t =0y : DY g, (17.2)

donde la funcién ® es totalmente desconocida. Resolviendo la
ecuacion diferencial que nos indica la mecanica estamos en con-
dicion de calcularla; pero esto no puede hacerlo el anélisis di-
mensional. Los resultados habrian sido peores si hubiésemos te-
nido que dudar de la existencia de otras influencias, por ej. de
la altura del sol o de la luna, como en las mareas (18).

(*) En teorfa no es problema absurdo, aunque actualmente fuera del alcan-
ce de la experiencia, prineipalmente por la presencia del valor de g cuya variacién,
por las causas dichas, se calcula en 1:2.106 (Cfr. Encykl. d. M. W. Vol. VI, 1 B
p. 175-177). Llamando g, al valor variado de g, es bien evidente que el tiempo



Supongamos ahora que, por considerar que existe una cierta
constante fisica que es una velocidad —1la velocidad de la luz-—
se hubiera eliminado de entre las magnitudes fundamentales el
tiempo (o la longitud, que habria sido lo mismo), obteniendo
las formulas dimensionales:

[]=L, [=L. [g]=L,

quedando por otra parte en las hipétesis simples del principio.
Como monomio de la misma dimension de ¢ habria podido
tomarse [, y se habria obtenido lg como monomio de dimensién
0. El resultado habria sido

t=19(lg). (17.3)

Ahora bien, este resultado no estd nada en contradiccidon
con el anterior representado por la (17.1), pues ésta puede escri-
birse

t=cly1:lg;

pero es evidentemente mucho més indeterminado porque, mien-
tras antes quedaba sélo por determinar la constante ¢, ahora es
la funcion ¢(lg) que la aplicacién hecha del anélisis dimen-
sional no sabe determinar.

Esta observacion demuestra que, aunque las conclusiones del
andlisis dimensional, dentro de los limites indicados, sean atendi-
bles independientemente del sistema de dimensiones que puede

periédico se obtendria eambiando en las férmulas (17.1), (17.2) el factor
Vi:g en|/l:g,; ahora nétese que

V0 = Vizg Vg0

y el segundo factor del segundo miembro tiene evidentemente dimensiones 0.
Si en lugar de eambiar g en g, en las férmulas (17.1), (17.2) se cambiaran
los segundos miembros respectivamente en

()10 (51

se obtendrian pues férmulas plenamente conformes, aunque menos expresivas,
y serian las que daria la aplicacién automéitica del teorema II, cuando se agre-
garan lag nuevas causas en el problema del periodo de oscilaci6n. -
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haberse elegido, las indicaciones obtenidas pueden ser mds salis-
factorias o menos. Si examinamos nuevamente la demostracion
del n. 13, vemos facilmente que se tendrd la méxima determina-
cion, es decir el minimo ntmero de variables para la funcion ¢,
cuanto mayor es el nimero de las magnitudes independientes,
con tal que el problema conserve sentido (1?). Por cuanto evi-
dentemente deben atribuirse las mismas dimensiones a las mag-
nitudes de la misma clase de homogéneas, se obtiene la regla
que el razonamiento dimensional podrd dar las méximas ven-
tajas cuando, al elegir la representacion dimensional, se tendra
cuidado de que sean consideradas como independientes las mag-
nitudes que, en el proceso fisico que se estudia, no obedecen a
una ley de equivalencia.

Asi, en caso de considerar un problema en el cual entran las
magnitudes del calor (cantidad de calor y temperatura), debera
atribuirse a éstas las dimensiones termodindmicas s6lo cuando su
presencia en el problema corresponde a una transformacién del
calor en trabajo, pero deberan considerarse como maghitudes
independientes en caso contrario.

18. — Al anélisis dimensional, y més generalmente a la teo-
ria de las dimensiones, se da a veces otra interpretacion llamada
principio de semejanza: si se hace un cambio de unidades, los
numeros que representan las magnitudes que actiian en un deter-
minado fendmeno se multip‘lican por factores determinados;
pero el mismo resultado se obtendria si, dejando inalteradas las
unidades, se considerara el fenémeno andlogo desarrollandose en-
tre elementos materiales cuyas medidas se hubieran ampliado o
reducido segtn la misma razén; imaginativamente podemos de-
cir que el mismo resultado corresponderia a estudiar el feno-
meno en un mundo en miniatura. Si esta interpretacion se toma
por vélida, se presenta un modo para determinar la funcién ¢ o,
cuando menos, adquirir algin mayor conocimiento de ella por
via experimental: bastara considerar uno o més casos concretos
e interpretarlos como los representantes del fenémeno general en

(*®) 8i, desconociendo la naturaleza de la gravedad, se la hubiera consi-
derado como una nocién primitiva, atribuyéndole por lo tanto una dimensién
independiente G, mo se habria podido formar con ! y g ningéin monomio de
dimensién T y el problema habria perdido todo sentido; a lo més se habria
obtenido el resultado t—f%.
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mundos de dimensiones convenientemente variadas. Evidentemente
la imaginacion del mundo en miniatura no puede ser sino muy gro-
seramente aproximada, porque las discontinuidades de las cuales la
fisica no puede independizarse en la consideraciéon del mundo real
no se transmiten por semejanza cuando el desenvolvimiento de un
fenomeno en este mundo real se quiera identificar con aquél que
podria ocurrir en el mundo en miniatura. En la pura mecénica
el principio de semejanza es valido en razén de su fundacion por
postulados, del mismo modo que es valido para la geometria.

Puede, sin embargo, darse al principio de semejanza una for-
ma completamente rigurosa, salvo hacer mas problematica su apli-
cacién practica, en cuanto se sepa traducir en ecuaciones matema-
ticas el problema fisico. Si entonces es posible encontrar otro
problema que se traduzca en un sistema de ecuaciones que se
reduce idéntico al anterior por medio de una dilatacién aplicada
al sistema de las variables (independientes e incognitas), de la
soluciéon de uno de ellos, supuesta conocida, se obtendra evidente-
mente con simples célculos de proporcionalidad la del otro. El
concepto no difiere del que aparece en el n. 11, con la diferencia
de no preocuparse del significado fisico, mis o menos universal,
de los coeficientes y de aplicarse a sistemas de ecuaciones aun
diferenciales, en cambio de referirse a relaciones finitas entre
magnitudes; las dificultades de aplicacion consisten en encontrar
para cada problema dado numéricamente el semejante que se
supone mas alcanzable en la practica.

19.— A modo de conclusi6n, queremos observar que, aun
cuando, principalmente en las notas, nos parecié a veces nece-
sario aclarar la posicién de los problemas tratados con alusiones
que podrian calificarse un poco de corte filosofico, y en parti-
cular mas de una vez tuvimos que aludir a la teoria fisica ‘como
a un molde necesario, pero algtn tanto arbitrario, conside-
rariamos equivocado, siendo fuera de nuestro pensamiento, cual-
quier interpretacién de lo dicho en un sentido epistemolégico.
De propésito notamos que, por referirnos a las leyes fisicas
como expresadas por relaciones polinomiales o ain monomiales,
no es necesario hacer epistemologia; podriamos limitarnos a cons-
tatar un hecho, pero hemos indicado también una razén mate-
matica; por otra parte muchas de las cosas que hemos referido
a polinomios podria repetirse para series; segin lo dicho en
los nos. 11 y sig., aumentar el nimero de términos en la ex-
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presion de leyes fisicas puede significar aumentar el nimero
de las llamadas constantes, sean dimensionadas 6 universales; y mi-
rando al desenvolvimiento de la fisica, podemos ver que en efec-
to las constantes de la fisica van creciendo delante de nuestros
propios ojos; y van creciendo acaso a pesar de los esfuerzos
epistemol6gicos para reducir su nimero.

Hemos hablado de ideas primitivas y de substrato logico
de cualquier teorfa fisica; no negamos que se pueda hacer in-
vestigacién experimental sin las unas y sin el otro; pero se ha-
ce catilogo y no ciencia, porque la ciencia supone orden y coor-
dinacién; y quiérase o no, las ideas son algo distinto de
los casos particulares que las hacen asomar en nuestra inteli-
gencia; si asi no fuera, tampoco la palabra abstraccion no
tendria sentido. Por lo restante, los. Gltimos parrafos, nos. 16 a
18, me parecen puntualizar el fin y el significado concreto del
trabajo.

Rosario
INSTITUTO DE MATEMATICA



i SOBRE UN TIPO DE DESARROLLOS
‘ EN SERIE DEL NUMERO e

por

Jost BABINI

Nos proponemos, en esta nota, generalizar una férmula
propuesta como problema por J. V. Uspensky (Ver esta
Revista, Afio V, pagina 191), dando la expresion general de
7 . ‘

un tipo de desarrollos en serie de e de la forma

= l 2 —L__

k o n!f(n)f(n+1)

donde k es un coeficiente y f(n) un polinomio en n de grado
p cualquiera (la formula de Uspensky corresponde a p=2).
Para ello, recordemos que si f(x) y f(z+1) son poli-

nomios sin raices comunes, existen dos polinomios ¢(z) y
b(z) a lo sumo de grado p—1, tales que idénticamente

?(2) f(z+1) —¥(z+1) f(z) =1 (2)

)

A COMREL o D e S oo
f(x) f(z+1)  f(z)f(z+1)

Si llevamos esta expresién a la férmula (1)

zi_l_:zi[fp(n) i 1Iﬂ>(n+1)]
2 nl fm)f(ntl) o nl Lf(n) ~ f(ntl)
3 [SE )b )]

o Lnlf(n) (n+1)!f(n+1)

_ 900) | »o(n)—nb(n) _ -~ 9(n)—nb(n)
FO) » vanlf(n) uiay wnlfin)
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y bastard entonces elegir f(x) de tal modo que satisfaga a

k f(z) +zb(z) =9(z) (3)

para que la (1) se verifique.
Si se elimina ¢(z) entre (2) y (3) se obtiene la identidad

kf(z) f(z+1) +ad(e) f(e+1) —v(@+1) f(z)=1  (4)

a la que deben satisfacer los polinomios b(z) y f().

Como esos polinomios tienen, a lo sumo, 2p-1 coefi-
cientes, con el coeficiente k& se tienen 2p -2 parametros a ob-
tenerse partiendo de las 2p+1 condiciones que ofrece la iden-
tidad (4).

Para mostrar la compatibilidad del sistema, asi como pa-
ra el célculo efectivo de f(x), consideremos un cero z, de f(x)
y sustituyamos en (4) & por x, y por z,—1. Se obtendra

T b (o) f(%o + 1) =— V(o) f(2p—1) =1 (5)

de donde resulta, ante todo, que

(o) /205 f(xo+1)70;  f(wo—1)F0

lo que comprueba que f(x) y f(z-+1) no tienen raices comu-
nes; y que

2o f(20+1) +f(@w—1)=0. *

Entonces el polinomio

F(z)==zf(z+1) +f(z—1) - f(x)

que serd de igual grado que f(z), se anula para los mismos
valores que éste; luego, suponiendo que f(x) no tenga raices
miltiples, se diferenciard de él en un factor constante, que to-
maremos de la forma h+1, es decir que

alf(z+1) — f(@)]=hf(2) + [f(z) — f(z—1)].

Igualando en los dos miembros los términos de mayor grado
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es facil comprobar que h=p con lo que, finalmente, f(x) de-
be satisfacer la ecuacion

aff(z+1) — f(2)]—[f(2) — f(=— )] =p f(2). (6)

Resuelta esta ecuacion funcional, y siempre en la hipotesis
de que f(x) no tenga raices multiples, de la (5) se podran ob-
tener p valores de ¥(z) lo que permitird obtener esta funcién y
si se toma para k el valor,

o LEb(DF(0)
7))

la (4) se satisfara para 2p valores de z de la forma z, y
zo+1 (0o 2y—1) y para el valor z=0; y por lo tanto, satis-
fecha para 2p--1 valores, lo serd para todos. AV

Volviendo a la (6), podran de ella deducirse, por recurren-
cia, los coeficientes del polinomio f(x), pero preferimos con-
siderar esa ecuacion como una ecuacion con diferencias finitas
y determinar, por ese camino, los polinomios f(n) y f(n+1)
a introducir en (1). Estos polinomios satisfaran a la (6) que,
utilizando las diferencias se expresara

(n-+1) A2 f(n) + (n— p) Af(n) — p /(n) =O0.

Consideremos la solucion general de esta ecuacion en la
forma

fmy=2 ("), (7)

r=0

donde las a, son coeficientes indeterminados.
Por lo tanto sera

n

= S [(n+1)(rf2)+(n—-l’>(:1)—P(:)]=

r==0

dis ar[(n—r—l—.?) (") +e=0(" )+ @—r+( ")+

r=0
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c=1-p) (") =p(M)]=Ze [ () +
LD (IR (e (rrl)"—p(r’l)]=

=3 [e-0( ) er—2-n (S)He-n(5)]-

=2 (")(r+1) s +(2r—p) gy + (r—p) ]

r=0 r
y esos coeficientes indeterminados satisfaran a las condiciones
(r+1)a,4—(p—2r)ay, +(r—p)a,=0 r=0,1,2,... (8)

que permitirdn obtenerlos por recurrencia, partiendo de dos de
ellos. ,
Es facil comprobar que si se toma a,,;=0; f(n) se con-
vierte en un polinomio de grado p, pues a,=0 para r=p+1.
Ese polinomio es el que resuelve nuestro problema y, si,
por comodidad, se desea que el coeficiente de la mayor poten-
cia de n sea 1, bastard tomar ap=p! y eliminando ay; a,;

@y; ...;ap_; entre la (7) y las (8) con a,yy=ay,=...=0, se
obtendra
o) = el DRl el ) A4G)
2—p 1 (< Fen. 0 0 0
—(p—-1) 4—p P g T 0

DAL p—2 p-1 0
Oz Tt —1 P P



)= (7) (21)° (lg) - (3) (1) (%)
1-p 1 (RS 0
—p 3—p R 0
0 —(p-1) 5—p .. 0
0 0 i Sal 5.5
0 0 QEatbes v p—3 p-1 O
0 0 D sl —2 p-1. p

Veamos, para terminar, un par de ejemplos:

p=2 (caso de Uspensky) f(n)=2 (’;)—{—(g):n?—n—}—l

n

fn+1)=2(5 Yol D)+ (5)=r+n+1;

(P(n):_%(”—lﬁ tb(n):—% n; k:—;—

—_— e —

p=8; fm)=8 (g) —I—G(’zl) —[—3(’{)—— (8)=n3—{—2n—1,

fn+1)=6(3) +12(5 )+9(7 )+2=ns+8n2+6n+2

1 2 . o 1
p(n)=—(n2+41); ¢(n)=_(n~+n+2); 0
) nl n6+3n5+7n4+7n3_:t7n2—n-2
12+ 1T onise Tsise T s ) T
FEAH 1 1

11 11.32 3271 471134

SANTA FE, FACULTAD DE QUfMICA
UNIVERSIDAD DEL LITORAL



SOBRE UN COMPLEJO LINEAL LIGADO A UNA
CURVA CERRADA DEL ESPACIO

por

L. A. SANTALG

Supongamos en el espacio ordinario un triedro trirrectin-
gulo R de vértice el punto X. Consideremos que este triedro
se somete a un movimiento cualquiera M y vuelve a su posicién
inicial. Toda recta g invariablemente unida al triedro R habra
descrito, por este movimiento M, una superficie reglada S,.

En estas condiciones, es facil ver que si una trayectoria
ortogonal de las generatrices g de S, es cerrada, también lo
son las deméas trayectoria ortogonales, y, ademéas, Blaschke
ha demostrado que las rectas ¢ para las cuales esto ocurre for-
man un complejo lineal (1).

El objeto de esta nota es estudiar con mas detalle este
compleJo lineal de Blaschke en los casos particulares si-
guientes:

10o. Movimiento general alrededor de un punto fijo.

20, Caso en que el triedro movil coincide con el triedro
fundamental de una curva del espacio.

30. Dentro del caso particular anterior consideraremos las
rectas g para las cuales las trayectorias ortogonales de la su-
perf1c1e S, correspondiente no son cerradas, sino que cortan a
una misma generatrlz en puntos cuya distancia tiene un valor
constante D. Veremos que estas rectas forman un complejo
cuadratico de rectas, el cual se reduce al complejo lineal an-
terior en el caso de ser D=0.

() W. BLASCHKE, Consideraciones sobre cinemdtica, Publicaciones del Ins-
tituto de MatemAatica, Vol. VI (Homenaje a Julio Rey Pastor, T. II, pégs.
179 - 182). Rosario, 1946.
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En un principio seguiremos la misma demostracion de
Blaschke, alterandola ligeramente en vistas a los casos par-
ticulares que deseamos tratar.

1. - CAso GENERAL. — Sea un triedro trirrectangulo mévil del
espacio, definido por el vértice X y los tres vectores ortogona-
les entre si U, V, W. Supongamos que X, U, V, W sean fun-
ciones periodicas de un parametro s, de manera que si L es el
periodo, al recorrer s el intervalo O,L el triedro vuelva a su
posicion primitiva. i _

Consideremos un punto Y invariablemente ligado al triedro
movil; si yy,¥s,y5 son sus coordenadas respecto el mismo trie-
dro sera

Sea A un vector de médulo unidad y de origen Y, que sea
también inmévil respecto el triedro U,V,W; si ay,a5,a; son
las componentes de A respecto el mismo triedro, un punto cual-
quiera Z de la recta g que contiene al vector A serd de la forma

Z=Y 4+ A=Y+ (a,U+a,V+a, W), (1.2)

siendo X\ la distancia del punto Z al punto Y. .

Al variar s, la recta g describird una superficie reglada
y el punto Z describird una curva sobre la misma. Para que
esta curva sea ortogonal a todas las generatrices de la superficie,
debe ser

A.dZ=0. (1.3)
De (1.2) se deduce
dZ=dY +AdX+)dA, (1.4)
y como A.dA=0 (por ser. A2=1), la condicién (1.3) se es-
cribira
A.dY +dx=0. (1.5)

Por tanto, cuando s haya descrito todo el intervalo 0.L,
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o sea, al volver la recta g a su posicion inicial, el punto Z
habra pasado a otro punto Z* y la distancia entre ambos pun-
tos valdra

L s, :
-D:/dx:—fA.dY. ' (1.6)
0 " 0

Teniendo en cuenta (1.1) y siendo A=a; U+a,V +a; W,
se tiene

A . dY:[GIU.X’—i—an.X(‘I"aS W.XI-I— (a2y1—aly2.) V. U'+
4 (arys—agy)) U W+ (a3 73— az y5) W. V'] ds. (L.7)
Conviene ahora introducir para la recta g las coordenadas
gy de Grassmann y Pliicker. Para ello, siendo Yy, y;+¢; (i=1,

2,3) las coordenadas de dos puntos de la misma, se sabe que es,
por definicion (2), :

Jo1r =21, Goz=9q2, YGo3 =133
, ; (1.8)
Gea =9 Ya= 9.8 Jaa 01 )s = W) Gra =% )1 %1 )

donde las g; cumplen la relacién

901923+ Jo2 931 1+ Gos G12 =0 (1.9)

y ademas, siendo A de modulo unidad,

Go1® + Goo® + gos® =1. (1- 10)

Con estas coordenadas y segun la expresién (1.7), la inte-
gral (1.6) se escribe (recordando que las a;,y; son constantes),

(*) Recordemos que las coordenadas g, de la reeta determinada por dos
puntos (@, %, %), (Y1, Y2, Ys) son

Jo=Y— T, Go2 = Yo— @, Jos = Ys— T3
Jos = Yos— Ysloy, PGn = Yal1— Y13, Gra = Y1la— Yoy,

las cuales cumplen la condicién (1.9).
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—D:gOIfU.X’ds—l—gosz.X’ds-l—g%fW.X’ds
(1.11)

+g1?fV.U'ds+g3lfU.W’ds—{—g%/W.V’ds,

donde las integraciones estan todas extendidas al intervalo 0,L
y los acentos indican derivadas respecto el parimetro s. Co-
mo estas integrales, dado el movimiento, tienen valores determi-
.nados, las rectas para las cuales es D=0 tienen sus coordenadas
gi ligadas por una relacién lineal y homogénea; forman, por
tanto, un complejo lineal, lo cual constituye el teorema de
Blaschke enunciado en la introduccion.

2. - ALGUNAS DEFINICIONES. — Antes de entrar en el estudio de
los casos particulares enunciados, vamos a resumir brevemente
algunas definiciones referentes a complejos lineales de rectas.

Si para definir una recta g se toman las coordenadas g
de Grassmann y Pliicker definidas anteriormente, las cuales
satisfacen la condicion (1.9), un complejo lineal es el conjunto
de rectas cuyas coordenadas satisfacen a una ecuacién lineal y
homogénea entre las g;., o sea,

o1 901+ hos Goz + Tos Gos + oz 9o + hag 31 + Ri 912 =0, (2.1)

donde las hy, son coeficientes constantes.

El complejo se llama especial o singular cuando los coe-
ficientes hj, pueden considerarse también como las coordenadas
de una recta, es decir, cuando satisfacen la relacion (1.9),

h01 h23 ke h02 h31 e hos h12 =0. (2- 2)

Cuando un complejo es singular, se demuestra que esta for-
mado por todas las rectas que cortan a una recta fija (aquella
cuyas coordenadas pliickerianas son las h;;). En el caso gene-
ral, las rectas de un complejo lineal estin distribuidas de tal
manera que por cualquier punto del espacio pasan todas las de
un haz contenido en un plano llamado plano polar del punto.
Reciprocamente, las rectas del complejo contenidas en un pla-
no cualquiera. pasan todas por un punto que se llama polo del
mismo. Todos los planos polares de los puntos de uua recta
pasan por otra recta, que se llama conjugada de la primera.
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En particular, el polo del plano del infinito es un punto del
mismo que determina una direccion del espacio; las rectas
paralelas a esta direccion se llaman didmetros del complejo.
Cada didmetro tiene por recta conjugada una recta del infinito
y, por tanto, los planos polares de los puntos de un didmetro
son planos paralelos entre si. En particular, hay un diametro
tal que los planos polares de todos sus puntos son planos per-
pendiculares al mismo: este didmetro se llama eje del complejo.

3. - CASO DEL MOVIMIENTO ALREDEDOR DE UN PUNTO FIJO. —Seg pue-
de suponer que el punto fijo es el origen X del sistema de
coordenadas movil. Entonces es X’=0 y el complejo lineal de
las rectas para las cuales es D=0, segtn (1.11) se reduce a

glsz.U'ds—{-gme.W’ds—l—gg?,/W.V’ds:O. (3.1)

Como antes, las integrales estin todas, lo mismo que en
lo sucesivo, extendidas de 0 a L, no poniéndolo para abreviar.

Se sabe que el movimiento de un triedro trirrectangulo
U,V,W alrededor de su vértice X, queda determinado dando
las funciones p(s), q(s), r(s) que definen para cada valor de s
el eje de rotacion instanténea y cumplen las condiciones

U=rV—qW, V=pWerU, W=qU—pV. (3.2)

Seglin estas relaciones sera

/V.U’ds:/rds,/U.W’ds:fqu, fW.V’ds:fpds, (3.3)

con lo cual los coeficientes del complejo lineal (3.1) pueden
expresarse mediante las funciones p,q,r que definen el mo-
vimiento. : )

El complejo (3.1) es siempre singular. Las rectas que lo
componen son todas aquellas que cortan a la recta fija que
pasa por el punto X y tiene los cosenos directores o, 8, Y da-
dos por

@ B X
prmt —1 . 3-4
fjpds  [qds [rds K
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Si, por ejemplo, el movimiento es una rotacién alrededor
de un eje, p,q,r son constantes y proporcionales a los cosenos
directores del eje de rotacién; por tanto, el complejo (3.1)
estd formado por todas las rectas que cortan al eje de rotacion.
Lo cual, por otra parte, es ficil de comprobar directamente.

. Para que el complejo (3.1) se reduzca a una identidad,
seglin (3.3) debe ser

/pds:[qu:/rds =0 (3.5)

Por tanto, resumiendo todo lo obtenido, se tiene: Si un
triedro trirrectdingulo U,V, W describe un movimiento alrede-
dor de su vértice X y vuelve a su posicion inicial, las rectas
invariablemente unidas a él que describen superficies regladas
cuyas trayectorias ortogonales de las generatrices son curvas ce-
rradas, forman un complejo lineal singular definido por (3.1).
Si el movimiento estd definido por las ecuaciones diferenciales
(3.2), las rectas del complejo son las que cortan a la recta que
pasa por el punto fijo y cuyos cosenos directores, respecto el
triedro U,V,W, estin dados por (8.4). Para que el complejo
(3.1) se reduzca a una identidad, o sea, para que todas las rec-
tas describan superficies cuyas trayectorias ortogonales de las
generalrices sean curvas cerradas, es necesario y suficiente que
se cumplan las condiciones (3.5).

4. . CASO DEL MOVIMIENTO DEL TRIEDRO FUNDAMENTAL DE UNA
CURVA DEL ESPACIO.— Supongamos ahora que el punto X descri-
be una curva del espacio cerrada C, y consideremos el movi-
miento particular en que el triedro movil U,V, W coincide, en
cada punto, con el triedro fundamental de la curva C. Sea
U el vector tangente, V el normal principal y W el binormal.
Tomando como paradmetro s el arco de la curva C, tienen lu-
gar las férmulas de Frenet, '

U=V, Vi——xU+tzW, " W=—=2V, (4.1)
siendo x la curvatura y <t la torsion de C, ambas funciones

de s.
Pondremos



e B

L

L A
K:fx&, Pl (4.2)
0 . 0

y llamaremos a K la curvatura total y a T la torsion total
de la curva cerrada C. Obsérvese que L es ahora la longitud
de C.

; Siendo X’ el vector tangente, o sea, X’=U, la formula
(1.11) se escribira entonces

‘—D=go L+g1sK+gssT. (4.38)

. Por consiguiente, en el caso particular considerado, el com-
plejo lineal de rectas que describen superficies regladas tales
que las trayectorias ortogonales de sus generatrices sean curvas
cerradas, esta definido por la ecuacion

Jor L+ g12 K+ 903 T =0. (4.4)

Vamos a estudiar este complejo lineal.

Comparando (4.4) con (2.1) es hyy=L, hyy=hoz=h3; =0,
hy;=T, h;;=K, y por tanto, la condicion (2.2) para. que sea
singular es

ey (4.5)

Puesto que L=/-0, resulta: la condicidn necesaria vy sufi-
ciente para que el complejo (4.4) sea singular, es que la curva
C tenga torsién total nula.

Como ejemplos de curvas alabeadas C cuya torsién total
es nula, se tienen todas las curvas esféricas, o sea, aquellas con-
tenidas en la superficie de una esfera.

En este caso, la ecuacion del complejo lineal se reduce a

Jor L+ 910 K=0. (4.6)

Para hallar la recta a la cual cortan todas las del complejo
procederemos de la manera siguiente. Dado un punto Y de coor-
denadas yy,y,,y; y otro punto X de coordenadas z;,x,x;, se-
gin la definicion recordada in la nota (2), se tiene

(
Jo1=%1— Y1 G12=%2)Y1—T1 )2
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Por tanto la ecuacion (4.6) se puede escribir
(@1 —y1) L4 (%172 — 2, y,) K=0 (4.7)

0 sea

Ly R

= =\
Kz, +L K yz—{—L

que nos dice que las rectas del complejo son todas las que
pertenecen a los planos del haz

2y —\(Kay+L)=0

o, lo que es lo mismo, todas las que cortan a la recta

3 =0,  @=-— . (4.8)

Por consiguiente: el complejo singular de las rectas que,
al moverse rigidamente ligadas con el triedro fundamental de
una curva cerrada de torsién total nula engendran superficies
regladas cuyas trayectorias ortogonales son curvas cerradas, lie-
ne por eje la paralela a la binormal a la curva en el punto po-
sicion instantdnea del vértice del triedro, trazada por el punto
de la normal principal que dista de dicho punto — L/K.

Pasemos ahora a estudiar el caso en que el compleJO no
es singular, o sea, el caso T :/-0.

En este caso, siendo (4.4) la ecuacion del complejo y se-
gun la nota (), la ecuacion del plano polar de un punto ge-
neral y de coordenadas vy, y,,y; es

(@1 —y1) L4+ (21 ys— 2o 71) K4 (22 y5— 25 75) T =0. . (4.9)

Veamos algunos casos particulares:

a) Planos polares de los puntos de la tangente. Un punto
de la tangente tiene las coordenadas y,,0,0. Por tanto, segun
(4.9), su plano polar sera

(24— y1) L—2z3 7, K=0.
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Para cualquier valor de y;, este plano contiene la recta

.1:1:0, :I}z:—-— 7. : (4. 10)

Por tanto: el plano polar de un punto de la tangente, es el
determinado por dicho punto y la recta fija (4.10). Esta rec-
ta sera la conjugada de la tangente.

En particular, el plano polar del punto X de la curva, es
el plano normal, o sea: el polo del plano normal es el punto
X de la curva.

b) Planos polares de los puntos de la normal principal.
Consideremos el punto general (0,y,,0); segun (4.9) su plano
polar sera

Ty (L"‘K.')’z)—%sz:O:

el cual forma con el plano osculador un angulo % tal que

g el Be e (4.11)
Zs yol

Por tanto: el plano polar de un punto 0,y,,0 de la nor-
mal principal, es el que contiene la misma normal principal
y forma con el plano osculador un dngulo % dado por (4.11).

En particular, para que sea 9=0, debe ser y,=—L/K.
Por tanto: el polo del plano osculador es el punto 0,— L/K,O0.

¢) Planos polares de los puntos de la binormal. Conside-
rando el punto general (0,0, y;); segin (4.9) su plano polar serd

2 L Fa g, Pl

El angulo ¢ que forma este plano con el plano normal
estdi dado por

ysT'

: (4.12)

tang @ =—

Por tanto: el plano polar de un punto (0,0,y;) de la bi-
normal es el que contiene a la binormal y forma con el plano
normal un dngulo ¢ dado por (4.12).
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En particular, para y3=o, es ¢==/2; por tanto: el po-
lo del plano rectificante es el punto del infinito de la binormal.

d) Didmetro y ejes del complejo. Para hallar la direccién
de los didmetros y el eje del complejo (4.4), es comodo uti-
lizar coordenadas homogéneas. Entonces, si Yy, s, Y3, Y4 son
las coordenadas homogéneas. de un punto Y y xy,x,, 5, ,
sou las de un punto variable, la ecuacion del plano polar del
punto Y, segun (4.9), se escribird .

(x1y4—y1x4) L+ (zyy,—2oy;) K+ (%3 y5—25,) T =0,

o sea,
(Yo Lty K)oy + (93T —y, K) 2y — y, T 23—y, Lz, =0.

Para que este plano sea el del infinito, ,=0, debe ser

Gl
AR TR
y3 K y2 y4 ’

Luego: los didmetros son las rectas paralelas a la direccién

L. 5 y2=0.

Ys T(,

En particular, el didmetro que pasa por el punto general
(1% ¥5% ¥5°) (otra vez en coordenadas no homogéneas), tiene por
ecuaciones parameétricas (con el parametro \)

y1=Y"+AT, y,=y,", }'3:‘}’30‘}‘)‘[{ (4. 13)

y por tanto el plano polar de un punto (yy, y2, y3) de este dia-
melro es

(L+Ky%) o3+ (70T — ,° K) 2 — . T x5 — (y,°+AT) L=0.

Para que este plano sea perpendicular al diametro (4.13)
debe ser

Lt+Ky,"  —y.T

T K > y30T—y10K:0- r
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De aqui, segun la definicién de eje de un complejo (n°. 2),
se tiene: el eje del complejo lineal de rectas unido a cada punto
de la curva cerrada C definido por (4.4), es la recla

KL yl__T

— W LIN. 48 (4.14)
K4T? y3 K

o=

donde las coordenadas y,,Yy,,y; se refieren al sistema formado
por la tangente, normal principal y binormal correspondientes
al punto considerado de C.

5. - COMPLEJO CUADRATICO DE LAS RECTAS PARA LAS CUALES ES
D = cTE. — Observemos que segtn (1.10), la ecuaciéon (4.3) pue-
de escribirse en la forma homogénea

(go1 L+ g1 K+ 993 T)2 = D2 (901 + oo + Jos?)- (5.1)

Como L, K, T son constantes, esta ecuacién (5.1) nos di-
ce que las rectas para las cuales D tiene un mismo valor cons-
tante forman un complejo cuadratico. Es decir: Las rectas in-
variablemente unidas al triedro fundamental de una curva ce-
rrada C, tales que las trayectorias ortogonales de las generatrices
de la superficie reglada que ellas engendran al variar dicho trie-
dro a lo largo de C, cortan a cada generatriz en punlos equi-
distantes a distancia D, forman un complejo cuadrdtico dado
por la ecuacién (5.1).

Pasemos a estudiar este complejo cuadratico.

Las rectas del complejo que pasan por un punto Y del es-
pacio, segin (5.1) y lo dicho en la nota (%) forman un cono
cuadratico de ecuacién

[(#y—y1) L+ (21 yo— @5 y1) K+ (@2 75 — 25 72) T]2
= D2 [(; — y1)2+ (22— ¥2)2+ (T — 5)°] (5.2)
.donde yy,¥s, 3 sbn, como siempre, las coordenadas del punto 8
Para ver la disposicion de estos conos, consideremos su in-
_terseccion con la esfera (zy—y,)2+ (23— y9)2+ (23— y3)2=1.
" Esta interseccién coincide con la de la misma esfera con los
planos paralelos

(3 —y1) L4 (23 Yo — %o 1) K+ (@ y5— @3 y2) T=+D. (5.3)



B i
La distancia de estos planos al punto Y es
) o
— V(I‘+3'2K)2+<y3T—Y1K)2‘|‘.722T2 ’

(5.4)

Para que el cono sea real, esta distancia debe ser igual o
menor que 1, o sea,

D?*<(L+y, K)2+ (ys T —y, K)* +ys2 T2. (5.5)

De todo esto se deducen inmediatamente las siguientes pro-
piedades del complejo cuadratico (5.1):

a) Las rectas del complejo cuadratico (5.1) estan distri-
buidas de tal manera que cada punto del espacio es vértice de
un cono de revolucion formado por rectas del complejo.

b) Para cada punto, el eje de este cono es la recta que pasa
por el punto considerado y es perpendicular al plano polar del
mismo respecto el complejo lineal (4.4) estudiado en el no. 4.

c) El cono es real si se cumple la desigualdad (5.5) e ima-
ginario en el caso contrario. :

d) Por cada punt6 Y, la recta que describe la superficie
reglada cuyas trayectorias ortogonales de las generatrices cortan
a las mismas seglin puntos cuya distancia D es méaxima. es la
recta normal al plano polar de Y respecto el complejo lineal
(4. 4).

e) El maximo valor de D para el cual el cono cuadratico
mencionado es real para todos los puntos del espacio, viene
dado buscando el valor minimo del segundo miembro de (5.5);
un célculo facil demuestra que se obtiene para los puntos del
eje del complejo lineal (4.4), o sea, para los ‘puntos de la
recta (4.14), y su valor es

N Y
mazr Vm e
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
SOLUCIONES,

N.o 8] — Sea el cilindro eliptico representado en coordenadas cartesianas
rectangulares por la ecuacién

Se pide:

a) Determinar los dos planos que pasan por el origen y cortan al cilin-
dro segtn circunferencias.

b) Determinar el volumen de los husos que dichos planos determinan en
el cilindro.

SOLUCION. —a) Supongamos a>b. Consideremos un pla-
no = que contenga al eje z y forme con el plano x,y un angulo
©. Llamando b’ al segmento de la recta de interseccion de =
con el plano y,z que es interior al cilindro dado, sera

b

b= ;
cos &

Eligiendo 9 de manera que sea b'=a, o sea,
¢ \
b
JE—"ghelepstiatl
a

la seccion del cilindro con el plano 7 sera una circunferencia.
El plano simétrico del = respecto el plano @,y cumplira, por
simetria, la misma condicién. Por tanto los dos planos pedidos
son los representados por las ecuaciones

bz=-LyVa2—b2 (1)

b) Estos plahos (1) cortan al cilindro y determinan en el
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mismo dos husos, iguales por simetria. Recordando que la ex-
presion de un volumen es V= [[zdzdy, sustituyendo el va-
lor de z que se deduce de (1) y sabiendo que la integracién se
realiza sobre la seccién recta del cilindro dado, y teniendo en
cuenta, ademds, que es suficiente hallar el volumen de un oc-
tante, tendremos

% ooy e Bt
——:fdxf y———dy:—z—bl/a2—b2f(1—§) dx
0
de donde, finalmente

V=§ab Vo — b2

Esta solucién ha sido enviada por el Sr. ApoLro DAGHETTO, alumno de la
Escuela Industrial de la Nacién, Rosario.

N. de la Red. Se observa que en esta solucién se supone
desde un principio que el plano que determina la seccién cir-
cular pasa por el eje mayor de la elipse secci6n recta del ci-
lindro. La necesidad de esta condicion puede establecerse fa-
cilmente. En efecto, supongamos un plano n que determine una
seccion circular; sea A uno de los extremos de la inter-
seccion del plano n con el plano zy. La recta OA es per-
pendicular a la generatriz del cilindro dado que pasa por A y,
ademés, a la recta tangente a la circunferencia en el mismo
punto; por tanto es perpendicular al plano tangente al cilindro
en A y, en consecuencia, también a la tangente a la elipse sec-
ciéon recta del mismo. Luego, si el didmetro que pasa por A es
normal a la tangente, este didmetro debe ser un eje de la elipse;
es inmediato entonces ver que este eje debe ser el eje mayor,
porque el circulo correspondiendo a una seccién oblicua tendra
todos los demés didmetros mayores que los didmetros de la elip-
se que son sus proyecciones.

Si se quisiera aplicar nociones relativamente elevadas de
la teoria de las cuadricas, habria podido despreciarse la de-
mostracion que precede, por ser conocido que una cuédrica que
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no sea una esfera —en particular luego un cilindro— tiene dos
y no més haces de secciones circulares paralelas.

N.» 88— De un rombo variable estd fijado un vértice O y la recta r que
pasa por O sobre la cual debe estar uno de los lados, mientras que el lado
opuesto recorre una recta s también dada, paralela a r. Se pide:

a) La envolvente del otro lado opuesto al vértice fijo O.

b) El lugar geométrico de los ortocentros de los triingulos en los cuales
el rombo queda dividido por la diagonal que pasa por O.

¢) La envolvente de la diagonal opuesta al vértice fijo O.

SoLUCION. — Tomemos el rombo variable en un sistema car-
tesiano ortogonal tal que tenga por origen el punto fijo O,
siendo el eje de las x congruente con la recta r sobre la cual
debe estar uno de los lados y llamemos \ a la distancia entre
las dos rectas r y s, © al angulo que forman las rectas varia-
bles que constituyen los otros dos lados del rombo, que por co-
modidad podemos designar con p y q pasando la primera por
el origen y la segunda cortando a la recta r a una distancia ®
del mismo, siendo & el valor variable del lado del rombo.

a) El valor &, después de las notaciones establecidas an-
teriormente se puede expresar en la forma

DN
o= g
(1) sen ©

La ecuacién de la recta g, teniendo en cuenta que corta al
eje de las ¢ a una distancia d del origen que por comodidad
podemos expresar en funcién de (1), sera

B

(2) y=tan.6(w— i )

sen ©

La (1) expresa entoncss un conjunto de rectas cuya envol-
vente debemos hallar y que es funcién de un pariametro va-
riable ©. Como de ordinario haremos:

(AR L S
b_e__o siendo f———y_tane(x sene)

Sera, por tanto, ”
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i e S
00 cos20 cos®

y obtenemos:

z x
sen®=— ©O=arcsen —
A A

y reemplazando finalmente este valor de © en la (2) resulta:
y2+x2:k2.

Ecuacion de la envolvente deseada, que, por tanto, es una cir-
cunferencia con centro en el origen y radio igual a \.

b) Si se traza la diagonal del rombo que pasa por O ten-
dremos dos tridngulos definidos respectivamente por las rectas
p.s y la diagonal que pasa por O, y r,q, y la diagonal que
pasa por O.

Consideremos primeramente el lugar geométrico de los or-
tocentros del primero de ellos. Por ser constante la posicion
de una de las alturas este lugar geométrico serd una recta, pre-
cisamente congruente con la recta de las ordenadas, y.

Para el segundo caso hallaremos la interseccion de las al-
turas bajadas desde el punto O, y desde el vértice opuesto O;.

La primera de ellas tiene por ecuacion:

D3 A I, A
x_—sene tan ©
o:
(1) x sen © = \(1 4 cos )

mientras que la segunda siendo perpendicular a la recta ¢ y a
p es:

I

(2) y=—

Hallando la interseccion obtenemos la ecuacmn del lugar
geométrico en forma paramétrica que es:
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poat X(14-cos O)cos ©

senZ©

L A(1+-cos G).

sen ©

3)

(3")
De la (3’) obtenemos que el valor de © que la satisface, es:

' 2_)\2 2_\2
(4) - il - AP L5
2242 2212

Sustituyendo (4) en (3) tenemos el lugar geométrico deseado: .
R g a2=\2—2\y

que es una curva del género pardbola que corta al eje de las y
a una distancia—}\— del origen y al de las  a una distancia \.

2
~ ¢) La ecuacién de la diagonal del rombo que pasa por O es:

y .L‘anz

y la de su perpendicular (diagonal opuesta al vértice O) serd
por tanto, teniendo en cuenta que corta a la recta r a una dis-
tancia & del origen,

sen © N
&) y#l—mse(sene_x);

tenemos asi la ecuaciéon de una familia de rectas, de la cual de-
bemos hallar su envolvente. Como anteriormente, igualando o
cero la derivada parcial de (1) con respecto a la variable para-
métrica ©, tendremos

(2) © — arcos =

y, sustituyendo esta (2) en la (1) nos resulta finalmente:
3) 2 =X (\—2y).

Ecuacién de una parabola, precisamente la misma que ha-
biamos encontrado como lugar geométrico en el apartado b).

Esta solueién ha sido enviada por el Sr. ApoLFO DAGHETTO, alumno de la
Escuela Industrial de la Naeién, Rosario.
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N. de la Red.—Por consideraciones puramente geométri-
cas y elementales se puede llegar méas directamente a los mismos
resultados. En efecto, utilizando las mismas notaciones ante-
riores, se tiene:

a) Llamando h a la distancia de O a la recta g, el 4rea
del rombo del enunciado se expresa indistintamente por d\ y
hd; por tanto h=X, o sea, la recta q envuelve la circunfe-
rencia de centro O y radio \.

b) El lugar geométrico de los ortocentros de los tridngulos
formados por las rectas p,s, 00;, como estd dicho en la solu-
ciéon anterior, es la recta perpendicular a r por 0. Para ha-
llar el lugar geométrico descrito por el ortocentro P del tridn-
gulo formado por las rectas g,r,00,, basta observar que este
tridngulo es isosceles y que, por tanto, también lo es el POO;
en consecuencia PO=PO;, es decir P describe el lugar geo-
métrico de los puntos equidistantes del punto O y de la recta s,
o sea la parabola de foco O y directriz s.

c) Puesto que la diagonal del rombo opuesta al vértice O
es bisectriz del angulo OPO,, serd tangente a la paradbola an-
terior. Luego la curva que clla envuelve es la misma parabola.

N.o 98 — Hallar el limite, para # — 0, de la expresién

i(e”_1~1)—1,
X xz

SoLuci6N. — Escribiendo la expresion dada en la forma
e*—r2—z—1
x2
se observa que se trata de una indeterminacion del tipo 0/0.

Aplicando entonces dos veces seguidas la regla de I'Hospital,
tendremos

T o (62251 (g2 5 _ i
x>0 e x>0 20 S 2 £ 2.
Queda, en consecuencia que el limite ped}do es igual a
1

9"
Esta solucién ha sido enviada por el Sr. Jost LAHOZ, alumno de la Facul-
tad de Ciencias Mateméticas de Rosario. Otra solucién, aplicando el desarrollo-
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en serie de ex, se ha recibido del Sr. Moisfs GRILL, alumno de la misma
facultad.

N.o 99 — Se tiene la ecfibica:

(#—12a)® 4 27a [y + (z—8a)?] =0
y se pide:
1° Demostrar que tiene un punto doble en el origen y determinar las
tangentes en el mismo.
2° Demostrar que en el intervalo 0 <2< 9a la curva recorre un circuito
cerrado. Hallar la longitud de este circuito y el volumen descrito por el mismo
al girar alrededor del eje .

1.—La ecuacién anterior mediante simplificaciones puede
ponerse en la forma més reducida:

(1) z2(9a—1x)=27Tay?
de donde,
) y=La]/ 2.
2Ta
Derivando:
Y=tV o T3 V27a(9a—x) .

Comparando esta expresion con (1’) se ve que a cada punto
(ry) de la curva corresponde una tangente determinada, salvo
el caso de =0, y=0 en el cual el signo 4- de (1) queda efec-
tivamente indeterminado mientras y toma valores distintos se-
gin el signo que se elija. Por tanto el punto (0,0) es doble y
y haciendo =0, tenemos:

_ o e
: e
es el valor del coeficiente angular de las dos tangentes en él.
Luego la ecuaciéon de las dos tangentes serd:

1,
y1»2:j:V§w- ; ;






Loph 2

o 3 ; o s
9a—t2 2 2 (Y9a—zx)3
: / V12a [1/12(1 2 47 a:] [V12a 3 ]
0 0 0

S,=—6a)3.
Luego, sumando:
S=8,4+8,=12a ¥3—6a¥3=64a13,
que es la longitud del antedicho circuito cerrado.

La expresién que nos da el volumen del cuerpo engendrado
por el giro del mismo circuito es: -

9a 9a
V:nfyi’d:c:nfﬂga——w)dw.
g bl

27a

Sustituyendo valores y desarrolando:

9a 9% %
3 4
V:E[[ﬁdw]—[i x3dx]:n[w__ 5 ]
3L 2Ta IO
0 0 0
V=—84—1 nad

que es el volumen deseado.

Esta soiucién ha sido enviada por el Sr. ApoLFO DAGHETTO, alumno de la
Escuela Industrial anexa a la Facultad de C. Mateméticas de Rosario.



EJERCICIOS Y PROBLEMAS

PROPUESTOS

111. - Escribir el término general y hallar la suma de la serie

A2
1 TR Vol Ly 2hTaes

112. - Demostrar la siguiente formula para la diferencia de-
un producto

A n!
Agy=23

An—oy An—By
wtitrn @1BIY]

siendo «, 3,y ntmeros naturales.

113. - Representar la funcién

il 2
el L
g tg 2z
y demostrar: ,

a) Que los méximos y minimos estin alineados sobre una
recta r;

b) Que esa recta corta ademés a la curva en puntos de abs-
cisa &,, doble de los valores que anulan a la funcién;

c) Que el trapezoide limitado por la ordenada correspon--
diente a x, y por la ordenada maxima préxima, estd dividido
por r en dos figuras cuyas éareas tienen diferencia constante e
igual a 1.

Este problema y el anterior han sido propuestos por el Ing. Jost BABINT
de Santa Fe.

114. - Demostrar que todos los rombos inscritos a una elip-
se tienen sus lados tangentes a un mismo circulo.
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115. - Un rectangulo variable gira conservando dos lados con-
secutivos tangentes en los vértices no comunes a una elipse fija.
¢Cuél es el lugar geométrico de cada uno de los dos vértices
restantes? Determinar el area de cada una de las curvas cerradas
que constituyen estos lugares.

116. - Demostrar las siguientes propiedades referentes a su-
perficies regladas: i '

a) Sobre cualquier superficie reglada las trayectorias or-
togonales de las generatrices son equidistantes (es decir, los seg-
mentos en que dos cualesquiera de ellas cortan a las distintas ge-
neratrices, son todos iguales).

b) La condicién necesaria y suficiente para que exista una
trayectoria oblicua isogonal de las generatrices tal que todas las
trayectorias que cortan las generatrices bajo el mismo &ngulo
sean equidistantes, es que la reglada sea un cilindro. En este
caso la propiedad se realiza para cualquier trayectoria isogonal
de las generatrices.

c¢) Si la superficie reglada no es un cilindro, consideremos
la interseccion C de un cono director de la reglada con una es-
fera de centro en el vértice del cono. Suponiendo que existan
dos trayectorias isogonales de las generatrices, igualmente incli-
nadas y equidistantes, demostrar que sus tangentes en puntos co-
rrespondientes forman angulos de cosenos opuestos con la tan-
gente en el punto correspondiente de la interseccion C mencio-
nada y que los arcos correspondientes en las dos trayectorias
son iguales.
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Es conocido que E. Schrodinger invent6 su ecuacién de onda por un cambio
puramente formal de letras en la ecuacién del movimiento newtoniano de dos
cuerpos; y, aunque haya dado mormas para aplicar la transformacién a las
ecuaciones de un problema dinimico cualquiera, refiriéndose a la funcién ha-
miltoniana, no olvidé el mismo de mnotar que estas normas quedaban todavia
‘indeterminadas en puntos de importancia, por la eleccién del sistema de coor-
denadas y por la forma de normalizacién de dicha funcién. Esta arbitra-
riedad ha sido aprovechada en lo sucesivo por los investigadores de la me-
chnica cuintica por cuanto, sirviendo la ecuacién, més bien que para caleular
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soluciones capaces de proporcionar una deseripcién matemitica del desarrollo
previsible de determinados fenémenos, para provocar una descomposicién de
Iso mismos comparable bajo muchos aspectos con un anilisis periodal, se pudo
obtener, al variar la eleccién de dichos elementos indeterminados, descompo-
siciones que parecieran reflejar uno que otro caso experimental. Pues el caso
tratado originariamente por Schrodinger era aquel de la emisién luminosa,
por un fatomo excitado, 'quedaba indicado referirse a coordenadas y soluciones
con simetria esférica; por lo tanto la ecuacién fué eserita en coordenadas
cartesianas ortogonales y las soluciones se representaron por funciones esfé-
ricas. El autor de esta monografia informa detalladamente sobre otres casos
estudiados. Si el fenémeno estudiado tiene una direceién preferencial, como
el easo de un Atomo alecanzado por una radiacién paralela proveniente del in-
finito, serd natural poner en evidencia esta direcién, desde un principio, con
la eleccién del sistema de coordenadas con simetria circular alrededor de un
eje eon la direceién preferencial; agregando la condicién de ortogonalidad, el
sistema elegido fué (no porque estas condiciones sean todavia suficientes a
determinarlo univocamente) el sistema doble ortogonal de los paraboloides de
rotacién homofocales con el agregado del haz de planos diametrales. Este sis-
tema de coordenadas tiene, desde el punto de vista analitico, la.especialidad
que la distancia de un punto del origen se expresa linealmente por las coorde-
nadas (el autor dice tan solo racionalmente) y un sistema de soluciones de la
correspondiente ecuacién de Schrodinger anulindose en el infinito estd dado,
salvo un factor exponencial, por polinomios de Laguerre generalizados. El au-
tor expone los cilculos correspondientes con muchos detalles aunque con un
simbolismo mno siempre enteramente propio; luego pasa a la interpretaciéon
fisica. ¥ '

Vuelve por otra parte a las coordenadas ecartesianas ortogonales en casos
en los que ya no existe la direccién preferencial, de manera que el lector
tiene oportunidad de tomar contacto con distintos aspectos de la teorfa. Si de-
cimos tan solo tomar contacto es que mos pareceria ttil, si fuera posible, un
mayor esfuerzo de coordinacién teérica y una informaeién bibliografica e his-
torica mas completa; como tuvimos oportunidad de notar en otras ocasiones el
autor se limita, para las pocas indicaciones bibliogrificas al pie de algunas
paginas, a tres, cuatro palabras: un apellido, la indicacién cortada de una
revista, un nfimero; nada de titulo y ninguna indieacién histérico-critica. El
lector voluntarioso podrd partiendo de aquellas pocas indicaciones, y con la
ayuda de una biblioteca apropiada, tomar camino. Nos parece ttil dar, para
este fin, el indice de los pardgrafos: 1. Principio de variacién de la meca-
nica ondulatoria. 2. Eleccién de coordenadas. Coordenadas parabédlicas. 3. Es-
pectro discontinuo de energia de los Atomos del tipo del hidrégeno. 4. Espectro
continuo de energia de los dtomos del tipo del hidrégeno. 5. Normalizacién de
las funciones propias del espectro continuo. 6. Dispersién de particulas o por
un nicleo atémico. 7. Dispersiéon de una particula ¢ por una particula ¢ .8. Dis-
persién de un proton por un proton. 9. Funciones propias aproximadas de la
ecuacién de Dirac. 10. Dispersién de un electrén rapido por un centro cargado.
11. Espectro continuo de los rayos X.

B. ‘LEvVI
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