LR R
iversidad N a ]lll | e Ros Jil x\ll_\livu' idal quinxl ie

7 ~hO £ /
= acul’ @& >
Ayac >
600 1700 _
1 \" = - -

Cd: 1304-19

AT

M l 'l- =4
- o

. -

a ema Ica pto. de Matemdtica

Maslerizacinn:'EI:IIIISIISPEDAGUEI(:IIS




DESIGUALDADES EN R

* DEFINICION

Dados los numeros reales a y b, se tiene que:

a<besb—a>0

PROPIEDAD
Dadosa € Ry b € R:
a<be3dk>0/a+k=D>

PROPIEDADES

: Seana € R,b e Ryc € R:
E (D a<bea+c<b+c
— °
A= : <b
+ 4 a : :
- : (II)C>O}:>a c<b-c
L oam @<Wsac>bec
s c<O0
;.......................'.............................
Demostraciones

1 2
(I)a<b5:23k>O/a+k=bg(a+k)+c=b+c

(3)4) (1)
—a+c)+k=Mb+c)Sa+c<b+c

1
(II)a<b£:25|k>O/a+k=b
(5) (6)
= (a+k) c=bc=> ac+ kc = bc (%)
Dado que k > 0 A c > 0, tenemos que kc > 0.

Llamemos h = kc, entonces (*) queda: ac + h = bc con
h > 0, asi entonces, por (1), ac < bc como queriamos

demostrar.

Referencias:

(1)Propiedad:
a<bo3ik>0/a+k=0>b

(2) Suma en las igualdades

(3) Prop. Asociativa de la suma
(4) Prop. Conmutativa de la suma
B)x=y=>xz=yz

(6) Prop. Distributiva de la
multiplicacién respecto a la suma
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1 (5) (6)
(III)a<b2:25Ik>0/a+k=b=> (a+k)-c=bc= ac+ kc = bc= ac = bc + (—kc)(**)
Dado que k > 0 A ¢ < 0, tenemos que kc < 0 = —(kc) > 0.

Llamemos h = —(kc), entonces (**) queda: ac = bc + h, con h > 0, asi entonces, por (1),

ac > bc como queriamos demostrar.

INECUACIONES LINEALES EN UNA INCOGNITA

{ DEFINICION

Llamaremos inecuacion lineal en una incégnita en la variable x a toda
expresion equivalente a alguna de las siguientes:

ax+b<0; ax+b>0; ax+b<0; ax+b=0

siendoa,b € Rya # 0

* DEFINICION

Dos inecuaciones son equivalentes si poseen
el mismo conjunto solucion.

Observacion importante

Para obtener una inecuacion equivalente a una dada, debe aplicarse a ésta las
operaciones que se encuentran demostradas en las tres propiedades vistas anteriormente
en este apunte.

EJEMPLOS
1) 2x+3>1
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Sumo (—3) a ambos miembros. Por la
propiedad (I), no cambia el orden de la

2x+34(=3) =1+ (-3)

2x+ 0= (=2) /I Algoritmo de la suma
2x = (—2) /I Elemento neutro de la suma

Multiplico por % a ambos miembros. Por la propiedad

(ID), al ser% > 0, no cambia el orden de la desigualdad

1x > (=1) /I Algoritmo de la multiplicacién

Elemento neutro de la multiolicacién

x=>(-1)

Solucién= {x € R/x = —1}

Representacidn gréafica: —®

Sumo (—2)+ (—5x) a ambos miembros. Por la
2)3x+2>5x+7 propiedad (I), no cambia el orden de la desigualdad

3x+2+4+(—2)+ (—5x) >5x+ 7+ (—2) + (—5x)

(-2)x>5 Multiplico por (— %) a ambos miembros. Por la propiedad

(-3 c2e<(-3)s
AR 2
<(-3)

x 2

Solucion= {x ER/x < —g}

(IID), al ser —% < 0, cambia el orden de la desigualdad

Representacidn grafica:

Existe una forma muy sencilla y compacta para describir conjuntos de niimeros reales como
los resultantes en los ejemplos anteriores, lo veremos a continuacion.
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Matematica
INTERVALOS REALES
DEFINICIONES
* Seana,b € R,cona <b
Clasificacion Notacién Conjunto Representacion grafica
ACOtad‘;’ y [b] |{xeR/a<x<bh} —e o—
cerrado a b
Acotado y _ =t =Y
abierto (a; b) {xeR/a < x < b} - 5
—S P
: <
Acotado y (a; b] {xeR/a < x < b} o Y
semiabierto o
[a; b) {xeR/a < x<b} _: ;';
No acotado [a; +00) xER/x = a} a
superiormente (@ +00) (x €R/x > a) o
a
) —
No acotado (—o0; ] {x € R/x < b} b
. .
inferiormente (—co; b) {(x € R/x < b} _ﬂb
EJEMPLOS

En los ejemplos de las paginas 2 y 3, los conjuntos solucién se pueden expresar como intervalos.

Enel1)S = [-1;+m),yenel 2) S = (_oo; _g)

~ ACTIVIDAD

1) En cada caso, resuelve la inecuacion, escribe, si se puede, el conjunto solucién como intervalo
real y representa graficamente.

— -5 >1 eex-(x—1)=>x2+5x—1
e T f.(2x + 1)(3x +2) < (2x +5)(3x — 5)
c3x—4+1<2x+2 g.10 (x —1) < 10(x + 1) — 10x
3x+2  x-1_ x 1 2 xn
d=--5 =5 h(Gx-1) >3 (3x—6)
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SISTEMAS DE INECUACIONES LINEALES

Un sistema de inecuaciones lineales estd formado por varias inecuaciones lineales, de forma
tal que las variables de estas deben cumplir simultdneamente todas ellas.

EJEMPLOS

){Zx—123
x+1<5

2x—1>=3 (1)
{x+1<5 2)

Resolvemos (1):2x —1>3 =22x=>4= %Zx > %4 = x > 2. Entonces (1) = [2; +0)

Resolvemos (2): x + 1 < 5 = x < 4. Entonces (2) = (—x; 4)

Debido a que integraran la solucidn los valores de x que cumplan simultaneamente (1) y (2), el
conjunto solucion sera el resultante de la interseccion de (1) y (2).

Es decir, S = (1) N (2).

Para visualizar mejor como quedara el conjunto solucién, trabajemos con ejes reales.

(1)

e,
2) ©
; ; ' —)
4
()@ 0 1 2
} f 8] + G
0 1 2 4
£S=[24)
2)-10<3x—-1<5
3x—1<5 (1)

Esta expresion es equivalente al sistema: {3x —1>-10 (2)

(1):3x—1<5 =3x < 6= 3x <16 = x < 2. Entonces (1) = (—o; 2],

(2):3x—1>-10=3x> -9 > %Bx > g(—9) = x > (—3). Entonces (2) = (—3;+).

Graficamente:
(1)
-+ i -+ & .
© —t—t—t
-3
(1) M (2) o 1 2
C : 1 L . I
—3 0 1 2
#8=(-3;2]
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*

ACTIVIDADES

2) En cada caso, resuelve la inecuacidn o sistema, escribe, si se puede, el conjunto solucién como
intervalo real y representa graficamente.

x—1 2xX—5
{2x—1>3x+5 c.{T_ 3 =0 e.—2<3x+8<2
x+1>-8 2x+1<3
x—1 1 x=-1
b.{3"+TSE d] -i<1 fl<x-5<1
0<x=1 3x—7 <15

3) En los siguientes problemas, escriba la o las inecuaciones que lo modelizan y luego
resuélvelas:

a. La suma de tres enteros consecutivos es al menos —18 y no supera a —12. ;Qué
ternas de enteros pueden ser?

b. Al medir, en cm, el lado de un cuadrado, se comete un error de +0.05cm. Al calcular
con esta medida el perimetro de este, ;cudl serd el error maximo cometido?

c. ¢Cudles son los nimeros enteros tales que su triple menos 6 sea mayor que su mitad
mas 4 y cuyo cuddruple aumentado en 8 sea menor que su triple aumentado en 157

ALGUNAS INECUACIONES NO LINEALES

A continuacidn, te mostraremos algunas inecuaciones que, a pesar de no ser lineales, se
pueden transformar en sistemas de inecuaciones lineales.

INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO

Antes de empezar a resolver, recordemos rapidamente el concepto de valor absoluto de un
numero real como distancia. Teniendo en cuenta esto ya pudimos resolver algunas
inecuaciones simples con valor absoluto en unidades anteriores.

Por ejemplo, si |x| < 3 pudimos ver que el conjunto solucién eran los nimeros reales entre
-3y 3, es decir S = (—3; 3). Incluso, resolvimos si la inecuacion era |x| > 3, ahi el conjunto
soluciéon era § = (—o0; —3) U (3; + ).

Demostraremos algunas propiedades algebraicas para poder “desprendernos” de lo
geométrico y asi poder resolver casos mas complejos.
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PROPIEDADES

“'..-ﬁ § Seanx € Ry k > 0: §
* . ]
. (D x| <ke -k<x<k .
E ) |x|=ke x=kVx<-—k) E
Demostraciones Referencias:
(D Six > 0: a<b . :
) (1)C<0}:>a c>b-c
o |x|=x

o —x < x(*)
Entonces:

(1)
x| <koSx<k(m)e —x=—-ko —k<—x(x)
Por (*), (**) y Propiedad Transitiva de la relaciéon “<”, tenemos que —k < x.

Se debe cumplir simultaneamente con (m) y —k < x, entonces:
—-k<x<k
Six <0:

o |x|=—x
o x < —x(*)
Entonces:

(1)
x| <k —x<k(x*)eSx=>—k(m)
Por (*), (**) y Propiedad Transitiva de la relacion

“

<”, tenemos que x < k.
Se debe cumplir simultaneamente con (m) y con x < k, entonces:
—k<x<k

Hemos demostrado, entonces que Vx € R: |x| <k & —k < x < k.

(I1) Six = 0:
o [x|=x
Entonces:
x| > ke=x>k
Six <0:
o |x|=—x
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Entonces:
(@9)
x| > ke x>k x < —k
Como consecuencia de lo obtenido anteriormente, resulta:
x| 2k = (x=kVx<—k).

Veamos algunos ejemplos sobre como sirven estas propiedades para resolver inecuaciones
con valor absoluto.

EJEMPLOS:
D|3x—4| <2
Usaremos la Propiedad (I). Entonces nos queda:
—2<3x—-4<2
La cual es una forma reducida de escribir el sistema de inecuaciones:

{3x—42—2 S,
3x—4<2 S,

$;:3x—4=>-2=3x>2 =>x> § Entonces: §; = E +).

S$,:3x—4<2=3x<6 =x < 2. Entonces: S, = (—x;2].

5
Graficamente: : g— -+
[l : | s
3
|'h'l'_
0 D 9
S o .
i} t | :>
8= [2 2]
=3’
2)|12x—-3|>1
Usaremos la Propiedad (II). Entonces nos queda:
2x—3>1 (S) v 2x —3< -1 (S2)

S$1:2x —3>1=2x >4 = x > 2.Entonces: §; = (2; +).
S,:2x—3<—-1=2x<2 = x < 1.Entonces: S, = (—; 1).

Graficamente: 5

4
+*
=r R :wl

~§=(—0;1) U (2;+)
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ACTIVIDADES

4) En cada caso, resuelve la inecuacién o sistema, y escribe, si se puede, el conjunto solucién
como intervalo real y representa graficamente.

[4x — 3| <1
a.|2x+5|23 {x;l x—2 1
3 5 5

1 [x+1]>1

b.|x 2|<1 e'{lx—SlSS

—2x+1

c.—2|4x — 3| > —6 £{|-3|<1
—5x+6=>2

OTRAS INECUACIONES

Veamos algunos ejemplos de otro tipo de inecuaciones no lineales.

EJEMPLOS:
Dx—1D+2)>0

La anterior no es una inecuacion lineal, en efecto la expresion algebraica de la izquierda, una vez
que se trasforma a suma, es x? + x — 2, que no es una expresion lineal.

Sin embargo, esta inecuacién podemos “reducirla” a expresiones lineales, teniendo en cuenta el
algoritmo de la multiplicacion. ;Como es esto?

Coloquialmente, la inecuacién expresa que el producto de los factores (x—1) y (x +2)es
positivo. Para que eso suceda, el algoritmo de la multiplicacién indica que los factores deben tener
el mismo signo, es decir, seran ambos positivos o seran los dos negativos.

En simbolos:

x—1>0 x—1<0
51){x+2>0 v S2) {x+2<0

Es decir que nos quedan dos sistemas de inecuaciones lineales, cada uno tendra una solucion,
pero como ambas situaciones son correctas el conjunto solucién de la inecuacion original sera la
union de los conjuntos solucién de S; y S,. Es decir:

SF=51U52

x—1>0 Sy

x+2>0 5, Sabemosques; = Si; NS, Entonces:

Resolvemos S;: {
Sll:x—1>0$x>1=>511=(1;+00)
SlZ: x+2>0:x>(—2)$512=(_2, +OO)

S11

++—+—0
8.2 -1 0 I
= )E + [ : ] $
g =2 —1 I
4 } } o
2 | ] |
S1 = (1;+00)
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x—1<0 Sy

Resolvemos S: {x 12<0 S
22

. Sabemos que S, = 5,1 N S,,. Entonces:

521: x_1<0:>x<1=>521=(_00, 1)

Sipt X+2<0=x < (=2) =Sy, = (—00; —2)

I$I:3I L Il 'l
5‘_._.—2, _11' Hl 19
s : S, = (—o0; —2)
H;—ﬂe -1, 0 1
9 -1 0 1

~8Sp=(—00;—2) U (1; +o0)

=
.|.
@

2x—4
x+1

2) <0

Aqui tenemos un cociente, que, por medio del algoritmo de la divisiéon lo podemos reescribir
1 . . e g
(2x—4)- 7 ©S decir como un producto y ahora, por el algoritmo de la multiplicacién, sabemos

que si el producto es negativo es porque el signo de ambos factores deben ser distintos; también
sabemos que el signo de un nimero y su reciproco debe ser el mismo, por lo que, en resumen, lo
que tenemos es que el signo de (2x — 4) y el de (x + 1) debe ser distinto.

Resolvamos:
2x—4>0 S, 2x—4<0 Sy
Sl){x+1<0 s, ¥ 52 {x+1>0 Sy
S1)
S 2x—4>02x>4x>2> Sy = (2;+) +H“¢ L -
L L] Tl
—1 [ | i
Sy x+1<0>x<—12 S, =(—00;—1) . :
32
Lo o
"5 =0 —1 01 2
S S
2) F———t—0
Sy 2X—4<022x<4>x<2> Sy = (—0;2) I 2
Fs'::,._::
S C o — (1. 59
"SZ_( 112) c n : .3
10 1 9

~Sp=(-1,2)
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3)(2x+2)(x—-3)<0

En la anterior desigualdad el producto puede ser negativo o cero. En el caso de ser negativo, los
factores deberan tener distinto signo; pero para que el producto sea nulo (por condiciéon de
anulacién del producto) cualquiera de los factores puede ser cero. Teniendo en cuenta esto, nos

quedara resolver entonces los siguientes sistemas:

—2x+220 Sy —2x+2<0 Sy
51){x—3§0 Sy, Vv SZ){x—3ZO Say
S1)
S11:=2x+220>-2x=>-2=2x<1= S§;; =(—w;1] g
-\.ll
Si x—3<0>x<3> S, =(—x;3] o 1 2 3
512
: o
285 =8.Nn8,= (—o0; 1] 1] | 2 3
51 _ .
0 I 2 3
S2)
S)1:—=2x+2<0=>-2x<-2=2x2=>21= S,; =[1;,4+)
522: x—320=>x>3=> 522:[3,"'00) ='H.-!¥'
0 1 2 3
.4';-.!-_!
83 = 821N Syp = [3540) - : - o
( 1 2 )
S
. : : o
0 1 2 i

Sp=8US; =(—;1] U [3; +0)

= 8Sp = (—0;1] U [3; +)

—-3x+6
x—1

=0

4)

Teniendo en cuenta lo expuesto en los ejemplos 2.y 3., y sin olvidar que no podemos dividir por
cero, nos quedan los siguientes sistemas:

—3x+6>0 S —3x+6<0 Sy
Sl){x—1>0 Sy, Vv SZ){x—1<0 Syy
S1)
s
S11:—3x+6>0=-3x>-63x<2> S, =(-;2] — - e
Si22x—1>0=>x>1= S, =(1;+w) Sz o )
0o 1 2 3
el
=81 =5811N81,=(1;2] + o ® +
] 1 a3
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S,) I
Sp1:=3x+6<0=>-3x<—6>x>2> S =[2;+) Ugur
Syt x—1<0=2x<1= Sy, =(—w;1) fm.ﬁ
Sy = &
28, =85,,NS=0 v l:

SF251U52:(1,2]U®

" ACTIVIDADES

5) En cada caso, resuelve la inecuacioén o sistema, escribe, si se puede, el conjunto solucién como

intervalo real y representa graficamente.

a Bx—-2)(—x—-1)<0 flx—1](-3x+2)=0

b. ——=<0 g lx—1](-3x+2) <0

. 542—_150 >0 h {(x l—si) Exl-:- ;)9> 0

d (x—-1)3<0 i (x2=6x+9)(x—5)>0
e. 2x—-7)*>0 j. {_3le2—; ?I—Ojlcl_>7; <0
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MAS INECUACIONES NO LINEALES

A continuacidn, te mostraremos algunas inecuaciones que, a pesar de no ser lineales, se
pueden transformar en sistemas de inecuaciones lineales. Requieren un trabajo algebraico
mas profundo.

Veamos algunos ejemplos:

EJEMPLO:
1DI=+3<0(9

s wX—1 S1.s ax+b
La expresion “m + 3” se puede reescribir con el formato P donde a, b, c y d son constantes

reales.

+ . . . .
Sabemos que s +£ = %, con la idea de lograr ese formato es que trabajamos de la siguiente

manera la expresion:

x—1_|_3_x—1_|_3 1_x—1+3 x+2_x—1+3-(x+2)_
x4+ 2 T x42 T x+42 x+2 x+42 x+2
x—1 3x+6 (x—-1)+Bx+6) 4x+5
= + = =
x+2 x+4+2 x+2 x+2

. .z . 4x+5 , ;
Por lo tanto la inecuacion (*) es equivalente a iz < 0, y ésta si sabemos resolver.

4x+5>0 Sy, 4x+5<0 Sy
Sl){x+2<0 s, YV 52 {x+2>0 Syy
$1)
5 5 g
S11:4x+5>0=2>4x>-5=>2x>—-——> 511=(——;+oo) 211 o~ "
g : A R
Sipx+2<02x< -2 S, =(—00;-2) Siz & _1_11 ! 4
2 9 0 1
#8571 =8511NS, =0 S =@ 4
S,) 9 9 0 1
1
5 5
521:4x+5<0$4x<_5$x<—1$ 521=<_00;_Z)
Sy X+2>02x>-22 S,, = (—2;+0) S —
: | -2 9 0ol
A SZ = Sz]_ N 522 = <_2, _—) 222 = Fl-l- -+ -+
4 . N

5

"
[}
1]
| —
=
W | 20
e
(XN
|
e | Loy | 0

(-3 — -

ra @
[N
=

+
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2) 2x+5 > 2 (*)

—-3x+9

2x+5 2x+5

2x+5
_— & ———+ (=2 -2) & -
_3x+9>2 _3x+9+( )>2+(-2) & — 9+(2)>0(**)

3x +

La inecuacién (*) es equivalente a la (**).

Ahora trabajaremos con la expresidén de la izquierda:

2x+5+( 2)_2x+5 +(=2) 1_2x+5+( 2) —3x+9
—3x+9 T —3x+9 T —3x+9 —3x+9
_2x+5  (=2)(-3x+9) 2x+5 6x+(—18) 2x+5+6x+(-18)
T —3x+4+9 -3x4+9  —-3x4+9 —-3x+9 —3x+9
_ 8x+(-13)
T —3x+49
8x+(—13)

Entonces (*) es equivalente a > 0.

—-3x+9

8x—13>0 S, 8x—13<0 S,
Sl){—3x+9>0 Sy, Vv 52){—3x+9<0 Sy

S1)

13 13 s,
511:8x_13>02>8x>13:>x>§: S]_l:(?,'i'oo) + T?i + +

Sip:—3x+9>0>-3x>-92x<3 =5, =(—»;3) — = ®

13 S U n o
~ 851 =811 NS, = (—: 3) 0 113 3
8 ]
S2)
13 13
521:8x_13<0$8x<13$x<§: 521=(_00,§>
S N N
Syt —3x+9<0> —3x<-9>x>3 > Sy, =(3+%) | A N kR
Sz 5
w82 =851N8=0 ﬁ 113 N :
S=2 § ’
13 13 — ++ + +
il‘
S = (13_3)
~Sp= (5
Sp
0 113 3
b
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~ ACTIVIDADES

6) En cada caso, resuelve la inecuacidn o sistema, escribe, si se puede, el conjunto solucién como
intervalo real y representa graficamente.

2x+1 3x-2
>1 C.

2x—-1
a.

<-1 e. | >1
x-5 2xX—4 xX+5
i—: >1
b 2X %> 3 4.3 <1 f,
2x+6 3x-5
x—1Dxx+3)>0
Respuestas

Sélo escribiremos los conjuntos solucidn, las graficas quedan a cargo del alumno.

la.§ = (22; +0) b.S = [1; +) .S = (—o0;8] d.S= [—%; +o0)
e.S= (—00;%] £.S= (—00;—22—7) g.S = (—x;2) h.S= (—%;+00)

2a.5 = (—9;-6) b.5 = (0; ]| .§ = (—00;—1]
d.sz[—1;§] e.5=[—1?0;—2) f.s:(%;ﬁ)

3.a. Las ternas pueden ser: (—7; —6; —5),(—6; —5; —4) y (—5; —4; —3).

b. 0,2cm.

c. Los nimeros son 5y 6.

4a.S = (—o0; —4] U [—1; +o0) b.§ = (—%2) c.5= (0;%)
d.s = (%;2] e.5 = [=3;2) U (0;13] £5=(-14]
5.5 =(—x;—-1) U (g, +oo) b.S = G, 1]
¢.5=(=00;2) U (2; +0) d.S = (1; +0)
e.s=R-{] £5 = (-2
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g.5=(§;+oo)—{1} h.S = (1;2]
i.S = (5; +) j.§ = (—o0; —4) U (3; +0)
14 6
6.a.5 = (—0; —6) U (5; +0) b.S = (—o0; —3) U [—H; +00) c.S= [g; 2)
d.§ = (—o0;3) e.5 = (=0, =5) U (=5;=3) U (6;+00) £§ = (—o0;—3)
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