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AL EMPEZAR EL SEGUNDO ANO

Amigo lector:

Cuando en julio del aiio pasado — con un atraso por lo
menos de tres meses sobre lo que era nuestro propdsito — salié
el primer fasciculo del Boletin del Instituto de Matemdtica de
la Facultad de Ciencias Matemdticas de la Universidad del Li-
toral, un amigo nos prequntd sobre nuestro programa editorial:
Qué prometen Uds. al lector y eventual suscriptor de «Ma-
thematice Note»?

Contestamos entonces: Pedimos a los amigos una demos-
tracion de confianza en nuestra buena voluntad, en los ideales
que dominan nuestros propdsilos, y si se quiere, en nuestra
honradez. Nada queremos prometer, porque conocemos las
dificultades de la empresa y lo que prometiéramos quisiéramos
mantener sin duda alguna.

Los dos primeros fasciculos del boletin salieron en julio
y en octubre y a principios de febrero de 1942 pudimos salir
con un fasciculo 3—4 de tamafio mds que doble de los ante-
riores, con el cual, considerada la cosa desde el solo punto
de vista editorial, llegamos a las 164 pdginas.

Desde el punto de vista substancial, esperamos también no
haber decepcionado la expectativa de nuestros amigos.

Después de un poco de reflexion, nos parecié que estiba-
mos justificados para cerrar honradamente el afio y asi acer-
carnos a ir de acuerdo con el calendario.

A los amigos suscriptores del primer afio agradecemos lu
confianza que han tenido en nuestro programa no enunciado y
queremos demostrarles nuestro reconocimiento ofreciendo el
envio del sequndo aiio dejando a su discrecién la renovacion
de la suscripcion, que adquiriria ast el sentido de una demos-
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tracion de simpatia para la revista. Al contrario nos dirigimos
a muchos otros lectores que han demostrado estimacion para
«Mathematicze Note» para que se suscriban y procuren sus-
criptores. La Facultad de Ciencias Matemdticas costea hasta
ahora casi integramente nuestra Revista, porque, como expresé
su Consejo Directivo, considera hacer obra util para sus alumnos
y para el pais; es justo que este gasto se reduzca gradualmente
dentro de los limites que corresponden efectivamente a los
intereses morales y materiales de la Facultad. Por otra parte,
deseamos resaltar que el tunico instrumento de que podemos
disponer para medir la extensién en la cual encuentran adhesion
nuestros propdsitos y aprobacién nuestro trabajo, es aquel de
numerar las suscripciones.

Por nuestra parte la experiencia de los pocos meses nos
permite ahora prometer con mayor tranquilidad de dnimo.
Pensamos pues que el volumen del boletin debe dar al menos
200 pdginas y quizds mds en el afio y que la publicacion debe
hacerse reqularmente. La experiencia nos ha demostrado que
el periodo bimestral en el cual habiamos pensado al principio
resulta poco practicable; contamos por consiguiente con salir
cada tres meses pero con fasciculos mds gruesos.

Al grupo de nuestros lectores mds jovenes pedimos un
esfuerzo para demostrarnos que aprovechan en alguna manera
nuestro propio esfuerzo; el nimero de los que han enviado
soluciones de nuestras cuestiones es todavia demasiado reducido;
muchas de las que fueron planteadas no han tenido hasta ahora
conteslacion ninguna y son quizds las que mds habrian mere-
cido un poco de atencion.

Para ellos mds que todo escribimos.

Saludos.
MATEMATICAE NOTAE



UNA OBSERVACION ELEMENTAL SOBRE LAS
ECUACIONES DE LA BALISTICA EXTERNA

En la clasica memoria de Fowrer, Garrop, Lock y
Ricamonp «The aerodynamic of a spinning shell» (Philos.
Trans. of the R. Society of London, 1921, t. 221) se parte
de las ecuaciones generales de la dinamica de un cuerpo libre
escritas en forma vectorial y se escriben también en forma
vectorial las ecuaciones de la balistica externa. Se distinguen
entonces varios casos, transformando estas ecuaciones en otras
ecuaciones diferenciales explicitas respecto las varias incognitas
del problema. En lo sucesivo indicaremos esta memoria con (M}.

Dichas ecuaciones diferenciales explicitas estan dadas di-
rectamente en un tratado de MouLtoN «New methods in ex-
terior ballistics» (The University of Chicago Press, 1920,
pag. 240 y siguientes). Moulton se limita al caso, particular-
mente importante en las aplicaciones, de que la trayectoria
del baricentro G del proyectil sea plana o se pueda, por lo
menos, considerar como tal en primera aproximacion. El mé-
todo de Moulton es muy ingenioso, pero exige algunos calcu-
los no inmediatos y algunas delicadas consideraciones sobre
los signos.

Aqui vamos a hacer unas simplicisimas observaciones ele-
mentales mediante las cuales las ecuaciones para el movimiento
de un proyectil alrededor de su baricentro G, validas para el
caso mas general, se pueden deducir inmediatamente de aque-
llas validas en primera aproximacion (es decir, hasta lanto
se considere solamente un corto arco de la trayectoria de G,
y ademas se pueda considerar tal arco como rectilineo).

Toda la dificultad de la cuestion estid en que la parte de
las fuerzas actuantes sobre el proyectil debida a la resistencia
del aire, depende del angulo que la tangente a la trayectoria
forma con el eje del proyectil. Por esta razéon todos los
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autores estiman necesario introducir, ademas de wun triedro
trirrectingulo £n7C (1) fijo en el espacio, otros dos triedros
(dextrogiros) XY Z y xyz que tienen el mismo origen (por
ej. en la posicién inicial del baricentro G del proyectil). El
eje Z (movil) se supone en cada instante paralelo a la tangente
a la trayectoria del baricentro G dirigida en el sentido del mo-
vimiento. El eje z (también moévil con continuidad) se supone
en cada instante paralelo al eje del proyectil; su sentido se
puede elegir, en los casos practicos, de manera tal que por lo menos
en el instante inicial el angulo zZ sea muy pequeiio (en las
exposiciones elementales clasicas este angulo se supone inicial-
mente nulo). Estas condiciones no bastan para fijar completa-
mente ni el triedro zyz ni el XY Z. La eleccion del primer
triedro no tiene mayor importancia: todos los autores estan
de acuerdo en elegir los tres ejes principales de inercia 1, 2, 3
del proyectil de manera que el 3 sea el eje de rotacion y
en suponer que en todo instante los ejes xyz sean paralelos
respectivamente a los ejes 1, 2, 3. Mas importante es la am-
bigiiedad de eleccion para el triedro XY Z. Si la trayectoria es
plana, todos los autores estan de acuerdo en elegir un eje (para
nosotros el eje Y) paralelo a la normal de la trayectoria;
nosotros supondremos ademéas que el sentido coincida con el
de la proyeccion sobre dicha normal de las fuerzas actuantes
sobre el proyectil (que practicamente coincide con el sentido
de la proyeccion sobre dicha normal del peso del proyectil,
es decir, con el sentido de la vertical dirigida hacia abajo).
Pero, si la trayectoria del proyectil no es practicamente plana,
entonces se podria sustituir el triedro XY Z determinado por
las precedentes convenciones por otro triedro X’ Y’ Z tal que el
planc ZY’ sea paralelo al eje z, es decir, al eje del proyectil
(convencién que permitiria simplificar un poco las componentes
de las fuerzas y de los momentos debidos a la resistencia del

(*). Supondremos que todos los triedros siguientes sean dextrogiros, es
decir, congruentes con un triedro cuyo eje ¢ (Z, z) sea la vertical dirigida
hacia lo alto, el eje £ (X, z) dirigido hacia el Este; la tercera arista di-
rigida hacia el Norte. El sentido positivo de las rotaciones respecto una recta
orientada r serd aquél en el cual el movimiento que lleva la vertical dirigida
hacia lo alto sobre r, transforma el sentido de rotacién Este-Norte-Oeste-Sud
respecto a tal vertical. Usando triedros levogiros deberia cambiar el sentido
segin el cual una rotacién se considera como positiva.



aire); o bien se podria, como en la memoria (M) citada,
sustituir XY Z por otro triedro X"’ Y”Z tal que uno de los
ejes X”,Y” fuese horizontal, etc. La primera eleccién del
triedro XY Z parece la mas simple desde el punto de vista
geométrico y cinematico; pero su principal importancia de-
pende del hecho que ella coincide con la usual en el caso de
una trayectoria sensiblemente plana. En este caso el plano de
la trayectoria es vertical, y por tanto el eje X horizontal;
de aqui que en este caso el triedro XY Z coincida con el
X"Y”Z de (M) (si se supone OX” horizontal). Esto explica
la eleccion del triedro hecha en la memoria (M), puesto que
también el triedro XY’ Z se reduce al usual en el caso de
una trayectoria plana. Notese bien que los nombres que hemos
dado a los ejes no son de uso universal: algunos llaman .eje
X a la paralela a la tangente a la trayectoria de (G. En cam-
bio nosotros la hemos llamado eje Z, pues usualmente, en la
consideracién habitual de los d4ngulos de Euler, se da al eje z el
papel preponderante.

Para nuestro triedro trirrectingulo XY Z es facil calcu-
lar la velocidad angular: sea ¢ el tiempo, s el arco de la tra-
yectoria del baricentro G medido en el sentido en que crece
con el tiempo; sea v—s>>o0 (en nuestra hipétesis) la velocidad
de G (2). '

Las componentes (), O,, (); sobre los ejes moviles X,Y,Z

de la velocidad angular Q del triedro XY Z seran — lR)_’ o, —17’—,
si Ii?’ %, son la curvatura y torsion de la trayectoria de G (3).
A raiz del modo como hemos elegido la direccion del eje

Y la curvatura IL? es =0, puesto que la componente de las
2

fuerzas externas sobre la normal Y, que vale myﬁ (m es la

masa del proyectil), es positiva por hipotesis. La curvatura —IR

podria ser nula si la trayectoria fuera rectilinea (lo cual tnica-

(*) Como es costumbre en mecéanica, indicamos con un punto en la parte
superior la derivada respecto el tiempo.

(®*). En el Cap. I de las ‘‘Legons sur la théorie des surfaces’’, DARBOUX
demuestra que estas componentes son — %, 0, % suponiendo v = 1. El cam-
bio de R, T y la discrepancia de signo dependen del hecho que en el texto se
ha invertido el papel de los ejes X, Z con respecto al tratado de Darboux.



mente puede ser rigurosamente exacto cuando el baricentro
del proyectil se mueve sobre la vertical). Pero en este caso
nuestra determinacién del eje Y pierde todo significado y en-
tonces se podria suponer, sin més, que el triedro XY Z fuese
fijo en el espacio y también, si se quiere, coincidente con el
triedro £n¢. La suposicion de que el triedro XY Z es Tijo
en el espacio es una aproximacién a menudo usada en balis-
tica exterior y en tal aproximacion se estudia como varian los
angulos de Euler de la terna xyz movil respecto de dichos ejes
X YZ considerados como fijos. El problema es, pues, el
siguiente: ¢Como deben modificarse las ecuaciones obtenidas
en esta primera aproximaciéon para obtener las validas en el
caso general? La respuesta es simple e inmediata. Se conser-
van las ecuaciones clasicas para el movimiento del baricentro
y las conocidas ecuaciones de Euler para las componentes so-
bre los ejes xyz de la velocidad angular o del proyectil en-
torno del baricentro.

Se introducen como de ordinario los angulos de Euler del
triedro movil zyz respecto del triedro también moévil XV Z.
Bastara modificar las ecuaciones puramente cinematicas que
en la precedente aproximacion daban las derivadas d2 los dngu-
los de Euler como funciones de la velocidad angular o, sustitu-
yendo dicha velocidad angular o por la welocidad relativa
® — () del triedro z y z respecto el triedro XY Z. Naturalmente
que. si en vez del triedro X Y Z considerasemos el triedro
X'Y'Z o el X’Y’Z u otro anéalogo, deberiamos sustituir ©
por o —Q’, o-—Q”, ..., donde (), () son las velocidades
angulares de los triedros considerados.

Empecemos con el triedro X Y Z. Sean, como de costum-
bre 9 (nutacion), b (precesion), ¢ (dngulo de rotacién propia) los
angulos eulerianos del triedro x y z respectodel XY Z. Las coor-
denadas o,, ®,, w; de la rotacion del primer triedro respecto
el segundo se expresan, como es conocido (%), por

(*) Ver por ej. FRANK - MISES -Die Differential- und Integralgleichungen der
Mechanik und Physik, I1 Teil, Frank 12 edic. 1927, p. 94; 22 edic. p. 157. DAR-
BOUX, Legons sur la théorie des surfaces, t. I, libro I, cap. I, p. 6.

Para comodidad del lector los caleulos que siguen han sido desarrollados por
la redaceién un poco méas que en el manuserito original.
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m1=lz;sen§}sen’cp+f}cos<p
-@y =10 sen ¥ cos ¢ — ¥ sen
w;, = cos¥ -+

de donde se obtiene inmediatamente

. ¥ = ; COs ¢ — w, sen @
¥ sen ¥ = o, sen ¢ + ©, €S @
¢ =w, — b cosv

Efectuando las sustituciones indicadas obtenemos pues

: 9= (o, — Q) cos g — (wy — Q) sen ¢
¥ sen ¥ = (o, — () sen ¢ 4~ (0 — () cos @
¢ = (w3 —Q3) —bcosH

Llamando ahora Ql, ().2, 63 a las componentes de () sobre
los ejes XY Z, las mismas formulas de Euler dan

QL =ﬁ1(0051bc05(p—cos&sentbsencp)—{—
+Q, (sen b cos ¢ - cos $ cos b sen @) -+
+ 0, sen ¢ sen 9

2 :ﬁl (— cos b sen @ — cos ¥ sen b cos )
—l—(_lh (— sen P sen ¢ - cos ¥ cos b cos )
\ —|—ﬁ3sen&coscp

Q. =§1 sen&senlb—ﬁzsen&cosgb—}—.-o‘s cos V.

Hemos visto que

612'_ %, 52:'0, ﬁg—_‘%

y por tanto, sustituyendo en las féormulas anteriores se ob-
tiene

i}zzmlcoscp—mgxsencp—i_llcosw
b sen & =, sen ¢ - w, cos ¢ € sen b cos ¥ — (); sen $
¢ ==w; — b cos ¥ — (), sen psen & — () cos 9.



Veamos por ejemplo de encontrar las ecuaciones de Moul-
ton validas para el caso de una trayectoria plana; bastard su-

poner (), 2%20' Se puede, naturalmente, suponer que el

plano fijo n de la trayectoria coincida con el plano ZY (esto su-
cede ciertamente si, como habiamos supuesto, el origen de nues-
tro triedro es la posicién inicial del baricentro G). Sera enton-
ces espontaneo suponer que por plano Cn se haya elegido el
mismo plano 7 y, por ej., por eje C la proyeccion horizontal
dal proyectil. Si se suponen los ejes €, X coincidentes también en
sentido, el eje n sera la vertical dirigida hacia abajo (pues el
eje n tiene la direccion que toma Y en los instantes en que
Z y € coinciden, es decir, en los instantes en que la tangente a
la trayectoria de G es horizontal). Si t es, como de costum-
bre, el 4ngulo que la tangente a la trayectoria forma con el
eje Z. es bien sabido que t disminuye con el tiempo, es decir,

dx I de e .

& < 0. Puest - —= = S, tend ue
e uesto que -5y v=",, son positivos, se tendra ¢
de_. L y por tanto (F R O L LT para obte-
ds R ¥ R™=" s “ult

ner angulos crecientes con el tiempo, ponemos o= —t--cte.,
las ecuaciones precedentes, después de poner Q= —'{70:5, iE =0,

coinciden completamente con las ecuaciones de Moulton.

Es superfluo observar que los métodos precedentes se pue-
den aplicar al movimiento de un cuerpo rigido cualquiera.

Podemos también ver cémo se deben modificar las ecua-
ciones precedentes cuando se sustituye el triedro X Y Z por otro
cualquiera X°Y0Z que tenga comin con él el eje Z (por ej.
los triedros X'Y’'Z, X”Y”Z anteriormente definidos). Los
precedentes angulos de Euler deben, naturalmente, sustituirse
por los dngulos de Euler del triedro xyz respecto el triedro
XoYeZ. El problema es de nuevo elemental. En las formulas
anteriores deberemos sustituir la velocidad angular Q del trie-
dro XY Z por la velocidad angular (0 del nuevo triedro. Sea ¢
el dngulo XX0=YY? medido en el sentido positivo de rota-
cion respecto el eje Z (con esta convencion los édngulos XY y
X0Y0 son iguales al dngulo recto positivo). Entonces la dife-
rencia A= — () es evidentemente un vector paralelo al eje Z

y de medida 6 (es decir, sus componentes sobre los ejes XY Z



o sobre los X0Y%Z son o, o, £=g—‘;) El problema de encon-

trar las componentes de (0= A no presenta con esto nin-
guna dificultad y por tanto sera inmediato explicitar las ecua-
ciones analogas a las precedentes en este caso mas general.
Para dar una aplicacion concreta de estas consideraciones
generales supongamos haber elegido por triedro X°Y0Z preci-
samente el triedro X' Y’ Z el cual, por definicién, es tal que el
plano ZY’ es idéntico al plano Zz. Queda todavia arbitrario
el sentido positivo del eje Y’; nosotros lo fijaremos suponiendo
que la rotacion de un éngulo recto positivo que lleva Y’ sobre
2’ =17 devenga del mismo sentido que la rotacién que lleva
el eje Z sobre el eje z a través del angulo coéncavo & (se ob-
serva que ¥ es la nutacion, la cual se supone, como siempre,
concava, es decir, con 0<% <m). Puesto que el sentido de la
rotacion que lleva Y’ sobre Z' a través de un angulo recto pos1—
tivo es el sentido positivo de la rotaciéon alred.,dor del eje X°
(recuérdese que XY’ Z es, como de costumbre, dextrogiro), se
siguc que el nuevo eje X’ coincidird (también en sentido) con
lalinea de los nodos del triedro x yz respecto del triedro XY Z.
Ademés tendremos como medida de los varios dngulos zY =22

+ZY =—% —% Los cosenos directores (respecto el triedro

XYZ)deleje Y seran cosv,sen,0; ylosdel eje Y seran —sen v,
cos ¥, 0. Por lo tanto, el vector (' — Q. (diferencia entre las velocida-
des angulares de X'Y'Z y XYZ) seré el vector cuyas componeates
sobre los ejes XY Z y X’Y’Z son o, o, ¥; méas simplemente
este caso particular se deduce del caso general antes conside-

rado poniendo e=1. ¢Cuiles son los angulos de Euler del
triedro xyz respecto del X’Y’Z? No habiéndose modificado
el eje Z es obvio que la nutacion 9 y el angulo de rotacion
propia ¢ tienen los mismos valores validos para el triedro
XY Z; por el contrario, coincidiendo el eje X’ con la linea de
los nodos, el nuevo valor de la precesion ¥ sera cero. Obser-

vemos ahora que las ecuaciones precedentes para ¥,¢,¥ son
equivalentes a

$ = (w0, — Oy) cos ¥ -+ (0, — O,) sen ¥
¢ sen ¥ = (0, — ;) sen ¥ — (0, — O,) cos ¥
b=z — Oy — ¢ cos 9.
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Obtendremos las ecuaciones correspondientes al nuevo trie-
dro dejando tal como estan ¢ y 9, escribiendo o en lugar de ¥ y
sustituyendo las o; — (); por las componentes (que indicaremos
con A, B, C) del vector © — Q0 =0 — (' =wo —( —A sobre los
ejes X'Y’Z. Las ecuaciones devienen

0L A7 o0 giuay olpmals g0 SR Y,

Recordando los valores de los cosenos directores de X', Y’
se encuentran inmediatamente A, B. De lo dicho anteriormente
(es decir, que en este caso es € =10) sigue que C =03 — Q; — ¥

°,
y se reconoce de esta manera que las nuevas ecuacrones son
equivalentes a las precedentes como era de prever (5).

Guido Fubini

(®). Supongamos que por triedro X°Y?Z se hubiera elegido el triedro
X’ Y’ Z ya considerado, por ej. con el eje X’’ horizontal. Se puede repetir
un caleulo analogo al anterior con tal de conocer los nuevos valores de e Yy
E Elijamos el triedro fijo £n < con el eje £ vertical y sean a; (¢ =1, 2, 3)
los correspondientes cosenos directores de X, B; aquellos de Y, y; aquellos de Z.
Los cosenos directores o”; de X’’ serdn o;cose| B;sene y los de Y’’ se-
rdn B”;=—a; sene -+ B; cos ¢ . Siendo X’’ horizontal, serd o”; = 0, o sea
azeo8e 4 By sen € = 0. Derivando se obtiene, por las férmulas de Frenet,

(Qy+-€) (—ag sen e - By cos €) + Q, yysene =0

(Q4¢) B34 Qyyz sen e =o.

Estas ecuaciones determinan ¢ y 5 como funciones de ag, Bs, Y5, ©8 de-
c¢ir, de los cosenos de los angulos que la vertical £ forma con los ejes X Y Z.

o bien



DEFINICION Y CONDICIONES DE EXISTENCIA DE
LA TANGENTE Y EL CIRCULO OSCULADOR
EN UN PUNTO DE UNA CURVA

El argumento puede considerarse trivial y esta tratado en
todos los cursos de célculo infinitesimal. Sin embargo creo
que algunas puntualizaciones que vamos a tratar en este ar-
ticulo no careceran de interés. .

1. — Para delimitar exactamente el campo de nuestros ra-
zonamientos consideraremos solo curvas planas entendiendo,
que, por definicion, una tal curva sea representable, con res-
pecto a un conveniente sistema de coordenadas cartesianas or-
togonales x,y, en la forma

y=f(=) (1)

donde f(x) es funcidn continua uniforme para los valores de
x en un cierto entorno de un dado x=ux, Por medio even-
tualmente de una traslacion de coordenadas, podemos siempre
suponer (y asi lo haremos) [

z—o,  f(o)—o. (2)
Llamemos desde ahora O a este punto (o0,0).

TANGENTE

2. — Recordemos ahora algo acerca de la nocion de la
tangente a la curva (1) en el punto O. '

Podemos dar de esta tangente dos definiciones distintas:

I. —Sea A= (xy) otro punto de la curva. Consideremos
la recta OA; decimos que la curva (1) tiene tangente en O
si, la recta OA tiende a una recta determinada cuando A—O,
o, lo que es igual, cuando z—o0. La tangente sera esta recta
limite.
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II. — Sean A= (x,y,), B=(z,y,) dos puntos de la curva.
Consideremos la recta AB; decimos que la curva (1) tiene tan-
gente en O si la recta AB tiende a una recta determinada cuan-
do A y B tienden independiente a O (es decir, zy, x, tienden a
o independientemente). La tangente en O sera esta recta limite.

Analiticamente, las dos definiciones exigen, respectiva-
mente : -

I — Ezxiste

lim f(x) —£(0);

==

Il — Existe
lim f(z)—f(2,) ;

s
Ty, To—>0 Ty—%y

siendo estos limites respectivamente los coeficientes directores:
de la tangente.

Con respecto a la definicion I es necesaria una observa-
cion especial para el caso de que fuera f'(0)=- ; desde el
punto de vista simplemente geométrico, existe en este caso una
recta limite determinada también cuando el signo del limite
quedara ambiguo. Nosotros, para las aplicaciones que siguen,
vamos a suponer que este signo sea determinado.

En el caso de la definicion II ésta condicién resulta im-
plicitamente incluida. En efecto, si para valores de z,,z, tan

f(x 1) f( 2)

opuestos, el valor limite de esta razon, dado que exista, tendria

T b T T

(ue ser O; porque, supongamos que Ha)—f(z,) ,ﬂ 3)—1(24)
==ty Loty

tengan signos opuestos y sean &; >, >3 >x,; consideremos

los valores de las funciones

proximosa o como se quiera la razén ——- tuviera signos.

flz)—f(8)  f(n)—f(xy)
Ty§ 1 odlo B

cuando & varia desde x, a z, y cuando n varia desde x, a ;.
respectivamente; se pasa de esta manera con continuidad de
la primera a la segunda razén (sin encontrar nunca una en la
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cual el denominador sea 0); como las dos razones extremas
tienen por hipoétesis signos contrarios, se encontrard una que es
0. Y esto para valores de la variable tan préximos a o co-
mo se quiera.

3. — Sentado esto, es evidente que si se realiza la sequnda
definicion de la tangente, se realiza también la primera vy las
dos definiciones resultan equivalentes.

En efecto, se tiene

f(xy)—f(25) 2y f(x) T #ay) |
Ty —7, B &
=4
Fijado arbitrariamente x,, se puede elegir x,-/=0 y tal que {%;
1
;—E’;zg ‘Is-ean tan pequefios como se quiera; luego el primer
1 ’

miembro resultara tan préximo como se quiera a ; resulta

(=),
€y

que, si dicho primer miembro tiene limite determinado cuando
xy y x, tienden independientemente a o, al mismo limite de-
bera tender f(x): x. !

h. — Si, alrededor de x=o, la funcién f(x) posee deri-
vada continua, la sequnda definicién de la tangente se aplica
y es equivalente a la primera.

En efecto, a raiz de la existencia de la derivada alrede-
dor de x=o0

f(xl)_f<x2) f(g))

2

X, —i,

donde £ es un valor comprendido entre x; y x,; en virtud de -
la continuidad de la derivada

lim f(5)=f(0);

por tanto

lim f(:le_f(x2) :]U(O>
Ty, To—>0 Ly—To
La proposicion se invierte en el sentido que, si tiene apli-
cacién la definicion II y la funcidn tiene derivada alrededor de
x=o0, ésta derivada es continua en el punto 0.
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En efecto, elegida arbitrariamente una sucesion de puntos

de la curva

Al’ ‘42 ..... liI‘l AL=0

i—

cuyas abscisas llamaremos z,”, se puede siempre elegir otra
sucesion de puntos respectivamente proximos a ellos

BI’BZ’ o o0y
1)

cuyas abscisas llamaremos x,("), tales que

lim |2 — 2| =o,
i—> O

lim |f(@@)—f(2,®) f’<x1<i>>" )

i—00 | g ()—a,(V)
por lo tanto si la sucesién de las razones

f(2, ) —f(2,)

20—z,

tiende al limite determinado f'(0), lo mismo debe realizarse
para la sucesion de las derivadas f(x,®V).

Pero existen casos en los cuales tiene aplicacion la defini-
cién 11, sin que la funcion f(x) tenga derivada en puntos tan
préximos como se quiera a 0 (pero=/=0).

5. — He aqui unos ejemplos para los diferentes casos:

10. — Las curvas

y=a" (n=o0)

yzx"senz.l— (n>32)

realizan las definiciones I y II, siendo los segundos miembros
derivables alrededor de x =0, con derivadas continuas.
20, — La curva

y=a?senf={ (z)



tiene tangente segun la definicion I, en el punto O=(0,0),
siendo

f(0) =lim (f(a) — f(0)) =limzsen  —o.

x=>0

Para x-/-0 existe también la derivada

l—-COS*I—

f(x)=2xsen ; 5

pero esta funciéon es discontinua para z=o0; se sigue que no
se aplica la definicion II.

30. — La curva

y = 3 sen?- sen L —f(z)

iz
senx

da todavia evidentemente f'(0) =o0, es decir que existe la tan-
gente en O segtin la definicién I y es el eje x.

Para calcular la f'(z) hay que observar que la regla de

derivacién del producto puede aplicarse sélo cuando z-/- =

(n=1,2,...) siendo que en los puntos x=7: el Gltimo fac-

tor no es derivable. Se tiene, para dichos puntos no excepcio-
nales

s I I
f(z) =23 x2 sen? - sen L sxsen 7 €OS = sen II
sen—- . seng
~+ 2 cos —L_ cos%;
sen;

esta expresiéon es evidentemente discontinua en los puntos
T=1:nn; pero

| f(z)]| <322+ 3z=3z (vt 1).

lim f'(z) =o.
x>0
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Para w=ﬁla derivada existe todavia y es siempre

f(z)=o

como lo muestra el calculo siguiente que nos sera util tam-
bién en lo sucesivo:

f(iz) =0
£ (L) =lim L

I 2———
z— ="

nmn i

(—1)*1sen (nn—%)

Rty I
= lim 23 sen —L sen
I I
sen-; B i
= I
? (—1)"1sen (nn— )

=lim n 7w 2?2 sen 7 sen >< lim -~ j

S sen-—— ni—-—
By & &

El segundo limite vale - 1, mientras el primero es o.

Resulta de esto que f'(z) es continua tendiendo a o para
x— 0; pero es discontinua en todos los puntos de la forma
e
mente sigue que para ninguno de estos puntos se aplica la
definicion II, pero si para el punto o. En efecto, por el teo-
rema del valor medio se tiene

= tan proximos como se quiera a o. De lo dicho anterior-

Ef(wslv)_ﬂ"‘_v-’_)/\sg(g_*_l) (E=mak( 2y, ;) )}

Tiaatis

luego

lm [ —=/(zs) Y
Ty, Ta—>0 L e Lo

4°. — La curva

senlogsen - —f(z)

33
I° sen T

I

I
z
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. Sy A —.I—‘
nos da todavia f'(o)=o y, para /= =219
f'(x)=23x2sen % sen log sen —15

I I I
— & o8 5 (sen log sen -~ + coslog sen 5) :

pero, repitiendo un calculo analogo al anterior, se ve que la

. s (I A 5 B ;
derivada f (Fﬁ)’ si existiera, seria expresada por

= I
li 2sen | L (—1)"tsen (nn—7)
1m n m r< sen ogsen-d;—. m T ’

nn-—;

donde los limites se entienden para 1/x—nmn; pero
mientras el segundo factor tiene limite determinado
= (—1)"1, el primer factor oscila entre los limites maximo

o I I : )
m S —_—— | | -
y minimo +4-_—; en los puntos x=_— no existe pues la deri

vada, sino numeeros derivados superior e inferior respectiva-

. 1 I o3
mente iguales a — y —-—. En los otros puntos, la expresion

encontrada para f'(x) nos da facilmente | f'(x) | <Va2z+ 322
(por ser los senos y cosenos, en valor absoluto < 1 y la suma
algebraica de un seno y un coseno de un mismo angulo = ﬁ)
Una facil generalizacion del teorema del valor medio (1) nos per-
mite afirmar que la razén incremental [ f(xy)—f (25)]/ (2;—%5)
estid siempre comprendida entre el méximo y el minimo valor
de los numeros derivados en el intervalo z,~ x,; encontramos
luego también en éste caso la misma limitacion anterior para
el mod. de la razon incremental; concluimos que se aplica -
en O la definicion II sin existir la derivada alrededor del pun-
to O (2). ‘

() G. FuBINI, La ley de la media para funciones no derivables. B. LEvI,
Sobre un teorema de Weierstrass, el teorema de Rolle y el anterior teorema dc
Fubini. Publicaciones del Instituto de Mateméaticas, Fase. 2, Vol. II-1940.
Rosario,

(*) No seria dificil mostrar esta posibilidad por consideraciones grificas
admitiendo como curvas poligonales de infinitos lados, curvas no expresables
analiticamente si no con artificios complejos; nos parecié interesante hacer
ver como la cosa podia resultar con expresiones analiticas elementales y por
los comunes teoremas del calculo.
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Resumiendo: condicién necesaria y suficiente para que
pueda aplicarse la definicion I de la tangente es que en el pun-
to la funcidn f(x) tenga derivada. Si es aplicable la definicion
II lo es también la I, pero no viceversa.

Si la funcién f(x) tiene derivada en todos los puntos de
un entorno del punto considerado, condicién necesaria y sufi-
ciente para que pueda aplicarse la definicion Il es que esta
derivada sea continua en dicho punto (pudiendo ser discontinua
en cualquier intervalo que lo contenga).

Puede ser aplicable la definicion II no siendo derivable
f(x) en ningun intervalo que contenga al punto.

CIRCULO OSCULADOR

6. — Pasemos al problema del circulo osculador.

Por analogia con lo que dijimos para la tangente, pode-
mos considerar tres definiciones del circulo osculador a la
curva (1) en el punto O. Las llamaremos, por comodidad, III,
1V, V, continuando la numeracion de las definiciones de la
tangente; luego el circulo osculador en O:

ITI. —Es el limite de los circulos que pasan por O, te-
niendo en O la misma tangente que la curva y pasan por otro
punto A de ésta, que se hace tender a O.

IV. — Es el limite de los circulos que pasan por O y por
dos puntos A,B de la curva que tienden independientemente
a O.

V.—Es el limite de los circulos determinados por tres
puntos A, B,C de la curva cuando estos tienden independiente-
mente a O.

Diremos existir el circulo osculador cuando existe uno de
estos limites con radio -/-0.

Para poder aplicar la definicion III debe necesariamente
suponerse que exista la tangente en O a la curva al menos
segun la definicion I; por lo tanto debe existir f’(0).

Para que pueda aplicarse una de las definiciones IV o
V es necesario que la curva tenga tangente segun la definicion
II. En efecto, mientras A y B tienden a O, la recta AB, con-
siderada como cuerda del circulo (OAB o ABC) tiende a la
tangente en O al circulo limite; por lo tanto tiene limite de-
terminado. Concluimos que:
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Cuando existe el circulo osculador sequn una cualquiera
de las tres definiciones existe la derivada f'(0); la curva tiene
tangente en 0 que es también tangente al circulo osculador.

Agreguemos a esa observacion esta otra: que el sistema
de los circulos considerados en la definicion IV puede consi-
derarse contenido dentro del sistema considerado en V, en
cuanto entre los modos de tender A,B,C a O hay aquellos
en los cuales C llega a O méas rdpidamente (o antes) que A
y B; por lo tanto cuando es posible aplicar la definicién V,
se aplica también 1V. y las dos definiciones resultan equiva-
lentes.

Una observacion anterior muestra ahora que, si existe el
circulo osculador segin la definicion IV y entre los circulos
considerados en esta definicion se consideran aquellos para los
cuales B tiende a O antes que A, vienen a comprenderse en el
sistema los circulos de la definicién III, en cuanto la recta
OB tiende a la tangente a la curva; concluimos que cada una
de las definiciones III, IV pueden considerarse como casos
particulares respectivamente de 1V y V y el circulo osculador
en cuanto exista, es univocamente definido.

Notamos, para terminar con estas observaciones preli-
minares, que la existencia de la tangente segin I o II es la
condicion necesaria y suficiente para que se pueda afirmar que
cualquier circulo limite de una sucesion parcial extraida de
los sistemas considerados respectivamente en IV, V con la
condicion de hacer tender los puntos A,B,C a O segun leyes
determinadas, si tiene radio-/=o tiene en O la misma tangente
que la curva.

En efecto, condicion necesaria y suficiente para que, si-
una sucesion de circulos de la forma OAiB; tiene por limite
un circulo de radio -/~o, este circulo sea tangente en O a la
curva es que las rectas OA; tiendan a esa tangente. Igualmente
considerando sucesiones de circulos de la forma A;BiC;, si
ellos tienden a un circulo limite de radio =/~0, su tangente
en O serd ciertamente la tangente a la curva si a esta tangente
tienden todas las rectas A;B;.

7. — Analicemos ahora més particularmente la definicion

III. Supongamos antes de todo que

|f'(0)[<
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la ecuacion de un circulo tangente en el origen a la recta
y==f'(o)x, y de radio r, es

22+ y2+tor(xf (o) —y)cosy=o,

donde
% =arctg f'(0).

Suponiendo que el punto (xy) pertenezca a la curva, sera
y={ (@)y=aw(f(o) J¢)
donde ¢ es infinitésimo; sustituyendo se obtiene

2r=:l:w2[1+(f’(0)+8)2]. ’ (2)

e cos &

Para que exista un limite determinado -/-o para r cuando
x — 0 es necesario y suficiente que exista y sea finito 6 o

lim £ _ gl (2)=0F (0)

r—>0 r—>»0 x?

Es facil de ver que este limite puede existir sin realizarse

mayores condiciones expresables en términos de derivadas; si

en efecto se indica por ¢ (z) una funciéon continua no deriva-
ble, para realizar las condiciones anteriores hasta poner

f(z)=2%g (2),

obteniéndose

f'(0) o~ (29(7))sme=0,
lim &;ﬁfﬂrzlim g(T1=gl0).

(el r—0

Fuera del punto o, f(x) no es derivable y por lo tanto
no es posible hablar de la derivada segunda tampoco en el
punto o; existe sin embargo, por lo dicho, el circulo osculador
segun la definicion III.
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Pero es facil dar también ejemplos en que las condiciones
para la existencia de ese circulo osculador se realizan, siendo
f (z) derivable y con derivada continua en todo intervalo que
contenga r=o0, pero sin derivada segunda en el punto o;
asi poniendo

f (z) =x%sen —

tenemos
f(0)=o0, f(z)=3a° senz——xcos La; .
2= T A R
x2 x

pero para calcular f”’(o) tendriamos que considerar

ﬂ_)__—hm (steni—cos%) .

X
r—>0 T—>0

el cual no existe.
Pero si'se admite existir f”(o), la regla de 1'Hospital
nos da

w HE=of(0) 1o, fO1—2f(0) _ 1 gy

xu
y la formula (2) se transforma en la formula clasica

R=limr—=- ““;Zf'((:))z) o

Concluimos que para que exista el circulo osculador segin
la definicion III debe f(x) ser derivable en el punto 0, pero
no es necesario que exista tampoco la derivada alrededor del
punto 0, ni es necesario, de existir esta derivada, que ella sea
continua o derivable; pero es suficiente que estas condiciones
se realicen, es decir que exista en 0 la derivada sequnda finita
para poder afirmar que dicho circulo osculador existe.
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8. —El caso de ser {'(0) =--o debe comprenderse entre
los casos en que la existencia del circulo osculador no esta re-
lacionada con -otras propiedades de las derivadas; en efecto,
razonando como en el no. anterior, se tendra que escribir, en
lugar de la (2),

2A(E e
2r=:{—_—w—j;y—

y, para la existencia del circulo osculador segin la definicién
III, habra que exigir la existencia de

1m
r—0 T—0

SR R

Para eso es necesario y suficiente que

f@)=+Ve|.g(x)  limg(x)7-o,

r—»0

y esta condicién no es mayormente interpretable en términos
de derivadas.

9. — Para estudiar las definiciones IV, V se acostumbra
ordinariamente en los tratados a escribir un sistema de ecua-
ciones que definen el centro del circulo que pasa por tres pun-
tos de la curva y deducir un sistema de ecuaciones, limite
de aquel, en cuanto los tres puntos tienden a O. Este procedi-
miento, en cuanto lleva a utilizar muy tempranamente hipote-
sis sobre las derivadas de f(x), conduce a imponer condiciones
mas severas de lo efectivamente necesario.

Llamando respectivamente M, N, P a los determinantes que
se definen suprimiendo respectivamente la primera, la segun-
da o la tercera columna en la matriz

2y i T,2+-y,2 I
Lo Yo L2 —y5? I
s Y3 324-y5? i

las coordenadas del centro del circulo que pasa por los puntos
(y y;) (x3y5) (3ys) estan representadas por
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Poniendo primero z3=y;=o0, estudiaremos la definicion
IV. Desarrollando los célculos se obtiene

X — L 22—y iy, ys(11—1s)
2 ’ T1Yo—ToY1
st [aﬁ | (w,—w2)a:2yl—|—(y1—y2)y1y2]
! s B i o,
2 LyYa—LsY1

[xl(l =23 yﬂ’z)_’_ %[I—(%) ] ]

1% ) S )'1) S
(?1:—2 %) (z,—5)

-

) )

e ’:I;Iiyl‘f“”l %‘{“

En estas expresiones hay que sustituir a y, e y, respec-
tivamente f(x,) y f(x;) y pasar al limite para x;,—o0,z;—o0.
En cuanto se ha supuesto existir f'(0) y se ha supuesto f (0)=o,
si se supone ademéas

[F (o)<,

resulta

lim X — L [ (@[1—F(0)]

3 i X
Ly—Ty

11'mY:L._I___f(_9>2_
2

¥ xJ1
T z
e

y el problema se reduce a discutir la existencia del tnico li-
mite que comparece en los denominadores. Si ponemos

f(@) =ngie);



= Lg—

se trata pues de
— lim M_—g(x:,)

Ty, Ty—>0 Ty—%y

y se sabe (cfr. n°. 4) que una condicidn suficiente para la
existencia de este limite es que g(x) tenga derivada en un en-
torno de x=o0, continua en x=o0. Se tiene

f(z)=g9(z)+zg'(z),
f’(0) =lim [—g(fc)w—g(_g)_ +g’(ac)].

—

Por la hipotesis hecha sobre g(x) este altimo limite existe
y es =2¢’(0).

Reciprocamente, basta suponer que existe en el punto 0
la derivada sequnda de f(x) y la derivada primera de g(x)==
=f(x):  para concluir que existe el circulo osculador segun
la definicion 1IV.

En el caso de ser f(0)=- o se reproduce necesaria-
mente la excepcién encontrada para la definicién III de faltar
condiciones expresables sencillamente por las derivadas de f(z)
y el problema se resuelve, en los casos particulares, cambiando
la funcion f(x) con una transformacién de coordenadas.

10. — En el caso de la definicién V la transformacién de
las féormulas (4) resulta necesariamente un poco mas com-
plicada. Bastara atn en este caso considerar una sola de las (4),
por ej. la segunda. Resulta

P=(xy— ) (y3—y1) — (03 —=2) (yo— y1)

Bl Yt Voo Vi8] 5
_A[ L3ty -'”2-““’1] e o)

donde A representa al determinante de Vandermonde

2
R A

A=|1 2 @? |=(0— ) (05— 3,) (T3 —T,).

2
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rliwy] gt
N=A+1 = y2=A—(25—;) (ya—1) (¥s—y2)P+(ys+y1)-
I x5l
Luego

k. WA T

To—T; T3—7

Y==1 2l 3 2 y3 4y
o e g
Ty—x;  To—Ty

Ly—Tg

Si en lugar de y;, y, y; se piensan sustituidos f(zy),
f(xs), f(x3) y, admitiendo que f(x) sea derivable en un entorno
de =0, se aplica el teorema del valor medio, se obtiene por

tanto :
1—f(E19)f (Es3)
[f’(‘élg)—f’(ilz) *%“1]’

L3—Ly

7ok

M|

donde £,, &5, Ey3 son valores medios entre z; y &, @; y 3,
T .

Finalmente, admitiendo que f’(x) sea continua y recordando
que f(o)=o,

limY — I I’_fy(o\ﬂ : p
T T TR T (6
L3—X,

Para estudiar el limite escrito en el denominador, nota-
mos que éste puede escribirse :

Flls)7 (51s) B~z

Ei3—Es2 Ty—Ty

cuando x;, x,, x;, tienden a 0, lo mismo ocurre para &5, &3;
consideramos pues por separado el comportamiento de los dos
factores. Por lo que respecta el primero podemos aplicar las ob-
servaciones de los parrafos 4,5, donde s6lo hay que cambiar f
en f. Si suponemos, en particular, que en un entorno de x=n,
f'(x) tenga derivada continua en el punto x=o, el primer
factor tiende a dicha derivada f”(o).
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Supongamos ademéas (lo que es siempre posible) que de
los tres valores x,, x,, z; se hayan llamado z, y x; los extre-
mos (siendo por tanto x; comprendido entre ellos); se tiene en-
tonces claramente 3

E1:—Ep

os———=2<1;
o w3_-$2 il
si pues f’(0)=o, sin més se concluye que todo el producto
tiende al limite o y limY = . Si al contrario f’(0) /-0, 5,

&,3 difieren respectivamente de % > LL__S por infinitésimos
de orden superior a z, —;,, ¥, —x;(3); se concluye por

tanto que

(*) Se trata de puntualizar acerca del valor § en la férmula del valor medio:

f(z-+h)—f(z)=hf(z+-3h) (0<3<1). |
8i la funcién f(x) admite en el punto « la derivada segunda, tenemos las
relaciones

\ s h2 ., ;
fa-Fh)—f(a)=hf (2)+ = f"(z)d-eh?
: f(z+3h)=f'(z)4-3hf"(z)+e.h
donde &,¢, representan infinitésimos con h. Sustituyendo en la primera fér-
mula resulta
— I?) f’(x)=8—e,=infinilésimo.
Luego, siempre que se supone f’(z) /o,
lim $= =
h—»o0
(Cfr. B. Levi, Analisi Matematica Algebrica e infinitesimale, p. 239).
Esta conclusién no basta sin embargo para la aplicacién del texto, en
tanto que la férmula del valor medio se aplica simultineamente a los intervalos
variables z,~z,,x,~z;, donde ademis x; es variable. Hay por lo tanto que
considerar una uniformidad en la convergencia al limite . Supongamos enton-
2
ces que la derivada f’’(x) exista para todos los # de un cierto intervalo; eseri-
bamos entonces las anteriores férmulas de Taylor con el resto de Lagrange

H(w4-h)—f(2)=hf (@)4-22 1" (2+nb)
f (249 h)=9hf"(x}+55h)

1 _f(z4nh) |

2 "(s1-5%h)

Si ahora suponemos estar alrededor de un punto z=—oen el cual f’(z,)/0
y suponemos f’’(z) continua en 2, el segundo miembro resulta uniformemente

(0<fl! f’<I)§
«comparando resulta

tan préximo como se quiera a ' con solo suponer bastante estrecho el inter-
2

valo de variabilidad.



S

lim Sl 1
Ty—Ty

.
9’

N

L

luego atn existe el limite del producto y vale = flel.

Concluimos que si la funcidn £(x) tiene derivada sequnda
en un entorno del punto x=o, la condicion necesaria y sufi-
ciente para que exista el circulo osculador en dicho punto
segun la definicion V es que esa derivada sea continua en el
punto. Evidentemente la condicion deja de ser necesaria en
el caso de no existir la derivada segunda en todos los puntos
de un entorno del punto considerado.

11. — He aqui unos ejemplos para aclarar las anteriores
conclusiones:

1°. Consideremos nuevamente la curva

e
y=a3sen -

del n. 6; vimos que en el punto (0,0) tiene circulo osculador
segun la definicion III y este circulo es la misma tangente y =o.
Consideremos ahora los circulos cuyo centro estd sobre una
paralela al eje x

I
= e
y a [ 9

Yy que pasan por el origen O, cortando nuevamente al eje = en

un punto de la forma z= la tangente en este punto al

I .
anmw’

circulo tendra la pendiente — I*r_a; por otra parte la curva pasa

in
por este mismo punto con la pendiente

2 vl o 4 I
TN Anﬂa'

—r=

Luego los puntos de la curva de abscisa inmediatamente

= ﬁ estan fuera del circulo el cual tendra que cortar la curva
en algin punto entre (0,0) y (5o=

) o). El razonamiento puede

repetirse para a<<— = considerando los puntos de la forma

b _(2n+~1l,r_c<
I

g

il

n entero) en lugar de los &= —.

Se concluye
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que cualquier circulo con el centro sobre el eje y, fuera del

segmento — —12— IE es limite de una sucesion de circulos

que cortan a la curva en O y en otros dos puntos que tien-
den a O.

Desde el punto de vista analitico se constata que la deri-
vada ;

7 (2)=3 «*sen —I:E — cos%

X

es continua, pero no la derivada de g(z)=f(z): x=2%sen

y notamos anteriormente que ya no .existe f’(o).
20, Si, al contrario, consideramos la curva

, I
y=uwtsen - =f(x),
tenemos
f(x)=4 x3sen i—— 2 cos% a0 —0

g(x) =13 sen %, g'(x)=23 22sen %——mcos—xl—

fH¢o) 0, offr) =wzaeen IE — 6 2 cos % —sen ..

La teoria nos dice que existira el circulo osculador segin
la definicion IV, pero, por ser f’(x) discontinua en x=o0, no
pocemos afi:mar que exista segin la definicion V.

En efecto, si consideramos los circulos cuyo centro esta
sobre una recta y=a <o y que cortan al eje z en dos puntos
de abscisas

B Y

la pendiente de la tangente en estos puntos es respectivamente

I
g 4n(2n-F1)an’

mientras la pendiente de la tangente a la curva es respectiva-

mente
1 1

T hnenz Y (anf1)mE




Basta entonces elegir
T

2

lal>

para asegurar que el circulo corta la curva una tercera vez

a la izquierda del punto = ;:E— :

(Se podria considerar igualmente valores positivos de a cuan-

. . I
do los circulos cortaran el eje x en pentos de la forma (rsae)
I

Y 5n7)- Se concluye que cualquier circulo tangente en O al eje

. T ” . ’
x y de radio > es limite de circulos que cortan la curva en

tres puntos tendientes a O.

12. — Se nota realizada en los ejemplos del n. anterior la
observacion general hecha ya en el n. 6, de que, en caso de
no existir un determinado circulo osculador segun las defini-
ciones IV, V, los centros de los circulos limites de sucesiones
de circulos en las condiciones de dichas definiciones estan todos
sobre la normal a la curva en el punto O. Se nota ademas,
en los ejemplos, que estos centros llenan un segmento (infinito).
También esta propiedad es general en tanto que de las formu-
las (4), (5) podemos concluir facilmente que si dos punlos
C,,C, de la normal son centros de circulos limites de dos
sucesiones de circulos en las condiciones de las definiciones
IV,V lo es también cualquier punto de uno al menos de los
dos segmentos (uno finito, el otro infinito) Cy,C,.

Sean en efecto Y;,Y, las ordenadas de C,,C,; en los dos
segmentos proyectivos C; C, fijamos arbitrariamente dos pun-
tos L,,L, cuyas ordenadas seran de la forma

;= Yth¥s o YA,

1= T, Ry (A, X2 >0).

Supongamos ahora fijadas dos sucesiones de circulos de-
finiendo respectivamente los circulos limites de centros C,, C,,
Llamando z’',® &',V &'y, 27, 7,0 £, () a las abscisas de los
puntos de la curva que determinan los circulos de lugar i
en las dos sucesiones, podemos siempre elegir la numeracion
de las dos sucesiones y aquella de los puntos de manera que

w’l(i)<m’2(i)< .’L"g(i»)< x"l(i)<: x”2(i)< x”s(i);
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llamemos todavia Y, Y, a las ordenadas de los centros de
esos dos circulos de lugar i, y pongamos

zm:’_/w‘” : ) — Y,(0—2,Y,® :
I_l"/\l I—)\2

de manera que z? y ) estdn respectivamente en el inter-
valo finito y en el infinito entre ¥, e Y,®.

Y@, Y, son los valores tomados por la expresién de
Y dada por (4) o (5) segln se considera el caso de la definiciéni
IV 0 V, cuando se ponen por las  respectivamente las x’ o las
z”. Imitando el razonamiento del n.2, se ve que se puede
pasar con continuidad de los primeros a los segundos valores
sin pasar nunca por el valor x=o0 y sin que nunca dos varia-
bles de distinto indice tomen el mismo valor. La expresion Y
pasard entonces con continuidad (eventualmente pasando por
el o) del valor Y, a Y,¥, de manera que se tendrd que en-
contrar uno al menos de los valores z¥, ¥,

Eligiendo los valores de x,, x,, #; que realizan esta condi-
cion se determinara por cada i un circulo, obteniendo de tal
manera una sucesion que satisface a las condiciones de la defi-
nicién IV o V y tal que las ordenadas de sus centros tienden a
ly 0 aly, (no esta excluido que la sucesién pueda descomponerse
en dos tendientes a los dos limites).

Considerando que las expresiones de X difieren de Y solo

et , que en las actuales hipotesis
Ti—xj

tienen limite determinado, se ve que también las sucesiones de

las abscisas de los centros de la sucesion de circulos tiende a

limite determinado, y precisamente a la abscisa del punto de

la recta C; C, que tiene la ordenada [, o [,.

Con esto el asunto queda demostrado.

por factores de la forma

Uso DE UNA TRANSFORMACION

13. — Las condiciones para la aplicabilidad de las defini-
ciones III y IV se pueden deducir en modo intuitivo de las
cordiciones de aplicabilidad de las definiciones I y II de la
tangente, mediante un orden de consideraciones que vamos a
explicar a continuacién y que puede servir en gran ntimero de
casos para establecer teoremas de geometria infinitesimal.
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Recordemos que se llama transformacion cremoniana del
plano (o del espacio) a una transformacioén algebraica biunivoca
no proyectiva. Las transformaciones proyectivas son caracteri-
zadas por cambiar rectas en rectas. Las transformaciones cre-
monianas cambian las rectas en curvas, generalmente de orden
mayor.

Con respecto a las transformaciones cremonianas del plano,
puede por muchos aspectos concentrarse la atencién sobre las
transformaciones que se llaman cuadraticas porque hacen co-
rresponder conicas a las rectas. En efecto, un teorema muy
notable, pero que no nos interesa en este momento, afirma que
cada transformacion cremoniana del plano puede descompo-
nerse en una sucesion de cuadraticas.

Las transformaciones cuadraticas pueden considerarse to-
das como productos de transformaciones proyectivas y de la in-
versién (transformacion por radios vectores reciprocos) y por
tanto sobre ésta vamos a detenernos ahora unicamente.

La inversion del plano respecto a un punto O es la trans-
formacion que, a cada punto M hace corresponder el punto
M, que pertenece a la misma semirrecta de origen O y tal que

OM . OM = constante.

Esta constante se puede poner sin mas =1 porque a este
caso uno puede siempre llegar por medio de una semejanza.

La inversion puede estudiarse geométricamente con me-
dios muy elementales y asi se la encuentra en muchos libros
de geometria (4). Se demuestra facilmente que cada circulo se
transforma en un circulo; en particular las rectas se transfor-.
man en circulos por el punto O y se transforman en rectas los
circulos que pasan por O.

14. — Respecto a cualquier transformaciéon cremoniana
existen puntos singulares que no tienen correspondiente deter-
minado. La inversién tiene un solo punto singular real y es O;
cuando un punto se mueve en el plano acercindose a O el
punto correspondiente se aleja hacia el infinito. Cada punto
de la recta del infinito puede de este modo considerarse como

(*) Ver por ej. Rouché et Comberousse - Traité de géométrie I. T-éme edit.
p. 281 y sig.



LGP

correspondiente al punto O. Se demuestra facilmente (y lo
vamos a averiguar luego analiticamente) que todas las curvas
pasantes por O con la misma tangente se transforman en curvas
que pasan por el mismo punto del infinito y reciprocamente.

A veces conviene transportar al finito los puntos del infi-
nito aplicando una transformacion proyectiva. El producto de
una inversiéon por una transformacion proyectiva nos da pues
una transformacion (cuadratica, pero no inversion) en la cual
los circulos pasantes por O (en particular las rectas por 0)
se cambian en rectas; los demdas circulos se cambian en las
conicas que pasan por los puntos transformados por la pro-
yectividad de los puntos ciclicos; al punto O corresponden
todos los puntos de una recta, con la condiciéon que todas las
curvas que pasan por O con una misma tangente se transfor-
man en curvas que pasan por un mismo punto de esa recta.
Diremos que este punto corresponde a la direccién de aquella
tangente.

15. — Supongamos ahora dada una curva Y pasante por
O y sea t su tangente; sea y' la curva transformada de Y y
T’ el punto correspondiente a la direccion ¢.

Consideremos los circulos que pasan por O y por dos
- puntos cualesquiera A,B de y; ellos tendran por transformadas
las rectas que unen los puntos correspondientes A’, B’ de Y’
y reciprocamente. Si A y B se mueven sobre Y tendiendo
a O, A” y B’ se mueven sobre Yy’ tendiendo a 7T’. Condicion
necesaria y suficiente para que el circulo OAB variando tienda
a uno determinado, es que la recta A’ B’ tienda a una determi-
nada recta por T es decir que Y’ tenga en 7T’ tangente deter-
minada. Es decir que las condiciones para que Y tenga circulo
osculador segin la definicion IV son las mismas que para que
Y’ tenga tangente en T segun la definicién II.

Si en lugar de considerar circulos por O y dos puntos
variables A, B se hubiesen considerado los circulos tangentes
en O a t y pasantes por un punto A de y, habriase tenido como
correspondientes las rectas por T” y por un punto variable A’
de Y'; de este modo el estudio de la definicion III, aplicada
a v se reduce al estudio de la definicion I aplicada a Y’

16. — Para realizar los calculos correspondientes convie-
ne expresar la transformacion en forma analitica.
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Llamando x,y las primeras coordenadas, xy,y, las coor-
denadas del punto correspondiente por la inversion, X,Y las
coordenadas del nuevo punto correspondiente después de una .
transformacion proyectiva que lleve al finito la recta del infi-
nito del plano z;y,, podemos escribir las férmulas de trans-
formaciéon en la forma:

Ly Y.

5 T, 2+y,® A €2 +y,®
I Y
e X H=F
R L XX
Y Y= 1yE

Si consideramos la curva Y
y=1f(z)==zg(=), (6)
la ecuacién de la curva transformada F sera
X
=29 (—1+Y2)° (7)
El coeficiente de direccion de la tangente en O a Y es

y'(0)=f(0)=g(0)

y I' pasa por el punto (o,¢(o)), comprobandose asi que la
direccion de la tangente a y determina un punto por el cual
pasard Ii. De (7) se obtiene

d}f
dy ,( X (14+Y2)—a2XY Jx
dXan I—|—Y2) (1Y2)2

de donde
dY 2 (I-|—Y2)( 1+Y?)
ﬁ:

(1-1Y2)2aXYq’ (I—J-FW)
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La existencia de L en el punto (0,¢(0)) es la condicion

dX

necesaria y suficiente para la existencia de la tangente a I segun
la definiciéon I.

Concluimos que para la existencia del circulo osculador
a v segun-la definicién III es necesarioy suficiente que f(x):

tenga derivada para x=o0; si esta derivada existe en un en-
torno de x=o0 y es continua en =0, entonces existe en un

d o 3
entorno del punto (o0,g(o)) la —Y y es también continua, es

dX
decir se aplica a LI la definicion II de la tangente; se aplica
entonces a Y la definicién IV del circulo osculador; y es esta la
conclusion obtenida yva anteriormente.

Un poco menos inmediata es la aplicacion del método a
la definicion V, porque en este caso las transformadas de los
circulos por tres puntos de la curva y son todavia conicas, que
solo al limite van a degenerar en la recta x=o0 y en otra recta.
Sin embargo, utilizando el hecho ya demostrado de que en todo
caso los circulos limites son tangentes a y y por lo tanto las
rectas transformadas pasan por el punto fijo correspondiente
a esa tangente, se obtienen todavia notables simplificaciones
en los calculos. Esta y otras aplicaciones dejamos al lector.

B. Levi



EJERCICIOS Y PROBLEMAS

PROPUESTOS

20. Construir un hexagono regular que tenga cuatro lados
consecutivos pasando respectivamente por cuatro puntos fija-
dos del plano.

21. Siendo @, ¥y, 3, . .., &, nGmeros positivos con la con-

dicion X z; =k, demostrar las desigualdades

1

n 2 n n2
iR S =
1 X

v

I

’

22. Demostrar que la suma de los cuadrados de las dis-
tancias de los vértices de un poligono regular de n lados a
cualquier recta trazada por el centro es constante. Hallar el
valor de esta constante y vincular la proposicién a un conocido
teorema de mecanica.

23. Se da vulgarmente el nombre de numeros «capicua»
a aquellos que pueden leerse indistintamente en los dos sen-
tidos. Los llamaremos ntimeros simétricos. Un nimero cual-
quiers se puede siempre expresar de varias maneras como
suma de nameros simétricos. Se pide una foérmula que ex-
prese un numero minimo de sumandos simétricos necesarios
para formar cualquier nimero de n cifras.

{im T—arcigz

24. Hallar
«—>o g2arctgx

25. En la teoria de las vibraciones de un eje que rueda
sosteniendo un volante en su punto medio, los posibles periodos
de vibracion estan determinados por las raices de una ecua-
cion de la forma ;

—e 2
e )=a, (a>o0).

1-Fe—2%

£ (tgE—

Se pide un estudio de esta ecuacién y del calculo aproxi-
mado de sus raices. ’



FLORES Y HOJAS

V. Es conocido que para encontrar un valor aproximado de
una integral definida se usan férmulas dichas de cuadraturas,
de las cuales las mas simples son las llamadas de los trapecios
y de Simpson

(trapecios)  [* f(a) da~ HOHO) g
b
: Fla)H4f () +(b)
(Simpson) /a f(z)dx ~ 6“ (b—a)

Se aconseja a menudo, para calcular la integral con mayor
exactitud, de dividir el intervalo a=b en cierto ntimero de
partes iguales cuya anchura podemos designar por h, for-
mando la integral en el intervalo total como suma de integrales
parciales en dichos infervalos parciales, siendo éstas calculadas
por una de las formulas anteriores. Para lo que vamos a decir,
nos conviene suponer que el nimero de las partes en que se ha
dividido el intervalo a~b sea par —2n; se obtienen entonces
las formulas siguientes, que se encuentran facilmente también
en libros de matematica aplicada: llamando por brevedad
Yo» Y1 -+ Yon a los valores de f(z) en los sucesivos puntos

de division (yo=7f(a), yon=1F(b)). )

r . b \
(Trapecios) ‘/” f(x) de ~ h(la e e L s W e %y2n )

Q. b ,
(bunpson)/a f(x) dx ~ _."’il (vot+ by, +2y.+bys+2y.+4-..
+4 Yon—11 ¥2u) (2)
Se demuestra también en los libros de anélisis que un li-
mite superior de la diferencia entre los dos miembros (lo que

se llama el error de la féormula de cuadratura) puede expre-
sarse de la manera siguiente:

(Trapecios\)'%f”(m), (Simpson) ngi(i f¥(m),
donde m es un numero conveniente del intervalo a=b. Se ob-
serva entonces que dicho error es ciertamente menor del valor
que se obtiene poniendo por f’(m) o f¥(m) respectivameate el
maximo valor absoluto de la derivada segunda o cuarta en el
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intervalo @b, y esto independientemente del valor de n, es de-
cir de la anchura h. Se concluye facilmente que, por lo menos
cuando se tome h bastante pequeiio, el error proporcionado por
la férmula de Simpson deberd considerarse como menor de
aquel proporcionado por la férmula de los trapecios.

Ahora bien, presentamos a nuestro lector las consideracio-
nes siguientes:

En la férmula (2) las y con indice par comparecen con
el coeficiente 2, aquellas de indice impar con el coeficiente 4;
resulta que en el calculo se da un peso preponderante a los
valores de las y de indice impar; pero es evidente que en
cuanto nuestros razonamientos se dirigen a una f(x) cualquiera
y a un intervalo a—b cualquiera, no es posible dar una prefe-
rencia a unos o a otros valores de f(z). Podemos restablecer
el equilibrio en la manera siguiente: la razon de la division en
un numero par de partes estaba en que esto era necesario para
aplicar la formula de Simpson; descomponemos entonces la
integral en la suma de tres, correspondientes a los intervalos
entre a y el punto 1, entre 1 y 2n—1 y entre 2n— 1y b. A
las dos integrales extremas aplicamos la formula de los trape-
cios, la que, atin en el caso de ser menos exacta, influenciaré
muy poco el error total por ser los dos intervalos muy pequeiios
(anchura h) y aplicamos la férmula de Simpson al intervalo
entre los puntos 1 y 2n — 1, con lo cual los puntos de indice
impar y par cambiaran sus funciones.

El célculo indicado nos dar4 una nueva valuacién de la
integral buscada. Nosotros tomaremos entonces la media de las
dos valuaciones, la (2) y la nueva. Si se hace el calculo se en-
cuentra como resultado la expresion (1) mas

) = ()]

Esta diferencia podria reducirse sin méas a o en el caso
muy simple en que la curva y=f(x), siendo absolutamente cual-
quiera en el intervalo entre los puntos 1 y an — 1, terminara a
las extremidades con dos trechos horizontales. En este caso po-
dria observarse en mas que no tendria mayor importancia lo de
haber calculado las integrales extremas con la férmula de tra-
pecios, porque ella da sin mas el valor exacto.

¢Qué conclusiones saca el lector de todo eso?



El dia 8 de enero de 1642 fallecié en Arcetri (Florencia),
Galileo Galilei, quien
........ vide
sotto 1’etereo padiglion rotarsi
pin mondi, e il sole irradiarli immoto,
onde all’Anglo che tanta ala vi stese
sgombro primo le vie del firmamento ().

Este ultimo, Isaac Newton. nacié en Whoolstorpe (Grant-
ham - Inglaterra) casi exactamente un afo después, el 25 de
diciembre de 1642, seqin el calendario juliano que en aquel
tiempo se adoptaba todavia en Inglaterra.

Teniendo en cuenta que en los paises catdlicos desde 1582
regia el calendario gregoriano, para comparar exactamente las
fechas habria que agregar 10 digs a la anterior, llevando asi
el nacimiento de Newton al 4 de enero de 1643; pero conviene
aceptar la costumbre de mantener las fechas que los aconteci-
mientos tuvieron al cumplirse, lo cual en este caso nos lleva a
conmemorar al mismo tiempo el cenlenario de la muerte y del
nacimiento de dos mentes soberanas, y sin embargo de carac-
teristicas tan diferentes, en un siglo de mentes universales.

«Mathematicze Nota» recordard la fecha con unos articu-
los histéricos y criticos que se publicardn en fasciculos suce-
sivos. Mientras tanto, presentamos en la pdgina del frente una
reproduccion de la tapa de la primera edicion (1632)(2) del
célebre «Didlogo sopra i due massimi sistemi del mondo» (3).

Sea dicho de paso desde ahora. que el punto de contacio
mds popular de los dos grandes, recordado por el poeta y que
estd precisamente vinculado a la teoria del sistema solar, no
es posiblemente, ni para el uno ni para el otro, el mayor titulo
de gloria. 5

(*) Uco Foscoro, Dei sepoleri (1807), ¢¢... vié rodar varios mundos ba-
jo la béveda celeste y el sol alumbrarlos inmévil, por lo que fué el primero
en despejar las vias del firmamento al Inglés que tanta ala extendié en ellos’’.

(?) Como se encuentra en la ‘‘Edizione Nazionale’’ de ‘‘Le Opere di Galileo
Galilei’’, Barbera, Firenze.

(®) La edicién latina de tres afios después dice simplemente ‘‘Dialogus de
systemate mundi’’. La tapa de esta otra edicién, imitando a la presente pero
con algunas diferencias evidentemente no casuales, se encuentra reproducida en
SCRIPTA MATHEMATICA, Vol. VII (1940).



Las tres personas representan, de izquierda a derecha, Aristételes, Tolomeo y

Copérnico, como puede leerse en el borde las tdanicas; nétese que $e trata de

un dibujo de fantasia; en la edicién latina que citamos al lado el retrato de

Copérnico estd sustituido por otro més verosimil, seglin la figura que de este
sabio nos fué conservada.



EJERCICIOS Y PROBLEMAS

SOLUCIONES

N.0c 5 — Dibujar la curva de ecuacién #*y — z* + y — 0; determinar
alguno de sus elementos notables (puntos de inflexién, puntos de méaxima cur-
vatura, asintotas...); calcular el 4rea comprendida entre la curva y la rec-
Vel ) — 1l

Solucidn. Se trata de una ecuacion ctbica. La curva sera
simétrica respecto el eje de las y por contener tunicamente
potencias pares de x y por tanto bastara estudiarla s6lo para
valores positivos de .

Como la ecuacion de la curva se puede escribir

[ (1

15— 4

se ve que x toma valores reales s6lo para o <y=1; cuando y
varia con continuidad en este intervalo, el valor positivo de z
recorre con continuidad el intervalo 0~ o ; por tanto la curva
tiene una sola rama real (infinita) contenida en la banda
O=Yy=1.

Despejando y la ecuacién de la curva se escribe
h>)
. x‘:
_ — 2
Y= e 3
y derivando dos veces

: 5 »  2—bx?
Y=aTew VT hFer o

Para valores x>0 resulta y’>o0: la funcién es pues cre-
ciente. En el origen es y'=o0, tenemos pues un minimo de la
funcién.
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La derivada segunda se anula en los puntos $=:!:17%’ los

cuales serdn por tanto los tnicos puntos de inflexion de la
curva.

Para ——— <:1:< resulta y”">o0 y la curva serd con-

1/3

cava hacia ‘el semieje positivo de las y. Para x << — 15 o w>—ﬁ

resulta y” <<o y la curva serd convexa hacia el mismo semieje.
De la férmula (2) se ve que para £ — », y —1; por lo
tanto la recta y=1 es asintota de la curva.
Con estos elementos podemos ya dibujar la curva. Es la
representada en la figura.

& 5

Para hallar el area comprendida entre la curva y la recta
y=1, procedemos por calculo integral. Teniendo en cuenta
la ecuacién (2) de la curva, el area dicha sera

+Zl° 4
A= / —{—w2) dx—/l—_'_—; [arctgw]:n.
—® — oo

Esta solucién es andloga a las enviadas por los Sres. LoRENZO O. COPELLO y
PEprO E. ZADUNAISKY, alumnos de la Facultad de Ingenieria de Rosario. Otra
solueién ha enviado la Srta. MABEL MOLINELLI WELLS de Buenos Aires.

N. de la R. Entre las soluciones enviadas ninguna resuelve
la cuestién de hallar los puntos de méaxima curvatura. Veamos
como se pueden hallar. Siendo la expresion general del radio de
curvatura

ML
ly”]



elilh s
segun las expresiones (2) y ,(3) del texto serd

p (@) hozp

2(x2-+1)3{3x2—1 |’

Observando que en esta expresion aparece = elevada a
s6lo potencias pares, conviene, para simplificar, hacer la sus-
titucion

resultando

R (BB 65 854 1)%
e

I ; ¥
Para =0, x=o, R=;, y, por razones de simetria,

éste es ciertamente un valor extremo del radio de curvatura.
Los puntos de mdaxima y minima curvatura distintos de z=o,
corresponden a valores positivos de &, para los cuales resulta R
I

3
que corresponde a los puntos de inflexion ya determinados.
Excluyendo estos puntos, los valores de & buscados seran los
que anulen a la derivada R’. Se tiene

maximo y minimo. Notemos que para &= — resulta R= o,

. B(E4-3524 BELo) (B4 E3L-6E24 8Ef 1)k
o (£F1)3(3E—1)
12E(E4 [ E3-LGE2|-8E| 1)
X (E+1)4(35—1)?
o BLERAEREEBE ) o R AR b B 8 B 3,
(E41)* (SE—ni2

+2R

Teniendo en cuenta que solo buscamos para & valores
positivos, para los cuales la primera fracciéon es siempre >> o,
: T
excluido el valor E=»3~ del cual ya se ha hablado, los valores
de & que cumplen la condicion citada seran las raices positivas
de la ecuacién

f&) =438+ — 72 —E—2—0.
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Se tiene que para E=1, f(1)=—4, y para §=2,
f(2) =64; hay pues, por lo menos, una raiz entre 1 y 2, y
no puede haber otra, por cuanto los coeficientes de la ecuacion
presentan una sola variacion. Por ser los coeficientes de la
ecuacién enteros y el primero 1 la ecuacion no tiene raices
quebradas; por tanto esta Gnica raiz positiva sera irracional y
podemos calcularla por aproximacién. Considerando el punto
medio del intervalo 172, £ =1,5, se tiene

f(1,5) =10,28125>0

Tomando ahora Ezl_}_—;ﬁzl,a.r), f(1,25) =o0,0947.

Aplicamos ahora el método citado en Mathematice Notz,
ano primero, Fasc. 2, pag. 4. Se tiene
f(€)=b58 4128 +68—14E—1
para £=1,25, f'(1,25) =26,5195

f(1,25)
f(1,25)

=0,00357.

El ntmero indicado con n vale pues 0,007; la variaciéon
de f'(§) dentro de un intervalo de esa anchura en proximidad
de E=1,20 es ciertamente <0,07f"(2)<0,007.4.150=

T : F .
=,2 <—2—f(1,25). Se sigue que una sucesion de aproxima-

ciones sucesivas a la raiz buscada esta dada por

€ =1,20 — 0,003 =1,247

o pahe o LIS __ 001358 .-
Sie=aer v < 1,247 S 1,2465
= ‘1,2465
g, =1,2465 ﬂ—;élg—?—l = 1,2465 — 0,000003 = 1.246407.

Segun la teoria general expuesta en el l.c. cada una de
estas determinaciones representa la raiz con error menor de
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la diferencia con la determinacién anterior; podemos pues.
escribir

£—=1,2464 con error < 10 %.

Podemos agregar que este error es por exceso; bastaria, pa-
ra averiguarlo, verificar mediante el clculo directo que todavia
f(€:) >o. '

Sin calculos, resulta de la teoria de las citadas paginas
hhy 45, porque, siendo evidentemente, para los valores conside-
rados de &, f’(€) >o, f' decrece con & y por lo tanto la for-
mula (5) de la pag. 44 dice que &5 — &, y &, — &; tendran el
mismo signo.

Para calcular ahora el valor de , sustituyendo en x=1/5,,
tenemos

V1,2l;63 <z <V1,2[;6[1.

Un valor aproximado de = es pues Pl 1165
siendo ademas 1,1162=1,245456, se tiene mas precisamente

V1,1 1621844 . 1074 <2 < Vb 1624 9,44 . 1074

R R g S DAL 1o
‘/ I‘f'm“’ 4<I,116<V g 124545 "° .

Se sabe que un valor aproximado por exceso de las dos
raices es

1. 30101 Mg

] et o o P S bk T
e e T

por lo tanto el valor x=1,116 es aproximado por defecto
con error

116. 1078

—4
5758 <hHi100t
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N.0 8 — Sumar la serie

= an-+3
2 e on(nta) -

Solucién. Descompongamos cada término de la serie en
tres fracciones con denominadores n— 1, n, n-+2; para lo
cual basta determinar los valores A, B, C con la condicién

an-3 A B Cc %
(n—I),;(n—}—z):n—I +_n~+n—{—2 ; (1)

De aqui
an+3=An(n+2)+B(n—1)(n+2)+Cn(n—1)

¢ identificando los coeficientes de potencias analogas de n, se
obtiene

A G B alprie Al Hiepis i Sy By
de donde

U ¢ PO

) 3 I
£ T s 6

Segun (1) sera

= an-+3

A e BB
,fz(n—l)n(n—|—2) i 7_{—?—’_5—{—_3—

wes SN2 n+2+n—{—2

y como A4 B+ CG=o0, queda que la suma buscada, tenien-
.do en cuenta los valores encontrados para A, B y C, vale

Al Ien) B (S +5)=30.

Esta solucién ha sido enviada por el Sr. MobESTO GONZALEZ, profesor de
‘San Luis.
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N.o 9 — Se corta una figura convexa del plano por m rectas tales que
nunca pasen dos por un mismo punto del contorno de la figura ni tres por
un mismo punto interior a la misma. Sea p el ntmero de puntos de intersec-
cién de estas rectas que son interiores a la figura y 7 el ntmero de regiones
en que queda dividida. Demostrar "que

r=mn4p -+ L

Solucion. En la demostracion que vamos a dar se puede
prescindir de la condicion de que «nunca pasen dos rectas por
un mismo punto del contorno de la figura», con tal que, en
caso de que esto ocurra, no se cuente el punto de interseccion
como «interior».

Procederemos por inducciéon. Sabemos que si seccionamos
una figura convexa por una recta cualquiera, la figura queda
dividida en dos recintos convexos. Luego, para m=1, es
p=o0 y r=2, verificandose la relacion del enunciado

~

r=n-+|+p-+t1. (1)

Supongamos que el teorema se cumpla para n rectas.
Demostraremos que se cumple para n'=n-1.

Seccionada por las n rectas, la figura convexa quedara
dividida en r recintos convexos. Sean P; los puntos p de in-
terseccion de las rectas que son interiores a la figura. Si cor-
tamos la figura con otra recta cualquiera s que no pase por
ningin punto P; ella cortara por ejemplo a vy recintos de los r
y originara d puntos S; de interseccion con los segmentos de
las rectas anteriores que linitan estos recintos. Después de la
seccion con la recta s, el ntimero de rectas trazadas es n' =
=n-41; el nimero de recintos en que queda dividida la fi-
gura serd la suma de los r— 7y no cortados por s, mas los
obtenidos por la seccion con s de los y recintos, que serdn 2 Y.
Es pues

A WEANS LN RRE T 1 T TSR Rl

El ntimero p’ de puntos de intersecciéon de rectas que son
interiores a la figura, es p’=p--5 pues, por hipétesis, nin-
guno de los puntos P; coincide con alguno de los S;. Para de-
mostrar que r’=n’-+ p’ - 1 baslara demostrar que y=2>%--1.

Pero esto es inmediato, pues sobre la cuerda que la recta s
determina en la figura convexa dada, incluidos los extremos,
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hay d-}2 puntos los cuales determinaran 842 —1=0%8-1
segmentos y como a cada segmento corresponde una de las ¥
regiones, es d=y-} 1. Con esto resulta demostrado el enun-
ciado del problema.

Esta demostracién se debe al Sr. RAIMUNDO FAJARDO, alumno de la Faec.
de C. Matematicas de Rosario. Otra solucién anéloga ha sido enviada por el
Sr. Jost CoHEN de La Plata.

N.o 10 — Sean fijos sobre un plano una recta r y un punto O distante
de ella h. Se traza una circunferencia cualquiera que pase por O y corte a r
en dos puntos 4 y B. Llamando R al radio de la circunferencia, demostrar que
se verifica

04.0B — 2 RE.

Solucion. De la construccion indicada en el enunciado re-
sulta un tridngulo A B O inscrito en la circunferencia de radio
R. Llamo H al pie de la normal bajada a AB desde O y con
B el angulo A BO.

Queda asi determinado un tridngulo rectangulo OH B
en el cual se cumple

sen[3=i-
OB

Supongamos el didmetro A B’ que pasa por A, con lo
cual queda definido un nuevo tridngulo A OB’ que es rectan-
gulo por estar inscrito en media circunferencia. El angulo
en B’ es igual al B ya que ambos abarcan el mismo arco de
circunferencia y por tanto g

sen e % _— Q_é
S Py
- Igualando esta expresion de sen con la obtenida anterior-
mente se obtiene

h _0A

OB 2R
de donde se deduce OA.OB=2Rh, como se queria de-
mostrar.
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Esta solucién es debida al Sr. LorENzo O. CopELLO de la Facultad de
Ciencias Mateméaticas ete. de Rosario; soluciones anflogas han enviado los Sres.
OscAr P. SIMIAN, RAIMUNDO FAJARDO, GuDo O. G. LISERRA, JosE COHEN.
Una pequefia modificacién, consistente en considerar directamente la semejan-
za de los tridngulos OHB, AOB’ permite de evitar el uso de férmulas trigo-
nométricas; eon esta variante enviaron soluciones los Sres. MoDESTO GONZALEZ,
CArRLOs A. KRUGER, Dr. M. SADOSKI.

N. de la R. La férmula propuesta resulta evidentemente de
la composiciéon de las dos conocidas féormulas de trigonometria

a ) c
—— = — R
sena senf seny

abseny=ch,

FLORES Y HOJAS

RESPUESTA

La paradoja propuesta en el Fasc. 2 (afio 1°., pag. 73) es-
taba expresada en el modo siguiente:

ITI. Un coche se mueve con la velocidad v. Un viajero deja caer del coche una
picdra de masa m; al llegar a tierra la piedra golpeari el suelo con una ener-
gia 1/2 mv® (abstraccién hecha de la energia adquirida por efecto de la gra-
vedad). Si empero el viajero imprime a la piedra una velocidad v respecto al
coche (empleando por esto una energia 1/2 me?) la piedra golpeara el suelo
con la energia 1/2m (2v)* = 2 mv®. 3En el caso de ser cierta la conclusién, de
dénde proviene la mayor energia adquirida por la piedra? :

Del Sr. S. Freiberg de Tucumén recibimos la solucion si-
guiente:

Llamando:

M a la masa del tren,

u a la pérdida de velocidad del tren.

De acuerdo a la ley de conservacion de los impulsos se
tendra:

Mv-+mv=M (v—u)+f+2mv (1)

y por lo tanto
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=~
o
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De acuerdo a la ley de conservacion de la energia, lla-
mando X a la energia que entrega el viajero, escribimos:

-‘ITMv?—i—éva{—X:%M(v—u)?—{—%m(zv)i’ (3)
De (2) y (3) obtenemos:

XI‘—;NIU'Z(I - —TT) (4)

; ; g 1 ;
energia entregada por el pasajero y que tomard el valor — mv?,

indicado en el problema, en el caso que m sea despreciable
ante M o que alguna eanergia exterior mantenga la velocidad
v del tren en el instante de ser lanzada la piedra.

Analizando ahora la energia perdida por el tren, X', se
tiene:

X = Mo — M (v —u)? (5)
de donde, teniendo en cuenta (2),

X =me? (1 4-%%)- (6)

Si sumamos la energia entregada por el viajero con la
perdida por el tren, encontramos

E=X4+X =3 mg (=)

valor éste que sumado a la energia que llevaba inicialmente
la piedra, % mv?, dan la energia 2 mv?, que es el valor indi-
cado en el problema.

Es evidente, por lo tanto, que la mayor energia adquirida
por la piedra no es mas que la perdida por el tren al ser
aquella lanzada.
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Se ve que para M = o se obtiene de las ecuaciones (2),

(4) y (6)

I
u=o X=7 mo? X = mo?

resultando para E el mismo valor —39— mv?, evidenciandose que es
independiente de la masa del tren.

N. de la R. — Se admite por cierto, en las consideraciones
anteriores, que la piedra adquiera la velocidad 2v respecto a
la tierra, lo cual, como observa el Sr. Freiberg, sélo ocurre si
se desprecia la masa m respecto a M o se entrega energia des-
de el exterior. En cuanto estas hipdtesis no estan en el enun-
ciado el cual dice solo que el viajero imprime a la piedra la
velocidad v con respecto al coche, puede ser conveniente repetir
el calculo sin hipétesis complementarias. '

Si tomamos como sisiema de referencia uno  ligado al
baricentro del sistema coche - piedra y admitimos que en
este sistema la piedra adquiera la velocidad x, llamando M
a la masa del coche, debe éste adquirir una velocidad y tal que

mx -+ My=o. (8)

Esta condicion, la cual expresa el Ilamado principio del
baricentro, y que es equivalente a afirmar que el sistema piedra
- coche es dindmicamente aislado, es la unica que actta en la
deduccion. En efecto, por ella sigue que

m (e 0)24+M (y-+v)2=mv? - Mv> 4 ma? 4+ My?;
m (x4 v)2=mv2 -+ [Mv2— M (y -+ v)?] -+ [ma2 -+ My2].
En el segundo miembro el primer corchete []| es la ener-

gia perdida por el coche y el segundo la energia gastada
para alterar las velocidades relativas de la piedra y del coche.

Si queremos expresar exactamente las hipotesis del pro-
blema, tenemos que observar que la velocidad de la piedra con
respecto al coche sera

gl Sl e
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y tendremos que agregar la ecuacién

rT—y=v (9)

Con la anterior (8), ella nos da

m
w:v——M+m, y=—-v——~M+m.

Aplicando, como dijimos, el principio del baricentro, se-
gan el cual, a no actuar fuerzas exteriores al sistema, el ba-
riceniro debe mantener constante su velocidad v respecto a la
tierra, concluimos que la velocidad final de la piedra respecto
a la tierra es en realidad

1)(I_f_. M )= M-+m
M+m /)~ 2M+m

v en vez de 2v.

En cuanto al viajero, podemos suponerlo fijo en el bari-
centro para empujar la piedra con la velocidad x y el coche
con la velocidad y; para eso empleard una energia

I . 1 mMov?

I "‘—._—-,—
me —}~—§My2— 5 M—}—-m’

un poco menor de la supuesta.
Si después de todo miramos a la energia cedida por la pie-
dra a la tierra, ella sera

1 (ﬂ—km)?

X m?
o M-+-m

mientras que la energia final del tren sera:

e M
> (M~m)?
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He aqui un libro que se sefiala a la consideracién del estudioso por muchos
titulos. Primero por la autoridad del nombre de v. Kérmén; segundo por la
manifiesta voluntad de hacer obra nueva, de sefialar una ruta. Encabezan los
AA. el prefacio con un epigrafe sacado del tratado de filosofia natural de
Thomson y Tait (cada capitulo estid caracterizado por un epigrafe): ‘‘No
entramos en los problemas ni para busear, ni para evitar ejercitaciones mate-
méticas, sino s6lo en vista de su posible aplicacién para las ciencias fisicas’’;
y afirman méis adelante que lo mnecesario para la formacién de los ingenieros
no es mds matemdtica sino una mejor comprensién de la potencialidad de su
aplicacién. Concordamos con plena conviccién en uno y otro lema; sin embargo
la misma lectura del libro nos ha refirmado en la conviecién que la cultura es
practica precisamente y sélo en cuanto es cultura y que la potencialidad de su
aplicacién sélo se comprende con el perfecto entendimiento de los postulados
sobre los cuales esta tltima se apoya.

Notan los AA. que dos métodos se proponen para enseflar el arte de
aplicar la matemitica a problemas de ingenieria; el uno consistiendo en un
curso sistemético sobre ramas adaptadas de la matematica, incluyendo ejem-
plos apropiados de aplicacién; el segundo consistiendo en elegir ciertos grupos
representativos de problemas de ingenieria para mostrar el acceso matematico
hacia su resolucién; el libro preserte quiere ser un experimento en esta segunda
direccién. En nuestra oy;inién uno y otro procedimiento pueden llamarse de
alguna manera los métodos de la prisa y por esta razén nos parece justo dudar
que no representen las vias més recomendables. Hay un tercer método que
consistiria en el exacto conocimiento de las ramas de la mateméitica que se
estiman necesarias y de su potencialidad mateméitica, sin bordados de Iujo,
después del cual vendria a continuaeién el conocimiento de las hipétesis y de
los postulados sobre los cuales se funda la aplicacién. Porque la ecuacién que
traduce un determinado problema es un simbolo vacio mientras no se conoce
la teoria fisica y practica que esti:incluida en esa traduccién (y ésta nunca
puede encontrar lugar en el momento en el cual la preocupacién principal estd
dirigida haecia al ejemplo mateméitico); mientras al contrario, una vez
planteada la ecuacién, sélo el conocimiento del propio instrumento matemético
puede aconsejar el manejo més conveniente para lograr un resultado dentro
de los limites fijados por aquellos postulados y por aquellas hipétesis. Hay
que pensar en efecto que, cuando el interés que tiene la préctica en la resolu-
ciéon de determinado problema matematico encuentre respuesta en un procedi-
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miento de resolucién regularmente reproducible sélo con variar nidmeros, ella
no es méis matematica sino rutina fécilmente sustituible con pocas férmulas
y pocas tablas, por lo cual bien puede decirse que una ecuacién particular,
una vez que haya sido resuelta, nunca se presentari nuevamente fuera que en
los ejercicios de un texto.

Los autores de nuestro libro suponen en el lector una cultura matematica
previa que llegue a la integraeci6én, sin incluir a ésta. El primer ecapitulo estd
por lo tanto destinado a la nocién de la integral de una funcién o de una
ecuacién diferencial ordinaria; se exponen unas reglas para la reduccién a
cuadraturas de ecuaciones diferenciales simples y se desarrolla con bastante
amplitud el método de Adams, para la integracién numérica de ecuaciones di-
ferenciales de primer orden resueltas respecto a la derivada. Un ejemplo numé-
rico para mostrar una conveniente disposicién de los caleulos ha sido elegido de
manera a permitir la comparacién de los resultados aproximados con los que
ofrece la resolucién analitica de la ecuacién; quizés podriase observar que la
extrema particularidad poco permite inducir sobre la aproximacién obtenible
en casos mas generales.

Para sistemas de ecuaciones y para ecuaciones de orden superior se dan algu-
nas indicaciones muy generales, dejando, en particular, completamente de lado
el problema de la integracién numérica. Bastante amplitud se da al estudio
de las ecuaciones diferenciales lineales, particularmente en el caso de los coefi-
cientes constantes, las que encontrarin aplicacién todo a lo largo del libro;
pero se presenta aci una laguna singular relativa al caso de las ecuaciones no
homogeneas, la cual va a reflejarse en varias partes de los desarrollos sucesi-
vos; se hace notar que la solucién general se obtiene sumando a una solucién
particular la solucién general de la ecuacién (o sistema) homogenea corres-
pondiente; pero no se da ninguna idea general sobre el modo en que aquella
solucién particular se puede encontrar. Cuando, més tarde, el problema se
presentars efectivamente, se trata al principio de un término constante o igual-
mente simple (generalmente un seno) como para poder adivinar sin més la
solucién, pero se llega finalmente a las pag. 323-324, donde el caso general
se impone y se observa entonces que, si este segundo miembro es un polinomio,
existird siempre un polinomio del mismo grado que representa una solucién
particular., Pero, si se trata de una funcién més complicada o dada grifica-_
mente, resulta imposible el conjeturar la solucion particular que necesita (it is
imposible to ‘‘guess’’ the particular solution needed); por lo que el lector estd
enderezado a considerar el problema como resolvible sélo a través de un desa-
rrollo en serie de Fourier.

Algo curiosa también esta otra observacién sin efectiva importancia en un
libro de matematica aplicada; se cree necesario sefialar la posibilidad de solu-
ciones singulares, para ecuaciones diferenciales de primer orden, conmsiderando

como ejemplo la ecuacién y’=— ]/1——-31, se concluye con la explicita enuncia-
cién (p. 14): ‘‘Las ecuaciones de primer orden pueden tener soluciones singu-
lares sélo si la funcién f(z,y) que determina dy:dr es multivalente’’. Todos
saben que el ejemplo citado se repite con cualquier ecuacién y’=f(y) tal que,
para un ¢ conveniente, f(c) sea infinitésimo de orden <1

El segundo capitulo trata con bastante amplitud las funciones de Bessel;
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el tercero contiene las nociones fundamentales de la dinimica del punto y de
los sistemas rigidos con los necesarios elementos de la teoria de los vectores;
finalmente en el cuarto, bajo el titulo de ‘‘problemas elementales de la diné-
mica’’ se tratan problemas clisicos de.movimiento de un punto bajo la accién
de fuerzas dependientes de la posicién y de la velocidad. Se estudia aqui la
ecuacién del péndulo, tomando esa oportunidad para dar una mirada rapida en
la teoria de las funciones elipticas, la ecuacién de los movimientos amortiguados
bajo la aecién de una fuerza casi elistica y de una funcién sinosoidal del
tiempo, el movimiento de un proyectil y de un aeroplano en un medio resistente.
Estamos todavia en el dominio de la mecénica racional, mis que de la ingenie-
ria porque las ecuaciones diferenciales derivan directamente de datos globales
sobre las fuerzas actuantes sobre el baricentro. Pero deseamos detenernos un
momento sobre el problema del figoide () — el que més se aproxima al domi-
nio de las aplicaciones — para explicar sobre el ejemplo algun punto de vista
personal. :

Después de unas transformaciones elementales, se trata de integrar la ecua-
€ién lineal

»:i—c(cos &)+:—Ccosﬁ=% 5 =

? es el dngulo de la tangente a la trayectoria con el eje horizontal, & es, salvo
un factor, la distancia vertical, considerada como creciente hacia abajo; se
escribe sin dificultad la solucién en la forma

A

cos § = VZ

|

+

(4 constantes de integracion) ; 2)

un diagrama presenta en el libro las curvas representadas por (2), para dis-
tintos valores de 4, tomando como coordenadas & y cosd, y agregando las
palabras siguientes: ¢‘notamos que solamente la faja >0 , —1 < cos < 1
tiene significado fisico’’.

Creemos que la primera educacién que se debe impartir al principiante
para que adquiera confianza en la potencialidad de la matemaética en relacién
a las aplicaciones esté en enseiiar que un problema, cuando sea bien puesto,
no puede pedir todavia el recurso al significado fisico para juzgar de la validez
del resultado matematico. En el caso presente las ecuaciones han sido escritas
considerando & como una variable real — creciendo o decreciendo con el tiem-
po t,— y no tienen sentido matemdtico fuera de este dominio. Podia hacerse
en (1) una sustitueién cos =1y eomo artificio grafico para la comparacién
con la forma tipica de la ecuacién lineal, pero observando que la nueva ecua-
€ién equivalia a la (1) sélo internamente al campo en que la sustitucién tiene
sentido (en los extremos del campo no hay equivalencia entre las derivadas

(') La palabra phygoid, para sefialar una esquematizacién del aeroplano
se debe a LANCHESTER (Aerodonetics), derivindola del griego ovyy ; cabe ob-
servar, como lo hace Runge en la traduccién alemana del libro, (4erodynamik -
Teubner - Leipzig n. Berlin - 1909) que el nombre y la derivacién son impropios,
significando vy fuga y no vuelo.
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de cosd y de 7, y la validez de la solucién sigue sélo de una razén de conti-
nuidad) ; pero la solucién tenia sentido sélo en cuanto la variable es § y sin
més cosy varia entonces entre —1 y 1 y £ toma (periédicamente) los valores
correspondientes. -

Si entonces 4 =*: 0, resulta sin més que no puede £ pasar por el valor 0, por
lo cual serd efectivamente siempre > 0, si tal se ha puesto su valor inicial. Si
al contrario 4 —0, se presenta efectivamente un caso de excepcién en el cual
es necesario adentrarse mas en el anilisis meednico; en efecto la ecuacién (2)
no dice méis nada sobre el comportamiento de O y &, o mejor diria que, pa-
sando Y por el valor 12, podria seguir ereciendo y ¢ pasaria a valores nega-
tivos; pero se debe notar que la ecuacién diferencial y su solucién dejan en
este momento de representar el fenémeno fisico, porque, para pasar de las ecua-
ciones iniciales a la (1) se hizo una multiplicacién por la velocidad v que en
este momento toma el valor 0; ademéas la misma ecuacién (1) adquiere en este
momento una segunda solucién, cos § — ceonst. — 0; no es cierto en efecto
que el figoide recorra a continuacién otra semicircunferencia por debajo del eje
€ = 0, como apareceria de la figura siguiente (10.2) del libro, sino que se
caeria verticalmente. v

La discusién de la ecuacién (2) lleva a otra observacién interesante. Se
ve facilmente que para 4 <0, variando £ de 0 a oo el segundo miembro varia
de — 00 a 4 oo (*); por lo tanto hay siempre un intervalo de valores positi-
vos de { para los cuales este segundo miembro toma valores entre —1 y 4 1;
al contrario, si 4>0, dicho segundo miembro alcanza a un minimo para

C— (3‘4 )% y este minimo es (3_‘4.)% ; para que existan valores de ¢ pa-
2 by

ra los cuales este segundo miembro sea << 1 es necesario que A <3L‘; cuandc
esta condicién estd satisfecha con el signo <<, se ve ficilmente que, al variar
€ dentro de cierto intervalo que comprende siempre el valor £ — 1 dicho

segundo miembro toma valores comprendidos entre aquel minimo y 1; al con-

trario, cuando 4 -— _z_, solo para =1 toma el valor 1 y para los demdis va-
lores de ( resulta > 1. La ecuacién (2) no representa pues en este caso una
curva, sino que hay que discutir el sentido de la solucién § = 0, £ = 1. Evi-
dentemente no se puede mas hablar entonces de solucién de la ecuacién (1);
pero, debemos recordar que en cualquier problema mecénico la variable ecierta -
es el tiempo ¢; nuestra ecuacién (1) se obtuvo eliminando tdcitamente el ¢ por
medio de un cambio de variables, admisible sb6lo si la supuesta variable era
verdaderamente tal. Si entonces se remonta a las ecuaciones primitivas, se re-
conoce que efectivamente ellas se pueden realizar con

pero esta hipoétesis, significando vuelo a altura constante, incluye que el valor

(*) Notese que también para Y€ hay que considerar siempre la determina-
cién positiva.
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constante de § debe ser 0, de donde sigue también # — 1; se trata pues de
los valores limite de & y £ encontrados arriba (%).

En el libro se habla dos veces (p. 148, 149) de ‘‘puntos singulares de la
ecuacién diferencial’’, sefialando como tales los caracterizados por & =0,
jcosg =0, y por £ =1, & =0; pero pensamos que dificilmente el lector
desprevenido va a entender el sentido de la indicacion, primero porque ella
est4d justificada sélo en un péarrafo sucesivo (p. 190), cuyo valor es absoluta-
mente abstracto y no encuentra aplicacién aqui, ni en lo sucesivo; segundo
porque falta la discusién mecanica que arriba hemos esbozado, la cual es la
Gnica que justifica un interés particular para estos valores; tercero porque
los dos ‘‘puntos singulares’’ no son tales para la misma ecuacién, sino para
dos distintas, transformadas la una de la otra por un cambio de variables, casi
para mostrar que el concepto es contingente a las variables elegidas y no
esencial ()

Pedimos disculpa si el anilisis de un problema particular nos ha llevado
a desarrollos por cierto exorbitantes del examen ecritico del libro. Seguiremos
ahora en un rapido informe sobre el contenido de ello.

El capitulo V trata de las pequeiias oscilaciones de los sistemas conserva-
tivos; el hecho de tratarse de pequeinas oscilaciones alrededor de una posicién
de equilibrio, permite de tratar la funcién potencial como una forma cuadra-
tica de las coordenadas de Lagrange a coeficientes constantes y la energia
cinética como forma cuadritica a coeficientes constantes de las derivadas; las
ecuaciones de Lagrange se reducen a un sistema de ecuaciones lineales de se-
gundo orden, bien conocido, del cual se hace un estudio general cuyos particu-
lares sobrepasan posiblemente el programa practico del volumen. Entre estos
desarrollos merece cierta atencién el concepto de oscilaciones principales y de
su ortogonalidad, mas que todo porque dejando olvidada una muy conoeida
propiedad algebraica relativa a la reduccién a forma normal de los pares de
formas cuadraticas, estas propiedades se reencuentran con un procedimiento
que tiene cierto interés por vincularse directamente a la resolucién del sistema
diferencial. Se aprovecha la oportunidad de tener que resolver la ecuacién
caracteristica para hablar de la resolucién numérica de ecuaciones algebriicas
segln los métodos de iteracién y de Graeffe; se da cierta importancia al meca-
nismo del célculo de matrices que se utiliza para caleular por iteracién las

.

(*) Notamos que el vuelo a altura constante no era necesario admitirlo
como posible a priori, en cuanto todo procede en la deduccién independiente-
mente de eso; ello resulta de lo dicho.

(*) En el libro se observa que en el punto singular la derivada de la fun-
eién inedgnita resulta indeterminada, lo que la experiencia misma del problema
demuestra que no es. Si tuviésemos que aplicar el concepto de Lie de la ecua-
cion diferencial f (ryy’) — 0 segtin el cual ella determina en el espacio de
tres coordenadas x,y,y’ una doble infinidad de elementos, la afirmacién seria
exacta; pero el mismo concepto sigue diciendo que soluciones de la ecuacién
diferencial son aquellos sistemas de elementos que, ademis de realizar la ecua-
cién, realizan la condicién y’ = dy /dx y hay casos como el presente (y, si
fuera necesario, caracterizables con bastante generalidad) en los cuales esta
condicién elimina la indeterminacién. No vale la pena agregar que no conside-
ramos el concepto de Lie como perteneciente a la matemitica aplicada elemental.
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rajces de la ecuacién caracteristica. De la convergencia del procedimiento de
iteracion no se da demostracién, correspondiendo esto al programa practico
del libro. :

Esencialmente la misma teoria prosigue en el siguiente cap. VI, donde,
bajo el titulo de ‘‘pequeiias oscilaciones de sistemas no conservativos’’, se estu-
dian primero las condiciones de estabilidad del ala batiente, luego se pasa a
los sistemas disipativos donde las fuerzas dependen linearmente, ademés que
de las coordenadas, también de las velocidades, poniendo de relieve (aqui y
también en oportunidades que se presentaran en los capitulos siguientes) la
analogia entre sistemas amortiguados mecéinicos y sistemas eléectricos oscilantes.

El cap. VIL ‘‘las ecuaciones diferenciales de la teoria de las estructuras’’
es posiblemente aquel donde méas completamente se trata un problema de inge-
nieria, el problema estitico y dindmico de las cuerdas y barras elasticas. Tra-
tando, maximamente para el caso de la barra, las varias hipétesis de apoyo en
las extremidades y sobre un suelo elastico, se estudia largamente dos conocidas
ecuaciones lineales de segundo y de cuarto orden, con aplicacién al estudio
de la deformaeién de un tubo sujetado a presién desde el interior, al equilibrio
del puente colgante, a la flexion ‘d,e'una_ columna bajo su propio peso, ete. EL
capitulo termina con algunas noticias sobre autovalores y su determinacion por
iteracion. Con el capitulo VIII volvemos a consideraciones mis generales, tra-
tandose de las series de Fourier y su aplicacién a problemas estructurales ani-
logos a los anteriores. El capitulo termina con algunos ejemplos de aplicacién
del método de Rayleigh-Ritz a la resolucién de problemas de contorno por apro-
ximaeién mediante polinomios trigonométricos.

El volumen termina con tres capitulos de caricter mis que todo comple-
mentario sobre la representacién compleja de los fenémenos periédicos, las
integrales de Fourier y el cilculo operacional y el cdleulo por diferencias fini-
tas. g

Al término de cada capitulo una coleccién de problemas sirve muy util-
mente para atraer la atencién del lector sobre los temas desarrollados, comple-
mentando en el mismo tiempo la orientacién hacia las aplicaciones. En este
sentido no podriase dejar de recalcar la importancia del libro, sea para los lec-
tores adiestrados en los capitulos fundamentales del anilisis que desean infor-
maciones sobre los problemas proporcionados por la prictica, sea para seiialar
a los que se dirigen a la prictica los capitulos del analisis que mayormente ten-
dran que interesarlos; uno y otro programa responden plenamente al titulo del
libro.

B. Levi

MaArio O. GoNzALEZ. Introduccion al Andlisis Matemdtico. Matanzas, 1940.

Se trata de una exposicién muy prolija del desarrollo de la nocién de nime-
ro, en sus etapas de ntmero natural, racional, relativo y complejo (ordinario),
a lo que se agrega, en el Cap. V, el cdlculo con nmiimeros aproximados, pero te-
niendo en cuenta casi exclusivamente la representacién decimal. Como método,
el autor da preferencia a las teorias cardinales; particularmente en el primer
capitulo la teoria de los niimeros enteros se basa sobre la mocién de con-
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junto finito; no hay duda que los conceptos expuestos son claros, y den-
tro de la orientacién elegida estin légicamente expuestos, pero entende-
mos que dado los fines eminentemente didécticos de la obra, las disqui-
siciones filoséficas que es necesario realizar para precisar aquellos, carecen de
una importancia real inmediata para el estudiante, contribuyendo grandemen-
te a que lo arido del tema le haga considerar el mismo y lo que sigue, poco
accesible, con la consiguiente pérdida de carifio a la materia. Por eso cree-
mos que podrian haberse agregado dichas consideraciones a las Notas, al final
del Capitulo. En éstas observamos que, con todo acierto, se completa el tema
con una exposiciéon de las diversas teorias divergentes con los mombres de sus
autores; es asi como arranca desde la escuela pitagérica, hasta llegar a Dede-
kind, Capelli, B. Russell y Enriques, citando igualmente la teoria axiomética
de Peano, a nuestro juicio logicamente la més acertada. Mas adelante se ocu-
pa brevemente del método de Hilbert, exponiendo los axiomas sobre los cuales
aquel fundamenta la Aritmética. Termina el Capitulo con una ejercitaeién
adecuada a los temas desarrollados.

El Cap. II trata del nGmero racional, cuya introduceién realiza apoyan-
dose en la teoria de la medicién de magnitudes, para lo cual se ocupa de pre-
cisar previamente los conceptos de magnitud y cantidad, pasando a continuacién

" a definir el ntmero racional como representante de una cantidad lineal, conelu-
yendo por estudiar las propiedades fundamentales, y definir las operaciones eon
los nuevos entes. En las Notas, luego de desarrollar brevemente una resefia his-
térica de los nlimeros racionales, se ocupa de las teorias modernas, citando entre
las teorias analiticas (esto es, aquellas que aspiran a desligar el concepto de
nimero de la intuicién de cantidad), la teoria de los pares de mtmeros enteros
debida a Hankel y desarrollada por Tannery, Stolz, ete., la teoria operatoria
de Méray-Peano, la de B. Russell, y la de Kronecker, por medio de congruencias.
Entre las teorias sintéticas (es decir aquellas que consideran los entes numéricos
en su relacién con las magnitudes), cita los trabajos de Capelli, sobre las equiva-
lencias, de F. Panizza, y la de Burali Forti, aniloga por muchos conceptos a la
de Méray-Peano citada. Termina el Capitulo, luego de citar algunos trabajos
del autor, con el planteamiento de numerosos ejercicios sobre la teoria des-
arrollada.

En el Cap. III, se ocupa del ntimero relativo, basando su definicién en
la teoria de las magnitudes, desarrollando luego en las Notas, tal como lo ha-
ce en las anteriores, una resefla histérica del tema, como asi también las di-
versas teorias analiticas existenciales, comenzando por la teoria formal de Weiers-
trass, continuando luego con la teoria de los pares de ntimeros racionales, ocu-
pandose luego de la teoria operatoria de Méray-Peano, de B. Russell y de las
congruencias de Kronecker, completando la primera parte de estas teorias con
una exposiciéon de la axiomatica de Padoa, quien, haciendo abstraccion del co-
nocimiento previo de los nmeros naturales, considera como ideas primitivas
las de niimero entero relativo, sucesivo de un ntimero, y simétrico de un ntimero
enunciando los correspondientes postulados. Se ocupa a continuacion de las
teorias sintéticas modernas, citando a Capelli, Burali-Forti, y, a los efectos de
considerar a los nimeros relativos como una ampliacién del ecampo numérico ra-
cional desarrolla el concepto de conjuntos isomorfos, introducido por Cipolla.
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Completa las Notas con una disgresion sobre la justificacién légica de empleo
los signos 4 y —, aplicando el concepto de isomorfismo, terminando el capitulo
con el planteo de ejercicios adecuados.

El Cap. IV estd dedicado al naimero real, para definir el cual utiliza la
clasica definicién de Dedekind, por medio de cortaduras en el campo de los
nimeros racionales, que luego sustituye, por su interés practico, con la in-
troduccién de clases contiguas, demostrando sucesivamente las propiedades fun-
damentales de los ntimeros reales. Mas adelante se ocupa detalladamente de
las operaciones aritméticas con los nitimeros reales, con claridad y precision,
utilizando, cuando el interés did4ectico lo exige, bien la definicién por clases
contiguas o bien por cortaduras en el campo de los néimeros racionales. A con-
tinuacién, se ocupa de las cortaduras en el conjunto de los nimeros reales, y de
las nociones sobre la potencia de los econjuntos infinitos. Creemos méis bien que
estas Gltimas consideraciones, precisamente por razones didicticas, dado el ca-
racter de la obra y la importancia que tiene modernamente el coneepto de po-
tencia, numerabilidad, ete., debian figurar en un ecapitulo aparte. Con todo
ello, los conceptos expuestos proveen dichas nociones fundamentales en
forma clara. En las Notas, desarrolla en forma breve la historia del ntime-
ro irracional, llamando oportunamente la atencién sobre las erréneas defi-
niciones del mismo, que se dan atn en libros recientes, y luego pasa a ocu-
parse de las distintas definiciones que dieron origen a las modernas teorias.
Se ocupa en una primera parte de las teorias analiticas, citando la de Weiers-
trass, en que se define a los niimeros reales por la consideracién de conjuntos
aditivos de ntimeros racionales. Luego cita las definiciones de Méray y Cantor,
mediante la consideracién de sucesiones convergentes de nimeros racionales, como
asi la ya citada de Dedekind, y la de éste modificada por Cipolla, quién utiliza
el eoncepto de segmentos numéricos, introducido por Pasch, en vez de eortaduras.
Luego cita los trabajos de Arzela y Bachmann, quienes desarrollan la teoria del
nimero real mediante la consideracién de sucesiones monétonas convergentes
de nfimeros racionales. Luego se ocupa del método desarrollado por Capelli,
quien utiliza las clases contiguas y el de las congruencias de Kronecker para
definir los irracionales algebraicos. En una segunda parte de estos comenta-
rios se ocupa de la teoria lbgico - formal desarrollada por Burali- Forti, y
‘de los estudios realizados por Grassmann, Hankel, Bettazzi, etc., sobre la teo-
ria de las magnitudes. Termina el capitulo, tal como los anteriores, con nu-
merosos problemas sobre los tépicos tratados en el mismo.

El Cap. V trata del céleulo con ntimeros decimales aproximados, sin duda
todo un acierto, dado el caracter de la obra, pués con ello contribuye a ineul-
car en el estudiante la necesidad de restringir los céalculos al minimo indis-
pensable, de acuerdo a las necesidades del problema planteado, a la vez que
influye intensamente para precisar conceptos ya enunciados.

El dltimo Capitulo, se refiere al estudio de los mameros complejos, cuya
teoria desarrolla en forma completa y precisa, efectuandose la introduceién
de los mismos, desde un punto de vista abstracto, el de Hamilton precisamen-
te, sin otra guia que los principios de permanencia de Hankel. Luego estudia
las operaciones con estos entes, llamando oportunamente la atencién sobre la
subsistencia de muchas propiedades de las demostradas para los ntéimeros rea-
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les. En las Notas al final del capitulo, se expone brevemente, tal eomo en los
anteriores, una sintesis de la historia, por muchos motivos interesante, de los
ntimeros complejos. Entre las teorias analiticas modernas cita la adoptada en
el texto, de Hamilton y Hankel, y entre las geométricas, las originadas con los
trabajos de Wessel, Gauss y Argand, y desarrolladas por Bellavitis, Grassmann
y Hamilton, que introducen el néimero complejo utilizando el concepto de vee-
tor y definiendo operaciones con vectores, para pasar luego a la representa-
cién analitica correspondiente. Cita igualmente la teoria analitica de Peano,
desarrollada por Catania, y la de las congruencias de Kronecker. Mas adelan-
te se ocupa de mencionar los problemas a que ha dado lugar la consideracién
de los ntmeros complejos de orden superior, deteniéndose particularmente en
la teoria de los cuaterniones. Termina el capitulo con numerosos ejercicios
cuidadosamente seleccionados.

En resumen, se puede concluir que, tal como afirmamos al principio, la
obra comentada es un excelente trabajo, accesible a los estudiantes, para el co-
nocimiento de las nociones fundamentales sobre los nGmeros, permitiéndoles,
con la lectura de las Notas, formar un terreno propicio para una profundiza-
cion ulterior. :

E. GASPAR



Las ‘‘Mathematicae Notae’’ publican articulos, cuestiones, ejercicios, so-
luciones y correspondencia. La resolucién de las cuestiones propuestas seri pu-
blicada en nimeros sucesivos de la revista al cabo de un tiempo razonable, a jui-
cio del Director del Instituto, para obtener contestaciones de los lectores; de
las cuestiones publicadas bajo el titulo de ejercicios la direccién se reserva la
decisién, en cada caso, de publicar o no las respuestas.

A fin de afio se adjudicaran dos premios:

19 Por concurso entre alumnos de la Facultad que contesten satisfactoria-
mente a cuestiones, problemas o ejercicios.

20 Por concurso entre todos los demés lectores del pais o del extranjero
que contesten en modo acertado a los mismos.

Los premios consistirin en tratados de extensién cultural o libros de espe-
cializaci6n.

Las soluciones deben ser entregadas al Instituto en redaccién clara y en ho-
jas distintas para cada cuestién, problema o ejercicio. En cada hoja debera se-
fialarse el nombre del autor; los alummnos de la Facultad indicarin el afio de
estudios que cursan en la misma y, los de primer afio, ademis la escuela media
de la cual provienen. Estos elementos seran tenidos en cuenta para el juicio, eon-
juntamente eon el valor intrinseco de las soluciones y la forma expositiva de las
mismas, dindose por la Direcciéon la maxima importancia a la disposicién por la
cual se compararan sélo alumnos de igual preparacién.
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