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Capitulo 1

Introduccion

Muchos problemas del mundo real se pueden representar mediante grafos, por lo
que no es de extranar que los algoritmos de grafos tengan aplicaciones en distintas
areas como informatica, biologfa, lingiiistica, fisica, ciencias sociales, quimica, ingenieria
eléctrica, entre otras.

Dos problemas clasicos en teoria de grafos son el problema de encontrar un conjunto
independiente mdzimo (MIS, por su siglas en inglés) y el de encontrar un conjunto de
golpe minimo (MHS, por su siglas en inglés). Ambos problemas son NP-dificiles, lo que
significa que no podemos esperar encontrar un algoritmo eficiente que resuelva exac-
tamente a ninguno de ellos (a menos que P = NP). Un enfoque natural para manejar
estos problemas de optimizacion NP-dificiles es encontrar un algoritmo eficiente cuya ca-
lidad de solucién esté cerca de la éptima. A estos algoritmos los llamamos algoritmos de
aprorimacion. Los algoritmos de aproximacion se han estudiado ampliamente durante
las ultimas décadas, y estos estudios han producido hermosos resultados que conec-
tan muchas dreas de la informatica y las matematicas, como algoritmia, optimizacion,
combinatoria, geometria y probabilidad. Desafortunadamente, incluso los algoritmos de
aproximacion no pueden manejar MIS ni MHS en su totalidad: se sabe que son proble-
mas extremadamente dificiles de aproximar (asumiendo P = NP) [24]. De nuevo, esto
no es una sorpresa, ya que tanto MIS como MHS capturan muchos problemas de opti-
mizacién del mundo real. Por lo tanto, es natural considerar una familia restringida de
grafos, y una extensa lista de literatura se ha centrado en esto. De hecho, hay algunos
casos restringidos, como los grafos perfectos [21], donde MIS se puede resolver exacta-
mente en tiempo polinomial. Sin embargo, mas alld de los grafos perfectos, no existe
una teoria sistemdatica que caracterice instancias faciles para MIS.

Una clase de grafos ampliamente estudiada, que es independiente de la clase de gra-
fos perfectos, es aquella en la que los vértices representan a rectangulos en el plano con
los lados paralelos a los ejes y hay una arista entre dos de ellos si sus correspondientes
rectangulos se intersecan, esta clase de grafos se llama entonces grafos de interseccion de
rectangulos o simplemente grafos de rectdngulos. Esta clase fue introducida por Roberts
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[37] v tiene aplicaciones précticas en diversas dreas, incluyendo la mineria de datos |15,
28, 130], el etiquetado de mapas [1} [13] y controles de admisién de canales con reserva
previa [31]. Un caso especialmente interesante (desde el punto de vista del estudio de
la complejidad de los problemas geométricos) es cuando todos los rectdngulos son cua-
drados y, por lo tanto, esta clase se conoce como grafos de interseccion de cuadrados
o simplemente grafos de cuadrados. Otro caso interesante [8, |12} 26], que modela tanto
relaciones entre fragmentos de ADN en estudios de asociacién de todo el genoma, asi
como también problemas bdsicos de transmisién en telecomunicaciones [8], es cuando
hay una recta no paralela a los lados de los rectangulos que contiene la esquina superior
izquierda de cada recténgulo. Siguiendo [26], llamamos a esta clase grafos de ganchos.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar las clases de grafos antes menciona-
das, que son entradas relativamente faciles para los problemas MIS y MHS, a través
de la teoria de grafos extremales, que (en términos generales) estudia relaciones entre
invariantes de grafos (por ejemplo, jcudl es niimero maximo de vértices en un grafo que
no tiene ninguna clique ni ningin conjunto independiente de tamano 107). La teoria
de grafos extremales es un campo antiguo y bien desarrollado de las mateméticas cu-
ya historia se remonta a 1941 E Muchos resultados algoritmicos fuertes sobre MIS y
MHS (por ejemplo, algoritmos para grafos perfectos) se basan fundamentalmente en
una hermosa conexion entre la optimizacién y los problemas extremales. En particular,
nos centraremos en la brecha de dualidad, el nimero de Ramsey y la relacién entre el
numero cromdtico y el numero de clique para las familias de grafos de interseccién de
rectangulos nombradas anteriormente, dado que estudios matematicos sobre sobre estas
preguntas extremales implican directamente algoritmos de aproximacién para MIS y
MHS [3} [11].

La brecha de dualidad es la relacion entre el nimero de golpe y el ntimero de inde-
pendencia. Ha atraido una atencién significativa desde los afios sesenta, cuando Wegner
[38] conjeturé que siempre estd acotada superiormente por 2 para cualquier grafo de
rectdngulos. Hixon [26] y Correa et al. [12] demostraron, de forma independiente, que
esto es cierto para los grafos de ganchos. Sin embargo, la cota inferior mas grande co-
nocida para la brecha de dualidad es de % que se obtiene por el ciclo de longitud 5.
Para los grafos de rectangulos, la cota superior mas chica conocida hasta la fecha es de
O((loglogn)?) y fue obtenido por Correa et al. [12] combinando los resultados previos
de Chalermsook y Chuzhoy [10] y Aronov et al. [3]. También presentaron un conjunto
infinito de grafos de rectangulos libres de tridngulos cuya brecha de dualidad esta ar-
bitrariamente cerca de 2, que es la cota inferior méas grande conocida para esta clase
de grafos. Para los grafos de rectangulos, otra cuestién desafiante y ain sin resolver es
la de encontrar una cota superior ajustado para el nimero cromético como funcion del
nimero de clique. La cota superior més chica conocida hasta el momento es cuadratico
en el nimero de clique [25] mientras que la cota inferior més grande se da en un grafo
de rectangulos libres de tridngulos que es 6-coloreable y fue presentado por Asplund y

!Esto fue cuando P4l Turdn demostré resultados sobre el ndmero de aristas en grafos cuando el
tamano de la maxima clique estd limitado.



Griinbaum [6]. En ese mismo paper, también demostraron que esta cota es ajustado para
grafos de rectangulos libres de tridangulos, al presentar un grafo de rectangulos libre de
triangulos con 10® vértices que no es 5-coloreable. Hixon [26] demostré que para las gra-
fos de ganchos el niimero cromdtico estd acotado superiormente por O(w(G) logw(G)),
donde w(G) es el numero de clique y que todos los grafos de ganchos libres de tridngulos
son 4-coloreables. Sin embargo, hasta la fecha, los ciclos de longitud impar son los grafos
de ganchos donde la razén entre el niimero de clique es la mayor conocida, que es solo
3/2. El nimero de Ramsey R(s,t), correspondiente al minimo n tal que cualquier grafo
con n vértices contiene una clique de tamano ¢ o un conjunto independiente de tamano
s, no ha sido estudiado para estas clases de grafos ain. Lo incluimos en este trabajo, ya
que como se explica en [11], estd fuertemente relacionado con el problema del conjunto
independiente maximo para los grafos de rectangulos, cuadrados y ganchos.

En los siguientes capitulos ofrecemos un tratamiento integral de estos problemas,
presentando tanto resultados ya conocidos como resultados nuevos obtenidos durante el
trabajo de esta tesis.

El resto de la tesis se divide en 5 capitulos. En el Capitulo [2[se proporcionan conoci-
mientos basicos, definiciones y se fija la notaciéon que se utilizara. El Capitulo [3] describe
la relacién entre MIS y MHS y cémo algunas preguntas extremales pueden conducir
a algoritmos de aproximacion para estos problemas cuando se restringen a grafos de
interseccién de rectdngulos. En el Capitulo [4] se investigan estos problemas extremales
para grafos de rectangulos, cuadrados y ganchos libres de tridngulos, mientras que en
el Capitulo [5| se trabaja sobre los mismos interrogantes pero sin limitar el ntimero de
clique. Finalmente, en el Capitulo [6] se presentan las conclusiones de la tesis y algunas
posibles lineas de trabajo para seguir explorando.






Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo proporcionamos algunos preliminares bésicos y fijamos la notacion
que se utilizara a lo largo de esta tesis.

Un grafo es un par G = (V, E) donde V es un conjunto finito de elementos llamados
vértices y F es un conjunto de pares de vértices, cuyos elementos se llaman aristas. Si
e = uv € E decimos que e conecta v con v y que u y v son adyacentes. Usamos n y
m para denotar el nimero de vértices y aristas respectivamente, es decir, n = |V| y
m = |E|. También usamos |G| para denotar el nimero de vértices en G. En esta tesina
trabajamos siempre con grafos simples, es decir, cada par de vértices distintos estan
conectados por a lo sumo una arista y no se permiten aristas que conecten a un vértice
consigo mismo.

La forma habitual de representar un grafo G es dibujar un punto para cada vértice
en V y cuando hay una arista entre dos vértices dibujar una curva que conecte ambos
puntos. Por ejemplo, si V = {a,b,c,d,e} y E = {ab, be, cd, de, ea, ac, ce}, entonces G se
puede dibujar como se muestra en la Figura [2.1

d

a b

Figura 2.1: Representacién de un grafo G con conjunto de vértices V = {a,b,c,d, e} y
conjunto de aristas E = {ab, be, cd, de, ea, ac, ce}

Aunque esta es una forma muy natural de representar un grafo no se debe confundir
un grafo con su dibujo, ya que un grafo puede tener diferentes representaciones.
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Las propiedades de grafos que estudiamos aqui no dependen de los “nombres” de sus
vértices sino de la estructura del grafo. Por esto definimos el isomorfismo entre grafos:
dos grafos G y H son isomorfos, y lo denotamos como G ~ H, cuando hay una biyeccion
entre los conjuntos de vértices, ¢ : V(G) — V(H), de manera que uv es una arista en
G siy solo si ¢(u)¢(v) es una aristas en H.

Por ejemplo, el grafo G1 que se muestra en la Figura es isomorfo al grafo G de
la Figura ya que la biyeccién ¢ con ¢(a) = va, ¢(b) = vy, ¢(c) = vs, ¢(d) = vs,
¢(e) = vy satisface la condicién de isomorfismo. Mientras que el grafo G5 en la Figura
a pesar de tener el mismo nimero de vértices y el mismo nimero de aristas, no es

isomorfo a ellos.
3
e@
A vs a

v d
C
b
G Go

v1 va

Figura 2.2: Fl grafo G es isomorfo al grafo G representado en la Figura Pero el
grafo G2 no es isomorfo a ellos.

Un subgrafo de un grafo G es un grafo H tal que V(H) C V(G) y E(H) C E(G).

Por lo general, consideraremos subgrafos que difieren ligeramente del grafo original. En
particular, nos interesard el subgrafo G \ v que se obtiene al eliminar el vértice v y todas
las aristas de G incidentes en v.
Si en lugar de eliminar solo un vértice eliminamos un conjunto de vértices, obtenemos
un subgrafo que se conoce como subgrafo inducido. Formalmente, dado un grafo G y un
subconjunto de vértices U C V', definimos el subgrafo de G inducido por U, G[U| como
resultado de eliminar todos los vértices en V' \ U y todas las aristas incidentes en los
vértices removidos.

a

Figura 2.3: Subgrafo de G (Figura inducido por {a,c,d}.

Si tenemos un grafo G y una particion de su conjunto de vértices en p subconjuntos
V = ViU...UV,, los subgrafos inducidos por cada uno de estos subconjuntos G; = G[V}]
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generan lo que se conoce como una particion por vértice de G. Por otro lado, una par-
ticion por aristas de G = G1 U ... U G)y se obtiene mediante los subgrafos G; = (V, E;)
donde E = K1 U...U Ey es una particién de su conjunto de aristas E.

Uno de los parametros mas importantes de un vértice es su vecindad y su grado, que
se definen como sigue:

Dado un grafo G y un vértice v € V, definimos el vecindario de v, denotado co-
mo N (v), como el conjunto de todos los vértices adyacentes a v . El grado de v es el
tamano de su vecindario y lo denotamos con d(v). El grado mdzimo de G, denotado
como A(G), es el grado maximo de un vértice en G, mientras que el grado minimo de
G, 0(G), es el grado minimo de un vértice en G, es decir, A(G) = max{d(v) |v € V}y
d(G) = min{d(v) |v e V}.

Por ejemplo, en el grafo G de la Figura N(a) = {b,c,d}, d(a) = d(e) = 3,
A(G)=4=d(c) y §(G) =2 =d(b) = d(d).

2.1. Parametros de un grafo

En esta seccion estudiamos 3 parametros de grafos que tienen muchas aplicaciones
practicas y se han estudiado extensamente:

s Un coloreo de un grafo G es una funcién f : V' — C' que asigna a cada vértice
de G un color en C. Un coloreo es wvdlido si no hay dos vértices adyacentes que
reciben el mismo color. Un k-coloreo es un coloreo vélido en el que se usan no
més de k colores, es decir, |C| < k. Se suele utilizar C' como el conjunto que
contiene los primeros |C| naturales. Un grafo es k-coloreable si tiene un k-coloreo.
El nimero cromdtico de un grafo G, denotado por x(G), es el minimo k tal que
G es k-coloreable.

s Un conjunto independiente es un conjunto de vértices tal que cualesquiera dos
vértices distintos del conjunto no son adyacentes. El numero de independencia de
un grafo G, denotado por a(G), es el tamano maximo de un conjunto independiente

de G.

= Una clique es un conjunto de vértices donde cada par de vértices distintos del
conjunto son adyacentes. El nimero de clique de un grafo G, denotado por w(G),
es el tamano maximo de una clique de G.

s Un cubrimiento por cliques de un grafo es una particién de su conjunto de vértices
en cliques. El niumero de cubrimiento por cligues de un grafo G, denotado por
0(G) es el minimo nimero de cliques que se necesitan para un cubrimiento por
cliques.
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(a) (b) (c) (@

Figura 2.4: Ejemplo de (a) 3-coloreo, (b) conjunto independiente maximo (vértices en
rojo), (c) clique (vértices en verde), (d) cubrimiento por cliques

Notemos que si un grafo tiene un conjunto independiente de tamano k entonces se
necesitan al menos k cliques para cubrir al grafo, una por cada vértice del conjunto
independiente, ya que claramente ningin par de vértices del conjunto independiente
estan en una misma clique. Por lo tanto,

Lema 2.1.1 Para cualquier grafo G, a(G) < 0(G).

También notemos que un coloreo de un grafo corresponde a una particion de sus
vértices en conjuntos independientes. Mds atin, cualquier particién de los vértices de un
grafo en conjuntos independientes puede usarse para obtener un coloreo de un grafo.
Por consiguiente,

Lema 2.1.2 Un grafo G es k-coloreable si y solo si V(G) se puede particionar en k
conguntos independientes.

Prueba: (=) Podemos usar cualquier k-coloreo de G para particionar su conjunto
de vértices en k subconjuntos de manera que dos vértices estén en el mismo subconjunto
si y solo si se les asigné el mismo color. Dos vértices con el mismo color no pueden ser
adyacentes y, por lo tanto, cada subconjunto es un conjunto independiente.

(<) Consideremos una particién de V' en k conjuntos independientes. A todos los
vértices de un conjunto independiente se les puede asignar el mismo color, por lo que
podemos tener un k-coloreo ddndole simplemente un color diferente a cada subconjunto.
0

Entonces, por el principio del palomar, tenemos que el nimero de vértices en un
grafo, su numero de independencia y su numero cromatico estan relacionados de la
siguiente manera:

Corolario 2.1.3 Para cualquier grafo G, a(G) > ﬁ

El ntimero cromatico de un grafo también estd relacionado con su niimero de clique:
cualquier coloreo de una clique C' debe usar al menos |C| colores, ya que no se puede
asignar el mismo color a dos vértices de una clique, esto implica que el nimero de clique
de un grafo es una cota inferior para su nimero cromatico:
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Lema 2.1.4 Para cualquier grafo G, w(G) < x(G).

En la Figura [2.4 hay un grafo G que es 3-coloreable y tiene una clique de tamafo
3, lo que implica que x(G) < 3 < w(G) y por el lema anterior, x(G) = 3 = w(G). Esto
muestra que esta cota es ajustada para algunos grafos.

Sin embargo, hay grafos para los que esta cota puede ser bastante amplia. De hecho,
ya en 1955, Mycielski [35] dio una construccién que toma un grafo y devuelve un grafo
mas grande con el mismo numero de clique, pero con el niimero croméatico aumentado
en 1, en otras palabras, dio una forma de convertir un grafo G' en un grafo G’ tal que
w(G") = w(Q) pero x(G') = x(G) + 1. Por lo tanto, aplicando repetidamente esta cons-
truccién, es posible obtener un grafo donde la diferencia entre el nimero cromético y el
numero de clique es arbitrariamente grande.

Otra forma de limitar el niimero cromatico de un grafo es particionando al grafo,
ya sea por vértices o aristas, calcular el nimero cromético en cada particién y luego
combinarlos como se presenta en los siguientes lemas:

Lema 2.1.5 Si particionamos un grafo G = G1 U Ga por vértices, entonces x(G) <
X(G1) + x(G2)

Prueba: Dado un x(Gj)-coloreo ¢; de G y un x(Gs)-coloreo c¢o de G2 podemos
construir un coloreo ¢ de G que asigne a cada vértice v € V(G7) el mismo color que ¢; y a
cada vértice v € V(G2) le asigna x(G1)+c2(v), luego ¢ usa como méximo x(G1)+ x(G2)
colores diferentes. Claramente, ¢ es un coloreo véalido de G dado que si a dos vértices se les
asigna el mismo color entonces pertenecen a la misma particién y también deben haber
recibido el mismo color en el coloreo de esa particién y, por lo tanto, no son adyacentes. O

Lema 2.1.6 Si particionamos un grafo G = G1 U Gy por aristas, entonces x(G) <
X(G1)x(Ga)

Prueba: Dado un x(Gj)-coloreo ¢; de G; y un x(G2)-coloreo co de Ga pode-
mos construir un coloreo ¢ de G que asigne a cada vértice v un par de colores don-
de la primera componente es el color asignado por el coloreo c¢; y la segunda es el
asignado por ¢y, es decir, c(v) = (c1(v),c2(v)). Para ver que ¢ es efectivamente un
coloreo de (G, consideremos dos vértices v y u que son vecinos en G, también deben
ser vecinos en i o Ga, entonces c¢1(v) # ci(u) o ca(v) # c2(u), lo que implica que
c(v) = (e1(v),e2(v)) # (c1(u),ca(u)) = ¢(u), como deseamos. Por lo tanto, ¢ es un
X(G1)x(G2)-coloreo de G. 0

Veamos como podemos utilizar el lema anterior y su prueba para obtener un coloreo
valido del grafo G representado en la Figura[2.1] Consideremos, por ejemplo, la particién
del conjunto de aristas en Ey = {ae,bc,cd} y Eo = {ab,ac,ce,de} y los subgrafos
G1 = (V,E1) y Go = (V, E3) que esta particién genera. Ambos grafos son 2-coloreables
ya que en (G1 podemos asignarle el mismo color a e y ¢, y otro distinto a a, b y d (ver
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Figura a) mientras que en Gy podemos asignarle un color a a y e, y otro a b,cy d
(ver Figura b). De esta forma, como los tinicos vértices que recibieron el mismo color
en ambas coloraciones son b y d, una coloracién valida para G es asignarle el mismo
color a ambos y un color diferente a cada uno de los vértices restantes (ver Figura[2.5c).

d d d

(a) (b) (c)

Figura 2.5: (a) 2-coloreo de G1, (b) 2-coloreo de Ga, (c) 4-coloreo de G generado a partir
de los 2-coloreo de G1 y Go

2.2. Clases de grafos

En esta seccién presentaremos algunas clases de grafos y propiedades sobre ellas que
seran utiles mas adelante.

Ciclo Para n > 3, un ciclo C,, es un grafo con n vértices {vy,ve,...,v,} tal que
E = {vvit1 | 1 <i<n}U{vv}.

Observemos que C3 es isomorfo a una clique de tamano 3 y, por tanto, w(Cs) = 3.
Este grafo se conoce como grafo tridngulo y si un grafo G no contiene ningin subgrafo
que sea isomorfo a C3, es decir, w(G) = 2, es entonces un grafo libre de triangulos. Como
ejemplo, todo C), con n > 3 estd libre de tridngulos.

Ahora, analizaremos el niimero cromético para ciclos. Tendremos dos casos diferentes
dependiendo de la paridad de n:

= 1 es par: si hay una arista entre dos vértices v; y v; entonces i y j deben tener
distinta paridad y, por lo tanto, podemos asignar un color a cada vértice de la
forma vey, y otro color para cada vértice de la forma ve41, lo que da un 2-coloreo
para C,.

= 1 es impar: Asumamos que hay un 2-coloreo de C,. Entonces, si tenemos dos
colores c¢1 y ¢3, sin perdida de generalidad, supongamos que se le asigna el color
c1 a v] , esto implica que a vy se le asigna co y luego a v3 se le asigna c; , y asi
sucesivamente. En general, a vor41 se le asigna el color ¢; y a vy se le asigna el
color ¢o. Como n es impar, se asigné ¢y tanto a v; como a v, pero viv, € F y, por
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lo tanto, no existe un 2-coloreo valido para C),. Obtener un 3-coloreo es facil: para
los vértices vi,vs,...,v,—1 asignamos solo dos colores alternativamente y luego
asignamos un nuevo color a v,.

Como consecuencia,

Lema 2.2.1 Para un ciclo Cy:

Xx(Cpn) =2 si n es par
Xx(Cy) = 3 de lo contrario

La Figura [2.6| muestra ejemplos sobre cémo colorear un ciclo con una longitud par
y un ciclo con una longitud impar.

U3 U5 V4

V1 V2 1 V2

(a) (b)

Figura 2.6: (a) Ciclo C3 con un 3-coloreo, (b) 2-coloreo de un ciclo C.

Grafos degenerados Un grafo G es k-degenerado si en cada subgrafo inducido de
G hay un vértice con grado no mayor a k. Ademds, es posible encontrar un orden de
sus vértices vy, va,...,u, tal que para 1 < ¢ < n: d(v;)) < k en G[V;] donde V; =
{vi,v9,...,0;}.

Este concepto fue introducido por Lick y White en 1970 [32] y ampliamente estudiado
en [7]. En 1983, Matula y Beck [33] describen un algoritmo que calcula en tiempo lineal
el minimo k para el cual un grafo es k-degenerado (ver Seccién [2.4). Esto resulta muy
util ya que, como mostramos en el siguiente lema, este concepto puede utilizarse para
obtener un limite superior del nimero cromético de un grafo k-degenerado.

Lema 2.2.2 Si G es un grafo k-degenerado, entonces es (k + 1)-coloreable.

Prueba: Lo demostraremos por induccién en n, el nimero de vértices en G.

Sin < k+ 1 entonces G es claramente (k + 1)-coloreable, ya que podemos asignar
un color diferente a cada vértice.

Ahora, supondremos que cada grafo k-degenerado con menos de n vértices es (k+1)-
coloreable. Como G es k-degenerado, hay un vértice v con un grado no mayor a k.
Consideremos el grafo G \ v: debido a que cada subgrafo inducido de éste es también
un subgrafo inducido de G, tenemos que G \ v es k-degenerado y, luego, por hipdtesis
inductiva, es (k + 1)-coloreable. Dado un (k + 1)-coloreo de G \ v podemos obtener un
(k + 1)-coloreo de G simplemente asignando a v uno de los colores que no se usé en
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ninguno de sus vecinos. O

Observemos que cualquier grafo G es A(G)-degenerado, en consecuencia:

Corolario 2.2.3 Todo grafo G es (A(G) + 1)-coloreable.

Por ejemplo, si consideramos el grafos G de la Figura este resulta 2-degenerado,
como puede verse por el orden {b,d, e, a,c}. Ademds, la Figura muestra un 3-coloreo
para este grafo.

Grafos perfectos Un grafo se llama grafo perfecto cuando su nimero cromatico es
igual a su numero de clique, no solo en el mismo grafo, sino en todos sus subgrafos
inducidos. Curiosamente, algunos problemas que son “dificiles” de resolver para grafos
generales se pueden resolver de manera eficiente para grafos perfectos: encontrar el
numero cromatico, el nimero de clique o el niimero de independencia se puede hacer en
tiempo polinomial en grafos perfectos |21].

A continuacién mencionamos algunas clases de grafos conocidas que son perfectos:

= grafos completos: un grafo se dice completo si cada par de vértices estd conectado
por una arista. Denotamos por K, el grafo completo con n vértices. K, es isomorfo
a una clique de tamano n, entonces w(K,) = n y, por Lema X(Ky,) > n.
Asignando simplemente un color diferente a cada vértice se obtiene un n-coloreo,
por lo tanto, x(K,) = n = w(n). Claramente, cualquier subgrafo inducido de
un grafo completo es también un grafo completo. Lo que implica que los grafos
completos son grafos perfectos.

= grafos bipartitos es la clase de grafos que contiene todos los grafos cuyo conjunto
de vértices V puede particionarse en dos conjuntos disjuntos A y B de modo que
cada arista en F conecta un vértice en A con un vértice en B. Ademds, cuando
E = A x B se conoce como grafo bipartito completo y se denota por Ky, donde
a=|Alyb=|B|.

Como antes, cualquier subgrafo inducido de un grafo bipartito (completo) es tam-
bién un grafo bipartito (completo). Luego, para ver que un grafo bipartito (com-
pleto) G es un grafo perfecto, solo necesitamos mostrar que su nimero croméatico
es igual a su numero de clique. Si G no tiene aristas, entonces x(G) = w(G) =1,
por lo que asumiremos que |E| > 1y, por lo tanto, w(G) > 2 y x(G) > 2. Segun
el Lema G es 2-coloreable y, entonces, x(G) = 2. Luego, solo tenemos que
demostrar que G es libre de triangulos. Esto sigue inmediatamente por la carac-
terizacién dada por Konig: un grafo es bipartito si y solo si no contiene ciclos de
longitud impar.
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(a) (b) ()

Figura 2.7: Ejemplo de (a) grafo completo K4, (b) grafo bipartito, (c) grafo bipartito
completo K 3.

Grafos planares Un grafo es planar si se puede dibujar en el plano de tal manera
que sus aristas solo se crucen en los puntos finales. Una definicién méas formal se puede
encontrar en [29).

El teorema de Kuratowski da una condicién necesaria y suficiente para la planaridad
de un grafo que nos resultara 1til méds adelante. Pero antes de presentarla necesitamos
definir subdivisién. Una subdivision de un grafo G es el grafo obtenido mediante la
aplicacién de una secuencia de subdivisiones de aristas a G. Una subdivision de arista
para un arista e = uw es la operacion que elimina e de G y agrega un vértice w y las
arsitas uw y wv a G, como muestra la Figura [2.8

U v U
@ L [

[ IS}

Figura 2.8: Una arista y su subdivisién

Ahora si estamos en condiciones de enunciar el Teorema de Kuratowski.

Teorema 2.2.4 [29] Un grafo es planar si y solo si no contiene un subgrafo que sea
isomorfo a una subdivision de K5 o K3 3.

Un resultado famoso sobre los grafos planares es el teorema conocido como Teorema
de los cuatro colores [2]. Ya se habia conjeturado en la década de 1850, pero permanecié
abierto hasta 1976, cuando Appel y Haken presentaron una prueba asistida por compu-
tadora. Fue el primer teorema importante que se demostré utilizando una computadora.
Inicialmente, no fue ampliamente aceptado porque no se podia controlar a mano. Mas
tarde, en 1997, Robertson, Sanders, Seymour y Thomas presentaron una prueba mas
simple, pero aun dependia de las computadoras.

Teorema 2.2.5 [2] Todo grafo planar es 4-coloreable.

Otra propiedad sobre los grafos planares, que usaremos en el Capitulo[d]y fue probada
por Grotzsch en 1959, es la siguiente.

Teorema 2.2.6 [22] Todo grafo planar libre de tridngulos es 3-coloreable.
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2.2.1. Grafos de interseccién

Sea X un conjunto base, definimos un grafo de interseccion como un grafo que se
forma a partir de una familia de conjuntos Si,Ss, -+ ,S, € X creando un vértice v;
para cada conjunto S; y conectando dos vértices v; y v; siempre que los dos conjuntos
correspondientes tengan interseccién no vacia.

Consideremos, por ejemplo, el conjunto base X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} luego el grafo
de interseccién G generado por los subconjuntos S; = {1,3,5,7,9}, 52 = {2,4,6,8}, 53 =
{2,3,5,7},y Sy = {1,2,3,5,8} tiene cuatro vértices vy, va,v3 y v4, uno por cada con-
junto y para saber cudles son las aristas de G tenemos que ver cuando la interseccién
de dos de los conjuntos anteriores es no vacia:

SiNSy, =10 entonces vivg ¢ E(
S1NSy={3,5,7} #0 entonces vivs € E(
S1NSy={1,3,5} #0 entonces vivy € E(
SoNS3={2} #0 entonces vovz € E(
SoNSy={2,8}#0 entonces vovy € E(
S3N Sy =1{2,3,5} #0 entonces vyvy € E(

En la Figura[2.9)se puede ver una representacion del grafo G descripto anteriormente.

U1 V2

V4 U3

Figura 2.9: Grafo de interseccién generado por los conjuntos S; = {1,3,5,7,9}, S =
{2a 45 67 8}7 S3 = {27 37 5> 7} Yy S4 = {L 27 37 57 8}

Observemos que cualquier grafo G es un grafo de interseccién: sea E el conjunto
base y para cada vértice v; defina un conjunto 5; que contenga todas las aristas de las
cuales uno de sus extremos es v;, entonces la intersecciéon de dos de tales conjuntos es
no vacia si y solo si los dos vértices correspondientes son adyacentes.

En esta tesis nos centraremos en un tipo particular de grafos de interseccién co-
nocidos como grafos de interseccion geométrica, que se obtienen cuando la familia de
conjuntos corresponde a objetos geométricos en el plano (X = R?), como puede ser
segmentos en una linea o rectdngulos en el plano.

Un grafo de intervalos es un grafo de interseccion de intervalos en la linea real, es
decir, dado un conjunto de intervalos en la linea real Iy, I>, ... I, el grafo se obtendria
creando un vértice v; por cada intervalo I; y agregando una arista v;v; si el intervalo I;
se interseca con el intervalo I;. En la Figura se puede ver un ejemplo de un grafo
de interseccion generado a partir de un conjunto de intervalos. Esta clase de grafos
fue estudiada por primera vez por Hajos [23] en 1957 y ha atraido el interés de los
investigadores durante varias décadas. Una de las principales razones de este interés es
que muchas aplicaciones del mundo real implican la resolucién de problemas en grafos



2.2. CLASES DE GRAFOS 15

que son grafos de intervalos en si mismos o estan relacionados de manera natural con
grafos de intervalos [20].

oo—%eo 8o

Figura 2.10: Conjunto de intervalos en una recta y el grafo de intervalos que generan.
Cada vértice tiene el mismo color que el intervalo que representa, hay una arista entre
dos vértices si los correspondientes intervalos se intersecan.

Un grafo de interseccion de rectangulos es un grafo de interseccion de rectangulos en
el plano con los lados paralelos a los ejes . También llamamos a estos grafos simplemen-
te grafos de rectangulos. Asi, dado un conjunto de rectangulos Ry, R, ... R, el grafo se
obtendria creando un vértice v; por cada rectdngulo R; y agregando una arista v;v; si
el rectdngulo R; se interseca con el rectdngulo R;. En la Figura se puede ver un
ejemplo de un grafo de interseccién generado a partir de un conjunto de rectangulos.
Esta clase de grafos fue introducida por primera vez por Roberts [37] en 1969, y desde
entonces ha sido ampliamente estudiada. Entre otras cosas, esto se debe a que ciertos
problemas, como el de encontrar el méaximo conjunto independiente, cuando se restringen
a esta clase de grafos tienen aplicaciones practicas en diversas areas [1, (13} 15, 28, |30, 31].

Figura 2.11: Conjunto de rectdngulos y el grafo de rectangulos que generan. Cada vértice
tiene el mismo color que el rectangulo que representa, hay una arista entre dos vértices
si los correspondientes rectdngulos se intersecan.

Notemos que los grafos de rectangulos son una generalizacién de los grafos de interva-
los: dada una representacion con intervalos de un grafo, podemos obtener directamente
una representaciéon con rectangulos simplemente considerando que cada intervalo es el
lado inferior de un rectdngulo, como se muestra en el ejemplo de la Figura [2.12]

Sin embargo, hay grafos que son grafos de rectangulos pero no grafos de intervalos.
Por ejemplo, C5 es un grafo de rectdngulo (ver la Figura pero no un grafo de
intervalos. Recordemos que C5 no es un grafo perfecto (su nimero cromético es 3 pero
su nimero de clique es 2), por lo que para demostrar que C5 no es un grafo de intervalos,
demostraremos que los grafos de intervalos son grafos perfectos.

Lema 2.2.7 [19] Todo grafo de intervalos es un grafo perfecto.

Prueba: Sea G un grafo de intervalos y sea Z un conjunto de intervalo en la linea
real que representa el grafo G, demostraremos que x(G) = w(G). Como todo subgrafo
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(a) (b)

Figura 2.12: (a) Dibujo de un grafo, (b) Representacién con intervalos de un grafo, (c)
Representacién con intervalos de un grafo extendida a una representacién con rectangu-
los.

Figura 2.13: Representacion con rectangulos del grafo C

inducido de un grafo de intervalos es también un grafo de intervalos, el lema esta pro-
bado.

Enumeremos el conjunto de colores con el conjunto de niimeros naturales.
Consideremos el algoritmo voraz de coloracién que consiste en ordenar los vértices de
G de acuerdo con los extremos izquierdos de la representacién del intervalo, y luego,
siguiendo este orden, para cada vértice elegir el minimo color no usado por ninguno de
sus vecinos izquierdos (es decir, los vecinos que estan a la izquierda en el orden).

Sea k el niimero de colores utilizados por el algoritmo voraz y v un vértice que reci-
bi6 el color k-ésimo. Luego, cada uno de los primeros colores k — 1 debié asignarse a
uno de los vecinos izquierdos de v. Pero, dado que el extremo izquierdo del intervalo
correspondiente a v también pertenece a los intervalos correspondientes a los vecinos
izquierdos de v, tenemos que todos forman una clique de tamano k. Esto implica que
X(G) < k <w(G). Usando el Lema [2.1.4] probamos que x(G) = w(G). O

Ahora, definiremos dos clases de grafos que son superclases de los grafos de intervalos
y subclases de los grafos de rectangulos:

» Un grafo de interseccion de cuadrados es un grafo de intersecciéon de cuadrados
en el plano con los lados paralelos a los ejes . También llamamos a estos grafos
simplemente grafos de cuadrados.

= Un grafo de ganchos es un grafo de rectangulos en el que la esquina superior
izquierda de todos los rectangulos son puntos diferentes en una recta no paralela
a los ejes. En [26] se dio una definicién combinatoria de los grafos de ganchos que
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es util para determinar si un grafo dado es o no un grafo de ganchos: Un grafo
es un grafo de ganchos si y solo si existe un orden de los vértices que satisface la
propiedad de cruce completo. Dado un grafo GG, se dice que un orden de sus vértices
v1, V9, .., Uy satisface la propiedad de cruce completo si para todo i < j < k <[ si
viv € B Avju € E entonces vjvg € E.

Figura 2.14: Un orden de vértices satisface la propiedad de cruce completo si cuando
estan las dos aristas negras también esta la arista azul.

Para ver que los grafos de cuadrados son una generalizacion de los grafos de inter-
valos, dada una representacién de intervalos de un grafo podemos considerar que cada
intervalo es el lado inferior de un cuadrado. Para los grafos de ganchos, también po-
demos considerar que cada intervalo es el lado inferior de un rectangulo, pero ahora la
esquina superior izquierda de cada rectangulo debe pertenecer a una diagonal. Esto se
puede lograr facilmente si consideramos una diagonal que esté arriba y a la izquierda
de todos los intervalos.

oo @U@0
(a) (b)

Figura 2.15: (a) Representacién con intervalos de un grafo (b) Extension de la represen-
tacién con intervalos de un grafo a la representacién con cuadrados (c) Extensién de la
representacion con intervalos de un grafo a la representaciéon de ganchos.

La Figura [2.16) muestra que C5 es tanto un grafo de cuadrados como un grafo de
ganchos y, por lo tanto, los grafos de intervalos estan estrictamente contenidos en las
clases de grafos de cuadrados y ganchos.

A continuacion, veremos que los grafos de ganchos no son una subclase de los grafos
de cuadrados ni viceversa:

Grafos de ganchos ¢ Grafos de cuadrados Debemos mostrar que hay grafos
de ganchos que no son grafos de cuadrados. Para esto, demostraremos que los grafos
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£

(a) (b)

Figura 2.16: (a) C5 como grafo de cuadrados (b) C5 como grafo de ganchos

bipartitos completos K, ,, son grafos de ganchos pero no grafos de cuadrados paran > 3
ym > 3:

Lema 2.2.8 Los grafos bipartitos completos son grafos de ganchos.

Prueba: Sea G = (AU B, A x B) un grafo bipartito completo. Mostraremos que
cualquier orden de los vértices < donde todos los vértices de A estdn antes de todos
los vértices de B satisface la propiedad de cruce completo. Consideremos 4 vértices
v<u<w< ztalesque vw € Ey uz € E. Como vw € F y v < w tenemos que w € B
y como uz € E'y u < z tenemos que u € A, lo que implica que uw € F. O

ZZZ
/
N |

/1 |
/1 |

Figura 2.17: Representacién de ganchos del grafo K33

Como los grafos bipartitos completos K, ,,, con n > 3y m > 3 son libre de tridngulos
pero no son planares, demostraremos que no son grafos de cuadrados demostrando que
los grafos de cuadrados libre de tridngulos si son planares.

Primero, mostraremos un resultado més fuerte y para ello diferenciaremos entre 4
tipos de intersecciones entre rectangulos:

= Siun rectangulo contiene las 4 esquinas del otro, es una interseccion de contencion.

= Si un rectangulo contiene exactamente 2 esquinas del otro, es una interseccion
superpuesta.
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= Si un rectangulo contiene exactamente una esquina del otro, es una interseccion
de esquina.

= Si ninguna de las esquinas de cualquiera de los rectangulos esta contenida en el
otro, es una interseccion de cruce.

I:l L1

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.18: Tipos de intersecciones entre rectangulos: (a) interseccién de contencién,
(b) interseccién superpuesta, (c¢) interseccién de esquina, (d) interseccién de cruce

Teorema 2.2.9 Los grafos de rectdngulos libre de tridngulos que tienen una represen-
tacion rectangular sin cruces son planares.

Prueba: Sea G un grafo de rectangulos libre de tridngulos y R un conjunto de
rectangulos alineados con los ejes sin intersecciones de cruce que representan al grafo
G. Daremos una representacién planar de G.

Para esto, supondremos primero que no hay interseccién de contencién en G. Por lo
tanto, para cada rectdngulo R; en R, el conjunto de puntos S; = R; — U#i R; no es
vacio, lo que significa que hay al menos un punto p; en R; que no estd contenido en
ningin otro rectangulo. Ademads, dado que no hay cruces en R, el conjunto S; es una
sola regién conectada.

Ahora, para cada par de rectdngulos R; y R; que se cruzan, sea p;; un punto de inter-
seccién entre un lado de R; con un lado de R;. Observemos que, debido a que el grafo
es libre de tridngulos, p;; no estd contenido en ningun otro rectdngulo. Luego, podemos
dibujar una curva cé- desde p; a p;j;, tal que cé- C Siu{pijty cg- Nct = {p;}. Estas
dos condiciones garantizan que si dos curvas se cruzan solo lo hacen en los extremos.
Finalmente, la curva c;; = cé U ¢! corresponde a una arista entre R; y R;.

Queda por agregar los rectangulos que estan contenidos en otros rectangulos. Pero esto
se puede hacer facilmente: recordemos que G es un grafo libre de tridangulos, por lo que
si IR; estd contenido en R;, entonces R; es el tinico vecino de R; y luego podemos tomar
cualquier punto p; y conectarlo con p; mediante una curva que no se cruza con ninguna
otra curva previamente dibujada. O

En los grafos de cuadrados no hay intersecciones de cruce, por lo tanto

Corolario 2.2.10 Los grafos de cuadrados libre de tridngulos son planares.
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Por el Lema @ el grafo bipartito completo K, ,, es un grafo de ganchos. Pero,
sin > 2y m > 2, seglin el Teorema de Kuratowski (2.2.4)), K, ,, no es planar, lo que,
junto con el Corolario implica que K, no es un grafo de cuadrados. Lo que
prueba que hay grafos de ganchos que no son grafos de cuadrados.

Grafos de cuadrados ¢ Grafos de ganchos Ahora mostraremos que los grafos
de cuadrados no estan contenidos en los grafos de ganchos. Para esto, consideremos el
grafo K3 5 que se obtiene al subdividir cada arista en el grafo K3 3, como se muestra en

la Figura (a)

()
Figura 2.19: (a) K33 (b) K3 3 como grafo de cuadrados

La Figura [2.19) (b) muestra que es un grafo de cuadrados. En [26], Hixon demuestra
que este grafo no es un grafo de ganchos al probar que no hay un orden de sus vértices
que satisfaga la propiedad de cruce completo. Luego, K3 5 es un ejemplo de un grafo de
cuadrados que no es un grafo de ganchos.

Inclusién La Figura [2.20| resume las relaciones de inclusién entre los grafos de inter-
valos, rectangulos, cuadrados y ganchos discutidas anteriormente.

Problema del conjunto de golpe

Aqui presentamos un parametro de los grafos de interseccidon geométrica, que tiene
aplicaciones en dominios tan diversos como el algebra booleana, la biologia computacio-
nal y la mineria de datos (ver |16] y referencias alli mencionadas).

Sea G un grafo de interseccion geométrica formado a partir de una familia F de
objetos geométricos en R2. Un conjunto de golpe es un conjunto de puntos H C R?
que interseca (“golpea”) cada objeto en F, es decir, cada objeto en F debe contener al
menos un punto en H. El tamano del conjunto de golpe minimo de G se conoce como
nimero de golpe y se denota con u(G).

Claramente, si un grafo de interseccién geométrica tiene un conjunto independiente
de tamano k, entonces se requieren al menos k£ puntos para golpear todos los objetos
geométricos en el conjunto independiente, un punto por objeto. Por lo tanto,

Lema 2.2.11 Para cualquier grafo de interseccion geométrica G, a(G) < pu(G).
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Grafos de rectangulos

A K3,3

Grafos de
intervalo

Grafos de ganchos

. K2.73 U K3’3

Figura 2.20: Un diagrama de la relacién entre clases de grafos de interseccién geométricos
con las que trabajamos en esta tesis. Los grafos de rectangulos es la clase mas general
mientras que la clase de grafos de intervalos es la mas restrictiva.

Como veremos a continuacién esta cota es ajustada para los grafos de intervalos:

Lema 2.2.12 Para cualquier grafo de intervalos G, a(G) = u(G).

Prueba: Sean G un grafo de intervalos y Z una representacién de intervalos del
mismo. Por el Lema es suficiente con mostrar que a(G) > p(G). Para esto, con-
sideremos el siguiente algoritmo que, dado un grafo de intervalos, devuelve un conjunto
independiente I y un conjunto de golpe H:

Algoritmo 1: Computa conjunto independiente maximo y conjunto de golpe
minimo de un grafo de intervalos

entrada: Un grafo de intervalos G y una representacién de intervalos del
mismo 7

salida : Un conjunto independiente I y un conjunto de golpe H para G

H « 0;

I« 0;

mientras Z # () hacer

v <— intervalo que termina primero en Z;

p < v extremo derecho;

N <+ intervalos en Z que contienen p;

I+ TU{v}

H « H U{p};

T T\ (NU{o});

devolver I, H;

© W N o Uk W=

[y
(=}
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En cada iteracion del ciclo agregamos un punto a H y un intervalo a I, por lo que
|H| = |I|. H es un conjunto de golpe porque un intervalo se elimina de G solo si contiene
un punto que se agregé a H. Ademds, dado que v es el intervalo que termina primero
en Z, cada vecino de v debe contener su extremo derecho p y, por lo tanto, estd en N
y se elimina de Z cuando v se agrega a I, luego I es un conjunto independiente. En
consecuencia, «(G) > |I| = |H| > u(G) como se desea. 0

Observemos que el nimero de independencia para C% es solo 2, mientras que su
nimero de golpe es 3 (cualquier punto en el plano puede golpear como méaximo a dos
rectangulos). Este ejemplo muestra que para los grafos de rectdngulos, cuadrados y gan-
chos la cota presentada en el Lema [2.2.11] no es ajustada. En los proximos capitulos
estudiaremos que tan grande puede ser la brecha entre el nimero de independencia y el
numero de golpe para estas clases de grafos.

Vale la pena notar que en el caso de los grafo de rectangulos el niimero de golpe es
equivalente al nimero de cubrimiento por cliques.

Lema 2.2.13 Si G es un grafo de rectingulos entonces 0(G) = pu(G).

Prueba: Sea R una representaciéon rectangular de G.

Por un lado, para cualquier punto del plano todos los rectangulos de R que lo contie-
nen forman una clique en G. Luego, dado un conjunto de golpe H de G si para cada
punto p € H consideramos la clique formada por los rectangulos en R que lo contienen,
obtenemos un cubrimiento por cliques de G, ya que cada rectangulo en R contiene al
menos un punto de H y por lo tanto, el vértice correspondiente forma parte de alguna
de las cliques consideradas. Entonces, obtenemos que 0(G) < u(G) (1).

Por el otro lado, dada una clique C' de G definimos R¢c € R como el conjunto de los
rectangulos que representan un vértice que estd en C. Como la interseccion de cua-
lesquiera dos rectangulos de R¢ es no vacia tenemos que la intersecciéon de todos los
rectangulos de R es no vacia (observemos que esto no es verdad para cualquier familia
de objetos geométricos. Por ejemplo, si consideramos los arcos de circunferencia de la
Figura la interseccion dos a dos es no vacia pero la interseccién de todos los arcos
es vacia). Luego, dado un cubrimiento por cliques de G para cada clique C' podemos
considerar un punto pc que esta en la interseccion de todos los rectangulos de R¢ y por
lo tanto, el conjunto que contiene estos puntos es un conjunto de golpe de G. De modo
que, 0(G) = p(G) (2)

Al combinar (1) y (2) se deduce que 0(G) = u(G). 0

2.3. Numero de Ramsey
Para dos enteros positivos cualesquiera s y t, el nimero de Ramsey R(s,t) es el mini-

mo n tal que cualquier grafo con n vértices tiene un conjunto de tamano independiente
s o una clique de tamano ¢. En 1930, Ramsey [36] demostré que ese nimero siempre
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/—\

Figura 2.21: Si consideramos que los arcos rojo, verde y azul pertenecen a la misma
circunferencia se puede notar que la interseccién de dos de ellos es siempre no vacia
pero la interseccién de los tres arcos es vacia.

existe y que, de hecho, R(s,t) < R(s,t — 1)+ R(s — 1,t). Este teorema, conocido como
Teorema de Ramsey, es un resultado fundamental en combinatoria.
Antes de probarlo, veamos un ejemplo introductorio:

R (3,3) = 6 Primero, consideremos el grafo C5. Como se discutié anteriormente, tanto
su numero de clique como su nimero de independencia son 2, por lo tanto R(3,3) > 5.
Ahora, sea GG un grafo con 6 vértices. Demostraremos que tiene una clique de tamaifio 3 o
un conjunto independiente de tamano 3. Para esto, consideremos un vértice v. Segun el
principio del palomar, hay tres vértices v, v2,v3 de modo que los tres estan conectados
a v o ninguno de ellos estda conectado a v. Sin pérdida de generalidad, supondremos
lo primero. Si alguna de las aristas vivq, v2v3, v3v1 estd en (G, entonces tendremos una
clique de tamano 3; de lo contrario, ninguno de estas aristas estara en G y, por lo tanto,
{v1,v2,v3} es un conjunto independiente.

Ahora si, veamos el Teorema de Ramsey:

Teorema 2.3.1 [36] R(s,t) existe para todos los enteros positivos s yt. Ademds, R(s,t) <
R(s,t — 1)+ R(s — 1,¢).

Prueba: Lo probaremos por induccién en s + t.
Claramente, R(1,n) = R(n,1) = 1 para cualquier n.
Para el paso inductivo, supondremos que tanto R(s,t — 1) como R(s — 1,t) existen y
demostraremos que R(s,t) también existe demostrando que R(s,t) < R(s,t—1)+ R(s—
1,t): sea G una grafo con R(s,t — 1)+ R(s — 1,t) vértices y sea v un vértice de G. De-
finimos G,, como el subgrafo de G inducido por N(v) y G, como el subgrafo inducido
por los vértices (V' \ (N(v)U{v})). Asi, R(s,t —1)+ R(s—1,t) — 1 = |Gp| +|Gpm|. Por lo
tanto, |G| > R(s,t —1) 0 |G| > R(s—1,t). En el primer caso, por hipétesis inductiva
tenemos que existe un nimero natural r = R(s,t — 1) y luego, por definicién, cualquier
grafo con r vértices contiene un conjunto independiente de tamano s o una clique de
tamano t — 1, entonces cualquier subgrafo inducido de G,, con r vértices contiene un
conjunto independiente de tamano s, en cuyo caso hemos terminado; o bien contiene
una clique C' de tamano ¢t — 1 y por lo tanto, por definicién de G,,, CU{v} es una clique
en G con t vértices. El tltimo caso es analogo. O
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Al usar la induccién y la regla de Pascal, se puede derivar la siguiente férmula
cerrada:

s+t—2) ]

Teorema 2.3.2 Para todos los enteros positivos s y t, R(s,t) < ( a1

Prueba: Nuevamente, haremos induccién en s + t.
Cuando s = 1 tenemos que R(1,t) =1 = (tgl) y para t = 1 se cumple que R(s,1) =
-1
1= (§_1)~
Para el paso inductivo, asumiremos que la desigualdad vale para R(s,t—1) y R(s—1,t),
. . . +t-3 +t-3
es decir, nuestras hipdtesis inductivas son R(s,t —1) < (88_1 ) y R(s—1,t) < (55_2 )
Luego, tenemos que:

s+t—3 s+t—3 s+t—2
< — — < <
R(s,t) < R(s,t—1)+ R(s 1,t)_< .1 >+< s_9 )_( s 1 >

Donde la primer desigualdad se debe al teorema anterior, la segunda a las hipotesis
inductivas y la tltima es consecuencia de la regla de Pascal |34]. O

Dada una clase de grafo G podemos pensar en el nimero de Ramsey restringido a
esta clase de grafo Rg(s,t) como el minimo nimero n tal que cada grafo en G tiene un
conjunto independiente de tamano s o una clique de tamano ¢. Como era de esperar, se
conocen mejores cotas superiores cuando lo restringimos a clases de grafos especificas.
Por ejemplo, en el Capitulo |5l mostraremos que para la clase de grafos de rectangulos, el
niimero de Ramsey estd acotado por min{O(st?), O(log(st)st)}, mientras que para los
grafos de cuadrados y ganchos estd delimitado por O(st).

En el Capitulo [3] discutiremos cémo el nimero de Ramsey se relaciona con el pro-
blema de encontrar el maximo conjunto independiente en grafos de rectangulos.

2.4. Algoritmos y complejidad

La teorfa de la complejidad computacional se centra en la clasificacién de los proble-
mas de acuerdo a la dificultad que conlleva resolverlos. A continuacién presentaremos
algunos conceptos bésicos de esta teoria que utilizaremos en los préximos capitulos, una
descripcién més detallada junto a resultados clasicos del area se pueden encontrar en
los libros [4} [17].

Un algoritmo es una lista de instrucciones bien definidas que se pueden utilizar para
resolver un problema. La complejidad algoritmica es una métrica que describe qué tan
rapido o lento se desempena un algoritmo en particular. Para medir la complejidad de
un algoritmo se define una funcién del tamano de entrada (y, a veces, mas pardmetros)
y mide el tiempo de ejecucién empleado por el algoritmo en el peor caso. La notacion
O se utiliza para comparar los algoritmos a partir de las definiciones de éstas funciones,
permite capturar una nocién intuitiva de “orden de crecimiento” una funcién f tiene
el orden de g, anotado como f = O(g), si hay una constante ¢ € R y una constante
no € N tal que f(n) < cg(n) Vn € N, n > ng. Si la funcién de complejidad f de un
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algoritmo tiene el orden g, entonces se dice que su tiempo de ejecucion es O(g). Si g es
lineal /polinomial /exponencial, entonces el algoritmo es lineal/polinomial /exponencial.
Cuando un algoritmo es polinomial, se dice que es eficiente.

La clase P es la clase de problemas que se pueden resolver en tiempo polinomial,
es decir, contiene todos los problemas que pueden ser resueltos de manera eficiente. La
clase NP contiene aquellos problemas cuyas soluciones se pueden verificar en tiempo
polinomial. Claramente, cualquier problema que esté en P también estd también en
NP pero la pregunta de si P = NP o no permanece abierta y se encuentra entre los
problemas mas importantes de la matemética. Se cree ampliamente que P # N P. Como
consecuencia, habria problemas para los que no existe un algoritmo polinomial que los
resuelva. En otras palabras, algunos problemas serfan mas dificiles de resolver que otros.

La clase NP-dificil es la clase de problemas que son al menos tan dificiles como el
problema mas dificil de N P.

Esto significa que para los problemas NP-dificil no se puede esperar un algoritmo
eficiente que los resuelva exactamente, a menos que P = NP. Por lo tanto, un enfoque
natural para manejar los problemas de optimizacién NP-dificil es encontrar un algoritmo
eficiente cuya solucion esté cerca de la éptima. A estos algoritmos los llamamos algorit-
mos de aprorimacion. Formalmente, dado un problema de optimizacion P, se dice que
un algoritmo A es un a-algoritmo de aproximacioén para P si para cualquier instancia
dada I, devuelve una solucién factible y

-OPT (1), si P es un problema de minimizacién

OPT(I) < A(I) < «
A(I) <OPT(I) < - A(D), si P es un problema de maximizacion

donde OPT([]) es una solucién éptima para el problema P en la instancia I y o > 1. O
sea, un algoritmo A es un «a-algoritmo de aproximacion si el valor de su solucién esta
siempre dentro de un factor de a del éptimo.

Los algoritmos de aproximacién se han estudiado ampliamente durante las tltimas
décadas, y estos estudios han producido hermosos resultados que conectan muchas dreas
de la informatica y la matemadtica, como algoritmia, optimizaciéon, combinatoria, geo-
metria y probabilidad. Presentaremos algunos de ellos en los proximos capitulos.






Capitulo 3

Preguntas extremales

Los problemas de encontrar un conjunto méximo independiente (MIS, por sus siglas
en inglés) y un conjunto de golpe minimo (MHS, por sus siglas en inglés) capturan
muchos problemas de optimizacion del mundo real y, por lo tanto, no es una sorpresa que
sean NP-dificiles. Entonces, a menos que P = NP, no existe un algoritmo eficiente para
encontrar una soluciéon éptima para ninguno de estos problemas. Desafortunadamente,
incluso los algoritmos de aproximacién no pueden manejar MIS ni MHS en su totalidad:
se sabe que son extremadamente dificiles de aproximar (suponiendo P = NP) [24]. Por
lo tanto, es natural considerar una familia restringida de grafos, y una extensa literatura
se ha centrado en eso.

En este capitulo mostraremos cémo se relacionan estos dos problemas y discutiremos
como algunas preguntas extremales pueden conducir a algoritmos de aproximacién para
estos problemas cuando se restringen a grafos de interseccién de rectangulos, dado que
incluso con esta restriccién los problemas siguen siendo NP-dificiles [5], 14].

3.1. Brecha de dualidad

En esta seccién mostraremos una relacién interesante entre el problema del conjunto
méximo independiente en grafos de rectdngulos (MISR, por sus siglas en inglés) y el
problema del conjunto de golpe minimo en grafos de rectangulos (MHSR, por sus siglas
en inglés).

Sea R = {r1,r2,...,,} un conjunto de rectangulos alineados con los ejes dibujados
en R?. Formularemos un programa lineal en enteros 0-1 para el problema MISR, para lo
cual definimos las variables de decisién x; € {0,1} correspondientes a cada rectangulo
r; € R que serd 1 si el rectangulo 7; es elegido en nuestro conjunto independiente y 0 en
caso contrario. Entonces, un conjunto independiente valido se puede describir mediante
una asignacion de valores a las variables de decision que satisfacen las restricciones:

x; € {0,1} Vr; € R

y que cada punto en el plano esta contenido en como maximo uno de los rectangulos se-
leccionados en nuestro conjunto independiente (no hay interseccién entre los rectangulos

27



28 CAPITULO 3. PREGUNTAS EXTREMALES

en el conjunto independiente):
Zi:pen r; <1 Vp S RQ

El conjunto independiente maximo corresponde a la asignacion de variables de decision
que satisfacen estas restricciones y a su vez maximizan la funcién objetivo:

max . cpTi

Resolver este programa lineal entero es NP-dificil, ya que es equivalente a resolver
MISR. Sin embargo, si lo relajamos reemplazando las restricciones z; € {0,1} con las
restricciones z; > 0, obtenemos el siguiente programa lineal (LP) que se puede resolver
en tiempo polinomial [27] [T}

maximizar Y. p T
LP-MISR ¢ sujeto a Ei:p@i z; <1 VpeR?
y 0<z; Vr; eR

Toda solucion factible para el programa lineal entero original es también una solu-
cion factible para este programa lineal, sin embargo, lo contrario no es necesariamente
cierto. No obstante, el programa lineal se puede utilizar para obtener informacién ttil
sobre la solucién del programa lineal entero original. Concretamente, en la siguiente
seccién, mostraremos cémo se puede usar el programa lineal LP-MISR para derivar un
algoritmo de aproximacién para el problema MISR.

Ahora, consideremos su programa lineal dual que tiene una variable de decisién y,
por cada punto p en el plano:

minimizar 3 g2 Yp
DUAL-LP-MISR ¢ sujetoa > . yp>1 Vr, € R
y 0<y, VpeR?

Si reemplazamos las restricciones 0 < y,, por las restricciones y, € {0,1} obtenemos
el programa lineal entero 0-1 correspondiente al problema de encontrar el conjunto de
golpe minimo para la instancia R, ya que buscamos minimizar los puntos que elegimos
(min EPGRQ yp) mientras que queremos que cada rectangulo en R contenga al menos
uno de los puntos elegidos (Zpen- yp > 1 Vr; € R). Por ende, el dual del programa
lineal correspondiente a MISR (DUAL-LP-MISR) es equivalente al programa lineal co-
rrespondiente al problema MHSR (LP-MHSR).

Denotemos por G al grafo de interseccion de rectangulos inducido por R, con
OPTrp_nmi1sr(R) el valor 6ptimo de LP-MISR para la instancia R y con OPTp_pgsr(R)
el valor 6ptimo de LP-MHSR para la instancia R. Entonces, podemos concluir que

'Notemos que aunque el programa lineal LP-MISR tiene infinitas restricciones, ya que considera
todos los puntos del plano, es suficiente con considerar un solo punto por cada regién del plano formada
por los rectdngulos, lo cual es polinomial en el nimero de rectangulos.
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a(G) <OPTrp_misr(R) = OPTrp_musr(R) < u(G)

donde la primera desigualdad se cumple porque cualquier conjunto independiente es
una solucién factible para LP-MISR, la igualdad sigue del Teorema de dualidad fuerte
[18] y la ultima desigualdad se debe nuevamente a que cualquier conjunto de golpe es
una solucion factible para LP- MHSR.

Debido a esta dualidad entre los problemas de MISR y MHSR, la relacién entre el
numero de golpe y el nimero de independencia, %, se conoce como brecha de dualidad.

OPT . p_uisr )
a(G)

y la brecha de integralidad para MHSR (OPT%), por lo que ha atraido una aten-
LP—MHSR

cién significativa, especialmente desde los anos sesenta, cuando Wegner [38] conjeturd
que estaba acotada por una constante universal. En los Capitulos [4] y [5| analizaremos la
brecha de dualidad para los grafos de rectangulos, cuadrados y ganchos.

Veamos ahora un ejemplo sencillo. Consideremos nuevamente el grafo Cs junto a
la representacién rectangular de la Figura Como ya vimos en el Capitulo [2 su
nimero de independencia es 2 mientras que su numero de golpe es 3. A continuacion,
analizaremos los programas lineales LP-MISR y LP-MHSR para esta entrada.

Para LP-MISR consideremos la asignacion de las variables de decisién x; = % Dado
que el grafo es libre de tridngulos cada punto p en el plano esta contenido en a lo
sumo dos rectangulos, luego la restricciéon Ei:pen z; < 2% < 1 se satisface para todo
punto, lo que implica que la asignacién definida es una solucién valida y en consecuencia
OPTLp-m1sr(C5) > >, cp i = 51 =15 (1).

Para LP-MHSR por cada regién que se encuentra en la interseccion de dos rectangulos
tomamos un unico punto p y a la variable de decisién de cada uno de estos puntos le
asignamos y, = % v a la del resto de los puntos en el plano le asignamos cero. Entonces,
como cada rectangulo r tiene dos vecinos tenemos que la restricciéon ZpE?“ Yp = 2% =1
se satisface para todo rectangulo y, por lo tanto, la asignacién definida es una solucién
valida. Debido a que solo las variables de decision de exactamente 5 puntos fueron

asignadas con el valor % sabemos que OPTrp_nasr(Cs) < 32 cpe Yp = 5% =5 (2).

Se puede utilizar para acotar tanto la brecha de integralidad para MISR (

-2
Luego, usando el Teorema de dualidad fuerte junto a las ecuaciones (1) y (2) concluimos

que OPTLp_n1sr(Cs) = OPTLp amusr(Cs) = 3.
En resumen,

a(C5) =2 < 3 =0PTLp_m1sr(C5) = OPTLp_musr(Cs) = 3 < 3= pu(Cs)

3.2. Conjunto independiente maximo vs. limites de
Ramsey

En esta seccién probaremos una relacién entre la brecha de integralidad para LP para
el problema MISR y el nimero de Ramsey R(s,t) para la clase de grafo de interseccién
de rectangulos.
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Sea R = {ri,re,...,mp} cualquier conjunto de rectangulos alineados con los ejes
dibujados en R?, sea OPT1p(R) el valor 6ptimo de LP-MISR para la instancia R y

sea OPT(R) el valor éptimo del conjunto independiente méximo para R . Definimos la
OPT.pr(R)

brecha de integralidad para LP-MISR como 8 = méaxg OPT(R)

, luego
Teorema 3.2.1 [11] Para la clase de grafos de interseccion de rectingulos, para todo
c € R y para todo s,t >3 R(s,t) <cs(t—1) si y solo si < c.

Prueba:

(=) Sea G un grafo de rectangulos y R = {r1,r2,...,r,} una representacién rectan-
gular del mismo. Sea z* una solucién éptima racional de LP-MISR para esta instancia
(tal solucién existe ya que A,b en las restricciones Az < b son racionales). Por lo tanto,
podemos representar cada x; = % para algin k € Ny ki, ko,... k, € N.

Ahora creemos otro grafo G’ que tiene k; copias superpuestas R, correspondientes a ca-
da rectdngulo 7;. Observemos que w(G’) < k: sea C’ una clique en G’ y consideremos el
conjunto C' = {r; : R;NC" # 0} que es una clique en G. Sea p un punto en la interseccién
de todos los rectangulos en C, las restricciones del programa lineal LP-MISR garantizan
que Y co T = Diper, T1 < 1y porlo tanto [C'] =30, IRl =2, ccki <k

Dado que el nimero de vértices en G’ es Y. k; = kOPTp(R) y no tiene una clique

de tamano k + 1, el limite de Ramsey implica que G’ tiene un conjunto independiente

kOPr"ECLP ®R) _ OP TCLP ®) | Como cualquier conjunto independiente en G’ se

> OPTLP (R) .

de tamano

puede asignar a un conjunto independiente en G tenemos que OPT(R)
(<) Supongamos que la brecha de integralidad es como méximo ¢ y consideremos
un grafo de interseccién de rectangulos G con cs(t — 1) vértices y ninguna clique de
tamano ¢ (de lo contrario habremos terminado).
Necesitamos mostrar que existe un conjunto independiente de tamano s. Para esto,
consideremos el programa lineal para MISR (LP-MISR) y la siguiente asignacién a las
variables de decision x; = 1/(t — 1),Vr; € R. Observemos que, como w(G) < t, en
cualquier punto p hay como méaximo t — 1 rectdngulos que se cruzan y, entonces la
restriccién de LP-MISR Zi:p@,i T < % = 1 se satisface para todo punto p, por lo
tanto la asignacién definida es una solucién valida para el programa lineal.
Luego, el valor de la solucién éptima es al menos el valor de esta solucién, de modo que

OPT.p(R) > es(t—1)/(t—1) = cs. Ahora, dado que %ng)a) < B < ¢, tenemos que

~5e— < ¢, y como consecuencia OPT(R) > s.

OPT(Rr)
|

Una consecuencia interesante de este teorema es que si el nimero de Ramsey para la
clase de grafos de rectangulos (o cualquiera de sus subclases) estd acotado superiormente
por R(s,t) < ecs(t — 1) entonces la brecha de integralidad del programa lineal para el
problema MISR esta acotada superiormente por ¢, y por lo tanto, para cualquier grafo de
rectangulos LP-MISR es una c-aproximacion de MISR. Esta es la principal motivacion
para estudiar en los Capitulos[]y 5] el nimero de Ramsey para los grafos de rectédngulos,
cuadrados y ganchos.
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3.3. Conjunto independiente ponderado maximo vs.
coloreo fraccional

En esta seccién consideramos el problema del conjunto independiente maximo pon-
derado (MWIS, por sus siglas en inglés), que es una generalizacién del problema del
conjunto independiente maximo. En este caso, consideramos un grafo G junto con una
funcién de peso w : V — R y queremos encontrar un conjunto independiente S tal
que la suma del peso de sus vértices sea maxima. En otras palabras, nuestro objetivo
es maximizar w(S) = ) cqw(v) donde S es un conjunto independiente. Denotamos a
este valor con a(G,w).

Formularemos un programa lineal entero para el problema MWIS, que es similar al
de MISR formulado en la Seccién Definimos las variables de decisién z, € {0,1}
que indican si el vértice v estd incluido en el conjunto independiente o no. También
tendremos la restriccién de que para cada clique C en G como méaximo se elige un
vértice: Y oy <1 V clique C en G . Y el objetivo es maximizar la suma del peso
de los vértices elegidos: max ) i z,w(v). Como antes, resolver este programa lineal
entero es NP-dificil, por lo que volveremos a relajar la restriccién z, € {0,1} para
obtener un programa lineal:

maximizar ) T,w(v)
LP-MWIS ¢ sujeto a Y owec To <1V clique Cin G
y 0<z YweV

Denotamos con OPTp(G,w) el valor éptimo del LP-MWIS para el grafo G y la

OPTp(Guw) la brecha de integralidad para MWIS

.2z /! _ ,
funcién de peso w y con o' = méxqg, ., a(Cow)

para la clase de grafos de rectangulos.

En el préximo teorema mostraremos cémo la brecha de integralidad para MWIS estéd
estrechamente relacionada con el problema de coloreo fraccional. Un coloreo fraccional
para un grafo G es una funcién o : P(V) — [0, 1] tal que (i) el soporte de o contiene
solo conjuntos independientes, y (ii) para cada v € V, tenemos que > ;. ;0(l) > 1.
El nimero cromético fraccionario x ¢(G) es el minimo nimero real k tal que existe un
coloreo fraccional vélido o para el cual ), o(I) < k.

Teorema 3.3.1 [11] Para cualquier grafo de interseccion de rectingulos G, xs(G) <
cw(G) si y solo si o <ec.

Prueba:

(=) Sea G un grafo de rectangulos, R = {ry,re,...,r,} una representaciéon rec-
tangular del mismo y w una funcién de peso. Sea x* una solucién 6ptima racional de
LP-MWIS para esta instancia (tal solucién existe ya que A, b en las restricciones Ax < b
son racionales). Por lo tanto, podemos representar cada z; = % para algin k € Ny
ki,ko,...k, € N.

Ahora, creemos otro grafo G’ que tiene k; copias superpuestas R correspondientes a
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cada rectangulo r;. Observemos que, al igual que en la demostracién anterior (Teorema
B.21), w(G") < k.

Como G’ es un grafo de interseccién de rectangulos, tenemos que x¢(G’") < ck. Dado
que cualquier conjunto independiente en G’ puede asignarse a un conjunto indepen-

diente en G, mostraremos que hay un conjunto independiente en G’ con un peso de

w. Con este fin, se muestrea un conjunto independiente I tal que

cada I C V(G’) se muestrea con probabilidad X:EQ/),

nal éptimo de G’. Por lo tanto, cada vértice v € V(G’) se muestrea con probabilidad

al menos

donde o es un coloreo fraccio-

a(I) 1 - . +
Y rwerl (D) > STICEaR Por ende, para la funcién de peso w’ : V(G') — R™T que para cada
copia v de v asigna el peso w'(v') = w(v), el peso esperado del conjunto independiente
I que obtenemos es E[w'(I)] = >, cy @y w' (v)Prlv € 1] = — > vevicy W' (v) =

OPT X&)
& Lvevien W' (V) = & Xiev(e) W)k = sl

(<) Sea G cualquier grafo de rectangulos, demostraremos que x f(G) < cw(G). Pero
primero mostraremos que:

Afirmacién 3.3.2 Para cualquier funcio’n(de peso w, G tiene un conjunto indepen-
. w(V
diente I con un peso de al menos w(I) > (@)
Prueba: Consideremos el programa lineal para MWIS: al establecer z, = ﬁ

para todo v € V obtenemos una solucién valida (},cc Ty = % < 1) con pe-

1 Ny,
S (el > vey w(v). Por lo tanto, hay una solucién entera con un peso de al menos

V)

m Y overv w(v) = %, en otras palabras, hay un conjunto independiente con el peso
deseado. O

Ahora, por reduccion al absurdo, supongamos que x f(G) > cw(G). Consideremos el
programa lineal dual (DUAL-FC) correspondiente al problema de coloreo fraccional:

maximizar ) i Yo
DUAL-FC (¢ sujeto a Y wer Yo <1V conjunto independiente I en G

y Ogyv V’UEV

Sea y una solucién éptima para DUAL-FC y establezcamos w(v) = y,. Entonces,
por la afirmacién [3.3.2] tenemos que en G hay un conjunto independiente I con un peso

de al menos w(I) > =xel?

cw(@)
%. Luego, tenemos que:

que, debido al Teorema de dualidad fuerte [18], es igual a

aw(G)  ew(G) ” cw(G)

S i Dt (0 (@)
vel

lo cual contradice la restriccién del programa lineal ) _;y, < 1. De esto se sigue
que la suposicién x(G) > cw(G) debe ser falsa y, por lo tanto, podemos concluir que
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Xf(G) < cw(G). O

Como no existe ninguna técnica conocida que diferencie el coloreo fraccional del
problema de coloreo en general, es muy comun trabajar con el nimero cromético en
lugar del nimero cromatico fraccional. Observemos que xf(G) < x(G), de hecho si
X(G) = k entonces podemos particionar V' en k conjuntos independientes disjuntos
(ver Lema I, 1o, ..., I, por lo tanto, la funcién o definida como 1 en cada uno
de estos conjuntos y 0 en los restantes es un coloreo fraccional vélido de valor k. Asi,
si para todo grafo de rectangulos (resp. grafo de cuadrados/grafo de ganchos) G su
nimero cromatico estd acotado superiormente por x(G) < cw(G) entonces su nimero
cromético fraccional también estd acotado superiormente por x¢(G) < cw(G) y luego,
por el Teorema anterior, la brecha de integralidad para MWIS para la clase de los
grafos de rectdngulos (resp. grafo de cuadrados/grafo de ganchos) es a lo sumo ¢ y en
consecuencia el programa lineal LP-MWIS es una c-aproximacién de MWIS en esa clase
de grafos.

Por este motivo, en los Capitulos 4] y [5| intentaremos limitar la brecha entre el
numero cromatico y el nimero clique para las clases de grafos de rectangulos, cuadrados
y ganchos.






Capitulo 4

Cotas para grafos de rectangulos
libre de triangulos

En este capitulo estudiaremos la relaciéon entre el nimero cromatico y el niimero de
clique, el nimero de Ramsey y la brecha de dualidad para los grafos de rectangulos,
cuadrados y ganchos libres de triangulos. Comenzamos solo con grafos libres de
tridngulos para ganar un poco de intuicién y comprender mejor estos problemas y las
relaciones entre ellos.

En las siguientes secciones, usaremos las propiedades geométricas de estas clases
de grafos para acotar superiormente los problemas combinatorios extremales mencio-
nados anteriormente, que, como se discutié en el Capitulo |3 conducen a algoritmos de
aproximacion para MISR y MHS, ambos problemas NP-dificiles. También presentare-
mos ejemplos donde se alcanzan la mayor cota inferior conocida, que muestran cuan
ajustadas son estas cotas. Estos resultados se resumen en la Tabla donde los textos

ko

marcados con un asterisco ‘*’ son originales de esta tesina.

g Rectangulos Cuadrados Ganchos

Cota Sup Inf Sup Inf Sup Inf

méxceg X(G)/2 3 3 3/2% 3/2 2 2%
T.41.4 | T.4.15 | T.]4.1.7 | T.[4.1.8 | T.|4.1.4] | T.|4.1.6]

Rg(s,3)/2s 3 2 3/2% 3/2% 2 3/2%
T.[4.21|| T.[4.22/| T.4.2.1) | T.4.2.3 | T.4.2.1] | T.]4.2.3]

méxgeg (G)/a(G) 4* 2 3* 3/2 2 3/2
T.[4.3.1) | T.}4.3.7] | T.]4.3.5] | T.[4.3.6]| T.|4.3.1] | T.[|4.3.6]

Cuadro 4.1: Tabla con los resultados conocidos actualmente para la relacién entre el
nimero cromdtico y el nimero de clique, el nimero de Ramsey y la brecha de integrali-
dad para grafos de rectangulos, cuadrados y ganchos libres de tridngulos. Los resultados

marcados con un asterisco ‘*’ son originales de esta tesina.
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4.1. Coloreo

4.1.1. Grafos de rectangulos y ganchos libre de triangulos

En [6], Asplund y Griinbaum demostraron que todo grafo de recténgulos libre de
tridngulos es 6-coloreable y que esta cota es ajustada. En esta seccién vamos a mostrar
esa prueba y también la adaptaremos para demostrar que los grafos de ganchos libre de
tridngulos son 4-coloreable.

Siguiendo a [6], decimos que un grafo de rectangulos G es horizontalmente (verti-
calmente) simple si hay una representacién rectangular de G tal que ningin rectangulo
interseca ambos lados verticales (horizontales) de otro rectdngulo. Es decir, una repre-
sentacion donde no hay intersecciones de cruce ni intersecciones superpuestas donde un
lado horizontal (vertical) de un rectdngulo estd contenido en otro rectangulo.

La Figura [£:2] muestra las intersecciones que estén prohibidas en grafos horizontal-
mente simples.

Figura 4.2: Intersecciones prohibidas en grafos horizontalmente simples.
Entonces, tenemos el siguiente lema:

Lema 4.1.1 Cualquier grafo de rectangulos libre de tridangulos G puede particionarse
por vértices en dos subgrafos G1 y Go de manera que G sea horizontalmente simple y
Go verticalmente simple.

Prueba: Sea R una representaciéon rectangular de G, dividimos G de la siguiente
manera: un rectangulo R € R esta en (G1 si y solo si hay otro rectangulo en R que cruza
sus dos lados horizontales.

Por definicién tenemos que G es verticalmente simple y demostraremos por contradic-
cién que GG es horizontalmente simple. Supongamos que no es asi, entonces debe haber
dos rectangulos R; y Rs en G; de manera que R; interseque ambos lados verticales de
Rs. Pero, dado que Rs estd en (1, debe haber otro rectangulo Rs en GG que interseque
ambos lados horizontales de Ry y, por lo tanto, Rs también interseque Ry formando un
tridngulo en G, lo que es una contradiccion que sale de suponer que G1 no es horizon-
talmente simple. O

Veamos como aplicar este lema en un grafo G que tiene una representacion rectan-
gular como se muestra en la Figura |4.3

Ambos lados horizontales de vs y v4 son cruzados por vs, y ambos lados horizontales
de v3 son cruzados por vg mientras que no hay ningin rectdngulo que cruce ambos
lados horizontales de v1, vs ni vg, por lo tanto, tenemos que G1 = G[{v2,vs,v4}] ¥
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U1

]

U2

U3

Vg

Us

Figura 4.3

G2 = G[{v1, v5,v6}]. Como se puede ver en la Figura G es horizontalmente simple
(de hecho, en este caso también es verticalmente simple) y G4 es verticalmente simple
(aunque no horizontalmente simple dado que v; cruza ambos lados verticales de vg).

U1

Ve
V2

U3

Vg

Us

Gl G2

Figura 4.4: El grafo GGy es horizontalmente simple mientras que el grafo Go es vertical-
mente simple.

Una buena propiedad de los grafos simples horizontalmente (verticalmente) es que
tienen una degeneracién baja:

Lema 4.1.2 Cada grafo horizontalmente (verticalmente) simple libre de triangulos G es
2-degenerado. Ademds, si G también es un grafo de ganchos, entonces es 1-degenerado.

Prueba: Lo probaremos solo para grafos horizontalmente simples, la prueba para
grafos verticales simples es analoga.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que en la representacién rectangular del grafo
que consideraremos aqui ninguna linea vertical u horizontal contiene més de un lado de
rectangulo en ella: si hay una representacién donde esto sucede, simplemente podemos
mover un rectdngulo ligeramente hacia arriba/hacia la derecha y obtener una nueva
representacion del mismo grafo donde cada lado de rectangulo se encuentra en una linea
diferente a todos los demés lados de los rectangulos.
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Sea R = {Rjy,..., R,} una representacién rectangular de G que es horizontalmente sim-
ple. Para cualquier R’ C R, sea R € R’ tal que su lado superior estd mds bajo que
el lado superior de cualquier otro rectdngulo en R’. Entonces, cada rectdngulo que se
cruza con R debe contener al menos una de las esquinas superiores de R. Y, dado que
G no tiene tridngulos, R tiene como méaximo dos vecinos.

Recordemos que en los grafos de ganchos, la esquina superior izquierda de cada rectangu-
lo esta en la diagonal por lo que no es parte de ningtn otro rectangulo, de modo que en
este caso R puede tener como maximo un vecino. O

Los dos lemas anteriores implican que:

Corolario 4.1.3 Cada grafo de rectingulos libre de tridngulos se puede particionar por
vértices en dos subgrafos 2-degenerados y cada grafo de ganchos libre de triangulos se
puede particionar por vértices en dos subgrafos 1-degenerados.

Por lo tanto, al usar los lemas [2.2.2] y podemos concluir que:

Teorema 4.1.4 Todos los grafos de rectangulos libres de tridngulos son 6-coloreables y
todos los grafos de ganchos libres de triangulos son 4-coloreables.

Ambas cotas superiores son ajustadas, ya que hay un grafo de rectangulos libre de
triangulos que no es 5-coloreable y un grafo de ganchos libre de tridngulos que no es
3-coloreable:

Teorema 4.1.5 [6/ Existe un grafo de rectangulos que no es 5-coloreable.

Prueba: En [6] Asplund y Griilnbaum también presentaron un grafo de recténgulos
libre de tridngulos con 10® vértices que no tiene un 5-coloreo. O

Como estamos estudiando el coloreo de grafos libres de tridngulos una pregunta
natural es si los grafos de Mycielski [35] son grafos de ganchos. Los grafos de Mycielski
forman una secuencia de grafos libres de tridngulos que tiene la particularidad de que
el niimero cromatico es incrementado en uno en cada paso. En especial, a nosotros nos
interesa saber si My, el primer grafo de la secuencia que no es 3-coloreable, es un grafo
de ganchos. Como el grafo tiene solo 11 vértices y 20 aristas pudimos usar un simple
programa computacional que descarté esta idea al verificar que no existe ningtin orden
de los vértices que satisfaga la propiedad de cruce completo.

Sin embargo, pudimos encontrar un grafo libre de tridngulos que no es 3-coloreable
pero que si es un grafo de ganchos. El grafo junto a un 4-coloreo se encuentra la Figura
mientras que una representacién de ganchos del mismo se muestra en la Figura |4.6
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Figura 4.5: Grafo libre de tridngulos que no es 3-coloreable

V15, Z

V21,

V13,

v1T

V16,

V12

U5

v1y

U3

v7

Vg
v9 /
i

Ve

U2

o '
N SN

Figura 4.6: grafo de ganchos libre de tridngulos que no es 3-coloreable




CAPITULO 4. COTAS PARA GRAFOS DE RECTANGULOS LIBRE DE
40 TRIANGULOS

Demostraremos que no es 3-coloreable por contradiccién.
Supongamos que es posible colorearlo con tres colores c1,co y cs.
Como ve y v12 son vecinos, deben colorearse con colores diferentes, por lo que uno de ellos
debe tener un color diferente al asignado a v1. Entonces, como los grafos inducidos por
{v1,v2,v3,...,v11} y {v1,v12, V13, ..., 021} son isomorfos, podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que vy estd coloreado con ¢ y que vy esté coloreado con co. Los vértices
V3, U4, U5 Y Vg, son todos vecinos de vy y vs por lo que necesitaremos un color diferente
para colorearlos, c3. Ahora consideramos los vértices vy, vs, vg, v19 y v11: todos tienen
un vecino en {vs, v4,vs,v6} por lo que no podemos usar cs para colorear ninguno de
ellos, por lo que debe haber un 2-coloreo para el grafo inducido por {vr, vs, vg, v19, V11 }.
Pero, como ese grafo es isomorfo a Cj, esto contradice el Lema [2.2.1] De ello se deduce
que nuestra suposicion es falsa y, por lo tanto, el grafo no es 3-coloreable.

Como consecuencia de lo discutido anteriormente tenemos que:

Teorema 4.1.6 FExiste un grafo de ganchos que no es 3-coloreable.

4.1.2. Grafos de cuadrados libre de triangulos

Teorema 4.1.7 Todo grafo de cuadrados libre de tridngulos es 3-coloreable.

Prueba: Esto sigue inmediatamente del Corolario[2.2.10|y del Teorema de Grotzsch
(12.2.6]). O

Dado que C5 es un grafo de cuadrados libre de tridngulos que no es 2-coloreable,
tenemos que esta cota superior es ajustada. Luego,

Teorema 4.1.8 FEuxiste un grafo de cuadrados que no es 2-coloreable.

4.2. Numero de Ramsey

4.2.1. Cotas superiores

. , Rg(s,3
Todos las cotas superiores para el nimero de Ramsey 79(::’ )

> para las clases de
grafos de rectangulos, cuadrados y ganchos actualmente conocidos siguen directamente
de las cotas superiores para el problema de coloreo explicado en la seccién anterior y el
Corolario que establece que si un grafo tiene sk vértices y es k-coloreable, entonces
debe tener un conjunto independiente de tamano s. Luego, tenemos el siguiente teorema:
Teorema 4.2.1 Para la clase de grafos de rectangulos % es como mdximo 3, para
la clase de grafo de cuadrados estd acotado superiormente por % y para la clase de los

grafos de ganchos 2 es cota superior.

Prueba: Lo probaremos solo para grafos de rectangulos ya que la prueba para
grafos de cuadrados y ganchos es andloga. Entonces, nuestro objetivo es mostrar que
todo grafo de rectdngulos con 6s vértices tiene una clique de tamano 3 o un conjunto
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independiente de tamano s. Sea G un grafo de rectangulos con 6s vértices que es libre
de tridngulos (en caso contrario, ya hemos terminado), debemos demostrar que tiene
un conjunto independiente de tamarno s. Por el Teorema [{.1.4] sabemos que G es 6-
coloreable, luego usando el Corolario podemos concluir que a(G) > % =s.

O

4.2.2. Cotas inferiores

En esta seccién vamos a presentar dos familias de grafos de rectdngulos libres de
tridngulos. La primera, introducida en [12], muestra que para cada n > 1 hay un grafo
de rectangulos libre de tridngulos con 4n vértices sin un conjunto independiente de
tamano n + 3, como consecuencia Rg(s,3)/2s > 2 para cualquier clase de grafos G que
contenga esta familia de grafos.

R(s,3)
2s

Teorema 4.2.2 Para la clase de grafos de interseccion de rectdngulos, 2 <

Prueba: En |12] Correa et al. definieron una secuencia de grafos de rectangulos

libres de tridngulos { Ry }rcz+ tal que cada Ry tiene 4k vértices y su ndmero de inde-

V(R _ 4k

a(Ry) — kg2 due estd arbitrariamente cerca

pendencia es igual a k + 2, por lo tanto,
de 4.

La secuencia estd definida como sigue.
Parai € 27", se define la i-ésima capa como £; = {U(4), D(i), L(i), R(i)} , y para k € Z™,
se define la k-ésima instancia como V(Ry) = Ule L;, donde:

(i

» U(i) =
» D(i) = [2i + 2,2i + 3] x (—o0, —2i],

(24,20 + 1] x [~ (2 + 3), +00),

(4)
(4)

Entonces tenemos que:

L (—00,2i + 3] x [-2i — 1, —24],

R [2i,00) x [—(2i + 3), —(2i + 2)].

» E(R) =E;

= parai>1, B(R;) = E(Ri—1) U E; UUZH{(L(0), D())} U= {(U (), R(5))}
donde E; = {L(i)U(i), U(i)D(i), D(i)R(i), R(i)L(3)}.

Observemos que incluso si los rectdngulos que definimos aqui son infinitos, es facil
transformar cada Ry en una familia de rectangulos finitos considerando una caja deli-
mitadora lo suficientemente grande.

Ahora, sea I un conjunto independiente en Ry, probaremos que |I| < k + 2. Para
esto, definimos ip como el minimo ¢ tal que D(i) € I o k + 1 si tal i no existe, ig se
define de forma andloga. Si ip = igr = k + 1 entonces |I| < k porque para cada capa
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u(1) u(2) u(3)

L(1)
R(1)

L(2)
R(2)

L(3)
R(3)

D(1) D(2) D(3)

Figura 4.7: Representacién rectangular del grafo Rs

i solo uno entre L(i) o U(i) puede estar en I y ni D(i) ni R(i) estd en I. Observemos
que, dado que D(7) se cruza con R(i), no es posible que ip = igr < k+ 1, y por lo tanto
podemos asumir sin pérdida de generalidad que ip < ir. Luego, sigue que:

» Para 1 <i < ip ni D(i) ni R(7) estdn en I y como (L(7),U(i)) € E(Ry) entonces
solo un rectangulo por cada capa L; puede estar en I.

» [ contiene como méaximo 2 rectdngulos de la capa L;, (sabemos que D(ip) € I,
luego R(ip) y U(ip) no estéan en I). Anélogo para la capa ig.

» Paraip < i <igrni R(i) ni L(i) estdn en I y, dado que (D(7),U(i)) € E(Ry), solo
un rectangulo por cada capa L; puede estar en I.

» Paraip <4 <kniU(i)ni L(i) estdn en I, y ya que (D(i), R(i)) € E(Ry) solo un
rectangulo por cada capa L; puede estar en I.

Por lo tanto, tenemos que |I| < (ip —1)+2+2+ (ir—ip — 1)+ (k—ir) = k+2, que
concluye la demostracion.
O

Esta familia de grafos no esta contenida en la clase de los grafos de cuadrados, dado
que en el Teorema probamos que para esta clase de grafos el nimero de Ramsey
R(s,3) estd acotado superiormente por 3s, es decir, todo grafo de cuadrados tiene una
clique de tamano 3 o un conjunto independiente que incluye a al menos un tercio de sus
vértices, sin embargo en la familia descripta anteriormente los grafos Ry con k > 6 no
cumplen esta condicién. Esta familia tampoco estd contenida en la clase de los grafos
de ganchos ya que a partir de k > 3 no es posible encontrar un orden de los vértices que
satisfaga la propiedad de cruce completo.

Sin embargo, probaremos que una familia de grafos Go,..., G, con |V(G;)| =3i+2y
a(G;) =i+ 1, que fue introducida por Chalermsook y Chuzhoy en [10], son grafos de
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cuadrados y ganchos libres de triangulos. Esto implica que para estas clases de grafos,
Rg(s,3)/2s debe ser al menos 3/2.

Teorema 4.2.3 Para la clase de grafos de cuadrados y ganchos, % < R(st,?))‘

Prueba: Siguiendo a Chalermsook y Chuzhoy en [10], definimos G isomorfo a la
clique de tamafio 2, G; isomorfo a Cj con vértices V(G1) = {P1,T1,Q1,u,v} y aristas

E(Gl) = {{Pth}v {T17 Ql}? {P17u}7 {U7U}7 {’U, Ql}}

Ahora, para cada i € ZT definimos G;,1 de la siguiente manera:
» V(Gig1) = V(Gi) U{Pis1, Tiv1, Qiva}

» BE(Git1) = E(Gi) U{{Pis1, Tix1 }: {Ti1, Qit1 }, {Pit1, T}, { Qi Qi1 o { P, Qi1 }}

Py

Py P

Q2
Gy Gq Go

Figura 4.8: Representacién rectangular de Gg, G1 y Go
Mostraremos algunas propiedades interesantes sobre esta familia de grafos:

Afirmacion 4.2.4 Para cada i € N:

» [V(Gi)| = 3i+2

- w(GZ) =2
u Oé(Gl) =7+1
Podemos probar esto por induccion:
Casos base:
e a(Gp)=1=0+1
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Paso inductivo: Lo probaremos para 2 < i, suponiendo que o(Gy) =i + 1 para
i<

Sea I un conjunto independiente de G;, tenemos cuatro casos:

1. SiQ;el:
e {Qi—1,Pi_1,T;} NI =10 (todos son vecinos de Q;).
o {P;,T;—1} NI| <1 (son vecinos).
e Gi\{Qi,Qi—1,P—1,Ti, P, Ti-1} = G
Entonces |I| <140+ 14+ a(Gi—2)=2+i—-2+1=1di+1.
2. SiT;, el:
e {Qi, P} NI =10 (ambos son vecinos de T;).
o Gi\{T;,Qi, P} = Gi
Entonces |I| <14+0+a(Gi—1)=14+i—-1+1=i+1.
3. SiPel:
o {T;,,T;_1} NI =0 (ambos son vecinos de P;).
o G\{P,T;,Ti1} ~Gi
Entonces |I| <14+0+a(Gi—1)=14+i—-1+1=i+1.
4. If {Qi, Ti, Py NI = 0:

Entonces I es un conjunto independiente en G;_1 y, por hipdtesis inductiva,
I <i—-1+1<i+1.

Como consecuencia de esta afirmacién, cada grafo G; es un grafo libre de triangulos

V(G| _ 3i+2 ‘ . .
con ~ iy = g1 due estad arbitrariamente cerca de 3.

Solo queda probar que estos grafos son grafos de cuadrados y ganchos:

Afirmacién 4.2.5 Para cadai € Z7, G; es un grafo de ganchos.

Prueba:

Para esta prueba, utilizaremos la propiedad de cruce completo de los grafo de ganchos
(un orden < de V(G;) la satisface si para vi,ve,v3,v4 € V(G;) sivy < vy < vg <
v4 y {v1vs, 1204} C E(G;) luego vavs € E(Gy)).

Para cada grafo G; definimos ¢; un orden de sus vértices como P; < P < ... <
P<ov<u<@Q <Ti < Qe <Ty <...<@Q; <T;,y demostraremos que este
orden satisface la propiedad de cruce completo por induccién. Pero antes de eso vamos
a introducir un poco de notacién: dado un orden ¢ y un elemento v denotamos con
v < o (resp. o < v) el orden en el que v es el elemento més pequeno (resp. més grande)
v los demés elementos respetan el mismo orden que en o.

Ahora, analizamos los dos casos de la prueba inductiva:

Caso base: Para i = 1 es facil ver que se cumple la propiedad cruce completo.
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Paso inductivo: Lo probaremos para ¢ > 1 suponiendo que es cierto para ¢ — 1.
Tenemos que o;_1 satisface la propiedad de cruce completo entonces P; < ¢;_1 también
satisface la propiedad de cruce completo porque el tinico vecino de P; es T;_1.

Para ver que la propiedad de cruce completo se satisface con P; < 0,1 < @Q; solo
tenemos que analizar cuando vy = ); y v9 es vecino de ;. Tenemos 2 casos:

» v = (Q;_1. En este caso, el unico valor posible para vs es T;_1 pero Q;_11;_1 €

E(Gi_l) (- E(Gz)

= v9 = P;_1. Aqui vy solo puede ser P; y por lo tanto vs es T;_1 pero P;_1T;_1 €
E(Glpl) C E(Gl)

Dado que los unicos vecinos de T; son P; y Q; tenemos que P; < 0,1 < Q; < T; = 05
también satisface la propiedad de cruce completo. O

Figura 4.9: Representacion de ganchos de G»

Afirmacién 4.2.6 Para cadai € 27, G; es un grafo de cuadrados.

Prueba: Para cada i € Z™, donde vamos a dar una representacién cuadrada de G;.
Para eso, primero introduciremos un poco de notaciéon: dado un cuadrado S, denotamos
lg a la longitud del lado S, zg a la coordinada x del centro de S y yg a su coordenada
y. Ahora, definimos G; de la siguiente manera:

= para ¢ =0:
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.:Ev:‘lvyvzo
.-Tuzlayuzo

= para ¢ = 1:

o llelpllelzg
® J;P1:_67 yP1:0
e 29, =6,y9, =0

o xpy =0, yp, =38

= para ¢ > 1y ¢ par:
[ ) le = le = sz = 3i+1

lT._1+lp.
& Tp, =X, 1, YP, = YT, 4 + % -1

lQif +lQ¢
® TQ; =TTy YQs = YQi—1 — ( 12 B 1)

® IT, =Tp, — (lPZ;ZTi - 1)7 yr, = %
= para ¢ > 1y ¢ impar:
o lQi = lpi = lTi = 3i+1
® ITp, =TT, 4 — (M - 1)7 Yyp, = Y1;_,
® IQ, =TQ;, + (w - 1)7 YQi; = YT,
o Iy, = 793&—;9:%, Y1, = Y1, + % —1
O
Con esto concluye nuestra prueba. O

4.3. Brecha de dualidad

En esta seccién apuntamos a obtener las cotas para la brecha de dualidad de los
grafos de rectangulos, cuadrados y ganchos libre de tridngulos. Como se presenté en la
Seccién la brecha de dualidad es la relacién entre el niimero de golpe y el niimero
de independencia y cualquier cota superior para este parametro es también una cota
superior para la brecha de integralidad para los problemas MISR y MHSR para los
grafos libre de tridngulos de las clases antes mencionadas.
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Figura 4.10: Representacion cuadrada de Go

4.3.1. Cotas superiores
Grafos de rectangulos y ganchos libre de triangulos

En esta seccién probaremos que para los grafos de rectdngulos libres de tridngulos la
brecha de dualidad es como maximo 4 y para los grafos de ganchos libres de tridangulos es
como maximo 2. Recordemos que (Corolario cualquier grafo de rectangulos libre
de tridngulos se puede particionar por vértices en dos subgrafos que son 2-degenerados y
cualquier grafo de ganchos libre de triangulos en dos subgrafos que son 1-degenerados. En
el Lema [£.3.2) mostraremos que la degeneracién de los grafos de rectangulos coincide con
la brecha de dualidad y en el Lema[4.3.3] probaremos que podemos acotar superiormente
la brecha de dualidad de un grafo al sumar las brechas de dualidad de una particién por
vértices del mismo, por lo tanto:

Teorema 4.3.1 Para cada grafo de rectdngulos libre de tridngulos su brecha de dualidad
es como mdzimo 4 y para los grafos de ganchos libres de tridngulos es como mdzximo 2.

Ahora, demostraremos los dos lemas que nombramos anteriormente

Lema 4.3.2 Si un grafo de rectingulos es k-degenerado, entonces su brecha de dualidad
es como mdximo k.

Prueba: El siguiente algoritmo genera un conjunto independiente I y un conjunto
de golpe H tal que |H| < k|I| para un grafo de rectdngulos k-degenerado:
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Algoritmo 2: Encuentra un conjunto independiente I y un conjunto de golpe
H de un grafo de rectangulos k-degenerado, tal que |H| < k|!]

entrada: Un grafo de rectangulos k-degenerado GG con una representacion
rectangular R

salida : Un conjunto independiente I y un conjunto de golpe H de G con
H| < k1]

H « 0;

I+ 0;

mientras G # () hacer

Elija v de V(G) de modo que d(v) < k;

I+ TU{v}

H, < 0;

para cada u € N(v) hacer

L Elija p de Ry N Ry, ;
H, <+ H,U{p};

10 H+ HUH,;
11 G <+ G\ (N(w)U{v});

12 devolver I, H;

© W N O Uk W=

Observemos que cuando agregamos un vértice a I lo eliminamos de G junto a todos

sus vecinos y, por lo tanto, I es efectivamente un conjunto independiente. Ademés, como
el ciclo termina cuando G estd vacio, tenemos que I es maximal.
Para probar que H es un conjunto de golpe de GG, mostraremos que el ciclo de las lineas
3-11 satisface la invariante de que H es un conjunto de golpe de I U N(I). De hecho,
cuando se agrega un vértice v a I, construimos H, de tal manera que sea un conjunto de
golpe de {v} UN (v), esto implica que si H es un conjunto de golpe de I U N (I) entonces
H U H, es un conjunto de golpe de (I U{v}) U N(I U {v}). Después del ciclo I es un
conjunto independiente maximal, por lo tanto I U N(I) = V(G) y como resultado, en
ese punto, H es un conjunto de golpe de V(G).

Ademas, por construccién, también tenemos que |H,| = |N(v)| que es como maximo
k, entonces |H| < k|I|. Como consecuencia, u(G) < |H| < k|I| < ka(G). Por lo tanto,
w(G) <k
a(G) =™

O

Lema 4.3.3 Dada una particion por vértices de un grafo G = G1 U Ga de modo que
la brecha de dualidad para Gy sea como mdximo k1 y la brecha de dualidad de Go sea
como mdzximo kg, entonces la brecha de dualidad para G es como mdzimo (ki + ko).

Prueba: Dado que cada conjunto independiente en G o G2 también es un conjunto
independiente en G, tenemos ese a(G1) < a(G) v a(G2) < a(G). Ademas, si H; es un
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conjunto de golpe de G1 y Hs es un conjunto de golpe de Ga, entonces H; U Hy es un
conjunto de golpe de G.

Por lo tanto, podemos concluir que:

w(G) < p(Gr) + (Ga) < k1a(Gr) + k2a(G2) < k1a(G) + koa(G) < (k1 + k2)a(G). O

Grafos de cuadrados libre de triangulos

Aqui demostraremos que para los grafos de cuadrados libres de tridngulos la brecha
de dualidad es como méximo 3. Para esto, primero mostraremos un resultado maés
genérico:

Lema 4.3.4 Siun grafo es k-coloreable, entonces su brecha de dualidad es como mdzimo

k.

Prueba: Sea G un grafo de k-coloreable con n vértices. Por el Corolario [2.1.3
a(G) > n/k. Por otro lado, es obvio que n > u(G).
Por lo tanto, a(G) > p(G)/k como queriamos. 0

Combinando el lema anterior con el hecho de que los grafos de cuadrados libre de
tridngulos son 3-coloreables (Teorema , tenemos que

Teorema 4.3.5 Para la clase de grafos de cuadrados libre de tridngulos la brecha de
dualidad es como mdzimo 3.

4.3.2. Cotas inferiores

Desafortunadamente, por lo que se sabe ninguno de estas cotas superiores es ajus-
tada.
Recordemos que, como se explica en la Seccién [2.2.1] para C5 la brecha de dualidad es
%. Para los grafos de cuadrados y ganchos no se conoce ningin grafo libre de triangulos
con mayor brecha de dualidad.

Teorema 4.3.6 Hay un grafo de cuadrados y ganchos libre de tridngulos para el cual
su brecha de dualidad es %

Para los grafos de rectdangulos libre de tridngulos la brecha de dualidad para la
secuencia definida en la prueba del Teorema |4.2.2[es una sucesion que tiende a 2, lo que
da el siguiente teorema:

Teorema 4.3.7 Hay grafos de rectdngulos libres de triangulos para el cual su brecha de
dualidad es arbitrariamente cercana a 2.

Prueba: Consideremos la secuencia de grafos de rectdangulos libre de tridngulos
definida en la demostracién del Teorema, Allf ya mostramos que para cada k €
Zt,a(Ry) < k+2ypara k > 1 el conjunto {L(1), D(1),U(2),...,U(k)} muestra que
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existe un conjunto independiente de ese tamano.

Ahora, mostraremos que u(Ry) = 2k:

Primero, observemos que, como el grafo es libre de tridangulos, cada punto del plano
. ‘o . . [V(RE)| _

puede golpear a dos rectdngulos como maximo, lo que implica que p(Ry) > =—5** = 2k

(1).

Por otro lado, para cada capa ¢ podemos elegir dos puntos Ir; en la interseccién de L(i)

y R(i), y ud; en la interseccién de U(i) y D(i) que golpean cada rectdngulo en la capa

L;, por lo tanto Hj = Ule{lri,udi} es un conjunto de golpe de Rj con tamano 2k,

luego u(Ry) < 2k (2).

Al combinar (1) y (2) tenemos que p(Ry) = 2k, por ende ZEE:% = kaz que se acerca

arbitrariamente a 2.

O



Capitulo 5

Cotas para grafos de rectangulos

En este capitulo estudiaremos la relacién entre el niimero cromatico y el nimero
de clique, el nimero de Ramsey y la brecha de dualidad para grafos de rectangulos,
cuadrados y ganchos. Como se mencioné en el Capitulo [3] estos problemas combinato-
rios extremales son de importancia porque una cota superior conduce a un algoritmo de
aproximacién para los problemas MISR y MHSR, ambos problemas NP-dificiles [24] que
representan muchas situaciones del mundo real incluso cuando esta restringido a grafos
de rectédngulos, cuadrados y ganchos, incluyendo aplicaciones en la mineria de datos |15,
28, 130], el etiquetado de mapas |1, |13], controles de admisién de canales con reserva
anticipada [31], modelado de relaciones entre fragmentos de ADN en estudios de aso-
ciacién de genoma completo y problemas basicos de transmisién en telecomunicaciones
[8], entre otros.

En las siguientes secciones, como en el capitulo anterior, utilizaremos las propiedades
geométricas de estas clases de grafos para acotar los problemas mencionados anterior-
mente. Estos resultados se resumen en la Tabla [4.1] donde los textos marcados con un
asterisco ‘*’ son originales de esta tesina. Vale la pena notar que todos las cotas inferio-
res se derivan del caso libre de tridngulos, que nos enfocamos en el Capitulo [4, ya que
no se sabe cémo aprovechar las cliques mas grandes.

5.1. Coloreo

En esta seccién nos centraremos en la relacién entre el niimero cromaético y el niimero
de clique para las clases de grafos de rectangulos, cuadrados y ganchos. Como se explica
en la Seccién una cota superior de ¢ para esta relacién en estas clases de grafos
conduce a un algoritmo de aproximacién de ¢ para el problema de hallar el conjunto
independiente ponderado maximo, una generalizaciéon del problema MIS.

5.1.1. Grafos de rectangulos

En 1960, Asplund y Griinbaum [6] presentaron un teorema que relaciona el nimero
cromatico de los grafos de rectdngulos con su numero de clique:

o1
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T.[5.3.1 T.4.3.7| T.p.3.2 | T.]43.6)| T.[.3.3

g Rectangulos Cuadrados Ganchos
Cota Sup Inf Sup Inf Sup Inf
méxgeg X(G)/w(Q) 3w(G) 3 4* 3/2 O(logw(Q)) 2%
T.[5.1.2 T.[015 | T.p.14 | T.018| T.[.15 | T.ju1.6]
Rg(s,t)/s(t—1) min{O(t), O(log(st))} 2 4% 3/2* 2 3/2*
T.p.21yp.22 | T.[42.2 | 1.p.24 | T.p23| T.p.2.5 | T.h2]
mixgeg M(G)/a(G) | O((ogloga(@))? | 2 T 3 2 32

1.3

Cuadro 5.1: Tabla con los resultados conocidos actualmente para la relacién entre el
nimero cromatico y el nimero de clique, el nimero de Ramsey y la brecha de integra-
lidad para grafos de rectdngulos, cuadrados y ganchos. Los resultados marcados con un
asterisco ‘*’ son originales de esta tesina.

Teorema 5.1.1 [6] x(G) < 4(w(Q))? — 3w(G) para todos los grafos de rectingulos G.

Prueba: Sea G = (V, F) un grafo de rectdngulos y R una representacién rectangular
del mismo. Particionamos E en dos conjuntos Ey = {e € E | e corresponde a una
interseccién de cruce en R } y Es = E \ Ej; y definimos la particién de G por aristas
como Gy = (V, Ey) y G2 = (V, E3). Mostraremos lo siguiente:

(1) x(G1) = w(Gy)
(2) x(G2) < 4w(Gz) -3

Luego, por el Lema[2.1.6] el nimero cromético de G es como méximo w(G1) (4w (G2)—
3), y dado que el nimero de clique en cada uno de G; y G3 es a lo sumo el nimero de
clique de G, tenemos que G es (4(w(G))? — 3w(G))-coloreable.

Solo queda probar (1) y (2):

Demostraremos (1) por induccién en el nimero de clique. Claramente, si el niimero de
clique de un grafo es 1, cada vértice forma un conjunto independiente y, por lo tanto, su
numero cromético también es 1. Ahora, supongamos que w(G1) =t > 1 y consideremos
el conjunto S C R que contiene el rectangulo méas delgado de cada clique de tamaiio t.
Dado que todas las intersecciones en (G1 son intersecciones de cruce, S es un conjunto
independiente y, como consecuencia, podemos definir un coloreo que les asigne a todos
un mismo color. Si miramos a los vértices restantes, tenemos que w(Gp \ S) =t — 1,
luego por hipétesis inductiva x(G7 \ S) =t — 1 y por lo tanto, usando el Lema m
X(G1) =t =w(G).

Para demostrar (2), primero mostraremos que G2 es (4w(G2) — 4)-degenerado. Con
ese fin, consideraremos un subgrafo inducido G’ de G2 y contaremos dos veces el niimero
de pares P de la forma (e, ¢) donde e es una arista en G’ y ¢ es la esquina de un rectdngulo
que esta contenida en ambos rectangulos de e:

» cada esquina de un rectdngulo aparece en no mas de w(G’) — 1 pares. Por consi-
guiente, 4|V|(w(G") — 1) > | P|
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» debido a que no hay intersecciones de cruce en G’, cada arista estd en al menos
dos pares. Entonces tenemos que |P| > 2|E(G’)|.

Combinando las observaciones anteriores tenemos que:

4V (G (w(G") — 1) > 2|E(G")| por lo tanto

, 2|B(G")|  2vev(an dv) /
@ =2 ey = ey 209

Por lo tanto, hay un vértice v en G’ con grado no mayor a 4w(G’) — 4 < 4w(Gs) — 4.
Esto implica, por definicién, que Go es (4dw(G2) — 4)-degenerado y, por el Lema [2.2.2
podemos concluir que x(G2) < 4w(G2) — 3. O

Aunque este teorema tiene 60 anos y la cota inferior mas grande conocida para el
numero cromatico de un grafo de rectdngulos es 3w(G), el mejor avance para el resultado
de Asplund y Griinbaum es de Hendler [25] que solo reduce la constante:

Teorema 5.1.2 [25] x(G) < 3(w(Q))? —2w(G) — 1 para todos los grafos de rectingulos
G

5.1.2. Grafos de cuadrados

Aqui demostraremos que cualquier grafo de cuadrados G es 4w(G)-coloreable. Para
eso, primero utilizaremos las propiedades geométricas de los cuadrados para probar que
es 4(w(G) — 1)-degenerado y luego, por el Lema podemos concluir que es 4w(G)-
coloreable, como se desea.

Lema 5.1.3 Todo grafo de cuadrados G es 4(w(G) — 1)-degenerado.

Prueba: Sea G’ un subgrafo inducido de G. Para probar que G es 4(w(G) — 1)-
degenerado encontraremos un vértice en G’ que no tiene més de 4(w(G) — 1) vecinos.
Como G’ también es un grafo de cuadrados, podemos considerar una representacién
cuadrada del mismo y tomar el cuadrado s con tamaifio minimo. Asi, cualquier vecino
de s debe contener al menos una de las cuatro esquinas de s. Debido a que todos los
cuadrados que contienen un punto dado forman una clique en G’, cada esquina de s
estd contenida como maximo en w(G’) — 1 cuadrados (sin incluir a s) esto implica que
el vértice representado por s tiene como méximo 4(w(G’') — 1) < 4(w(G) — 1) vecinos,
lo que concluye la demostracién. O

Combinando el lema anterior con el Lema que establece que cualquier grafo
k-degenerado es (k + 1)-coloreable, obtenemos que cualquier grafo de cuadrados G es
(4w(G) — 3)-coloreable que implica inmediatamente que es 4w(G)-coloreable. En conse-
cuencia, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 5.1.4 Cualquier grafo de cuadrados G es 4w(G)-coloreable.
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5.1.3. Grafos de ganchos

Hixon [26] ha demostrado que x(G) = O(w(G)log(w(G))) para cualquier grafo de
ganchos G. Esto sigue de un resultado mas general para grafos de rectdngulos probado
por Chalermsook [9]. Antes de presentar este teorema, necesitamos introducir algunas
definiciones.

Sea G un grafo de rectangulos y R una representacién rectangular del mismo, enton-
ces dado un rectangulo R € R, definimos la profundidad de contencion de R, denotada
con d(R), como el nimero de rectdngulos R’ € R que contienen a R y definimos d(R)
como max{d(R) : R € R}.

Sea h(R) el tamano del conjunto mas grande de rectdngulos independientes I que sa-
tisface:

1. 3R € R tal que R’ estd contenido en R para todos los R’ € I.
2. Existe una linea horizontal que interseca todos los rectangulos en R’ € I

Finalmente, definimos o(R) como min{d(R),h(R)} + 1 y 0(G) como el minimo o(R)
para cualquier representacién rectangular R de G.

Ahora, podemos enunciar el teorema:

Teorema 5.1.5 [9] Para cualquier grafo de rectingulos G se cumple que x(G) =

O(0(G)w(G) log(w(G)))-

Se puede encontrar una prueba completa de este teorema en [9], mientras que un
bosquejo de la misma se presenta en [26].

Claramente, en cualquier representacion rectangular de un grafo de ganchos G no
hay intersecciones de contencién, por lo tanto o(G) = 1, sigue que

Teorema 5.1.6 [26] Para cualquier grafo de ganchos G, x(G) = O(w(G) log(w(G))).

Esto, junto al Teorema [3.3]implica que para los grafos de ganchos el problema MWIS
tiene un O(log(w(G))-algoritmo de aproximacién. Ademds, Cantarzaro et al. [8] han
demostrado que calcular el nimero cromético de un grafo de ganchos es NP-dificil, pero
el teorema anterior también conduce a un O(log(w(G))-algoritmo de aproximacién del
numero cromatico ya que el nimero de clique también es una cota inferior para x(G).

5.2. Numero de Ramsey

En esta seccién estudiaremos la razén Rg(s,t)/s(t — 1) para la clase de grafos de
rectangulos, cuadrados y ganchos dado que por lo expuesto en la Seccién sabemos
que cualquier cota superior de esta razén conduce a un algoritmo de aproximacion para
el problema MISR con el mismo factor.
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5.2.1. Grafos de rectangulos

Aqui presentaremos dos teoremas que muestran diferentes cotas superiores para la
razén f(,’lgs_’?), a saber O(t) y O(log(st)). El minimo de estos, y el cual conduce a un mejor
algoritmo de aproximacion para el problema MISR, depende de los valores concretos de

syt

El Teorema establece que cualquier grafo de rectdngulos G es O(w(G)?)-
coloreable y el Corolario [2.1.3| muestra que si un grafo tiene sk vértices y es k-coloreable,
entonces debe tener un conjunto independiente de tamano s, por lo tanto, obtenemos el
siguiente resultado

Teorema 5.2.1 Para la clase de grafos de interseccion de rectdngulos, R(s,t) < O(st?).

En el siguiente teorema aprovechamos las propiedades geométricas de los grafos
de rectangulos para dar otra cota superior para el Numero de Ramsey de esta clase
de grafos. Este resultado es mencionado entre los expertos del area, pero no hemos
hallado una referencia con la prueba del mismo. Es por esta razén que la desarrollamos
a continuacién.

Teorema 5.2.2 Para la clase de grafos de rectingulos, R(s,t) < O(stlog(st)).

Prueba: Sea G un grafo de rectdngulos con n = O(stlog(st)) vértices y sea R =
{r1,7r2,...,r,} una representacién rectangular del mismo.
Sea altura(r) la altura del rectangulo r. Debido a que hay n rectangulos en R, podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que altura(r) € [0,n],Vr € R.
Definimos G; = {r € R : altura(r) € [2¢,271)} para 0 < i < log(n). Sea Gy, el conjunto
de tamano méaximo, luego |G| > O(st).
Si hay una clique de tamano ¢t en G,,, también serd una clique en G y asi pues, hemos
terminado. De lo contrario, demostraremos que Gy, es 3(t — 2)-degenerado y, como
consecuencia del Lema[2.2.2] que es 3t-coloreable, de lo que se deduce, al usar el Corolario
que en G, hay un conjunto independiente de tamano O(s) como queremos.

Afirmacién 5.2.3 Si en Gy, no hay una clique de tamano t entonces Gy, es 3(t — 2)-
degenerado.

Prueba: Sea G’ un subgrafo inducido de G,,,, mostraremos que hay un vértice en
G’ con grado no mayor a 3(t — 1). De todos los rectdngulos en R que representan un
vértice de G, sea r aquel cuyo lado derecho estd més a la izquierda que el lado derecho
de todos los otros rectangulos. Por lo tanto, cualquier rectangulo que interseque r debe
intersecar su lado derecho. Por la definicién de G,,, tenemos que la altura de cualquier
rectdngulo 7’ que lo interseca es de al menos altura(r’) > altura(r)/2. Entonces, si r/
no tiene ninguna de las esquinas derechas de r (ps,p;), debe contener el punto medio
del lado derecho de r (py,). Es decir, cualquier rectdngulo en G’ que interseque a r debe
contener al menos uno de los 3 puntos mostrados en la Figura [5.2



56 CAPITULO 5. COTAS PARA GRAFOS DE RECTANGULOS

Ps

T oDPm

bi

Figura 5.2: Cualquier rectangulo en G,, que interseca a r debe contener su esquina
superior derecha (ps), el punto medio de su lado derecho (p,,) o la esquina inferior
derecha (p;).

Por lo tanto, podemos cubrir a los vecinos de r con tres conjuntos, uno que tiene los
rectangulos que contienen pg, otro que tiene los que contienen p,, y el tltimo que tiene
los que contienen p; . Debido a que cada uno de este conjunto junto con r forman una
clique en G,,, tenemos que el tamafo de cada conjunto es como maximo w(G') — 1 <
w(Gm) — 1 <t — 2 Esto implica que el vértice representado por r tiene como méaximo
3(t — 2) vecinos.

O

Con esto concluye nuestra prueba.

5.2.2. Grafos de cuadrados

En el siguiente teorema demostraremos que cualquier grafo de cuadrados con 4s(t—1)
vértices tiene una clique de tamano t o un conjunto independiente de tamano s lo cual,
como consecuencia del Teorema |3.2.1] implica que hay un 4-algoritmo de aproximacion
para el problema MIS para esta clase de grafos.

Teorema 5.2.4 Para la clase de grafos de cuadrados se cumple que 4s(t—1) > R(s,t).

Prueba: Sea G un grafo de cuadrados con 4s(t — 1) vértices tal que w(G) <t —1,
de lo contrario, hemos terminado. Necesitamos mostrar que G tiene un conjunto inde-

pendiente de tamanio s. Por el Teorema sabemos que G es 4w(G)-coloreable y

4s(t—1)
1w(@) =

= s, por lo tanto G tiene conjunto independiente de tamano s. O

por el Corolario [2.1.3] tenemos que su nimero de independencia es al menos

4s(t—1)
4(¢—1)

5.2.3. Grafos de ganchos

Aqui mostraremos que para la clase de grafos de ganchos, el nimero de Ramsey esté
acotado superiormente por R(s,t) < 2s(t —1).

Correa et al. [12] han demostrado que para los grafos de ganchos la brecha de dua-
lidad es como méaximo 2 (ver Teorema lo cual, como se discutié en la Seccién
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es también una cota superior para el problema MISR que es de hecho, por el Teorema
una cota superior para el nimero de Ramsey para clases de grafos de rectangulos.
Como consecuencia, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 5.2.5 Para la clase de grafos de ganchos, R(s,t) < 2s(t —1).

5.3. Brecha de dualidad

En esta seccidon nos centraremos en la brecha de dualidad para las clases de grafos
de rectangulos, cuadrados y ganchos. Como se presenté en la Seccion la brecha
de dualidad es la relacién entre el niimero de golpe y el nimero de independencia, y
cualquier cota superior también es una cota superior para la brecha de integralidad para
los problemas MISR y MHSR.

5.3.1. Grafos de rectangulos

En [12] Correa et. al estudiaron la brecha de dualidad para distintas familias de grafos
de rectangulos. En particular, combinaron el resultado de Chalermsook y Chuzhoy [10],
donde se limita la brecha de integralidad para el problema MISR, con el de Aronov et al.
[3], donde se limita la brecha de integralidad para el problema MHSR, para demostrar
que:

Teorema 5.3.1 [12] Para cualquier grafo de rectangulos G la brecha de dualidad estd

acotada superiormente por % < O((loglog a(G))?).

5.3.2. Grafos de cuadrados

En el Lema ya probamos que cualquier grafo de cuadrados G es 4w(G)-
degenerado y en el Lema [4.3.2] mostramos que para cualquier grafo de rectdngulos
k-degenerado, su brecha de dualidad es como méaximo k, como consecuencia

Teorema 5.3.2 Para la clase de grafos de cuadrados la brecha de dualidad es como
mdzrimo 4.

Por lo tanto, para la clase de grafos cuadrados, los programas lineales LP-MISR y
LP-MHSR (ver Seccién son una 4-aproximacién para los problemas MISR y MHSR,
respectivamente.

5.3.3. Grafos de ganchos

Ha sido probado por Correa et al. [12] que para la clase de grafo de ganchos la brecha
de dualidad es como méximo 2. Presentaremos su prueba a continuacién

Teorema 5.3.3 [12] Para la clase de grafos de ganchos la brecha de dualidad es como
maximo 2.
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Prueba: Sea G un grafo de ganchos y R una representacién de ganchos del mismo.
Usamos R, y R, para denotar la proyeccion de los rectdngulos de R en el eje x y en el
eje y, respectivamente. Nos referimos con I, y I, al conjunto independiente maximo de
Rz y Ry, respectivamente, y con H, y H, a su conjunto de golpe minimo. Tanto R,
como R, se pueden considerar como grafos de intervalo, entonces, por el Lema [2.2.1
tenemos que |H,| = |I| y |Hy| = |1|.

Observemos que si las proyecciones de dos rectdngulos en el eje = (resp. en el eje y)
son disjuntas, entonces los dos rectangulos estan separados, luego cualquier conjunto
independiente en R, (resp. en R,) corresponde a un conjunto independiente en R, por
lo tanto a(G) > max(|1,|, |1y]).

Por otro lado, esta claro que el conjunto H = H, x H, golpea cada rectdngulo de R.
Ademds, dado que la esquina superior izquierda de todos los rectdngulos que estamos
considerando pertenecen a una diagonal, si solo consideramos el conjunto de puntos
H' C H que estdn por debajo de esa diagonal, es facil ver que H’ es también un
conjunto de golpe de R.

Ahora, consideremos el subconjunto de H” C H' definido como H” = {p € H' : fig €
H',py > qz Npy < qy}. Mostraremos que H” también es un conjunto de golpe de R:
Sea R un rectdngulo en R y sea p el punto de H' N R que esté més cerca de la diagonal
(en ¢1-distancia). Argumentando hacia una contradiccién, supongamos que p no esta en
H”, entonces existe en H' un punto ¢ tal que py > ¢z y py < gy, es decir, ¢ estd més
cerca a la diagonal que p y en consecuencia g no estd en R, lo que a su vez implica
que ¢ estd a la izquierda o arriba de R. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que es lo primero. Entonces, el punto ¢’ = (p, qy) estd en R pero, dado que H' es una
cuadricula, ¢’ también pertenece a H' y ademds como g, > p, tenemos que ¢’ estd mads
cerca de la diagonal que p, lo que contradice la definicién de p. Luego, p estd en H” vy,
por tanto, H” es un conjunto de golpe de R.

Figura 5.3: Si p y ¢ son puntos en H’ entonces ¢’ también estd en H’

Esto implica que u(G) < |H"| < |Hy| + |Hy| — 1 = |I| + |Iy| =1 < 2a(G) — 1, lo
que concluye la prueba.
O

Como se discutio en la Seccién [3.1] una consecuencia importante de este teorema es
que los programas lineales LP-MISR y LP-MHSR restringidos a grafos de ganchos son
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una 2-aproximacién para los problemas MISR y MHSR, respectivamente.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis investigamos los problemas del maximo conjunto independiente y del
conjunto de golpe minimo para las clases de grafos de rectangulos, cuadrados y de gan-
chos. Dado que, incluso cuando se restringen a estas clases de grafos, estos problemas
siguen siendo NP-dificiles, nos centramos en encontrar algoritmos de aproximacién para
ellos. Con este fin, en el Capitulo [3| describimos algunos problemas combinatorios ex-
tremales, a saber, la brecha de dualidad, el nimero de Ramsey y la relacién entre el
numero cromatico y el nimero de clique, y mostramos cémo al obtener una cota supe-
rior para estas preguntas también se obtienen algoritmos de aproximaciéon para MIS y
MHS para clases de grafos de rectangulos [11]. Luego, presentamos las cotas superiores
conocidos para los problemas extremales mencionados anteriormente asi como ejemplos
que muestran cuan ajustados son estas cotas.

Primero, estudiamos grafos libres de tridngulos (ver Capitulo [4)) y con esta restric-
ciéon pudimos cerrar la brecha entre la cota superior e inferior en algunos casos. Esto
lo logramos mejorando la cota superior (por ejemplo, en el caso de la relacién entre
el nimero cromdtico y el nimero de clique para grafos de cuadrados), al encontrar un
ejemplo que coincide con la cota superior ya conocida (en particular, para la relacién
entre el nimero cromético y el nimero de clique en los grafos de ganchos) o incluso
haciendo ambas cosas (concretamente, cuando estudiamos el nimero de Ramsey para
la clase de grafos de cuadrados).

Sin embargo, en el caso general (ver Capitulo , aunque pudimos mejorar algunas
de las cotas superiores para grafos de cuadrados, todos las cotas conocidas son atn
holgadas. Esto se debe principalmente a que la comprension actual sobre el cota

inferior es muy restringida, en parte porque no sabemos cémo aprovechar las cliques
de gran tamano, es decir, todas las construcciones para la cota inferior dan grafos de
rectangulos libres de tridangulos. Esperamos que las técnicas y ejemplos descritos para
los grafos de rectdngulos, cuadrados y ganchos libres de tridngulos ayuden a comprender
mejor como se distingue el caso libre de tridngulos del caso general.
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