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Presentacion

El Algebra Lineal es una rama de la Matematica requerida por diferentes dreas de la Ingenieria, que
facilita la modelizacién y simplifica los cédlculos, en el estudio del comportamiento de algunos sistemas
complejos. El principal objetivo de un curso de esta disciplina, en carreras de ingenieria, es brindar a
los estudiantes los conocimientos basicos que aplicaran posteriormente en las diferentes especialidades.

En el Algebra Lineal se conjugan dos facetas fundamentales de la Matematica: la abstraccion y la
aplicacién. En nuestro curso el énfasis estd puesto en la comprensiéon de los conceptos, mientras que
las aplicaciones se dejan prioritariamente para el ciclo superior, donde los conceptos son utilizados
desde diferentes perspectivas, atendiendo a las necesidades de cada especialidad.

Este texto contiene el material minimo correspondiente a la asignatura Algebm Lineal de las
carreras de Ingenieria (Plan 2014) de la Facultad de Ciencias Exactas, Ingenierfa y Agrimensura de
la Universidad Nacional de Rosario. Fue escrito principalmente con el objetivo de ordenar, focalizar
v hacer mas accesible, en un mismo texto, los temas principales de esta disciplina correspondientes al
programa vigente de la asignatura. Cabe aclarar que éste no es un trabajo finalizado y que se encuentra
en proceso revisién. Debe considerarse como borrador y material de uso interno para la catedra.

Este material de estudio estd organizado en siete capitulos. Los capitulos 1, 2 y 3 corresponden
a sistemas de ecuaciones lineales y matrices que son temas fundamentales para el Algebra Lineal a
partir de los cuales se desarrolla este curso. Los capitulos 4, 5 , 6 y 7 constituyen el corazon de la
asignatura: espacios vectoriales, espacios con producto interno transformaciones lineales, autovalores
y autovectores y diagonalizacién.

Cada capitulo de este texto se divide en diferentes secciones. Al final de cada una de éstas se presen-
ta la ejercitacién correspondiente y se indican recuadrados los ejercicios y problemas que consideramos
una practica minima para la comprension de los diferentes temas.

Adriana Mateu y José Semitiel
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Capitulo 1

SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES

1.1. Ecuaciones lineales con n incégnitas

Definicién (Ecuacidn lineal). Una ecuacion lineal en las n variables o incégnitas x1, xa,...,
Ty, €es una ecuacion que puede escribirse en la forma

a1x1 + asxs + ... + anxy = b, (1.1)
llamada forma candnica o estandar de la ecuacién lineal, donde a1,as,...,a, y b son constantes
reales. Los a; con ¢ = 1,2, ...,n son los coeficientes de la ecuacién y b es el término constante.
Si b =0 la ecuacién se denomina homogénea.

Considerando las variables ordenadas de izquierda a derecha, la primer variable cuyo co-
eficiente es distinto de cero, recibe el nombre de wvariable delantera o principal. Las demas
variables se llaman variables libres.

Ejemplo 1.1. La ecuacion
142z + 29 — 23 + 324 = 221 + 2 + 23,
es lineal no homogonéa en cuatro variables x1, xs, 3 y 4. Su forma candnica o estandar es:
0x1 + 22 — 223 + 324 = 1.
Los coeficientes (en orden) son 0, 1, —2 y 3 y el término constante es 1. La variable delantera es

To yV X1, 3 ¥ T4 son las variables libres. «

Ejemplo 1.2. Las ecuaciones
2ay+2c=3 , 2X—y=1, JVr+y—3=0,

no son lineales. <
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CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Ejemplo 1.3. La ecuacion
204+ 3y — 2 =0,

es lineal homogénea en las variables z, y, z. Los coeficientes (en orden) son 2, 3 y —1 y el término
constante es 0. La variable delantera es x y las variables libres son y, z. Notemos que esta es la ecuacién
de un plano que contiene al origen de coordenadas.

En general, toda ecuacién lineal en tres variables
ar + by + cz = d,

con al menos un coeficiente no nulo, es la ecuacién de un plano en el espacio.«

Ejemplo 1.4. Toda ecuacion lineal en dos variables
ax + by = c,

con al menos uno de los coeficientes no nulos, es la ecuaciéon de una recta en el plano.«

Definicién (Solucién de una ecuacién lineal). Una solucidn (particular) de la ecuacién
lineal
a1x1 + asxo + ... + anx, = b,

es una n— upla odenada de nimeros reales (cy, ca, ..., ¢,) tales que cuando se sustituye x; por
¢; para todo i = 1,2, ...,n la ecuacion se convierte en una identidad.

El conjunto de todas las soluciones de la ecuacién lineal se llama conjunto solucion.

Resolver una ecuacién lineal es hallar su conjunto solucién. Para obtenerlo se despeja la
variable delantera en funcién de las variables libres, haciendo que cada variable libre asuma
cualquier valor real. Con esto se llega a un elemento genérico del conjunto solucién que es la
solucion general de la ecuacion.

Ejemplo 1.5. Una solucién de la ecuacién lineal del Ejemplo
0x1 4+ 29 — 223+ 324 = 1,
es (1,5,2,0). Es més, cualquier 4—upla ordenada de la forma (a,5,2,0) es solucidn.
Para obtener todas las soluciones, despejando x3 de la ecuacion se obtiene
zo = 14 0z + 223 — 3x4.

Las variables libres pueden tomar cualquier valor real, asi podemos considerar 1 = t, 3 = sy
x4 = r. Por consiguiente la solucién general se expresa como:

r1=t xo=14+0t+2s—3r=14+2s—3r, xz3=s y x4=7r, paratodo t,s,7 €R,

o en forma de 4-upla
(t,1+2s—3r,s,r)
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CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

para todo t,s,r € R. Las letras t, s y r reciben el nombre de parametros.

El conjunto solucién es
{(t,1+2s—3r,s,7): t,s,7r € R} . 4

Actividad 1.1. Obtenga el conjunto solucién de la ecuacién lineal

—3x1 + 219 —x3=—2x1 + 14 — 1.

Definicién (Ecuaciones consistentes). Una ecuacion lineal se dice consistente si tiene al
menos una solucién y es inconsistente si no tiene solucion.

La ecuacion del ejemplo anterior es consistente.

Ejemplo 1.6. Ecuacién lineal homogénea. Una ecuacién lineal homogénea
a1r1 + asxs + ... + anx, = 0,

siempre es consistente, tiene al menos la llamada solucién trivial x1 =20 = ... =z, = 0.4

Ejemplo 1.7. Sea la ecuacién lineal homogénea 2z + 3y = 0. La solucién general es x = —5t, y =t
con t € R. Su conjunto solucién es
3
{(—2t,t> ¥ G]R} <

Ejemplo 1.8. La ecuacién lineal %ml +2x9—5 = %azl +2x9 —5 se satisface para cualquier par ordenado
de numeros reales. Su forma candnica es

0x1 + 0x2 = 0,

y su conjunto solucién es {(x1,x2) : x1,22 € R}. 4

Ejemplo 1.9. Claramente, la ecuacién x1 + 2x9 — bxg = 8 + x1 + 229 — bxg es inconsistente. Su forma
candnica, es
0x1 + O0x2 + Oz3 = 8.

Ninguna terna de nimeros reales la satisface y por lo tanto su conjunto solucién es vacio.«
En la ecuacién del ejemplo anterior, se observa que todos los coeficientes son iguales a cero mientras

que el término constante es distinto de cero. Se verd que ésta es la forma que tienen las ecuaciones
lineales inconsistentes.

Teorema 1.1 (Inconsistencia de una ecuacion lineal). Una ecuacién lineal en n variables

a1x1 + asxs + ... + apxy = b,

es inconsistente siy s6losib# 0y a; =as = ... = a, =0.
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CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Demostracion. En efecto: 0xy + 0xg + ... + 0x,, = b con b # 0 es inconsistente.
Reciprocamente:

= Sib =0 laecuacién es homogénea y por lo tanto es consistente cualesquiera sean los coeficientes.

= Si algiin coeficiente es distinto de cero, la ecuacién es consistente cualquiera sea b puesto que
habra una variable delantera que podra “despejarse”.

O

Nota: Una ecuacién lineal en una variable ax = b tiene una unica solucion, infinitas soluciones o es
inconsistente. Si la ecuacién lineal tiene dos o mas variables, es inconsistente o bien tiene un nimero
infinito de soluciones.

Actividad 1.2. Encuentre para qué valores de a y b, la ecuacién lineal en una variable ax = b, tiene
una unica solucién, infinitas soluciones o ninguna solucion.

Ejercicios 1.1

Para cada una de las siguientes ecuaciones:
a) 2 —5=x—3y+ =z c) 1 —2x2+3 =22+ 5x3 — x4+ 3
b) zy —4dz+y =0 d) r1+x9 —x3 =21+ 22 — 23+ 9

determine si es o no lineal. En caso de ser lineal, indique: si es homogénea, sus coeficientes, su
término constante, la variable delantera, las variables libres y obtenga su conjunto solucién.

2. Determine todos los valores de a de modo que cada una de las ecuaciones: (i) tenga tunica
solucién, (ii) tenga infinitas soluciones, (iii) no tenga solucién.

an—4:16:U+a ¢) d}(x+y)—r—y=a—1
b) ax1 — a’xe = 2a d) a(r+y)—r—y—a+1=0

1.2. Sistemas de ecuaciones lineales

Muchos problemas en Matematica, Ingenieria, Economia, Fisica y otras ciencias se reducen a resolver
sistemas de ecuaciones lineales. Un ejemplo sencillo de un sistema lineal se presenta en el siguiente
problema:

Un dia una tienda vendid 45 camisetas. Las lisas tenian un precio de venta de $110 mientras que
las estampadas $135. Ese dia se recaudd un total de $5575 en ventas de camisetas. ;Cudntas camisetas
estampadas y cudntas lisas se vendieron?
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CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Llamando x al nimero de camisetas lisas y y al nimero de camisetas estampadas, el problema
consiste en hallar los valores de = y y que satisfacen simultdneamente las ecuaciones lineales:

r+y = 45
110z 4+ 135y = 5575

El conjunto formado por estas dos ecuaciones lineales recibe el nombre de ssistema lineal. Més
precisamente:

Definicién (Sistema lineal). Un sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas o variables
X1, T2,..., Tn, €s un conjunto de m ecuaciones lineales en dichas incégnitas. Su forma candnica

o estandar es:
a11x1 + a12x2 + a1373 + ... + a1, Ty = by

a2121 + a2 + a23x3 + ... + a2, Ty = by (1.2)

Am121 + AmaT2 + Am3T3 + ...0mnTn = by,

Los ntimeros a;; con @ = 1,2,..,my j = 1,2,...,n son los coeficientes del sistema y b; con
1=1,2,...,m son los términos constantes.

Si b; = 0 para todo i = 1,2, ...,m el sistema lineal se denomina homogéneo.

Una tnica ecuacion lineal es un sistema lineal (m = 1).

Ejemplo 1.10. El sistema

1 — 229 + 13 = x4 + 2

2:(}1 = T3 — 23?4

—Tot+xr3—14=1
es lineal no homogéno de 3 ecuaciones con 4 incognitas x1, T9, 3 y T4. Su forma candnica o estandar
es:

T1 —2Tr9 43 —14 = 2
2¢1 4+0x9 —x3 +2x4 = O
01 —xz2 +xg3 —x4 = 1

aunque suelen omitirse los términos con coeficientes cero escribiéndose:

Ty —2x9 +x3 —x4 = 2
2xq —xr3 +2x4 = 0
—x92 4x3 —x14 = 1
Los coeficientes son: a11 = 1, a19 = —2, a13 =1, a14 = —1, ag1 = 2, ase =0, asz = —1, asy = 2,
az1 =0, azo = —1, az3 =1y azy = —1. Los términos constantes son by =2, by =0y b3 = 1.4

Definicién (Solucién de un sistema lineal). Una solucion (particular) del sistema lineal
(1.2) es una n—upla ordenada de numeros reales (cy, ca, ..., ¢,) que es solucién de todas las
ecuaciones del sistema. El conjunto de todas las soluciones se llama conjunto solucion.

Resolver un sistema lineal es hallar su conjunto solucién. Un elemento genérico del conjunto
solucion es una solucion general del sistema.
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CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Ejemplo 1.11. La 4-upla (—3,—4,0,3) es una solucién del sistema del Ejemplo En efecto,

—-3-2(-4)+0-3 = 2
2(=3)+0+0+2(3) = 0
0—(-4)+0-3 =1

Entonces dicho sistema tiene al menos una solucién, jsera la tinica solucién o admitird mas solu-
ciones?. Para cualquier ¢ € R, la 4-upla (—t, —1 — ¢,0,¢) es una solucién del sistema (verifiquelo) y por
lo tanto este tiene infinitas soluciones. Puede observarse que si ¢ = 3 se obtiene la solucién particular
previamente considerada.«

Definicién (Sistemas consistentes). Un sistema lineal se dice consistente si tiene al menos
una solucién e inconsistente si no tiene solucion.

Nota: Se puede probar que un sistema lineal puede tener una, infinitas o ninguna solucién. En la
seccién 1.4 se profundizardn estas ideas.

Ejemplo 1.12. Sistemas lineales de dos ecuaciones con dos incégnitas.

\ —xr+y=0 \2 s

2 T 0 2 z
rt+y=2

Figura 1.1: Resolucion gréfica

Los sistemas lineales:

T+y=2 rT+y=2 T+y=2
—x+y=0 2¢ +2y =4 r+y=4

son: consistente con Unica solucién, consistente con infinitas soluciones e inconsistente, respectivamen-
te. En efecto, si se recurre a la Geometria Analitica, graficamente el conjunto solucién de cada uno de
estos sistemas es el conjunto de puntos del plano que pertenecen a ambas rectas como se observa en
la Figura 1.1«
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CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Ejemplo 1.13. Sistema lineal homogéneo. Un sistema lineal homogéneo

ai1ri + ai2x2 + a13r3 + ... + anxrn, =0
a2171 + G222 + a23%3 + ... + a2p Ty =0

Am121 + AmaTo + Am3x3 + ...Qmnxy = 0

siempre es consistente. En efecto: 1 = z9 = .... = z,, = 0 siempre es una solucién, es la llamada
solucioén trivial o solucién cero. Cualquier otra soluciéon es una solucién no trivial.

Por ejemplo, x = 1, y = 1 es una solucién no trivial del sistema homogéneo

z—y=20
—2x4+2y=20

y x =0, y = 0 es la solucién trivial del mismo. <«

Resolviendo un sistema de ecuaciones lineales

Claramente un sistema lineal que tiene una ecuacién sin solucién (0zy + 0z + ... + 0z, = b, b # 0)
es un sistema inconsistente. En estos casos se detecta a simple vista la inconsistencia del sistema,
pero ésta no es la forma usual en la que se presenta un sistema inconsistente. Por lo general todas las
ecuaciones que componen un sistema lineal tienen solucién y por lo tanto no se detecta rdpidamente
si el sistema es o no consistente.

Hay sistemas de ecuaciones lineales en los que, por su forma, se hace evidente la consistencia o
inconsistencia de los mismos y que, si son consistentes, son simples de resolver. Estos son los llamados
sistemas escalonados o triangulares. En ellos la variable delantera de cada ecuacién se presenta
més a la derecha de la variable delantera de la ecuacién anterior (inmediata superior).

En un sistema escalonado se llama variable delantera del sistema a una variable que es de-
lantera en alguna ecuacién. Es decir, son variables delanteras aquellas que son las primeras cuyos
coeficientes son distintos de cero. Las restantes variables se llaman variables libres.

Por ejemplo, el sistema lineal

r1 —2x9 +x3 —x4 = 2
drg —3x3 +4xy4
il'?) = 0

Il

|
o
—
—_
w
S—

es escalonado, sus variables delanteras son xz1, x2 y x3, la variable x4 es libre.

El sistema

2x1 4x9 —dSx3 +x4 —225 = 2
3xs3 +6z5 12

es triangular. Sus variables delanteras son x; y z3, mientras que x2, x4 y x5 son las variables libres.

Un sistema escalonado que no tiene ecuaciones inconsistentes es siempre un sistema consistente
como lo muestra el método llamado método de sustituciéon hacia atras que conduce a la solucién
general de un sistema escalonado.

Este método de resolucién comienza en la tltima ecuacién y avanza hacia arriba. Se comienza
despejando la variable delantera de la dltima ecuacién en término de las libres (si las hay) y las
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CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

constantes. Luego se sustituye la expresién encontrada para dicha variable en la ecuacién anterior y
se despeja la variable delantera de dicha ecuacién. Asi, continuando de este modo, hasta despejar la
variable delantera de la primera ecuacion.

Ejemplo 1.14. En el sistema escalonado (1.3), de la dltima ecuacién se observa que necesariamente

z3 = 0.
Sustituyendo este valor en la ecuacion anterior se obtiene 4xo+4x4 = —4 por lo cual necesariamente
es r9 = —1 — x4 pudiendo tomar x4 cualquier valor real. Asi
e =1t, t €R,
y
To = —1—1.
Reemplazando en la primera ecuacién xo = —1—t, 3 = 0y x4 = t, se tiene que 1 —2(—1—t)—t = 2
es decir
Ir1 = —t.

Por consiguiente la solucién general del sistema lineal (1.3) se expresa como:
r1=—-t, x9=-1—t, 23=0 y x4=1t paratodoteR,
o en forma de 4-upla
(=t,—1—1t,0,t) paratodot € R,
por lo cual el sistema es consistente con infinitas soluciones.

El conjunto solucién
{(=t,—1—1,0,t) : t € R},
es uniparamétrico infinito. <«
201 —x904+ 23 =0

Actividad 1.3. Resuelva el sistema lineal escalonado: 3xo —x3 =1
2rx3 =4

El sistema lineal del Ejemplo no es escalonado. Si bien es posible resolverlo haciendo apropiadas
sustituciones, es mas sencilla su resoluciéon hallando un sistema escalonado que sea equivalente a él.

Definicién (Sistemas equivalentes). Dos sistemas lineales son equivalentes si tienen el
mismo conjunto solucién.

Un sistema lineal puede transformarse en un sistema equivalente mediante ciertas operaciones entre
ecuaciones:

Operaciones elementales en ecuaciones

Las operaciones elementales en ecuaciones de un sistema lineal son:
= Intercambio. Intercambia ecuaciones: F; <> E;.
= Escalamiento. Multiplica una ecuacién por una constante ¢ # 0: cE; — FE;.

» Eliminacién. Suma a una ecuacién un multiplo escalar de otra ecuacion: E; +cE; — E;.

Material didactico de uso interno Mateu-Semitiel 12



CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Teorema 1.2 (Operaciones que conducen a sistemas equivalentes). La aplicacién de cual-
quier operacién elemental en ecuaciones de un sistema lineal da como resultado un sistema
equivalente.

Demostracion. Claramente si se intercambian dos ecuaciones de un sistema no se alteran las soluciones
del mismo.

También, si se multiplica una ecuacién por una constante distinta de cero, se obtiene una ecuacién
equivalente y por lo tanto no se alteran las soluciones del sistema.

Se deja como ejercicio probar que una operacién de eliminacién no cambia las soluciones del sistema
(Ejercicio 4).
O

Una apropiada aplicacién de estas operaciones permite encontrar un sistema escalonado equivalente a
uno dado. En la seccién siguiente se justificard la existencia de un sistema lineal escalonado equivalente
a uno dado.

Ejemplo 1.15. Para resolver el sistema lineal (no escalonado) del Ejemplo se usard la técnica
de eliminacién para transformarlo en uno escalonado equivalente. Para ello, se eliminan algunas de las
incognitas sumando un miltiplo de una ecuacién a otra ecuacién.

TG —2T2 4T3 —T4 = 2 (El)
2z —x3 +2x4 = 0 (EQ)
—x2 +r3 —w4 = 1 (E3)

Si se sustituye la ecuacién Eo por Es menos dos veces la ecuaciéon Ey (Es + (—2)E; — E3) se
elimina z1 de la segunda ecuacién, quedando el sistema equivalente:

Tr1 —2x9 I3 —x4 = 2 (El)
4x9 —3x3 44x4 = —4 (EQ)
—I2 +a:3 —X4q =1 (Eg)

Para eliminar la variable x5 de la tercera ecuacién, se sustituye la ecuacién E3 por E3 mas i de la
ecuacion Fy (Eg + iEg — Eg). Se obtiene asi el sistema escalonado equivalente:

r1 —2x90 4T3 —14 = 2
dzy —3x3 H4zy = —4
ixg = 0

que fue resuelto en el Ejemplo y su conjunto solucion es:

{(—=t,—1—1,0,t) 1 t R} . «

Ejemplo 1.16. Un sistema inconsistente. El sistema lineal

2 3y 4=z = 2
8r +4dy +3z = 4
12z +10y +52z = 12
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CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

es inconsistente. En efecto, llevandolo a uno escalonado equivalente:

2r 3y +z = 2 (E1) 2r + 3y + 2z = 2 (E1)
8r +4y +3z = 4 (B2) oo - 8y — z = —4 (Ey) —
12z +10y +5z = 12 (E3) -8 — z = 0 (E3)
2z +3y +z = 2 (E1)
Es — Bs — Bg -8y —z = -8 (E2)

0z = 4 (Es)

Observemos que todas las ecuaciones, tanto las del sistema original como las del que le sigue, son
consistentes pero el sistema no lo es; con algo de atencién, en el segundo sistema se ve la inconsistencia
yva que las ecuaciones Fs y E3 no tienen una solucién comun. La inconsistencia es evidente en el ultimo
sistema equivalente (que es escalonado) pues su tltima ecuacién no tiene solucién. <

Como ya se ha visto, un sistema lineal escalonado es consistente si y solo si todas sus ecuaciones son
consistentes, es decir, si y solo si no tiene una ecuacién de la forma

0x1+0z2 + ...+ 0z, =b, b#0.

Con respecto a la consistencia de los sistemas lineales en general, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.3. Un sistema lineal es consistente si y solo cualquier sistema equivalente en
forma escalonada no tiene una ecuacién de la forma

0z1 4+ 0xo +... + 0z, = b, b#DO0.

Ejercicios 1.2

Escriba el sistema lineal
—3x1 + 12 =—x3+ T4+ 3
201 —x4+9=0
To+x3 =24 —3— T2
201 — o+ 5 =23+ 24— 1

en forma candnica (estdndar) y verifique que la 4—upla (—3,3, —6, 3) es una solucién.

Obtenga los valores de a y b de manera que la terna (1,1, 1) sea una solucién del sistema lineal

axr—y+2z = b
T+ by + 2z 3a

Considere el sistema homogéneo anz +apy = 0
ag1x +azgy = 0

a) Demuestre que si (zg, yo) es una solucién para tal sistema entonces también lo es (kzo, kyo)
para cualquier k constante.
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b) Demuestre que si (xo,%0) ¥ (x1,%1) son soluciones del sistema lineal homogéneo entonces
(zo + x1,Y0 + y1) también es solucion.

4. Demuestre que el sistema lineal que se obtiene al reemplazar una ecuacién por ella misma mas
un multiplo escalar de otra tiene las mismas soluciones que el sistema original (Teorema [1.2)).

5. Resuelva el problema planteado al inicio de esta seccion.

Resuelva los siguientes sistemas:

—r+2y+z=1 z+3y—2z=0
a) § y—32=0 c) § 2y+92=0
—22z=16 3z=0
T1 —3x2+5r3+x4—1=0
b) 2T9 = 23+ 9 d){xl—:l:2+:v3—x4—520
—x4:0 x3:8—x4

Demuestre que los sistemas lineales

r1 429 —x3 44 = 0 —x1 —2x9 +x3 —x4 = 0
2r1 —x9 H4x3 —x4 = 1 y To +%x3 +%w4 =1
2090 +x3 +x4 = 2 —5x9 +3x3 —-3xr4 = 1

son equivalentes.

8. Indique cudles son las operaciones elementales realizadas que permiten obtener los sucesivos
sistemas equivalentes. Resuelva el sistema original.

22 —y +z = 4 x 4y -2z = 0 z +y -2z =0
r 4y -2z = 0 — 2 -y 4z = 4 — -3y +bz = 4 —
- ty +z = 2 —xr +y +z = 2 2y —z = 2
z +y -2z = 0 r 4y -2z = 0
— -3y +5z = 4 — -3y +4+bz = 4
I = 4 7z = 14

1.3. Eliminacién gaussiana y de Gauss-Jordan

En la seccién anterior introducimos un método para la solucion de sistemas lineales. Se estudiara este
procedimiento con mayor profundidad comenzando con la nociéon de matriz.
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Definicién (Matriz). Si m y n son enteros positivos, una matriz A de m x n es un arreglo
rectangular de mn nimeros dispuestos en m renglones (o filas) y n columnas.

ai; a2 aiz ... Qin

a1 Q22 @23 ... Q2pn
A=

Aml am2 am3 ... 0mn

El nimero a;; es el elemento o componente de A que estd en el renglén ¢, columna j. Una
matriz de m renglones y n columnas es de tamarno u orden m X n.

Si m = n la matriz es cuadrada de orden n, los elementos a1, as9,...,a,, son los elementos de la
diagonal principal.

En este texto los elementos a;; serdn nimeros reales salvo otra indicacion.

Se usan letras mayusculas imprentas como A, B, C, etc. para denotar una matriz. También pueden
denotarse mediante un elemento genérico escrito entre corchetes, por ejemplo: [a;;], [b;;], etc. Asi, para
abreviar la escritura, la matriz A puede denotarse simplemente por

A = [aj]
indicando ademaés que es de tamano m X n.

Por ejemplo:

A:[:l)) _12 2] B:[é], C=[-124] vy D:[g

0 W

|

A es una matriz 2 x 3, sus elementos son a1;1 =1, a10 = —2, a13 =5, a21 =3, a2 =1y as3 =6. B
es una matriz 2 X 1 y se dice que es una matriz columna o un vector columna. C es una matriz
de 1 x 3, es una matriz rengldon. Se suelen utilizar letras mindsculas negritas para denotar matrices
columna o renglén. Por ejemplo:

b= [ ! } |
3

Un renglén cero de una matriz solo incluye ceros. Un renglén no cero tiene al menos un
elemento distinto de cero. El primer elemento no cero de un renglén no cero se denomina elemento
delantero o principal. Si el elemento delantero es un 1 se lo llama 1-delantero. Por ejemplo, la
matriz de 4 x 5:

1 2 4 01
0 0 3 11
-8 0 0 2 5
0 00 0O

tiene el ultimo renglén cero. Sus elementos delanteros son 1, 3 y —8.
Mediante el uso de matrices, se puede abreviar la escritura de un sistema lineal anotando solo sus

coeficientes y/o términos constantes, siempre que estan especificados los nombres y el orden de las
variables. Consideremos el sistema lineal
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a1121 + a12@2 + a1323 + ... + a1, Ty = b1
a21%1 + 229 + a93x3 + ... + aop Ty = bo

Am121 + Am2T2 + 323 + .G Tn = by,

El arreglo rectangular de los coeficientes del sistema es la matriz de coeficientes:

ai ai2 ais ... Qin

azy a22 azs ... Q2n
A=

ml Am2 aAm3 ... Qmp

Si a esta matriz se le agrega como ultima columna el vector de las constantes

se obtiene la llamada matriz aumentada o ampliada del sistema:

a1 a2 a3 ... aip, b1
a1 a2 a3 ... az, b
aml Am2 am3 ... amn bm

Para hacer énfasis de que se trata de una matriz aumentada, se la suele representar de la siguiente

manera:
all a2 a3 e QA1p : b1
asy a9 ass e aon . bg
[A:b] =
aml Qm2 am3 ... Amn - bm

Ejemplo 1.17. Para el sistema lineal del Ejemplo

Ty —2x9 +x3 —x4 = 2
2x1 —xr3 +2x4 = 0
—x9 H4x3 —x4 = 1
la matriz de coeficientes es
1 -2 1 -1
A= 2 0 —1 2
0 -1 1 -1

y su matriz aumentada es
1 -2 1 -1 : 2
[A:b]=]12 0 -1 2 : 0.«
0 -1 1 -1 : 1
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Actividad 1.4. Escriba el sistema lineal cuya matriz aumentada es

= o N =
|

Como la matriz aumentada de un sistema lineal es una representacién abreviada del mismo, se puede
ahorrar tiempo y trabajar en forma mas eficiente si se utiliza esta notacién en el proceso de resolucion
del mismo.

Las tres operaciones de ecuaciones que se pueden utilizar en un sistema lineal para generar un
sistema equivalente, se corresponden con ciertas operaciones entre renglones de la matriz aumentada
del sistema.

Definicién (Operaciones elementales de renglén). Las operaciones elementales de
renglon de una matriz son las siguientes:

» Intercambio. Intercambia renglones: R; <+ R;.
s KEscalamiento. Multiplica un renglén por una constante ¢ # 0: cR; — R;.

» Eliminacién. Suma a un renglén un miltiplo escalar de otro renglén: R; + cR; — R;.

Ejemplo 1.18. Retomando el sistema lineal del Ejemplo se muestra a la derecha su resolucién
trabajando en forma abreviada con la matriz aumentada del sistema, haciendo uso de las operaciones
elementales de renglon correspondientes a las operaciones en ecuaciones realizadas:

1 —2r9 3 —x4 = 2 1 -2 1 -1 : 2

2x1 —x3 4+2x4 = 0 2 0 -1 2 0

—T9 +I3 —r4 = 1 0 -1 1 -1 : 1
FEy —2F1 — Ey Ro — 2Ry — Ry

T1 —2T9 +x3 —XTy4 = 2 1 -2 1 -1 : 2

4dry —3x3 +4xy = —4 4 -3 4 : —4

—x2 +x3 —Ty4 = 1 0 -1 1 -1 : 1
Eg—}—iEg—)Eg R3+%R2—>R3

1 —2x9 A3 —T4 = 2 1 -2 1 -1 : 2

dry —3x3 +4ry = —4 0 4 -3 4 . —4

173 = 0 0 0 1 0: 0

y su conjunto solucién (véase Ejemplo [1.15)) es

{(=t,—1—1,0,t) 1 t R} . «
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Una operacién elemental de renglén aplicada a la matriz aumentada de un sistema lineal produce
la matriz aumentada de un sistema lineal equivalente. Esto, y dado que toda matriz es la matriz
aumentada de un sistema lineal, da origen a la siguiente definicién:

Definicién (Matrices equivalentes por renglones). Dos matrices A y B son equivalentes
por renglones y se denota
A~B

si una de ellas puede obtenerse a partir de la otra mediante una sucesion finita de operaciones
elementales entre renglones.

Por simplicidad, a lo largo de este texto llamaremos simplemente matrices equivalentes a las ma-
trices equivalentes por renglones.

Ejemplo 1.19. Las matrices

1 -2 1 1 1 -2 1 1
A=|-1 3 1 -1| y B=|l0 1 2 0
4 2 -6 0 (2 1 -3 0

son equivalentes. En efecto: B se obtiene de A mediante una operacién de eliminacién seguida por un

escalamiento.
1 -2 1 17 1 -2 1 1

A= -1 3 1 1| Rmimor |0 1 2 0| Ir-or |0 1 2 0|=DB <
4 2 -6 0 | 2 1 -3 0

Las operaciones elementales de renglén son revertibles, o inversibles, en el sentido de que cada operacion
elemental tiene una operacién elemental inversa que revierte el resultado.

Actividad 1.5. Verifique que la matriz A del ejemplo anterior puede obtenerse a partir de la matriz
B revirtiendo la sucesién de operaciones elementales.

Actividad 1.6. ;Cudl es la operacién elemental inversa de cR; — R; (¢ # 0)?. ;Y cuél es la operacién
elemental inversa de R; + cR; — R;?

Se han resuelto sistemas lineales llevandolos a uno escalonado equivalente. Los sistemas escalonados
son aquellos cuya matriz aumentada es de forma escalonada. Precisamente:

Definicién (Matrices en forma escalonada por renglones y en forma escalonada
por renglones reducida). Una matriz estd en forma escalonada por renglones si verifica
las siguientes condiciones:

» Todos los renglones cero (si los tiene) estdn en la parte inferior de la matriz.

= El elemento delantero de cada renglén no cero después del primero estéd a la derecha
del elemento delantero del renglén anterior.

La matriz esta en forma escalonada por renglones reducida si ademaés verifica las dos siguientes
condiciones:

» El elemento delantero de cada renglén no cero es 1 (1-delantero).

= Toda columna que contiene un 1-delantero, tiene ceros en sus restantes posiciones.
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Por simplicidad diremos que una matriz estd en “forma escalonada” o en “forma escalonada reducida”
para indicar que esta en forma escalonada por renglones o en forma escalonada por renglones reducida,
respectivamente.

Por ejemplo, sean las matrices:

1
(@ 2] 5l
0

0

0 2 4
91, C=1 0 0 |, Dz{g],
1 0 0

N =N

=

1] 0 3 0

20 1] o o 0 [2] 5
E=| 5 0 ] F=1]0 0|, G=[[1] 2 5] v H=|0 0

o 0 0 0 o o [1] 00 0

Las matrices A, C, D E, F' G y H estan en forma escalonada y se han recuadrado sus elementos
delanteros. La matriz B no estd en forma escalonada. Las matrices D, E, F' y G estan en forma
escalonada reducida.

Teorema 1.4. Toda matriz es equivalente a una matriz en forma escalonada. I

Demostracion. La prueba de este teorema es el algoritmo de Gauss o de eliminacion gaussiana. [

El algoritmo de Gauss o método de eliminacién (o reduccién) gaussiana es un procedimiento que permi-
te convertir cualquier matriz en una equivalente en forma escalonada. El método indica las operaciones
elementales de rengléon que deben ir aplicindose sucesivamente. Los pasos son los siguientes:

Algoritmo de eliminacién gaussiana
1. Vaya a la columna no cero extremo izquierda.

2. Si el primer renglén tiene un cero en la columna del paso 1, intercambielo con uno que
tenga un elemento no cero en la misma columna. Se obtiene asi una matriz equivalente
con el primer renglén no cero cuyo elemento delantero esta en la primera columna no
cero.

3. Obtenga ceros abajo de dicho elemento delantero sumando mltiplos adecuados del
primer renglon a los renglones debajo de él.

4. Cubra (o ignore) el renglén superior y repita el mismo procedimiento comenzando con
el paso 1 aplicado a la matriz resultante.

Ejemplo 1.20. Para obtener una matriz en forma escalonada equivalente a la matriz

023 3 O
11 2 -1 1
A= 2 01 0 12
31 3 -1 13
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se procede, siguiendo el algoritmo de eliminacién gaussiana, de la siguiente manera:

023 3 0 ] 12 -1 1 1] 1 2 -1 1
112_11m’02330m’0330—>
201 0 12 2 01 0 12| ®-2m=R | g _2 -3 2 10
313 —1 13 313 -1 13 0 -2 -3 2 10
1] 12 -1 1 1] 12 -1 1
w023 3 0 | 023 3 0
Fatha=HRa |00 0 [5] 10 0 0 0 [5] 10
0 00 5 10 0 00 0 0
La matriz obtenida
112 -1 1
023 3 0
E=1000 5 10/
000 0 0

estd en forma escalonada.«

Teorema 1.5. Toda matriz es equivalente a una matriz en forma escalonada reducida. I

Demostracion. Su prueba es el algoritmo de Gauss-Jordan. O

El algoritmo de Gauss-Jordan continta el proceso de eliminacién gaussiana hasta obtener una matriz
equivalente en forma escalonada reducida. Se procede de la siguiente manera:

Algoritmo de Gauss-Jordan

1. Si la matriz estd en forma escalonada pase al paso II. Si la matriz no estd en forma
escalonada aplique los pasos 1, 2, 3 y 4 del algoritmo de Gauss hasta obtener una forma
escalonada y luego continte con el paso II.

II. Comenzando con el dltimo renglén no cero, se avanza hacia arriba del siguiente modo:
i. Vaya al ultimo renglén no cero y, si el elemento delantero no es un 1, multiplique

dicho renglén por un apropiado escalar para obtener un 1-delantero.

ii. Obtenga ceros arriba del 1—delantero sumando multiplos adecuados de este ultimo
renglon a los renglones arriba de él.

iii. Cubra el dltimo renglén no cero y aplique el mismo procedimiento comenzando
con el paso i. a la matriz restante.

Ejemplo 1.21. Para obtener una matriz en forma escalonada reducida equivalente a la matriz A del
ejemplo anterior, se continda con el algoritmo de Gauss-Jordan a partir de la matriz E:
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(1] 12 -1 17 1] 12 -1 1 1] 12 o 3
01[2] 3 3 ﬁ,03 30| momsa 030—6_>
0 00 [5]10| "7 | 0 00 [1] 2| mtrom 0 00 [1] 2
0 00 0 0. 0 00 00 0 00 0 0
(1] 12 o 3 1] o3 o 6
1Ry — R, 0% 0 =3 “Ri— Rs > R1 0% 0 =3
0 0 0 [1] 2 0 0 o0 [1] 2
L 0 00 0 0 0 00 0 0
La matriz obtenida
10310 6
o130 -3
B=19001 o2
0000 O

estd en forma escalonada reducida y es equivalente a la matriz A.«

Observacion 1.1. Pueden obtenerse 1-delanteros en el paso 3 del algoritmo de Gauss aunque esta
practica tenderia a introducir fracciones en una etapa temprana del calculo si los elementos son enteros.

Observacidn 1.2. Debe tenerse en cuenta que una vez que se hayan hecho ceros abajo (o arriba) del
elemento delantero de un renglén debe comenzarse otra vez con el primer paso aplicado a la matriz
que resulta de haber eliminado dicho renglén. Esto es asi para no “arruinar” los ceros que ya se habian
hecho. Por ejemplo: el paso siguiente en la conversién de la matriz

2 -1 0
0 1 -1
0 1 0

es hacer cero el elemento en la posicién (3,2). El algoritmo de Gauss indica cubrir el renglén 1 (no se
tiene en cuenta el renglén 1) y hacer R3 — Ro — R3 para obtener:

2 -1 0
0 1 -1
0 1

Nétese que se hubiese logrado un cero en la posicién (3,2) con la operaciéon Rs + Ry — Rs, pero
esto hubiese conducido a la matriz

2 -1 0
0 1 -1
2 0 1

“arruinando” el cero que ya se habia obtenido en la posicién (3,1).

Observaciéon 1.3. En este texto se hard uso de expresiones tales como “llevar la matriz A a una
forma escalonada”, que significa obtener una matriz en forma escalonada equivalente a la matriz A.
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Nota: Una matriz no cero es equivalente a infinitas matrices en forma escalonada pero solo a una en
forma escalonada reducida. Se aceptara sin demostrar el siguiente teorema:

Teorema 1.6 (Unicidad de la forma escalonada reducida). Toda matriz es equivalente a una
y solo una matriz escalonada reducida.

Si A, E'y R son tres matrices equivalentes tales que F estd en forma escalonada y R en forma
escalonada reducida, se dice que F es una forma escalonada de A y que R es la forma escalonada

reducida de A.

En cualquier forma escalonada de una matriz A los elementos delanteros se encuentran en las
mismas posiciones, a dichos elementos delanteros se los llama pivotes. Se llaman posiciones pivote

(o de pivoteo) de una matriz A a las posiciones de los pivotes de una (cualquiera) forma escalonada
de A.

Las columnas de A que contienen una posicién pivote se llaman columnas pivote de A. Debe
notarse que para determinar cuéles son las columnas pivote de una matriz A que no estd en forma
escalonada debe primero llevarsela a una forma escalonada para conocer cudles son las posiciones
pivote.

Ejemplo 1.22. Las matrices

2 2 3 2 2 3 2 2 3 1 0 0
B=|04 2|, C={02 1|, D=|01 3% y I=]101 0|,
0 0 -5 00 -5 0 0 -1 0 01
son formas escalondas de la matriz
2 2 3
A=|4 8 8

La matriz I (esta matriz es la matriz identidad de orden 3) es la forma escalonada reducida de
A (también es la forma escalonada reducida de B, C'y D).

Las posiciones pivote de las matrices A, B, C, D y I son (1,1), (2,2) y (3,3), y sus columnas
pivote son las columnas 1, 2 y 3. Los pivotes de B son 2, 4 y —5, los de C' son 2, 2 y —5, los de D son
2,1y —1, y los pivotesde I son 1, 1 y 1.«

Actividad 1.7. Considere las matrices A, B, C, D y I del Ejemplo Verifique que las matrices
B, C, D y I son formas escalonadas de la matriz A y que la matriz I es su forma escalonada reducida.

1 -1 2 3
-2 2 -4 —6
Actividad 1.8. Dada la matriz A = 2 -1 6 8 |, halle su forma escalonada reducida y
1 0 4 5
0O 0 0 1

exhiba sus columnas pivote.

Actividad 1.9. ;Cuéantas matrices cuadradas de orden 3 escalonadas reducidas tienen exactamente
2 pivotes?, ;cudntas tienen exactamente 3 pivotes?
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Ejercicios 1.3

Escriba la matriz de coeficientes y la matriz aumentada asociada al sistema lineal

r +y +z —w = -1

20 4y —=z = 0
Yy +z2 —w = 1 .

T 4y +z +w = 4

2x -z 4w = 0

2. Teniendo en cuenta la Actividad demuestre que si A, B y C son matrices m x n entonces se
verifican las siguientes propiedades:
a) A~B=B~A
b) Si A~ By B~ C, entonces A ~ C.
Indique cuales de las siguientes matrices estan en forma escalonada y cudles de éstas en forma

escalonada reducida. Recuadre los pivotes de cada matriz que estan en forma escalonada e indique
sus columnas pivote.

1 -2 11 101 13 38 ?gg
A=10 5 -2 1|, B=105 0, C=|12, D=| ;|

0 0 0 2 000 0 0 00000

7

0 100 100500
E=|g | F=[16001], G=|010]|, H=]0 13000

0 001 000001

4. Sean A y B dos matrices de m x n, y A’ y B’ sus respectivas formas escalonadas reducidas.
Demuestre que: A ~ B siy solosi A’ = B'.

Nota: Dos matrices son iguales si tienen el mismo tamano y los elementos que ocupan las mismas
posiciones son iguales.

Determine en cada caso si las matrices A y B son equivalentes.

12 -1 2 10 -3 3
a)A=|-12 21|,B=|04 1 3
04 13 00 00
1 2 3 11 -1
MA__O],lyB_[01 1]
T2 1 -1 3 1000
40 1 -1 010 0
DA=109 o 20'B=00 1 0
11 -1 3 000 1
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Demuestre que si aj1a20 — aj2a21 # 0 entonces
ail ai19 1 O
as1 ao9 01 '

En cada caso obtenga la forma escalonada reducida para cada matriz A. Indique las columnas

pivote de A.
1 -1 -1 3 2 -1 50 1 3 2 -2
a) A=|1 -1 0 1 ) A=| -3 0 21 ) A=|2 6 4 —4
0o 2 1 -1 1 -2 12 1 3 9 6 —6

8. Sea A una matriz de 15 x 18. jEs posible que el nimero de posiciones pivote de A sea 197, jy
que sea 167. ;Cudl es el nimero maximo de posiciones pivote de A?.

Justifique que si A es una matriz de m X n entonces el nimero de posiciones pivote de A es
menor o igual al minimo entre m y n.

1.4. Resolucion de sistemas lineales

Dada la identificacién entre un sistema lineal y su matriz aumentada, y habiéndose demostrado que
toda matriz es equivalente a alguna matriz en forma escalonada y a una (y solo una) en forma
escalonada reducida, el mismo resultado se aplica a los sistemas de ecuaciones lineales. Esto es, todo
sistema de ecuaciones lineales es equivalente a alguno escalonado.

En esta seccion se verd como emplear la eliminacién gaussiana y la de Gauss-Jordan para resolver
un sistema lineal. Cualquiera de estos procedimientos se aplica a la matriz aumentada del sistema para
producir una matriz en forma escalonada equivalente. El sistema correspondiente a esta ultima matriz
es equivalente al original y como es escalonado es facil de resolver, o es evidente su inconsistencia.

Eliminacién gaussiana con sustituciéon hacia atras

El procedimiento es el siguiente:

1. Escriba la matriz aumentada del sistema lineal.

2. Utilice el algoritmo de eliminacién gaussiana para llevar la matriz a una forma esca-
lonada. Si durante cualquier estapa de este proceso se encuentra una matriz con un
renglén de la forma [ 00 .. 0 :0 } con b # 0, deténgase, en este caso el sistema
es inconsistente. De lo contrario contintde con 3).

3. Escriba el sistema de ecuaciones lineales escalonado correspondiente a la matriz obte-
nida en 2) sin tener en cuenta los renglones cero (si los tiene).

4. Para el sistema escalonado obtenido, distinga las variables delanteras de las libres y
aplique el método de sustitucion hacia atrds para encontrar la solucién del sistema.
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Con respecto al paso 3, cuando se llega a una matriz en forma escalonada, si ésta tiene renglones
cero, las ecuaciones lineales correspondientes son de la forma 0x1 + Oxo + ... + Ox, = 0. Este tipo de
ecuaciones se satisfacen para cualquier n-upla de nimeros reales, por lo tanto no aportan soluciones
al sistema y se descartan del mismo. En estos casos el sistema escalonado equivalente tendra menos
ecuaciones que el sistema original.

Ejemplo 1.23. La matriz

023 3 O
112 -1 1
201 0 12

31 3 -1 13
del Ejemplo es la matriz aumentada del sistema lineal

200 +3x3 +3x4 = O

1 +xo 4223 —x4 = 1
2x1 +x3 = 12
3xr1 +x9 +3x3 —xz4 = 13

Aplicando eliminacién gaussiana se obtuvo la siguiente forma escalonada de su matriz aumentada

] 12 -1 1
01[2] 3 3 o0
0 0 0 [5] 10
0 00 0 0

Como esta matriz tiene un renglén cero, se descarta la ecuacién correspondiente. Ademéds no hay un
rengléon de la forma [ 00 .. 0 :%b ] con b # 0, por lo tanto el sistema escalonado correspondiente
es consistente. Este sistema es

1 +x2 +2x3 —x4 = 1
2x9 +3x3 +3x4 =
5x4 = 10

Las variables delanteras son x1, x2 y x4, que son las que corresponden a las columnas pivote 1°, 2°
y 4° de la matriz de coeficientes. La variable z3 (que corresponde a una columna no pivote) es libre,
por lo que toma cualquier valor. Sea
r3=1t, teR.

Se aplica ahora el método de sustitucién hacia atrds. De la tltima ecuacion
T4 = 2.

Sustituyendo x4 y x3 en la ecuacién anterior se tiene 2xs + 3t + 3(2) = 0 y despejando x2

3
To=—=t—3.
2T 2
Reemplazando ahora x4, 3 y x2 en la primera ecuacién se tiene xq1 + (—%t - 1) +2t—2=1y
depejando x; se obtiene
1
1 =—=t+6.
P
El sistema lineal tiene infinitas soluciones y su solucién general es
1 3
1 :—§t+6, To = —§t—3, r3=t, x4=2 paratodo t€R. <«
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La eliminacién de Gauss-Jordan para la resolucién de sistemas, encuentra un sistema lineal equivalente
al dado que es escalonado reducido, esto es, su matriz aumentada esta en forma escalonada reducida.

Eliminacion de Gauss-Jordan

Los pasos a seguir son los siguientes:
1. Escriba la matriz aumentada del sistema lineal.

2. Emplee el método de eliminacion de Gauss-Jordan para obtener la forma escalonada
reducida de la matriz. Si en alguna etapa (temprana) del proceso se encuentra una
matriz con un rengléon de la forma [ 00 .. 0 :0 ] con b # 0, deténgase. El
sistema es inconsistente. De lo contrario continte con el paso 3).

3. Escriba el sistema de ecuaciones lineales escalonado “reducido” correspondiente a la
matriz obtenida en 2) sin tener en cuenta los renglones cero.

4. Distinga las variables delanteras de las libres (si las hay) y despeje la variable delantera
de cada ecuacion en funcién de las libres, de las constantes o de ambas.

Observaciéon 1.4. En un sistema escalonado reducido la variable delantera de cada ecuacién “no
aparece” en otra ecuacion, en particular no aparece en las ecuaciones anteriores, y por lo tanto no se
requiere aplicar sustitucion hacia atras para resolverlo.

Ejemplo 1.24. Retomando el ejemplo anterior, se puede resolver el sistema

229 +3x3 +3z4 = 0

1 +xzo 4273 —Iy = 1
2x +xs3 = 12
3x1 +xo +313 —x4 = 13

llevdndolo al escalonado reducido.

Aplicando eliminacién gaussiana se obtuvo la siguiente forma escalonada de su matriz aumentada:

12 -1 1
0123 3 0
0 0 0 [5] 10

0

0 00 0

Ahora, en lugar de usar sustitucién hacia atras para resolver el sistema escalonado correspondiente,
se continta con la eliminacién de Gauss-Jordan hasta obtener la forma escalonada reducida. El Ejemplo
1.21] muestra la matriz escalonada reducida que se obtuvo:

0 6
-3

2

0 00 0 O

)
=

(@R NIIVHNT
)

El sistema escalonado reducido correpondiente es

T +%:L’3 = 6
2 -f—%ﬂ?g = -3
T4 = 2
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La variable z3 es libre, puede tomar cualquier valor. Si z3 = t, despejando la variable delantera de
cada ecuacion en funcién de t y las constantes se obtiene directamente la solucién general del sistema,
a saber:

xrT = 6 — ét

T2 = =35t para todo t € R.
r3 =

T4 = 2

Observe que el trabajo que se agrega al completar el proceso para obtener la forma escalona-
da reducida de la matriz aumentada, se compensa con la resolucién directa del sistema reducido
equivalente. <

Ejemplo 1.25 (Sistema consistente con tinica solucién). Para resolver el sistema lineal

ry —T2 —T3 = 0
—I1 +x2 —r3 = -
2$1 —Xry —IX3 = 1

aplicando el algoritmo de eliminacién de Gauss-Jordan, procedemos asf:

1] =1 =1 : 0 1] -1 =1 : o0 1] -1 =1 : 0

-1 1 -1 : =6 | fetfu-R | 0 0 -2 : —6 | monr | 0 1 1=
2 -1 -1 : 1 o 1 1 : 1 0 0 -2 : —6
-1 -1 : 0 -1 0 : 3
“Ims s | 0 I 0 0 : —2|—
0 0 : 3 0 0 ;3

—_—
Ry + Ry — Ry 0

El sistema escalonado reducido equivalente al dado es:

I = 1
T2 = -2
r3 = 3

Todas las variables del sistema son delanteras (no posee variables libres). La solucién es tnica y se
lee directamente: x1 = 1, £9 = —2 y 3 = 3. Su conjunto solucién es {(1,—2,3)}. «

Ejemplo 1.26 (Sistema consistente con infinitas soluciones). Considere el sistema lineal

211 —Ty +x3 —IT4 =
T +3I’2 +xr3 —24
—3x1 +d5x9 —x3 +x4 =

—__ 0 =

Para resolver el sistema aplicando eliminaciéon gaussiana, procedemos como sigue:

2] -1 1 -1 : 0 1] 3 1 -1 :1
1 3 1 -1 : 1| mem | 2 -1 1 -1 :0]—
-3 5 -1 1 :1 -3 5 -1 1 : 1
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N 3 I -1 : 1 3 1 -1 : 1
ol o 0 ~1 1 : =2 | miemom | O -1 1 : =2
0 14 2 -2 : 4 0 0 0 0: 0

(observe que en el primer paso se intercambiaron los renglones R; con Rs para usar como pivote el 1,
ya que de esta forma se evita introducir fracciones en una etapa temprana del proceso).

Un sistema escalonado equivalente al dado es

1 +3r2 +xT3 —24 1
—Tx9 —x3 —+x4 = —2

Las variables x1 y x5 son delanteras, x3 y x4 son libres pudiendo tomar cualquier valor real. As;

e =1t, t €R,

r3=3s, s €R.
Se aplica ahora el método de sustitucién hacia atras. Despejando x2 en funcién de s y ¢ se obtiene

2 1.1
Tog == — =5+ t.
S B

Sustituyendo ahora x5 en la primera ecuacién y despejando x1 en funcién de s y t se tiene

_lo4 4
:E1—7 75 7.

El sistema es consistente con infinitas soluciones y su conjunto solucién es

! 4—1-4752 1—1—1t t):t,seR;. 4
s Rstehn—ostatst)its .

Ejemplo 1.27 (Sistema inconsistente). Sea el sistema lineal

r -2y 4z =1
2z 4y 3
z +3y —=z = 0

Si se aplica eliminacion gaussiana a su matriz aumentada

1] -2 1 : 1 1] -2 1 : 1 1] -2 1 : 1

_—
2 1 0 : 3| "e2momi o 2 . 1| m-mom | 0 [5] =2 : 1
1 3 -1 :0 0 5 -2 : -1 0 0 0 : |2
se llega a una matriz escalonada equivalente cuyo ultimo renglon, [ 00 0 : =2 ] corresponde a
la ecuacién inconsistente 0z = —2 por lo que el sistema no tiene solucién. <«
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Soluciones de un sistema lineal

Se han visto ejemplos de sistemas lineales que tienen una tnica solucidn, infinitas soluciones o son
inconsistentes. También se han establecido criterios para determinar la consistencia o inconsistencia
de los mismos.

Se obtendran ahora resultados importantes que permiten determinar la “cantidad” de soluciones
de un sistema lineal.

El siguiente resultado ya ha sido demostrado (Teorema [1.3). Ahora se agrega el enunciado equiva-
lente referido a su matriz aumentada:

Teorema 1.7. (Consistencia de un sistema lineal).

Un sistema lineal es consistente si y solo si | En término de matrices:
cualquier sistema escalonado equivalente no

. . Un sistema lineal es consistente si y solo si
tiene una ecuacion de la forma

cualquier forma escalonada de la matriz au-
mentada no tiene un renglén de la forma

Ox1 4+ 0z +...+0x, =0

[0 0 .. 0 : b]

con b # 0, es decir, la ultima columna de la
matriz aumentada no es una columna pivote.

con b # 0.

Con respecto a los sistemas consistentes se tiene el teorema que sigue. Dado que las variables delanteras
corresponden a columnas pivote de la matriz aumentada y las variables libres corresponden a columnas
no pivote, se agrega el enunciado equivalente referido a su matriz aumentada:

Teorema 1.8. (Sistemas consistentes: nimero de soluciones).

Un sistema lineal consistente tiene tnica so-
lucién si y solo si no tiene variables libres, es
decir, todas sus variables son delanteras.

En término de matrices:

Un sistema lineal consistente tiene una uni-
ca solucion si y solo si cada columna de la

matriz aumentada, excepto la tltima, es una
columna pivote (la tdltima columna no debe
ser columna pivote ya que el sistema es con-
sistente).

Un sistema lineal consistente tiene infinitas
soluciones si y solo tiene variables libres.

Un sistema lineal consistente tiene infinitas
soluciones si y solo si su matriz aumentada
tiene otras columnas no pivote ademés de la
ultima (la tltima columna no debe ser colum-
na pivote ya que el sistema es consistente).

Demostracion. Para resolver un sistema lineal consistente las variables delanteras de un sistema esca-
lonado equivalente se despejan en funcién de las libres (si las tiene) y de las constantes. Si el sistema
tiene variables libres entonces no tiene una tnica solucién, m&s adn tiene infinitas soluciones ya que las
variables libres asumen cualquier valor real. Si no tiene variables libres entonces cada variable asume
un tnico valor y por lo tanto el sistema tendra solucién tnica. O
30
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Dado que un sistema de ecuaciones lineales tiene variables libres o no las tiene, los teoremas y
implican el siguiente:

Teorema 1.9 (Cantidad de soluciones de un sistema lineal). Para cualquier sistema
lineal una y solo una de las tres propiedades siguientes es vélida:

» El sistema no tiene soluciones (inconsistente).

» Fl sistema tiene solo una solucion.

» F] sistema tiene infinitas soluciones.

Actividad 1.10. ;Qué puede asegurar respecto a las soluciones de los sitemas lineales cuyas matrices
aumentadas son equivalentes a las siguientes formas escalonadas?

A=

S TR
W L O
S - O
Q
Il
SO DO o o
O O 0 QL
O WQ

1 a b
., B=|0 0 2
000

o O O
(e B el VRSN
S ot o o
W o
S O Qe

S O O =
S O N e

J
donde a, b, ¢, d, e, f, g, h, i y j son constantes reales.

Para los sistemas lineales homogéneos se tienen los siguientes resultados:

Teorema 1.10. (Soluciones de un sistema lineal homogéneo).

1. Un sistema lineal homogéneo tiene solo la solucién trivial o bien un ntimero infinito de
soluciones.

2. Si un sistema lineal homogéneo tiene més incognitas que ecuaciones entonces tiene
infinitas soluciones.

Demostracion. 1. Todo sistema lineal homogéneo es consistente, ya que tiene al menos la solucién
trivial, luego, de acuerdo al Teorema tiene una unica solucién o infinitas soluciones. Si tiene
solo una solucidn, ésta sera la solucién trivial y si no, tendra un nimero infinito de soluciones.

2. Si un sistema tiene mds incégnitas (variables) que ecuaciones entonces tiene variables libres,
ya que el nimero de variables delanteras no puede exceder al nimero de ecuaciones. Como el
sistema es consistente (dado que es homogéneo) y tiene variables libres, entonces tiene infinitas
soluciones de acuerdo al Teorema .8

O

Observacion 1.5. Cuando se dice que un sistema lineal homogéneo tiene soluciones no triviales debe
entenderse que tiene otras (infinitas) soluciones, ademés de la trivial.

Actividad 1.11. Determine si los siguientes sistemas homogéneos tienen soluciones no triviales:

o Awy Fwy = 0 r1+x9+2x3 = 0

2rv1 —x9 —x3 = 0 1 2 37 v T o 1) +x3 +5x4 = 0
21‘1—1’2—%3 = 0

r1 +2x2 —x3 = 0 , Sy b o —za = 0 211 —I9 —x3 +20x4 = 0

dry —x9 4+x3 = 0 4x1_$2+$3 : 0 Tir1 —+6xs —+45x3 —x4 = 0

21 +3z2 = 0 ! 2 37
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Se terminard la seccién considerando el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.28. Sean los sistemas lineales

r+2y+3z = 2 r+2y+3z2 =
2c+4y+62z = 4 20 +4y + 62z =

ot N

que tienen la misma matriz de coeficientes.

El primer sistema es consistente mientras que el segundo no lo es. Las correspondientes matrices
aumentadas se reducen a las siguientes formas escalonadas:

123 : 2 123 : 2
000 :0| Y looo: 1|

respectivamente.
. . . 1 2 3 . C
La matriz de coeficientes de ambos sistemas, A = 9 4 ¢ | MO tiene una posiciéon pivote en
el segundo renglén, entonces cualquiera sea el vector de constantes b el ltimo renglén de cualquier
forma escalonada de [A : b] serd de la forma [ 000 : ¢ ] para algun c € R. El sistema lineal sera

consistente o inconsistente dependiendo del valor de c: si ¢ = 0 el sistema es consistente mientras que
es inconsistente si ¢ # 0.4

El ejemplo anterior despierta una inquietud: dada una matriz A ;podra suceder que un sistema lineal
con dicha matriz de coeficientes sea siempre consistente?. Es claro que para que esto ocurra las formas
escalonadas de A no deben tener renglones ceros, es decir A debe tener un pivote por renglén. Se tiene
asi el siguiente teorema:

Teorema 1.11. Sea A una matriz de m x n. El sistema lineal de matriz aumentada [A : b]
es consistente para todo b € R™ si y solo si ninguna forma escalonada de A tiene un renglén
cero; esto es A tiene m posiciones pivote (un pivote por cada renglén).

Obsérvese que si una matriz A de m X n tiene m posiciones pivote necesariamente el nimero de
renglones, m, debe ser menor o igual al nimero de columnas, n. Es decir, el nimero de ecuaciones del
sistema no debe exceder al nimero de incognitas.

Actividad 1.12. ;Cudles de las siguientes matrices son matrices de coeficientes de sistemas lineales
que siempre resultan consistentes?

1 2 1 2 3 ;) 2 _il)) (1) 1 110
3 41, -1 0 1], 0 —1 9 9 |° 1101
-1 3 21 -2 i 6 2 1 1 01 2

Ejercicios 1.4

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:
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1 +r3 44 = -5 r1 +2x9 +3x3 +4ry = 0
a) T —x3 4x4 = -1 2x7 +2x9 +3x3 +4x4 = 0
r1 +xo +x3 414 = -3 d) 3x1 +3x9 +3x3 +4ry = 0
21‘1 +2l‘3 = =2 4{131 +4I2 —1—43:3 +4l‘4 =0
r1  +w2 4wy —2m4 = 0
y 2 At = X 2%’1 —X9 —2:64 = 3
v -t = -2 T —2x9 +x —x =1
b) —y B 1 2 3 4 =
. o4t — 5 e) 21 —wx9 —x3 +x4 = 0
-y —w = -1
1 +T2 —x3 —Ty4 = 2
2y -3z = 9 —-r 4y -3z +w = 9
c) -z +3y 4z = -2 f) 2r =by +z 4+9%w = 0
3xr —by —18z = 0 —dxr +7y —T7z —Tw = 18

El problema de los celulares. Una fibrica de celulares elabora cuatro modelos de teléfonos
moviles: AA1, AA2, AA3 y B1. Una vez fabricados, se requiere de la inspeccién de los mismos
en algunos de los sectores S1, S2, S3 y S4. El modelo AA1 requiere de 5 horas de inspeccién en
el sector S1, 4 horas en S2, 1 hora en S3 y 3 horas en S4. El modelo AA2 requiere de 2 horas de
inspeccién en cada uno de los cuatro sectores. El modelo AA3 requiere de 3 horas en el sector
S2, 1 hora en S3 y 5 horas en S4. Por iltimo, el modelo mas nuevo B1 requiere de 1 hora en S1,
7 horas en S2 y 10 horas en S3. Si el sector S1 dispone de 230 horas semanales de trabajo, S2
de 369 horas, S3 de 299 horas y S4 de 231 horas, jcuantos celulares de cada modelo se pueden
inspeccionar por semana?

3. Elaboracion de una dieta. Por lo general, el empaque de un cereal indica el niimero de calorias
y las cantidades de proteinas, carbohidratos y grasa contenidas en una porcion del producto.
Para dos marcas de cereales, se dan las cantidades en el Cuadro 1.1.

’ Nutriente \ Cereal X \ Cereal Y ‘
Calorias 110 130
Proteinas (g) 4 3
Carbohidratos (g) 20 18
Grasa (g) 2 5

Cuadro 1.1: Cantidades de nutrientes de cada cereal

Suponga que se preparara una mezcla de esos cerales, de manera que contenga exactamente 295
calorias, 9g de proteinas, 48g de carbohidratos y 8g de grasa. Determine si es posible preparar
la mezcla deseada de los dos cereales.

4. Flujo de redes. Los sitemas de ecuaciones lineales son utilizados también para estudiar el flujo
de alguna cantidad a través de una red. Por ejemplo, los planificadores urbanos y los ingenieros
de trafico monitorizan el patrén de flujo de transito en una rejilla de las calles de una ciudad.

Una red consiste en un conjunto de puntos llamados nodos, con lineas o arcos llamados ramas,
que conectan algunos o todos los nodos. Se indica la direccion y el sentido de flujo en cada rama,
y la cantidad de flujo (o tasa) se denota con una variable.
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ol

30 >

Z2

Figura 1.2: Nodo y ramas

La suposicion bésica en el flujo de red es que el flujo total en la red es igual al flujo total de
salida de la red, y que el flujo total en un nodo es igual al flujo total de salida en dicho nodo.
Por ejemplo, la Figura 1.2 muestra 30 unidades que fluyen por una rama hacia una unioén; z; y
9 denotan los flujos de salida del nodo a través de otras ramas.

Como el flujo se “conserva”’ en cada unién, entonces x1 + xo = 30. En forma similar, el flujo
en cada nodo se describe mediante una ecuacién lineal. El problema de andlisis de redes es
determinar el flujo en cada rama cuando se tiene informacién parcial (como el flujo de entrada
y salida de la red).

a) Lared de la Figura 1.3 representa el flujo de transito (en vehiculos por hora) en varias calles
de un solo sentido en el centro de Baltimore en un dda comin, poco después del mediodia.

T3 100
N
300 Lombard St. B C 400
X4
T2 Ts5
Pratt St. Z1
300 600
A D
500

Figura 1.3: Red de transito (Baltimore)

Para determinar el patron de flujo general para la red, se escriben las ecuaciones que
describen el flujo. En cada interseccién de las calles (nodos) se iguala el flujo de entrada al
de salida como se muestra en el Cuadro 1.2.

’ Interseccion ‘ Flujo de entrada Flujo de salida ‘
A 300 + 500 = x1-+T2
B X9 + T4 = 300+ z3
C 100 + 400 = Ta+T5
D 1+ Ts = 600

Cuadro 1.2: Flujos en intersecciones

Material didactico de uso interno Mateu-Semitiel 34



CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

También, el flujo total de entrada en la red (500 4+ 300 + 100 + 400) es igual al flujo total
de salida (300 + x3 + 600), que se simplifica a x3 = 400.

Escriba el sistema de ecuaciones lineales que modeliza el problema y encuentre su solucién
para determinar el patrén de flujo general para la red. Determine el posible rango de las
variables del problema.

Nota: Un flujo negativo en una rama de la red corresponde a un flujo en el sentido opuesto al
indicado en el modelo. Como las calles en este problema son de un solo sentido, ninguna de las
variables puede ser negativa.

b) Encuentre el patrén de flujo general de la red que se ilustra en la Figura 1.4.

4 100

T2

Eat &3

Ty

80

Figura 1.4: Red de transito

Suponiendo que todos los flujos son no negativos, jcudl es el valor méds pequeno posible
para x4?

;Para qué valores de a, b y c el sistema lineal

—-r +2y —z = a
3r 4y +2z =
5r —3y +4z =

admite al menos una solucién?

Determine para qué valores de A y u el sistema lineal

2 =Xy +pz = 4
x +z = 2
r 4y +z = 2

es (a) inconsistente, (b) consistente con infinitas soluciones, (c) consistente con tnica solucién.

Halle el o los valores de « para los cuales el sistema de ecuaciones lineales

r +3y 4z = Q
-r +y +az = -1
2z +ay —2 = a+l

admite (a) dnica solucién, (b) infinitas soluciones, (¢) ninguna solucién. Si existe un dinico valor
de « para el cual el sistema tiene tinica solucién, resuelva el sistema. Idem en el caso de infinitas
soluciones.
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8. Analice la consistencia del sistema lineal segun los valores de a y b.

201 + x93 + 2x3 = 1
T + T2 + x3 = a
2¢1 + 3z + bxrg = -1

9. (Para qué valores de A € R los sistemas homogéneos:

){ A=5z—y = 0

YL =2+ (A=5)y = 0
()\—1)$1—3$3 =0

—1+ AN+ 1)xze—223 = 0
rp—z2+(A+2)x3 = 0

tienen soluciones no triviales?

Resolucion simultanea de sistemas lineales que tienen la misma matriz de coeficien-
tes. Es frecuente en la practica tener que resolver sistemas lineales que tienen la misma matriz
de coeficientes pero distintos términos independientes. Por ejemplo, los sistemas:

e (19
' 2 3 1

L v v 4o 2 - i
tienen la misma matriz de coeficientes _1 _i Z; ] y vectores de términos independientes

e

En lugar de resolver cada sistema por separado, se los puede resolver simultaneamente aplicando
el algoritmo de eliminacién gaussiana, o el de Gauss-Jordan, a la matriz ampliada que tiene en
el lado derecho las dos columnas que corresponden a los términos independientes. Si se aplica
Gauss-Jordan a esta matriz se obtiene su forma escalonada reducida y en consecuencia los dos
sistemas escalonados reducidos equivalentes a los originales.

1 -2 3 : -2 1 1 -2 3: -2 1] |
-1 45 : 7 —4]"TRT™ 10 28 5 3|7
_{1—23 —2 1} [1011:3—2]
5 3 Ry +2R2 — Ry . 5 3 .
0 1 4 5 -3 01 4 : 35 -3

Réapidamente se obtienen las soluciones:

Para el sistema (1.4)

xr = 3—1l1s
Yy = %—48 , sER,
z = s
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y para el sistema (1.5)

u = —2—11t
v = —3-4t ,teR
wo = t

En el caso de k sistemas lineales de n ecuaciones con n incégnitas cuya matriz de coeficientes
tiene n pivotes, los k sistemas tienen solucién unica y la solucién del i-ésimo sistema se lee
directamente en la (n 4 i)-ésima columna de la matriz ampliada reducida equivalente.

Resuelva simultaneamente los sistemas:

2 +y = 5 2 +y = 5 2 +y = -1
a) -z +3y = 1, - 43y =1 vy -z +3y = 4
r +4y = 6 rz +4y = 0 z +dy = 3
z +2y +z =1 z 42y 4z =1 r 42y 4z = 0
b) x 4y +3z = 2, r 4y 43z = 0 vy x 4y +3z = 1
2 4y +3z = 3 2 4y +3z = 1 2 4y 43z = -1
r1 —2r9 4x3 = 1 r1 —2x0 4x3 = 1
c) r1  Hwy —x3 = y ry  Hwy —x3 = 1
2$1 — X9 =1 2561 —XI2 = 0

11. Demuestre el Teorema [1.11

1.5. Introduccion a Scilab

SCILAB es un software libre que puede ser descargado de su pédgina oficial http://www.scilab.org/.
Para introducir matrices, los elementos de un renglén se separan por espacios y/o comas, y las columas
se separan con un punto y coma.

Por ejemplo,
A=12 —-5320,-91800 —3 y b=][13;0;0]

produce la matriz

1 2 =5
3 2 0
A= -9 1 8|’
0 0 —3
y el vector columna
1
3
b= E

1

respectivamente. Hay que tener en cuenta que SCILAB distingue mayusculas de minusculas.

La notacién A(2,3) produce
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que es el elemento en la posicién (2,3) de la matriz A. La notacién A(2,:) produce
3 20
que son los elementos del segundo renglén de la matriz A. Y la notacién A(:, 3) produce

-5
0
8
-3

que son los elementos de la tercera columna de la matriz A.

La notacién B = [A b] produce la matriz aumentada

1 2 -5 1
32 03
B= -9 1 80
00 -3 1

Las operaciones elementales entre renglones de una matriz A se indican de la siguiente manera:

= Intercambio: para intercambiar los renglones i y j se utiliza la notacién
A([e g],:) = A([7 4, ).
= Escalamiento: para multiplicar el renglén ¢ por una constante no nula c se utiliza la notacién
A, ) = cx A1, :).
= Eliminacién: para sumarle al renglén ¢ el renglén j multiplicado por la constante ¢ se indica

A, ) = A(i,:) + e+ A(J, ).

El comando “rref” produce la forma escalonada reducida de una matriz. Por ejemplo, si quisiéramos
determinar la forma escalonada reducida de la matriz A de nuestro ejemplo, lo indicamos con rref(A)
y produce

1 0 0

010

0 0 1

000

Ejercicios 1.5
1. Sean

0 -3 -6 4 9 3
-1 -2 -1 3 1 2
A=l 9 3 o 3| P=| 4] Y ©e=];
1 4 5 -9 -7 3

Material didactico de uso interno Mateu-Semitiel 38



CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

a) Ingrese la matriz A y los vectores columna b y c.

b) Obtenga la forma escalonada reducida de cada una de las matrices aumentadas [A : b] y
[A : c]. Luego resuelva los sistemas lineales correspondientes que tienen a dichas matrices
como matrices aumentadas.

c¢) Verifique los resultados obtenidos en (b) haciendo uso del comando “rref”.

2. Use el comando “rref” para verificar las soluciones de los sistemas lineales de los ejercicios 1 y
10 de la seccién 1.4.

3. Ajuste polinomial de curvas. Suponga que n puntos del plano xy

(1:17 yl) ) (1:27 y2) ) ($37 93) PEXER] (.Tn, yn) P

representan un conjunto de datos y se desea hallar una funcién polinémica de grado n — 1:

p(x) =ag+ a1z + asx® + ...+ ap_qa" !

cuya grafica contenga todos los puntos dados. El conjunto de datos permite calcular los coefi-
cientes de la funcién polinémica p.

Halle la curva que contiene a los puntos dados en la siguiente tabla:

|15 ]2]25
1 06]1]28

x| -1]-05[0]05]1 2
1 |1 1

E
y|-5]-08]1]13 |7
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Capitulo 2

MATRICES

2.1. Vectores de R"

En el capitulo anterior se describié una solucién de un sistema lineal con n incégnitas como una n-upla
ordenada de ntumeros reales. Estas n-uplas son llamadas vectores.

Definicién (Vector de n componentes). Un vector de n componentes es una n-upla
ordenada de n nuimeros. Puede representarse como un vector renglon o un vector columna.

Un vector renglon de n componentes se escribe de la siguiente manera:
(Cl, Cyeuny Cn) s
mientras que un vector columna se expresa:

C1
C2

Cn

En este texto las componentes de un vector serdn numeros reales. En ambas expresiones c; es la
primer componente, co la segunda,..., ¢x la k-ésima componente. Cualquier vector cuyas componentes
son todas cero, se denomina vector cero.

0
Ejemplo 2.1. (1,0,3,—7) es un vector renglén de 4 componentes, 1 | es un vector columna de
-1
3 componentes y (0,0,0,0,0,0) es el vector renglén cero de 6 componentes. <

A lo largo del texto los vectores se representaran con letras minusculas negritas como u, v, a, b, c, x,
etcétera. Un vector cero se denota por 0.

Los vectores de n componentes que tienen un 1 en la i—ésima componente y 0 en el resto de las
componentes los simbolizamos e;, es decir
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e, =11 < i-ésima componente.

1 0 0
ol, 1] v |o
0 0 1

Definicién (El simbolo R™). Al conjunto de todos los vectores de n componentes reales se
lo representa con R".

Los vectores de R? y R3 pueden interpretarse geométricamente como puntos en el plano y como puntos
en el espacio, respectivamente.

(15

Figura 2.1: Representacién geométrica de un vector de dos componentes

Uy

Cualquier vector de dos componentes u = 6 u = (u1,u2) puede representarse graficamente

con el punto P del plano cuyas coordenadas son (ui,us). También al vector u se lo considera como
la flecha que comienza en el punto origen (0,0) y cuya punta es el punto P, como se observa en la
Figura 2.1. El vector cero de R? geométricamente es el punto origen de coordenadas (0, 0).

Material didactico de uso interno Mateu-Semitiel 41



CAPITULO 2. MATRICES

Similarmente se interpretan geométricamente a los vectores de R3.

Definicién (Igualdad de vectores). Dos vectores u y v con el mismo nimero de com-
ponentes son iguales, y se expresa u = v, si sus componentes respectivas son iguales. Los
vectores que tienen distinto nimero de componentes nunca son iguales.

Ejemplo 2.2. La igualdad

1 a
a+b | -1

c 8

3 c+d

esvalidasiysolosia=1,b=-2,c=8y d=—5. «

Suma de vectores y multiplicacion por escalar

Definicién (Suma de vectores de R"). La suma de dos vectores u'y v de R" es el vector
de R", expresado por u + v, que se obtiene de sumar las correspondientes componentes.

Uul V1 Ul + V1
.. u2 V2 ug + v ,
Asi, siu= . yv= . , entonces u+v = . . Andlogamente:
Un, Un, Up + Up

Siu= (up,ug,....un) y v=(v1,02,..,0,), entonces u+ v = (u + v, u2 + 02, ..., Up, + vy) .

. 1 —4 -3 L 0 L
Por ejemplo, 1 + 5 | = 1 y 2+ -2 |=10
3 4 7

La suma u + v de dos vectores de R? o R? se representa en forma geométrica como la flecha
diagonal del paralelogramo determinado por los vectores u y v como se observa en la Figura

Figura 2.2: Suma de vectores
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Definicién (Producto de un vector por un escalar). El producto de un vector u de R”
por un escalar (nimero real) k es el vector de R"™, expresado por ku, cuyas componentes se
obtienen multiplicando por k las correspondientes componentes de u.

El vector ku se dice que es un miiltiplo escalar del vector u.
51
U2

Asi, siu= . la multiplicacién por el escalar k es el vector

Un

ku1

k’u,z
ku =

kuy,
Andlogamente si u = (uq, ug,

..., Up) la multiplicacién por el escalar k es el vector

ku = (kuy, kug, ..., kuy,) .

9 _6 0 0
Por ejemplo, (—3) [ ] = [ ] y 2 3| = 6
-1 3
-1 —2
U1
V2
El vector (—1)v se llama opuesto de v y se representa —v. Entonces si v = , el vector
Un
opuesto de v es
(—1)2)1 —V1
(—1)212 —V9
(=1)vy, —Up,
2 —2
Por ejemplo, siu= | —3 | entonces —u = 3
0 0
Dados u y v vectores de R", se define la diferencia u — v como la operacién u + (—v). Entonces
u1 U1
U2
siu= . y V= . |, la diferencia u — v es
Un Un
uy —1 ur + (—v1) up — v1
U —V2 ug + (—v2) U — V2
u-v=u+(-v)= + = =
Up, —vy, Up + (—vp) Uy, — Up,
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2 3 -1
Por ejemplo | —1 | — | =5 | = 4
0 -2 2

Geométricamente la multiplicacién ku de un vector de R? o R3 por el escalar k es la flecha escalada
por el factor k. Si k > 0 entonces la flecha ku apunta en el mismo sentido que la flecha u, en cambio
si k < 0 la flecha apunta en sentido opuesto a la flecha u. Si k = 0 el vector ku es el vector cero. Si
|k| > 1 entonces la flecha ku es una expansion de la flecha u. Si 0 < |k| < 1 entonces la flecha ku es
una contraccién de la flecha u. Observe la Figura [2.3

Figura 2.3: Multiplicacién de un vector por un escalar

La suma de vectores y la multiplicacion por un escalar, satisfacen algunas propiedades fundamentales
que se resumen en el siguiente teorema:

Teorema 2.1. Sean u, v y w cualesquiera vectores de R™ y sean a y b dos escalares cuales-
quiera. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

l.u+v=v+u [Conmutativa]

2. (u+v)+w=u+(v+w) [Asociativa]

3.u+0=0+u=u [Elemento neutro o identidad]

4. u+(—u)=(-u)+u=0 [Existencia de elementos opuestos]
5. a(u+v)=au+av [Distributival

6. (a+b)u=au+bu [Distributiva]

7. a(bu) = (ab) u = b(au)

8 lu=mu

Demostracion. solo comprobaremos la propiedad 6. Se dejan las demés demostraciones como ejercicio.
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Sean el vector u = (u1, ug, ..., u,) y los escalares a y b. Entonces:

(a+b)u = ((a+b)ui,(a+0b)us,...,(a+b)uy) = (aus + buy, auz + bug, ..., auy, + buy,) =

= (auy,aug, ..., auy) + (buy, bus, ..., bu,) = au + bu.

Actividad 2.1. Demuestre las siguientes propiedades:
1. Ou = 0 para todo vector u de R".

2. — (au) = (—a) u para todo vector u de R" y escalar a.

El teorema anterior pueda aplicarse para resolver ciertas ecuaciones que involucran vectores. Por
ejemplo, sean v y u dos vectores de R" y se desea determinar el vector x que satisface la ecuacién
2x + 4v = 3u. Entonces:

2x +4v = 3u,

(2x +4v) + (— (4v)) = 3u+ (- (4v)),
2x + (4v + (= (4v)) = 3u+ (- (4v)),
2x+0 = 3u+(—4)v,

2x = 3u+ (—4)v,

S = L (Bu-dv),

(;2>x = 5(3u—4v),

Ix — %(3u—4v),

X = %(3u—4v).

Actividad 2.2. Indique qué propiedades se aplicaron sucesivamente para resolver la ecuaciéon anterior.

Matriz como sucesién de vectores columna

En algunas situaciones es de gran utilidad representar a una matriz como una sucesion de vectores.
Por ejemplo, la matriz A puede escribirse

-3 0 2 -5
A= 0O -1 0 0 :[al a, agj a4],
1 2 0 0
-3 0 2 -5
donde a; = 0 |,ag=| -1 [,a3=| 0 | yag= 0
1 2 0 0
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En general, cualquier matriz A de tamano m X n:

ai1 ai2 ... Qln

a1 ago e aon
A= . . . . )

Aml Am2 ... Qmn

puede expresarse como la sucesién de los n vectores columna de m componentes aj, as,...a,:

A:[al as ... an],
alj
azj .
donde a; = . | paratodo j=1,2,....n.
am]’

En Algebra y Geometria Analitica se estudié que cualquier vector del plano puede escribirse como
combinacién lineal de dos vectores no nulos ni paralelos. También, se probd que todo vector del espacio
se puede escribir como combinacion lineal de tres vectores no nulos ni coplanares. Definiremos la nociéon
de combinacion lineal para cualquier conjunto de vectores de R".

Definicién (Combinacién lineal). Una combinacion lineal de los vectores uj, ug,..., ug de
R"™ es un vector de R™ de la forma

ciup + coug + ... + ciug,

donde ¢y, co,..., ¢, son escalares cualesquiera que son llamados coeficientes de la combinacién
lineal.

Asi, un vector u de R" es una combinacién lineal de ciertos vectores uj, uo,..., ux de R™ si y solo si
existen escalares cq, co,..., c; tal que

u = ciui +coug + ... + cpug.

3 } es combinacion lineal de los vectores e; = [ (1) ] y ey = [ 1 ]

RN

9 _
Trivialmente u no es combinacion lineal de los vectores vi = [ 0 ] y vy = { g ] dado que no

Ejemplo 2.3. El vector u = [ B

En efecto,

existen escalares c¢; y co tales que
c 2 +c S| 2 <
1o o] | 3]
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1 1
Ejemplo 2.4. Para determinar si u = | 2 | es combinacion lineal de los vectores vi = 1],
0 -1
-2 1 —4
Vo = 1 |,vs=]| =3 | yvya= 1 | debe analizarse si existen escalares ¢y, c2, c3 y ¢4 tales
) -5 4
que satisfagan la siguiente ecuacién en las incégnitas x1, T2, T3 y 4:
T1V1 + XoVo + T3V3 + T4V = U, (2.1)
esto es:
1 -2 1 —4 1
xr1 1 —+ X9 1 + x3 -3 —+ x4 1 = 2
-1 5 -5 4 0
Operando en el primer miembro se obtiene:
T1 — 229 + x3 — 414 1
Ty + 22— 33+ 24 =121,
—x1 4 dx2 — dx3 + 41y 0

y, por igualdad de vectores, la ecuacién (2.4) es equivalente al sistema lineal

€1 —T2 +xr3 —4dry = 1
r1  +x2 —3x3 Hx4 = 2
—x1 +5x9 —dxg +4x4 = 0

con lo cual el problema se reduce a estudiar la consistencia de este sistema. Aplicando eliminacion
gaussiana a la matriz aumentada se obtiene una forma escalonada que no tiene renglones de la forma
[0 0 .. 0 : b]conb;ﬁ():

1 -2 1 -4 1
1 1 -3 1 -
-1 5 =5 4 : 0

[\

R3 + Ry — R3

1 :
Ro — 1= Ry 0O 3 -4 5 :1]|—>
0 .
-2 1 -4 1
R3 — Ry — R3 0 _4 5 . 1
0 0 0 : 0
Luego, el sistema lineal es consistente por lo que el vector u resulta ser combinacién lineal de los

vectores vi, vo, v3 y v4. Mds aun, el sistema tiene infinitas soluciones y por lo tanto hay una infinidad
de maneras de expresar al vector u como combinacion lineal de dichos vectores.

La solucién general del sistema es

x1—§+§t
=55l eR
$3—t ’

T4

Asi, por ejemplo, si t = 0 se obtiene ¢; = %, cy = %, c3=0ycqg=0:

5 1 -2 1 —4 1
— ) -5 4 0
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y si t = 1 se obtiene ¢; = 130,02—2,03:1}/04:
10 1 5 —2 1 —4 1
3 +§ 11 +1] -3 |+0 1|1 =12
-1 5 -5 4 0

En general, las infinitas maneras de escribir al vector u como combinacién lineal de los vectores
vy, V2, U3y vy esta dada por

1 -2 1 —4 1
1 4
<g+§t> 1 +(3+3t) 1| +t] =3 |+0| 1|=]2], teR. «
-1 5 -5 4 0

Ejercicios 2.1

Indique para qué valores de x, y y z los vectores

—r—Yy+z 1
u= 2z +y y v=| —2
—y — 3z 3

son iguales.

Efectiie las siguientes operaciones, en el caso en que sea posible:

: - d) —3(-2,3,1,5)42(0,0,3,4) — (—1,2,4,0)
a) | -1 |+]| 5
3 0 9 0
b) (—1,0,3,4) — (3,—4,5,0) e) —4| -1 | +5| -2
1
¢) =3 _1 f) (=1,3,4) +2(0,3)
0 g) —3(0,0,1,-1,5)+0(2,3,1,8,—9)

3. Demuestre las restantes propiedades del Teorema

1 2 -1
-1 1 -1 . .
4. Sean a = 3 ,b= | Ye= e Obtenga, si es posible, el vector x tal que:
0 2 0
a) x=—-2a+ib—c. c) 4x—2b—c=0
x+2b—c—2a 2a—3(—b+c)+x:x—c

5. Determine si el vector b es combinacién lineal de los restantes vectores. En caso afirmativo, halle
coeficientes de la combinacion lineal.
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¢) b=(4,0,4); a1 = (1,-1,0), a2 = (2,1,3), a3 = (3,2,5) y ay = (1, 1,2)

[ —10 1 0 4

-5 -1 0 1

b_ 17 a1 = 3 , A2 = 1 Yy as _9

| —14 0 -1 | -3

a

Calcule el o los valores de a de manera que el vector u = | —2 | sea una combinacion lineal de

0
0 1
los vectoresv=| 2 | yw=| 0
1 a

7. Sean vi, va,...,vy vectores de R? y suponga que para cada j = 1,2, ...,k un objeto con masa m;
estd posicionado en el extremo del vector v;. En Fisica llaman masas puntuales a esos objetos.
La masa total del sistema de masas puntuales es m = mj; +mg + ... + my. El centro de gravedad
o (centro de masa) del sistema es

1
v = p— (myvy + mava + ... + mgvy) .

a) Calcule el centro de gravedad del sistema de cuatro masas puntuales cuyas posiciones y
masas son: vi = (2, —-2,4) y m; = 4g; vo = (—4,2,3) y mg = 2g; v3 = (4,0, —2) y m3 = 3g;
vy = (1,—-6,0) y my = 5g.

b) Una delgada placa triangular de densidad y grosor uniformes, tiene vértices en vi = (0, 1),
vy = (8,1) y v3 = (2,4). Si la masa total de la placa es de 6g, determine cémo distribuirla
en los tres vértices de manera que el centro de gravedad sea v = (2, 2).

2.2. Operaciones matriciales

Recordemos que una matriz A de orden o tamano m X n es un arreglo rectangular de mn nimeros
dispuestos en m filas o renglones y n columnas. Los ntimeros del arreglo son los elementos de la matriz.

a1l ai2 aln
a1 ago e aon

A= ) . ) ) = [aij] .
Aml am2 ... Amn

Si todos los mn nimeros son nimeros reales, se dice que A es una matriz real. En este texto,
salvo indicacién expresa, todas las matrices seran matrices reales.
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La matriz de m x n que tiene todos sus elementos ceros se denomina matriz cero y se simboliza
O,.xn. Por ejemplo la matriz cero de 2 x 3 es

0 0 0
O2><3:|: },

0 00

y la matriz cero cuadrada de orden 4 se denota Oy y es

Oy =

o O O O
o O O O
o O O O
o O O O

Cuando se sobreentiende el tamano de la matriz, las matrices cero pueden denotarse simplemente
por O.

La matriz cuadrada de orden n que tiene solo unos en su diagonal principal y los restantes elementos
son ceros se llama matriz identidad y se simboliza I,,. Por ejemplo la matriz identidad de orden 3
es

100
Is=(10 10
0 01

Cuando se sobreentiende el tamano de la matriz, una matriz identidad puede denotarse simplemente
por I.

Observe que la primera, segunda y tercera columnas de I3 son respectivamente los vectores e, e
y es de R3. En general I,, expresada en términos de sus columnas es I,, = [ e ey .. e, ], donde
la j-ésima columna de I, es el vector e; de R" con j =1,2,...,n.

Definicién (Igualdad de matrices). Dos matrices A y B son iguales si tienen el mismo
tamafo y sus elementos correspondientes son iguales.

Ejemplo 2.5. A = [ i _02 } y B = [ (11 b_—25 ] son iguales siysolosia=1y b=>5.4

Suma de matrices y multiplicacion de una matriz por un escalar

Definicién (Suma de matrices). Sean A = [a;;] y B = [b;j] dos matrices de m x n. La suma
de A y B es la matriz de m x n, denotada por A 4+ B, dada por

A-f—B:[aij-Fbij].

Es decir, A+ B es la matriz de m x n que se obtiene de sumar los elementos correspondientes
de Ay B.

. -2 3 0 1 01 |-131
E.]emplo2.6.[1 4_1]4—[_31 1]—[_250}4
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Definicién (Producto de una matriz por un escalar). Sean A = [a;;] una matriz de m x n
v k un escalar. El producto de la matriz A por el escalar k es la matriz de m x n, denotada
por kA, dada por

kA = [ka;j) .

Es decir, kA es la matriz de m X n que se obtiene de multiplicar todos los elementos de A
por k.

La matriz kA se dice que es un multiplo escalar de la matriz A.

-1 3 -3 9
Ejemplo 2.7. 3| -2 5 | =] -6 15 |.«
0 1 0o 3

La matriz (—1)A se llama opuesta de A y se representa por —A. Si A = [a;;] entonces

—A=(-1)A=[(-1)aiy] = [—as].
-1 2 3 1 -2 =3
Por ejemplo, si A = 0 —4 1 | entonces —A = 0o 4 -1
2 =10 -2 1 0

Se define la diferencia A — B como la operacion A + (—B). Si A = [a;;] y B = [b;;] son matrices
de m X n entonces
A—B=A+(-B) = lai + (—by)] = [ai; — by,
es la matriz de m X n que se obtiene de restar a cada elemento de A el correspondiente elemento de
B. Por ejemplo:

-1 2 3 0 1 1 -1 1 2
0 -4 1] - 3 5 -1 |=|-3 -9 2
2 -1 0 -4 0 2 6 -1 -2

A continuacién se presentan propiedades de la suma de matrices y de la multiplicacién de un
escalar por una matriz:

Teorema 2.2. Sean A, B y C matrices m X n y b y ¢ escalares. Entonces se verifican las
siguientes propiedades:

1. A+ B=B+ A [Conmutativa]

2. A+(B+C)=(A+B)+C [Asociatival

3. A+0=0+A=A [Elemento neutro o identidad]

4. A+ (-A)=(-A)+A=0 [Existencia de elementos opuestos]
5. ¢((A+B)=cA+cB [Distributival

6. (b+c)A=bA+cA [Distributival

7. b(cA) = (bc) A= c(bA)

8. 1A=A
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Demostracion. Se probardn aqui las propiedades 1. y 5. Se dejan las deméas demostraciones como
ejercicio.

Sean las matrices A = [a;;] y B = [b;;] de m x n. Entonces:

1. Por definiciéon de suma de matrices y la conmutatividad de la suma en R:
A+ B= [aij—i—bij] = [bij—i—aij] = B+ A.

5. Por definicién de suma de matrices, de producto de una matriz por un escalar y por la propiedad
distributiva del producto respecto a la suma en R:

c(A+ B) = [c (aij + bij)] = [caij + Cbij] = [caij] + [Cbij] =cA+cB.

Actividad 2.3. Sean A una matriz de m X n y k un escalar. Demuestre:
1. kKA=0<k=06A=0.
2. —(kA) = (—k) A.

El teorema pueda aplicarse para resolver ciertas ecuaciones que involucran matrices. Por ejemplo, sean
Ay B dos matrices de m x n y se desea determinar la matriz que satisface la ecuacién 2X +4B = 3A.

9X +4B = 3A,

(2X +4B) + (— (4B)) 3A+ (—(4B)),
9X + (4B + (— (4B)) = 3A— 4B,
29X +0 = 34—4B,
29X — 34—4B,
1 1
OX) = L (34-4B),
1 1
<22> X = S(3A-4B),
1X %(3/1 _4B),
X %(BA _4B).

Actividad 2.4. Indique qué propiedades se aplicaron sucesivamente para resolver la ecuacion anterior.

Producto punto y multiplicacién de matrices

Definicién (Producto punto). El producto punto o producto escalar de dos vectores de n
componentes u y v es el nimero real, denotado por u-v, que se obtiene sumando los productos
de las componentes correspondientes de dichos vectores.
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CAPITULO 2. MATRICES

Ui U1
u9 () . .

Asi, siu = | yv= . |, o bien, si u= (uy,ug,...,un) y v=(v1,v,...,v,), entonces
Un Un

n

u-v=uv; + ugvg + ... + u,v, = g UiVj.
i=1

Similarmente si uno de ellos es un vector columna y el otro un vector renglén:

n
u-v= E U;V;.
i=1

1 2
. . -2 3
Ejemplo 2.8. Siu= 3 | YV=1 4 | el producto punto de uy v es:
0

u-v=1(2) + (—2)(3) + 3(=1) + 5(0) = —7. <

Nota: El producto punto es una operacién importante que se retomara en el Capitulo 5 y ha sido
introducido en este momento por conveniencia ya que interviene en la multiplicacién entre matrices.

Definicién (Producto de matrices). Si A = [a;;] es una matriz de m x p y B = [by;| es una
matriz de p x n, el producto A por B, es la matriz de de m x n denotada por AB = [c;j]

donde

p
Cij = ailblj + aigbgj + ...+ aipbpj = Z aikbkj. (2.2)
k=1

La ecuacién ([2.2)) establece que el (i,7)-ésimo elemento de la matriz producto AB, es el producto
punto del vector cuyas componentes son las del renglén i-ésimo de A por el vector cuyas componentes

son las de la columna j-ésima de B.

col;(B) |
ail a2 ... Qi1p
bi1 bz ... blj e. bip
by by .. by .. bay
ren;(A) — ail Qi ... Qp ] : ] =
bp1 bp2 bpj bpn
aml Om2 -~ amp
[ C11 C12 C1j Cin ]
= Ci1 G2 Cij Cin
| Cm1 Cm2 o Cmj o Cn

p
Cij = reni(A) . COlj(B) = aﬂblj + aingj —+ ...+ aipbpj = Z aikbkj.
k=1

Material didactico de uso interno Mateu-Semitiel 53



CAPITULO 2. MATRICES

Observe que el producto AB estd definido solo si el nimero de columnas de la matriz A es igual
al nimero de renglones de la matriz B:

AmX@BXn = ABmxn

-2 5
Ejemplo 2.9. Dadas A = [ ;) ? _é ] y B= 3 —4 |.Como A es una matriz de 2 x 3y B es
1 2
de 3 x 2 es posible efectuar AB y resultarda una matriz de 2 x 2:
- -2 5
AB = ;) f _é ] 3 4| =
- 1 2

[ 1(=2) +2(3) + (=1)(1) 1(5) 4+ 2(—4) + (-1)
3(=2)+1(3) +5(1)  3(5) + 1(—4) + 5(2)

3 =5 <
- ol2 21|
1 -2 3 2 3
Ejemplo 2.10. Sean las matricess A= 3 0 2 |yB=| -1 0
2 -1 3 3 2

Para calcular el elemento (3,2) de la matriz AB se debe efectuar el producto punto del vector
renglén 3 de la matriz A por el el vector columna 2 de la matriz B. Luego el elemento (3,2) de AB es
2(3)+ (=1)(0) +3(2) = 12.«

Una disposicién préctica para efectuar el producto AB se visualiza en este ejemplo:

12 -1 20
Ejemplo 2.11. Sean las matrices A = y B = 3 —4
31 5 1 9

En el lado inferior izquierdo se ubican los elementos de la matriz A y en el lado superior derecho
los elementos de la matriz B. Haciendo el producto punto de cada vector renglén de A por la columna
j—ésima de B se obtiene la columna j—ésima de AB. La matriz AB es la obtenida en el lado inferior
derecho.

-2 5
AB 3 —4
1 2

W =

) 2 21

3 =5
Luego,AB—[2 21].4
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Nota: La suma de matrices se define de manera natural, sumando elemento a elemento. Esto hace
que la suma de matrices verifique las mismas propiedades que la suma de ntimeros reales.

La multiplicacién de matrices requiere més cuidado que la suma, no estd definida de la manera
natural que se hubiese esperado (multiplicar elemento a elemento), por lo cual ciertas propiedades del
producto de nimeros reales no se verifican en el producto matricial. Para los ntimeros reales a y b
siempre se tiene que ab = ba, sin embargo en el caso de las matrices AB y BA no son por lo general
iguales.

Por definicion, el producto AB se puede realizar solo si el nimero de columnas de A es igual al
nimero de renglones de B. Si A es una matriz de m X p y B es una matriz de p x n, AB es una matriz
de m X n y con respecto a BA pueden darse distintas situaciones:

= Puede ocurrir que BA no esté definido. Por ejemplo, si Aesde2x 3y Besde 3 x4, AB es una
matriz de 2 x 4 mientras que el producto BA no es posible.

= En el caso en que BA también esté definido, pueden ocurrir dos situaciones:

e AB y BA son de distinto tamano y por lo tanto son matrices distintas. Por ejemplo, si A
esde 2 x 3y B esde3x 2 entonces AB es de orden 2 mientras que BA es de orden 3.
Trivialmente AB # BA.

e ABy BA son del mismo orden (esto ocurre cuando A y B son matrices cuadradas de igual
orden). Sin embargo, en general, no resultan iguales.

Por ejemplo si A = [ ! 0} y B = [ 02 ] entonces

11 3 1
0 2 2 2
an=[02] y man[2 2]

Se ha visto que aunque ambos productos AB y BA estén definidos no tienen por qué ser iguales.
Puede concluirse entonces que el producto de matrices no es conmutativo.

Otras peculiaridades del producto de matrices son las siguientes:

Supongamos que A, B y C' son matrices de tamanos tales que los productos matriciales que se
indican estan definidos:

» AB = O no implica A =0 é B = O (claramente, si A = O 6 B = O entonces AB = O).

. : 1 2 -2 -4 2 0 00 .
Porejemplo,51A—[2 4]yB—[ 1 9 _1]resultaAB—[0 0 O],swndoAy

B matrices no cero.

= CA=CB noimplica A = B.

. . 1 2 1 0 2 3 2 —4
Porejemplo,paralasmatrlcesC’—[2 4],14—[1 1 _S}yB—[O 0 0],resulta

3 2
6 4

= AC = BC no implica A = B.

CA=CB= [ :;1 ] siendo las matrices A y B distintas.

Actividad 2.5. Proponga un ejemplo de tres matrices A, B y C tales que AC = BC'y A # B.
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Multiplicacion de una matriz por un vector: el producto Ac

ail a2 ... Qin C1
a1 a2 ... Qa2p . Co

Sea A = . . ] una matriz de m X n y sea ¢ = . un vector columna de n
aml am2 ... Qmn Cp,

componentes.

Como A es una matriz de m X n y ¢ es una matriz de n x 1, por definicién de multiplicaciéon de
matrices, el producto Ac es la siguiente matriz de m x 1:

ail @iz ... Qin c1 reny(A) - ¢ ajicy + ajaca + ... + aincn

as1 @9y ... Qo co reng(A) - ¢ a161 + ageco + ... + agncy
AC = = =

Aml  Qm2 . Qmn Cn reny,(A) - c Gm1Cl + @m2aCa + ... + Gmncn

La 1ltima expresién encontrada de Ac puede escribirse como

al ai2 Q1in
az1 a22 a2n
C1 . + co . + ...+
am1 Am2 Qmn
Es decir
Ac = cjay + cag + ... + cpay,,
a1j
az;j L, . .
donde a; = . es la j-ésima columna de la matriz A. Entonces el producto de una matriz A de

amj

m X n por un vector columna, ¢, de n componentes (matriz de n x 1) es una combinacién lineal de las
columnas de A, cuyos coeficientes son las componentes (elementos) de c.

-1 3

Ejemplo 2.12. SiA=| -2 5 | yec= [ _‘i) ] , el producto Ac dado como una combinacion lineal
0 1
de las columnas de A es
-1 3 -3 -3 —6
Ac=3| 2 |+(-) |5 |=| 6 |+]| b |=] —11 |.«
0 1 0 —1 -1

Ejemplo 2.13 (Producto de una matriz por un vector ej). Si se multiplica una matriz A de
m x n por el vector (columna) e, de R™ se obtiene la k-ésima columna de A. Esto es:

Aek = ag,

donde ay, es la k-ésima columna de A. <«
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Actividad 2.6. Pruebe el resultado del Ejemplo Sugerencia: expresa Aei como una combinacion

lineal de las columnas de A.

Ejemplo 2.14 (Producto de la matriz identidad I,, por un vector c de R"). Si I es la matriz
identidad de orden n y ¢ es un vector columna de n componentes, entonces

Ic=c. «

Actividad 2.7. Pruebe el resultado del Ejemplo

El producto AB como sucesion de productos de una matriz por un vector

Si A es una matriz de m X p y B es una matriz de p X n cuyas columnas son b1, bs,..., b, por definicién
de multiplicacién de matrices, el producto AB es

AB =

reny (A) . b1
reng(A) - by

ren,,(A) - by

renl(A) . b2
reng(A) - b

reny, (A) - bo

ren,,(A) - by,

Se observa que la primer columna de la matriz AB es el producto Ab, la segunda columna es
Abo, etc. Por lo tanto la matriz AB puede describirse en término de sus columnas como

AB=[ Ab; Aby

Forma matricial de un sistema lineal

El sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas

puede escribirse en forma matricial como

ailr  a12
azr a2
donde A =
am1l  Am2
by
. : b2
de incognitas y b =
bm,

el vector de términos constantes.

a1 + a12x2 +
a9211 + G222 +

am1x1 + amaxe +

Ab, ].

e+ aipTn, = b1
..+ aopT, = bo

oo+ QG Tn, = b,

Ax = b,
ain x1
a2n . . . T2
es la matriz de coeficientes del sistema, x = es el vector
Gmn Tn
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CAPITULO 2. MATRICES

En efecto,
ailr a2 ... Qin 1 a11x1 + apx + ... + a1y
a1 Q2 ... Qa2 T2 2171 + a2222 + ... + a2pTn
AX = =
am1 Am2 ... Gmn Tn Am1ZT1 + Am2T2 + ... + AmpTn

Luego, por definicién de igualdad de vectores:

a11x1 + a1awe + ... + a1y, = by
ao121 + @929 + ... + asn Ty, = ba
Ax=b & .
Am1T1 + amaTo + ... + AmnTn = bm

Esto muestra que resolver la ecuacién matricial Ax = b equivale a resolver el sistema lineal de
matriz aumentada [A : b].

C1

2
Una solucién de la ecuacién Ax = b es un vector ¢ = . si y solo si la n—upla (c1, ¢, ..., ¢y)

Cn
es una solucién del sistema lineal de matriz aumentada [A : b].

Ejemplo 2.15. El sistema lineal { ii 1y :gz i g puede escribirse en forma matricial como
21 37| _[5] 4
10 5|V 7 8]
—_——— | ? ——
A ~— b

Sistemas lineales y combinaciones lineales
El producto Ax es la siguiente combinacién lineal:
Ax = x1a; + z0a9 + ... + Tpany,
donde aj, as,..., a, son las sucesivas columnas de A y x1, za,..., T son las componentes del vector x.

Luego,

Ax =b & z1a; + x9as + ... + 142, = b.

Asi, un sistema lineal de matriz aumentada [A : b] también puede escribirse como la ecuacién

ria| + x0as + ... + xpa, = b,

en las incognitas x1, Ta,...,Tn

Resumiendo: si A = [ a; as .. a, ], resolver la ecuacion Ax = b o bien la ecuacién xi1a; +
x9as + ... + rpa, = b, equivale a resolver un sistema lineal de matriz aumentada [A : b].
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Ejemplo 2.16. El sistema lineal del Ejemplo se puede expresar como la ecuacién:
2 1 -3 )
(i eolol e[ F]-[R]

Como consecuencia de las expresiones equivalentes para un sistema lineal, resulta el siguiente teorema:

Teorema 2.3. Sean A una matriz de m X n y b un vector columna de n componentes.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El sistema lineal de matriz aumentada [A : b] es consistente.
2. La ecuacién matricial Ax = b tiene solucién.

3. Existen escalares ci, cg,..., ¢, tales que b = cja; + coaz + ... + cpa,, donde a; es la
j-ésima columna de A, j =1,2,...,n.

4. b es una combinacién lineal de las columnas de A.

Ejemplo 2.17. De acuerdo al teorema anterior, para determinar si el vector

o [1]

es una combinacién lineal de los vectores vi = [ 4 } , Vo = [ 0 } y vy = { B 5 } , se requiere estudiar

la consistencia del sistema lineal de matriz aumentada
[ Vi Va2 V3 ! b ] .

Aplicando eliminacién gaussiana

21—3:5]N 1 -3 : 5
40 -5 : 8 0[=2] 1 : =2

Como se observa, el sistema lineal es consistente por lo tanto b es una combinacién lineal de las
columnas de A. Mds atn, el sistema tiene infinitas soluciones por lo tanto hay infinitas maneras de
escribir al vector b como combinacién lineal de los vectores vi, vo y vs.

La solucién general del sistema lineal viene dada por (2 + %t, 1+ %t, t) entonces

e ] () [o ]+ 3] vem

Por ejemplo, si t = 1:
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Propiedades de la multiplicacién de matrices

La multiplicacion de matrices satisface algunas propiedades fundamentales que se resumen en el si-
guiente teorema:

Teorema 2.4. En cada item sea A una matriz de m x n y B, C y la matriz cero, O, de
tamanos tales que estén bien definidas las operaciones que se indican. Entonces se verifican
las siguientes propiedades:

1. A(BC)=(AB)C [Asociatival
2. A(B+C)=AB+ AC [Distributiva a izquierda)
3. (B+C)A=BA+CA [Distributiva a derecha]

4. a(BC) = (aB)C = B (aC), para todo a € R
5. InA=Al,=A

6. 0A=0y A0 =0

Demostracion. Se probaréd aqui solo la propiedad 5.

Considere la matriz A y la matriz identidad I,, expresadas en término de sus columnas:
A:[al as ... an] y I :[el ey .. en].

Escribiendo los productos AI, y I,,A en términos de sus columnas y teniendo en cuenta los

Ejemplos y se obtienen
Al, = [ Ae; Aey ... Ae, ] = [ a; as .. a, ] = A,

I, A= [ ILy,ar Ipas ... Ipa, } = [ a; as .. a, ] = A.
O

Nota: La propiedad asociativa permite eliminar paréntesis para la multiplicacién de tres o mas ma-
trices. Por ejemplo:

(AB) (CD) = A((BC) D) = A(B(CD)) = ABCD.

Actividad 2.8. Verifique la propiedad 1. del teorema anterior para las matrices:

0 -3 0 1
A:[‘;’ _g} B:“ g :g] y C=|1 2 5 —1
2 0 -1 3

Observacién 2.1. El producto de una matriz de m x n por un vector columna de n componentes es
un caso particular de la multiplicacién de matrices. Por lo tanto:

Si A es una matriz de m X n, x y y vectores columna de n componentes y k un escalar, entonces

A(x+y) = Ax+ Ay,
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A (kx) = k (Ax) .

En general si A es una matriz de m x n y x1, Xo,..., X son k vectores columna de n componentes
entonces
A(c1xy + caxo + ... + cpxi) = ¢1 (Ax1) + c2 (Ax2) + ... + ¢ (Axg),

para cualesquiera escalares ¢y, ca,..., k.

Definicién (Matriz traspuesta). Sea A una matriz de m x n. La matriz traspuesta de A,
que se denota Af, es la matriz de n x m cuyas columnas son los renglones de A en el mismo

orden.
s 3 o 131 1
Ejemplo 2.18. Dadas las matrices A = , B= 1 0 0|yC=/| 2|, entonces

8 0 -1

-1 2 1 0
5 8 11 -1

A= -3 0|,B'=[30 2|yC=[120].«

2 -1 1 0 1

Para la trasposicion de matrices se tienen las siguientes propiedades que se enuncian sin demostracion:

Teorema 2.5. En cada item, sea A una matriz de m x n, B una matriz de tamano tal que
estén bien definidas las operaciones que se indican y ¢ un escalar. Entonces se satisfacen las
siguientes propiedades:

1 (A)' = A 3. (cA)' = cAt

2. (A+ B)! = A + Bt 4. (AB)! = Bt A

Observaciéon 2.2 (Transpuesta de un producto). La propiedad 4. del teorema anterior se puede
extender a un numero finito de matrices. Si A, As,..., Aj son matrices de tamafios tales que esté bien
definido el producto A As...A,_1 A entonces

(A1 Ag.. Ap_1 Ap)t = ALAL | ALAL

Actividad 2.9. Verifique la propiedad 4. del teorema anterior para las matrices

0 -3 0 1
A:“g:;} y B=|1 2 5 -1
2 0 -1 3

Definicién (Matriz simétrica). Una matriz A es simétrica si At = A.

De la definicién anterior se deduce que necesariamente una matriz simétrica es cuadrada ya que si A
es de m x n entonces A! es de n x m y por lo tanto si A® = A debe ser n = m.

Material didactico de uso interno Mateu-Semitiel 61



CAPITULO 2. MATRICES

9 0 -1
Ejemplo 2.19. La matriz 0 2 5 | essimétrica mientras que [ _g i ] no lo es.«
-1 5 3

Actividad 2.10. Pruebe que para toda matriz A las matrices AA’ y A'A estan bien definidas y son
matrices simétricas.

Definicién (Potenciacién de matrices). Sea A una matriz cuadrada de orden n y k € N. La
potencia k—ésima de A, que se denota por AF, es la matriz cuadrada de orden n dada por

k-veces
ko —_———
A = AAA..A.

Por conveniencia si A # O se define A° = I.

-1 2 0
Ejemplo 2.20. Sea la matriz A = 3 0 —1 |.Paraefectuar el cilculo de A primero se puede
0 -1 4
obtener A?
-1 2 0 -1 2 0 7T =2 =2
A2=AA=| 3 0 -1 3.0 -1 |=|-3 7 -4/,
0 -1 4 0 -1 4 -3 -4 17
para luego efectuar el producto A%A:
7T -2 =2 -1 2 0 -13 16 -6
A3 =AAA = (AA)A=A*A=| -3 7 —4 30 -1 |=| 24 -2 -23]|.«
-3 -4 17 0 -1 4 -9 -23 72

Para la potenciaciéon de matrices se tienen las siguientes propiedades:

Teorema 2.6. Si A es una matriz cuadrada y p y ¢ son cualesquiera enteros positivos entonces
1. APAY = APTa,
2. (AP)T = AP9.

3. (cA)P = P AP, para todo escalar c.

Actividad 2.11. Demuestre el resultado del teorema anterior para p =2y q = 3.
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Ejercicios 2.2

Obtenga los valores x, y y z tales que las matrices A y B resulten iguales:
|1 0 1 . x 0 y—=z
A_[() -2 —5]’ B_[:U+y+2,z -2 -5 ]

2. Calcule, si es posible, las siguientes operaciones. Si no es posible efectuar el calculo, explique por
qué.

1 2 —4 3 1 2
[—3 —2}+[ 10] ) |3 0 +[;28}
1 4
1 20 3 —2 —1
12 9 2—3—21—4101
b) —3
3 2 -5 1 -1 4 0 -1 2

3. Demuestre las restantes propiedades del Teorema [2.2

Dadas las matrices

320 1 -1 1 0 —2 —1
A‘{031]’ B_{z 34} yC’—{2 0 1}’

determine la matriz X que satisfaga las siguientes ecuaciones:

a) 2X —-A+B+3C=0 c) 2(A-2B)+2X =0C
b) —X+3A-3C=4X+B d) X —iB=C+4X
3 -1
5. Considere los vectores u = (—=1,2,-2,1), v=(4,-2,5,3),a= | 1 | yb = 0 |. Calcule
2 5
los siguientes productos punto:
a) u-v c)a-b
b) u-(2u—v) d) —b-2a
a -2
0 1
Sean u = Lo | YV= 3 |- Halle el valor de a de manera que u-v = 3.
3 -1

Calcule, si estan definidos, los siguientes productos de matrices:
-2

a) 1[40 2] b”lﬂ{_i]
3
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)'1—2402' )’12 0 4
Y13 of[1 -1 5 Yl-11]]-33

1 2 -1 0 1 2
d)'4 0 2 1 =2 ] 1) 12 0 2 -2 0
1 -1 5 -3 0 | -1 0 -2 1 40

2 -1 1 3
8. Obtenga el elemento (2,2) de [ 5 0 ] [ 4 s }

Encuentre la 3er columna de AB siendo

12 -1 0 _(1)1_(1)
A=| 12 0 2| y B=

-1 0 -2 -5 2 0 =2

4 -2 3

Una matriz cuadrada A = [a;;] es una matriz diagonal si a;; = 0 si ¢ # j. Demuestre que el
producto de dos matrices diagonales de orden n es también una matriz diagonal de orden n y
enuncie una regla para multiplicar dos matrices diagonales.

11. Efecttie el producto Ac siendo

01 —1 2
a) A= -1 1 0 |yc= 2
2 0 —2 -3
-1 1 1 2
1 -1 1 3 _g
DA=] 3 1 -2 0 |ye=| |
1 -1 0 2 .
| 0 0 -3 4

12. Escriba los siguientes sistemas en la forma Ax = b:

2 -4y = 1 r1 —4xre —x3 = 0
a) x +y = 0 2x1 +x2 3rs = 1
—r -3y = 4 —x1  +x2 +2x3 = 2
-2 0 2 4
Sean los vectores a; = 3 |l,aa=1|11,a3= 1 | yb=| 1 [. Exprese la ecuacién
-1 1 -1 2

raj + yao + zag = b,
como un sistema de ecuaciones lineales y resuélvalo.

14. Determine si el vector b es combinacidn lineal de las columnas de la matriz A siendo:

1 2 3 4 0
A:1—100yb:—1
2 1 3 4 ~1
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b)A:{_; B ]yb:[z].

1

1 -1 1 3

c) A= 1 0 5 |yb=]3
3 =27 0

15. Demuestre que si x; y X2 son soluciones del sistema Ax = b, entonces x; — X2 es una solucién
del sistema homogéneo asociado Ax = 0.

Obtenga la matriz X que satisfaga la ecuacién (2X)" — 2AB! = (BAt)t siendo
1 1 1 0 -1 1
A=|1 03] y B=| 0o 01
2 -1 2 -1 1 2

Indique cudles de las siguientes matrices son simétricas, justifique:

1 -1 1 _i _(1) é 0 2 00
A= -1 0 5|, B= , O4, v C=10 30
1 57 2 87 2 007
4 0 0 O
18. Una matriz A es antisimétrica si A® = —A.
a) Indique cudles de las siguientes matrices son antisimétricas:
1 -1 1 4
0 -1 -2
-1 05 0 0 2
A‘é_gg’B_ 237_2,04,y0—[_20]
4 00 O

b) Demuestre que si A es una matriz tanto simétrica como antisimétrica, entonces A = O.

11 0 0 -1 1
19. Dadas las matrices A= | 2 1 0 |yB= |2 3 0 |.Hallelas matrices:
01 -1 1 01
a) (24)° c) (-AB)°
b) (A+ B)* —TI* d) (04)* + 0% + 21

20. Halle, si existe, una matriz A cuadrada de orden 2 tal que:

a) A2=0y A#0.
b) A2 =1siendo A# Ty A# —1I.

Dadas las matrices A = [ ; i } y B = [ _g :; ] ;Es cierto que (A + B)? = A24-2AB+B??.

Justifique su respuesta.

22. Sean A y B matrices cuadradas de orden n. Determine si las siguientes proposiciones son ver-
daderas o falsas. Justifique.
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a) A2 - B?=(A-B)(A+ B).

b) (AB)* = A2B2.

¢) (A+B)* = A2+ 2AB+ B? & AB = BA

d) Si Ay B conmutan, es decir AB = BA, entonces (AB)* = A2B2.
e) Si A es simétrica entonces la matriz 242 BB es simétrica.

2.3. DMatriz inversa

Definicién (Matriz invertible). Una matriz cuadrada A de nxn es es invertible, o no singular,
si existe una matriz B de n x n, llamada inversa de A, tal que

AB=1 y BA=1I.

Si no existe tal matriz B, la matriz A es una matriz singular o no invertible.

Ejemplo 2.21. Sean A = [ ; 2} y B = [ _i) -

tanto A es invertible y B es una inversa de A.<«

} . Puede verificarse que AB = BA = I, por lo

N|— =

JExistird otra matriz C', distinta de B, tal que AC = C'A = I?. El teorema que sigue muestra que
esto no puede suceder.

Teorema 2.7. Una matriz invertible tiene una tnica inversa. I

Demostracion. Sean A una matriz invertible y B y C' dos matrices inversas de A, es decir

AB=BA=1 y AC=CA=1I.

Entonces:
B=BI=B(AC)=(BA)C=1C=C.

Dado que B = C queda probado que una matriz invertible no puede admitir mas que una matriz
inversa.

O]

Observacién 2.3. A la matriz inversa de una matriz A invertible se la denota A~!. Asi, para una
matriz A invertible:

AAT = A71A=T.

Debido a la unicidad de la matriz inversa, si A y B son dos matrices de nxn talesque AB = BA=1
se puede concluir que A es invertible y que B es su inversa, es decir A~ = B.

Ejemplo 2.22. Retomando el Ejemplo puede concluirse que la matriz B es la inversa de A, esto
es: A7 = B.«
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Ejemplo 2.23 (Inversa de la matriz identidad). Como II = I (= II), la matriz identidad I es
invertible y 17! = .«

Los siguientes son dos ejemplos de matrices no invertibles (singulares):

Ejemplo 2.24. La matriz cero, O, es singular. ;Por qué?.«

1
3 6

En efecto, si A fuera invertible, deberia existir una matriz B tal que AB =1 (y BA =1). Por lo
T11 T12 ]
To1 w2 |

AX:[l 2][9611 5612]:[ 211 + 2221 $12+2x22]

Ejemplo 2.25. La matriz A = [ } es singular.

tanto la ecuaciéon AX = I deberia tener solucién. Siendo X = [

3 6 o1 X929 3x11 +6x91 319 + 699
luego
. T11 +2x91  T12+2x90 | | 1 0
AX =T < |:3£L'11+6x21 312 + 6222 :| o |:0 1|
Por igualdad de matrices, se obtienen los siguientes sistemas lineales
T11 +2r91 = 1 T2 +2r20 = 0
3x11 +6x01 = 0 Y 3x12 +6x90 = 1 °

Es facilmente comprobable que estos sistemas son inconsistentes, luego AX = I no tiene solucién
y por lo tanto A no es invertible. «

Algunas propiedades de las matrices invertibles son las siguientes:

Teorema 2.8. Sean A y B matrices invertibles de n X n y ¢ un escalar distinto de cero.
Entonces A™', cA, A' y el producto AB son matrices invertibles. Ademds:

(A=Al 3. (A1) = (4

2. (cA) =141 4. (AB)"'=pB1AL.

T c

Demostracion. Probaremos aqui las propiedades 3. y 4. Las matrices A y B son invertibles, entonces

AAT ' =A'A=1y BB '=B"'B=1.
3. Las matrices A’ y (A*I)t son ambas cuadradas de orden n,
AAaN) =@ =r=1 y (AH)a=@a)=r=r
De la Observacion At es invertible y su inversa es (A_l)t es decir (At)_1 = (A_l)t.
4. Las matrices AB y B~ A~! son ambas cuadradas de orden n. Dado que:
(AB) (BT'A™)=A(B(B'A™))=A((BBY)YA ) =A(IA ) =AA" =1, ¥y
(B'AY)(AB)=B"' (A" (AB)) =B ' ((A'A)B) =B ' (IB)=B'B=1,
se deduce, de la Observacion que AB es invertible y que su inversa es el prodcuto B~tA~!

es decir
(AB) ' =B7ta™%
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Inversa del producto

La propiedad 4. del teorema anterior puede generalizarse para k matrices invertibles. Si Ay, Ao,..., Ag
son matrices invertibles de igual tamafo, también lo es el producto A;As...Ap_1Ag. Su inversa es

(A1 Ao Ap a1 Ap) = AT A L ATTAT

Observaciéon 2.4. La suma de matrices invertibles no es, en general, una matriz invertible. No es
cierto que (A 4+ B) ™" sea igual que A~ + B! (Véase Ejercicio a).

Actividad 2.12. Pruebe las propiedades 1. y 2. del Teorema

Actividad 2.13. Pruebe que si A es invertible, A2 es invertible y (A3)71 = (A*1)3.
El resultado de la actividad anterior puede generalizarse: Si k € Ny A es una matriz invertible entonces
AF es invertible y
-1
(4%) " = (a )"

Es més, este resultado permite definir un nuevo concepto: potenciacién de matrices de exponente
negativo:

Definicién (Potencia de matrices de exponente negativo). Sea A una matriz invertible y
k € N. La potencia —k de A, que se denota A~ se define por A=F = (A_l)k.

Se puede generalizar el Teorema para la potenciaciéon de matrices con cualquier exponente entero
y se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.9. Si A es una matriz invertible, p y ¢ enteros cualesquiera y ¢ un escalar,
entonces

L (Ar)~! = (A7Y)P. 3. (AP)T = AP,

2. APA? = APT, 4. (cA)P = P AP (si p <0 debe ser ¢ # 0).

Actividad 2.14. Verifique las propiedades anteriores para p = —2 y g = 3.

Recuerde que, en general, si AC = BC no es valida la cancelacion de la matriz C' en ambos miembros.
Sin embargo, esto es posible si la matriz C' es invertible:

Teorema 2.10. Si C' es una matriz invertible y en cada caso A y B son matrices de tamanos
apropiados entonces

1. CA=CB = A=B.

2. AC=BC= A=B.
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Demostracion. Se probaré la proposicion 1. La 2. se demuestra en forma ansloga.

1. Dada la existencia de C~! se tiene

CA=CB=C'(CA)=C"(CB)= (C'C)A=(C"'C)B=1A=IB= A=B.

Ecuaciones con productos de matrices

Las propiedades de las operaciones matriciales nos permiten resolver algunas ecuaciones que involucran
matrices (ecuaciones matriciales).

Es importante tener en cuenta que el producto de matrices no es conmutativo. Por lo tanto cuando
se multiplica a ambos miembros de una ecuaciéon por una matriz se debe usar la multiplicacion por la
izquierda, o por la derecha, en ambos miembros. Asi, para matrices C' y D de tamanos apropiados,

A=B= CA=CB,

A=B= AD=BD,
mientras que A = B no implica que CA = BC.

Por ejemplo, considere la ecuacién matricial CXA — B = O donde A y C son invertibles y todas
las matrices son de tamanos compatibles.

Se puede despejar X (matriz incégnita) de la siguiente manera:

CXA-B = O,

CXA = B,
(CXA)A™'Y = BA™!,
CX (AA™") = BA™,

CXI = BA™,

CX = BA™!,
c(CX) = ¢c'(BATY),
(c7'c)Xx = c'BATY,

IX = C'BA™Y,

X = Cc'BA7L.

En lo que sigue se proveen algunos resultados que permitiran hallar la inversa de una matriz invertible
o probar que es singular.

De acuerdo a la Observacién [2.3] una matriz B es la inversa de una matriz Asi AB =1y BA = 1.
En general para dos matrices Ay B de n x n, AB no es igual a BA pero en el caso en que AB =1 el
siguiente teorema, cuya demostracién se omitird en este texto, muestra que también BA = I.

Teorema 2.11. Si A y B son matrices de n x n'y AB = I, entonces BA = 1I.
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Una consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente importante resultado:

Corolario 2.1. Sea A una matriz de n x n. Entonces:

A es invertible si y solo si la ecuaciéon matricial AX = I tiene unica solucién.

Demostracién. En un sentido es trivial ya que si A es invertible entonces AA~! = I, y por lo tanto
A~! es solucién de AX = 1.

Reciprocamente, si AX = [ tiene solucién entonces existe una matriz B tal que AB = I, por el
Teorema también BA = I por lo cual A es una matriz invertible y B = A~ O

-1 -3
invertible, debe analizarse si la ecuaciéon AX = [ tiene solucién. En caso afirmativo, la (tinica) solucién
de dicha ecuacion es la matriz inversa de A.

Ejemplo 2.26. De acuerdo al corolario anterior, para determinar si la matriz A = [ Lo ] es

. r11 T12 .. ; .
Siendo X = la matriz incognita,
T21 T22

. 1 4 Tr11 T12 o 1 0
Rt B | bl B PR £
o r11+4x91  wi2+4wee | |1 0
—z11 —3w21 —x12—3w22 | |0 1 ]°

Por igualdad de matrices, se obtienen los dos sistemas lineales de matrices aumentadas [A : e1] y
[A: ea]:

11 Az = 1 T12  A4wer =
—r11 37121 = 0 —r12 —3r22 = 1

Puede verificarse que ambos sistemas tienen soluciéon unica. La solucién del primer sistema es
x11 = —3 ¥ 21 = 1 que son los elementos de la primer columna de la matriz X. De manera similar,
resolviendo el segundo sistema, se obtienen los elementos de la segunda columna de la matriz incégnita,
T12 = —4 y x99 = 1. Se obtiene asi la matriz

~3 —4
o= 7]
tal que AB = I y por lo tanto (Corolario 2.1) A es invertible y B = A~!.«

Actividad 2.15. Verifique, en el ejemplo anterior, que también BA = I.

Calculo de la inversa de una matriz: método de Gauss-Jordan

Se puede generalizar el procedimiento empleado en el Ejemplo para encontrar la inversa de una
matriz o probar que no es invertible.
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Sabemos que una matriz cuadrada, A, de orden n es invertible si y solo si la ecuacién matricial
AX = I tiene solucién (en cuyo caso la tinica solucién es A~1). Si las sucesivas columnas de la matriz
incégnita X son X1, X2,..., X!

AX = [ Ax; Axo ... Ax, ]
Dado que I = [ e e .. e, ], por definicién de igualdad de matrices:
AX =1 & AXl = eq, AXQ =€9,..., AXn = e,.

Luego, la ecuacién AX = I equivale a resolver los n sistemas lineales Ax; = e;, j = 1,2, ..., n. Estos
n sistemas lineales tienen la misma matriz, A, de coeficientes y por lo tanto pueden resolverse en forma
simultdnea (véase Ejercicio 10, Seccién 1.4) aplicando el método de eliminacién de Gauss-Jordan a la
matriz aumentada:

[A : e e .. e, |=[A:1].

Si en algin momento del proceso se llega a una matriz escalonada [H : J] (H es una forma esca-
lonada de A) donde H no tiene renglones cero, entonces todos los sistemas lineales Ax; = e; tienen
solucién y por lo tanto AX = I tiene solucién y A es invertible.

Dado que A es de n X n y tiene n posiciones pivote, el proceso de Gauss-Jordan conduce a la forma
escalonada reducida [I : B] siendo la j-ésima columna de B la solucién del sistema Ax; = e;. Asi, la
matriz B es la soluciéon de AX = I y por lo tanto B = A1,

Supongamos que en algin momento del proceso se llega a una matriz [C' : D] donde C tiene un
renglon cero. Debe tenerse en cuenta que en cualquier etapa del proceso, la matriz de la derecha no
tiene renglones cero ya que es equivalente por renglones a la matriz original I identidad. Esto significa
que alguno de los sistemas Ax; = e; es inconsistente (; por qué?) y por lo tanto AX = I no tiene
solucién de lo que se deduce que A no es invertible.

Todo lo anterior se puede resumir en el siguiente algoritmo:

Algoritmo para invertir una matriz A
1. Escriba la matriz de n x 2n, [A : I].

2. Aplique eliminacién de Gauss-Jordan a la matriz del paso 1 para encontrar su forma
escalonada reducida. Si en algiin momento del proceso se encuentra una matriz [C : D]
donde C tiene un renglén cero, deténgase: la matriz A no es invertible. De lo contrario
A es invertible y la forma escalonada reducida de [A: I] es [ : A7!].

-1 1 0
Ejemplo 2.27. Para determinar la inversa de A = 1 0 —2 |, siexiste, utilizamos el algoritmo
2 -1 0

anterior. Se comienza aplicando el proceso de eliminacién de Gauss-Jordan a la matriz [A : I]:

-1 1 0:100 ~11 0:100
[A:l=| 1 0 -2 :0 10| 2im-m’'f 01 -2:110| m- mom
2 -1 0 :00 1 01 0:201

Material didactico de uso interno Mateu-Semitiel 71



CAPITULO 2. MATRICES

-1 1 0 1 0 0 -1 1 0 : 1 0 0
— O 1 _2 1 ]. O %Rg — R3 O ]. _2 . 1 ]. O R + 2R3 — R»
00 2:1 —-11 o0 1:3 -3 3
-1 1 0 1 0 0 -1 0 0 : -1 0 -1
— 010 2 0 1 Ry — Ry — R1 01 0 : 2 0 1 “Ry1 > Ry
1 11 1 1 1
0 01 5 —3 3 001 : 5 -5 3
100 1 0 1
S]l010:2 0 1|=[:8B.
001k )
Se complet6 el proceso de eliminacién de Gauss-Jordan. La forma escalonada reducida de [A : ]
1 0 1
es [I : B] por lo tanto A es invertibley A~'=B=|2 0 1 |.«
1 11
2 2 2
1 0 1 2
. . 2 1 1 —1 . . .
Ejemplo 2.28. Sea la matriz A = 3 1 9 1 . Como en el ejemplo anterior, para determinar
-1 5 0 O
A~1 si ésta existe, se comienza aplicando el proceso de eliminacién de Gauss-Jordan a la matriz [A : 1]
1 0 1 2 :1 0 00 10 1 2 1 0 00
Aep—| 20 LSl 0100 TR0 L <1 5 =2 10 0
T 312 10010 BRYESE |01 -1 =5 : =3010
-1 5 0 0 0 001 05 1 2 1 0 0 1
10 1 2 : 1 000
R4 —5R2 > Rq oo 0 0: -1 -110

00 5 27 : 11 -5 0 1

En este momento se detiene el procedimiento ya que se ha llegado a una matriz equivalente [C' : D]
donde C' tiene un renglén cero. Luego, A no es invertible. 4

Debe observarse que para determinar A~! no es necesrio saber de antemano si existe o no. Simplemente
se inicia el procedimiento indicado y se obtiene A~! o se concluye que A es singular.

El siguiente teorema da a conocer diferentes caracterizaciones de matrices invertibles.

Teorema 2.12. Sea A una matriz de n x n. Entonces las siguientes proposiciones son equi-
valentes:

1. A es invertible.
2. Ax = b es consistente con unica solucién para todo b € R™.
3. Ax = 0 tiene tnica solucién la trivial.

4. A tiene n posiciones pivote.

5. A es equivalente (por renglones) a la matriz identidad I.
Es decir, la forma escalonada reducida de A es la matriz identidad, I.
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Demostracion. Se seguird el siguiente orden en las implicancias (1) = (2) = (3) = (4) = (5).
Probando luego que (5) = (1) se tendrdn demostradas todas las equivalencias.

(1)

= (2) Sea b un vector columna de R". El vector A~'b es solucién de Ax = b ya que
A(A™'D) = (AA ) b=1Ib=h.
Por lo tanto Ax = b es consistente para todo b € R”. Ademas A~ 'b es la tinica solucién de
Ax = b puesto que si y es una solucién de Ax = b resulta:
Ay=b=A"1(Ay)=A""b= (A "A)y=A""b=Iy=A""b=y=A4""b.
= (3) Si Ax = b tiene tnica solucién para todo b € R", esto vale, en particular, si b es el vector

cero. Por lo tanto Ax = 0 tiene tnica solucién, la trivial.

= (4) Si Ax = 0 tiene unica solucién, entonces cada columna de la matriz A es una columna
pivote y por lo tanto A tiene n posiciones pivote.

= (5) Sea @ la forma escalonada reducida de A. Como A tiene n posiciones pivote, @) tiene

un pivote en cada renglén, las posiciones pivote de @ serdn (1,71), (2,72),...., (n,j,) donde
1 < j1 < j2 < ... < jJn < n. Luego, necesariamente j; = 1, jo = 2,..., jn = n es decir las
posiciones pivote de @ son (1, 1), (2,2),...., (n,n). Dado que @ es escalonada reducida los pivotes

son unos y en cada columna donde hay un pivote el resto de los elementos son ceros. Asi, las
columnas de @ son los vectores e, €s,..., €, y por lo tanto @ = I.

= (1) Si la forma escalonada reducida de A es I entonces ninguna forma escalonada de A
tiene un renglén cero y por lo tanto todo sistema que tiene a A como matriz de coeficientes es
consistente. En particular, los sistemas Ax; = e;, j = 1,2,...,n son consistentes y por lo tanto
la ecuacion AX = I tiene solucién lo que prueba que A es invertible.

O]

Observacidén 2.5. La equivalencia (1) < (2) es el siguiente resultado importante en relacién a los
sistemas lineales cuadrados:

El sistema lineal cuadrado Ax = b tiene tnica solucién si y solo si A es invertible. Dicha

solucién es x = A~ 1b.

Ejemplo 2.29. Considere el sistema lineal cuadrado

r+4dy=2
—r—3y=1
cuya forma matricial es
1 4 x| |2
-1 -3 y| | 1]
. . 1 4 . . . 1 -3 —4 .
Su matriz de coeficientes A = 1 _3 | invertible y su inversa es A7 = 1 3 (véase

Ejemplo [2.26]). Luego el vector solucién es

HEEEI R R R R

por consiguiente la tUnica solucién del sistema es x = —10, y = 3.4
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Ejercicios 2.3

Halle la inversa de A o bien determine que es singular.

[ -2 3 1 -2 4 5
a)A—_ 4 1:| £ A= 1 2 30
3 —1 o 1 1 3 0
b) A= _6 2} | -1 0 1 2
[1 -2 3 (1 2 —1
c) A=|1 2 0 g) A=14 5 1
|0 2 -3 |00 0
[2 —2 4 [1 -1 0 1
d) A=1|3 2 1 030
7 2 11 MA=1o 130
1 0 0 |0 01 2
e) A= 0 -8 0
1
L0 03
. - 2 2
2. Halle la inversa de 10A si A=+ = _3 3|
-2 0 1
3. Halle las matrices A2, A3 y, si es posible, A72 y A~3 siendo A = 1 30
10

Calcule todos los valores de a de modo que la siguiente matriz sea no singular:
11 -1
0 1 1
-1 2 a

5. En caso de ser posible resuelva los sistemas lineales calculando primero la inversa de la matriz
de coeficientes.

r - y - z =1 —-r + y + z = b
x —z = 4 b) -z + oz = b
x — 2y — =z =0 y — 2z = b

6. Demuestre la propiedad 2. del Teorema [2.10

En caso de ser posible, obtenga la matriz X de las siguientes ecuaciones matriciales:

2 =2 3 -1
t .
a) XA+ B ——X81endoA——[1 1}}/3——{1 0].

L 0 1 -1
b) 2X — A =BX siendo A= |1 -1 | yB= .
5 3 0 1
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8.

12.

Material didactico de uso interno

. Sea A =

1 0 -1 3 3 -2
c) ( X+2F)G=XsiendoF=|0 2 -2 |yG=|0 0 -3
01 3 0 0 2
2 31 21 0
d) XB'=C'siendoB™'=|0 1 0|yC= 01 1
3 -2 1 -1 2 -
e) N' — NX =2X siendo N [ ]

Demuestre que una matriz cuadrada que tiene una columna o una fila de ceros es una matriz
singular.

[aij] una matriz diagonal. Demuestre que si los elementos de la diagonal a11, a9s,..., any

son distintos de cero, entonces A es invertible y A~! es una matriz diagonal cuyos elementos de

la diagonal son —— N 1

ai1’ a2’ ann’

. La ecuacién real a2 = 1 tiene exactamente dos soluciones. Encuentre al menos cuatro matrices

de 2 x 2 que son autoinversas, es decir, A2 = I (busque entre las matrices diagonales).

Sean A y B matrices cuadradas de orden n. Determine si las siguientes proposiciones son ver-
daderas o falsas. Justifique su respuesta:

a) Si Ay B son invertibles, entonces (A + B) ™' = A~1 + B~ 1.

b) Si A es invertible y AB = O, entonces B = O.

c) Si A% =
d) Si Ay B son invertibles entonces (24B)"

e) Si A2 +2A — I = O entonces A es invertible y A~}

O entonces I — A es invertible y su inversa es A + 1.
=$A7'B7L
=A+2]I.

2 L( 7

Scilab. Las operaciones suma, multiplicacion y potencia se indican con “+”, y “A”, respecti-
vamente. La transpuesta de A se obtiene mediante el comando “A’ 7. Para calcular la inversa de
una matriz A es posible utilizar el comando “inv(A)” o bien simplemente ingresando “A” — 17,
En el caso en que A no es invertible, devuelve “l—error 19 Problem is singular”. También es po-
sible determinar si una matriz A es invertible usando eliminacién de Gauss-Jordan aplicando el
comando “rref” a la matriz ampliada [A : I] que devuelve su forma escalonada reducida [C : D],
si C = I entonces D = A~! mientras que si C' # I entonces A no es invertible.

Sean las matrices

[ 0,1 2 3 4 -1 2 27
1 —0,2 2 -1 5 4 -1
0 0 —1,2 4 20 —1
A=| 01 3 2 —01 4 2 13|,
1 01 2 01 00 2
1 04 3 01 56 7
| 0,1 1 0.2 4 16 0|
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0,3 1 0 02 -1 1 1
-0,1 0,2 0 1 -2 0,2 1
1 1 1,2 -0,3 2 0 1
B = 0,1 3 2 —-0,1 04 2 1],
2 03 022 01 0 0 2
1 04 3 01 15 —-0,2 —21
1 1 0.2 4 1 6 0 |
F 0]
0,2
1
y el vector b= | 1,1 |. Calcule si es posible:
2
0
- _1 -
a) 2A* — AB
b) A1
¢) (104)'B
d) Ab
e) A73
f) (2471B2 - B)’
g) La solucién del sistema lineal Ax = b, hallando previamente la inversa de A.
h) iAdmite soluciones no triviales el sistema lineal Bx = 07

13. Anadlisis de insumos-produccién. El ganador del Premio Nobel, W. Leontief (1906-1999), es

famoso por su modelo de una economia basada en insumos y produccién. Una de las suposiciones
del modelo es que todo cuanto se produce se consumird. La demanda de los productos de una
industria puede provenir de dos fuentes: (1) demanda de industrias diferentes y (2) demanda
de otras fuentes que no sean las industrias. Por ejemplo, las compaiiias de electricidad generan
energia que (a) se necesita para operar sus propias plantas, (b) se requiere para satisfacer las
necesidades eléctricas de otras empresas, y (c) se necesita para satisfacer las exigencias de los
consumidores en general.
Los dos primeros (a) y (b) son ejemplos de la demanda interindustrial y el tercero (c) de la de-
manda no industrial. El objeto del andlisis de insumos-produccién consiste en determinar cuanto
producird una industria, para que ambos tipos de la demanda queden exactamente satisfechos.
Es decir determinar cuanto se debera producir a fin de alcanzar un equilibrio entre oferta y
demanda.

La demanda interindustrial suele sintetizarse en una matriz tecnoldgica o de insumos-produccion.
Por ejemplo, suponga que la produccién de una industria se mide en ddlares y la matriz

0,3 0,3 02
A=1]01 02 03
02 0,1 0,4

es la matriz de insumos-produccién. El elemento general a;; representara la cantidad de produc-
cién requerida de la industria ¢ para generar un délar en la produccién de la industria j. Esta
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matriz representa una situacién de tres industrias. Por ejemplo, el elemento a12 = 0,3 indica que
por cada délar de produccién en la industria 2, el 30 % es aportado por la industria 1.

Sea x; la produccién de la industria j (en délares) y sea d; la demanda no industrial (en délares)
de la produccién de la indsutria j. En nuestro ejemplo,j = 1,2, 3. Puede formularse un conjun-
to de ecuaciones simultaneas que, al resueltas, determinen los niveles de producciéon de z; en
los cuales la oferta y la demanda totales estaran en equilibrio. Las ecuaciones de este sistema
presentaran la forma general:

Produccién de la industria = demanda interindustrial + demanda no industrial.

En este ejemplo de tres industrias, el sistema es:

demanda interindustrial demanda no industrial

1 = 0,371+ 0,322+ 0,223 + dq

ro = 0,1x1+0,2204+0,3z35 + do

r3 = 0,221 + 0,129 + 0,4.’E3 + d3

Llamando x al vector columna:

T
X = xT9
T3

cuyos elementos son los niveles de equilibrio de produccién, y d al vector columna:

dq
d=| dy
ds

cuyos elementos son los niveles de las demandas no industriales, el sistema anterior puede ex-
presarse matricialmente de la forma
x = Ax + d.

Si la matriz de insumos-produccién es cuadrada, como en nuestro ejemplo, y la matriz I — A es
invertible, es posible despejar x y obtener el vector de niveles de equilibrio de produccién:

x=(I—-A)""d

conociendo el vector demanda no industrial d. En nuestro ejemplo de las tres industrias, verifique

usando Scilab que:
1,837 0,816 1,020

(I—A)"'=1]049 1,551 0,939
0,694 0,531 2,163

Supongamos ademas que los niveles de las demandas no industriales son:
dy = $50000000,

da = $30000000,

ds = $60000000,
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entonces verifique usando Scilab que en nuestro ejemplo, los niveles de equilibrio son:

177530000
x = | 127370000 |,
180410000

es decir la industria 1 deberfa generar una producciéon con un valor de 177530000 ddlares, la
industria 2 una produccién con un valor de 127370000 délares y la industria 3 una producciéon
con un valor de 180410000 dolares.

a) (Scilab) La matriz tecnoldgica para un modelo de insumos-produccién de tres industrias

€S
05 0 0,2
02 0,8 0,12
1 04 0

Si la demanda no industrial de la produccién de las industrias mencionadas es di = 5
millones de délares, do = 3 millones de ddlares y d3 = 4 millones de délares, determine los
niveles de produccién de las tres industrias.

b) (Scilab) La siguiente matriz de insumos-produccién para una economia de seis industrias
es:

0,180 0,005 0 0,003 0 0,010
0,005 0,290 0,020 0,002 0,004 0,015
0,030 0,170 0,450 0,008 0,010 0,006
0,035 0,040 0,020 0,040 0,010 0,050
0,010 0,001 0,040 0,250 0,360 0,250
0,120 0,080 0,100 0,120 0,180 0,230

Si el vector de las demandas no industriales estda dada por:

20000
10000
30000
5000
12000
30000

i) determine los niveles de la produccién para las seis industrias.

ii) las demandas interindustriales en las seis industrias.
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Capitulo 3

DETERMINANTES

En este capitulo se estudiard uno de los conceptos mas importantes del Algebra Lineal. A cada matriz
cuadrada se le puede asignar cierto nimero real llamado determinante de la misma, el cual tiene
diversas aplicaciones en esta asignatura, como por ejemplo el calculo del polinomio caracteristico para
encontrar los valores y vectores propios de una matriz, la regla de Cramer para resolver ciertos sistemas
lineales, el calculo de una matriz inversa, etc.

3.1. Introduccion

Se utilizard un método de recurrencia para la definicion de determinante, esto es, el determinante
de una matriz de cuadrada de orden n se define en términos de determinantes de matrices de orden
menor.

Se debe tener en cuenta, como en el caso de la inversa de una matriz, que el concepto de determi-
nante es aplicable solo a matrices cuadradas.

Definicién (Determinante). Dada una matriz A = [a,;] cuadrada de orden n, el determinante
de A, que simbolizamos det(A) o |Al, es el nimero que se obtiene, recursivamente, de la
siguiente manera:

i. Sin =1, es decir A = [a;1], det(A) = a;.

ii. Sin > 2,
det(A) = (—1)1+1a11 det(ALl) + (—1)1+2a12 det(ALQ) —+ ...+ (—1)1+"a1n det(Al,n)
= Z(—l)prj ayj det(ALj),
j=1

donde A ; es la matriz cuadrada de orden n — 1 que se obtiene al eliminar la fila 1y
la columna j de la matriz A.

Ejemplo 3.1. Si A = [-3], una matriz cuadrada de orden n = 1, por definicién (parte i.) es det(A) =
—3. <
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Determinante de una matriz 2 x 2

Para cualquier matriz cuadrada de orden 2

a a
A= 11 12 ’
a1 a2

por definicién (de acuerdo a ii.) es:
det(A) = (—1)1+1a11 det(ALl) + (—1)1+2(I12 det(ALg) =
= (—1)2a11 det ([CLQQ]) + (—1)3a12 det ([a21]) =
= Q11022 — a12021.

Luego:

. a1l Q12
Si A= entonces det(A) = |A| = aj1a22 — a12a21.
az1 a2

Nota: En este texto det(A) y |A| se usan indistintamente para representar el determinante de una

matriz cuadrada A. Es practica comun eliminar los corchetes de una matriz y escribir por ejemplo

ail a2

en lugar de
az1 022

aip a2
a21 a2

Ejemplo 3.2. Sean la matrices A = [ _g le } y B = { 36 _42 }, entonces:
-3 1 _
Al=| 2 =2 (5) 4 =n
=| _3 % = 5 =11,
y
3 -2
Bl=| 5 13w a0 -0

Determinante de una matriz 3 x 3
Para cualquier matriz cuadrada de orden 3

ail a2 a3
A= | axn a2 a3 |,

a3z1 az2 as3

det(A) = (—1)1+1a11 det(ALl) + (—1)1+2a12 det(Al,Q) + (—1)1+3a13 det(ALg) =
a a a a a a
— (=% | 2 9B | f(C1Pan | 2 9B | L (C)tag | 92 922 | =
as2 ass azp ass azr as2

= a1 (aga33 — agszasz) — a2 (a21a33 — azzasi) + aiz (ag1as2 — agrax) =
= (11022033 — A11023032 — Q12021033 + 112023031 + A13021A32 — 13031022

= a11a22a33 + 012023031 + A13021032 — (31022013 — 432023011 — A33021012-
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Hay un artificio para memorizar esta férmula, llamado regla de Sarrus, que se ilustra a conti-
nuacién:

Se agregan las dos primeras columnas a la derecha de la matriz A. Se suman los productos de los
elementos que indican las flechas que con el signo @ y se restan los productos de los elementos que
indican las flechas con el signo ©.

Desarrollo de un determinante por cofactores

En la definiciéon de determinante de una matriz A de orden n intervienen los determinantes de n
matrices de un orden menor, las matrices Ay ;, j = 1,2, ...,n, que son aquellas que resultan de eliminar
el renglén 1 y la columna j de la matriz A. En lo que sigue de esta seccion se vera que el determinante
de A se puede calcular también tomando en cuenta otro renglén o cualquier otra columna. Para ello
se dard la siguiente definicién:

Definicién (Menores y Cofactores). Sea A = [a;;] una matriz cuadrada de orden n, n > 2.

i. El menor del elemento a;j, o simplemente el menor (i, ), M;;, es el determinante de la
matriz cuadrada de orden n — 1, A; ;, que resulta de eliminar el renglén 7 y la columna
j de la matriz A. Esto es: M;; = det(A4; ;).

. El cofactor del elemento a;; de A, o simplemente el cofactor (i, j), es el niimero denotado
C’” y dado por Cj; = (—1)"* M;;.

-1 01
Ejemplo 3.3. Si A = 2 3 2 | el menor (2,3) es el determinante de la matriz que se obtiene
1 -1 1
. , , -1 0
de eliminar al renglén 2 y la columna 3 de A. Asi, Ms3 = det(Az3) = ‘ 1 1 ‘ = 1. El cofactor

(2,3) es Ooz = (1) Moz = (—1)°(1) = —1. «

Dado que det(A; ;) = M, en términos de menores y cofactores, la definicién dada de determinante
de una matriz A cuadrada de orden n > 2 se reescribe de la siguiente manera

n

det(A) = ’A‘ = Z(—1)1+j alelj.
J=1

O bien:
det(A) = |A| = Zaljclj
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Sea A = [a;;] una matriz cuadrada de orden n (n > 2).

Para cada renglén i puede calcularse el niimero:

Aren; = g a;;Ci; = ainCi1 + a;2Cs2 + ... + ainCin,
i=1

y para cada columna j el nimero:

n
Acol, = Y _ aijCij = a1jChj + agjCaj + ... + an;jCnj,
i=1
donde Cj; es el cofactor del elemento a;;.
n
Nétese que el nimero Ayen, = Z a1;C1; es el determinante de la matriz A.
j=1
2 0 -1
Por ejemplo, si A= | —1 1 0 | entonces:
3 2 1

3
Aren, = det(A) = Z a1;C1j = a11C11 + a12C12 + a13C13 = 2(— 1) My + 0(=1) 2 Mo +
j=1

10 -1 1
+(=1)(=1)3My3 = 2' 5 1 ‘+0— ‘ 5 9 ‘ =2(1) - (=5)=T7.
3
Aren, = Y a2;Cyj = anCar + agCay + agzCos = (—1)(=1)*" Myy + 1(—1)*"> My, +
=1
0 -1 2 -1
+0(=1)2"3 Moz = 1’ 5 1 |+1’ 5 ‘+0:1(2)+1(5) =T.
3
Aven; = Z a3jC3; = az1C31 + azaCsa + azzCssz = 3(—1)* T Mgy + 2(—1)3"2 M3, +
=1
0 —1 2 -1 20
1)3+3 My = —
H=2)(—1) +1(2) = 7.
3
Acot, = Y anCi =anCu + anCa + agCs = 2(=1)" My + (=1)(=1)*" My +
i=1
10 0 -1 0 -1
3L — Y _
w0 am =2y e enen|y T [es] ) T 22w
+1(2) +3(1) =T.
3
Acotl, = Y ainCip=a12C12 + a22Cs + agaCsy = 0(—1)" "2 Myy + 1(=1)* My, +
i=1
2 -1 2 -1
+2(—1)*2 Mg = 0 + 1 ‘ y ‘ +2(-1) ' 1 ‘ —1(5) + (~2)(~1) =7
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3
Acol; = Y _ai3Cig = a13C13 + a3Cas + azzCas = (—1)(—1)" " Myg + 0(—1)* 3 Mg +
i=1

+1(—1)3+3M33:(—1)‘ B ; '+0+1’ ] (1) ’:(—1)(—5)+1(2):7.

1
3
Obsérvese que todos estos nimeros son iguales e iguales al determinante de A. Esto no es casualidad

sino el resultado de un teorema més general que se enuncia a continuaciéon y que no se demostrara en
este texto:

Teorema 3.1. Sea A una matriz cuadrada de orden de n (n > 2). Entonces:
1. Aren; = Aren,, Paratodoi=1,2,...,ny k=1,2,...,n.

2. Acol; = Acoy, Paratodo j =1,2,..,ny h=1,2,..n.

3. Aren; = Acol; para todoi=1,2,..,nyj=12,..,n.

Dado que det(A) = Aren, y, por el teorema anterior, Aren, = Aren; = Acol; Para todo i = 1,2,...,n
y 7 =1,2,...,n, se tiene el siguiente resultado que muestra que el determinante de una matriz puede
calcularse empleando cualquier renglén o cualquier columna. Mas precisamente:

Corolario 3.1. Sea A = [a;j] una matriz cuadrada de orden de n (n > 2). Entonces:

n
1. det(A) = Z a;;Cij = ainCi1 + a;2C52 + ... + ainCip, para cualquier 1 = 1,2, ..., n.
j=1

n
2. det(A) = ZaijCij = alelj + angQj + ...+ ananj, para cualquier j = 1,2,...,n.
=1

En el caso 1. se dice que el determinante se ha desarrollado por cofactores respecto al renglén
1y en el caso 2. que se ha desarrollado por cofactores respecto a la columna j.

Es evidente que el cdlculo de un determinante puede ser muy tedioso. Por ejemplo, para calcular un
determinante de orden 4 deben calcularse 4 determinantes de orden 3 y para calcular un determinante
de orden 5, debe calcularse 5 determinantes de orden 4.

Sabiendo ahora que det(A) puede calcularse desarrolldindolo por cualquier renglén o cualquier
columna, es claro que para simplificar el cdlculo es conveniente elegir una fila o columna que tenga el
maximo numero de ceros. Asi se evita el cdlculo de algunos de los menores.

Ejemplo 3.4. Si A = para calcular el determinante de A conviene desarrollarlo

N O = =
— O N W
S W N O
— s Ot =
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por la tercera columna. Luego:

4 0 0
Al = ) aisCis =13 Ci3 + a23C53 + agsCss + sz Cag =
i=1
-1 3 1 -1 3 1
= 2(—1)°My +3(—1)Mzz3=-2| 0 6 4 |+3| 4 2 5/,
2 11 2 11

y calculando los determinantes de orden 3 indicados se obtiene (verifiquelo): |A| = 43. <«

Ya se ha dicho que obtener el determinante de una matriz puede convertirse en un trabajo que requiere
una gran cantidad de célculos a menos que la matriz sea pequena o que tenga muchos ceros. En la
seccidén siguiente se veran procedimientos que ayudan a minimizar dichos calculos. Pero ademas existen
algunas matrices que aunque sean grandes sus determinantes se pueden evaluar facilmente. Se dara la
siguiente definicion:

Definicién (Matrices triangulares). Una matriz cuadrada es triangular superior si todos
sus elementos debajo de la diagonal principal son ceros. Es triangular inferior si todos sus
elementos por encima de la diagonal principal son ceros. Una matriz cuadrada es diagonal si
todos sus elementos fuera de la diagonal principal son ceros.

Es decir, la matriz cuadrada A = [a;;] es triangular superior si a;; = 0 para todo i > j, es
triangular inferior si a;; = 0 para todo ¢ < j y es diagonal si a;; = 0 para todo 7 # j.

-1 3 0 0
01 2 5 121
Ejemplo 3.5. Las matrices A = 00 3 4 yB=1]0 0 5 | son triangulares superiores,
0 0 01 003
1 00 2 0 1 00
C= 21 0)|yD= [ 9 1 ] son triangulares inferioresy E = | 0 —4 0 | es diagonal.«
-1 0 8 0 0 3

Ejemplo 3.6 (Determinante de una matriz triangular). La matriz

ailp a2 a3 a4
0 az a3 ay
0 0 aszs as4
0 0 0 aq4

A=

es triangular superior. Desarrollando det(A) por cofactores con respecto a la primer columna:

det(A) = a11C11 + 00 +0C3; + 0Cy; = a11C11 = ag(—1)>My; =

a2 a3 a4
= a1 0 az3 ass | =aiia
0 0 aq4

a3z as4

= a11G22033044.
0 aq4 33

Para una matriz A triangular inferior, se obtendria el mismo resultado: det(A) = aj1a22a33a44 (en
este caso convendria elegir la tltima columna o el primer renglén para desarrollarlo). <
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El ejemplo dado puede generalizarse:

Teorema 3.2. Si A = [a;] es una matriz triangular de orden n entonces

det(A) = a110922...nn.

Es decir, el determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la
diagonal principal.

Claramente el determinante de una matriz triangular es cero si y solo si en la diagonal principal hay
al menos un elemento cero.

Noétese que dado que una matriz diagonal es una matriz triangular (superior e inferior), entonces
su determinante es el producto de los elementos de la diagonal principal.

Ejemplo 3.7. Para las matrices A, B, C, D y E del Ejemplo [3.5] se tiene:

det(4) = (=1)(1)(3)(1) = -3,
det(B) = (1)(0)(3) =0,
det(C) = (1)(1)(8) =38,
det(D) = (2)(1) =2,

det(E) = (1)(—4)(3) = —12. «

Ejercicios 3.1

1 -2 3
1. Dada la matriz A = 0 4 2
-2 1 -1

a) Calcule todos los cofactores de A.

b) Obtenga det(A) desarrollando por cofactores respecto a cada una de las columnas y cada
uno de los renglones de A.

Calcule los determinantes siguientes:

N 2 3 1
2 5 e) | -1 2 4
. NCENG) 00 -2
1 -3 0 -2 1
3 — i1 4
|26 10 0 3 -2
0 2 -1 2 5
1 1 3 9 1 4 4
4 -2 3 2 1 -2
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1 20 -1 4 00 00
h)2122 0 -3 0 00
0 10 1 Y0 02 00
2 -2 1 -3 0 00 -1 0
2 00 1 0O 0 0 0 5
Z)3—300 -3 0 0 0 ©
2 15 0 0 -3 0 0 0
3 I -1 Dl 0o 0 -3 0 0
2 3 -1 8 2 0O 0 0 -3 0
03 1 -1 4 O 0 0 0 -3
100 5 0 -9
00 0 —1 12
00 0 0 1

3. Obtenga el o los valores de x, si existen, que satisfacen las siguientes ecuaciones:

20 —3
Ry

2—x 0 0
b) 1 34z 0 =0

9 1 4—6z

T 0 2 x—1 1 0
2 0 —64+z|=| 3 0 z-2

0 z—3 -1 2 -7 0

3.2. Propiedades de los determinantes

Los determinantes tienen muchas propiedades las cuales se pueden emplear con el fin de reducir el
trabajo en el célculo de los mismos.

Teorema 3.3. Si cualquier renglén o columna de una matriz A es el vector cero entonces

1A = 0.

Demostracion. Basta con desarrollar el determinante por cofactores con respecto al renglén o columna

que contiene solo ceros. O
1 0 2

Ejemplo 3.8. | =3 0 5 | =0, dado que la segunda columna contiene solo ceros. <.
8 0 3
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Teorema 3.4. Si el i—ésimo renglén o la j—ésima columna de una matriz A = [a;;] se
multiplica por la constante c entonces el determinante de la nueva matriz B es el producto
de ¢ por el determinante de A. Esto es:
ail a2 e Qlp ai; aiz ... Qin
asy a9 aon agzr ag2 ... Qaon
1 |B| = : Do ol Do —c|A].
ca;1 Cazg ... CQgn ;1 a2 ... Qzn
anl1  An2 ... QApp anl1 QAnp2 ... Qnn
aip a2 ... caij ... Qin aip a2 ... aij ... Qin
as1 ag2 ... Cagj o Q9n as1 a2 ... CLQj N 0 Y]
2. |Bl=| . . . =c| . . : =cl|A].
apl Aap2 ... CApj ... Gpp Gpl anp2 ... Qpj ... Qnp

Demostracion. Se probara aqui 1. Dado que las matrices A y B difieren solo en el i-ésimo renglén,
entonces los cofactores de los elementos del renglén i de A, Cj1, Cio,..., Cjn, son respectivamente iguales
a los cofactores correspondientes al renglén ¢ de B. Considerando el desarrollo de los determinantes
de ambas matrices, A y B, respecto al i-ésimo renglén es:

|B‘ = (caﬂ)C’il + (Caig)cig + ...+ (cam)Cm = c(aﬂCﬂ + CLiQCiQ + ...+ amC’m) =_c |A’ .

La demostracién de 2. es andloga (se considera el desarrollo de los determinantes de A y B con
respecto a la j-ésima columna). O

Observacion 3.1. Esta propiedad establece que en un determinante se permite “extraer” un factor
comun de un renglén o columna del mismo.

2 0 -1
Ejemplo 3.9. Supongamos que se quiere calcular el determinante de lamatrizB= | —1 1 0
15 10 5
2 0 -1
Sea A=| —1 1 0 | la matriz que se obtiene de dividir entre 5 (multiplicar por %) el ultimo
3 2 1

renglén de B, es decir, la matriz A se obtiene de realizar una operacién elemental de renglén a la
matriz B ($R3 — Rg). Por el teorema anterior la relacién entre |B| y |A| es:

1
[Al=¢1B] o [B]=5]A].

De esta manera se puede simplificar el cdlculo de |B| calculando un determinante mas facil de
resolver. Dado que |A| = 7 entonces

|B| = 5|A| = 5(7) = 35.

En la practica se procede “sacando factor comun” 5 en el iltimo renglén:
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2 0 -1 2 0 -1
—1 1 0|=5/-11 0|=5(7) =35«
15 10 5 32 1

El siguiente es un ejemplo de un resultado general muy interesante:

Ejemplo 3.10. Sea la matriz 5A donde A es la matriz del ejemplo anterior. Extrayendo sucesivamente
el factor comtun 5 en cada columna:

10 0 -5 5(2) 5(0) 5(—1) 2 5(0) 5(—1)
54 = | =5 5 0 |=|5(-1) 5(1) 50) |=5|-1 5(1) 5(0) |=
15 10 5 5(3)  5(2)  5(1) 3 5(2)  5(1)
2 0 5(—1) 2 0 —1
= 5(5) -1 1 50) |=5*5)| -1 1 0=
3 2 5(1) 32 1

= 5%|A| =5%(7) = 875.

El mismo resultado se hubiese obtenido extrayendo sucesivamente factor comin 5 en cada renglon. <

La aplicacién reiterada del resultado del Teorema permite demostrar el siguiente:

Corolario 3.2. Si A es una matriz cuadrada de orden n y ¢ es un escalar, entonces

lcA| = " |A].

Otra propiedad se demuestra en el siguiente teorema:

Teorema 3.5. Al intercambiar dos renglones o dos columnas cualesquiera de una matriz
A, el determinante de la matriz B obtenida, es el opuesto del determinante de A. Esto es:
|B| = —|A].

Demostracion. La prueba se hard para el intercambio de dos renglones (andlogamente se demuestra
para el intercambio de dos columnas).

Es fécil verificar este resultado para matrices cuadradas de orden 2 6 3.

Supongamos que A es de orden 2 y se intercambian sus renglones. Esto es: A = {

az1 Qa2
B = entonces
ail  a12

ailp a2
a1 a2

|B| = ag1a12 — ar1a22 = — (aj1a22 — azia12) = — |A|.

Supongamos ahora que A es de orden 3 y se intercambian dos renglones obteniéndose la matriz
B. Las matrices A y B coinciden en el renglén [ que no fue intercambiado. Los menores (de orden
2) correspondientes a los elementos del renglén | de ambas matrices son opuestos (;por qué?). Los
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términos del desarrollo del determinante de B por cofactores correspondiente al renglén [ resultan

entonces opuestos a los términos del desarrollo del determinante de A por dicho renglén. De este
modo, |B| = — |A].

El mismo razonamiento permite generalizar este resultado para una matriz A de orden mayor. [

1 3 5 2 5 3 1 2
. . . 0 -1 3 4 3 -1 0 4 .
Actividad 3.1. Dadas las matrices A = 9 1967 B = 9 12 6| Compruebe, sin
3 2 4 8 4 2 3 8
hacer cédlculos, que |B| = — |A|. Halle luego |A| y por consiguiente |B].

Corolario 3.3. Si A tiene dos renglones o columnas iguales entonces |A| = 0.

Demostracion. Se probara para el caso de dos renglones iguales (andlogamente se demuestra para dos
columnas iguales).

Supongamos que los renglones h y k de la matriz A son iguales. La matriz B que se obtiene de
intercambiar los renglones h y k es la misma matriz A, por lo tanto

|B| = |A]. (3.1)

Por otro lado, dado que B se obtiene de A por un intercambio de renglones entonces del teorema
anterior

Bl = - |A]. (3.2)
De (3.1) y (3.2) resulta |A| = —|A] y asi |A] = 0. O
2 29
. 1 -1 8 . .
Ejemplo 3.11. 33 36|° 0 dado que la primer y tercer columnas son iguales. <
4 2 48

Teorema 3.6. Si a un renglén, o columna, de una matriz A se le suma un maultiplo de
otro renglén, o columna, de A, entonces el determinante de la nueva matriz B es igual al
determinante de A.

Demostracién. Sean Ry, y Ry, dos renglones arbitrarios de la matriz A = [a;;].

Sea B la matriz que es igual a A exceptuando el renglén k—ésimo el cual es la suma del Ry més ¢
veces Ry, es decir,
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ail a2 ... Qin ail a19 A1n
ap1 Ap2 ... QApn Qap ap2 Apn,
A= y B= : : :
k1 Gk2 ... Gkp a1 +cap1 Qg2 +Cap2 ... Qgp + COpp
L Gnl Qp2 ... Gpp | i anl an2 Ann i

Dado que A y B difieren solo en el k-ésimo renglén entonces los cofactores de los elementos de
dicho renglén de A, Cy1, Cka,..., Crp son iguales a los cofactores del k-ésimo renglon de B.

Desarollando el determinante de B por el k-ésimo renglén:

|Bl = (ag1 + cap1) Cr1 + (ag2 + capnz) Cra + ... + (apn + capp) Crp =
= (alekl + apoCho + ... + a;mC';m) +c (athkl + apoCro + ... + ahnC;m) .

El primer término de la suma es el determinante de A desarrollado por el k-ésimo renglén. El
segundo término es 0 puesto que ap1Cr1 + ap2Cra + ... + apnCrn es el determinante, desarrollado por
el k-ésimo renglén, de la matriz

aip a2 ... Qin
ap1 Aap2 ... Apn
A=
@h1  @h2 -+ Qhn |« k_gsimo renglén.
L Gnl Qp2 ... Gpp |

que se obtiene de la matriz A al reemplazar el renglén k por el renglén h. Dado que A’ tiene dos
renglones iguales entonces |A'| = 0. Asf,

B = |A] +0 = [A].

Andlogamente se demuestra que si a una columna se le suma un multiplo escalar de otra columna,
el determinante no varia. O

Ejemplo 3.12. Sea la matriz A =

SN W
N

[\

-1 cuyo determinante es —7.

] . Se observa rapidamente que si el 3° renglén se le
3

resta dos veces el 1° se obtiene la matriz B = | 2

0

[es}
— o

Asi por propiedad enunciada en el teorema anterior es |A| = |B| = —7.4
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Operaciones elementales de rengléon y determinantes

De acuerado al Teorema [3.4] si se aplica una operacion de escalamiento a un renglén de una matriz
(cR; — R;), el determinante de la matriz original es 1 por el determinante de la matriz nueva. De
los teoremas y se sabe que una operacién de intercambio (R; <> R;) cambia el signo del
determinante y que una operacién de eliminacién (R; + cR; — R;) no cambia el determinante.

El siguiente ejemplo muestra cémo aplicar operaciones elementales de renglén a una matriz A de
modo que el cédlculo de su determinante involucre el determinante de una matriz triangular el cual,
como se sabe, es de cédlculo directo.

2 3 4 4 1 -2 3 4 1 -2 3 4
Al = 1 5 0 —1 - -1 50 -1 - o 3 3 3|
1 -2 3 4 Ry Rs 2 3 4 4| RetRio R 0 7 -2 —4|
1 =11 0 1 -1 1 0 B2mon 0 1 —2 —4
1 -2 3 4 1 -2 3 4
- g0 111 _ g0 11 1
1Ry Ry 0 7 -2 —4 Ry~ 1 > 0 0 -9 —11
0 1 -2 —4 T 0O 0 -3 -5
1 -2 4 1 -2 3 4
0o 1 1 1 0 1 1 1
= —3(-9 = 27 =
~1R3—R; (=9) 0 1 % R4+3R3—Ry 0 01 %
0 0 -3 —5 0 00 —3

4
= 27(-2) =-36.
(=5)

En este ejemplo, se llegd a una matriz triangular equivalente haciendo uso de las tres operacio-
nes elementales de renglén (intercambio, escalamiento y eliminacién), pero siempre es posible llevar
una matriz cuadrada a una forma triangular usando unicamente operaciones de eliminaciéon y de in-
tercambio. Por lo tanto si B es una matriz triangular equivalente a A obtenida sin escalamientos, es
det(A) = det(B) o det(A) = — det(B) y, como el determinante de una matriz triangular es el producto
de los elementos de la diagonal principal, se tiene entonces el siguiente resultado:

Teorema 3.7. Sea A una matriz cuadrada de orden n y B = [b;;] una matriz triangular
obtenida de A a partir de operaciones elementales de renglén sin escalamientos. Entonces

|A| = (=1)%|B] = (=1)*b11ba2...byn,

donde k es el niimero de operaciones de intercambios entre renglones realizadas.

Actividad 3.2. Aplique el Teorema [3.7], es decir use solo operaciones de eliminacién e intercambio,
para llevar la matriz A del ejemplo anterior a una matriz triangular equivalente, B. Muestre que
|A| = (—1)* | B| siendo k es el niimero de intercambios realizados.
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El teorema anterior permite concluir una importante caracterizaciéon de matrices invertibles.

Corolario 3.4. Una matriz A es invertible si y solo si det(A) # 0

Demostracion. Sea A una matriz cuadrada de orden n y B = [b;;] una forma escalonada de A (por
lo tanto triangular) obtenida mediante operaciones de renglén sin escalamientos. De acuerdo con el
teorema anterior:

det(A) = (—l)kbnbgg...bnn, (3.3)
donde k es el numero de intercambios de renglones realizados.

Segun el Teorema A es invertible si y solo si tiene n posiciones pivote. Esto es, A es invertible
si y solo si en cualquier (toda) forma escalonada de A los elementos de la diagonal principal son
distintos de cero. Luego, A es invertible si y solo si b; # 0 para todo i = 1,2,...,n que, por (3.3),

equivale a det(A) # 0. O
1 -1 2

Ejemplo 3.13. Lamatriz A= | 3 1 4 | es invertible ya que det(A) = 16 # 0.«
0 -2 5

Otras propiedades de los determinantes

Teorema 3.8 (Determinante de la transpuesta). Sea A una matriz cuadrada de orden n.
Entonces [A| = |AY|.

Demostracion. Es facil verificar este resultado para el caso n = 2:

Al | a2 |
|A| = = ajjaz2 — a12a21,
as a2
t ail aa
|AY| = = a11a22 — A1G12 = a11G22 — G12a21 = |A].
aiz a

Para el caso n = 3, dado que el primer renglén de A es igual a la primera columna de A?,
desarrollando el determinante de A! por la primera columna:
}At| = allM{l — algMél + algMél,
donde M/, es el menor (i,1) de la matriz A’, i = 1,2,3. Desarrollando el determinante de A por el
primer renglén:
|A| = a11 M1y — a1oMi2 + a13Mis,
donde Mj; es el menor (1,4) de la matriz A, i = 1,2,3.
Para probar que |A| = |At| basta verificar que My; = M/, para todo i = 1,2, 3.

El menor Mj; es el determinante de la matriz A; ; que resulta de suprimir el renglén 1 y la columna ¢
de A, mientras que el menor M/, es el determinante de la matriz A;,1 que resulta de suprimir el renglén
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iy la columna 1 de A'. Es facil ver que A2,1 = (Alvi)t y, dado que son matrices cuadradas de orden 2,
es |A1i] = ‘(Al,i)t‘, es decir My; = M/, para todo i =1,2,3.

)

Este mismo razonamiento se puede generalizar para una matriz de orden n > 3.

1 -1 2
Actividad 3.3. Sea A= | 3 1 4 |. Verifique que det (At) = det(A) = 16.
0 )

—2

A continuacién enunciaremos, sin probar, el siguiente importante resultado:

Teorema 3.9 (Determinante del producto). Sean A y B matrices cuadrada de orden n.
Entonces
[AB| = [A[|B].

En general, si Ay, As,..., A son k matrices cuadradas de orden n, entonces

|A1 Az Ag| = [Aq] |Ag] ... | Ak].

1 2 020
Actividad 3.4. Sean A= |3 1 4 | yB=| -5 0 0 |.Compruebe que |AB|=|A||B|.
0 5 001

Nota: No debe inferirse un resultado similar al del teorema anterior para la suma de matrices. No es
cierto que determinante de una suma es la suma de los determinantes.

. 1 2 11
En efecto, sean las matrlcesA—{2 3} yB—{1 2}

2 3
|A—|—B|—‘3 5’—1,
mientras que
1 2

Asi,
|A+ B| # |A| + |B|.

El Teorema [3.9| proporciona la relacién que existe entre el determinante de una matriz invertible y el
de su inversa.

1

1|
=

Corolario 3.5. Si A es una matriz invertible entonces [A| # 0y |A~
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Demostracién. Como la matriz A es invertible entonces AA~! = I. Luego,
|[AAY =1 =1,

y por el Teorema (3.9
A4 = |l AT,

de donde
Al|[A7Y] = 1.
1
De la tltima igualdad se deduce que |[A] # 0y |A™!| = Tl O
020 0 —%+ 0
Ejemplo 3.14. La matriz A = | =5 0 0 | es invertible. Su inversa es A™! = % 00
0 0 1 0 01

1 1
(veriffquelo). Puede comprobarse que [A| =10 (£ 0) y que |[A™}] = 10 <|A|> -

El Corolario agrega un resultado a los del Teorema visto en el capitulo 2:

Teorema 3.10. Sea A una matriz A de n x n. Entonces las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1. |A] #0.

2. A es invertible.

3. Ax = b es consistente con tnica solucién para todo b € R"™.
4. Ax = 0 tiene unica solucién la trivial.

5. A tiene n posiciones pivote.

6. A es equivalente (por renglones) a la matriz identidad I.

Demostracion. Del Teorema [2.12]se sabe que 2., 3., 4., 5. y 6. son equivalentes. El Teorema [3.4] agrega
la equivalencia entre 1. y 2.

Por lo tanto, 1., 2., 3., 4., 5. y 6. son equivalentes.
O

De la equivalencia (1) < (4) se deduce el siguiente resultado importante en relacién a los sistemas
lineales cuadrados homogéneos:

El sistema lineal homogéneo cuadrado Ax = 0 tiene soluciones no triviales si y solo si |A| = 0.
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Ejemplo 3.15. Sean los sistemas homogéneos

2 — 3y + =z = 0 201 + 3x0 + x3 = 0
4z — 2z =0 vy ry — x93 + 2x3 = 0
3 — y — 3z = 0 1 + 4r9 — x3 = 0
2 -3 1
Dadoque | 4 0 —2 | = —26 # 0 entonces el primer sistema tiene Unica soluciébn t =y =2 =0
3 -1 =3
(solucién trivial).
2 3 1
En cambio | 1 -1 2 | = 0 por lo cual el segundo sistema tiene soluciones no triviales.«
1 4 -1

Ejercicios 3.2

Sin efectuar céalculos, explique por qué los siguientes determinantes son cero:

130 1 131 4 1 21 -4

) 290 5 b) 29 1 —1 ) 3 11 2
@ 120 4 131 4 11 01 o
2 3 0 -1 025 —1 0 2 1 —4

Calcule los siguientes determinantes de las siguientes matrices aplicando operaciones elementales
de renglon:

1 31 1 2 10 1 1 -1 0 O

a) 2 21 0 b) 0 -2 1 1 ¢) 2 3 4 0
-1 11 1 1 1 3 -1 1 11 1

0 2 2 -1 1 0 -2 —2 21 -1

3. Sea A una matriz cuadrada de orden n y k un niimero entero positivo. Teniendo en cuenta el
Teorema pruebe que

’Aﬁ‘:|Aﬁ.
Ademsds, demuestre que si A es invertible entonces

a7 = a1

Sea A una matriz cuadrada de orden 4 tal que det(A) = —3, y sean las matrices:

= B, obtenida de intercambiar el 1° y 3° renglon de A.

= (', obtenida de sumarle a la 3° columna de A, la 2° columna de A multiplicada por 5.
= D, obtenida multiplicando por —2 el 4° renglén de A.

s F=2A.

Material didactico de uso interno Mateu-Semitiel 95



CAPITULO 3. DETERMINANTES

Calcule los determinantes de las matrices: B, C, D, E, F' = (—A)E’7 G=2A"3y H=3A'B"1

a b c
Sea | d e f | = —2. Calcule los siguientes determinantes:
g h 1
a d g g h i
a) | b e h d| d e f
c f i —a —-b —c
a b c g 2a d
b) d e f e) | h 2b e
—2g —2h —2i i 2 f
3a 3b 3c a b c—2a
c) | 3d 3e 3f flld e f—2d
3g 3h 3t g h i—2g

Analice si las siguientes matrices son invertibles.

sas 23]

2 3 —1
by B=|1 4 0
02 1
2 00 0
1 =2 0 0
dC=\|4 34 o0
12 5 10
1 -1 1
d)D=|2 0 -3
4 -2 -1

7. Determine si existe algin valor de a de manera que la matriz A resulte invertible.

a —1 3 a —1 a
)] A= 2 1 a ) A=|1 -3 4
—2a 1 2 2 —a O

Sean A, B, C'y D matrices cuadradas de orden 4 tal que det(A) = —2, det(C) = 3, det(D) =0

y
2 -1 3 5
1 3 1 0
to—1
ABCT = 2 1 -1 4
1 0 -2 1

a) Determine si la matriz B es invertible.

b) Calcule, si es posible, los determinantes de las matrices: 2B, ABC, DA + DB, —A% y
(—34)%.
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Analice para qué valores de A el sistema lineal homogéneo

A=2)z—y = 0
THANYy—z =
—x—3y+A—-1)2z = 0

o

admite soluciones no triviales.

10. Sean A y B matrices cuadradas de orden n. Demuestre que:
a) det (AB) = det (BA).
b) |[AAY = |AP.

¢) Si B es invertible entonces det (B~ AB) = det (A).
d) [1A] A] = |4,

3.3. La inversa a través de la adjunta. La regla de Cramer

En esta seccién se vera cémo calcular la inversa de una matriz empleando determinantes. También
se desarrollard un método de resolucion de sistemas lineales cuadrados con matrices de coeficientes
invertibles.

Definicién (Matriz de cofactores y matriz adjunta). Dada una matriz A = [a;;] cuadrada de
orden n > 2. La matriz de cofactores de A, que se simboliza Cof(A), es la matriz cuadrada
de orden n cuyo elemento (7, j)-ésimo es el cofactor Cj; de la matriz A.

La matriz transpuesta de la matriz de cofactores de A es la matriz adjunta de A y se simboliza
Adj(A). Es decir:
Cnn Co ... Cn

C C .. C,
Adj(A) = (Cof(A))' = | = % :

Cln CQn Cnn

2 -3 1
Ejemplo 3.16. Sea la matriz A = | 4 0 —2 |. Los cofactores de A son: C11 = —2, C19 = 6,
3 —1 -3
Clg = —4, 021 = —10, 022 = —9, 023 = —7, C31 = 6, 032 =38 y 033 = 12, por lo cual
-2 6 —4 -2 —10 6
Cof(A)=| =10 =9 -7 | y Adj(4d)=| 6 -9 8.«
6 8 12 —4 =7 12

A continuacion se establece un resultado que nos permitird deducir un teorema aiin m&s importante
para obtener la inversa de una matriz:
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Lema 3.1. Sea A = [a;;] una matriz cuadrada de orden n.

n
1. Si h # k entonces Zahjij =0.
j=1

n
2. Sil # t entonces Z a;Cy = 0.
i=1

Esto es, la suma de los productos de los elementos de un renglén (o columna) de A por los
cofactores correspondientes a los elementos de otro renglén (o columna) de A es igual a cero.

Demostracion. Se probard 1. (similar demostracién para 2.).

Considere la matriz, B, que se obtiene de la matriz A al reemplazar el renglén &k por el renglén h:

aip a2 ... Qin
ap1 Ap2 ... QApn
B = :
@h1 @h2 .- Qhn | < renglén k
L Gnl Qp2 ... Gpp |

Dado que las matrices A y B difieren solo en el k-ésimo renglén, los cofactores correspondientes
a dicho renglon en la matriz A, Cg1, Cgo,..., Cikn, son iguales a los cofactores del k-ésimo renglén en
n

la matriz B. Luego la suma Z ap;C;j es el determinante de B (desarrollado por el k-ésimo renglén).
j=1
Como B tiene dos renglones iguales entonces su determinante es cero. Por lo tanto

Z ahjC’kj =0.
7j=1
0

Este lema es utilizado en la demostracién del teorema que sigue. Primero, veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.17. Sea la matriz A del ejemplo anterior. Observemos la matriz que se obtiene de hacer
el producto de la matriz A por su adjunta:

2 -3 1 —2 10 6 -26 0 0 100
AAdj(A) = |4 0 -2 6 -9 8 |= 0 —26 0 |=(-26){010]|=
3 -1 -3 —4 -7 12 0 0 —26 00 1
= (—26)I.

Puede verificarse facilmente que —26 es el determinante de la matriz A. Por lo tanto

A Adj(A) = |A|I. <
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Lo obtenido en el ejemplo anterior no es casual ya que se verifica para cualquier matriz cuadrada:

Teorema 3.11. Sea A = [a;;] una matriz cuadrada de orden n. Entonces

A Adj(A) = |A|T.

Demostracion. Sea D = [d;;] la matriz producto de A por su adjunta:

ail a2 ... Gy Cii Co1 ... Cn
asl az22 ... Qa2 012 022 C 2
D = A Adj(A) = " . "
anl An2 ... Gpn Cin Con ... Cun

Por definicién de producto de matrices:

dij = ailcﬂ + aiQCjQ + ...+ aijn. (3,4)

Sii = j la suma en (3.4]) es |A| (desarrollado por el i-ésimo renglén) y si i # j, por Lema la
suma en (3.4 es igual a 0, es decir

dij:{ |A] st i=j

0 sii#j "’
luego
Al 0 .. 0
0 4]
D = A Adj(A) = _ . = |A|I.
0 0 ... |4

El teorema anterior nos permite probar el siguiente importante resultado:

Adj(A).

1
Teorema 3.12. Si A es una matriz invertible entonces A~1 = m

Demostracion. De acuerdo al teorema anterior:
AAdj(A) = |A|T.
Premultiplicando por A~
Adj(A) = |A]| AL
Dado que A es invertible, [A] # 0 (Corolario [3.5)). Por lo tanto:

1_ 1

A7l =
4]

Adj(A).
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2 -3 1
Ejemplo 3.18. Considere la matriz A= | 4 0 —2 | del Ejemplo|3.16, Su adjunta es
3 -1 -3
-2 —-10 6
Adj(A) = 6 -9 8
-4 =7 12
Dado que |A| = —26 # 0, A es invertible. Su inversa es:
1 1 -2 —-10 6 1/13  5/13 -3/13
Al = Adi(4) = —5| 6 9 8= -3/13  9/26  —4/13 | .«
4] B -4 -7 12 2/13  7/26  —6/13

Nota: Para obtener la matriz Adj(A) se requiere calcular n? cofactores, es decir n? determinantes de
(n—1) x (n—1). Por ejemplo, si n = 10 hay que hallar 100 determinantes de orden 9 x 9 y esto lleva al
célculo de 8100 determinantes de 8 x 8, y asi siguiendo. Debido a esta cantidad de computos casi no se
usa el Teorema para el cdlculo de A~!, la reduccién de la matriz aumentada [A : I] sigue siendo
el método a elegir. Sin embargo, el teorema es muy util para demostrar propiedades de las inversas.
También para comprobar una férmula para la solucién de un sistema lineal cuadrado.

Fl siguiente teorema, denominado Regla de Cramer, es uno de los resultados méas conocidos en la
historia de la Matematica. Durante muchos anos fue fundamental en la ensenanza del Algebra y de
la teoria de ecuaciones. Aunque se usa muy poco en la actualidad, debido al gran nimero de calculos
requeridos, sigue siendo un resultado muy importante a los fines tedricos.

Teorema 3.13 (La regla de Cramer). Sea A una matriz cuadrada de orden n con deter-
minante distinto de cero. Entonces la tnica solucién del sistema lineal Ax = b estd dada
por

xl:@ 1,‘2:@ x :’An|

Al Al 4]
donde A; es la matriz que se obtiene al sustituir la i-ésima columna de A por el vector b. Es
decir, si en términos de sus columnas es A = [ a; as .. a, ] entonces
Alz[b az ... an], Agz[al b .. an], ey An:[al ag ... b]

Demostracion. Como |A| # 0 la matriz A es invertible. Por consiguiente Ax = b tiene la solucién

1
tinica: x = A~'b. Por Teorema [3.12} A~! = mAdj(A). Asi:

> Ciby
=1
Cii Cot o Cu [t .
. . 1 . . . . 1 n b
x=A""b= 7Ad_](A) b=— Cli Cgi Cm bz = m Z VA
: : : : J=1
| Cln CQn Cnn 1 L bn | n

> Cinb;
j=1 i
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Dado que las matrices A y A; difieren solo en la i-ésima columna, los cofactores correspondientes

a esta columna en la matriz A, Cy;, Co;,..., Cns, son iguales a los cofactores de la i-ésima columna en
la matriz A;. Por lo tanto, desarrollado por la i-ésima columna, es:

|Ail = b;Chi = Cjib;.
j=1 j=1

Asi, el vector solucién es:

4y T
1 :
— | 14,
X |A| | .1| )
[ |An] |
A A A
y en consecuencia la tnica solucién del sistema estd dada por z1 = Q = M |4

, Ty = yerey Ty = .
|Al Al 4]
2z -3y +z2=1
e — 22 =2 .
3r—y—32=0

Ejemplo 3.19. Sea el sistema lineal

2 -3 1
La matriz de coeficientes del sistemaes A= | 4 0 —2 | y como |A| = —26 # 0, el sistema
3 -1 -3
puede resolverse mediante la regla de Cramer. Se pueden verificar los siguientes resultados:
1 -3 1 2 1 1 2 -3 1
[Ail=12 0 —2|=-22, |A2]=|4 2 -2 |=-12 y |A3]=|4 0 2 |=—6.
0 -1 -3 3 0 -3 3 -1 0
Entonces la tnica solucién del sistema es
7\A1]7—227E 7\A2]7—127£ 27]143|7—673<
TJA T 26 13 YT A T S 13 A T —26 13

Ejercicios 3.3

Utilice la matriz adjunta para calcular la inversa, si existe, de cada una de las siguientes matrices:

o[ 3] TR
!
4

1 1 2 1 -1
c)C=|-2 -1 1
1 0

d) D=0 1 -1
1 -1 2

Cuando sea posible, aplique la regla de Cramer para resolver los siguientes sistemas de ecuaciones
lineales:
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2c —9y = 6
r+3y =7
= 0
+$2 —r3 = 1
—4x9 433 = 2
-y 43z = 1
-y +2z = 0
-2y +5z = -3
+xo +x3 = -5
d) Ty —xo 3 = —1
207 —x9 +3x3 = -3

3. Aplique la regla de Cramer para hallar la solucién del sistema lineal:

coslr—senfy = a
senf) x+cosy = b

Detemine el o los valores de a de manera que el sistema lineal

ary +x0 —x3 = 1
269 +2x3 = -1
axry —|—3$2 —XI3 = 0

se pueda resolver mediante la regla de Cramer.
5. Sea A una matriz cuadrada de orden n > 2. Pruebe los siguientes resutados:

a) A es invertible si y solo si Adj(A) es invertible.
b) JAdi(4)] = |4

6. Scilab. Sea A una matriz cuadrada. Para calcular el determinante de A se usa el comando
“det(A)” una vez ingresada la matriz A.

Sean las matrices

01 -1 23 3 0o -1 2 3
1 9 —1 02 - 1 9 —1 0.2
A= 1,1 8 1,3 32| ° B= 1,1 8 05 32
0 5 -1 9| . 0 5 -1 9
1 1 7
o2 -1 (1) 1 1 -1 0
1 -1 1 & 3 2 02 01
— 3 — ) )
¢ 0 —% ol » P 5 01 2 2
1 -2 5 -1 ] 1 -01 2 —05

a) Calcule los determinantes de cada una de las matrices dadas. ;Cuédles de esas matrices son
invertibles?.

b) Calcule: |A?|, |-3AB!|, |AB| - |CD|, |ABC|y |D72|.
0
¢) Aplique la regla de Cramer para resolver el sistema lineal Ax = b siendo b = 6;
0,1
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Capitulo 4

ESPACIOS VECTORIALES

4.1. Espacios vectoriales

En la seccién 2.1, se definié el conjunto R"”, las operaciones suma y multiplicacion por escalares y en
el Teorema se establecieron las propiedades fundamentales de dichas operaciones. Estas mismas
propiedades se cumplen en muchos otros contextos. Por ejemplo la suma y la multiplicacién por
escalares en el conjunto de las matrices de m x n (véase Teorema [2.2).

Se generalizara esta situacién para definir un nuevo concepto. Cualquier conjunto de objetos jun-
tamente con dos operaciones que satisfacen las mismas propiedades que la suma y multiplicaciéon por
escalares definidas en R" se denomina espacio vectorial.

Los espacios vectoriales son el corazén del Algebra Lineal y en este concepto se han sintetizado
varias aspectos fundamentales de la Matemadtica y otras disciplinas. La idea de dotar a ciertos conjuntos
con un tipo particular de estructura hizo posible la creaciéon de esta nocién matematica.
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Definicién (Espacio vectorial real). Sea V un conjunto y dos operaciones llamadas suma
y multiplicacién por escalar. La suma es una regla que asocia a cada par de elementos u, v
de V un objeto, u+ v, llamado suma de u y v. La multiplicacién por un escalar es una regla
que asocia a cada par compuesto por un escalar real £ y un elemento u de V un objeto, ku,
llamado producto de k£ por u.

El conjunto V juntamente con las dos operaciones conforman una estructura matematica
denominada espacio vectorial real si se verifican las diez propiedades siguientes llamadas
axiomas de un espacio vectorial:

S1) u+ v estd en V, para todo u, v en V.

So) u+v=v+u, para todo u, ven V.

S3) (u+v)+w=u+ (v+w), para todo u, v, w en V.

(S1)
(S2)
(Ss)
(S4) Existe un elemento distinguido, 0, en V tal que para cualquier u en V,

ut+0=0+u=nu.
(Ss5) Para cada u en V, existe un elemento —u en V tal que
u+(—u)=(—u)+u=0.

M;j) au estd en V, para todo u en V y todo a en R.

Ms) a(u+v) =au+ av, para todo u, ven Vy todo a en R.

(M)
(Ma)
(M3) (a+b)u = au+ bu, para todo u en V y todo a, b en R.
(My) a(bu) = (ab) u, para todo u en V y todo a, b en R.
(Ms)

Ms) 1u = u, para todo u en V.

A los elementos del conjunto V se los llama vectores. El elemento 0 se denomina vector cero, o
simplemente el cero del espacio vectorial, y —u se llama vector opuesto de u. Se puede demostrar
que en un espacio vectorial hay un tnico 0 y que cada vector u de V, tiene un dnico opuesto (véase
Ejercicio .

(S1) y (M) son las propiedades de cerradura para la suma y multiplicacién por escalares,
respectivamente. También se dice que el conjunto V es cerrado bajo dichas operaciones.

(S2) ¥ (S3) son las propiedades conmutativa y asociativa de la suma, respectivamente.
(M2) y (M3) son propiedades distributivas.

Debe observarse que en un espacio vectorial el conjunto de vectores V es no vacio ya que de acuerdo
a (S4) V debe contener, al menos, un elemento (el vector cero).

Si en la definicién anterior los escalares son niimeros complejos se tiene la definicion de espacio
vectorial complejo. En este texto todos los escalares que se utilizan son ntimeros reales, por lo tanto
en lo que sigue un espacio vectorial serd siempre un espacio vectorial real.

Debe tenerse presente que en la definicién no se especifica la naturaleza de los llamados vectores
ni la de las operaciones. Cualquier clase de objetos puede “servir” como vector. Para comprobar que
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un determinado conjunto V de objetos con dos operaciones, una entre elementos del conjunto (suma)
y otra entre un escalar y un elemento del conjunto (multiplicacién por escalar) es un espacio vectorial,
lo tinico que se requiere es que se satisfagan los 10 axiomas.

Para la verificacion de estos axiomas puede ser conveniente seguir el siguiente orden:

1. Verificar que ambas operaciones son cerradas en V: propiedades de cerradura (S1) y (M;y).
2. Determinar la existencia de un elemento que actiie como cero: axioma (S4).

3. Verificar la existencia de un elemento opuesto para cada elemento de V: axioma (Ss).

4. Comprobar la vigencia de los restantes axiomas.

Los ejemplos que siguen dan una idea de la diversidad de espacios vectoriales posibles. Los dos
primeros ejemplos son los modelos usados para tomar como axiomas, en la definiciéon de espacio
vectorial, las propiedades que verifican las operaciones habituales de suma y multiplicaciéon por un
escalar en dichos conjuntos.

Ejemplo 4.1. El espacio vectorial R (Casos especiales: R, R?, R3).

El conjunto V = R"™ con las operaciones habituales o estdndar de suma y multiplicacién por escalar
es un espacio vectorial. En efecto:

1. La suma de vectores y la multiplicacion por escalar habituales en R™ son, por definicién, opera-
ciones cerradas en R™ (véase la seccién 2.1). Por lo tanto se satisfacen (S1) y (My).

2. El vector cero de R™ es el cero de este espacio vectorial. Luego, se satisface (S4).
3. Para cada u de R", el vector —u es su vector opuesto. Por lo tanto se satisface (Ss).
4. Todos los restantes axiomas se cumplen de acuerdo al Teorema [2.1

Este espacio vectorial es el denominado espacio vectorial R” o simplemente el espacio R™. Debe
notarse que las operaciones estandar de suma y multiplicacién por escalar en el espacio vectorial R,
son las habituales suma y multiplicacién entre ntimeros reales. <

Ejemplo 4.2. El espacio vectorial M,,,,.

El conjunto V = M,,,,, de todas las matrices reales de m x n, con las operaciones estandar de suma y
multiplicacién por escalar es un espacio vectorial. En efecto:

1. La suma de matrices y la multiplicacién por escalar habituales en M,,, son, por definicién,
operaciones cerradas en M,,,, (véase la seccién 2.2). Por lo tanto se satisfacen (S1) y (My).

2. La matriz cero, Oy, xn, es el cero de este espacio vectorial. Luego, se satisface (S4).
3. Para cada matriz A de M,,, la matriz —A es su matriz opuesta. Por lo tanto se satisface (Ss).
4. Todos los restantes axiomas se cumplen de acuerdo al Teorema [2.2]

Este espacio vectorial es el denominado espacio vectorial M,,,, o simplemente el espacio M.

En este contexto, un “vector” es una matriz de m x n. En particular si m = n se denotara
simplemente M,,.«
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Ejemplo 4.3. El espacio vectorial P,,.

El conjunto V = P,, formado por el polinomio cero y todos los polinomios a coeficientes reales de grado
menor o igual a n, con las operaciones estandar de suma de polinomios y multiplicacién por escalar
es un espacio vectorial.

Un polinomio genérico en P, es de la forma
-1
p=ag+a1x+ ... +a_ 12" +a,z",

donde ag, a1, ..., a, son nimeros reales.
Las operaciones estandar de suma y multiplicacién por escalar estan definidas por:
Sip=ag+az+ ...+ apn_12" "+ apz™ y g=by+bx+ ...+ by_12"" + b,a"”, entonces:

La suma de py q es
p+q=(ao+bo) + (a1 +b1) a4 ..+ (-1 +bp1) 2" + (an + by) 2™
El producto de un escalar ¢ por el polinomio p es
cp = (cag) + (car) x + ... + (can—1) z" ' + (cay) 2"
1. La suma de dos polinomios de P,, es un polinomio de IP,, ya que p + ¢ es de la forma ¢y + cix +

cox® 4 ... 4 cpa™ donde ¢; = a; + b; es un ntmero real, para todo i = 0,1, ..., n.

También cp es un polinomio de P,, pues cp es de la forma dy + dix + dez® + ... + d,,z™ donde
d; = ca; es un numero real, para todo ¢ = 0,1, ..., n.

Por lo tanto se verifican (S1) y (My).

2. El polinomio cero, 0 = 0+ 0z + ... + 0™ es tal que p + 0 = 0 + p para todo p € P,,. En efecto,
p+0=(ay+0)+ (a1 +0)z+ ... + (ap +0) 2" = ap + a1 + ... + a,x™ = p. Similarmente,
0 + p = p. Luego, se satisface el axioma (Sy).

3. Es facilmente comprobable que para cada polinomio p = ag+ a1z + ... +anx™ en P, el polinomio
—p = (—ao) + (—a1) x + ... + (—ay) ™ es un polinomio en P, tal que p+ (—p) =0 = (—p) +p.
Por lo tanto se verifica el axioma (Ss).

4. Probaremos el axioma (Ms), dejando como ejercicio la prueba de los cinco restantes axiomas.

Sean a, b € Ry p=ag+ a1z + ... + apz™ un polinomio en P,. Debe probarse que es vilida la
siguiente igualdad: (a + b) p = ap + bp. En efecto:
(a+b)p= (a+b)(ag+arz+ ...+ apz") = [
((a+b)ag)+ ((a+bd)ar)z+ ...+ ((a+b)ay)x" = [Prop. distributiva cn E]
( [
[

Def. multiplicacién por escalar]

aap + bag) + (aay + bay) x + ... + (aay + ba,) 2" =

(aap + aarx + ... + aanz™) + (bag + bajz + ... + ba,z™) =
a(ap+arz+ ...+ apx™) +b(ag + a1z + ... + apa™) =

= ap+ bp.

Def. suma de polinomios]

Def. multiplicacién por escalar]

Este espacio vectorial es el denominado espacio vectorial P, o simplemente el espacio P,,.
En este contexto, un polinomio p = ag + a1x + ... + a,x™ es un vector de este espacio vectorial. <
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Actividad 4.1. Demuestre los axiomas (S2), (S3), (M2), (M4) y (Ms) del Ejemplo

Ejemplo 4.4. El espacio vectorial P.

El conjunto V = P formado por todos los polinomios a coeficientes reales, con las operaciones estandar
de suma de polinomios y multiplicacién por escalar, es un espacio vectorial.

Las operaciones estdndar de suma y multiplicacién por escalar estan definidas de la siguiente
manera: si p=ag+ a1x + ... + apz” vy ¢ = bg + b1x + ... + b,,x™ son dos polinomios de P entonces la
suma de p y q es:

p+q=(ao+bo)+ (a1 +b1)x+ ...+ (an+by)z" si m=n,

ptqg=p+q si m#n,

donde p’ = ag + a1z + ... + apz™ + ... + 0™~ + 02™, suponiendo m > n. El producto del escalar c
por el polinomio p es:
ep = (cag) + (car) z + ... + (cap) x".

Este espacio vectorial es el denominado espacio vectorial IP o simplemente el espacio P. «

Ejemplo 4.5. El espacio vectorial F (D).

El conjunto V = F (D) de todas las funciones reales definidas en D donde D es un subconjunto de R
(por ejemplo, un intervalo [a,b] o el propio R) con las operaciones estandar de suma de funciones y
multiplicacién por escalar, es un espacio vectorial.

Las operaciones estandar de suma y multiplicacién por escalar estdn definidas del siguiente modo:
si fy g son funciones de F (D):

La suma de f y g es la funciéon f + g tal que
(f+9)(z)=f(z)+g(z), paratodo z € D.
El producto de un escalar ¢ por la funcion f es la funcién cf tal que
(cf)(z) =cf(x), paratodo z€ D.

1. Las funciones f + g y ¢f son funciones reales ya que f(x) + g(z) y cf(z) son nimeros reales.
Ademds como f y g estdn definidas para todo x € D, también f 4+ g y cf estdn definidas en
D. Asi, ambas operaciones son cerradas en F (D) y por lo tanto se verifican los axiomas (S1) y

(Myp).

2. La funcién constante cero, O, cuya ley es O(z) = 0 para todo = € D, es el vector cero de este
espacio vectorial. Puede verificarse facilmente que f+ O = O + f = f para todo f en F (D). En
efecto para todo = € D,

(f +0) (x) = f(x) + O(x) = f(z) + 0 = f(=),

y similarmente
O+ f)(x) = f(x).

Por lo tanto, se satisface el axioma (S4).
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3. Es facilmente comprobable que si f es una funcién en F (D) entonces la funciéon —f cuya ley es

es una funcién en F (D) tal que f+ (—f) = (—f) + f = O. Luego, se satisface el axioma (Ss).
La verificacion de los restantes axiomas se deja como ejercicio.

Este espacio vectorial es el denominado espacio vectorial F(D) o simplemente el espacio F(D).
En este contexto, una funcién real definida en D es un vector de este espacio vectorial. <

Ejemplo 4.6. El espacio vectorial cero {0}.

Sea V = {a}, un conjunto que consta del inico objeto . Las tinicas operaciones suma y multiplicacién
por escalar que se pueden dar de modo que sean cerradas en V son las definidas por:

a+oa=aq,

ca = «, paratodo cé€R.

Claramente « es el vector cero y el opuesto de a es el mismo «. Los demés axiomas se verifican de
manera trivial. Por ejemplo: para probar el axioma (My), dado que cae = a para todo c¢, se tiene que
a(ba) = aa = a,

y también
(ab) a = a.
Luego, a (ba)) = (ab) a para todo a y b en R.

Los espacios vectoriales unitarios difieren solo en el inico objeto que constituye el conjunto V. Este
objeto es trivialmente el cero de dicho espacio. Por esta razén se denomina espacio vectorial cero a
todo espacio vectorial unitario y a su unico elemento se lo simboliza 0.«

Ejemplo 4.7. El conjunto formado por el polinomio cero y todos los polinomios a coeficientes reales
de grado 2, con las operaciones estandar de suma de polinomios y multiplicaciéon por escalar, no es un
espacio vectorial.

En efecto, la suma de dos polinomios de grado 2 no es necesariamente un polinomio de grado 2.
Por ejemplo: si p = 2+ 3z — 522 y ¢ = = + 522 entonces p 4+ ¢ = 2 + 42 que no es un polinomio de
grado 2. Por lo tanto no se satisface el axioma de cerradura de la suma. <«

Ejemplo 4.8. El conjunto R? con la suma habitual pero con la multiplicacién por escalar definida
por
¢(z,y) = (cz,0),

no es un espacio vectorial.

Si bien se satisfacen los primeros seis axiomas: (S1), (S2), (S3), (S4), (S5) ¥y (M1), ya que la suma
es la habitual en R? y la multiplicacién por escalar asi definida es cerrada, es ficilmente comprobable
que no se satisface el axioma (M;) ya que

1 (I‘,y) = (1$,0) = (.T,O),

y por lo tanto si y # 0 resulta 1 (x,y) # (z,y).<
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Nota: Es importante observar, como la definicién de espacio vectorial establece, que éste se compone
) )
de un conjunto V de “vectores”, un conjunto de escalares y dos operaciones con ciertas propiedades
)
especiales.

Un mismo conjunto V puede ser el conjunto de objetos de dos espacios vectoriales distintos, es
decir, bajo operaciones diferentes. Cuando no hay posibilidad de confusién, en todo lo que sigue, se
denotara simplemente con V a un espacio vectorial arbitrario.

De los axiomas de la definicién de espacio vectorial, se deducen las siguientes propiedades:

Teorema 4.1. Sean V un espacio vectorial, u un vector de V y ¢ un escalar. Entonces:

1. Ou=0 3. (-l)u=—u

2.c0=0 6u=20

4. Sicu =0 entonces ¢ =0

Demostracion. Se probara la propiedad 1. y quedara como ejercicio la prueba de las demés propiedades.
Sea u un vector de V. Como 0 + 0 = 0 entonces

ou = (0+0)u, (4.1)
y por el axioma (Ms)
(0+0)u = Ou+Ou. (4.2)
Luego, de y (4.2)) se tiene:
Ou+0u = Ou.

Por el axioma (S5), el vector Ou tiene un opuesto, —Ou. Al sumar este vector a los dos miembros
de la igualdad anterior se obtiene:

(Ou+0u) + (=O0u) = Ou+ (—Ou),
o bien por el axioma (S3):
Ou+ (Ou+ (—=0u)) = Ou+ (—0u),

por el axioma (S5):

y por el axioma (S4)

O]

Nota: Cabe la siguiente importante observacién: En un espacio vectorial real el conjunto V consta de
un nimero infinito de vectores o bien de un unico vector (véase Ejercicio [§)).
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Ejercicios 4.1

1. Demuestre lo enunciado en el Ejemplo
2. Demuestre los restantes axiomas del Ejemplo [4.5
3. Determine si el conjunto dado V' con las operaciones indicadas es un espacio vectorial.

V es el conjunto formado por todos los vectores de R? que tienen la tercera componente
cero (plano zy) con las operaciones habituales de suma y multiplicacién por escalar en R3.

V' es el conjunto de las matrices de 2 x 2 invertibles, con las operaciones habituales de suma
y multiplicacién por escalar definidas en M.

c) V es el conjunto de todos los polinomios a coeficientes reales con términos constantes no
negativos, con las operaciones de suma y multiplicacion por escalar habituales en P.

d) V es el conjunto R?, con la suma habitual pero con la mutiplicacién por escalar definida
por ¢(z,y) = (0,0).

e) V es el conjunto de todas las funciones reales derivables en R, con las operaciones de suma
y multiplicacién por escalar habituales en F (R).

4. Demuestre que en un espacio vectorial V, hay un tnico vector cero y para cada vector u de V,
hay un tnico opuesto.

5. Demuestre las restantes propiedades del Teorema [4.1

6. Sea V un espacio vectorial y u, v y w vectores de V. Demuestre que si u + w = v + w entonces
u=v.

7. Sea V un espacio vectorial, u y v vectores de V y a un escalar. Demuestre que si au = av
entonces a = 0, o bien u = v.

8. Demuestre que el Unico espacio vectorial que tiene un nimero finito de vectores es el espacio
vectorial cero. Es decir, todo espacio vectorial (con escalares reales) contiene infinitos vectores o
solo el vector cero.

4.2. Subespacios vectoriales

Puede verificarse (Ejercicio 3.a) de la seccién anterior) que el conjunto formado por todos los vectores
de R3 que tienen la tercera componente cero (plano zy) con la suma y multiplicacién por escalar
habituales, satisface los diez axiomas de un espacio vectorial. Asi el plano xy es un subconjunto de R?
que es, a su vez, un espacio vectorial respecto a las mismas operaciones del espacio vectorial R3. Se
dird que el plano zy es un subespacio del espacio R3.

Se tiene entonces la siguiente definicién:

Definicién (Subespacio vectorial). Sea V un espacio vectorial. Un subespacio vectorial, o
simplemente un subespacio de V es un subconjunto no vacio, W, de V que, con las mismas
operaciones de suma y multiplicacion por escalar definidas en V es, también, un espacio
vectorial.
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Ejemplo 4.9. Claramente P, es un subespacio del espacio P ya que P,, estd contenido en P y es un
espacio vectorial con las operaciones habituales de suma de polinomios y multiplicaciéon por escalar.«

Para probar que un conjunto W con dos operaciones, suma y multiplicacién por escalar, es un espacio
vectorial, se deben verificar los 10 axiomas de la definiciéon. Sin embargo, si W es parte de un conjunto
mayor V del que ya se sabe que es un espacio vectorial con esas mismas operaciones, entonces no es
necesario verificar ciertos axiomas para W porque se “heredan” de V. Por ejemplo no es necesario
verificar que u+v = v+ u (axioma (S2)) en W porque esto se cumple para todos los vectores en V y,
en consecuencia, para todos los vectores en W. Es facil ver que los otros axiomas “heredados” por W
son: (S3), (M), (Ms), (My) y (Ms). Por lo tanto para demostrar que un conjunto W es un subespacio
de un espacio vectorial V solo es necesario verificar los axiomas (S1), (S4), (S5) y (M), que son las
dos cerraduras, la existencia de un vector cero y la de los opuestos. El siguiente teorema hace ver que,
mas aun, se puede omitir la verificacién de los axiomas (S4) y (Ss).

Teorema 4.2 (Caracterizacién de un subespacio). Si W es un subconjunto no vacio de un
espacio vectorial V, entonces W es un subespacio de V si y solo si W es cerrado bajo la suma
y bajo la multiplicacién por escalar definidas en V. Es decir:

(a) Siuy v son vectores de W, entonces u + v estd en W.

(b) Si u es un vector de W y k es un numero real, entonces ku estd en W.

Demostracion. Si W es un subespacio de V entonces, por definiciéon de subespacio, se satisfacen todos
los axiomas de un espacio vectorial; en particular se cumplen los axiomas (S1) y (Mj), que son las
condiciones (a) y (b), respectivamente.

Reciprocamente: debe probarse que W es un subespacio de V sabiendo que se cumplen las condi-
ciones (a) y (b). Para ello, debe demostrarse que W satisface los 10 axiomas de espacio vectorial con
las operaciones suma y multiplicacién por escalar definidas en V.

Los axiomas (S1) y (M;) se satisfacen por hipdtesis ya que son las condiciones (a) y (b), respectiva-
mente. Los axiomas (S2), (S3), (Ma2), (Ms), (My) y (Ms) se satisfacen inmediatamente en W dado que
“se heredan” de V. Por lo tanto, para completar la demostracién basta con verificar que los axiomas
(S4) y (Ss) se satisfacen en W.

Sea u un vector cualquiera en W (W es no vacio). Por la condicién (b), tomando k = 0, el vector
Ou estd en W. Dado que u estd en V y V es un espacio vectorial, por la propiedad 1 del Teorema [4.1
resulta Ou = 0 (el cero de V). Luego, el 0 de V es un vector de W y como v+ 0 = v = 0 4 v para
todo v en W, resulta que el 0 de V es el vector cero de W. Por lo tanto el axioma (S4) se verifica en
W.

Dado cualquier vector u en W, por la condicién (b), (—1) u estd en W. Dado que u estd en Vy V
es un espacio vectorial, por la propiedad 3 del Teorema (=1)u = —u. Luego, para todo u en W,
—u estd en W y como u+ (—u) = 0 = (—u) + u, resulta que —u es el opuesto de u en W. De esta
forma, se ha probado que se satiface el axioma (S5) en W. O

La Figura representa lo que establece el teorema de caracterizacién de un subespacio:
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Figura 4.1: W es un subespacio de V

Un resultado inmediato de la definicién de subespacio vectorial es el siguiente:

Todo subespacio de un espacio vectorial V contiene al vector cero de V.

En efecto, si W es un subespacio de V entonces W es no vacio y es cerrado bajo la multiplicaciéon por
escalares, por lo tanto (como se probé en el teorema anterior), el vector cero de V estd en W.

Este hecho con frecuencia facilita ver que un cierto subconjunto de V no es un subespacio. Es decir,
un subconjunto de un espacio vectorial V que no contiene al vector cero no es un subespacio.

Por ejemplo, el subconjunto W de R3 formado por todos los puntos (z,y, z) de R que satisfacen
la ecuacién (un plano en el espacio):

z+2y—32+1=0,

no es un subespacio de R3. En efecto, el vector cero de R, 0 = (0,0, 0), no satisface la ecuacién.

Es claro que la existencia del vector cero en el conjunto W no es condicién suficiente para que W
sea un subespacio de V: jdeben verificarse las dos cerraduras en W!

Sea, por ejemplo, el subconjunto W de R? formado por todos los puntos (z,y) de R? tales que
2?2 —y?=0.
Es facil ver que el vector cero 0 = (0,0) de R? satisface la ecuacién, por lo que 0 estd en W. Pero

W no es cerrado bajo la suma. Si se consideran los elementos u = (1,—1) y v = (1,1) de W, su suma
u+v=(2,0) no es un elemento de W. Luego, W no es un subespacio de R2,

Ejemplo 4.10. Subespacios triviales y subespacios propios

En todo espacio vectorial V el subconjunto unitario {0}, es un subespacio de V, ya que en él se verifican
las dos cerraduras (a) y (b) del Teorema 0+0=0y kO =0 para todo k real.
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Es inmediato, por definicién de subespacio, que el propio V es un subespacio de si mismo.

Asi, todo espacio vectorial V contiene los subespacios {0} y V (que coinciden si V = {0}). Dichos
subespacios son los llamados subespacios triviales de V.

Si V # {0}, ademads de los subespacios triviales, hay otros subespacios mas interesantes que son
llamados subespacios propios de V.«

Nota: A menos que se indiquen otras operaciones, cuando se mencionen a los espacios vectoriales
R"™, P, P,,, M, 0 F(D) se entenderd que son los espacios vectoriales con respecto a las operaciones
habituales, como se definieron en la Seccién 4.1.

Ejemplo 4.11. Todo plano que contiene al origen es un subespacio de R3.

Sea W el conjunto de los puntos (x,y,2) de R? que satisfacen la ecuacién
ax +by+cz =0,

donde a, b y ¢ son constantes reales no todas cero.
Claramente W es un subconjunto no vacio de R? dado que por ejemplo 0 = (0,0,0) estd en W.

Por otro lado, sea un escalar k y dos puntos u = (z1,41,21) vy Vv = (22, y2, 22) del conjunto W, es
decir puntos que satisfacen la ecuacién ax + by + cz = 0. Para demostrar que W es cerrado bajo la
suma, se debe probar que u+ v = (z1 + x2,y1 + Y2, 21 + 22) estd en W. Dado que:

a(z1+z2)+b(y1+y2) +c(z1+22) = axi+axe+by +byz +cz1 +czo =
(azx1 + by + cz1) + (azxe + by + c22) =
= 04+0=0,

entonces u + v es un punto de W puesto que satisface la ecuacion del plano.

De manera similar para probar que W es cerrado bajo la multiplicacién por escalares, debe demos-
trarse que ku = (kx1, ky1, kz1) estd en W. Como:

a(kxi) +b(ky1) + c(kz1) = k (az1) + k (by1) + k (cz1) = k (az1 + by1 + cz1) = k(0) =0,

entonces ku satisface la ecuacién del plano y por lo tanto es un punto de W.

Asi, W es cerrado bajo la suma y la multiplicacion por escalares y por lo tanto es un subespacio
de R3. <

Actividad 4.2. Pruebe que toda recta en el espacio que contiene al origen de coordenadas es un
subespacio de R3.

Actividad 4.3. Pruebe que toda recta en el plano que contiene al origen de coordenadas es un
subespacio de R2.
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Ejemplo 4.12. El conjunto solucién de un sistema lineal homogéneo de m ecuaciones con
n incégnitas es un subespacio de R".

Se facilitard la demostracion utilizando la forma matricial del sistema, Ax = 0, donde A es la matriz
de m x n de coeficientes y x es el vector de incognitas.

Claramente, el conjunto solucién de Ax = 0 es no vacio ya que el vector 0 de R" es solucién del
sistema. Por otro lado, sean x1 y X3 soluciones de Ax = 0 y ¢ un escalar, es decir Ax; = 0y Axs = 0.
Entonces:

A(x)+x9) = Ax; + Axa =0+0=0,

lo que prueba que x1 + X2 es también solucién del sistema. Ademaés:
Al(exy) = c(Ax1) =c0 =0,

por lo que ¢x; es solucién del sistema. Se ha probado que el conjunto solucién de Ax = 0 es cerrado
bajo la suma y la multiplicaciéon por escalares y por lo tanto es un subespacio de R™.«

Actividad 4.4. ;Es el conjunto de soluciones de un sistema lineal consistente de m ecuaciones con n
incognitas, Ax = b con b # 0, un subespacio de R"?

Ejemplo 4.13. Sea V un espacio vectorial y u un vector fijo de V. Se mostrard que el conjunto W
de todos los multiplos escalares de u:

W= {cu:ceR}

es un subespacio de V.
En efecto, W no es vacio puesto que si ¢ = 0 entonces Ou = 0 es un elemento de W.

Por otro lado, sea k un escalar y dos vectores v y w del conjunto W es decir v =auy w = bu
con a y b en R. Para demostrar que W es cerrado bajo la suma, se debe probar que v + w estd en W.
Dado que:

v+w=au+bu=(a+b)u,

entonces v + w es un multiplo escalar de u. De manera similar para probar que W es cerrado bajo la
multiplicacién por escalar, debe demostrarse que kv esta en W. Como:

kv =k (au) = (ka) u,
entonces kv es un multiplo escalar de u. Asi, W es cerrado bajo la suma y la multiplicacién por
escalares, por lo cual es un subespacio de V.

Noétese que las rectas en el plano o en el espacio que contienen al origen de coordenadas, constituyen
un caso particular de este ejemplo para V = R? o R3, respectivamente. <

Ejemplo 4.14. Sea W el conjunto de los polinomios p = a + bx + cz? de Py tales que a + 2b = c. Se
mostrard que W es un subespacio de Ps.

Es facil ver que W es un subconjunto no vacio de Ps. Por ejemplo, el polinomio cero de P,
O = 0+ 0z + 022, pertenece a W ya que satisface la condicién requerida: 0 + 2(0) = 0. Otros
polinomios de W son, por ejemplo: 2 — 5z — 822 y 1 + z2.
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Por otro lado, sea k un escalar, y dos polinomios p = a; + bjx + 12 vy q=ag+ bax + cox? de

W, es decir polinomios tales que a1 + 2by = ¢1 y as + 2by = co. Para verificar si W es cerrado bajo la
suma, debe analizarse si el polinomio p+q = (a1 + az)+ (b1 + ba) z+ (1 + c) 22 satisface la condicién
requerida. Dado que:

(a1 +az) + 2 (b1 + b2) = a1 + ag + 2by + 2by = (a1 + 2b1) + (a2 + 2b2) = ¢1 + co,

se concluye que p + ¢ es un polinomio de W.

Ademas, debe verificarse que W es cerrado bajo la multiplicacién por escalares. Para ello, se debe
analizar si kp = (kay) + (kb1) x + (kc1) 22, es un polinomio de W. Como:

k:al + 2 (kﬁbl) =k (al + 2b1) = kcl,

entonces kp estd en W.

Se ha probado que el conjunto W es un subespacio de Py.«

a —=b 0

Ejemplo 4.15. W = {[ b0 24

} ta,b e R} es un subespacio de Ms.

En efecto, la matriz cero O de Ma3 estd en W (a = b = 0) por lo que W es un subconjunto no
vacio de Mas. Otras matrices de W son, por ejemplo:

2 —3 0 -3 -2 0
0 4 2 0 —2vV3 |
3 . . al —b1 O o [ an —bg 0 ,
Sean dos matrices A = [ by 0 2a ] y B = b 0 2a ] de W y un ndmero real k.
Entonces:
AL B = aq —b1 0 a9 —bQ 0 1 . aj + a9 —bl—bQ 0+0 .
o by 0 2a1 by 0 2a9 | o b1 + by 0+0 2a1 + 2a9 o
_ ai+az — (b1 + b2) 0
b1 + by 0 2(a1 +a2) ’

por lo que A + B tiene la forma de las matrices de W.
En cuanto a la multiplicaciéon por escalares,

 Tar = 0] [k(@) k(=b) k(©) ] [ka —(kb) 0
R = k[bi 0 2a1]_[k(bll) 5 (0) k(2a1)]_[kbi 0 2 (kay)

y por lo tanto kA es una matriz de W.

Luego, W es cerrado bajo la suma y la multiplicacién por escalares por lo cual es un subespacio
de M3.«

Ejemplo 4.16. El conjunto C|a,b] formado por todas las funciones reales continuas en el intervalo
cerrado [a, b], es un subespacio de F [a, b].

En efecto, la funcién constante cero, O, de F[a,b], O(x) = 0 para toda z € [a,b], es una funcién
continua. Por lo tanto, O es una funcién de C|a, b).
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Por otro lado, sean f y g funciones de Cla,b] y k un nimero real. Del Célculo se sabe que la suma
de funciones continuas en un conjunto es una funcién continua en dicho conjunto, por lo que f + g
estd en Cla,b).

Ademss, el producto de una constante k por una funncién continua f en un conjunto es una funcién
continua en dicho conjunto, de lo que se tiene que kf estd en Cla,b].

Asi, C|a,b] es cerrado bajo la suma y la multiplicacién por escalares por lo cual es un subespacio
de Fa,b]. «

Nota: Como se probé anteriormente, el conjunto
W= {(z,y) eR*: 2% —y* =0}

no es un subespacio de R2. Para ello, se mostré un par de elementos de W cuya suma no estd en W.

En general, para probar que un subconjunto W de un espacio vectorial V no es un subespacio de
V basta mostrar una de las siguientes:

= que el 0 de V no estd en W,

» un par de elementos u'y v de W cuya suma u + v no esté en W (no se cumple la cerradura de
W bajo la suma),

» un elemento u de W y un escalar k, cuyo producto ku no esté en W (no se cumple la cerradura

de W bajo la multiplicacién por escalares).

Los siguientes son ejemplos de subconjuntos de espacios vectoriales que no son subespacios:
Ejemplo 4.17. W = {A € M : det(A) = 0} no es un subespacio de M.

W no es cerrado bajo la suma. En efecto, para las matrices A = [ _; _; } y B= { ? ? } de
3 1

WesA+B:[_1 3

} y det(A+ B) = 10 # 0, por lo que A + B no estd en .«

Ejemplo 4.18. W = {a +br+cx’+dedePsy:d> O} no es un subespacio de Ps.

No se verifica la cerradura de W bajo la multiplicacién por escalares. En efecto, si se considera un
polinomio p con d > 0, por ejemplo, p = 1+ + 523 y un niimero k < 0, por ejemplo k = —2, entonces
el producto kp = (—2)p = —2 — 2z — 1023 no estd en W puesto que el coeficiente de 2% es negativo. <

Ejercicios 4.2

Determine si el conjunto W es un subespacio del espacio V indicado:

a) W es el conjunto de todos los puntos (z,y) de R? tal que y = 0; V = R2.
b) W es el conjunto de todos los puntos (z,y) de R? tal que zy = 0; V = R2.
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¢) W es el conjunto de todos los puntos (z,y, z) de R3 tal que » = y; V = R3.

d) W es el conjunto de todos los puntos (z,y, z) de R? tal que —z + 2y = z; V = R3.

e) W es el conjunto de todos los puntos (z,y, z) de R? tal que 22 + y? = z; V = R3.

f) W es el conjunto de todos los polinomios a + bx + cz? de Py tal que a +b+c = 0; V = Py.
g) W es el conjunto de todos los polinomios a + bx + cx? de Py tal que abe = 0; V = Py.

h) W es el conjunto de los polinomios de P3 de la forma a — azx + bz? — 2bx3, a,b € R; V = P3.

1) W es el conjunto de todas las matrices A de My tal que A es invertible; V = M.

a 0
b Za} con a,b € R; V =Mo,.

W es el conjunto de todas las matrices A de M, tal que A es simétrica; V = M,.
W ={X eM;y: AX = XA} donde A es una matriz fija de My; V = M.

W =D, es el conjunto de las matrices diagonales de orden n; V = M,,.

j) W es el conjunto de todas las matrices de My de la forma [

k
l

)
)
m)
n) W es el conjunto de todas las funciones polindmicas de R en R; V = F (R).

2. En el espacio F (R) considere los subconjuntos de funciones pares e impares de F (R):

Wy = {f:fl-2) = f(2)},
Wi = {f:f(-2)=—f(2)},

respectivamente. Pruebe que W), y W; son subespacios de F (R).

3. Considere el espacio C[a,b] de las funciones continuas en un intervalo cerrado [a, b]. Determine
si el subconjunto W es un subespacio de C'[a, b] siendo:

a) W es el conjunto de las funciones f de C|a,b] tal que f(a)f(b) < 0.
W es el conjunto de las funciones f de Cla,b] tal que f(a) = f(b).

W es el conjunto formado por las funciones derivables en [a, b].

d) W es el conjunto formado por las funciones integrables en [a, b].
b

a) W= {fe Cla,b] :/ f(z)dx:O}.
a

4. Sean U y W dos subespacios de un espacio vectorial V. Demuestre que U N'W es un subespacio
de V. ;UUW es un subespacio de V7.

4.3. Combinacién lineal y espacio generado

En la Seccién 2.1 se definié el concepto de combinacion lineal de vectores de R™. Se establecié que
una combinacién lineal de los vectores uy, uo,..., up de R”™ es un vector de R” de la forma

c1up + coug + ... + CcpUug,

donde c1, co,..., ¢ son escalares cualesquiera, llamados coeficientes de la combinacion lineal. Es posible
extender este concepto a un espacio vectorial cualquiera:
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Definicién (Combinacién lineal). Sea V un espacio vectorial. Una combinacién lineal de
los vectores uy, uo,..., u; de V es un vector de V de la forma

ciui + coug + ... + cpug,

donde c1, c2,..., c; son escalares cualesquiera, llamados coeficientes de la combinacion lineal.

Asi, un vector u de V es una combinacién lineal de ciertos vectores uy, us,..., ug de V si y solo si
existen escalares cq, co,..., ¢ tal que

u = cjuy + coug + ... + cpug.

1

} es combinacion lineal de los vectores e; = [ 0

Ejemplo 4.19. En el espacio R?, el vector u = [ _3

0 e 2 -3
y e = | | | Pero no es una combinacién lineal de los vectores vi = 0|V Vve= 0 .«

1 1
Ejemplo 4.20. En el espacio R3, u = | 2 | es combinacién lineal de los vectores vi = 1],
0 -1
-2 1 -1
Vg = 1 |,v3=| =3 | ywvy= 1 |. En el Ejemplo [2.4] se mostré que hay una infinidad de
5 -5 4

maneras de expresar al vector u como combinacién lineal de los vectores vi, vo, V3 y v4 .«

Ejemplo 4.21. En el espacio Py, sean los polinomios p =1+ 3z — 22, ¢t = 1 + x4+ 222, ¢o = 1 — 22
v q3 = 2 — x + 32%. Para determinar si p es una combinacién lineal de ¢1, g2 y ¢3, debe analizarse si
existen escalares c1, ca v c3 tales que

D = c1q1 + €22 + €3G3.
Esto es equivalente a estudiar la consistencia de la siguiente ecuacion en las variables y1, y2 v ys:

Y191 + Y292 + Y393 = p.

es decir
y1(1+x+2x2)+y2(1—x2)—|—y3(2—x+3x2):1+3x—x2.

Operando en el primer miembro se obtiene:
(y1 4 y2 +2y3) + (y1 — y3) @ + (2y1 — y2 + 3y3) 2° = 1 + 3z — 2,

y, por igualdad de polinomios, se llega al sistema lineal:

1ty 2y = 1
Y1 -y3 = 3
201 —y2 +3yz3 = -1
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El problema se reduce entonces a estudiar la consistencia de dicho sistema lineal. Aplicando elimi-
nacion gaussiana a la matriz aumentadas:

1 1 2 : 1 1 1 2 : 1 1 2 1
10 =1 : 3| R-mof |0 -1 -3 : 2| m-smom | 0 [-1] =3 : 2
2 -1 3 : -1 0 -3 -1 : -3 o o0 [8 : -9

Puede observarse que el sistema es consistente. Luego el polinomio p es combinacién lineal de los

polinomios ¢1, g2 v g3. Como el sistema tiene tnica solucién, y; = %5, Y2 = % Yy ys = —%, hay una
Unica manera de expresar al polinomio p como combinacién lineal de g1, g2 y g3. Los coeficientes de
la combinacién lineal son ¢; = 18—5, Cco = 18—1 y c3 = —%:

%(1—1—35—%2,@2)4—%1(1—952)—%(2—3:—1—33:2):1+3:v—x2.<

Ejemplo 4.22. En el espacio F (R), sean las funciones f, g y h definidas por f(z) = sen?z, g(z) = 3

y h(x) = cos? x, para todo z € R.
Puede comprobarse ficilmente que g = 3f + 3h. En efecto,

3f(z) + 3h(z) = 3sen®z + 3cos® x = 3 (sen® z + cos® z) = 3 = g(x),

para todo = € R. Asi, g es combinacién lineal de f y h.«

La nocién de combinacion lineal permite definir el siguiente importante concepto:

Definicién (Generado). Sea V un espacio vectorial y S = {uy, ug, ..., ux} un subconjunto
de V. El conjunto formado por todas las combinaciones lineales de los vectores up, us,..., ug
es un subconjunto de V llamado generado por S, y se lo denota gen(S):

gen(S) = gen {uy,ug, ..., ur} = {ciu; + coua + ... + cpuy : ¢1,¢9, ..., ¢ € R}
Asi, un vector v de V estd en gen(S) si y solo si existen escalares ca,..., ¢x tales que

vV =ciu; + coug + ... + cpug.

Observacion 4.1. A partir de esta definicién puede notarse que:

1. El vector O estd en gen(S). En efecto, el vector cero, 0, es combinacién lineal de cualquier
coleccién de vectores de V ya que una combinacién lineal que tiene todos sus coeficientes cero
déa como resultado el vector cero: 0 = OQuy + Oug + ... + Oug.

2. S C gen(S). En efecto, todo vector u; de S puede escribirse como combinacién lineal de los
vectores de S de la siguiente manera:

u; =0u; +0ug + ... + 0u;—1 + 1u; + 0uy41 + ... + Ouy.

Por lo tanto todo vector de S estd en gen(S). La Figura[d.2 muestra un diagrama de la situacion.
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\%

gen (S)

Figura 4.2: S C gen(S) C 'V

Ejemplo 4.23. En el espacio R?, sea el conjunto unitario S = {(1,2)}. El generado por S es el
conjunto

gen(S) = {c(1,2) : c€ R} = {(¢,2¢) : c € R}.

Nétese que éste es el conjunto de todos los miltiplos escalares del vector u = (1,2) que es un
subespacio de R? (Ejemplo [4.13). Geométricamente representa la recta en el plano que contiene al
origen de coordenadas y tiene la direccién de u como se observa en la Figura [1.3] <

gen {u}

e

Figura 4.3: Recta generada por el vector u

Ejemplo 4.24. En el espacio Ps, sea el conjunto S = {1 — 22, .CU} El generado por S es el conjunto

gen(S) = {cl (1 — a:2) +cox i cq,09 € ]R} = {61 +egr— ez’ ier, e € ]R},
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es decir son los polinomios de Py que tienen el coeficiente de z? opuesto al término constante (el
coeficiente de z es cualquier niimero real). Por ejemplo, 2+ z — 222, —5+ 3z + 522, —92 son polinomios
de gen(S) mientras que 3 + x + 322 no estd en gen(S). <

Ejemplo 4.25. En el espacio My, sean las matrices A = [ (1) _; ],B = [ L2 } yC = [ 0 2 ]

Por definicién,

1 3 1 2 0 2
gen{A,B,C} = {Cl|:0 _2:|+CQ|:_1 0:|+03[1 1:|201,CQ,63€R}—

_ c1+co  3c1 4+ 2co + 2c¢3 et e ca €R
- —co 4¢3 —2c1 + ¢, CELELES ‘

. b , . .
Entonces una matriz [ Z d ] estd en gen {A, B,C} siy solo si, existen escalares c1, co y c3 tales

que

c1+co  3c1+ 2co + 2c3 | a b
—co +c3 —2c1 + ¢, e d |

Esto conduce a estudiar la consistencia del sistema lineal:

X1 —+x9 = a
3r1 +2x9 4223 = b
—Ty +x3 = ¢
—2x1 +x3 = d
Aplicando eliminaciéon gaussiana a la matriz aumentada:
1 10 a 1 10 : a 1 1 0 : a
3 2 2 b . 0 -1 2 b—3a . 0 -1 2 : b—3a
0 -1 1 c 0o -1 1 : c 0 0 —1 : ¢c—b+3a
-2 01 d 0 21 d+ 2a 0 0 5 : d+2b—4a
1 1 0 : a
o 0 -1 2 : b—3a
0 0 -1 : c—b+3a

0 0 0 : d+5c—3b+1la
Este sistema es consistente si y solo si d + 5¢ — 3b+ 11a = 0. Por lo tanto, el espacio generado por
las matrices A, B y C esta formado por todas las matrices [ Z 2 ] de M, cuyos elementos satisfacen

la relacién d + 5¢ — 3b + 11a = 0. Entonces,

gen{A,B,C}—{[Z 2} 6M2:d-i~5c—3b+11a—0}.

Al tener explicitada la forma de los elementos de gen {A, B, C'} se puede determinar rdpidamente
3

si una matriz de My estd o no en dicho conjunto. Por ejemplo, la matriz D = [ 4 7

] estd en

gen {A, B,C'} mientras que E = [ 4l } no estd en gen{A, B,C'}.«

4 -1
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Por definicién, el conjunto gen(S) es un subconjunto de V. Si gen(S) = V entonces todo vector de V
es una combinacion lineal de los vectores de S. Al respecto se tiene:

Definicién (Conjunto Generador). Se dice que un conjunto S = {uj,ug,...,u;} de un
espacio vectorial V genera al espacio V si todo vector de V es combinacién lineal de los
vectores de S. Si S genera a V se dice que S es un generador de V, o que V estd generado
por S, o que los vectores uj, us, ..., ur generan a V.

La Figura [4.4) aclara este concepto:

= gen(S

QO

(b) S genera a 'V

(a) S no genera a V
(u €V pero u ¢ gen(S))

Figura 4.4: Conjunto generador

1 2 3 -2
Ejemplo 4.26. Sea el conjunto S = of{,({11],] 2], 4 del espacio R3.
0 0 1 5
Para determinar si S es un generador de R3, se debe analizar si todo vector b de R? es una
by
combinacién lineal de los vectores de S. Es decir, debe analizarse si cualquiera sea el vector b = | b
b3
de R3, la ecuacién
1 2 3 -2
1| 0O | +a2 | 1 | 4+23]| 2 | +24 4 | =b,
0 0 1 5

tiene solucién. Operando en el primer miembro y por igualdad de vectores se llega al sistema lineal

1 +2x0 +3r3 —214 b1
To +2x3 +4rs= by
I3 +5I’4 = bg
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El problema se reduce a estudiar la consistencia de este sistema. Es inmediato que es consistente,
y con infinitas soluciones, para todo by, by y bs. Luego, cualquier vector b de R?® puede escribirse como
combinacién lineal de los vectores de S (més ain, hay infinitas maneras de hacer ésto). Por lo tanto,
S genera a R® .«

Ejemplo 4.27. El conjunto S = {1 — 22 z} del Ejemplo no genera a Py. En efecto, gen(S) =
{c +br+ar?ePy:a= —c} que trivialmente no es todo Py.«

Ejemplo 4.28. El conjunto {A, B,C} de las matrices de My dadas en el Ejemplo no genera a
M. Como se vié en el ejemplo, la matriz E de My no esta en gen {A, B,C'}.«

Los siguientes son ejemplos de conjuntos generadores de los espacios vectoriales que se utilizan mas a
menudo:

Ejemplo 4.29. El conjunto {ej, es, e3} genera a R3.

En efecto, todo vector x = (x1,x2,x3) se puede escribir como combinacién lineal de los vectores
e, eo, e3 de la siguiente manera:

X = (acl, T2, xg) =2 (1, 0, 0) + X2 (O, 1,0) + x3 (0,0, 1) = x1€e1 + r2€e2 + I3e3. 4
Generalizando el ejemplo anterior se tiene:
Ejemplo 4.30. El conjunto {ej, ey, ...,e,} genera a R". <

Ejemplo 4.31. El conjunto {1, x, x2} genera a Po.

En efecto, todo polinomio p = a + bz + cx? de Py se puede escribir como combinacién lineal de los
polinomios 1, z, 2% de la siguiente manera:

p=a+br+ecr’=a(l)+b(z)+c(z?). <
Generalizando el ejemplo anterior:

Ejemplo 4.32. El conjunto {1,x,x2, ,x”} genera a P,.«

Ejemplo 4.33. El conjunto {E11, Ev2, E13, Ea1, E99, a3} genera a Mps, donde Ej; es la matriz de
0 01 }

2 x 3 que tiene un 1 en la posicién (i,7) y 0 en las otras posiciones, por ejemplo: Fy3 = [ 00 0

ailp a2 ag

a1 G2 a23
matrices F11, Fho, E13, Eo1, Foo, E23 de la siguiente manera:

o ail aiz2 ais o 1 0 0 010 0 1
A_[agl az a23:| _“11[000]+al2[000}+“13[0 0}+
w000 foo 0], f0o0 0]
21100 2101 0 B1lo 1|

= ankbi +aeBi2 + a13Fi3 + a1 Ea1 + aelag + azzFhs. <

En efecto, toda matriz A = ] se puede escribir como combinacién lineal de las

o O

[an}
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Generalizando este ejemplo:

Ejemplo 4.34. El conjunto {E11, E12, ..., E1n; Ea1, Eoa, ... Eops ...; Bty Ema, oo, By b genera a My,
donde E;; es la matriz de m x n que tiene un 1 en la posicién (7, ) y 0 en las otras posiciones. <

Teorema 4.3 (Espacio generado). Si S = {uj, uy,...,u;} es un subconjunto de un espacio
vectorial V entonces:

1. gen(S) es un subespacio de V. Se lo llama espacio generado por S.

2. gen(S) es el subespacio mas pequenio de V que contiene al conjunto S, en el sentido de
que cualquier otro subespacio de V que contenga a S debe contener a gen(.5).

Demostracion. 1. Noétese primero que gen(S) es un subconjunto no vacio de V ya que S C gen(S)
y S # (. Se aprobard ahora que gen(S) es cerrado bajo la suma y la multiplicacién por escalares.

Sean v y w vectores de gen(S). Luego, existen escalares c1, ¢, ...,cr y di,ds, ..., d; tal que

VvV = c1uj + cu2 + ... + CpUg,
w = diju +douy + ... + dpuy.
Entonces:
vV+w = (clul + coug + ... + ckuk) + (d1U1 + dzllg + ...+ dkuk) =

= (Cl + dl) u; + (CQ + dg) u + ... + (Ck + dk) ug,
por lo que v + w es combinacién lineal de los vectores de S y por lo tanto estd en gen(.S).
Por otro lado, la multiplicacién de un escalar a por el vector v es

av = a(ciuy + coug + ... + cpuy) =

= (ac1)u; + (ac2)ug + ... + (acy) ug,
por lo que av es combinacién lineal de los vectores de S y luego estd en gen(sS).

Asi, gen(S) es cerrado bajo la suma y multiplicacién por escalares y por lo tanto es un subespacio
de V.

2. Se sabe que gen(S) es un subespacio de V que contiene a S.

Sea W un subespacio de V que contenga a los vectores uy, us,..., ux de S. Dado que W es cerrado
bajo la suma y multiplicacion por escalares, entonces debe contener a todas las combinaciones
lineales cjuy + coug + ... + cxug. Por lo tanto W contiene a todos los vectores de gen(.S), es decir
gen(S) C W.

Luego, gen(S) es el subespacio “més pequeno” (en el sentido de inclusién) que contiene a S

(véase Figura [4.5)).
[
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Figura 4.5: S C gen(S) c W cCV

Con frecuencia se demuestra que un conjunto es un subespacio de un espacio vectorial V mostrando
que es el espacio generado por algin subconjunto de V. Los siguientes ejemplos muestran cémo utilizar
ésto:

Ejemplo 4.35. Sea W el conjunto de todos los vectores de R* de la forma (a + 2b,2b,a — b,b) donde
a y b son escalares arbritrarios, es decir

W ={(a+2b,2b,a —b,b) : a,b € R}.

Por definicién de suma y multiplicacién por escalares, un vector genérico de W puede expresarse
de la siguiente manera:

(a +2b,2b,a — b,b) = (a,0,a,0) + (2b,2b, —b,b) = a(1,0,1,0) + b(2,2,—1,1).
Entonces todo vector de W se escribe como combinacién lineal de los vectores u; = (1,0,1,0) y

us = (2,2,—1,1). Luego,
W = gen{uj,us},

y de acuerdo a la parte 1 del Teorema W es un subespacio de R*.«

Ejemplo 4.36. El conjunto

_ a+b c |
W—{[ b QQ]'a’b’CGR}

es un subespacio de Mly. En efecto, cualquier matriz de W puede expresarse como
a+b ¢ | 10 10 0 1
[—b 2a]_“[0 2]“)[—1 0]“[0 0}
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para cualesquiera a, b, c € R. Luego,
10 10 0 1
wsnflo 3] [ o]0 o]}

Teorema 4.4 (Reduccién de un conjunto generador). Sea S = {uj, ug, ..., u;} un subconjun-
to de un espacio vectorial V. Si un vector u; de S es una combinacion lineal de los restantes
vectores de S, entonces gen(S) = gen(S’), donde S’ es el conjunto que resulta de eliminar de
S el vector u;.

Demostracion. Sin perder generalidad, supongase que u es combinacion lineal de los restantes vectores
up, Ug,..., ug_1 de S. Es decir, existen escalares ¢y, ca,..., cp_1 tales que

up = ciuy + coug + ... + cp_qUp_1. (4.3)

Se tiene que probar que gen {uj, ug, ...,u;_1} = gen {uy, ug, ..., ux_1, ug }. Para ello debe verificarse
que todo vector de gen {uj,ug,...,u;_1} es un vector de gen {uy, ug, ..., ux_1,u} y reciprocamente.

Por un lado, cualquier vector de gen{uj,ug,...,ux_1} es un vector de gen{uj,ug,...,ux_1,u;}
(;por qué?).
Por otra parte, si x es un vector de gen {ul, ug, ..., Ug_1, uk}, entonces

X =djuy + dous + ... + dp_qup_q + diug,

para ciertos escalares di, da,..., dg_1, d.

Sustituyendo en esta tultima igualdad, la expresién para uy dada en (4.3):

X = diuy+dous + ... +dp_1up_1 + di (clul +coug + ... + Ckflukfl) =
= (d1+dgcr)wg + (do + dipco) ug + ... + (dp—1 + dpcr—1) Up—1.
Entonces, x es combinacién lineal de los vectores up, us,..., up_1 y por lo tanto x estd en
gen {uj,ug, ..., ux_1}. O

Ejemplo 4.37. Los conjuntos S = {1 +ax, -1+ —|—CL‘2} y S = {1 +x,—1 —{—x2} generan el
mismo subespacio de Py. En efecto, el tltimo polinomio de S es la suma de los dos primeros. <

Ejercicios 4.3

1. Indique si el vector u puede expresarse como una combinacion lineal de los vectores uy, us, us,
uy v us de R*. En caso afirmativo, exhiba alguna de estas combinaciones.

2 -1 1 2 0 3
a) u= ) u = 0 uy = -1 uz = 1 w = 4 us = 1
70’ 4 |’ 1|’ 0’ 1|’ -2
3 1 0 0 1 2
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[ —4 ] [0 1 0 2 1
ll— 1 u] = 1 112|: 1 us = 1 uy = 1 U5 = 1
3|’ -1 |’ -1’ 0|’ -1’ 1
| 0| 3 0 1 3 1
1 [ 1 1 1 0 1
c) u= -1 u; = 2 ugs = 1 us = ! uy = 2 us = -1
1]’ 3|’ 01’ 1| 1| 1
| —1 | | 0 1 1 0 1

Sean los polinomios p; = 1 + 3z — 2%, po = —32 + 222, p3 = 2® y py = 4 — 2? de Py. ;Es py
combinacién lineal de los polinomios

a) pi, p2y p3? b) p1y p2? ) p2y p3?

Determine valores de a, b y ¢ de modo que la matriz

a+b a+2c
A= —4 10
11 2a — b
1 2 0 -1 1 1
sea combinacion lineal de las matrices Ay = | —1 2 |, A, =10 1 | yA3=|1 0
1 0 2 -1 0 2

Describa geométricamente el subespacio generado por los vectores u; = (—1,0,3), uy = (0,1, —1)
y uz = (—2,3,3) de R3.

Explicite el espacio generado por las matrices A = { _11 (1) ] y B= [ g _2 4 } de M. Indique

tres matrices de My que estén en gen {A, B} y tres que no pertenezcan a dicho conjunto.
6. Sean los polinomios py =1 -2z + 2%, pp =2 — 2%, p3=2—-32+222 yps =2 — x — 22 de Py.

(Estd py en el gen {p1,p2, p3}?

b) (Esté psy en el gen {p1,pa}?
c) Demuestre que gen {p1,p27p3} = Ps.

d) Demuestre que gen {p1,p2,p3,ps} = gen {p1,p2, 3}

Indique si el conjunto:
a) {(1,1,2),(3,—1,4),(0,1,3)} genera al espacio R3.

1 2 1 0
b) -11|,10],] =11],]0 genera a R3.
3 4 5 3

c) {1 +x,—3+$2} genera a P.
d) {1,1+:L‘,1+:n+:1:2,1—|—a:+x2—|—x3,3—a:3} genera a Ps.

e) {F11, Eaa, E33} genera al espacio D3 de las matrices diagonales de orden 3.
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R R

8. Halle, si existen, el o lo valores de a de modo que el conjunto S = {a, 1+azx,—x+ axz}, genere
al espacio PPs.

9. Complete la demostracién del Teorema “cualquier vector de gen{uj,ug,...,ur_1} es un
vector de gen {uy, ug,...,ux_1, ug}”

En cada item, pruebe que W es un subespacio del espacio vectorial V que se indica mostrando
un conjunto generador de W.

a) W=1{(2a,0,b,—a —3b+c):a,bcecR}; V=R

b) W es el conjunto solucién de la ecuacién x; — xo + x5 — x4 + 325 = 0; V = IR5.
¢) W={a—bz+ (a+b)z?:abeR}; V=P
) W

) W

d ={2a+bcosz :a,b e R}; V=FR).

{[ 2a b+c} ZCL,b,CER};V:Mg.
—c 0

e
Indique si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifique su respuesta:
a) Dos vectores distintos de R? generan R2.

b)

c)

d) gen{u,v,w} = gen{u,u+ v,u+ v+ w}, para cualesquiera vectores u, vy w de un espa-
cio vectorial V.

M3 puede ser generado por 10 matrices de 3 x 3.

Tres vectores distintos de cero de R3 generan R3.

4.4. Independencia lineal
Se sabe de la seccién anterior que un espacio vectorial V esta generado por un conjunto S = {uy, ug, ..., ug}
si cada vector de V es una combinacién lineal de los vectores uj, us,...,uy.

Es posible estudiar un espacio vectorial V conociendo primero los vectores de un conjunto gene-
rador S y luego extendiendo los resultados al resto de los vectores de V. Conviene entonces que el
conjunto generador sea lo més pequeno posible. El problema de encontrar los conjunto generadores
“mas pequenos” depende de la nocién de independencia lineal.

Si S ={uj,ug,...,u;} es un conjunto de vectores de un espacio vectorial V entonces la ecuacién
riuy + xoug + ... + xpu = 0,
tiene siempre la solucién trivial
r1=0,20 =0,...,2p =0,
pero puede tener ademas otras soluciones.

Por ejemplo, en el conjunto S = {uy, u, uz} del espacio R? donde u; = (1,3, 1) , us = (0,1, —2)
y ug = (1,0, 5), el vector u; puede expresarse como una combinacién lineal de los otros dos vectores
de S de la siguiente manera:
u; = 3ug + us,
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o en forma equivalente
(Dur + (=3)uz + (—1)uz = 0.

Por lo tanto, la ecuacién
r1u; + x2us + z3u3 = 0,

admite como solucién, entre otras, a 1 =1, x0 = -3 y 3 = —1.
En cambio, para el conjunto H = {vy,vs,v3} del espacio R? donde v; = (1,1,1), vo = (1,1,0) y
ug = (1,0,0), si se resuelve la ecuacién
T1V] + 22vo + 23V3 = 0,
es decir
(x1 + x9 + T3, T2 + X3, 1’3) = (0, 0, 0) ,
se encuentra una dnica solucién: 1 =0, 22 = 0y 23 = 0 (la trivial).

En general se tiene la siguiente, muy importante, definicion:

Definicién (Dependencia e independencia lineal). Sea V un espacio vectorial y
S ={uj,uy,...,u;} un subconjunto de V. El conjunto S es linealmente independiente si la
ecuacion

Tiu] + Tous + ... + xpu =0 (4.4)

tiene dnica solucién: 1 =0, zg =0, ..., x = 0 (la trivial).

Si por el contrario, la ecuacién (4.4) admite otras (infinitas) soluciones, el conjunto S es
linealmente dependiente.

De la definicion anterior surge que:

El conjunto S es linealmente dependiente si y solo si existen escalares ci, ca,..., ¢k, no todos ceros,
tales que ciuy + coug + ... + cpug = 0.

En cambio, S es linealmente independiente si y solo si la tinica manera de obtener al vector cero
como combinacién lineal de los vectores de S, es la trivial. Es decir, si cju; + cous + ... + cgup, = 0
necesariamente ¢; = 0, co = 0,..., ¢, = 0 (todos los coeficientes cero).

Retomando los ejemplos introductorios, S = {(1,3,-1),(0,1,-2),(1,0,5)} es un conjunto lineal-
mente dependiente en R, mientras que el conjunto H = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} es linealmente
independiente.

1 0 2
. . -2 1 1 .4 . .
Ejemplo 4.38. Sea el conjunto S = ol 211711 del espacio R*. Para determinar si
1 0 1
S es linealmente dependiente o linealmente independiente, se debe analizar si la ecuacién
1 0 2 0
-2 n 1 n 11 10
1 0 1 0
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tiene tnica solucién (la trivial) o infinitas soluciones, lo cual es equivalente a determinar si el sistema
lineal homogéneo:

T +x3 = 0
—2x1 +x2 t+w3 = 0
—x9 423 = 0

T +x3 = 0

tiene solo la solucién trivial o tiene infinitas soluciones.

Es facilmente comprobable que el sistema tiene solo la solucién trivial 1 = 29 = x3 = 0, y por lo
tanto S es linealmente independiente. <

Ejemplo 4.39. El conjunto S = {1 — 2,2+ 22,1 -3z — x2} del espacio Py es linealmente depen-
diente. En efecto, al plantear la ecuacién en las incégnitas ¢y, co v c3:

caa(l—z)+c (2+x2) + c3 (1*3%*562) =0,
operando en el primer miembro se obtiene
(c14 2¢2 + e3) + (—¢1 — 3¢3) z + (cg — ¢3) 2% = 0 + 0x + 022

Por igualdad de polinomios la ecuacion es equivalente al siguiente sistema lineal homogéneo

c1 +2c2 +ecz = 0
—C1 —363 = 0
Co —C3 = 0

Como la matriz, A, de coeficientes es cuadrada puede determinarse si el sistema tiene Unica o
infinitas soluciones por medio del determinante de la misma (Teorema . Répidamente se obtiene
|A] = 0, por lo tanto el sistema tiene soluciones no triviales lo que prueba que S es linealmente
dependiente. <

Los siguientes son ejemplos de conjuntos linealmente independientes de los espacios vectoriales que se
encuentran mas a menudo:

Ejemplo 4.40. El conjunto {e, ez, e3} de R? es linealmente independiente.

En efecto, dada la ecuacién
r1€e1 + o€y + x3e3 = 0,

es decir
x1(1,0,0) + 22 (0,1,0) + 23 (0,0,1) = (0,0,0),

operando en el primer miembro se tiene
(21,22, 23) = (0,0,0),

y por igualdad de vectores, la inica solucién es 1 = x9 = x3 = 0.4
Generalizando el resultado anterior:

Ejemplo 4.41. El conjunto {ej, ey, ...,e,} de R" es linealmente independiente. <
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Ejemplo 4.42. El conjunto {1, x, x2} de P, es linealmente independiente.

En efecto,
c1(l)+ca(z)+ e (x2) =0=0+0z+ 022,

y por igualdad de polinomios, la tnica solucién es ¢; = co = c3 = 0.4
Generalizando este resultado:
Ejemplo 4.43. El conjunto {1, x, 22, ..., x”} de P, es linealmente independiente. <

Ejemplo 4.44. El conjunto {E11, E1a, Eo1, E92, E31, E32} de Mg es linealmente independiente.

En efecto, la ecuacién

T1E11 + 2o B2 + x3F21 + 2499 + 25531 + x6E32 = O,

queda
10 0 1 00 00 00 0 0 0 0

z1| 0 O f[4+22] 0 O|4+23]| 1 O0|4+x4]0 1 ]|4+25]0 0] +264] 0 0| =1]0 01,
0 0 0 0 0 0 00 10 01 00

y operando en el primer miembro se obtiene

r1 I2 0 0
3 x4 [ =10 0
5 Tg 0 0

Por igualdad de matrices, necesariamente x1 = 29 = 23 =24 = x5 = ¢ = 0.4
Facilmente puede generalizarse este resultado:

Ejemplo 4.45. El conjunto {EH, Elg, ceey Eln; Egl, EQQ, ceey Egn; ceey Eml; EmQ, ceny Emn} de an es li-
nealmente independiente. <«

El término linealmente dependiente sugiere que los vectores “dependen” entre ellos de alguna manera.
El conjunto S = {(1,3,-1),(0,1,-2),(1,0,5)}, dado en el ejemplo introductorio, es un conjunto
linealmente dependiente en R3. Se mostré que, por ejemplo, el vector u; = (1,3, —1) es combinacién
lineal de los otros dos vectores de S.

Al respecto, vale el siguiente teorema:

Teorema 4.5. Un conjunto S = {uy, ug,...,ux} (k> 2) de un espacio vectorial V es lineal-
mente dependiente si y solo si al menos uno de los vectores de S puede expresarse como
combinacién lineal de los restantes vectores de S.
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Demostracion. Si el conjunto S = {uj,ug,...,ux_1ux} es linealmente dependiente, entonces existen
escalares ¢y, co,...,cp_1,Ck, N0 todos ceros, tales que

ciuy +coug + ... +cp_1ugp_1 + cgug = 0.

Sin pérdida de generalidad, supongase ¢ # 0, y despejando uy de la expresion anterior se tiene

C C Cl—
up = <—1> u + (—2> us + ... + (—kl> ug_1,
Ck Ck Ck

por lo que uy resulta combinacién lineal de los restantes vectores, uj, ug,...,ux_1, de S.

Reciprocamente, supongase que un vector de S es combinacion lineal de los restantes vectores de
S. Sin pérdida de generalidad, sea ug combinacion lineal de uj,uo,...,u;_1. Es decir, existen escalares
di, da,..., dr_1 tal que
u = djuy +doug + ... + dg_1ug_1,

lo que es equivalente a
diuy + doug + ... + di_qup_1 + (—1)uk =0.

Esta dltima relacién muestra que se puede obtener el vector cero como una combinacion lineal de
los vectores de S con no todos los coeficientes cero (el coeficiente que acompana a uy es —1). Luego,
S es linealmente dependiente. O

Nota: Dado un conjunto S = {uj, ug, ..., u;} de un espacio vectorial V se puede decir indistintamente
que S es linealmente dependiente (independiente) o que los vectores uj, ug,..., ug son linealmente
dependientes (independientes).

: : . (1 -1 Jo0 2 11
Ejemplo 4.46. En el espacio My, las matrices A = [ 5 0 ], B = [ 3 0 ], C = [ 50 ] y

4 1
escribir como combinacién lineal de A, B y D. En efecto:

D = [ 3 8 } son linealmente dependientes. Es facilmente comprobable que la matriz C' se puede

C=A+B=(1)A+(1)B+(0)D

Observe que la matriz D no es combinacién lineal de las restantes matrices, esto no contradice al
teorema anterior (Teorema [4.5]). Dicho teorema no dice que cada vector de un conjunto linealmente
dependiente debe ser combinacion lineal de los restantes sino que al menos uno de ellos debe serlo. <

El Teorema tiene un corolario que proporciona una prueba muy simple para determinar si dos
vectores de un espacio vectorial son linealmente dependientes o no.

Corolario 4.1. Sean u y v dos vectores distintos de un espacio vectorial V. Entonces uy v
son linealmente dependientes si y solo uno de ellos es un miltiplo escalar del otro.

Demostracion. De acuerdo al Teorema el conjunto S = {u, v} es linealmente dependiente si y
solo si uno de los vectores de S es combinacién lineal del otro. Esto es: u = ¢v 6 v = du, para algunos
escalares c y d. O
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2 z
gen(S) gen(S)
Vo ,—" ¢"‘
/' V2 "
—” 0 y V] 0 y
(a) S = {vi,va} (b) S = {vi1,va}

es linealmente dependiente es linealmente dependiente

Figura 4.6: Dos vectores en R? linealmente dependientes

z
V2
Vi
0 Y

Figura 4.7: Dos vectores v y vo de R? linealmente independientes

Ejemplo 4.47. Se deduce del corolario anterior que dos vectores en R? o en R? son linealmente
dependientes si y solo si estan sobre la misma recta que pasa por el origen. Observe las Figuras y

17«

Actividad 4.5. Justifique que el espacio generado por dos vectores distintos cualesquiera en R? es
un plano que pasa por el origen o una recta que pasa por el origen.
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Ejemplo 4.48. Los polinomios p = 3—2z2 y ¢ = —6+422 del espacio P son linealmente dependientes
dado que ¢ = —2p (6 p = —%q)A

En el siguiente teorema se agregan otros importantes criterios para determinar la dependencia o
independencia lineal de un subconjunto de un espacio vectorial. Queda como ejercicio la demostracion
del mismo:

Teorema 4.6. Sea S un subconjunto finito no vacio de un espacio vectorial V.

1. Si S es un conjunto unitario, es decir S = {u}, entonces S es linealmente independiente
si y solo si u # 0.

2. Si S contiene al vector cero, entonces S es linealmente dependiente.

3. Si S es linealmente independiente entonces todo subconjnunto no vacio de S es lineal-
mente independiente.

4. Si S es linealmente dependiente entonces todo conjunto que lo contiene es linealmente
dependiente.

Ejemplo 4.49. De acuerdo a la parte 4. del Teorema el conjunto
3 1 1 2 -1 5 2 4
0 4(’l0 01|’ -9 8|0 0

del espacio My es linealmente dependiente ya que contiene al conjunto S = {[ (1) g } , [ g 3 } }

que es linealmente dependiente puesto que una de las matrices es mutiplo escalar de la otra. «

Ejercicios 4.4

Para cada conjunto S del espacio vectorial V indicado, determine si es linealmente independiente
o linealmente dependiente:
a) S={(1,-1),(2,0),(2,1)}, V=R~
b) S=1{(1,-1,3),(2,0,—5),(0,1,1)}, V=R3.
¢) S=1{(0,0,-1,2),(2,2,-5,1),(4,4,-21,5)}, V=R%L
d) S= {1+$+$2,3$2,—5+I}, V = Ps.
e) S= {1:3,1 —3x2,2+:p}, V="P

pa-{ 2 L 3 v

110 000 10 1 2 1 1
9)5_{[—1 0 2]’[0 3 1]’[1 0 —1]’[1 0 0}}’V_M23‘
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h) S ={e*, e * coshz}, V=F(R).
i) S={e* e}, V=F(R).

Determine para qué valores de a y b el subconjunto {1 + azx + az?,1 + bx + bx?, xQ} del espacio
P, es linealmente independiente.

Indique si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifique su respuesta:

a) Dos vectores distintos de un espacio vectorial son linealmente independientes.

b) Si{ui,uz,us} es un conjunto linealmente independiente en un espacio vectorial V, entonces
también lo es el conjunto {u; + 2uz, u; + uy + us, —us}.

¢) Si tanto {u,v} como {v,w} son conjuntos linealmente independientes de un espacio vec-
torial V, entonces {u, w} es también linealmente independiente.

Demuestre el Teorema
En cada ftem, dé un ejemplo de un subconjunto S de R* tal que

a) contenga exactamente dos elementos y sea linealmente dependiente.

S

contenga exactamente dos elementos y sea linealmente independiente.

SN eY

)
)
) contenga exactamente tres elementos y sea linealmente independiente.
) contenga exactamente cuatro elementos y sea linealmente dependiente.
)

e) contenga exactamente cuatro elementos y sea linealmente independiente.
6. Repita el ejercicio anterior para subconjuntos S de Py.

4.5. Base y dimension

Por lo comiin se concibe a una recta como un espacio unidimensional, a un plano como uno bidimen-
sional y al espacio que lo rodea como a uno tridimensional.

En lo que sigue se precisara esta nocién intuitiva de dimensién:

Definicién (Base). Sea V un espacio vectorial distinto del espacio cero y S un subconjunto
finito no vacio de V. El conjunto S es una base de V si

1. S es linealmente independiente,

2. S genera a V.

Ejemplo 4.50. En el Ejemplo se demostré que S = {ej,e2,e3} es un conjunto linealmente
independiente en R3. Ademas, en el Ejemplo se prob6 que S es un generador de R3. Por lo tanto,
S es una base. Esta base se conoce como la base estandar de R?.«
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Ejemplo 4.51. Base estandar de R"

El conjunto S = {ej,es,...,e,} es una base de R™. En los ejemplos y se mostré que
S es un conjunto generador y linealmente independiente de R™. Esta base es conocida como la base
estandar, o canonica, de R™.

Como caso especial, en el espacio vectorial R, el conjunto unitario S = {1} es trivialmente lineal-
mente independiente y como para todo z € R, x = z(1), entonces S es un conjunto generador de R.
Luego, S es una base de R, la base estandar o candnica de R.«

Ejemplo 4.52. El conjunto S = {1,x,x2} es una base del espacio Py. Se mostré en los ejemplos
y que S es un conjunto generador linealmente independiente en Py. Esta base es la base
estandar del espacio vectorial Py.«

Ejemplo 4.53. Base estandar de P,

El conjunto S = {1, x,x2, ..., x”} es una base de P,. Se mostré que S es un conjunto generador y
linealmente independiente en PP, en los ejemplos [£.43] y [£.31] Esta base es la llamada base estdndar o
canonica de IP,,.«

Ejemplo 4.54. Base estandar de M,,,

El conjunto S = {E11, Era, ..., E1p; Eo1, E22, ..., Eon; o.; B, Ema, ..., Epp b es una base del espacio
M, . Se vi6 en los ejemplos y que es un conjunto generador linealmente independiente de
M,,..,. Essta base es la llamada base estdndar o candnica del espacio M, .«

Ejemplo 4.55 (Una base de R3 que no es la estdndar). El conjunto S = {uj,uz,u3} donde u; =
(1,2,1), ug = (—2,3,0) y uz = (3,3,2) es una base de R3.

Debe comprobarse que S genera a R3 y que es linealmente independiente.

Para demostrar que S genera a R3, debe probarse que todo vector b de R3 es combinacién lineal
de los vectores de S. Es decir, debe mostrarse que cualquiera sea el vector b = (by, by, b3) de R?, la
ecuacion

xr1u + x2uz + w3u3 = b,

tiene solucién.

Reemplazando, la ecuacion anterior es
X1 (1, 2, 1) + Z9 (—2, 3, 0) + x3 (3, 3, 2) = (bl, ba, b3) ,

y operando en el primer miembro e igualando las correspondientes componentes se obtiene el sistema
lineal

I —2%2 +3I‘3 = b1
2x1 +3x2 +3x3 = by
T +2x3 = b3

el cual debe ser consistente cualesquiera sean by, by y bs.

Para demostrar que S es linealmente independiente es necesario probar que la tinica solucion de la
ecuacion
r1u] + xoug + x3uz = 0,
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o bien
T (1a 2a ]-) + 22 (_27?” 0) + x3 (35 37 2) = (07 070) )

es la trivial: x1 = x9 = x3 = 0. La verificacion de la independencia lineal se reduce a demostrar que el
sistema homogéneo:
r1 —2x9 +3zx3 = 0
2z1 4+3x2 +3z3 = 0
T +2x3 = 0

tiene Unicamente la solucién trivial.

Obsérvese que ambos sistemas tienen la misma matriz de coeficientes:

1 -2 3

A=12 3 3

1 0 2

Es posible probar simultineamente que S genera a R? y que es linealmente independiente mos-

trando que det(A) # 0. De acuerdo al Teorema y como det(A) = —1 # 0, entonces el sistema

Ax = b es consistente con unica solucién cualquiera sea el vector de términos constantes b, y el
sistema homogéneo Ax = 0 tiene tnicamente la solucion trivial. «

Dimension de un espacio vectorial

Sea V un espacio vectorial distinto del espacio cero. Si V contiene un conjunto finito no vacio de
vectores que es una base de V, se dice que V es un espacio vectorial de dimensién finita o finito
dimensional. Si no existe un conjunto de este tipo se dice que V es de dimensién infinita o infinito
dimensional.

Casi todos los espacios vectoriales considerados en este texto son de dimension finita. Por ejemplo,
los espacios R™, P, y M, son espacios vectoriales de dimensién finita.

Sin embargo, es conveniente notar que muchos espacios vectoriales de importancia son de dimensién
infinita. El espacio vectorial P es infinito dimensional ya que no es posible encontrar un conjunto
finito que lo genere. Un conjunto generador de P es el conjunto infinito de la potencias de x, S =
{z" :n € Ny} = {1, x, 22, 23, } ya que todo polinomio en P es una combinacién lineal de polinomios

de S.

Actividad 4.6. Explique por qué no existe un conjunto generador de P que contenga un nimero
finito de elementos.

El siguiente teorema proporciona la clave hacia el concepto de dimensién de un espacio vectorial.
Basandose en este teorema, se obtienen algunos de los resultados mas importantes del Algebra Lineal.

Teorema 4.7. Si un espacio vectorial V tiene una base que consta de n vectores entonces
todo subconjunto de V que contiene més de n vectores es linealmente dependiente. Dicho de
otro modo, todo subconjunto linealmente independiente de V contiene a lo sumo n vectores.
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Demostracion. Sea S = {uj,uy,...,u,} una base del espacio vectorial V .y H = {vi,va,...,v;,} un
subconjunto de V que consta de m vectores, donde m > n.

Se probara que H es linealmente dependiente mostrando que la ecuacién
T1V1 + 2oV + oo + T Vi, = 0, (4.5)

tiene soluciones no triviales.

Como S es una base de V entonces S genera a V. Asi, cada vector de V puede expresarse como
una combinacién lineal de los vectores de S. En particular, cada v; de H es una combinacion lineal
de vectores de S, por lo tanto:

Vi = ciiu; +ceug + ..+ cpiuy
Vo = c12up + C22U2 + ... + Cr2uy,
Vi, = CimUui + copu + ... 4+ CpmUy,

Sustituyendo cada una de estas expresiones en la ecuacion (4.5):

T (011111 +coruo + ... + Cnlun) + 2 (012111 + cooug + ... + Cpauy) + ...

o + Ty (11 + comuz + ... + cpmuy) = 0,
y operando y asociando en el primer miembro resulta

(011331 +ci1ox9 + ... + Clml'm) u; + (021931 + coox9 + ... + Cgml'm) us + ...

o+ (epa1 + Cpaza + ... + CumTm) uy = 0.

Dado que los vectores uj, ug,...,u,, son linealmente independientes (S una base), entonces todos
los coeficientes de la expresién anterior son iguales a cero. Asi, resolver la ecuacién (4.5 equivale a
resolver el siguiente sistema lineal homogéneo en las incégnitas 1, xa,..., Tpm:

c11x1 + c1229 + ... + cimxTm =0
€121 + 222 + ... + ComTy, = 0

Cn1®1 + cpoxo + ... + cupTm = 0

Como este sistema es homogéneo y el nimero de incégnitas (m) es mayor que el nimero de
ecuaciones (n), entonces tiene soluciones no triviales. Esto es, existen escalares dy, da,...,d,, no todos
ceros que satisfacen la ecuacién (4.5)).

Luego, el conjunto H es linealmente dependiente. O

Ejemplo 4.56. Dado que R? tiene una base que consta de 3 vectores (la base estdndar), cualquier
conjunto de R? que consta de 4 6 més vectores es linealmente dependiente.

En general, en el espacio R", todo conjunto que consta de mas de n vectores es linealmente
dependiente. <
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Ejemplo 4.57. En el espacio Py todo conjunto que consta de 4 o méas polinomios es linealmente
dependiente puesto que Py tiene una base que consta de 3 polinomios (la base estdndar {1, x, x2})

En general en el espacio P,,, todo conjunto que consta de mas de n + 1 polinomios es linealmente
dependiente. <

Ejemplo 4.58. En el espacio My, el conjunto formado por las matrices [ (2) 8 }, [ (1) _?) ], [ i (1) ],

[ (1) ? }, { _;l _1 ] es linealmente dependiente. ;Por qué?. <«

Debe observarse que si {uj, ug, ..., u, } es una base de un espacio vectorial V, entonces {cuj, us, ..., u,}
donde ¢ # 0 es también una base de V (Ejercicio 5). Esto muestra que todo espacio vectorial real,
distinto del espacio cero, tiene infinitas bases. A partir del teorema anterior, puede demostrarse que
todas las (infinitas) bases de un espacio vectorial finito dimensional, tienen el mismo ndmero de
vectores.

Corolario 4.2. Si un espacio vectorial V tiene una base que consta de n vectores entonces
toda otra base de V consta también de n vectores.

Demostracion. Sea S = {uy,ug,...,u,} una base del espacio vectorial V y H = {vy, va,..., vy, } cual-
quier otra base de V.

Por el Teorema dado que S es una base de V y H es linealmente independiente (H es una
base), entonces m < n. Haciendo el mismo razonamiento, y cambiando los roles, puesto que H es una
base de V y S es linealmente independiente, entonces debe ser n < m.

En consecuencia, m = n y por lo tanto ambas bases tienen el mismo nimero de vectores. ]

A partir de este corolario, puede notarse que si se conoce una base de un espacio vectorial V de
dimensién finita, una condicién necesaria para que un conjunto S sea una base de V es que S tenga
el mismo numero de elementos que la base conocida.

Actividad 4.7. Indique, por simple inspeccién, por qué los siguientes conjuntos no son una base de
los espacios vectoriales indicados:

1. {(1,-1,3),(2,0,5)} en R3.
2. {1 —|—x,5—3:—|—x2,3x2,:):—|—x2} en Ps.

El corolario anterior permite definir el concepto de dimensién de un espacio vectorial finito dimen-
sional:

Definicién (Dimensién). Siun espacio vectorial V tiene una base que consta de n vectores,
a dicho nimero n se lo denomina dimension de V y se denota dim(V) = n.

El espacio vectorial cero, V = {0}, estd generado por el vector 0 pero {0} es un conjunto linealmente
dependiente, y por lo tanto no puede ser una base. Ya que el espacio cero no contiene un conjunto,
con al menos un elemento, que sea una base de él, se conviene en considerar que este espacio tiene
dimension 0 y que es finito dimensional.

Al contar el nimero de elementos de las bases estandar de los espacios R", P,, y M, se obtiene
la siguiente conclusién:
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» dim (R") =n
» dim(P,) =n+1
v dim (M) = mn

El espacio vectorial P es infinito dimensional (no existe un conjunto finito de polinomios que lo
genere). Similarmente, el espacio F(R) es de dimensién infinita ya que contiene un subespacio, el
espacio de todas las funciones polinémicas, que es infinito dimensional (el Teorema justifica esta
afirmacion).

Dado que un subespacio de un espacio vectorial es en si mismo un espacio vectorial, tiene sentido
hablar de la dimensiéon de un subespacio:

Ejemplo 4.59. Se vi6 en el Ejemplo que el conjunto
W ={(a+ 2b,2b,a — b,—b) : a,b € R}

es un subespacio de R* mostrando que W = gen {uj,uz} donde u; = (1,0,1,0) y uz = (2,2, —1,1).

El conjunto S = {uj,uz} es entonces un generador de W. S es linealmente independiente ya que
consta de dos vectores tales que ninguno de ellos es multiplo escalar del otro. Asi, S es una base de
Wy dim(W) = 2.4

Ejemplo 4.60. En el Ejemplo se probd que el conjunto

_ a+b c |
W—{[ b 2@].a,b,c€R}

. 10 10 0 1
esunsubespamodeMgmostrandoqueW—gen{[0 2},[_1 O]’[O 0}}

0 2 -1 0 00
que S es linealmente independiente verificando que

o2 felan] =l ol=[0 0]

solo si @ = b= c= 0. Luego, S es una base de W y dim(W) = 3.«

Asi, el conjunto S = {[ 10 } , { Lo ] , [ 01 ]} es un generador de W. Puede probarse

Ejemplo 4.61. Si S es un conjunto linealmente independiente en un espacio V, trivialmente S es una
base para el espacio gen(S) (S es linealmente independiente y, por definicién, genera a gen(S)).

Por ejemplo, el conjunto S = {(1,2,—1),(0,—1,3)} de R? es una base de gen(S) puesto que S es
linealmente independiente (jpor qué?). Geométricamente gen(S) es un plano que pasa por el origen. <
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Ejemplo 4.62. Sea el subconjunto S = {1 + 22,2+ — 4952} del espacio P. Entonces el generado
por S es el siguiente conjunto:

gen(S) = {a (1 +2°) +b(2+2 —42°%) : a,b € R} = {(a + 2b) + bz — 4b2® + az® : a,b € R} .
El conjunto S es linealmente independiente y trivialmente genera a gen(S), por lo que S es una

base de gen(S). Asi, dim (gen(S)) = 2.«

El teorema siguiente muestra que la dimensién, n, de un espacio vectorial V finito dimensional es el
numero mdzrimo de vectores que puede tener un conjunto linealmente independiente en V y el numero
minimo de vectores que debe tener un conjunto generador de V.

Teorema 4.8. Sea V un espacio vectorial no cero de dimensién n y S un subconjunto no
vacio de V con m elementos.

1. Si S es linealmente independiente entonces m < n.

2. Si S genera a V entonces m > n.

Demostracion. 1. Dado que la dimensiéon de V es n entonces V tiene una base que consta de n
vectores. De acuerdo con el Teorema |4.7| cualquier conjunto linealmente independiente en V
tiene a lo sumo n vectores. Asi, m < n.

2. Si S es linealmente independiente y como, por hipétesis, S genera a V, entonces S es una base
de V y por lo tanto S consta también de n vectores. Asi, m = n.

Si en cambio S es linealmente dependiente entonces uno de los vectores de S es combinacién
lineal de los restantes, si se elimina este vector se obtiene un conjunto S7 que consta de m — 1
vectores y que, de acuerdo al Teoremald.4] también genera a V. Si S es linealmente independiente
entonces S; es una base de V y dado que dim(V) = n resulta m —1 = n y por lo tanto m > n. Si
S1 es linealmente dependiente, se repite este procedimiento. La eliminacion reiterada de vectores
de S se termina cuando se obtiene un subconjunto de S, Si, que consta de m — k elementos y
que es linealmente independiente y generador de V. Este conjunto S es entonces una base de V
y por lo tanto debe ser m — k = n. Luego, m > n.

Asi, si S genera a V resulta m > n.
O

Actividad 4.8. Sea S un conjunto que consta de 10 vectores de R"™. ; Qué puede asegurarse respecto
al nimero n en cada uno de los siguientes casos?

1. S es linealmente independiente.
2. S es generador de R™.
3. S es una base de R".

En general, para demostrar que un conjunto de vectores S = {uj, us,...,u,} de un espacio vectorial
V es una base de V, se tiene que demostrar que los vectores son linealmente independientes y que
generan a V. Sin embargo, si se conoce de antemano que V tiene dimension n, de modo que S tiene el
numero correcto de vectores para ser una base, el teorema siguiente (Teorema asegura que basta
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comprobar solo uno de los dos requisitos. El siguiente lema es clave para la demostraciéon de dicho
teorema:

Lema 4.1. (Ampliacién de un conjunto linealmente independiente) Si S es un subconjunto
linealmente independiente de un espacio vectorial V y w es un vector de V que no pertenece
al espacio generado por S, entonces el conjunto que se obtiene agregando el vector w a S es
también linealmente independiente.

Demostracion. Sea S = {uy, ug, ..., u;} un subconjunto linealmente independiente de V y w un vector
de V que no pertenece al gen(S5).

Para demostrar que S’ = {uj,ug,...,ux, w} es linealmente independiente debe probarse que la
Unica combinacién lineal de vectores de S’ que da como resultado el vector 0 es la trivial. Sean
entonces cq, ¢3,..., Ck, C, escalares tales que

ciu; + coug + ... + cgu + cw = 0. (4.6)
Necesariamente ¢ = 0 ya que de otro modo:
c c c
W = <——1) u; + <——2) u + ... + (——k) ug,
c c c

y w estaria en gen(.S) contradiciendo la hipdtesis.
Dado que ¢ = 0 entonces cw = 0 por lo cual la igualdad (4.6]) se convierte en:

ciu; + coug + ... + cpug = 0,

y como por hipétesis S es linealmente independiente, necesariamente ¢y = co = ... = ¢ = 0.
Asi, la igualdad dada en (4.6]) se verifica solo si ¢; = ¢o = ... = ¢ = ¢ = 0, que prueba que S’ es
linealmente independiente. O

Teorema 4.9. Sea V un espacio vectorial no cero de dimensién n y sea S un subconjunto
de V con n vectores.

1. Si S es linealmente independiente entonces S es una base de V.

2. Si S genera a V entonces S es una base de V.

Demostracion. 1. Sea S = {uj, ug, ..., u,} un subconjunto linealmente independiente de V. Si S no
genera a V entonces hay un vector w en V que no pertenece al gen(S). Por el lema anterior, el
conjunto S; = {uy, uy, ..., u,, w} es linealmente independiente. Dado que S tiene n+1 elementos
esto contradice la parte 1 del Teorema (todo subconjunto linealmente independiente consta
a lo sumo de n vectores). Por lo tanto, S genera a V y por ser linealmente independiente, S es
una base de V.

2. Sea S = {uj,ug,...,u,} un conjunto generador de V. Si S no es linealmente independiente
entonces uno de los vectores de S es combinacion lineal de los restantes. Si se elimina este vector
del conjunto S, se tiene un subconjunto con n — 1 elementos y que, de acuerdo al Teorema [4.4]
sigue generando a V. Esto contradice la parte 2 del Teorema (todo subconjunto generador
de V consta al menos de n vectores). Luego, S es linealmente independiente y como genera a V,
entonces S es una base de V.

O]
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Ejemplo 4.63. El conjunto S = {(1,1),(2,—4)} de R? es linealmente independiente (;por qué?) y
tiene 2 elementos. Como dim (Rz) = 2 entonces S es una base de R?.«

El teorema siguiente puede ser muy 1til en la préactica. En él se afirma que en un espacio vectorial
finito dimensional, procediendo adecuadamente, se puede obtener una base agregando vectores a un
conjunto linealmente independiente o quitando vectores de un conjunto generador.

Teorema 4.10. Sea V un espacio vectorial no cero de dimensién n y S un subconjunto no
vacio de V que consta de m elementos.

1. Si S es linealmente independiente y m < n, entonces S puede ampliarse a una base de
V.

2. Si S genera a V y m > n, entonces S contiene una base de V.

Demostracion. 1. Sea S = {uj,uy,...,u,,} un subconjunto linealmente independiente de V con
m < n elementos. S no puede generar a V puesto que se requieren al menos n vectores para
generarlo (Teorema[4.8] parte 2). Por lo tanto hay un vector u en V que no pertenece al gen(S).
El conjunto S7 = {uy,ug, ..., u,,,u} consta de m + 1 elementos y, de acuerdo al Lema es
linealmente independiente. Si m + 1 = n entonces, por Teorema parte 1, S7 es una base de
V. Sim+ 1 < n entonces S; no genera a V y se repite este procedimiento con S en lugar de S
hasta llegar a un conjunto Sy que es linealmente independiente y consta de n vectores. Por el
Teorema parte 1, S es una base de V y contiene a .S. Por lo tanto, S puede ampliarse a una
base de V.

2. Sea S un conjunto generador de V que consta de m > n vectores. S es linealmente dependiente
ya que n es el nimero maximo de vectores que puede tener un subconjunto linealmente inde-
pendiente de V (Teorema parte 1). Dado que n > 1 entonces S tiene al menos dos vectores
distintos y, por ser linealmente dependiente, uno de los vectores de S es combinacién lineal de
los restantes. Si se elimina este vector, se obtiene un subconjunto S7 de S que contiene m — 1
elementos y que, de acuerdo al Teorema [4.4] sigue generando a V. Si m — 1 = n entonces, por
Teorema parte 2, S7 es una base de V. Si m — 1 > n entonces 57 es linealmente dependiente
y se repite el procedimiento con S en lugar de S hasta llegar a un subconjunto de S, Sk, que es
generador de V y que consta de n elementos. Por el Teorema [4.9| parte 2, Si es una base de V.

Por lo tanto todo conjunto generador de V contiene una base de V.
O

Dado un conjunto finito, S, en un espacio vectorial V la parte 2 del teorema anterior provee un
procedimiento para encontrar un subconjunto de S que es una base para el espacio gen(S). El ejemplo
siguiente es ilustrativo de esta construccién. El método puede resultar tedioso puesto que cada vez
que se elimina un vector se debe analizar la dependencia lineal de los vectores restantes. En la Seccién
4.7 se proporcionara un método que permite encontrar de una manera més directa un subconjunto de
S que sea una base para el gen(S).

Ejemplo 4.64. Sea el subconjunto S = {p1, p2, p3,p4,ps} del espacio vectorial P3 donde p; = 1+ 1z +

203, pp=ax+ 22—, p3 =2+3x + 22+ 32>, py = —1 + 22 — 323 Yy p5 = 142+ 22 + 23, y se desea
encontrar una base para el espacio W = gen(S).
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Claramente S es linealmente dependiente ya que consta de 5 polinomios de P y dim (P3) = 4.
Se deduce entonces que uno de los polinomios de S es combinacién lineal de los restantes. Si no se
descubre a simple vista uno de tales polinomios, debe resolverse la ecuacién:

e (T+2+422°%)+eo (v + 2% — 2°)+e3 (24 32 + 2% + 32°) +eu (-1 + 2% = 32%)+¢5 (1 +z + 27 +2%) = 0.
Operando se obtiene

(c1+2c3—ca+c5)+(c1+ca+3c3+cs)x+(ca+c3+eq + 65)952—1—(201 — ¢y + 3c3 — 3cq + c5) 3 =0,

que conduce al sistema lineal homogéneo

cit+2c3—c4+c5=0
c14+co+3cg+c5=0
co+c3+cg+c5=0
2c1 —cag+3c3—3c4+c5=0

Aplicando Gauss-Jordan a la matriz aumentada del sistema, se llega a su forma escalonada reducida
(verifiquelo):

02 -1 0:0
0 1 1 0:0
0 00 0 0
0 00 0 0 :0
Las variables libres son c3 y ¢4 y la solucion general del sistema esa dada por ¢; = —2r + t,
co=—-1r—t,cg=r,cg4=1t,cs=0cont,reR.

Por lo tanto se mantiene la siguiente relacién de dependencia lineal entre los polinomios p1, p2, ps,

P4y P5:
(=2r+t)p1+(—r—t)p2a+rps+tps+0ps =0, rteR. (4.7)

El polinomio ps no es una combinacién lineal de los polinomios restantes mientras que, tomando
por ejemplo t = 1:
pa=02r—1p1+(r+1)p2—rps+0ps, r€R.

Si se elimina py de S se obtiene el conjunto S1 = {p1, p2, p3, ps} que genera el mismo espacio, W,
que S. Resolviendo la ecuacion dip; + dope + dsps + daps = 0, o bien tomando ¢ = 0 en la ecuacién
(4.7), puede comprobarse rapidamente que estos vectores verifican la siguiente relacién de dependencia
lineal:

(_27‘)]?1 + (-’l“)pg + rps + 0p5 = 07 re Rv
que muestra que S7 es linealmente dependiente y que ps puede expresarse como combinacién lineal de

los restantes polinomios de S. Considerando r # 0:

p3 = 2p1 + p2 + Ops.

Eliminando p3 se obtiene el conjunto So = {p1, p2, ps} que genera el mismo espacio, W, que S.

Es facil comprobar que Ss es linealmente independiente sin resolver ninguna ecuacién dado que p;
y p2 son linealmente independientes y ps no es combinaciéon lineal de ellos. Asi Sy es una base para
W = gen(S) que estd contenida en S. <
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Actividad 4.9. Considere el subconjunto S = {uj,us} del espacio R* donde u; = (1,2,1,0) y
ug = (—1,1,—1,1). Siguiendo la demostracién de la parte 1 del teorema anterior, amplie el conjunto
S hasta obtener una base de R%.

El siguiente teorema demuestra que todo subespacio de un espacio vectorial V finito dimensional es
(como es de esperar) también finito dimensional y que su dimensién no supera a la dimensién de V.

Teorema 4.11. Sea V un espacio vectorial no cero de dimensiéon n y W un subespacio del
mismo. Entonces:

1. W es finito dimensional y dim(W) < n.

2. dim(W) =n siy solo si W=V

Demostracion. 1. Si W = {0} entonces W es finito dimensional y dim(W) = 0. Dado que n > 1
entonces dim(W) < n.

Supéngase W = {0}. Debe probarse que W contiene un conjunto finito que es una base de W y
que dicha base no contiene mas de n vectores.

Dado que W no es el subespacio cero entonces W contiene subconjuntos linealmente independien-
tes (para cualquier vector w # 0 en W, el conjunto unitario {w} es linealmente independiente).

Sea S = {wi,wa,..., Wy, } un subconjunto de W que es linealmente independiente. Dado que
dim(V) = n, S contiene a lo sumo n vectores, esto es: m < n. Si S genera a W entonces S es
una base de W. Asi, W es finito dimensional y dim(W) =m < n.

Si S no genera a W, hay un vector w en W que no pertence a gen(S). Agregando el vector
w al conjunto S se obtiene un subconjunto S7; de W que, de acuerdo al Lema {4.1] es también
linealmente independiente y por lo tanto tiene a lo sumo n vectores. Si 57 genera a W entonces
S7 es una base de W y por lo tanto W es finito dimensional y dim(W) < n. Si S no genera
a W, se repite el procedimiento con S; en lugar de S, y en no mas de n pasos se llega a un
subconjunto, Sk, de W que contiene a lo sumo n vectores y que es linealmente independiente y
generador de W. El conjunto Sy es una base de W, asi W es finito dimensional y dim(W) < n.

2. Trivialmente, si W es el propio espacio V entonces dim(W) = n.

Reciprocamente, supéngase que dim(W) = n. Si S es una base de W entonces S es un conjunto
generador de W que consta de n vectores linealmente independientes. Dado que S es también
un subconjunto de V que es linealmente independiente y dim(V) = n, de acuerdo al Teorema
S es una base de V. Por lo tanto gen(S) =V, y como gen(S) = W, resulta V.= W.

O

Ejemplo 4.65. Los subespacios de R? son:

» Subespacios de dimensién cero: hay uno solo, el subespacio trivial {0}.

= Subespacios unidimensionales: hay infinitos, todas las rectas que pasan por el origen. Son del
tipo gen {u} con u # 0.

= Subespacios bidimensionales: hay uno solo, el mismo espacio R2.

Actividad 4.10. Describa geométricamente todos los subespacios de R3.
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Ejercicios 4.5

Determine si los conjuntos dados son bases de R3:

a) {(1,-1,3),(0,4,-1), (1,1, 1)}

b) {(1,1,1), (0, )}

¢) {(0,0,1),(1, -1, 2),(1 0,0),(0,1,-1)}
d) {(1,-1,2),(2,0,4),(1,-2,2)}

Determine si los conjuntos dados son bases de Mo:
4 5 6 7 8
4115 6|7 8

0 10

11710 1

17 21 1 -1 -2 3
I'L-1 071 0] 1 0
3. Determine si los conjuntos dados son bases de Ps:

{1+2+2%2—2,2432%}

) {1,1+ 22,1+ 2z + 3221 — 2%}

{1+x,az+x2}

d) {2—$+x2,3+x+az2,5+2x2}

= o W W

o>
N—
—
1T ]
G o Y S G G
_ o O~ NN
L L )

b

Sea el subespacio V de My que consta de todas las matrices de la forma [ CCL a—b

] . Demuestre
que {E11 + Eag, E19 — E99, F21} es una base de V.

Pruebe que si {uj, ug, ..., u, } es una base de un espacio vectorial Vy ¢ # 0, entonces {cuy, ug, ..., u, }
es también una base de V.

6. En cada caso, halle la dimensién del subespacio W de V:

a) W= {(a—b,b2a+b):a,becR}; V=R
b) W ={(a,b,0):a,beR}; V=R
W = {(2a,—b,a+b) : a,b e R}; V=R3.

W es el conjunto de todos los vectores de R* con primera y tltima componentes iguales a
cero; V = R%.

e) W =gen{(1,2,-1,0),(0,3,1,0),(1,1,1,1),(2,6,1,1)}; V = R,

W {[217 afb] :a,beR};V:Mg.
EEa AN N A [
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W= {a+bz— (a+bz?:a,bceR}; V=P,
1 W:gen{1+x,1—x2,2—|—m4,x+x4};V:IP’.

Indique el valor de a de modo que el subespacio gen {1 +x,~-14+2x+azx? 2 +2— x2} de Py
sea de dimension 2.

8. Halle la dimensién del subespacio W = {acosz + bsenz : a,b € R} de F (R).
Encuentre una base para el subespacio gen {ex, re®, :chx} de F (R) y obtenga su dimensién.
Halle la dimensién del subespacio gen {cos? z,sen’ z,1} de F (R).

11. En cada caso el conjunto S genera al espacio V. Reduzca S hasta obtener una base de V:

1 2 6 -1 2
a) S = T, =1 |,{31],] 3 {,]3]; V=R
0 3 3 4 1

S ={1+z,~5z,3+4z}, V=P,.

12. En cada caso S es un conjunto linealmente independiente del espacio V. Amplie S hasta obtener
una base de V:

a) S={(1,-1,3)}; V=R3.

s={[1A[ e

Responda verdadero o falso. Justifique adecuadamente su respuesta:

a) Todo conjunto unitario S = {a} con a # 0, es una base del espacio vectorial R.

S

R0 tiene un subespacio de dimensién 9.

Un subespacio no cero de R'° puede tener dos bases con diferente niimero de elementos.

o

S8

Un subespacio no cero de P5 puede tener una base con 7 elementos.

o

Un subespacio no cero de P5 puede tener una base con 5 elementos.

)
)
)
)
)
)

S~

Si S = {u, v} es un conjunto linealmente independiente del espacio vectorial V de dimensién
2, entonces {u — v,u+ v} es una base de V.

g) Sea V un espacio vectorial de dimensién 3. Si {u, v, w} es conjunto generador de V, entonces
{2u,u — v,u+ v+ w} es una base de V.

h) Si V es un espacio vectorial de dimensién n y k es un nimero entero tal que 0 < k < n,
entonces hay un subespacio W de V tal que dim(W) = k.

i) Para cualesquiera uy v vectores del espacio V, dim (gen {u, v}) = dim (gen {u — v,u + v}).
j) Un espacio vectorial V tal que dim(V) = 1 no tiene subespacios propios.

k) Si W es un subespacio no trivial de un espacio vectorial V de dimensién n > 2, entonces
toda base de W puede ampliarse a una base de V.

) Si W es un subespacio no trivial de un espacio vectorial V de dimensién n > 2, entonces
toda base de V contiene una base de W.
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4.6. Coordenadas y cambio de base

En esta seccién se estudia la relacién entre la nocién de base y la de sistema de coordenadas.

En la geometria del plano se asocia un par ordenado (a,b) de ntimeros reales a un punto P en el
plano aplicando dos ejes perpendiculares = e y llamados ejes de coordenadas, a es la coordenada de P
con respecto al eje z y b es la coordenada de P con respecto al eje y (véase Figura [4.8)).

Figura 4.8: Coordenadas (a, b) del punto P en el plano

También se pueden introducir coordenadas utilizando vectores. Por ejemplo, véase Figura los
versores fundamentales i y j forman una base para R? y puede verse que al bajar rectas perpendiculares
desde P hacia los ejes x e y determinados por los vectores i y j se obtienen los vectores ai y bj, y que

OP = ai + bj.

bif — —

ai

Figura 4.9: Vector OP en el plano

Las coordenadas a y b de P se pueden concebir como los nimeros (coeficientes) necesarios para
expresar al vector v = OP como combinacién lineal de los vectores de la base {i,j}.
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Esta nocién de coordenadas se puede extender a espacios més generales. Para esto es necesario un
resultado preliminar:

Teorema 4.12. Si S = {uj,uy,...,u,} es una base para un espacio vectorial V entonces
todo vector v en V se puede expresar como combinacion lineal de los vectores de S de una
Unica manera. Es decir, para cada v de V existen tinicos escalares ¢y, ca,...,c, tales que

vV =ciu; + cous + ... + cpu,.

Demostracion. Dado que S genera a V, todo vector de V se puede expresar como una combinacion
lineal de los vectores de S. Se vera que la independencia lineal de S asegura que esta manera es Unica.

Para ello, supdéngase que un vector v se puede escribir como
vV =ciuy + coug + ... + cpuy,

y también como
v = kiuy + kousg + ... + kpuy,.

Por lo tanto:
ciuy + coug + ... + cpuy, = kjug + kous + ...+ kpuy,,

y operando se obtiene:
(c1 —k1)ur + (c2 — k2)uz + ... + (cp — kp)u, =0,

que muestra al vector cero como una combinacién lineal de los vectores de S y dado que S es linealmente
independiente, necesariamente:

Cl—kl :O,Cg—kg :0,...,Cn—kn :0,
es decir
c1 = k‘l, Cy = /{2, ceey Cp = kn.

Luego, no hay dos maneras distintas de escribir a un vector de V como combinaciéon lineal de los
elementos de una base. Asi, qued6 probado el teorema. O

Bases ordenadas y vector de coordenadas
Se conoce que si V es un espacio vectorial de dimensién finita, n, y los vectores uy, ug, ..., u,, conforman
un conjunto S que es una base de V, no importa el orden en que se los considere. Asi, por ejemplo:

S ={uj,ug,...,u,} ={ug,us,...,u,} = {uy,up_1,...,us }.

En esta secciéon interesara el orden en que se toman los vectores de una base y se hablard de bases
ordenadas.

Una base ordenada B es una base B = {uj,ug,...,u,} juntamente con el orden dado. Cambiar
el orden en que estan enlistados los elementos de una base ordenada produce una base ordenada
diferente. En este sentido B; = {ug,uy, ..., u,} es una base ordenada distinta a la base ordenada B.
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Definicién (Vector de coordenadas). Sea V un espacio vectorial finito dimensional de
dimensién n y B = {uj, uy,...,u,} un base ordenada de V. Dado que B es una base de V,
para cada vector v de V existen tnicos escalares cq, g, ..., ¢, tales que

vV =_ciu; + coug + ... + cpuy,.

Los coeficientes ¢y, co, ..., ¢, de la combinacién lineal se denominan coordenadas del vector v
respecto a la base ordenada B. El coeficiente c¢;, correspondiente al i-ésimo vector u; de la
base B, es la coordenada i-ésima del vector v (respecto a la base ordenada B).

El vector de coordenadas de v respecto a la base ordenada B se denota por [v]g y es el vector
columna de R™ definido por

vVl =

Cn

Observe que un cambio en el orden de los vectores del conjunto B conduce a un cambio en el orden
de las componentes del vector de coordenadas de v y por lo tanto a vectores de coordenadas distintos.
De ahi la necesidad de imponer algtin orden a los vectores que forman una base B y considerar bases
ordenadas de modo que no se produzcan ambigiiedades al definir la i-ésima coordenada de v.

Toda base a lo largo de esta seccién se considera una base ordenada ain cuando no se lo explicite.

Vale aclarar que el vector de coordenadas se tomé como vector columna aunque bien podria haber
sido expresado en la forma

(V)g = (c1,¢2,...,¢p) .
La notacién como columna es solo por conveniencia ya que es util cuando se procede a describir
qué le sucede a las coordenadas de un vector v cuando se cambia de una base ordenada a otra.
Correspondencia entre V y R"

Debe observarse que fijada una base ordenada B = {uj,us,...,u,} de un espacio vectorial V de
dimension n, existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto V y el conjunto R™.

En efecto: la asignacion
v — [v]g,

hace corresponder a cada vector v de V un tnico vector de R", el vector [v] 5.

C1

C2
Reciprocamente, cada vector . de R" es el vector de coordenadas, con respecto a la base B,

Cn

de un tnico vector v de V, a saber, el vector v = ciuy + cous + ... + c u,.

Ejemplo 4.66. Sean las siguientes bases (ordenadas) de R?, la estdndar E = {ej,es} y la base
B = {uj,uz} donde u; = (1,2) y uz = (3,1), y el vector v = (11,7).

Puede verificarse rapidamente que

v=(11,7) = 2(1,2) + 3(3,1) = 2u; + 3us,
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y asi, 2 y 3 son la primera y segunda coordenada de v respecto de la base B, respectivamente. Luego,
2
[V]B - |: 3 :| .

v =(11,7) = 11(1,0) 4+ 7(0,1) = 1le; + Tey,

V], = 11
E 7 :

En la Figura se muestra al vector v considerado como combinacién lineal de e; y e y como
combinacién lineal de u; y us.«

Por otra parte,

luego

Figura 4.10: Vector v como combinacion lineal de los vectores de E'y B

Ejemplo 4.67. Considere los vectores uj, uz y v del ejemplo anterior. La base ordenada S = {ug,u;}
de R? difiere de la base B = {uj,us} por el orden de sus elementos. Entonces dado que

v =(11,7) = 2u; + 3uy (= 3uz +2uy),

resulta

que es distinto al vector de coordenadas [v] . <«
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Ejemplo 4.68. (Obtencién de v a partir de [v]z)

Considere la base B = {uj,uz,uz} de R? donde u; = (1,0,2), up = (2,1,-3) y uz = (3,1,0). Si el
vector de coordenadas de un vector v de R? en la base B es

entonces el vector v es

v = (=1)uy + 2uy + 4ug = (—1,0,—2) + (4,2, —6) + (12,4,0) = (15,6, —8). <

Ejemplo 4.69. (Vector de coordenadas del vector 0)

Sea B = {uj,uy,...,u,} una base de un espacio vectorial V. El vector de coordenadas del cero de V
es el vector 0 de R”. Esto es:

[O]B = : ’
0
yva que el vector 0 de V se escribe como combinacién lineal de los vectores de B de la siguiente tinica

manera
0 =0u; +0us +... + Ou,,. «

Ejemplo 4.70. Sea B = {uj, uy, ..., u,} una base de un espacio vectorial V. Los vectores de coorde-
nadas de los vectores uj, uo,..., U, con respecto a la base B que los contiene, son los vectores de la
base estandar de R", ey, eo,...,e,. En efecto, para todo j =1,2,...,n:

u; = Ou; +0ug + ... + Ou]'_l + 111j + OUj+1 + ... 4+ Ou,,

luego

ujlg=11 < j-ésima coordenada.

0
0

Asi, [uj]; = ej para todo j = 1,2,...,n.4

Ejemplo 4.71. (Coordenadas de un vector x de R" con respecto a la base estidndar)

Las coordenadas de un vector x = (z1,x2, ..., ) de R™ con respecto a la base estdndar coinciden con
las componentes de dicho vector.
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En efecto, sea E = {ej,eq,...,e,} la base estdndar ordenada de R™. Dado que:

x = (1,22, ..., Tn) = x1€] + T2€2 + ... + Tp€Hp,

entonces,
T

x| =

Tn

Puede observarse que el vector de coordenadas [x]|; es el mismo vector x, escrito como vector

columna. <

Encontrar las coordenadas de un vector particular usualmente involucra resolver un sistema de ecua-
ciones lineales a menos que la base tenga algo especial como la base candnica o estandar, o las bases

ortogonales que se veran en secciones posteriores.

Ejemplo 4.72. Sean las siguientes bases (ordenadas) de Py: la base canénica E = {1, x, x2} y la base

B = {p1,p2,p3} donde p1 =1 +z+2% py=x+222 y p3 =2+ 322

Luego:
3/2

lp=| 7/2
—2

Para hallar [p]; deben encontrarse los nimeros (tinicos) ci, ¢z y c3 tales que

c1p1 + c2p2 + c3p3 = D,

esto es P
a (T4 2+ 2%) + 2 (24 22%) + co (2+32%) = 5—1—533—2:102,
operando
3 7
(c1 4 2¢3) + (c1 4+ c2) x + (e1 + 2¢2 + 3c3) 2 = 3 + ix — 222,
y por igualdad de polinomios
c1 +2c3 = 3/2
Cc1 —+co = 7/2
c1 +2ca +3cz = -2
La solucién de este sistema es: ¢; = %, co=—1ycy= —%, y por lo tanto
9/2
plg = -1 <
—3/2

Ahora se trata el problema central de esta seccién, el problema del cambio de base.
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Matriz de transicién o de cambio de base

Supéngase que By = {uj,ug,...,u,} vy Bs = {vi1,Vva,...,v,} son dos bases ordenadas de un espacio
vectorial V de dimensién n. Se examinard la relacién que existe entre los vectores de coordenadas [v] 5,
y [V]p, de cualquier vector v de V.

Sea v un vector de V cuyo vector de coordenadas en la base Bj es

C1
C2
[V]Bl = . )
Cn
entonces
VvV = ciu; + cous + ... + cpuy,. (4.8)

Si se quiere encontrar el vector de coordenadas de v con respecto a la base Ba, [v]p,, deben hallarse
los coeficientes que permiten expresar al vector v como combinacion lineal de los vectores de la base

Bs. Para ello se expresara cada vector u; de la base By como combinacion lineal de los vectores de la
base By. Sean entonces:

u; = a11vy +a21ve + ... + an1vy
U2 = a12Vi + ag2Vva + ... + anovy

(4.9)
U, = a1p, V1 + aop, Vo + ... + apnVn

de modo que

ail ai2 Aln

a1 a2 a2n
[u1]32 - : ? [u2]BQ - : LA [un]BQ =

Gnl an2 Ann

Reemplazando las expresiones ([4.9)) en (4.8]) y operando (verifique) se obtiene el vector v expresado
como combinacion lineal de los vectores de la base Bs:

v = (c1a11 + c2a12 + ... + cpain) Vit (crag1 + c2a22 + ... + cpagy) Vot...4(crant + c2an2 + ... + Crang) Vn.

Los coeficientes que acompanian a los vectores vy, va,..., v,, de la expresién anterior son las coor-
denadas del vector v con respecto a la base By. Asi, y por definicién de producto de matrices:

c1a11 + c2a12 + ... + cpain ail ai2 ... Gin 1
c1az1 + c2a22 + ... + chaop as1 a2 ... Q2p C2
Vg, = : =

C1ap1 + C2Gp2 + ... + Crann pl Ap2 ... Opp Cn

C1

€2 . ..

Dado que .| = [vlp,, y lamando P a la matriz que lo premultiplica, entonces:
Cn

Vg, = P Vi, ;
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donde
ailp a2 ... Qin
az1 Qa22 ... Qan
P =
anl1 Aap2 ... Qapp

La igualdad anterior muestra que premultiplicando el vector de coordenadas de un vector v en la
base By por la matriz P, se obtiene el vector de coordenadas del mismo vector v en la base Bs.

Debe observarse que la matriz P tiene como columnas a los vectores de coordenadas de los vectores
de la base B; con respecto a la base By es decir

P = [ [UI}BQ [u2]32 [un]BQ ]

Se ha probado el siguiente teorema:

Teorema 4.13. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sean By = {uj,ug,...,un} y
By = {v1,va,..., v, } dos bases ordenadas de V. Entonces existe una matriz , P, de n X n tal

que:

La matriz P del teorema anterior es la tinica matriz tal que para cada ven V, [v]g = P[v]p (puede
verse una demostracion al final de esta seccién). Esta matriz es llamada matriz de transicién o de
cambio de base de la base B; a la base Bs.

Se premultiplica por
la matriz °

Ejemplo 4.73. (Célculo de una matriz de transicién) En el espacio vectorial R?, sean las bases
ordenadas By = {uj,us} y B = {vy,vs} donde u; = (2,0), ug = (1,2), vi = (6,3) y vo = (4, —1).

La matriz P de transicién de la base By a la base B tiene por columnas los vectores de coordenadas
de los vectores de B; con respecto a la base Bs, es decir

P=[[wlp, [wg .
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Para calcular [u;]p,, se deben determinar los coeficientes (inicos) a1 y a tales que
a1vy + azvz = uy,

es decir
a1 (6, 3) + a9 (4, —1) = (2, 0) ,

o bien
6aq + 4ao = 2
3(11 — a9 = 0

Se trata entonces de encontrar la (inica) solucién del sistema lineal de matriz aumentada:

6 4 : 2
[3 ~1 0}:["1 v o owm ],

entendiendo que v, vo y uj estan expresados como vectores columna.

Similarmente, para hallar [uz]p, , se deben determinar los (tinicos) coeficientes by y b tales que

bivi + bavy = ug,

es decir
b1 (6,3) + by (4,—1) =(1,2),
o bien
601 +4b =1
3b; — by =2
Se tiene entonces que hallar la (dnica) solucién del sistema lineal de matriz aumentada:
6 4 : 1 _
3 -1 : 2 :[Vl V2.ll2].

Como la matriz de coeficientes de los dos sistemas es la misma, éstos se pueden resolver en forma
simultanea llevando la matriz aumentada [ Vi Vg : uj Uy ] a su forma escalonada reducida.
Aplicando Gauss-Jordan:

[vv~uu]—64:21—>64:21—>6421—>
E e T [ TS R (I 0 -3 : -1 3 01 : %+ -1

%60:% 3] ,[10
01 : 3 -3 0 1

por lo cual, la solucién del primer sistema es a1 = %, as = % es decir
1
[ul]Bg = |: 2 :| ’
3
y la solucién del segundo sistema es by = %, by = —% es decir

win- [ 1]

Asi, la matriz de transicién de la base By a la base By es
1 1

P= [ 9 3 } . <
3 T2
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Obsérvese del ejemplo anterior que la matriz P de transicién de la base Bj a la base Bs se obtuvo al
aplicar eliminaciéon de Gauss-Jordan a la matriz

6 4 : 2 1
[3 —1:02}:["1 Ve iow U ]

donde v; y vo son los vectores de la base final, Bs, y u; y us son los vectores de la base inicial, Bj.

La forma escalonada reducida de esta matriz es la matriz de 2 x 4 que tiene en el lado izquierdo a
la matriz identidad, Iz, y en el lado derecho a la matriz P de transicién de B; a Bs:

H (1) i _§}=[I:P].

Debe notarse que la forma escalonada reducida de la matriz [ Vi Vg ] es la matriz identidad
I = [ e; ey ] Esto no es casual ya que siendo {v1, ve} una base de R2 hay una tinica manera de
expresar un vector de R? como combinacién lineal de v y va, luego cualquier sistema lineal que tiene
a [ Vi Vo ] como matriz de coeficientes tiene solucién tnica, y por lo tanto la forma escalonada
reducida de esta matriz es la matriz identidad 1.

El procedimiento visto puede generalizarse como manera practica para calcular una matriz de
cambio de base cuando el espacio vectorial V es R".

Calculo de una matriz de cambio de base en el espacio R"

Si By = {uj,ug,...,u,} y Ba = {v1,Va,..., vy, } son dos bases ordenadas de R", entonces para
hallar la matriz P de transicién de la base Bi a la base Bs, el procedimiento es el siguiente:

» Forme la matriz de n x 2n donde las primeras n columnas son los vectores (ordenados)
de la base By y las siguientes n columnas son los vectores (ordenados) de la base Bj:

[Vl Vo ... Vo, [ uU; uz ... un].

= Aplique el proceso de eliminacién de Gauss-Jordan a dicha matriz. La matriz escalonada
reducida que se obtiene tiene en el lado izquerdo a la matriz identidad, I,,, y en el lado
derecho a la matriz P de transicién buscada:

[e1 e .. e, : wlp, [u2lp, - [un]BQ].

Ejemplo 4.74. Sean las bases By y Bs de R? del ejemplo anterior, y el vector v = (7,6).

Se comprobard la relacién [v]p, = P[v]p . Para ello, se obtendrd [v]p, en forma directa y se
verificara que el mismo resultado se obtiene pre-multiplicando la matriz P por el vector de coordenadas

[V]Bl :
Para calcular [v]p en forma directa debe resolverse el sistema lineal que permite encontrar las
coordenadas del vector v respecto a la base By. Deben hallarse los coeficientes ¢1 y ¢y tales que

c1(6,3) +c2(4,—-1) = (7,6),
o bien

6c1 +4cy =7
361—62:6
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Resolviendo el sistema se obtiene ¢; = % y cg = —%. Asi,
31
_ 1
6

Se utilizard ahora la matriz de transicion P. Puede comprobarse facilmente que:

v=(7,6)=2(2,0)+3(1,2), por lo que [v],, = [ g }

Teniendo calculada la matriz P de transiciéon de la base By a la base Bs solo un producto de
matrices es necesario para obtener [v]p, :

P[v]&:[é _i][g]:[—%]

Asf se ha obtenido el vector [v]p, de dos maneras distintas. <

En el Ejemplo se hallé la matriz P de transicién de la base B; a la base Ba. Se puede también
preguntar por la matriz de transiciéon de la base By a la base Bj, es decir se considera a By como la
base inicial (o vieja) y a By como la base final (o nueva). Por definicién, esta matriz de transicién
tendra como columnas los vectores de coordenadas de los vectores de la base inicial, By, con respecto
a la base nueva, By. Teniendo en cuenta el procedimiento para hallar esta matriz se debera aplicar
eliminacién de Gauss-Jordan a la matriz:

21 :6 4
[111 u Vi V2]= 02 : 3 —11°
obtiéndose (verificar) su forma escalonada reducida:
Loy ).

siendo @) = [

[\SJ[JLN e}
[ SN e

] la matriz de transicién de la base By a la base By .

Esta matriz es la Unica que satisface la siguiente propiedad:

Puede observarse que P(Q = [

WOl
N | =D | =

9 9 10
] [ 4 ¢ ] = [ ] =1, y por lo tanto P es invertible
2 T3 01

y @ = P~!. En general, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 4.14. Sea V un espacio vectorial de dimensién n, By y Bs dos bases ordenadas de
V y P la matriz de transicién de By a By. Entonces P es invertible y P~! es la matriz de
transicién de By a Bj.
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Demostracion. Sea @) la matriz de transicién de la base By a la base Bj. Se probarda que PQQ =1y
en consecuencia se conluird que P es invertible y Q = P~1.

Supéngase que B = {uj,ug,...,u,} y que la matriz producto de P por @), dada en términos de
sus columnas, es PQ) = [ Ci Cy .. Cp ] . Dado que P es la matriz de transicion de By a Bs:

vlg, = Plvlg,, VeV,
y como () es la matriz de transicién de Bs a Bj entonces
[V]Bl — Q [V]BQ 3 VV € V.

Luego,
Vlg, = Plvlg, =P (Q [V]BQ) =(PQ)v]g,, YvEeYV,

y por lo tanto
(PQ)[vlp, =[Vlg,, VveV.

En particular para los vectores v; de la base Bj se tiene (PQ) [Vj]32 = [vj]B2 , Vi=1,2,..,n.
Dado que [vj]B2 =ej, j = 1,2,...,n (véase Ejemplo 4.70) resulta
(PQ)ej = €y, ijl,?,...,n.

y como

(PQ)ej=cj, Vji=1,2,..,n,
entonces ¢; = e;, Vj = 1,2,...,n. Por lo tanto, las columnas de PQ son eq, es,..., €, es decir
PQ:[el ey ... en}:I.
Asi, P es invertible y Q = P~L. O

[Vlp, (en R")

v (en V)

P—1

V], (en R")

Figura 4.11: Relacion entre los vectores de coordenadas en dos bases distintas

El concepto de matriz de transicién esté definido para cualquier espacio vectorial de dimension finita.
En los ejemplos anteriores se calcularon matrices de transicién en el espacio vectorial R™. En el siguiente
ejemplo se obtendrd una matriz de transiciéon en el espacio vectorial Pa:
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Ejemplo 4.75. En el espacio vectorial Py, considere las bases ordenadas By = {pi,p2,ps} donde

pr=1 p=14z y ps=1+z+2%y Bo={q,q2,¢3} donde ¢1 =3+z—2% ¢ ==, q3=1—22,

La matriz P de transicién de la base B; a la base By es
P = [ [p1]32 [PﬂBQ [p3]B2 } :
Para calcular [p;] B, se deben determinar los coeficientes a1, as y ag tales que
aiqy + azq2 + azqs = pi,
reemplazando g1, ¢o, g3, p1 ¥y operando se tiene
(3a1 + a3) + (a1 + a2) = + (—a; —az) 2% =1,

y por igualdad de polinomios se obtiene:

3aq 4a3 = 1
a1 +az =
—aq —az = 0

Procediendo de forma similar, para calcular [ps] B, deben hallarse los coeficientes b1, bo y b3 tales
que

3b1 +b3 = 1
by +by =1
—b —bg =

y para calcular [ps] B, deben hallarse los coeficientes c1, c2 y c3 tales que

361 c3 = 1
c1 e =1
—C1 —C3 = 1

Hay que resolver entonces tres sistemas lineales que tienen la misma matriz de coeficientes y por lo
tanto conviene hacerlo en forma simultanea. Para ello, se aplica Gauss-Jordan a la matriz aumentada

3 0 1 1 11
11 0 :011
-1 0 -1 : 0 0 1

obteniéndose su forma escalonada reducida:

1 00 % % 1

010:-% 35 0

0 01 —% —% -2

La solucién del primer sistema es a; = %, ag = —% y a3 = —% y por lo tanto

1
1
[p1]32 = 72
1
2
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La solucién del segundo sistema es b; = %, by = % y by = —% y asi

[p2] By —

B[RO0 =

Y la solucién del ultimo sistema es ¢; =1, ca =0y ¢3 = 2 por lo que

1

[p3]32 = 0
-2

Luego, la matriz de transicién P de la base B; a la base Bs es

1 1
: 7
—3 —3 2

Observacion 4.2. En el ejemplo, la matriz P de transicion de la base B; a la base By se obtuvo a
partir de la matriz

3 0 1 1 11
11 0 :011
-1 0 -1 : 0 0 1

Puede observarse que la matriz de 3 x 3 de la izquierda tiene como columnas los vectores de
coordenadas de los polinomios de la base nueva, By = {q1,¢2,q3}, con respecto a la base estandar
F= {1, x, 332} de Py y la matriz de 3 x 3 de la derecha tiene como columnas los vectores de coordenadas
de los polinomios de la base vieja, By = {p1, p2, ps}, también con respecto a la base estdndar E. Esto
es:

30 1 1 11
11 0 1 1 :[[QI]E 2]p (@3l ¢ [pile [p2lg [p3]E]'
-1 0 -1 : 0 0 1
La forma escalonada reducida es
1 00 % % 1
01 0: —5 5 0|=[e e es: [pilg, [plp, [pslp, ]
001 : —§ —5 -2

v la matriz de transicion P de la base B; a la base B es la matriz de 3 x 3 de la derecha.

Este procedimiento puede generalizarse como método para obtener matrices de transicién, por
ejemplo, en los espacios vectoriales M,,,, y P, teniendo cuenta sus bases estdndar (véase Ejercicio

1.9).

El siguiente teorema nos permitird aplicar resultados de los vectores de R™ a los vectores de cualquier
espacio vectorial de dimensién n.
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Teorema 4.15. Sea B una base de un espacio vectorial V de dimensién n y sean vy, va,...,
v} vectores de V, entonces:

1. El vector de coordenadas de una combinacién lineal es la misma combinacion lineal de
los vectores de coordenadas:

[c1vi +cave + .+ pvi]lg = [Vilg + 2 [Val g + ... + i [Vl 5

para todo ¢y, ca,..., ¢ en R.

2. v es un vector del espacio generado por {vi,va, ..., vi} siy solo si [v]; estd en el espacio
generado por {[vi]g,[Valg, ..., [Vilg}-

3. El conjunto {vi,vg,...,vi} es linealmente independiente (en V) si y solo si
{lvilg,[v2lg, - [Vk] g} es linealmente independiente (en R™).

Demostracion. Al final de la seccidn se encuentra una prueba de la parte 1. Las demads se han dejado
como ejercicio. O

El resultado siguiente es una consecuencia inmediata del teorema anterior:

Corolario 4.3. Sean V un espacio vectorial de dimensiéon n y B una base de V. Entonces el

conjunto {vy, va,..., v, } es una base de V si y solo si {[vi]z, [V2]g ..., [Vn]g} €s una base de
R™.

Ejemplo 4.76. Para demostrar que el conjunto S = {41, Ay, Az, A4} donde

1 -1 0 2 21 3 0
A1_|:1 1:|5A2_|:2 1:|7A3_|:4 2:|yA4_|:_1 _2:|5
es una base de M, de acuerdo al corolario anterior, basta con demostrar que los vectores de coorde-
nadas de las matrices de S respecto a una base cualquiera de My forman una base de R*.

Si en particular se considera la base estandar E = {E11, E12, Fa1, Ea} de My, entonces el problema
consiste en determinar si el conjunto

S = {[Al]E ) [A2]E ) [A?:]E ’ [A4}E} )

es una base de R*. Por considerarse la base estdndar, los vectores de coordenadas con respecto a dicha
base se obtienen directamente:

1 0 2 3

-1 2 1 0

[Al]E - 1| [AQ]E = 2 | [A3]E = 4 y [A4}E = -1
1 1 2 —2

Facilmente se comprueba que S’ es una base de R* (verifiquelo) y por lo tanto S es una base de
M.«
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Unicidad de la matriz P de transicion

Demostracion. Sean By = {uj,us,...,u,} vy By = {v1,va,...,v,} dos bases ordenadas de un espacio
vectorial V y la matriz de transicion de By a By, P = | [wi]p, [wa]pg, ... [un]p, |.

Se probara que P es la uinica matriz que verifica:

[V]32 :_P{‘/:IBI7 VVEV.

Para ello, supéngase que A es una matriz de n x n tal que

Vg, = AlVlp, ;

para todo v € V. En particular esta tltima igualdad debe verificarse para los vectores u; de la base
B;. Es decir,
A[uj]Bl = [uj]BQa Vi=1,2,..,n.

De acuerdo al Ejemplo m , [uj]B1 = e;, luego
Aej = [u]']BQ, Vj = 1,2,...,n.
Por otra parte, si aj, as,..., a, son las sucesivas columnas de la matriz A, entonces

Aej = aj, Vj = 1,2, ey T

Asi,
aj: [uj]Bg’ Vj: 1,2,...,77,.
Luego, A= [ [wi]p, [wa]p, .. [un]p, |y porlo tanto la matriz A es la matriz P de transicién
de la base By a la base Bs. ]

Teorema 1. Sea B una base de un espacio vectorial V finito dimensional y sean vy,
V2,..., Vi, vectores de V Entonces: [c1vi + cava + ... + cpVi|g = c1 [Vi]g + 2 [Valg + ... + i [Vil g
para todo ci, ca,..., ¢ en R

Demostracion. Sea el vector
W = C1V] + vy + ... + v (4.10)

Supongamos que los vectores de coordenadas de los vectores vi, va,..., Vi con respecto a la base
B son los siguientes vectores de R":

ail ai2 alk

a21 a22 a2k
[Vl]B = . s [VQ]B = . yorey [Vk]B = . s

anl an2 Ank

por lo cual

Vi =a11U1 + a21u2 + ... + apily

Vo = aj2U] + aug + ... + an2uy,
(4.11)

Vi = Q1501 + Qg2 + ... + GpgUp
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Reemplazando las expresiones (4.11)) en (4.10) y operando (verificar), se obtiene el vector w ex-

presado como combinacién lineal de los vectores de la base B:
w = (c1a11 + c2a12 + ... + cpaig) i+ (craz1 + ceazn + ... + cpagg) Ua+...4+(Cran1 + C2an2 + ... + Crank) Wy

Los coeficientes que acompanan a los vectores uy, us,..., u, de la expresién anterior son las coor-
denadas del vector w con respecto a la base B. Asf:

c1a11 + c2a12 + ... + cpaik
c1a91 + Cc2a92 + ... + CrLG2k
[civi+ Ve + ... + Vil = )

C1anl + C2ap2 + ... + Cilnk

ail a12 a1k

a21 a2 a2k
= . + o . + ...+

anl an2 Ank

= [Vl]B —+ o [VQ]B + ...+ [Vk}B.

Ejercicios 4.6

En el espacio R?, sea u = (0, 4). Calcule el vector de coordenadas [u] z siendo B = {(—1,3), (2, —2)}.

2. En cada caso, calcule el vector de coordendas, [p]z, con respecto a la base B en el espacio Py,
indicado:

a) B:{1+2x,—x2,x+x2} base de Py, p = —1 + 3z + 22?2
B ={1+2x,2—3z} base de P, p=—1—4zx
B:{1,1+x,1+x+x2,1+x+x2+x3} base de P3, p = —2 + = — 22 + 423

3. Obtenga, a partir de la base B del espacio R? y el vector de coordendas [x] B, el vector x.

2
a) B=/{e,eq,e3}, x| = 1
-5
-1
B:{el,e1+e2,e1+e2+e3}7 [X]B: 2
5
1
C) B = {(_1’2’0)’ (07 1> 1)’ (37 _]-a _2)}7 [X]B = O
3

4. Halle el polinomio p en cada caso, siendo B una base del espacio P, y [p]|z su vector de coorde-
nadas.
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a) B={142x,—2+ z} una base de Py, [p]z = [ _2}

3
1
b) B = {z,2? 1} una base de P2, [p]5 = 2
-3
0
B={l+az+2%2—2*2—-3z+2* 2 +2%— 2%} una base de P3, [p] 5 = g
—4

11 2 0 1 2 -2 0 .
SeaB—{[ 0 0],[_1 0 } , { 3 4},[ 0 0 ]} una base del espacio Ma,.
a) Obtenga la matriz A si (A)z = (4,2,6,—3).
b) Halle el vector de coordenadas de la matriz [ _1 2 ] con respecto a la base B.

6. Sea el subespacio finito dimensional W = {ae®” + be™" : a,b € R} de F(R).

a) Obtenga una base para W y denominela S.

b) Calcule el vector de coordenadas [f]g siendo f(x) = coshz, z € R.
c¢) Halle g(z) si [g]g = [ }

7. Demuestre el reciproco del Teorema Sea S = {uj,us,...,u,} un subconjunto de un espacio
vectorial V. Si todo vector v de V puede escribirse de manera unica como combinacion lineal de
los vectores de S entonces S es una base de V.

N[ —00] =

Halle la matriz de transicién de la base B; a la base By del espacio V que se indica en cada caso:
a) V. = R?% bases B = {uj,uz} y By = {vi,v2} donde u; = (-2,3), uz = (1,-1),
V] = (0, —2), Vo = (3,2).

b) V = R3; bases By = {uj,uz,u3z} y By = {vq,va,v3} donde u; = ez, uy = e3, uz = ey,
V] = e1, V2 = €2, V3 = eg3.

c) V = Py; bases By = {p1,p2} y B2 = {q1,¢2} donde p1 = 1, p2 =2+2, ¢1 =2 — =z,

g2 =3+ 4.
d) V = Moag; bases By = {41, Ag, A3, Ay} y By = {C1,Co,C3,C4} donde
A =En Cy =En
Ay =FEn + Epp Co = E19
A3 = Ei1 + Eig + Eoy C3 = Ey
Ay = E11 + B2 + Eo1 + Ea Cy = Ex

Considere las bases de R?, By = {uj,us,uz} y By = {v1,va,v3}, donde u; = (1,1,1), ug =
(—1,3,0), us = (2,0,3), vi = (0,0,2), vo = (—=1,0,0), vz = (2,—1,5).
a) Encuentre la matriz de transicién, P, de la base B; a la base Bj.
b) Halle la matriz de transicién de la base By a la base By de dos maneras distintas:

i) utilizando la definicién de matriz de transicion.
ii) calculando la inversa de la matriz P.
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(Rotacién de los ejes coordenados) En muchos problemas se da un sistema de coordenadas
rectangulares XY y se obtiene un nuevo sistema de coordenadas X'Y” al hacer girar el sistema
XY en sentido contrario a las agujas del reloj alrededor del origen, un dngulo 6. Entonces cada
punto R en el plano tiene dos conjuntos de coordenadas, las coordenadas (x,y) con respecto
al sistema XY y las coordenadas (2/,y’) relativas al sistema X'Y’. Al introducir los vectores
unitarios (longitud 1) e; y e2 a lo largo de los ejes X y Y positivos, y los vectores unitarios vy,
v a lo largo de los ejes X' y Y’ positivos, esta rotacién se puede considerar como un cambio de
base, de la base E = {e1,es} a la base B = {v1,va}.

Y’ Y

R

Yp--------- =

//’ RN

// ! \\
e : \ ’
- \
-7 1 N X
- 1 \\
et ' .
s \
. q
- : T

y !
1

€ :

Vi 1

AP 0

1

I

0 e z X

Por tanto las nuevas coordenadas de R cumplen la relacién

donde P es la matriz de cambio de base de E a B.

De la figura siguiente puede observarse que:

Y’ Y
X/
€2
Vo
T
0+ Vi
+2
0
0 e X
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vi = cosf e +senf ey,
T T
V9 = oS (9 + 5) e; + sen (9 + 5) ey = —senf ey + cosb es.
Luego,
], = cos sl = —send
UE = | senf ¥ He — cos
Asi, la matriz ) de transiciéon de B a E es
cosf) —senf
Q= [ [Vl]E [V2]E ] - [ sen @ cosf }

y la matriz P de transicion de E' a B es

-1 cos senf |
P=Q" = [ —senf cosé ] o [ 1] le2]p ]
Por lo tanto, se verifican las siguientes relaciones entre los vectores de coordenadas:
x| [ cosf —send || 2
y | | send cosf | | v
Y L .
| cosf senf x
y | | —senf cosb | |y |’

Considere ahora una rotacién de dngulo 6 = 7.

a) Silas coordenadas del punto R en el sistema XY son x = 2, y = 4, obtenga las coordenadas
de dicho punto en el sistema final X'Y” rotado.

b) Si las coordenadas del punto S en el sistema X'Y” rotado son 2/ =0, 3y = %, halle las
coordenadas z, y de dicho punto en el sistema inicial XY

En el espacio P3, considere la base estandar F y la base B = {1, 2, —2 + 422, —12x + 8333}
(polinomios de Hermite).

a) Obtenga el vector de coordenadas del polinomio ¢ = —1 + 2z + 22 — 23

base B de manera directa.

con respecto a la

b) Halle la matriz de transicién, P, de la base E a la base B.

c¢) Encuentre el vector de coordenadas del polinomio ¢ con respecto a la base B usando la
matriz obtenida en el item anterior.

d) Verifique que P! [q]5 = [q] -

(Caso particular de la parte 1 del Teorema ) Considere el espacio vectorial Py y la
base B = {1, 1+z, 142+ :c2}. Para los polinomios p; = 2z 4+ 22 y py = 5 — 3z, verifique:

a) [pr+p2lp = [plp + [p2lp
b) [ep1]z = ¢[p1]p, para todo c € R

13. Pruebe los incisos 2 y 3 del Teorema [4.15
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Usando el Teorema o su corolario pruebe que:

a) Las matrices [ _} 2 ], [ _1 g } y [ (1) i } forman un conjunto linealmente indepen-
diente de Ms.

b) gen{1+x+$2,—x—4x2,1—i—x—l—?azQ,—l—f—x—l—azQ} =Py

¢) El conjunto B = {1 +r—2?4+ 23,2 -3x+42%,1 — 2% + 23,24 3z + 5:33} es una base del
espacio Ps.

15. (Scilab) En el espacio vectorial My considere las siguientes bases:
B - 11 11 11 10
b 1L 1’1 o]’[0o0]|0o0][f
B, — 11 0 2 -2 0 0 —-12
2 0 0j]'loo]" | 40] 0 8]f

Teniendo en cuenta la Observacion para hallar la matriz de transiciéon de la base B a la
base By se lleva la matriz

1 0 -2 0 1 111
1 2 0 —12 1110
00 4 0 1100
00 O 8 1 0 00

a su forma escalonada reducida. Las primera cuatro columnas de esta matriz son los vectores de
coordenadas con respecto a la base estandar de My, de las matrices de la base By y las cuatro
ultimas columnas son los vectores de coordenadas también con respecto a la base estandar de
M, de las matrices de la base Bj.

Aplicando Gauss-Jordan se obtiene:

1000 : 32 3/21 1
0100 : 1/2 —1/4 0 —1/2
0010 : 1/4 1/4 0 0
0001 : 1/8 00 0

La matriz 4 x 4 de la derecha es la matriz de transicién de By a Bs

a) Usando el comando “rref”, verifique el resultado anterior.

b) Halle la matriz de transicién de la base By a la base Bj.

16. (Scilab) En el espacio vectorial P4, considere las bases ordenadas:
Bi={1+2*+2"1+2 -2+ 2+ 2% 2+ 20— 22° — 22%, 3 + 4o + 32 + 42, —1 + 2 + 27 + 527},

By={l+z—2' —1422+22% +22%, 20 — 2® + 22° + 22" 1 + &+ 2® + 2°,1 + 2% + 42°} .

Obtenga las dos matrices de transicién (de la base B; a la base By y de la base Bs a la base By).
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4.7. Rango y nulidad de una matriz

En esta seccién se estudiaran tres espacios vectoriales importantes asociados a una matriz: el espacio

de renglones, el espacio de columnas y el espacio nulo.

ail ai2

a1 a2
A pu—

ml  Om2

Los vectores

ry = (a117a12, -~-7@1n),

los vectores

aii ai2

a1 a2
a; = . ) az =

Gm1 m2

son los vectores columna de A.

Se simboliza ren(A).

A. Se simboliza col(A).

Definicién (Espacios de renglones y columnas). Sea A una matriz de m x n,

ro = (agl,agg,...,agn),

formados a partir de los renglones de A se conocen como wvectores renglén de A, mientras que

El espacio de renglones de A es el subespacio de R™ generado por los vectores renglén de A.

El espacio de columnas de A es el subespacio de R™ generado por los vectores columna de

aln
a2n

amn

s T = (Am1, Gm2, ooy Q)

1 2

Ejemplo 4.77. Para la matriz A = [ 30 3

) son |

] , los espacios de columnas y de renglones de A son:

ren(A) =gen{(1,2,1),(3,0,3)},

respectivamente. <

jetiv S i6n es proveer un mé racti ra encontrar bas r io gener
El objetivo de esta seccién es provee étodo practico para encontrar bases para el espacio generado
por un conjunto de vectores de R™. Para ello, se tratara primero el problema de la obtencién de bases
para los espacios de renglones y de columnas de una matriz.

Una base para el espacio de los renglones de una matriz

El lema siguiente es clave para la determinaciéon de una base para el espacio de renglones de una

matriz.
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Lema 4.2. Las operaciones elementales de renglones no cambian el espacio de renglones de
una matriz: si A y B son matrices equivalentes por renglones entonces ren(A) = ren(B).

Demostracion. Para probar que ren(A) = ren(B), se mostrara que todo vector en ren(A) es un vector
de ren(B) y reciprocamente.

Dado que la matriz B se obtiene de la matriz A a través de una sucesién de operaciones elementales
de renglén (suma de vectores y multiplicaciéon por escalares no cero), todo renglén de B es una
combinacién lineal de los renglones de A. Como todo vector en ren(B) es una combinacién lineal de
renglones de B y éstos a su vez son combinaciones lineales de renglones de A, entonces todo vector
en ren(B) es una combinacién lineal de renglones de A. Esto prueba que todo vector en ren(B) es un
vector en ren(A).

Reciprocamente, invirtiendo las operaciones elementales que llevaron la matriz A a la matriz B
se obtiene A a partir de B, y por lo tanto todo vector de ren(A4) es una combinacién lineal de los
renglones de B, es decir, todo vector en ren(A) es un vector en ren(B).

O

Teorema 4.16. Los renglones no cero de una matriz en forma escalonada por renglones
forman una base para su espacio de renglones.

Una demostracién de este teorema se encuentra al final de esta seccién.

Teorema 4.17. Los renglones no cero de cualquier forma escalonada por renglones de una
matriz A forman una base para el espacio ren(A).

Demostracion. Sea B una forma escalonada de A. Por el teorema anterior, los renglones no cero de
B forman una base para su espacio de renglones. Dado que ren(A) = ren(B) (Lema [4.2)) entonces los
renglones no cero de B forman una base para el espacio ren(A). O

Es inmediato el siguiente resultado:

Corolario 4.4. La dimensién del espacio de renglones de una matriz A es el nimero de
renglones no cero de una forma escalonada por renglones de A.

Estos resultados pueden ser aplicados para facilitar la bisqueda de una base para el espacio generado
por un conjunto de vectores de R".

Ejemplo 4.78. Supdngase que se quiere encontrar una base para el espacio generado por los siguientes
vectores de R%: vi = (1,-2,0,0,3), vo = (2, -5, -3,-2,6), v3 = (0,5,15,10,0) y v4 = (2,6,18,8,6).

El espacio generado por el conjunto S = {vy,va, vs, v4}, es el espacio de renglones de la matriz

1 -2 0 0 3
2 -5 -3 -2 6
A= 0 5 15 10 O
2 6 18 8 6
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Al llevar esta matriz a una forma escalonada se obtiene (verifiquelo):

O O =
S = W o
S =N O
OO O W

Los vectores renglén diferentes de cero en esta matriz son: u; = (1,-2,0,0,3), us = (0,1,3,2,0) y
u3 = (0,0,1,1,0). Estos vectores forman una base para ren(A) = gen(S). Obsérvese que los vectores
us vy us no son vectores de 5.«

El ejemplo anterior ofrece un método para encontrar una base del espacio generado por un conjunto
finito de vectores de R™:

Célculo de una base para gen(S)

Sea S = {uj,uy, ..., u;, } un subconjunto de R™. Entonces se puede determinar una base para
gen(S) como sigue:

1. Forme la matriz A de m x n cuyos renglones son uy, Usg,...,Uy,.

2. Reduzca A hasta una forma escalonada B.

3. Una base para gen(S) es el conjunto de los vectores renglén no cero de B.

Observacion 4.3. Este método produce una base de gen(S) formada por vectores que, en general,
no son del conjunto S. La ventaja es que este método produce bases “simples” ya que se obtienen
vectores con varias componentes cero.

Una base para el espacio de las columnas de una matriz

Es evidente que, excepto por un cambio de notacion vertical a horizontal, el espacio de columnas de
una matriz A es el mismo que el espacio de renglones de A?. Por lo tanto, se puede encontrar una base
para col(A) hallando una base para ren(A?) y luego “volviendo” a la notacién vertical.

Ejemplo 4.79. Se quiere hallar una base del espacio de columnas de

1 0 1 1
A=13 2 5 1
0 4 4 —4
Al transponerla se obtiene
13 0
0 2 4
t _
A= 15 4
11 —4
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y llevando A? a una forma escalonada se llega a (verifiquelo):

130
01 2
0 00
0 00

Por lo tanto, los vectores (1,3,0) y (0, 1,2) forman una base para ren(A?) o, lo que es equivalente,
los vectores

1 0
u =1 3 y up=|1],
0 2

forman una base para col(A). Nétese que el vector ug de la base obtenida no es una columna de A es
decir se obtuvo una base de col(A) que no estd compuesta totalmente por columnas de dicha matriz. <

En el ejemplo anterior se usé el hecho de que col(A4) = ren(A?) y se aplicé la técnica del Ejemplo m
a la matriz A' para hallar una base de col(A).

A continuacion se daran una serie de resultados que brindardn una forma alternativa de hallar una
base para el espacio de columnas de una matriz A que esté formada exclusivamente por columnas de
dicha matriz. Para ello se verd primero el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.80. Se aplicard una sucesién de operaciones elementales a una matriz A hasta obtener
una forma escalonada (eliminacién gaussiana). Se mostrard que las columnas de todas las matrices del
proceso, satisfacen las mismas relaciones de dependencia lineal.

1 -2 2 3 0 1 -2 2 3 0 1] —2 230
A=|-1 2 -1 =2 1|—=B=|0 0 1 1 1|—=C=| 0 o0[1] 11
3 6 5 8 -1 0 0 -1 -1 -1 0 0 000

En la matriz escalonada C se vé rdapidamente, por la forma en que estidn dispuestos los ceros,
que las columnas pivote c¢; y cg son linealmente independientes. Ademds se puede observar que las
otras columnas son combinaciones lineales de éstas dos: co = —2¢1, ¢4 = ¢1 + c3, c5 = —2c; + c3.
Por lo tanto, reduciendo el conjunto generador, col(C') = gen {cj,c2,c3,¢4,¢5} = gen{cy,c3}. Asi el
conjunto de las columnas pivote de C, {cy, c3} es linealmente independiente y generador de col(C), y
por lo tanto es una base de col(C').

Puede comprobarse también para la matriz B, que las correspondientes columnas verifican las
mismas relaciones: by y bs son linealmente independientes y las otras columnas verfican también:

by = —2by, by = by + b3z, bs = —2b; + bs. Asi, {b1,bs} es una base de col(B).

Es mas dificil ver las relaciones de dependencia lineal entre las columnas de la matriz A pero
puede verificarse que las columnas pivote, a; y ag, son linealmente independientes y las otras columnas
verifican también las relaciones: ap = —2a;, a4 = aj + a3, a; = —2a; + az. Por lo tanto, el conjunto
formado por las columnas pivote de A, {aj, a3}, es una base de col(4). «

Observacién 4.4. Debe advertirse que el espacio generado por las columnas de una matriz varia,
en general, por operaciones elementales de renglén. Nétese del ejemplo anterior, que las columnas
pivote de la matriz C forman una base para col(C') pero no forman una base para el espacio col(A)

(col(A) # col(C)).
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Lo mostrado en el ejemplo no es casualidad. Los siguientes teoremas conducen al resultado principal:
las columnas pivote de una matriz forman una base para su espacio de columnas.

Lema 4.3. Si las matrices A y B son equivalentes por renglones, las columnas de A y B
verifican las mismas relaciones de dependencia lineal. Esto es, si A = [ a; ay .. a, ] y
B:[bl by .. b, ],

cia; +cag + ... +cpa, =0 & by + by + ... + ¢,b, = 0.

Demostracion. Dado que una columna cero no se modifica por una operacién elemental de renglén, la
misma sucesién de operaciones elementales que transforman la matriz A en la matriz B, transforman la
matriz aumentada [A : 0] en la matriz [B : 0]. Luego, estas dos matrices aumentadas son equivalentes
por renglones y en consecuencia los sistemas lineales homogéneos Ax = 0 y Bx = 0 tienen las mismas
soluciones. Entonces

Ac=0 & Bc=0.

Si las componentes del vector ¢ son c1, ¢a,..., ¢,, por definiciéon de producto de una matriz por un
vector, la equivalencia anterior resulta
cia; +cas +...+cpa, =0 < by + by + ... + ¢, b, = 0.
O

Este lema indica que si A y B son matrices equivalentes por renglones, un conjunto de columnas de
A es linealmente dependiente (o independiente) si y solo si las correspondientes columnas de B son
linealmente dependientes (o independientes).

Por el momento nos restringiremos a las matrices que estdn en forma escalonada. Se vera que es
facil encontrar una base para el espacio de columnas de tales matrices.

Teorema 4.18. Las columnas pivote de una matriz que esta en forma escalonada por ren-
glones forman una base para su espacio de columnas.

Una demostracién de este teorema se puede ver al final de esta seccién. Pasemos ahora al caso general:

Teorema 4.19. Las columnas pivote de una matriz A forman una base para el espacio

col(A).

Demostracion. Sea A = [ a; as .. a, ] una matriz de m x n, y B = [ b; by ... b, ] una
forma escalonada de A.

Sean by, by,,..., b;, las columnas pivote de B. Por el teorema anterior, éstas forman una base para
col(B) y por lo tanto son linealmente independientes y las restantes columnas de B son combinaciones
lineales de ellas.

De acuerdo al Lema[4.3|las columnas de A y B guardan las mismas relaciones de dependencia lineal.
Luego, las correspondientes columnas (pivotes) de A, a;,, ay,,..., a;,, forman un conjunto linealmente
independiente y las restantes columnas son combinaciones lineales de ellas. Por lo tanto,

col(A) = gen{ay,as,...,a,} = gen{ay,,a,,...,a;,}.

Material didactico de uso interno Mateu-Semitiel 173



CAPITULO 4. ESPACIOS VECTORIALES

Asi, el conjunto de las columnas pivote de A, {a;,,ay,,...,a; }, es linealmente independiente y
generador de col(A), y por lo tanto es una base de col(A). O

Corolario 4.5. La dimensién del espacio de columnas de una matriz A es el nimero de
columnas pivote de A.

Ejemplo 4.81. Como aplicacién del teorema anterior, suponga que se pide encontrar un subconjunto
de S = {vi,va,v3,v4} donde vi = (1,-2,0,0,3), vo = (2,-5,-3,-2,6), v3 = (0,5,15,10,0) y
vy = (2,6,18,8,6), que sea una base para gen(S). Para ello se forma la matriz A cuyas columnas son
dichos vectores:

1 2 0 2
-2 -5 5 6
A=[vi va v3 vg4|=| 0 =3 15 18 |,
0 -2 10 8
36 0 6

entonces gen(S) = col(A). De acuardo al Teorema el conjunto de las columnas pivote de A forman
una base de col(A). Estas columnas se identifican llevando A a una forma escalonada para obtener las
posiciones pivote. Una forma escalonada de A es la matriz B (verifiquelo):

(1] 2 o0 2]
0 [-1] 5 10
B=|0 o0 o0 [1]
0 0 0 0
0 0 0 0 |

Las posiciones pivote muestran que las columnas pivote son la lera, la 2da y la 4ta. Por lo tanto, el
conjunto {vi,va, v4} es una base para col(A). Luego, ésta es una base de gen(S) formada por vectores
de 5.«

El ejemplo anterior ofrece un método para hallar una base del espacio generado por un conjunto finito,
S, de vectores de R™ que esté compuesta exclusivamente por vectores de S.

Célculo de una base para gen(S) formada por vectores de S

Sea S = {v1,Vg,..., V) } un subconjunto de R™. Se puede determinar un subconjunto de S
que es una base para gen(S) como sigue:

1. Forme la matriz A de n X m cuyas columnas son los vectores vi, vo,...,Vy,.

2. Reduzca A hasta una forma escalonada B e identifique las columnas pivote de B, y en
consecuencia las correspondientes columnas pivote de A.

3. Una base para gen(S) es el conjunto de los vectores columna de A identificadas en el
item anterior.

Se han estado desarrollando métodos que permiten obtener bases para espacios generados por un sub-
conjunto S de R". Estos métodos también pueden emplearse con el mismo fin, en espacios vectoriales
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que no son R” teniendo en cuenta que todos los cédlculos con vectores de un espacio vectorial V de
dimension finita pueden hacerse de forma equivalente con sus vectores de coordenadas con respecto a
una base dada.

Teniendo en cuenta los resultados del Teorema si B es una base de un espacio vectorial V
de dimensién n y S’ es el conjunto de los vectores de coordenadas de los vectores de S con respecto a
la base B, entonces H es una base de gen(.S) si y solo si el correspondiente conjunto de vectores de
coordenadas, H', es una base de gen(S’).

En el Ejemplo se implementd un procedimiento para hallar una base del espacio generado
por un conjunto, S, de polinomios de P53 reduciendo el conjunto S hasta encontrar un subconjunto de
él linealmente independiente. Esto resulté un trabajo tedioso pero teniendo en cuenta lo comentado
en el parrafo anterior un problema similar se puede resolver utilizando vectores de coordenadas y
trabajando en R™ lo que facilita los calculos y el uso de sistemas computacionales. Al respecto veamos
el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.82. Al igual que en el Ejemplo sea el subconjunto S = {p1, p2, p3, ps,ps} del espacio
vectorial Pg donde p1 = 1+ 24223, po =+ 2% — 22, p3 =2+3x+ 22 + 323, py = —1+22 - 323 y
ps = 1 +x + 22 + 23. Se desea encontrar una base para el espacio gen(S) que esté contenida en S.

Para ello, basta con hallar una base para el subespacio de R* generado por el conjunto S’ de los
vectores de coordenadas de S respecto a una base cualquiera de P3. Se elije como base de P3 a la base
estandar F = {1, x, 2, :63} ya que no hay que resolver ningin sistema lineal para hallar vectores de
coordenadas con respecto a dicha base.

Entonces el problema se reduce a determinar una base para el espacio generado por

S"=Almlg, p2lg, [p3le, Pl g [ps]E)

que sea un subconjunto de S’. Los vectores de coordenadas se obtienen en forma directa:

1 0 2 -1 1
1 1 3 0 1
[pl]E = 0 ) [pQ]E = 1 ) [p3]E = 1 ) [p4]E = 1 ) [p5]E = 1
2 -1 3 -3 1

Se forma la matriz A cuyas columnas son dichos vectores de coordenadas:

1 02 -1 1
1 13 01
A= 0 11 11
2 -1 3 =31
El conjunto de las columnas pivote de A es una base para gen(S’). Una forma escalonada de A es
la matriz
02 -1 1
| O 1 1 0
0 00 0

0 00 0 O

Las posiciones pivote indican que las columnas pivote de A son: [p1]g, [p2]p ¥ [ps] - Por lo tanto el
conjunto {[p1]z, [p2] g+ [P5] g} es una base para gen(S’) y el correspondiente conjunto en P, {p1, p2, ps}
es una base para gen(S) (y estd contenida en S).«
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Teorema 4.20. Para cualquier matriz A, dim (col(A)) = dim (ren(A)).

Demostracion. La dimensién de col(A) es el nimero de columnas pivote de A que son aquellas que
contienen una posiciéon pivote. Por lo tanto:

dim (col(A)) = nimero de pivotes de A.

La dimensién de ren(A) es el nimero de renglones no cero de una forma escalonada de A. Dado
que el numero de renglones no cero es igual al nimero de pivotes:

dim (ren(A)) = ntimero de pivotes de A.

Por lo tanto,
dim (col(A)) = dim (ren(A)) (= ntdmero de pivotes de A).

Definicién (Rango de una matriz). El rango de una matriz A de m x n es la dimensién
comun de los espacios columna y renglén de A, se representa por rango(A) o p(A).

Noétese que, de acuerdo al Teorema [4.20] para calcular el rango de una matriz A se debe llevar a ésta
a una forma escalonada por renglones, B. El rango de A es el nimero de renglones no cero de B o, lo
que es lo mismo, el nimero de pivotes de B. Luego, si A es de m xn, p(A) < min{m,n}. Por ejemplo,
una matriz A de 5 X 7 no puede tener rango 6 pues p(A) < 5.

Puede observarse ademds que p(4) =0« A = 0.

Definicién (Espacio nulo y nulidad de una matriz). El espacio nulo de una matriz A
de m x n, que se simboliza N(A), es el conjunto de todas las soluciones de Ax = 0. Es decir,

N(A) = {x € R" : Ax = 0}.

N(A) es un subespacio de R", su dimension es llamada nulidad de A y se denota nulidad(A)
ov(A).

Nota: En la Seccién 4.2 se probé que N(A), el conjunto de todas las soluciones de Ax = 0, es un
subespacio de R".

Ejemplo 4.83. Para hallar el espacio nulo de la matriz

1 -2 3 4

2 0 -1 1
A= 0 1 1 -2 |’

2 1 0 -1

se debe resolver el sistema lineal homogéneo

r1 —2x9 +3x3 +4xy = 0
2z —x3 44 = 0

T9 +x3 —2x4 = 0
2r1  +x9 —x4 = 0
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La forma escalonada reducida de la matriz ampliada del sistema es

100 511 : 0
01 0 —21/11 : 0
001 —1/11 : 0|’
00 0 0 : 0

y se observa que x4 es la unica variable libre. La solucion general del sistema viene dada por

|en

r = - 11t
_ 2
o= ut o eR
r3 = ﬁt
Iy t
Luego, el espacio nulo de la matriz A es
[ —5/11 -5
21/11 21
N(A) = 111 t:teR ) =gen 1
1 11
-5
. o 21 . . .
El conjunto unitario 1 es linealmente independiente, y por ser generador de N(A), es
11

una base de dicho espacio. Asi, ¥(A) = dim (N(A4)) = 1.«

Ejemplo 4.84. Sea la matriz A = [ ] . Como det(A) = —8 # 0, el sistema lineal Ax = 0 tiene

Unica solucion, la trivial. Luego,
No se define base para IN(A) ya que es el espacio cero. La dimensién de N(A) es v(A) = 0.4

Puede observarse en los ejemplos anteriores que la nulidad de la matriz A es igual al nimero de
variables libres del sistema lineal Ax = 0.

Teorema 4.21. La nulidad de una matriz A es el nimero de variables libres del sistema
lineal homogéneo que tiene a A como matriz de coeficientes.

Una demostracién de este teorema se encuentra al final de esta seccién.

El teorema siguiente relaciona el rango y la nulidad de una matriz. Es considerado uno de los
teoremas més importantes del Algebra Lineal

Teorema 4.22 (del rango). Para toda matriz A de m x n, la suma del rango y la nulidad es
igual al nimero de columnas de A, es decir

p(A) 4+ v(A) =n.
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Demostracion. El rango de una matriz A es el nimero de columnas pivote de A. Por otra parte la
nulidad de A es el nimero de variables libres de Ax = 0. Como se tienen tantas variables libres como
columnas no pivote, la nulidad de A es igual a la cantidad de columnas no pivote. Dado que

numero de columnas pivote + nimero de columnas no pivote = ntimero de columnas,

entonces

p(A) +v(A) =n.
O

Ejemplo 4.85. En el Ejemplo v(A) = 1. Por otro lado, el nimero de pivotes de A es 3, por lo
que p(A) = 3. Luego, p(A) + v(A) =3+ 1 =4 que es el nimero de columnas de A, y asf se verifica el
teorema del rango.

En el Ejemplo el nimero de pivotes de A es 2 por lo que p(A) = 2. Por otra parte, v(A) = 0.
Luego, p(A) +v(A) =24 0 = 2 que es el nimero de columnas de A. <«

Ejemplo 4.86. Si el sistema lineal Ax = 0 tiene 25 incégnitas y p(A) = 15, puede deducirse que A
tiene 25 columnas, que v(A) = 10 y que el niimero m de renglones de A es m > 15.4

Las nociones desarrolladas en esta seccion estdn relacionadas con los sistemas lineales. Dado que el
sistema lineal Ax = b es consistente si y solo si el vector b es combinacién lineal de las columnas de
A, se tiene el siguiente teoremas:

Teorema 4.23. Un sistema lineal Ax = b es consistente si y solo si b estd en col(A).

Y en relacién a los sistemas lineales y al rango de una matriz, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.24. El sistema lineal Ax = b es consistente si y solo si p (A)

Ejemplo 4.87. Sea Ax = b un sistema lineal de 20 ecuaciones con 25 incdgnitas. Suponga que el
espacio nulo de A estd generado por cinco vectores linealmente independientes. Se desea saber si el
sistema es consistente para cualquier vector b de R?0.

La matriz A es de 20 x 25. El espacio nulo de A tiene una base que consta de 5 vectores, luego
v(A) = 5. Por el teorema del rango, p(A) = 25 — 5 = 20 es decir dim(col(A)) = 20. Esto indica que
col(A) = R?® y por lo tanto todo vector b de R?? estd en col(A) es decir es una combinacién de las
columnas de A. Esto prueba que Ax = b es consistente para todo b de R?". <

El siguiente teorema completa el Teorema de equivalencias.
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Teorema 4.25. Sea A una matriz de n X n. Entonces las siguientes proposiciones son equi-
valentes:

1. |A] #0.

2. A es invertible.

3. Ax = b es consistente con tnica solucién para todo b € R"™.
4. Ax = 0 tiene unica solucién la trivial.

5. A tiene n posiciones pivote.

6. A es equivalente (por renglones) a la matriz identidad I.

9. Los vectores renglén de A son linealmente independientes.
10. Los vectores columna de A son linealmente independientes.

11. col(A) = R™.

12. ren(A) = R™.

Demostracion. Las equivalencias de (1) a (6) han sido probadas en el Teorema Se probard aqui
las equivalencias restantes. Para ello se seguird el siguiente orden en las implicancias (6) = (7) =
(8) = (9) = (10) = (11) = (12), probando luego que (12) = (6).

(6)

(10)

(11)

= (7) Si A es equivalente por renglones a la matriz identidad, I,,, entonces las n columnas de
A son columnas pivote por lo cual Ax = 0 no tiene variables libres y asi v(A) = 0.

= (8) Es una consecuencia inmediata del teorema del rango.

= (9) Si p(A) = n entonces el espacio de renglones de A es de dimensién n. Ya que los n
renglones de A generan el espacio ren(A) se concluye (Teorema [4.9) que los vectores renglén de
A forman una base para ren(A) y por lo tanto son linealmente independientes.

= (10) Silos n renglones de A forman un conjunto linealmente independiente, como este conjun-
to es generador de ren(A), entonces forman una base para ren(A) y por lo tanto dim(ren(A)) = n.
Por el Teorema [4.20] también dim(col(A)) = n y dado que el conjunto de las n columnas de A es
generador de col(A) entonces (Teorema las n columnas de A forman una base para col(A)
y por lo tanto son linealmente independientes.

= (11) Las n columnas de A generan col(A) y dado que son linealmente independientes,
entonces forman una base para col(A). Asi dim(col(A)) =n y como col(A) es un subespacio de

R™, entonces (Teorema [4.12)) col(A) = R™.

= (12) Dado que dim(ren(A)) = dim(col(A)), si col(A) = R™ entonces dim(ren(A)) = n. Como
ren(A) es un subespacio de R", necesariamente (Teorema [4.12)) ren(A) = R™.
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(12) = (6) Siren(A) = R™ entonces dim(ren(A)) = n y por lo tanto A tiene n posiciones pivote.
Luego, la forma escalonada reducida de A es la matriz identidad, I,,.

O

Teorema Los renglones no cero de una matriz en forma escalonada por renglones
forman una base para su espacio de renglones.

Demostracion. Sea B = [b;j] una matriz de m x n en forma escalonada por renglones. Si k es el nimero
de renglones no cero de B, dado que B estd en forma escalonada, éstos son los primeros k renglones,
mientras que los dltimos m — k renglones son renglones cero.

Se probard que el conjunto S = {ri,ro,...,r;} es una base de ren(B).

Los vectores ry, ro,..., rg son todos no cero y como B estd en forma escalonada, el elemento delantero
de cada renglén no cero estd mas a la derecha que el elemento delantero del renglén anterior. Esto
es, si by, es el elemento delantero del renglén i-ésimo debe ser i1 < la < ... < l;. Recordando que el
elemento delantero de un renglén no cero es la primera componente no cero de dicho vector, entonces
para cada r; es by, # 0 mientras que b;; = 0 para todo j < [;. Asi, por ejemplo, los renglones r1 y rs
son de la forma:

ry = (0,0,...,0,()1[1,X,...,X,...,X),
ro = (0,0,...,0,0,...,0,6212,X,...,X).

Para probar que S es linealmente independiente debe demostrarse que si ¢y, ca,..., ¢ son escalares
tales que
ciry + cors + ... + cpry = 0,

necesariamente ¢ = ¢co = ... = ¢ = 0.

La componente en la posicién I; del vector ciry + cara + ... + T es c1byy, y las anteriores compo-
nentes son ceros. Si este vector es el vector 0 necesariamente c1b1;, = 0 y dado que by, # 0 debe ser
c1 = 0. Entonces

ciry1+coro+ ... +cepry =05 ¢ =0 y corg+ ... +cxrp = 0.

De manera similar, la componente en la posicién Iy del vector corgs + ... + ciry es caby, y las
anteriores componentes son ceros. Si este vector es el vector 0 necesariamente caby, = 0 y dado que
bai, # 0 debe ser ¢y = 0. Asi,

ciri+coro+ ... +cpry =05 ¢ =0, co =0 y c3rg+ ... +cpri = 0.
De esta manera se llega en k£ — 1 pasos a
ciry +coro+ ...+ cprp =05 ¢ =0, co =0, ..., cp_1 =0y crp =0,
y como rj # 0 necesariamente ¢, = 0. Luego,

ciri+cora+ ...+ cprp =0 ¢ =co=...=¢, = 0.
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Es claro que el conjunto S es generador del espacio ren(B) ya que los ultimos m — k renglones de
B son vectores cero y por lo tanto pueden eliminarse generando el mismo espacio. Esto es, ren(B) =
gen {ry,ra, ..., T%}.

Se ha probado entonces que los renglones no cero de una matriz en forma escalonada son linealmente
independientes y generan ren(B) y por lo tanto forman una base para el espacio de renglones de B. [

Teorema [4.18: Las columnas pivote de una matriz que esta en forma escalonada por
renglones forman una base para su espacio de columnas.

Demostracion. Sea B = [b;;] una matriz de m x n que estd en forma escalonada por renglones. Si k
es el nimero de renglones no cero de B, dado que B estd en forma escalonada, éstos son los primeros
k renglones de B, mientras que los ultimos m — k renglones son renglones cero.

Sean byj,, bay,...., by, los elementos delanteros de los k renglones no cero de B. Entonces las
columnas pivote de B son by, by,,..., b;, . Se probard que estas columnas forman una base para
col(B).

Para ello, consderemos la matriz U de m x k formada por las columnas pivote de B:

[ by, X ox .. X
0 6212 X X
0 0 b313 X
U=[b, b, .. b]=| o o o 7 bézk ,  donde by, # 0.
0 0 0 0
| 0 0 0 0 |

Dado que todos los vectores columna de B tienen sus ultimas m — k componentes iguales a cero,
todo vector b de col(B) tendré sus ultimas m — k componentes iguales a cero. Entonces para cualquier
b en col(B), el sistema lineal de matriz aumentada

[ X X e X i by ]
0 X X : by
0 0 o X i Dbs

[U:b] = : : ,
0 0 0 .. L by,
0 0 0 .. 0 : 0
0 0 0 0 0

es consistente y con unica solucién ya que la tltima columna de la matriz aumentada no es columna
pivote y todas las columnas de U son pivote. Esto quiere decir que todo vector b en col(B) puede
expresarse de manera tnica como combinacion lineal de las columnas pivote de la matriz B. Esto
prueba que las columnas pivote de B forman una base de col(B). O
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Teorema [4.21k La nulidad de una matriz A es el nimero de variables libres del sistema
lineal homogéneo que tiene a A como matriz de coeficientes.

Demostracion. Si B es cualquier forma escalonada de la matriz A, se conoce que los sistemas ho-
mogéneos Ax = 0 y Bx = 0 tienen las mismas soluciones, en particular si B es la forma escalonada
reducida de A.

Sip(A)=ry Aesdem xn,entonces r <myr <n.SiU esla forma escalonada reducida de A
entonces los primeros r renglones de U son distintos de cero.

Si r = n todas las columnas de U (y por lo tanto de A) son columnas pivote y entonces el sistema
Ax = 0 tiene unica solucidn, la trivial. Luego, N(A) estd formado unicamente por el vector cero y por
lo tanto su dimensién es cero, que es también el nimero de variables libres de Ax = 0.

Sir < m no se pierde generalidad si se supone que las columnas pivote son las r primeras columnas.
Més ain como los renglones cero de U (si los tiene) no contribuyen a la solucién de Ux = 0 estos
renglones pueden descartarse. De modo que las soluciones de Ax = 0 se obtienen del sistema U'x = 0
donde U’ es la matriz de r x n formadas por los r renglones no cero de U. Asi las primers r columnas
de U’ (pivotes) forman la matriz identidad de orden r y las dltimas n — r son las columnas no pivote

es decir
1 0 ... 0 Cl r+1 -+ Cin
U/ _ 0 1 0 C2 r41 ... Cop
0 0 ... 1 ¢prg1 oo Crn
e
Siendo el vector de las incégnitas x = - " |, la forma estandar de U'x = 0 es
r+1
Tn

T1+C1 r41%Tr41 + €1 41 Tr41 + s+ C1pT = 0
T2+ €2 p41Tr41 + €2 rp1Tpy1 + oo + C2pTy = 0

Ty + Cr r41Tr41 T Cr r41Tr41 + oo + CrpTn = 0

y despejando las r variables delanteras en funcién de las n — r libres se tiene

L1 = —C1 r41Zr41 — C1 r41Tp4+1 — -+« — Clndn
T2 = —C2 p+1Tr41 — C2 r41Tp41 — -.- — C2nTn
Ty = —Cp r+1Tr+1 — Cr r41Tr41 — --o — Crpdn

Asignando valores arbitrarios si, $o,...,5-—, a las variables libres 11, Zr12,...,Zn, respectivamente, la
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solucién general para Ax = 0 estd dada por:

Z1 —C1 74151 — C1 r4+152 — ... — CinSn—r
T2 —C2 r+1851 — C2 r4152 — ... — C2nSn—r
x — Ly _ —Cr r+181 — Cr 4152 — --- = CrnSn—r
LTr41 51
LTr42 52
| Tn L Sn—r |
—C1 r+1 —C1 r+1 —Cln
—C2 r41 —C2 r4+1 —Can
—Cr r41 —Cr r+1 —Crn
= 8 1 +S9 0 +ooo + Sp—r 0 ,
0 1 0
| 0 ] I 0 i | 1 ]
N ——
up u2 Up—r

siendo s1, S9,..., Sp_r € R.

Luego, x es una solucién de Ax = 0 si y solo si x es una combinacién lineal de los vectores uy,
uy,..., Uy, es decir N(A) = gen{uy, ug, ..., u,_,}. Facilmente puede probarse que estos vectores son
linealmente independientes. En efecto s;u; + soug + ... + s,,_pu, - = 0 si y solo si

—C1 p4181 — €1 +4182 — ... — ClnSn—r 0
—C2 4151 — €2 14182 — ... — CopSp—r 0
—Cpr y4181 — Cp 4152 — +.. — CrpSn—r _ 0
S1 0 ’
S92 0
| Sp—r i L 0
y por igualdad de vectores necesariamente s1 = s = ... = 5, = 0.

Asi el conjunto {uj,ug, ..., u,—,} es una base de N(A). Por lo tanto, dim (N (A)) = n —r que es el
numero de variables libres de Ax = 0. O]

Ejercicios 4.7

Para cada matriz determine el rango y la nulidad. Halle ademés una base para su espacio de
renglones, una base para su espacio de columnas y, si es posible, una base para su espacio nulo.
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o2 821 0 o8 o J13 s
a)| 0O 0 -8 5 0 —10 Do o o N o9 1
00 000 2 0 00 0 0 0 10

Para cada matriz encuentre una base para su espacio de renglones, una base para su espacio de
columnas y, si es posible, una base para su espacio nulo. Determine ademas el rango y la nulidad
de cada matriz.

1 2 -3 0 2 -3 1 2 2;‘;

a) 4 8 hlo -2 3 31 0)316

-1 -5 0 0 4 -6 6 7 01 7
-1 11 2
Dada la matriz A = 2 2 2 4
01 1 2

Describa el espacio de renglones y el de columnas de A.

)

b) Halle una base para el espacio de renglones de A.
) Teniendo en cuenta que col(A) = ren(A?), halle una base para el espacio col(A).
)

Halle una base para el espacio de columnas de A que esté formada exclusivamente por
columnas de A.

e) Describa el espacio nulo de A y halle una base, si es posible, del mismo.
f) Verifique el teorema del rango.

¢) Indique cuéles de los vectores

1 3 2
a=|-21], b=]5 y c=| —1
0 1 3

estan en el espacio de columnas de la matriz A. Si lo estan expréselos como una combinacién
lineal de columnas de A.

4. Obtenga una base para gen(S) siendo:

os={{ ] L] B])

b) S={(1,-1,0),(1,2,1),(0,1,1)}

1 3 -5 4
2 1 1 1
S: 31|14l 4| 5
1 0 0 -1

5. Utilice vectores de coordenadas para determinar una base del subespacio gen(S) de V, siendo:

a) S={1-3x,-3+4+9z,4z,1 —z}, V="DPy.
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S={-1+22% 2222422, —1+x+2%}, V=P
c) S= {1—21:—3x2+x3,x+2m2,3—2x—x2—|—2x3},V:IP’g.

6. Utilice vectores de coordenadas para hallar una base de gen(S) siendo:
[ -1 0 1 -1 -1 1
o=l )
1 11 11 10 1 1
1’10’0 O0O]"[0 O3 -2
-2 1 0 -2 2 0 -2 2 0 00
0 0f|’"l2 46|22 6 7|10 21

7. En cada caso, obtenga un subconjunto de S que sea una base del subespacio gen(S) de V.

r
O = =

1 2 ~1 0 1
S: s, o, 1], 1,1} Vv=mrs
1 ~1 0 ~1 1

b) S={1+3z—2?+2%1+z+2®2+2>+23 -1+ox—2* 0423}, V="Ps

o= Lo [Vl VLT e

8. (Ampliacién de un subconjunto linealmente independiente de R™ a una base de R")
En el Teorema se mostré que un subconjunto S linealmente independiente de un espacio
vectorial V de dimension n, puede ampliarse a una base de V agregando uno a uno vectores
que no son combinaciones lineales de los anteriores hasta obtener un conjunto de n vectores
linealmente independientes. Esto puede resultar tedioso ya que en cada paso hay que verificar
que el vector que se agrega no pertenezca al espacio generado por los anteriores.

Un procedimiento mas eficiente consiste en reducir un conjunto generador de V que contenga
al conjunto S. Si S = {uj,uy,...,ux} es un conjunto linealmente independiente en R", k < n,
agregandole a S la base estandar, el conjunto S’ = {uj,ug, ..., u,e1,es,...,e,} obtenido es
trivialmente generador de R™. Para obtener una base de R™ que contenga a S, se forma la
matriz A cuyas columnas son los vectores de S’ en el orden que se muestran:

A:[ul u ... U €e; ey ... en].
Luego, R™ = gen(S’) = col(A).

Dado que S es linealmente independiente, entonces el sistema lineal homogéneo cuya matriz

de coeficientes es A1 = [ u uy ... ug ] tiene solo la soluciéon trivial y por lo tanto no hay
variables libres. Luego, las k£ columnas de A; son columnas pivote y por lo tanto la forma
escalonada reducida de A; es By = [ e ey .. e ] Entonces la forma escalonada reducida

de la matriz A es
B:[el € ... e Vi Vg .. vn].

Esto muestra que las k primeras columnas de A son columnas pivote y las restantes n — k
columnas pivote estan entre las n tltimas columnas. Asi el conjunto de las columnas pivote de
A contiene al conjunto S y es una base de R".
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1
1
T -1
1
obtener una base de R* que contenga a S, formamos la matriz

Por ejemplo, el conjunto S = de R?* es linealmente independiente. Para

O W N

1 11000
2 10100
A= 3 -1 0010
0 1 0001

Claramente col(A) = R* por lo que el conjunto de las columnas pivote de A formardn una base
para R*. Una forma escalonada de A es la matriz

oy
|
o

o O OH
o o=l
e
i

|

—_
=
oo oo

que me indica que las primera, segunda, tercera y cuarta columna de A son las columnas pivote
de A. Luego, el conjunto

1 1 1 0
, 2 1 0 1
5= 31l -1 ]lo|]o
0 1 0 0

es una base para R* que contiene al conjunto S.

a) Amplie el conjunto linealmente independiente S hasta obtener una base del espacio vectorial
V indicado en cada caso.

1 0
_ -1 1 _ 4
S— o 1| {|p V=R
3 -1
[ 1 1 0
1 1 0
ii) S = 0,11, 2 ,V=R>
0 1 2
0 1 1

b) Utilice vectores de coordenadas para ampliar el conjunto linealmente independiente S hasta
obtener una base del espacio V.

S:{1+x+$3,—2+x+x2,x2+x3},V:IF’;»,.

os-{[3 3] (2 (8 2o

9. Sea W el plano en R? que contiene a la recta z =y, z = 0 y también al eje z.
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a) Encuentre una base de W.
b) Extienda la base hallada a una base de R3.

¢) Sea B la base estandar de R3. jPuede reducirse B a una base de W?, explique.

10. Si el sistema lineal homogéneo Ax = 0 tiene 300 incégnitas y su espacio solucion estéd generado
por 65 vectores linealmente independientes. ;Cudl es el rango de A?

11. Demuestre los teoremas y
Demuestre que p(A) = p(A?) para toda matriz A de m x n.

Sea Ax = b un sistema lineal de 400 ecuaciones y 480 incdgnitas. Si el conjunto solucién del
sistema lineal homogéneo Ax = 0 estd generado por 80 vectores linealmente independiente, ;es
consistente el sistema Ax = b, para todo vector b € R%00?
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Capitulo 5

ESPACIOS VECTORIALES CON
PRODUCTO INTERNO

5.1. El espacio euclidiano R”

Se usan pares ordenados de numeros reales para localizar puntos en el plano y ternas de ntmeros
reales para localizar puntos en el espacio de tres dimensiones. Atun cuando la concepciéon geométrica
no se extiende mas alla del espacio tridimensional, es posible extender muchas ideas conocidas més
allad de tal espacio trabajando con propiedades analiticas o numéricas de puntos y vectores en lugar
de las propiedades geométricas.

z z
ag+.. A3+
\\\ P ‘~~~~ u
? i
1
1 1
1 1
1 )
: 1
1
P G2 P a2
0 s Y 0 T
| N4
al ________________ Iy" (0 I A J:,'/
z x

Figura 5.1: Punto P (a1, as,as) y vector u = (a1, as,as) en R3

Recordemos que una n-upla ordenada de niimeros reales es una sucesién (ay, ag, ..., a,) de n nime-
ros reales. El conjunto de todas las n-uplas ordenadas de nimeros reales se conocen como el espacio
n dimensional y se denota por R™.

Sin =26 n =3, las n-uplas son pares ordenados o ternas ordenadas, respectivamente. Si n = 1
cada n-upla es un ntimero real y por lo tanto R! se concibe como el conjunto R de los ntimeros reales
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y se escribe R en lugar de R!.

En el estudio del espacio de dos dimensiones y de tres dimensiones, los simbolos (a1, as) y (a1, ag, as)
tienen dos interpretaciones geométricas. Pueden interpretarse como puntos en el plano y en el espacio,
respectivamente, en cuyo caso (a1, a2) y (a1, az2,a3) son las coordenadas de dichos puntos. También
pueden considerarse como vectores (o segmentos de recta dirigidos) en cuyo caso (a1, a2) y (a1, az, as)
son las componentes de dichos vectores (Figura .

Por lo tanto una n-upla de ntmeros reales (ai,as,...,a,) se puede concebir como un “vector
generalizado” o como un “punto generalizado”. Se tiene la libertad de describir a una n-upla de
nimeros reales como un punto en R” donde sus coordenadas son a; con ¢ = 1,2, ...,n 0 como un vector
donde las a; con ¢ = 1,2, ...,n son sus componentes.

Recordemos que el producto punto o producto escalar entre dos vectores u = (uy,ug,...,up) y
v = (v1, V2, ...,v,) de R™, es el nimero real dado por

u-VvV =1ujv] + UV + ... + UpUp,

que es la generalizacién del producto escalar en R? y R3. Las propiedades fundamentales del producto
punto son:

Teorema 5.1. Si u, vy w son vectores de R™ y ¢ es un escalar, entonces se cumplen las
siguientes propiedades:

l.Lu-v=v-u
2.u-(v+w)=u-v+u-w

3. c(u-v)=(cu)-v

4. u-u>0 y u-u=0sisolosiu=0

Demostracion. Se probaran aqui las propiedades 1. y 4. dejando las restantes como ejercicio.
Sean u = (ug, ug, ..., un) y v = (v1,v2,...,0,) entonces
1. u-v=uv1 + ugve + ... + upvy, = VU] + VouUs + ... + VUy = V- UL
4. Dado que uf > 0 para todo i = 1,2, ...,n entonces u-u = u% + u% + . +u? >0.

Ademas esta ltima expresion es cero si y solo si u; = ug = ... = u,, = 0 lo que equivale a decir
que u = 0.

Definicién (Espacio euclidiano R™). El espacio vectorial R™ con el producto punto es el
espacio euclidiano R™.

Los vectores de R? o R? pueden caracterizarse como segmentos de recta dirigidos con cierta longitud y
direccién. Se usard R? (o R?) como modelo para extender a R™ los conceptos de longitud de un vector,
distancia y angulo entre vectores.
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Longitud o norma euclidiana

Recordemos la definicién de longitud de un vector en R2 Sea u = (uj,u2) un vector en el plano,
la longitud de u denotada por |lu|| se define como |Ju| = \/u? + u3. Esta definicién corresponde al
concepto de longitud de la geometria euclidiana. El vector u es considerado como la hipotenusa de un
tridngulo rectdngulo cuyos catetos tienen longitudes |u1| y |ug| como se ve en la Figura

Figura 5.2: Longitud o norma del vector u

Similarmente para vectores en R?, aplicando el Teorema de Pitdgoras dos veces, si u = (uy,us, us)
entonces |[ul| = v/uf + u3 + u3.

Nétese que la longitud o norma de un vector u de R? 6 R3 puede expresarse en términos del
producto punto del siguiente modo:
[l = vu-u,

o en forma equivalente
2
u-u=|ul.

Tomando R? y R3 como modelos, se define la longitud euclidiana o norma euclidiana de un vector
u de R” de la siguiente manera:

Definicién (Norma euclidiana). La norma euclidiana o longitud euclidiana de un vector
u = (up,ug, ..., u,) de R™ estd dada por

lu = \/u? +ud+ ..+ 2 = Va-u

,—%) son:

D[

Ejemplo 5.1. Las normas euclidianas de los vectores u = (2,—-3,0,4,—1) y v = (%, —%, -

Jull = V2T (2 + 07+ 2+ (12 = V30,
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respectivamente. <«

Los vectores que tienen norma euclidiana igual a 1, como el vector v del ejemplo anterior, se denominan
vectores unitarios.

Distancia euclidiana

En la Geometria euclidiana la distancia d entre dos puntos en el plano (uy,u2) y (v1,v2) es

d= \/(ul — U1)2 + (’UQ — ’U2)2‘

En término de vectores esta distancia es la norma o longitud del vector u — v siendo u = (uq, uz)
y v = (v1,v2) como se observa en la Figura[5.3|

Figura 5.3: Distancia entre u 'y v

En efecto: dado que u — v = (u3 — v1,u2 — v2) entonces

V(= v1)? + (ug —v2)? = [lu—v|.

Por lo tanto, la distancia entre u'y v, d (u,v), es

d(u,v) = [u—v|| = v/(ur - v1)? + (ug — v2)2.

Similarmente la distancia entre dos vectores u = (uy,u2,u3) y v = (v1, v2,v3) de R3,

d(u,v) = [u—v|| = v/(ur —v1)? + (ug — v2)2 + (uz — v3)2,
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Se generaliza este concepto para vectores de R™:

Definicién (Distancia euclidiana). La distancia euclidiana entre los vectores de R™,
u = (uj,ug,...,up) y v=(01,02,...,0,), estd dada por

d(u,v) = [u—v|| = v(u1 — v1)2 + (ug — 12)2 + ... + (up — vn)2.

Ejemplo 5.2. La distancia entre los vectores u = (1,3,-2,7) y v=(0,7,2,2) es

du,v)=lu—v|| =1 =024+ B-7)2+(-2-2)2+(7-2)2 = V/58. <

Nota: Es facil comprobar que la norma satisface las siguientes propiedades, para cualesquiera vectores
uy v de R” y cualquier niimero real c:

1. lul >0y Jul| =0 u=o0.
2. [leuf| = [e] [[ul]-

A partir de éstas, dado que d (u, v) = |ju — v||, se deducen las siguientes propiedades de la distancia
en el espacio euclidiano R":

l.d(u,v)>0yd(u,v) =0 u=v.

2. d(u,v)=d(v,u).

Actividad 5.1. Demuestre las propiedades de la norma y la distancia enunciadas, a partir de las
propiedades del producto punto en R”.

Angulo entre dos vectores

Recordemos que en R? y en R?, el dngulo entre dos vectores u y v diferentes de cero, es el tinico 4ngulo
0 tal que

cos@z¥ y 0<0<m.
[[all{lv]
Para extender la nocién de dngulo entre vectores de R”, es decir usar la misma férmula para el
cosf que en R? y R3, debe mostrarse que estd bien definida, vale decir que el cociente HUUHW es un
numero entre —1 y 1.

El siguiente teorema nos permite probar la desigualdad —1 < =+ < 1, necesaria para extender

lTullfIv]]
la nocién de angulo entre vectores de R".

Teorema 5.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Siuy v son vectores del espacio euclidiano
R™ entonces
lu- v < [ []v]].

donde |u - v| es el valor absoluto de u - v. Ademsds, la igualdad es valida si y solo si uno de
los vectores es un multiplo escalar del otro.
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Demostracion. Siu = 0 entonces u-v=0-v =0y ||ul| =0 por lo tanto ambos miembros son ceros
y se cumple la igualdad. Asi el teorema se verifica si u = 0.

Supongamos ahora que u # 0 y consideremos el vector zu+v donde x es un ntimero real cualquiera.
Por la propiedad 4. del Teorema [5.1
(zu+v) - (zu+v) > 0. (5.1)
Por otra parte:
(zu+v)-(zu+v)=2(u-u)+2z(u-v)+(v-v)=(u-w)z? +2u-v)z + (v-v). (5.2)
De y se obtiene la siguiente desigualdad para todo x € R:

(u-u)z?+2(u-v)z+ (v-v) >0.

u-u # 0 ya que u # 0, y por lo tanto el lado izquierdo de esta ultima desigualdad es un
polinomio de segundo grado en x: p(z) = az? +br+ccona=u-u,b=2(u-v)y c=v-v. Como
a=u-u > 0, la gréifica de p(z) es una pardbola con las ramas hacia arriba y dado que p(z) > 0
para todo x € R, entonces p(x) no tiene raices reales, o tiene una raiz real doble. Recordando que un
polinomio cuadratico tiene una raiz real doble o no tiene raices reales si y solo si A = b? — 4ac < 0.
Entonces:

siu#0, 4(u-v)2—4(u-u)(v-v) <0,

(u-v)* < (u-u)(v-v),

que en términos de norma es
2 2 2
(u-v)” <l [v]".

Tomando raiz cuadrada a ambos miembros que son no negativos queda probado:
[u-v| <[l []v].

Se deja como ejercicio probar que vale la igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwartz si y solo
si uno de los vectores es un multiplo escalar del otro. O

Actividad 5.2. Verifique la desigualdad de Cauchy-Schwartz parau = (1,—2,3,0) y v = (0,4, —2,5).

Utilizaremos la desigualdad de Cauchy-Schwartz para definir el &ngulo entre dos vectores no cero del
espacio euclidiano R™. Si u y v son vectores no cero de R", de acuerdo a la desigualdad de Cauchy-
Schwartz

u-v] < Jull v,

y por lo tanto
—lull{vl < u-v <l fjv].

Ya que |[u]| [|[v]| > 0, dado que u # 0 y v # 0, dividiendo entre |[ul| [|[v| se tiene

1< _uv <1.
[[ul[ {[v]]
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La desigualdad de Cauchy-Schwartz nos permite entonces dar por bien definida la nocién de dngulo
entre dos vectores no cero de R como una extensién de la ya conocida nocion de dngulo entre vectores
de R? y R3:

Definiciéon (Angulo entre vectores). Sean u y v vectores no cero del espacio euclidiano
R™. El dngulo 6 entre u y v es el tinico angulo tal que
u-v

cosf=—— 'y 0<0<m.
([l {[v]]

Actividad 5.3. Encuentre el angulo entre los vectores u y v de la actividad anterior.

Si u y v son vectores de R™ diferentes de cero tales que u-v = 0, de acuerdo a la definicién de

dngulo entre vectores, cosf) = 0 y por lo tanto 6 = J. En este caso decimos que los vectores son

perpendiculares u ortogonales. En base a esta terminologia daremos la siguiente definicién:

Definicién (Vectores ortogonales). Dos vectores u y v del espacio euclidiano R"™ son
ortogonales si u-v = 0.

Aunque el dngulo entre el vector cero y otro vector no esta definido, se conviene en extender la definicién
de vectores ortogonales para incluir al vector cero. Asi, el vector cero es ortogonal a cualquier otro
vector.

Ejemplo 5.3. Los vectores u = (3,2,—1,4) y v = (1,—1,1,0) son ortogonales ya que u-v = 0. <«

La desigualdad de Cauchy-Schwartz se utiliza también para demostrar una conocida desigualdad, la
desigualdad triangular. Este nombre se deriva de la interpretacién del teorema en R? ilustrado en la
Figura 5.4 para los vectores u y v. Se considera que ||ul| y ||v|| son las longitudes de dos lados de un
tridngulo y por lo tanto la longitud del tercer lado es |ju+ v]||.

([l

[ T

Figura 5.4: Interpretacién geométrica de la desigualdad triangular
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La longitud de cualquier lado de un triangulo es menor que la suma de las longitudes de los otros
lados. En el siguiente teorema se muestra que esta desigualdad se puede generalizar para cualquier
par de vectores en el espacio euclidiano R":

Teorema 5.3 (Desigualdad triangular). Si u y v son vectores del espacio euclidiano R"
entonces

[u+ v <[ul| + v

Demostracion. Aplicando propiedades del producto punto:

lu+v|? = (u+v) (u+v)
u-u+v-u+u-v+v-v
2 2
[ul®+2(a-v)+|v]
()| + 2| v|+ [|v]? (yva que z < |z|, para todo z € R)
||uH2 + 2 ||u [|v|| + HV||2 (desigualdad de Cauchy-Schwartz |u - v| < ||ul ||v|])
2
([all + [IvID)~-

IN A

Entonces para todo u y v en R”
la v < (lal + Iv])?,
y tomando raiz cuadrada en ambos miembros que son no negativos:
la+ v < flulf + v
O

Nota: En la desigualdad triangular vale el igual si y solo u = ¢v con ¢ > 0 (o v = ku con k > 0).
(Ejercicio 5).

Concluiremos esta secciéon con la generalizacién de un conocido resultado, el llamado teorema de
Pitagoras.

Teorema 5.4 (de Pitdgoras). Los vectores u y v del espacio euclidiano R" son ortogonales
si y solo si

2 2 2
lu+ " = [ul” +|v]".

Demostracion. Ejercicio 6. O

El nombre de teorema de Pitdgoras se deriva de la interpretacion del teorema para vectores de R2. Se
considera que |[ul| y ||v|| son las longitudes de los catetos de un tridngulo rectangulo y la longitud del
otro lado, la hipotenusa, es ||u+ v||. Véase Figura

El Teorema de Pitagoras asegura que el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma
de los cuadrados de las longitudes de los catetos.
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u+v

Figura 5.5: Interpretacién geométrica del teorema de Pitagoras

Ejercicios 5.1

Sean los vectores

1 3 - B
a= 21, b=| -5, c= y d=
2 1 S
0 1

-d
Calcule: |||, ||, d(c,d), a-b, c-dy (fld> d.

2. Demuestre las restantes propiedades enunciadas en el Teorema 5.1
Encuentre el angulo que forman los vectores a y b, y, ¢ y d del Ejercicio 1.
Determine qué pares de vectores son ortogonales:

CL) u= (_1727370)> V= (07 _372a4)
b) u= (17 17 1)a V= <_17 _1a0>
¢) u=(0,0,1,-1,5), v=(1,2,—1,—-1,0)

5. Demuestre que se verifica el igual en la desigualdad triangular si y solo si u = ¢v, ¢ > 0.
Demuestre el Teorema (teorema de Pitdgoras).
7. Demuestre la ley del paralelogramo:
la+vI[* + u = v[* = 2|ju* + 2| v,

para todo u y v del espacio euclidiano R™.

Material didactico de uso interno Mateu-Semitiel 196



CAPITULO 5. ESPACIOS VECTORIALES CON PRODUCTO INTERNO

Sean u, v y w vectores del espacio euclidiano R"™. Determine la veracidad o falsedad de las
siguientes proposiciones, justifique.

a) Sila distancia de u a v es igual a la distancia de u a (—v), entonces u y v son ortogonales.

b) Si u # 0 entonces ﬁ es un vector unitario.
u

¢) Siuy v forman un dngulo = T, u y u—v son ortogonales y [lu|| = 2, entonces |v|| = 2v/2.

d) Si 0 es el dngulo que forman los vectores u y v, entonces 6 es también el d&ngulo que forman
los vectores cu y dv (¢ y d constantes no nulas).

5.2. Producto interno

En la seccién anterior se estudié el producto punto o producto interior euclidiano sobre el espacio
vectorial R™. En esta seccién se introduce la nocién de un producto interior sobre un espacio vectorial
arbitrario. Como consecuencia se podran definir con todo significado las nociones de longitud, distancia
y angulo en espacios vectoriales mas generales.

En el Teoremalb.1|se mostraron las propiedades méas importantes del producto punto. En un espacio
vectorial general, un producto interior se define aplicando estas propiedades como axiomas.

Definicién (Producto interior o interno). Un producto interior, o producto interno, sobre
un espacio vectorial real V es una funciéon que asigna a cada par de vectores u 'y v de V, un
numero real que simbolizaremos (u,v) de tal manera que satisface los axiomas siguientes.

Para todos los vectores u, v y w en V y cualquier escalar c,
1. (u,v) = (v,u) (axioma de simetria)
3

cu,v) =c(u,v) (axioma de homogeneidad)

-
2. (u+v,w) =(u,w)+ (v,w) (axioma de aditividad)
A
4. (

u,u) >0,y (u,u) =0siysolosiu=0 (axioma de positividad)

Todo espacio vectorial con un producto interior se llama espacio con producto interior o
espacio con producto interno.

Ejemplo 5.4. El espacio vectorial R™ con (u,v) = u - v satisface todos los axiomas de un producto
interior (Teorema [5.1)). Por lo tanto el espacio euclidiano R™ es un espacio con producto interno. <

Las siguientes propiedades se deducen a partir de los cuatro axiomas del producto interno:
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Teorema 5.5 (Propiedades del producto interno). Sean u, v y w vectores en un espacio
vectorial con producto interno y c¢ cualquier escalar. Entonces:

Demostracion. Probaremos la propiedad 2. Se dejan las restantes como ejercicio (Ejercicio 4).

(w,v+w) = (v+w,u) (por el axioma de simetria)
= (v,u) + (w,u) (por el axioma de aditividad)
= (w,v)+ (u,w) (por el axioma de simetria)

Actividad 5.4. Verifique que en un espacio vectorial V con producto interno:
2 3
<clu1 4+ couy , divy + dovo + d3V3> = Z Z Cidj <uz~, Vj> ,
i=1 j=1

para cualesquiera uj, uo, vi, vo y vz en V y c1, ¢, d1, do vy d3 escalares.

Ejemplo 5.5. En el espacio vectorial R?, si u = (u1,u2) y v = (v1,v2), la asignacién
(u,v) = 3u1v; + 2ugvs,
define un producto interno. En efecto:
1. Como el producto en R es conmutativo,
(u,v) = 3uv; + 2ugvy = 3viug + 2vug = (V,u),
y se verifica entonces la simetria.
2. Si w = (wq,ws), entonces

(u+v,w) = 3(ur +v1)ws + 2(uz + v2)wo
= 3ujwi + 3viwi + 2uswy + 2v9wsy
= (Buywy + 2ugws) + (3viwy + 2vow3)

= (u,w)+ (v,w)

lo cual establece el axioma de aditividad.
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3. Si ¢ es cualquier nimero real, entonces

(cu,v) = 3(cur)vi + 2(cuz)va
= c(3uivy + 2ugvy)

= c¢(u,v),
y se probo entonces el axioma de homogeneidad.
4. Ya que el cuadrado de un niimero real es no negativo:
(u,u) = 3ujus + 2ugug = 3u% + 2u§ > 0.
Ademds (u,u) = 3u? +2u3 = 0 si y solo si u; = uz = 0, es decir, si y solo u = (u1,uz) = 0. Se

verifica entonces el axioma de positividad. <

Ejemplo 5.6. El ejemplo anterior puede generalizarse al espacio vectorial R™ para demostrar que:
dados u = (uy,ug,...,un) y v = (v1,v2, ..., v,) entonces

(u,v) = crujvy + cougva + ... + Cpun Uy,

define un producto interno en R si y solo si ¢; > 0 para todo i = 1,2, ..., n. (Ejercicio 1).«

Ejemplo 5.7. La siguiente funcién no define un producto interno en R3. Sean u = (uy,us,u3),
v = (v1,v2,v3) y la asignacién
(u, V> = u1v1 — 2u9vy + u3vs.

Observe que el axioma de positividad no se satisface. En efecto,
(w,u) = u? — 2u3 +u3 = (ud +ud) — 2u3,
el cual se hace negativo para aquellos vectores u cuyas componentes son tales que u% + u% < 2u§. Por
ejemplo, tomando u = (0,1, 0) entonces (u,u) = —2 < 0.«
Ejemplo 5.8. En el espacio vectorial Py, si p = ag + a1x + a2x? v ¢ = by + b1 + b2, la asignacién
(P, q) = aobo + a1by + azby,

define un producto interno (Ejercicio 2).«

Ejemplo 5.9. El ejemplo anterior puede generalizarse al espacio vectorial P,, para demostrar que:
dados p=ag+ a1z + ... + anx™ y ¢ = by + byx + ... + byx™, entonces

(p,q) = apbo + a1by + ... + apby,

define un producto interno que denominamos producto interno estandar o canénico en P,,.

Obsérvese que dicho producto interno es el producto punto entre los vectores de coordenadas de p
y q con respecto a la base estdndar de P,,.«
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Ejemplo 5.10. En el espacio vectorial M, si A = [ - d ] y B= [ b bz

, la asignacién
as1  a92 b21 b22 :| &
(A, B) = a11b11 + a12b12 + a21b21 + agzbaa,

define un producto interno (Ejercicio 3).«

Ejemplo 5.11. En el espacio vectorial My, si A = [a;;] y B = [b;;] entonces (A, B) definida como
la suma de los productos de los elementos de A por los homdlogos de B, es un producto interno que
denominaremos producto interno estandar o canénico en M,,,,.

Notese que este producto interno es el producto punto entre los vectores de coordenadas de A y
B con respecto a la base estandar de M,,,,,.«

Ejemplo 5.12. Sean f y g funciones del espacio vectorial C'[a, b] que consta de las funciones reales
continuas en el intervalo cerrado [a,b], la asignacién

b
mmz/f@mmm

define un producto interno en dicho espacio. En efecto utilizando propiedades del Céalculo se verifican
los cuatro axiomas de la definicién de producto interno.

b b
1 mwz/f@mwmz/gwﬂmmz@ﬁ

b b
2. <f+mh%=/‘U@ﬂ+gmhh@ﬁm=i/(ﬂ@hww+dwhwwdw=

b b
3. (efg) = [ ef@gla)da=c [ f@g(o)ds = ctf.g)
4. Yaque f?(z) = f(x)f(z) > 0 para toda = € [a,b] y la integral definida de una funcién continua
no negativa es no negativa:

b b
Uﬂz/fwmwma/ﬂmmza

b
Ademss (f, f) = / fA(x)dr =0 siysolosi f2(x) = 0 para toda z € [a,b] y esto es si y solo si
f(z) =0en [a,b] ya por lo tanto f es la funcién cero en C'[a, b].«

La desigualdad de Cauchy-Schwartz permite introducir las nociones de norma (o longitud), distancia
y angulo en cualquier espacio con producto interno:

Teorema 5.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Si u y v son vectores de un espacio con
producto interno V, entonces

{0, v)| < V(u,0)\/{v,v)
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Demostracion. Es andloga a la del Teorema 5.2 O

Nota: La igualdad en la desigualdad de Cauchy-Schwartz se verifica si y solo si u y v son vectores
linealmente dependientes.

Longitud y angulo en espacios con producto interno

Definicién (Norma y distancia). Si V es un espacio con producto interno entonces la
norma o longitud de un vector u, se denota por ||uf|, y es

[ul] = v(u, w).

La distancia entre los vectores u y v, se denota por d (u,v), y estd dada por

d(u,v)=llu—v| =+{u—v,u—v).

Observacion 5.1. Notese que en términos de norma, la desigualdad de Cauchy-Schwartz puede

expresarse COIO:
[{w, V)| < [[ul{lv],

para cualesquiera vectores u y v de un espacio V con producto interno.

Ejemplo 5.13. Sean A = { é _g ] y B = { _i ; ] matrices del espacio My con el producto

interno estdndar. Entonces, la norma de la matriz A es

1Al = V{4, 4) = V1(1) + (=2)(=2) +0(0) + 3(3) = V14,

y la distancia entre las matrices Ay B es

d(A,B)=||A—B| =+(A—-B,A—B) =/0(0) + (-3)(=3) + 1(1) + 1(1) = V11. «

Ejemplo 5.14. Sea el espacio R? con el producto interno (u,v) = 3ujv; + 2usvs, analizado en el
Ejemplo [5.5] Si u = (1,0) y v = (0,1) entonces

[ull = v(u,u) = v/3(1%) +2(0%) =

IVl = v/3(0%) +2(1%) =
d(u,v) = [lu—v] = (1, ~1] = 3(1%) + 2(-1) = V5. «

Observaciéon 5.2. Debe tenerse presente que la norma y la distancia definidas estdn inducidas por
un producto interior. Si se cambia el producto interior, las normas y distancias también cambian.
Por ejemplo, si en R? se considera el producto punto, la norma de u = (1,0) es igual a la norma de
v = (0,1), igual a 1, y la distancia entre u y v es v/2 (véase ejemplo anterior).
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Aunque las formulas con que se definen la norma y la distancia son imitaciones de las dadas en el
espacio euclidiano R", los resultados que se obtienen en el Ejemplo pueden dar a lugar a dudas
acerca de lo adecuado de estas definiciones, se requiere mucha imaginacién para afirmar que la longitud
del vector (1,0) es v/3 (y que la de (0,1) es v/2).

El argumento en apoyo de estas definiciones es que las férmulas con que se definen norma y
distancia en un espacio con producto interno satisfacen las mismas propiedades que la longitud y
distancia euclidianas en R".

Teorema 5.7. Si V es un espacio con producto interno, entonces la norma |[ul| = \/(u,u), y
la distancia d (u,v) = ||u — v||, satisfacen las propiedades basicas de la norma y la distancia
euclidiana en R"™:

Propiedades bdsicas de la norma Propiedades bdsicas de la distancia
Para cualesquiera vectores uy v, c € R: Para cualesquiera vectores u, vy w:
L Julfz0y [u|=0&u=0. 1.d(u,v)>0yd(u,v) =0 u=v.
2. |[eul| = lc] [[ul]-

2. d(u,v)=d(v,u).
3. Hu—i—VH S HuH + HVH (desigualdad triangular).

3. d(u,v) <d(u,w)+d(w,v).

Demostracion. Son analogas a las demostraciones de las mismas propiedades en el espacio euclidiano
R"™ de la seccién anterior. O

Definicion (Angulo entre dos vectores). Sea V un espacio con producto interno, sean u
y v vectores no cero de V. El dngulo 6 entre u y v, es el tnico angulo tal que

u,v
0059:!, y 0<06<m.
[[af flvll
La desigualdad de Cauchy-Schwartz garantiza que el cociente % toma valores entre —1 y 1, y por
lo tanto 6 = arc cos HSIIIIW‘ZH esta bien definido.

Ejemplo 5.15. Para los vectores u = (1,—1) y v = (1,1) de R? con el producto punto, el coseno del
angulo 0 que forman los vectores uy v es

1,—-1)-(1,1
cosf = (L-D-(1,1) =0,

1L =D D

por lo tanto 6 = 7.

En cambio, si se considera el producto interno (u,v) = 3ujv; + 2usvs entonces el coseno del dngulo

0 entre ellos es
<(17_1)7(171 > _ 1 _
(1, =) I(T,

y por lo tanto § = arc cos% ~ 78,5°. 4

cosf =

) 1
DI vevs 5
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Siuy v son vectores diferentes de cero tales que (u,v) = 0, se deduce de la definicién de dngulo entre
vectores que cos = 0y ¢ = 7. Esto sugiere la siguiente definicion:

Definicién (Vectores ortogonales). En un espacio V con producto interno, dos vectores
u y v son ortogonales si (u,v) = 0.

Ademas si u es ortogonal a cada vector de un conjunto W de V se dice que u es ortogonal al
conjunto W.

Debe notarse que la ortogonalidad depende del producto interior. Dos vectores pueden ser ortogonales
con respecto a un producto interior y no con respecto a otro (véase Ejemplo [5.15)).

Ejemplo 5.16. En el espacio C'[—1, 1] de las funciones continuas en el intervalo cerrado [—1, 1], sea

el producto interior (f,g) / f(x)g(x) dx analizado en el Ejemplo |5.12} Las funciones f y g tales

que f(z) =2y g(x) = 22 son ortogonales. En efecto:

1 1
(f,g>:/ a:a:Qda::/ 3 dx = 0.
~1 -1

Claramente f(z) = x es ortogonal al conjunto W formado por todas las funciones de la forma
gon(z) = 2%" con n € N. <

Fl siguiente teorema es una generalizacién de un conocido resultado:

Teorema 5.8 (de Pitdgoras generalizado). Sea V un espacio con producto interno y uy v
. . 2 2 2
vectores de V. Entonces u y v son ortogonales si y solo si ||u+ v||” = ||Jul* + [|v]]°.

Demostracion. Es andloga a la del Teorema O

Proyecciones ortogonales en espacios con producto interno
Recordemos que geométricamente para vectores u = Oﬁ yVv= 05, v # 0, del espacio euclidiano R?

(similarmente para vectores del espacio euclidiano R3), el vector proyeccién ortogonal de u sobre

v, es el vector OP’, que simbolizamos proy,u, donde P’ es el punto de interseccién de la recta sostén
de v y la perpendicular a ella que contiene al punto P (véase Figura [5.6]).

En Algebra y Geometria Analitica, se vié que este vector esta dado por

< \% ) v bi u-v
proy,u= (u-— | — o bien proy,u = ——vV.
v vl vl Vooovew

El concepto de proyeccién ortogonal se extiende de manera natural a un espacio general con
producto interno.

Definicién (Proyeccién ortogonal sobre un vector). Sea V un espacio con producto
interno, la proyeccién ortogonal de un vector u sobre un vector v no cero, es el vector

proy,u = v V.
(v, v)
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Figura 5.6: Proyeccién ortogonal de un vector sobre otro en R?

El vector proyeccién proy,u es un mdultiplo escalar de v, por lo tanto es un vector del subespacio
gen {v}. Asi, mas apropiadamente, a este vector se lo puede considerar como la proyeccién de u sobre
el subespacio generado por v. La proyeccién ortogonal de u sobre v goza de las siguientes propiedades:

1. Es el unico vector w en gen {v} tal que u — w es ortogonal al espacio gen {v}.
2. Es el (tnico) vector de gen {v} “mds préximo” al vector u.

Estas ideas se visualizan en la Figura y se prueban en el siguiente teorema:

u — proy,u u

gen {v}

v proy,u

d; = d (u, proy,u)

dQ =d (117 W)
Figura 5.7: Proyeccién ortogonal sobre un vector
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Teorema 5.9. Sea V un espacio con producto interno y u y v vectores de V con v # 0.
Entonces:

1. (u— proy,u,w) = 0, para todo w € gen {v}.

2. Siw € gen{v} y w # proy,u, entonces d (u, proy,u) < d (u, w).

Demostracion. 1. Sea w un vector de gen{v}. Entonces, w = cv para algin ¢ € R. Luego:
(u,v)
<u — proyyu, W> = <u — proyyu, CV> =c <u? V> —-C <prOYVu7 V> =c <u7 V> - < >V7 v =
v,V

=c <<u,v) - 2‘;‘:; <v,v)> = c((u,v) — (u,v)) = 0.

Es fécil probar que no existe otro vector en gen {v} que satisface esta propiedad.

2. La justificacién de este hecho la proporciona el teorema generalizado de Pitdgoras.

Sea w € gen{v} y w # proy,u. Probar que d (u, proy,u) < d (u, w), por definicién de distancia,
significa mostrar que
lu = proyyul| < [ju—wi.

Para ello, sumando y restando proy,u al vector diferencia u — w se tiene:
u—w = (u— proy,u) + (proy,u — w).

El vector proy,, u—w es un vector de gen {v} por ser resta de dos vectores de gen {v}. Dado que el
vector u— proy,u es ortogonal a todo vector de gen {v}, entonces (u — proy,u) y (proy,u — w)
son ortogonales. En consecuencia, puede aplicarse el teorema generalizado de Pitagoras para
obtener:

lu = wl|* = ||(u = proyyu) + (proy,u — w)|* = |[(u — proy,u)|* + || (proy,u — )|
Como w # proy,u, entonces ||proy,u — wl||> > 0 y por lo tanto

lu = w[* > Ju — proy,ul®,
y tomando raiz cuadrada a ambos miembros

lu = wl > |u—proy,ull,

es decir
d(u,w) > d(u,proy,u).

Ejercicios 5.2

Demuestre lo enunciado en el Ejemplo

Demuestre lo enunciado en el Ejemplo
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3. Demuestre lo enunciado en el Ejemplo [5.10

Demuestre las restantes propiedades del Teorema |5.5

Suponga que el espacio R? tiene el producto interno definido en el Ejemplo y sean los vectores
u=(1,1)yv=(5-1).

a) Calcule |[ul|, ||v|l, (u,v), la distancia entre u y v y el dngulo entre uy v.

b) Verifique la desigualdad de Cauchy-Schwartz para los vectores u 'y v.

c)
)

d

Describa todos los vectores w = (wy, ws) de R? que son ortogonales a v.

Determine la proyeccion ortogonal de u sobre v.

En el espacio P, considere el producto interno estdndar, y sean los polinomios p y ¢ dados por
p(r)=4+zyq(x) =3 -2z + 22

a) Calcule (p.q), [[p]l v llqll
b

)
) Halle el dngulo entre los polinomios p y g.
¢) {Cuéles de los polinomios p y/o ¢ es ortogonal al polinomio r? siendo 7(x) = —1+4x + 5z2.
)
)

d

e) Halle el polinomio de gen {p} “més préximo” al polinomio q.

Determine la proyeccion ortogonal de g sobre p.

7. Sean zg, x1,..., T, numeros reales distintos. En el espacio vectorial P,, considere la funcion
definida por

(p,q) = p(z0)q(wo) + p(x1)q(z1) + ... + p(xn)q(zn),

donde p y g son polinomios de P,.

a) Demuestre que dicha funcién es un producto interno en P,.

b) Considere el espacio vectorial P, con el producto interno definido siendo g = 1, 1 =2y
x3 = —1. Sean los polinomios p = 1222 y ¢ = —1 + 2.

i) Calcule (p,q), (¢,q), ol v llql-
ii) Halle el dngulo entre p y q.
)
)

iii) Obtenga la proyeccién ortogonal de p sobre q.

iv) Encuentre un polinomio r que sea ortogonal a p.

En el espacio vectorial C [0, 7], considere el producto interno definido en el Ejemplo y sean
las funciones f, g y h dadas por f(x) =z, g(x) = e* y h(x) =sen .

a) Obtenga las normas de las funciones f, g y h.

c

)

b) Calcule la distancia entre f y h.
) Halle la proyeccién de f sobre g.
)

d) ;Es la funcién f ortgonal a la funcién g y/o h?, justifique su respuesta.

Sea V un espacio con producto interno. Demuestre que u es ortogonal al espacio gen {uy, ug, ..., ux }
si y solo si es ortogonal a cada uno de los vectores uj, uo, ..., uy.

Sea V un espacio con producto interno. Pruebe que el tinico vector de V que es ortogonal a cada
vector de V es el vector cero.
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11. Sea V un espacio con producto interno, demuestre que si uy v son ortogonales y ||uf| = ||v|| =1,
entonces d (u,v) = /2.

Sea u un vector de un espacio con producto interno V y sea W el conjunto de todos los vectores
de V que son ortogonales a u.

a) Pruebe que W es un subespacio de V.

b) Describa geométricamente el subespacio W en el caso en que V es el espacio euclidiano R?
oR3yu#o0.

13. Sean u y v vectores de un espacio con producto interno. Demuestre que

1 1
(w,v) = v = 5 =]

5.3. Bases ortogonales y ortonormales. Proceso de Gram-Schmidt

En muchos problemas referentes a espacios vectoriales la seleccién de una base se hace segin la con-
veniencia. La mejor estrategia es elegir una base que simplifique la solucién del problema en cuestién.

En los espacios con productos interiores el mejor procedimiento, a menudo, es elegir una base en
la que todos los vectores sean ortogonales entre si. En esta seccién se verda como contruir tales bases.

Definicién (Conjuntos ortogonales y ortonormales). Un conjunto de vectores en un
espacio V con producto interno es un conjunto ortogonal si todos los pares de vectores distintos
son ortogonales. Un conjunto ortogonal en el que cada vector tiene norma uno se conoce como
conjunto ortonormal.

Asi el conjunto {uy,us,...,u;} es ortogonal si (u;,u;) = 0 para i # j; y es ortonormal si
ademds (u;,u;) = 1 para todo i = 1,2, ..., k.

Ejemplo 5.17. En el espacio euclidiano R3, el conjunto S = {uj,us,u3} donde u; = (0,1,0),

uy = (%’ 0, %)’ us = (%, 0, —%) es un conjunto ortonormal ya que:
(1, m2) = wy - wy =0,
(1, u3) =y g =0,
(ug, us) = uy - uz = 0,

y ademads |up]| = ||uz|| = [jus|| = 1.«

Ejemplo 5.18. En el espacio My con el producto interno estdndar, el conjunto S = {A, B, C'} donde

1 -1 -2 =2 1 -1
S R I R Fa g
no es un conjunto ortogonal. En efecto: (A, B) =0, (B,C) = 0 pero (A,C) =2 # 0.«
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Nota: Debe observarse que todo conjunto unitario, S = {v}, en un espacio con producto interno es
un conjunto ortogonal dado que no existen dos vectores distintos en .S cuyo producto interno no sea
cero.

Ejemplo 5.19. En un espacio con producto interior, si v # 0, entonces ﬁv es un vector de norma
uno dado que

] = || = 1 <

El proceso de multiplicar un vector v no cero por el reciproco de su longitud para obtener un vector de
norma uno, se denomina normalizacién del vector v. Es claro que cualquier conjunto ortogonal de
vectores no ceros se transforma en un conjunto ortonormal si se normaliza cada vector del conjunto.

Los vectores ortogonales tienen muchas propiedades, la principal se da en el siguiente teorema:

Teorema 5.10. Si S = {uj, uy,...,ux} es un conjunto ortogonal de vectores no cero en un
espacio V con producto interno, entonces S es linealmente independiente.

En particular, todo conjunto ortonormal es linealmente independiente.

Demostracion. Suponga que ci, Ca,..., i son escalares tales que
ciuy + coug + ... +cpug = 0. (5.3)

Para demostrar que S es linealmente independiente, debe probarse que ¢; = c2 = ... = ¢, = 0.

Para cada u; de S, de acuerdo a :
(crug + coug + ... + cpug, u;) = (0,u;) = 0.
Desarrollando el producto interno del primer miembro se obtiene
c1 (ug,u;) + c2 (ug, w;) + ... + ¢ (ug, u;) = 0.

Dado que S es un conjunto ortogonal (u;,u;) = 0si j # ¢, por lo tanto la suma del primer miembro
se reduce al unico término ¢; (u;, u;) y la ultima igualdad se reduce a

C; <11i, LLL'> =0.

Dado que los vectores de S son no cero, por el axioma de positividad es (u;,u;) > 0, y por lo
tanto ¢; = 0. Como esto se verifica para todo u; de S, entonces ¢c; = co = ... = ¢ = 0 y luego S es
linealmente independiente.

Se completa la prueba del teorema observando que todo conjunto ortonormal es un conjunto
ortogonal de vectores no cero y por lo tanto es linealmente independiente. ]

Corolario 5.1. Si V es un espacio con producto interno de dimensién n entonces todo
conjunto ortogonal de n vectores no cero es una base de V.

Actividad 5.5. Justifique la afirmacién del corolario anterior.
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Definicién (Bases ortogonales y ortonormales). Una base ortogonal en un espacio V
con producto interno es un conjunto ortogonal que constituye una base del mismo. Si ademas
dichos vectores tienen norma uno, dicha base es una base ortonormal.

Ejemplo 5.20. El conjunto .S del Ejemplo es una base ortonormal del espacio euclidiano R? ya
que dim (R3) =3 y S es un conjunto ortonormal que consta de 3 vectores. <«

El interés en encontrar bases ortonormales para espacios con producto interno esta en parte motivado
por el teorema que sigue, el cual muestra que puede ser sencillo expresar un vector en términos de una
base ortogonal.

Teorema 5.11. Si S = {uy, uy, ..., u,} es una base ortogonal para un espacio V con producto
interno y v es cualquier vector de V entonces

_ vw) u {v, uz) u M
~ (ug,uy) L (ug, ug) 2F (U, u,)

Si la base S es ortonormal entonces la expresion anterior se reduce a

v=(v,u;)u + (vu2)us + ... + (v,u,) u,.

Demostracion. Sea v un vector de V. Dado que S es una base de V, existen unicos escalares ci, co,...,
cn tales que
v = cju; + coug + ... + cpuy,. (5.4)

(v,u;)
(w5, u;)

De acuerdo a (5.4]) y por propiedades del producto interno, para cada vector u; en S:

Se demostrard que ¢; = para cada i =1,2,...,n.

(v,w;) = (c1ug + coug + ... + cpuy, W) = ¢1 (ug, ;) + co (U, ;) + ... + ¢ (Up, w;) .

Dado que S es un conjunto ortogonal, (uj,u;) = 0 si j # ¢. Por lo tanto la suma anterior se reduce
al inico término ¢; (u;, u;). Asi
<V7 ui> =G <ui7 ul> :

Por ser S una base, u; # 0, luego (u;,u;) # 0 por lo cual

¢ = (v, i) , para cada i = 1,2,...,n.
<ui7ui>

Si S es una base ortonormal entonces (u;,u;) = 1y en este caso

ci = (v,u;), para todo i = 1,2, ..., n.
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Ejemplo 5.21. Los vectores u; = (0,1,0), ug = (—%, 0, %) yusg = (%, 0, %) forman una base ortonor-
mal para el espacio euclidiano R? (verifiquelo).

Consideremos el vector v = (1,1, 1). Por el teorema anterior, el vector v expresado en términos de
la base ortonormal es
v=(v-u)u + (v-uz)us + (v-u3)us.

Severiﬁcaquev'ul:1,v‘u2:—%yv-ugzg.Asi,
1 4 3 7T(3 4 1 7
=(1,1,1)=1(0,1,0) — = [ —=,0,2 ) + = (2,0,= ) = 1y — = Zus.
v (77) (77) 5<5775>+5<5775> u; 5112‘|'5113<

Es evidente la utilidad del teorema si se tiene presente que por lo general es necesario resolver un
sistema de ecuaciones lineales para expresar un vector en términos de una base que no es ortogonal.

Ahora se considera el problema de construir bases ortonormales. Para ello se deben considerar los
siguientes resultados preliminares:

Teorema 5.12. Sea V un espacio con producto interno y S = {uj,ug,...,u;} un conjunto
ortogonal de vectores no cero en V. Si W = gen(.S) entonces todo vector v en V se puede
expresar en la forma

V = W1 + Wo,

donde w; estd en W y wo = v — wy es ortogonal a W siendo

_ vy ) vow)
W) = fuy, ) 1+ (i, 1) o+ ...+ (g, ) k- (5.5)

En particular w; y wo son ortogonales.

Demostracion. Claramente wy estd en W ya que es una combinacién lineal de vectores de S. Debe
probarse que wo = v — wj es ortogonal a W. Para ello, basta probar que wy es ortogonal a cada uno
de los vectores de S (véase Ejercicio 9 de la seccién anterior).

Sea u; un vector de S entonces

(v—wpuw) = (vyu) — (wi,u;)
— (v.u) — (v,u1) u (v, ug) u (v,ug) T
= ) <<u17u1> 1+<u2,u2> 2+m+<uk7uk> b Z>
_ V. — <V,u1> W . W <V7u2> Wo. W <V7uk> We. Ws
= v = (0 ) - w4 S ).

Como S es un conjunto ortogonal, (u;,u;) = 0 si j # 4, y la expresién entre paréntesis se reduce a
<V7ui>
(u;,u;)

(u;,u;) = (v,u;). Por lo tanto:
(v—wi,u) = (v,u;) — (v,u;) = 0.

Queda probado que si wy es la combinacién lineal dada en la ecuacién (5.5)), entonces wy = v —w;
es ortogonal a todo vector del espacio W. En particular w; y wa son ortogonales. 0

Material didactico de uso interno Mateu-Semitiel 210



CAPITULO 5. ESPACIOS VECTORIALES CON PRODUCTO INTERNO

W = gen {uy, us}

u

up

Figura 5.8: Interpretacién geométrica en el espacio euclidiano R? del Teorema

Con la motivacion de la Figura[5.8] al vector w; se le da el nombre de proyeccion ortogonal de v sobre
W y se lo denota proywv. El vector wa se conoce como componente de v ortogonal a W. Se tiene
entonces la siguiente definicion:

Definicion. Sean v un vector de un espacio V con producto interno y W un subespacio de
V con una base ortogonal S = {uy,us,...,u;}. La proyeccién ortogonal de v sobre W es el

vector
<V7 u1> <V7 112> <Va uk>

uz + ... +
111,111> (112,112> <Ulk711k>

El vector diferencia v — proywVv se llama componente de v ortogonal a W.

pProywv = <

Ejemplo 5.22. Sea el espacio euclidiano R3 y W el subespacio (el plano) generado por los vectores
ortonormales u; = (0,1,0) y ug = (%, 0, %) La proyeccién ortogonal del vector v = (1,1,1) sobre W
es

7 (4 3 28 21
proywv (V 111) u; + (V 1.12) uz (Oa 70) + 5 <5’0’ 5> <257 ) 25)

La componente de v ortogonal a W es

28 21 3 4
V — PIroywVv = (L 17 1) - <25a 17 25) = (_25707 25> .

Obsérvese que v — proywV es ortogonal tanto a u; como a uy, de manera que este vector es
ortogonal a cada vector en el espacio W, como debe ser.«
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Actividad 5.6. Pruebe que el conjunto S = {vi,va} donde vi = (0,2,0) y vo = (4,0,3) es una
base ortogonal del subespacio W del ejemplo anterior. Y muestre que si calcula el vector proyeccién
de v =(1,1,1) sobre W usando la base S se obtiene el mismo vector que el del ejemplo anterior, que
fue calculado utilizando la base {uj, us}.

Este no es casual, el cdlculo de un vector proyeccion sobre un subespacio es independiente de la
base ortogonal considerada.

En la seccién anterior se noté que el vector proyecciéon de u sobre v es el vector del espacio gen {v}
mas proximo al vector u (véase Figura. Similarmente, el vector proywVv tiene la misma interesante
propiedad. Es el vector en W maés cercano a v, es decir, es la mejor aproximacién de los vectores de
W al vector v (véase Figura |5.9)).

dy = d (v, proywv) = ||[v — proyyv||

dy = d(v,w) = [[v—w]|

Figura 5.9: La proyeccion ortogonal es el vector de W més cercano a v

Teorema 5.13. (de la mejor aproximacién) Si W es un subespacio de dimensién finita de
un espacio V con producto interno, y si v es un vector en V, entonces proywVv es el vector de
W més cercano a v, esto es:

v = proysv]l < [[v —wl.

para todo vector w en W distinto de proyyv.

Asi, ||v — proywv|| representa la distancia del vector v al subespacio W.

Demostracion. Para cualquier vector w en W se puede escribir
v — W = (Vv — proywV) + (proyywv — w) .
El vector proywv — w pertenece a W ya que es diferencia de dos vectores del espacio W. Por otra

parte, de acuerdo al Teorema el vector v — proywv es ortogonal a todo vector de W de modo
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que los dos vectores del segundo miembro son ortogonales. Por el Teorema generalizado de Pitagoras:
2 2 2
v —wl|* = [|v — proywv||” + |[proywv — w|*,

o bien,
|v — proywvl® = |v — w|* — [[proywv — wl|*.

Como ||proyywv — wl||* > 0 para todo w # proyy Vv, entonces
Iv = proyyv||* < |lv — w|?,
y tomando raiz cuadrada a ambos miembros
[V — proywvl| <|[lv—w]|.
O

El teorema de la mejor aproximacién implica que la proyeccién ortogonal sobre un subespacio es Unica,
no depende de la base ortonormal que se usé para calcularla (Ejercicio 13).

Ahora se tienen los elementos necesarios para probar el resultado principal de esta seccién: Todo
espacio con producto interno de dimension finita tiene una base ortogonal. Este resultado se deduce co-
mo consecuencia de un teorema cuya demostracién ensefia a construir bases ortogonales para cualquier
espacio con producto interno de dimension finita. Esta contruccion es el método de Gram-Schmidt, en
memoria de J. P. Gram (1850-1916) y E. Smith (1845-1921), que permite “ortogonalizar” cualquier
base S de un subespacio W finito dimensional de un espacio vectorial V con producto interno.

Teorema 5.14. (Proceso de Gram-Schmidt) Sea W un subespacio de dimensién finita de un
espacio vectorial V con producto interno. Si S = {vi,vg,...,vi} es una base de W entonces
S’ ={uj,uy,...,u;} es una base ortogonal de W siendo

u; = Vi
u - vo— <V2,Ll1>
2 2" gy
us = vs— <V3,u1>u1 _ (v3, ug)
(ug,ug) (uz,uz)
W = v (vpw) — (vpug) L (Vi, Wp—_1) .
(ur,uy) (uz, uz) (Ug—1,ug—1)

Una base ortonormal S” de W se obtiene normalizando la base S

S//:{ up uz Uy }
a7 fluel]” 7 [lugl|

Demostracion. La prueba es constructiva, se construird gradualmente la base S’ deseada siguiendo los
siguientes pasos:

Paso 1. Se elige cualquier vector de S, podemos comenzar con vi y hacemos

u] = Vi.
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Claramente u; # 0 ya que vy es parte de una base.

Paso 2. Seguidamente buscamos un vector us en W que sea ortogonal a u;. Para ello, hacemos
que ug sea la componente de vg ortogonal al subespacio Wi = gen {u;}. Asi:

Ug = V2 — proy VQZVQ—M
W (ug,uy)

uip.
Claramente us es ortogonal a u; y pertenece al subespacio W ya que es combinacién lineal de los

vectores vo v u; = vy del espacio W.

(vo,u1)

(ur,u1)
escalar de vy contradiciendo la independencia lineal de los vectores de S.

Debe notarse que uy # 0 ya que de otro modo se tendria vo = u; y seria vo un multiplo

Paso 3. Para construir un vector us que sea ortogonal tanto a u; como a ug, se toma uz como la
componente de vs ortogonal al subespacio Wy = gen {uy,us}. Esto es:

U3 = V3 — proyy, Vs = Vg — 7<V3’u1>u1 _ Vg, ug)
" (ui ) (ug,u)
El vector us pertenece a W ya que es combinacién lineal de vectores de W. Ademads us # 0 ya que
(v3,u1) (v3,ug)
1
(ug,uy) (ug, ug)
vy (a través de u; y uz), contradiciendo la independencia lineal de los vectores de S.

ug y seria vs una combinacién lineal de v; y

en caso contrario se tendria vy =

Paso 4. De manera similar se obtiene el vector uy de W que es ortogonal a uj, us y uz calculando
la componente de v4 ortogonal al subespacio W3 = gen {uy, uz, us}:

W4 — V4 — DIO Vi — V4 — <V4au1>u . <v47u2>u _ <V47u3>
AT VAT PO Y S VAT ) T (ugug) 2 (ug, ug)

Otra vez la independencia lineal de .S garantiza uy # 0.

Al continuar de esta manera se obtiene un conjunto ortogonal, S” = {uy, ug, ..., ux}, de k vectores
no cero en W. Dado que dim(W) = k y todo conjunto ortogonal de vectores no cero es linealmente
independiente, entonces S’ es una base ortogonal de W.

Una base ortonormal S” de W se obtiene normalizando los vectores de S’. O

Nota 1: Puede comprobarse que en cada paso de este proceso los vectores uy, us,..., w; forman una
base ortogonal para el subespacio generado por los vectores vi, va,..., v; de la base original S.

Nota 2: Si la base S ya es ortogonal, el proceso de Gram-Schmidt “devuelve” la misma base S; esto
€S U] = Vi, U2 = Vo,..., U = VL.

En la Figura se muestra una visualizacién geométrica del proceso de Gram-Schmidt en el es-
pacio euclidiano R®. En https://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Gram-Schmidt_orthonormalization_
process.gif puede verse una construccién dindmica del mismo en dicho espacio.

Ejemplo 5.23. Sea el subespacio W = gen{vy,ve,v3} donde v; = (1,1,1,1), vo = (0,1,1,1) y
vs = (0,0,1,1) del espacio euclidiano R*.
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-~
-~ ~o ~Wl = gen{ul}
-

’ PTOYyw,V3

’ Wy = gen {u;, up}

Figura 5.10: Proceso de Gram-Schmidt en el espacio euclidiano R?

El conjunto S = {v1, vy, v3} es linealmente independiente (y generador de W) por lo que constituye
una base para W. Claramente S no es una base ortogonal de W por lo que para hallar una base
ortonormal del mismo se aplica el proceso de Gram-Schmidt a la base S.

Primero, se obtendrd, a partir de la base (no ortogonal) S, la base ortogonal S’ = {u;,us, us} de
la siguiente forma:

u = Vi = (17 17 17 1)7
Vo - Uujp 3 3111
= vy —(0,1,1,1)— 2 (1,1,1,1) = (-2, 2,>, =
u? V2 ™ 'u1U1 (O) ) ) 4( s Ly dy ) < 47474)4>)
V3 - up V3 - Uy 2 1/2 3111
= vy - —(0,0,1,1)— = (1,1,1,1) = L= (~2 2 = =) =
us V3 111'111111 u2'u2u2 (7 ) 7) 4(7 ) 7) 3/4 4747474

_ o1y (L1l 1111y _( 211
- » My 27272?2 2’67676 - Y 373’3 *

Dado que full =2, foul = o] = . el confunto " = { gy, 2, b donde
Wy 1(171,171) _ (1717171>,
[ 2 2'2°2'2
uo - 2 3111 - 3 1 1 1
[ugl| x/§<_4’4’4’4 _<_2J§’2\/§’N§’2\/§>’
us :3<0_211>:<0_211>
[[us| V6N 37373 T V6T V6 V6

es una base ortonormal para el subespacio W.«
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Ejemplo 5.24. Sea el subespacio W = gen {f1, fo, f3} siendo fi(z) = 1, fo(z) = 2 y f3(z) = 22,
del espacio C'[—1, 1] de las funciones continuas en el intervalo cerrado [—1, 1], con el producto interno

dado por (f, g) / f(z)g(z) dx, donde f y g son funciones de C'[—1,1].

El conjunto S = {fi, fo.f3} es linealmente independiente y por lo tanto constituye una base para
W pero no es un conjunto ortogonal. En efecto:

1 1
(f1, f3) 2/11($2)dx=/1m2dx:§7é0.

Se obtendrd, aplicando el proceso de Gram-Schmidt, una base ortogonal para W a partir de la
base S:

g = fi,

g2 = fo— g1 = fa,

1
<f2agl> _f _/1md$ _f _ 9
<91,91>gl =J2 1 g1 =J2 5
/ dx
-1
1 1
2 3
<f3,91>g _ <f3>g2>g g /196 dxg B /1:1: o
<91791> ! <927g2> 2 ’ /1 d ! /1 2
T zdx
-1 -1
= fa— (2/3) g1 — <2(/)3> 92:f3_%91-
2

Por lo tanto el conjunto S" = {g1, 92,93} donde g1(x) =1, g2(x) =z y g3(x) = 2= — %, es una base
ortogonal para W.«

93 = fz3— g2 =

Ejemplo 5.25. En el espacio euclidiano R?*, sea W = gen {w1, wa, w3, Wy, w5} donde wy = (1,1,0,2),
we = (0,1,1,—-1), ws = (2,3,1,3), wg = (—1,0,1,-3) y ws = (1,1,1,1). Se desea hallar el vector
proyeccién de v = (0, —1,0, 1) sobre el subespacio W, la componente de v ortogonal a W y la distancia
del vector v al subespacio W.

Se debe obtener una base ortogonal para el subespacio W. Claramente {w1, wa, W3, W4, W5} 10 es
una base de W (;por qué?).

Para hallar una base de W, se forma la matriz A cuyos renglones son los vectores wi, wo, W3, Wy
y ws!

1 10
011 -1
A= 231 3
-1 0 1 -3
1 11 1

Los renglones no cero de cualquier forma escalonada de A forman una base para ren(A4) = W. Una
forma escalonada de A es

110 2
011 -1
B=]001 -1
000 O
0 00 O
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Asi, el conjunto S = {v1,va,vs} donde v; = (1,1,0,2), vo = (0,1,1,—1) y v3 = (0,0,1,—1) es
una base para W. S no es una base ortogonal, aplicando el proceso de Gram-Schmidt a S se obtiene
una base ortogonal para W:

u = Vi = (1>17072)>

Vo - U1 —1 17 2
- =(0,1,1,-1)— (— ) (1,1,0,2) = (=, =,1,—=
ul'U1U1 (Oa PR ) <6 >(7 707 ) <676> ) 3>7

V3 - up V3 - U2 —2 5/3 17 2
— vy = = (0,0,1,-1) = (=) (1,1,0,2) = L= (=, 21, -2 ) =
R T e UL <6>(’ 0.2) = 177 <6’6’ '3

_ (4 _6 7 1
o\ v 1)’

resultando S’ = {uj, uz, uz} una base ortogonal para W.

U = V2

La proyeccién del vector v sobre el subespacio W es el vector

V- Uu V- U2 V- us
proywv = u; + ug + us
up - U u2 - u9 us - us

1 /17, 2\ 7/4 6 7 1
= 2(1L,L,0,2)— = (==L -+ (= ——, =, — | =
g (L102) 17<6’6” 3>+6<17’ 17’17’17>

_ (L 15y
3 6°6

La componente de v ortogonal a W es el vector

W = V —proyywyv =

1 15
= (0,-1,0,1)— (=, —-1,—=,= | =
(7 aa) (3a ’676)

1 11
- <_3’0’6’6>'

La distancia del vector v al subespacio W es

6 _ V6

|v — proywv|| = %= g

Complemento ortogonal y teorema de la descomposicién ortogonal

Se han visto vectores que son ortogonales a todos los vectores de un subespacio. Por ejemplo, para
cada vector v del espacio V, el vector v — proyywVv es ortogonal al espacio W. El conjunto de todos
los vectores ortogonales a un espacio W es el llamado complemento ortogonal de W y se simboliza
WL, Més precisamente:

Definicién. (Complemento ortogonal) Sea W un subespacio de un espacio V con pro-
ducto interno. El conjunto de todos los vectores de V que son ortogonales a W, se designa
con W+ y se llama complemento ortogonal de W,

Wt ={veV:(v,w) =0, para todo w € W}.
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Se deja como ejercicio la demostracién del siguiente teorema:

Teorema 5.15. Sea W un subespacio de un espacio vectorial V con producto interno, en-
tonces:

1. Wt es un subespacio de V.

2. WNWw+t = {0}

Ejemplo 5.26. Complemento ortogonal de los subespacios triviales.
Si W = {0} entonces W+ =V ya que (0,v) = 0 para todo v € V.
Si W = V entonces W+ = {0}. «

Ejemplo 5.27. Sea W el subespacio del espacio euclidiano R? generado por los vectores linealmente
independientes u; = (1, —2,3) y uz = (1,2,5). Geométricamente W es un plano que contiene al origen
de coordenadas.

Un vector v de R? es ortogonal a W si y solo si es ortogonal a cada uno de los vectores de un
conjunto generador de W (véase Ejercicio 9 de la seccién anterior).

Asi, v = (v1,v92,v3) es ortogonal a W siy solosiu; -v=0yuz-v=0.Esto es:

v —2v9 +3v3 =0
v1 + 209 + 5v3 =0

Por lo tanto W+ es el conjunto de soluciones del sistema homogéneo de matriz de coeficientes

1 -2 3
A‘[1 2 5]‘

La solucién general del sistema es

Ul——4t
1)2:—%15 , teR
Ug_t

por lo cual el complemento ortogonal de W es

Wl = {(—4t,—;t, t):te R} = gen{<—4,—;,1> }

que geométricamente es una recta que contiene al origen de coordenadas.

Observe que dim(W) = 2, dim(W+) =1 y dim(W) 4 dim(W+) = 3 = dim(R?). <

El teorema de Gram-Schmidt asegura la existencia de bases ortogonales para un subespacio no cero
finito dimensional en un espacio con producto interno. Es posible ahora reenunciar el Teorema y
“hacerlo mas fuerte” ya que se puede aplicar a cualquier subespacio finito dimensional de un espacio
con producto interno.
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Teorema 5.16. (Descomposicién ortogonal) Si W es un subespacio de dimensién finita de
un espacio vectorial V con producto interno entonces todo vector v de V se puede expresar
de manera tnica como

vV =W + W,

donde w; € W y wo € Wi,

Demostracion. Si W = {0} entonces W+ = V. En este caso, para todo v € V:
v=0+4vv,
donde 0 € W y v € W', y ésta es la tinica manera de descomponer a v como suma de un vector de
W y otro de W+,
Supongase ahora que W # {0} y W es finito dimensional. La demostracién se realiza en dos etapas.

La primera consiste en probar la existencia de dos vectores, w; y wa, con las propiedades enun-
ciadas. Por el proceso de Gram-Schmidt se sabe que existe una base ortogonal para W, entonces los
vectores w1 = proywv y wg = vV — proywV tienen las propiedades requeridas puesto que wi € W y,
por el Teorema wy es ortogonal a todo vector de W. Asi:

V =W + Wo.

Para hacer ver que éstos son los tnicos vectores con estas propiedades supdéngase que también v
se puede descomponer:
/ /
vV = W] + Wy,

donde wj € W y w € Wt

Asi,
/ /
W1+ Wy = W] + Wy,

por lo tanto
Wl—Wll :W/2_W2 .

El vector wi; — w) € W ya que es resta de dos vectores de W y éste es un subespacio. El vector
WhH — Wy € W+ ya que es resta de dos vectores de W+ y éste es un subespacio. Luego:

u=W1—W/1 =W/2—W2 y
es un vector que estd tanto en W como en W+ por lo cual, del Teorema parte 2, u = 0 esto es

/ /

O]

Ejercicios 5.3

Halle el vector de coordenadas del vector v = (8,2, —3) del espacio euclidiano R? con respecto a
la base ortogonal B = {uy,uz,us} donde uy = (4,—1,1), up = (0,1,1) y us = (—3,—1,1). (No
hay que resolver ningin sistema).
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2. Compruebe que el conjunto formado por los vectores u; y us es un conjunto ortogonal del espacio
euclidiano R3. Luego encuentre la proyeccién de v sobre gen {uy, us}, siendo:

. v=(-1,4,3); u; = (1,1,0) y up = (—1,1,0).
= (6,4,1); u; = (—4,—1,1) y us = (0,1,1).

3. Sea W el subespacio del espacio euclidiano R* generado por los vectores u;, us y us. Escriba
el vector v como la suma de un vector de W y un vector ortogonal a W. Calcule ademés la
distancia del vector v al subespacio W:

w = (1,1,0,1), up = (~1,3,1,-2), u3 = (~1,0,1,1) y v = (4,3,3, - 1).
b) w = (1,1,0,—1), up = (1,0,1,1), uz = (0, 1,1, ~1) y v = (3,4, 5,6).

4. Sea el subespacio W = gen {uy, us} del espacio euclidiano R*. Determine el vector del subespacio
W mas cercano a v y calcule dicha distancia:

w = (3,1,-1,1), wp = (1,-1,1,-1) y v = (3,1,5,1).
b) w=(1,-2,-1,2), up = (~4,1,0,3) y v = (3, -1,1,13).

5. Halle, en cada caso, una base ortonormal para el subespacio W del espacio euclidiano R™ corres-
pondiente:

a) W =gen{vy,va}; vi =1(0,4,2), vo = (8,5, —6).
W = gen {v1,va,vs}; vi = (3,1, -1,3), vo = (=5,1,5,-7), vs = (1,1,-2,8).
W = {(a,a+b,-b) € R?:a,b € R}

1 3 5

-1 -3 1

d) W= N(A) donde A = 5 6 16
1 3 2

e) W =ren(A) donde A es la matriz del item d).
f) W = col(A) donde A es la matriz del item d).

W es el espacio solucién de la ecuacion xz1 — 2x9 + 3x3 — x4 = 0.

6. Halle una base ortogonal para el subespacio W del espacio V = P, con el producto interno
estandar.

W =gen{p1,p2,p3}; V=Ps;p1 =1+a—22 pp=1+x+2% — 23 p3=1+2>
b) W={a+ (a—b)x+ba? €Py:a,beR}; V=P

7. Halle una base ortogonal para el subespacio W del espacio M, correspondiente con el producto
interno estandar.

11 0 2 21 0 0 —1
G)Wzgen{A1,A2,A3};A1=[ ],Ag:[ 1]7A3:[ ]

01 -1 11 11 1
a b —b
W: 0 atb 0| €eMs:a,beR
0 —a
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8. Halle una base ortogonal para el subespacio W del espacio C'[0, 1] con el producto interno dado

1
por (f,g) = / f(z)g(z) dx, donde f y g son funciones continuas en el intervalo cerrado [0, 1].
0

W = gen {1, fo}; fi(x) =z, fa(z) = .

b) W = gen{f17f27f3}; fl(x) =, fQ(x) =1+ 2z, f3(.1') = 2.
c) W= {asen x+bcosz:a,bec R}

9. Calcule la proyecciéon del vector v sobre el subespacio W indicado en cada caso y la componente
de v ortogonal a W.

a) v=(1,1,1) y el subespacio W del Ejercicio 5.a.

v = (1,-1,1,1) y el subespacio W = {(a, ~ba+b+c,c) ERYa,bcE R} del espacio
euclidiano R%.

10. Descomponga el polinomio p como suma de un polinomio en W y otro en W-.

p=1+2x+ 22+ 23y el subespacio W del Ejercicio 6.a.

a) p=z—2%y el subespacio W = {a —br+ar?ePy:a,be R} del espacio Py con el producto
interno estandar.

11. Halle la matriz del subespacio W mds cercana a la matriz A:

a) A= [ (1) 8 ? ]; W el subespacio del Ejercicio 7.a.
1 -1 1
A=11 0 0 |; W el subespacio del Ejercicio 7.b.
1 1 1

Obtenga la proyeccién de f(z) =1+ x sobre el subespacio W del Ejercicio 8.a.

13. Sea V un espacio vectorial con producto interno y W un subespacio de dimension finita. De-
muestre que la proyeccién ortogonal de un vector v sobre W es tnica.
Sugerencia: Utilice el teorema de la mejor aproximacién para probar que no hay dos vectores
proyeccién de v sobre W distintos.

Demuestre el Teorema

Sea A una matriz de m x n. Para los subespacios ren(A) y col(A) de los espacios euclidianos
R™ y R™, respectivamente, se tienen las siguientes relaciones con respecto a sus complementos
ortogonales:

(ren(4))" = N(4),
y dado que col(A) = ren(A?), resulta

(col(A))t = N(4Y).

a) Demuestre que (ren(A))* = N(A) (un vector de R™ es ortogonal a cada uno de los renglones
de A siy solo si es un vector de N(A)).
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b) Utilice el resultado del item anterior para probar que para todo subespacio W en el espacio
euclidiano R”, dim(W) + dim(W+) = n.

c¢) Halle el complemento ortogonal y una base del mismo para los siguientes subespacios W
del espacio euclidiano V.
i) W=gen{(1,1,1),(2,1,3),(3,2,4)}; V=R3.
i) W =gen{(1,0,0,1),(0,1,1,1),(1,1,1,2), (1,2,2,3)}; V = R,
iii) W = gen{(1,0,0,1),(0,1,1,1),(1,1,1,2),(1,2,2,2)}; V = R%.

Sea W un subespacio de dimension finita de un espacio vectorial V con producto interno y v un

17.

vector de V. Demuestre:

a) proywv=v < veW.

b) proywv=0 & ve W
(Polinomios y series de Fourier) Con frecuencia las funciones continuas se aproximan me-
diante combinaciones lineales de funciones seno y coseno. Por ejemplo, una funcién continua
podria representar una onda sonora, una senal eléctrica de algin tipo, el movimiento de un

sistema mecédnico vibratorio, etc. Esta idea data de Euler, sin embargo, florecié con el trabajo
de Fourier (1768-1830).

Sea B el conjunto de las siguientes funciones trigonométricas definidas en el intervalo [—m, 7].

B = {1,cosz, cos(2x), ...,cos(nz),sen x,sen(2x),...,sen(nx)} .

Un polinomio trigonométrico de orden n es una combinacién lineal de los elementos de B:
ap + aj cos T + ag cos(2z) + ... + a, cos(nx) + by senx + basen(2x) + ... + by sen(nx),  (5.6)
si ap y b, no son cero simultaneamente.

Cualquier funcién f en C' [—7, 7] puede aproximarse mediante un polinomio trigonométrico. Por
aproximar queremos decir que f y algin polinomio trigonométrico “estdn cerca” con la norma
inducida por el producto interno integral definido en el Ejemplo de la seccién anterior.

Sea el subespacio gen(B) de C [—m, 7| formado por todos los polinomios trigonométricos cuyo
orden es a lo sumo n.

a) Demuestre que B es una base ortogonal de gen(B). Para ello, pruebe que:
s (1,cos(nz)) =0; n=1,2,3,..
» (I,sen(nx)) =0; n=1,2,3,..

0; sim#n

0; m,n=123,..
v (sen(mx),sen(nz)) =0; sim#n

b) Pruebe que ||1|| = V27, ||cos(kz)|| = /7 v |[sen(kx)|| = /7, k > 1.

» (cos(mz), cos(nz))
) =

» (cos(mz),sen(nz
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Sea f una funcién de C'[—m,7]. Una aproximacién de la funcién f mediante un polinomio
trigonométrico p,, es

f(x) = pp(x) = proyeenpyf = g: B 1+ (ciéijfo?@ cos T + m cos 2z + ...
(césjc;z(;;(?sc;l::w:) cosSNT + ... + M senx +
m sen2x + ... + (seilf;li:(ir;:f:z@ sennz.
¢) Demuestre que los coeficientes de la aproximacién anterior son:
- o2 ] e
ar = m:i _Zf(m)cosk$dm k=1,2,...n
b, = (segl’fiir;fr:fli@ = % _7; f(z)senkz dx k=1,2,...n

Las féormulas dadas en el item anterior se conocen como formulas de Fuler que utilizé6 Fourier
para resolver la ecuacién del calor.

IR P

Figura 5.11: Polinomios de Fourier py y p7 de f(z) =z, —n <z <

El polinomio trigonométrico p,, que aproxima a la funcién f definido por (5.6) y cuyos coeficientes

se obtienen de las formulas de Euler, se llama polinomio o aprorimacion de Fourier de orden n
de f en [—m, 7.

d) Pruebe que el polinomio de Fourier de orden n de la funcién dada por f(z) = z, x € [—7, 7]
estd dado por:
2 2(_1 n+1
pn(x) = senx — sen 2z + 3 sen 3z + ... + ————sennx.
n

En la Figura [5.11] se representan la funciéon f y los polinomios de Fourier de orden 4, ps y de
orden 7, p7 de f.
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A medida que n crece, los polinomios p, se acercan cada vez més a la funcién f. Tomando el
limite cuando n — +oco se obtiene la serie

f(z) =ap+ Z (an, cos(nx) + by, sen(nzx)),

n=1

llamada serie de Fourier de la funcién f en el intervalo [—m, 7.
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Capitulo 6

TRANSFORMACIONES LINEALES

En este capitulo se estudiara un tipo particular de funciones denominadas transformaciones lineales
que se encuentran con frecuencia en el Algebra Lineal y en otras dreas de la Matematica. Estas poseen
una gran variedad de aplicaciones.

6.1. Transformaciones lineales

Recordemos que dados dos conjuntos no vacios, A y B, una funcién (mapeo, transformacioén o aplica-
cién) T de A en B, representada por T': A — B, es una ley o regla que asigna a cada elemento = de A
un unico elemento y de B. El elemento y asignado a x es llamado imagen de x por la transformacién
T y se denota y = T'(x). El conjunto A recibe el nombre de dominio y el conjunto B de codominio.

El subconjunto de B formado por todas las imagenes de los elementos de A se llama recorrido de
T o conjunto imagen de Ay se denota por R(T'). Estos es:

R(T)={ye B:y=T(z), para algin z € A}.

Una clase especial de funciones son las transformaciones lineales, las cuales son transformaciones
entre espacios vectoriales que “conservan” la suma y la multiplicacién por escalares. Més precisamente:

Definicién (Transformacién lineal). Sean V y W espacios vectoriales. Una funcién 7" de
VenW, T:V — W, es una transformacion lineal si

a) T (u+v)=T(u)+T(v), para todo u,v en V.
b) T (ku) = kT'(u), para todo uen Vy k en R.

Observe que, en a) de la definicién anterior, el signo “+” en u + v se refiere a la operacién suma en
V, mientras que el signo “+” en T'(u) + T(v) es la operacién suma en W.

De manera anéloga, en b), el producto por escalar ku se refiere a la multiplicacién por un escalar
en V mientras que el producto por escalar kT'(u) se refiere a la multiplicacién por un escalar en W.
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I R
T:V—-W
c

Figura 6.1: Transformacién lineal 7" de V en W

Ejemplo 6.1. Sea la transformacién 7' : Py — R? definida por
T (a+bx + cx®) = (a+b,c).

T es la funcién que transforma cada polinomio p = a+ bx + cz? del espacio vectorial Py en el tinico
vector (a + b, c) del espacio R2. Por ejemplo, la imagen del polinomio p = —1 + 2z + 3z es el vector
T(p) = T(—1+ 2z + 32?) = (1,3) de R% Es facil ver que la imagen del polinomio cero de Py es el
vector cero de R?. Puede comprobarse que el recorrido de T es R? (R(T) = R?).

Para determinar si 7" es una transformacién lineal, deben verificarse a) y b) de la definicién. Para
ello, sean p = a1 + bz + ¢1 22 v q=az+ box + cox? polinomios de Py v k un escalar real. Dado que:

Tip+q) = T ((a1+biz+ca17?) + (a2 + box + c22?))
= T ((a1 +az) + (b1 + b2)z + (c1+2)x2)
= ((a1 +az)+ (b1 +b2),c1 + ¢2)
= ((a1+b1)+ (a2 + b2),c1 + ¢2)
= (a1 +b1,c1) + (a2 + ba, c2)
= T (a1 +biz+c12?) + T (ap + box + co2?)
= T(p)+T(a),

entonces T cumple con a). De manera similar como:
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T(kp) = T (k(a1+bix +c12?))
= T ((kar) + (kb1)z + (kc1)z?)
= (ka1 + kb1, ke)

(k(a1 + b1), k(c1))

k(a1 +b1,c1)

kT (a1 + b1z + 01332)

= KT(p),

se verifica la parte b) de la definicién.

Asi, la transformacion 7' es una transformacién lineal. <

Ejemplo 6.2 (Una transformacién que no es lineal). Sea la transformacion
T :R — R? tal que T(x) = (z,z?%).

Para probar que no es una transformacién lineal, se deberd verificar que no se cumple a) o b)
de la definicién. Para ello, basta con encontrar un par de elementos x, y en R tales que T'(z + y) #
T(x) 4+ T(y) , o un escalar real k tal que T'(kx) # kT'(x). Por ejemplo si z = —1, y = 1 se tiene

Tx+y)=T(-1+1)=1T(0) = (0,0),
mientras que
Tx)+T(y)=T(-1)+T1)=(-1,1)+ (1,1) = (0,2),

por lo que no se satisface a) de la definicién.

Ejemplo 6.3. Sea la transformacién T : My — My tal que
T a b _|a+db 0 .
c d 0 c+d
Es claro que T es una funcién con dominio y codominio My que asigna a cada matriz [ CCL Z } de M,

a+b 0

0 c+d}deM2'

la Unica matriz [

Para determinar si T es lineal, deben verificarse a) y b) de la definicién de transformacién lineal.

Sean las matrices A = | ! b y B = az by de M.
1 dy c2 da

ar+az b+ by
T(A+B) = T
( t ) ([ c1+co d1+d2:|>

[ (al + ag) + (b1 + bg) 0
0 (c1 +¢2) + (di + da)
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[ (a1 4+ b1) + (a2 + be) 0 ]
0 (c1 +dy) + (co +da)

ai + by 0 4 as + bs 0
0 c1+dy 0 co +do

AR ()
= T(A)+T(B),

con lo que se satisface a) de la definicién de transformacién lineal. Ademads, para cualquier k € R,

T(kA) = T([Zii ZZiD

B kay —|— kbq 0
o kei + kdq

. |: a1+b1 0 :|
k(c1 + dy)
k[a1+bl 0 :|
c1+dp
. al b1
- (5 4])
= kT(A),

entonces se satisface b) de la definicién. Asi, T es una transformacién lineal.
Es claro que el recorrido de T es el conjunto de todas las matrices diagonales de My ya que la

imagen de cualquier matriz de My es una matriz diagonal y toda matriz diagonal D = [ Cf)l c(l) ] es
2

imagen de alguna matriz de My, en particular D es imagen de si misma, D = T(D).«
Ejemplo 6.4 (La transformacidn lineal cero). Sean V y W espacios vectoriales. La transformacidn
constante cero, O : V — W, definida por

O(v) =0, paratodov eV,

es una transformacién lineal. En efecto, si u y v son vectores de V y k es un escalar, entonces
O(u+v)=0, O(u)=0, O(v)=0y O(ku) = 0. Por lo tanto:

Ou+v)=0=0+0=0(u)+O(v),
O(ku) =0 = k0 = kO(u).
Noétese que el recorrido de la transformacién cero es R(O) = {0} . <
Actividad 6.1. Sean V y W espacios vectoriales. Pruebe que una transformacion constante no cero,

esto es, T : V — W tal que T(x) = w donde w es un vector fijo no cero, no es una transformacién
lineal.
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Ejemplo 6.5 (La transformacion lineal identidad). Sea V un espacio vectorial. La transformacion
identidad definida por
I(v) =v, paratodov eV,

es una transformacion lineal del espacio V en si mismo.

En efecto: sean u y v vectores de V y k un escalar, entonces I (u+v) =u+v, I(u)=u, I(v)=v
y I(ku) = ku. Por lo tanto:
Iu+v)=u+v=1I(u)+I(v),

I(ku) = ku = kI(u).

Noétese que el recorrido de la transformacién identidad es R(I) = V. «

Ejemplo 6.6. Considere los espacios vectoriales M,,,,, v My, v la transformaciéon T' : M, — My,
tal que
T(A) = A"

Esta transformacién (transposicién de matrices) es lineal. En efecto, por propiedades de la trans-
posicién de matrices:

T(A+B)=(A+B) = A"+ B' =T(A) + T(B),
T(kA) = (kA) = kA" = kT(A),

para todo par de matrices A y B de m X n y para cualquier escalar k. <«

Nota: Si como en los ejemplos y T es una transformacion lineal de un espacio vectorial
en si mismo; esto es T': V — V, se dice que T" es un operador lineal sobre V.

Las condiciones a) y b) que debe satisfacer una transformacién para que sea lineal, pueden escribirse
de manera simultdnea, por lo tanto la definicién de transformacién lineal puede expresarse como sigue:

Teorema 6.1. Sean V y W espacios vectoriales y una transformacion 7' : V — W. Entonces
T es una transformacion lineal si y solo si T'(cu + kv) = ¢T'(u) + kT (v),

para todo uy v en V y escalares reales c y k.
Demostracion. Por un lado, si T' es una transformacién lineal, por la parte a) de la definicién, se tiene
que si u 'y v son vectores de V y ¢ y k escalares en R:

T(cu+ kv) =T (cu) + T(kv), (6.1)

y por b)
T(cu)=cT(u) y T(kv)=kT(v). (6.2)

Reemplazando las expresiones de ([6.2)) en la expresién dada en (6.1)) se obiene
T(cu+ kv) = cT'(u) + kT(v).

Reciprocamente, si T'(cu + kv) = ¢I'(u) + kT(v), tomando ¢ = k = 1 se prueba la parte a) de la
definicién de transformacién lineal y tomando ¢ = 0 se verifica b). Por lo tanto, T" es una transformacién
lineal. O
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Ejemplo 6.7 (Proyeccién de un vector sobre una recta que pasa por el origen). Sea u un
vector fijo distinto de cero del espacio euclidiano R3. La transformacién T : R? — R3 definida por

T(v) = proy,V,

es una transformacion lineal. En efecto:
v-u

proy,v = ﬁlh
(cvi + kvy) - u cvi-u+kvg-u vi-u Vo - u
T(cvy + kva) = u= u=c u+k u=cT'(vy1) + kT (va),
u-u u-u u-u u-u

para todo vi y vo en R? y ¢, k escalares. <

Ejemplo 6.8 (Transformaciones matriciales: multiplicacién por una matriz). Sea, por ejem-
1 -1 0 v
111 ] . Para un vector cualquierax = | y | de R3, al efectuar el producto

plo, la matriz A = [
z

Ax se obtiene el inico vector de R?:
T
|1 -1 0 . rT—y
Ax_[1 1 1] i _[x+y+z}

Se puede decir entonces que la matriz A define la transformacién T : R? — R? tal que T'(x) = Ax.

En general si A es una matriz de m X n y se utiliza la notacién de vector columna para vectores
en R™ y R™, entonces se puede definir una funcién 7' : R™ — R™ por medio de:

T(x) = Ax

ya que siendo x un vector de R™ (matriz de n x 1) y A una matriz de m x n, entonces Ax es una matriz
de m x 1 (vector de R™). Diremos que esta transformacién es la multiplicacién por A. Este tipo
de transformaciones se denominan transformaciones matriciales y la matriz A se llama matriz
estandar de 7.

Las transformaciones matriciales son transformaciones lineales. En efecto, sea T una transforma-
cién matricial de matriz estindar A de m x n, y sean x1, X9 vectores de R™ y ki, ko escalares reales,
entonces por propiedades del producto de matrices:

T (k1x1 —+ k2x2) =A (k:lxl =+ k‘ng) = k‘l (AXl) + k‘Q (AXQ) = l{ilT (Xl) =+ kiQT (XQ) . <

Son inmediatas las siguientes propiedades de las transformaciones lineales:

Teorema 6.2. Sea T : V — W una transformacién lineal. Entonces:

1. T'(0) = 0 (donde el 0 del primer miembro es el cero en V y el 0 del segundo miembro
es el cero en W).

2. T(—v)=-T(v), paratodoveV

3. T(u—v)=T(u)—T(v), para todo u,v e V
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Demostracion. Se probara la propiedad 1. Dado que Ov = 0 para cualquier vector v de V y de la parte
b) de la definicién de transformacién lineal se tiene:

T(0) = T (0v) = 0T (v) = 0.

Actividad 6.2. Demuestre las propiedades 2. y 3. del Teorema [6.2

El teorema anterior d4 condiciones necesarias para que una transformacién T : V — W sea una
transformacion lineal. Si alguna de éstas no se cumple, se puede afirmar que 7' no es una transformacion
lineal. En particular es facil verificar si 7(0) es, o no, el cero de W.

Ejemplo 6.9 (Una transformacién que no es lineal). Sea la transformacién T : R? — R3 tal que
T(xz,y) = (z,y,x + 1). Dado que

T(0,0) = (0,0,1) # (0,0,0),

no se verifica la propiedad 1 del teorema anterior y por lo tanto T no es una transformacién lineal. <

Determinacién de una transformacién lineal conocidos sus valores sobre una base del
espacio dominio

El Teorema puede generalizarse para un numero finito de vectores. Esto es, si T es una transfor-
macién lineal de V en W,

T(klvl + kovo + ...+ knvn) = k‘lT(ul) + k‘QT(Vg) + ...+ k‘nT(Vn), (63)

para todo vy, vo,..., v, de V v ky, ks,..., ky, escalares reales.

Una funcién de un conjunto V en un conjunto W puede especificarse mediante una férmula que
asigne a cada elemento de V un tnico elemento de W. También se puede especificar una funcién
indicando qué elemento de W se le asigna a cada elemento de V. Parece imposible describir de esta
ultima forma una transformacién lineal T : V. — W donde V # {0} pues todo espacio vectorial
distinto del espacio cero tiene infinitos elementos. Sin embargo, la propiedad permite determinar
la imagen T'(v) para cada v del espacio V conociendo solo las imagenes de los vectores de una base
de V.

Al respecto vale el siguiente teorema cuya demostracién es directa.

Teorema 6.3. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y T" una transformacion lineal del
espacio V en un espacio W. Si B = {vy,va,...,v,} es una base de V y wy, wa,,...,w,, son las
imagenes de vi, va,...,v,, respectivamente, entonces para cada v en V,

T (v) =kiwy + kawa + ... + kpwy,

donde ki, ko, ..., k, son los (tnicos) escalares tales que v = kjvy + kava + ... + kpva,.
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Demostracion. Sea v un vector del espacio V. Como B es una base de V, existen tinicos escalares ki,
ko,..., ky, tal que que
v =Fk1vy + kovo + ... + kv,

Dado que T es una transformacién lineal y T'(v;) = w; para todo i = 1,2, ...,n, aplicando T a la
expresion anterior se obtiene:

T(V) = le(Vl) + k'QT(VQ) + ...+ /{?nT(Vn) = k1w + kowgo + ... + kW,

Ejemplo 6.10. Sea T : R? — R? la transformacién lineal tal que
T(1,0)=(2,4) y T(1,1)=(1,3).

Para hallar la ley de T, es decir, T(x, %) para todo (z,y) de R?, se escribe al vector genérico (z,y)
como combinacién lineal de los vectores (1,0) y (1,1) que conforman una base de R2. Esto es, se
buscan los (tinicos) valores de k; y ko tales que

(SE,y) = k1(170) + k2(1a 1)7

o bien
(@,y) = (k1 + k2, k2)
que resultan de resolver el sistema lineal
{ k1 +ko=x
kQ =Y

La solucién es
{ ki = z—y
ky = y

(z,y) = (z —y)(1,0) + y(1,1),

y dado que T es una transformacién lineal se tiene

T(z,y) = T((x—-y)(1,0)+y(1,1))
(x —y)T'(1,0) +yT(1,1)
(z—y)(2,4) +y(1,3)

= 2z —y,4x —y). 4

Asi,

Actividad 6.3. Sea f : R — R una transformacién lineal del espacio vectorial R en si mismo. Suponga
que f(1) = a. Halle f(z) para todo x € R.

Esto muestra que toda transformacién lineal f de R en R es de la forma f(z) = ax para algin
a €R.
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Si no se dan los valores de T sobre una base no se puede determinar la imagen de cada elemento de
V. Si en el ejemplo anterior se dieran solo las imagenes del (1,1) y (=3, —3) no se podria calcular la
imagen, por ejemplo, del vector (2,4) ya que no es combinacién lineal de ellos.

En general, vale el siguiente teorema cuya demostracién queda como ejercicio.

Teorema 6.4. Si S = {vq, Vs, ..., v} es un conjunto generador de un espacio vectorial V y
T :V — W es una transformacion lineal, entonces T'(S) = {T'(v;) : v; € S} es un generador
del recorrido R(T).

Una consecuencia inmediata es la siguiente:

Corolario 6.1. SiT : V — W es una transformacion lineal y V es finito dimensional, entonces
el recorrido R(T') es de dimensién finita y dim(R(7T)) < dim(V).

Ejercicios 6.1

Sea la transformacién T que asigna a cada vector (x,%) de R?, el vector (z — y,y,0) de R3.

a) Identifique el dominio y codominio de 7.

S

Halle las imédgenes de los vectores u = (—1,3), v=(2,-1) y 0.

o

U

;Existe algtin vector v en R? tal que T'(v) = (—1,1,1)?

Describa el recorrido de T'.

)
)
) Determine todos los vectores del dominio que se aplican al vector cero de R3.
)
€)

f) Pruebe que T es una transformacién lineal.

Determine si la transformacién T es lineal.

a) T:R? - R2 T(x,y) =3z +y,x—2y).
b) T:R? - R, T(x,y,2)=xyz.
¢) T:Py —R2  T(a+bx)=(a+b,0).
d) T:R3—= Py, T(a,b,c)=a+ (b+c)x+ cx?
e) T : Py — Moy, T(a+bx+cx2):[a _b}
0 ac
f) T:Py =Py, T(a+bx+cx?) =b+ 2cx.
9) T:CR) =R, T(f) = il_r}r}l f(z), donde a es un nimero real fijo.
h) T :Ms — R, T(A)=det(A).
i) T:M, = M,, T(A)= P 'AP, donde P es una matriz fija invertible de orden n.
j) T:R" =R, T(v)=v-u,donde u es un vector fijo de R™.
k) T:V >R, T(v)=(u,v), donde (,) es un producto interno en el espacio V y u es un

vector fijo de V.
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I) T:R® = R3 T (v)=vxu,donde x indica el producto vectorial entre el vector v y un
vector fijo u de R3.

Sea V un espacio vectorial de dimensiéon n y B = {vy,va,...,v,} una base de V. Considere la
transformacion que asigna a cada vector v de V, su vector de coordenadas respecto a la base B.
Esto es:

T:V—R" talque T(v)=[v]|z,
a) Demuestre que T' es una transformacion lineal (véase demostracién del Teorema 1.)
b) Si V=M, (n=4)y B = {E, E11+ Fi2, E11 + E12 + Eo21, E11 + E12 + E21 + Eg}, ob-

. . 1 2
tenga la imagen de la matriz [ 43 ] .

4. En cada caso sea T : R™ — R™ la transformacién matricial de matriz estdndar A. Halle n y m
y la imagen de un vector genérico x de R".

2 3
A: ~15
0 4

b) A=[1 -2 5 3]
5. Sea T la transformacién lineal de R? en R? tal que T'(—1,1) = (5,1) y T(1,1) = (0, 2).

a) Determine la ley de T, es decir, T(z,y) para todo (z,y) de R
b) Halle el recorrido de T

Sea la transformacién lineal 7' : R? — R? tal que
T(el+92+93):(—1,3), T(_el+62+e3):(171)7 T(el_e2+e3):(071)7
halle T (x) para todo x € R3.

Sea T : P; — P, la transformacion lineal tal que T(—1+3z) = 1+x —2? y T(2x) = 22. Obtenga
la ley de T'; esto es, T'(a + bx) para todo polinomio p = a + bx de P;.

Sea T : P — P la transformacién lineal tal que satisface

1
n—+1

T (2") = ——a"*!

)

para todo n > 0. Calcule: T(1 + z + 22), T(—1 + 23) y T(2x).
9. Demuestre el Teorema y su corolario (Corolario [6.1)).
Indique si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Jusitifique sus respuestas.

a) Existe una transformacién lineal T : R? — R? tal que T(—1,1) = (0,1) y T(2,—2) = (1,4).
b) Si la transformaciéon T : V — W es tal que T(0) = 0, entonces 1" es lineal.
c) Sea T': V. — W una transformacién lineal y {vi,va} un subconjunto linealmente depen-

diente de V. Entonces {T'(v1),T(v2)} es un subconjunto linealmente dependiente de W.

11. Las siguientes son algunas de las transformaciones mas utilizadas en el Célculo. Estas transfor-
maciones estdn definidas en diferentes espacios vectoriales:
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= El espacio vectorial C (R) de las funciones de R en R derivables con las operaciones habi-
tuales de suma y multiplicacion por escalar definidas en F (R).

» El espacio vectorial F(R3) de los campos escalares de R? en R con las operaciones habituales
de suma y multiplicacion por escalar.

= Fl espacio vectorial F(R?’) de los campos escalares de R3 en R tal que ezisten las deriva-
das parciales de primer orden con las operaciones habituales de suma y multiplicacion por
escalar en F(R3).

» El espacio vectorial F3(R3) de los campos vectoriales de R® en R® con las operaciones
habituales de suma y multiplicacion por escalar.

» El espacio vectorial IF'3(R3) de los campos vectoriales de R® en R® cuyas funciones compo-
nentes tienen derivadas parciales de primer orden con las operaciones habituales de suma
y multiplicacion por escalar en F3(R3).

» El espacio vectorial A = {f € C0,400) : f0+oo e~ f(t) dt < oo} con las operaciones ha-

bituales de suma y multiplicacion por escalar definidas en F (R).

Demuestre que son transformaciones lineales:

b
(Integral) I : C'[a,b] — R tal que I(f) = / f(z)dz.

(Derivada) D : C (R) — F(R) tal que D(f) = f.

¢) (Gradiente) V : F(RS) — F3(R?) tal que Vf = (gi’ ‘3; gi)

d) (Rotacional) rot : 3(R3) — F3(R?) tal que rot(F) = V x F.
e) (Divergencia) div : 3(R3) — F(R?) tal que div(F) = V - F.

f) (Transformada de Laplace) £: A — F(R) tal que £{f(¢t)} = /+<><> e Lf(t) dt.
0

6.2. Ncleo y recorrido de una transformacion lineal
En la seccién anterior se definié el recorrido R(T') de una transformacién 7' : V. — W como
R(T) ={w e W:w=T(v), para algin v € V}.

En esta seccién definiremos un subconjunto importante de V, denominado nicleo o kernel de T'.

Definicién (Ntcleo o kernel). Sea T : V — W una transformacion lineal. El nicleo o
kernel de T es el conjunto de los vectores v de V que tienen por imagen al vector 0 (de W).
Se lo denota ker(T).

ker(T) ={veV:T(v) =0}

Se vera que los conjuntos ker(T") y R(T") son subespacios de V y W, respectivamente.
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T:-V—-W R

Figura 6.2: T : V — W, nicleo ker(T") y recorrido R(T)

Teorema 6.5. Sea T : V — W una transformacién lineal. Entonces:
1. ker(7T) es un subespacio de V.

2. R(T') es un subespacio de W.

Demostracion. Dado que T : V — W es una transformacién lineal se sabe que T(0) = 0, luego el 0
de V estd en ker(T") y el 0 de W estd en R(T'). Por lo tanto R(T') y ker(7T') son subconjuntos no vacios
de V y W, respectivamente.

1. Sean uy v vectores de ker(7") y k£ un niimero real. Como u y v estén en ker(7") entonces 7'(u) = 0
y T'(v) = 0. Luego:
Tu+v)=T(u)+T(v)=0+0=0,

T(ku) = kT'(u) = k0 = 0.

Dado que T(u+ v) = 0 y T(ku) = 0, entonces tanto u + v como ku estédn en ker(T"). Asi,
ker(7T') es cerrado bajo la suma y la multiplicacién por escalares definidas en V, lo que prueba
que ker(T") es un subespacio de V.

2. Sean wi y wo vectores de R(T') y k un escalar real. Debe probarse que wi + wo y kwj estdn en
R(T); esto es, que w1 + wo y kwj son imdgenes de vectores de V.

Supuesto que wi y wy estdn en R(T'), entonces existen vectores uy v en V tales que T'(u) = wy
y T(v) = wa. Luego y dado que T es lineal:

wit+wy=T(u)+T(v)=T(u+v),
esto prueba que w; + wy estd en R(T) ya que es la imagen del vector u+ v de V.
Ademas,

kwy = kT (u) = T'(ku),
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por lo que el vector kw; estd en R(T") ya que es la imagen del vector ku de V.

Asi, R(T) es cerrado bajo la suma y la multiplicacién por escalares y por lo tanto es un subespacio
de W.

O

Definicién (Rango y nulidad). Sea 7" : V — W una transformacién lineal.

Si R(T) es finito dimensional, a su dimensién se la llama rango de T y se representa por
rango(T") o p(T).

Si ker(T') es finito dimensional, a su dimensién se la llama nulidad de T y se representa por
nulidad(7) o v(T).

Ejemplo 6.11. Sea la transformacién lineal T' : Py — R? tal que T (a + bz + cz?) = (a + b, c) del
Ejemplo El ntcleo de T es el siguiente subespacio de Ps:

ker(T) = {a+bx+ca?€Py:T(a+bx+cz?)=(0,0)}
{a+bx+caz2€P2:(a—l—b,c):(070)}
{a+bx+cx2€P2:a+b:0,c:0}
{a+br+ca®€Pyia=-b, c=0, be R}
{-b+brePy:beR}

{b(-14+=x):beR}

= gen{—1+az}

El conjunto unitario {—1 + z} es linealmente independiente y generador de ker(7") por lo tanto es
una base de ker(T"). Asi, v(T') = dim(ker(7)) = 1.

Es fécil ver que el recorrido de T es todo el espacio R2. Por ejemplo, el vector (3,5) es la imagen del
polinomio 3 + 522 ya que T(3 +522) = T(3+ 0z + 52%) = (34 0,5) = (3,5), también es la imagen del
polinomio 1+2z+522. En general, para cualquier vector (a, b) de R? es (a,b) = T((a—c)+cz+bx?) con
c € R, por lo tanto todo vector de R? es un vector de R(T). Asi, R(T) = R? y dado que dim(R?) = 2,
entonces p(T) = 2.4

Ejemplo 6.12. Para la transformacién lineal cero O : V — W, dado que O(v) = 0 para todo v en V
su ntcleo es el conjunto V. Su recorrido es el conjunto unitario {0} puesto que 0 es la unica imagen.

Esto es:
ker(O)=V y R(O)={0}.

Asi, p(O) =0y, si V es de dimensién finita v(0) = dim(V).

Para la transformacion lineal identidad I : V — V dado que I(v) = v para todo v en V entonces el
Unico vector que se transforma en cero es el mismo cero, y todo vector v de V es imagen de si mismo.

Por lo tanto
ker(I) ={0} y R(I)=V.

Asi, v(I) =0y, si V es finito dimensional p(I) = dim(V).«
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En el caso en que T es una transformacién matricial, vale el siguiente resultado.

Teorema 6.6. Sea T : R" — R™ una transformacién matricial de matriz estdndar A.
Entonces:

1. ker(T) = N(A) 3. p(T) = p(A)

2. R(T') = col(A) 4. v(T) =v(A)

Demostracion. La transformacién T' es la multiplicacién por la matriz A es decir T'(x) = Ax para
todo x de R™.

1. Recordando que el espacio nulo de una matriz A, N(A), es el conjunto de los x en R™ tal que
Ax =0y T(x) = Ax, resulta

xcker(T) = T(x)=0< Ax=0<x € N(A).

2. El espacio de las columnas de A, col(A), es el conjunto de todos los vectores de R™ que son
combinaciones lineales de las columnas de A. Asi,

b € R(T) & b =T(x), para algin x € R" & b = Ax, para algin x € R" < b € col(4).

3. Como ker(T') = N(A) entonces v(T') = dim(ker(7T")) = dim(N(A)) = v(A).
4. p(A) = dim(col(A)) y como R(T) = col(A) entonces p(T') = dim(R(T)) = p(A).
O

Se sabe, por el teorema del rango, que para toda matriz A de m X n, la suma del rango y la nulidad
es igual al nimero de columnas de A (Teorema [4.22)). Se tiene entonces el siguiente resultado.

Corolario 6.2. Si T : R™ — R™ es una transformacién matricial entonces la suma del rango
de T y la nulidad de T es igual a n. Esto es:

p(T)+v(T) =n.

Demostracion. Sea A la matriz estandar de 7. Entonces A es una matriz de m X n y por el teorema

del rango (Teorema [4.22)):
p(A) +v(A) =n.

Por el teorema anterior, p(T) = p(A) y v(T) = v(A), luego

p(T)+v(T) =n.

11
Ejemplo 6.13. Sea T la transformacién matricial de matriz estdndar A = [ 11 8 ] .
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Entonces T : R? - R? y

N S U I T SV I IO IR
AT 0| | T a4 |
T3 xs3

La forma escalonada reducida de A es la matriz B = [ é 8 ] El nimero de pivotes da el

rango de A, p(A) = 1, luego p(T') = 1. El nimero de columnas no pivotes de Aes v(A)=3—-1=2y
asi v(T') = 2.

col(A) es el espacio generado por las columnas pivote de A, asi

R(T)zcol(A):gen{[”}:{[z;]eRQ;ylzyg}.

El espacio nulo de A, N(A), es el conjunto de las soluciones del sistema Ax = 0 que es equivalente
a la ecuacion x1 + x3 + Ox3 = 0. La solucién general es

xTrl = —t
o=t , t,reR.
x3=r
Asi,
—t -1 0
ker(T) = N(A) = t|,t,reR)=gen 11,]0 . <
T 0 1

El siguiente teorema, cuya demostracion se omitira en este momento, es uno de los méas importantes

del Algebra Lineal, y generaliza al Corolario

Teorema 6.7 (de la dimensién). Sean V y W espacios vectoriales tal que V es finito dimen-
sional. Si 7" : V — W es una transformacién lineal entonces

dim(R(T)) + dim(ker(T")) = dim(V).

Esto es: p(T') + v(T') = dim(V).

Debe observarse que una de las hipétesis del teorema es que V es un espacio de dimensién finita. Esto
permite asegurar que ambos, ker(7T') (por ser un subespacio de V) y R(T') (Teorema[6.4]y su Corolario
6.1]), son de dimensién finita.

Ejercicios 6.2

Obtenga el nicleo (kernel) de las transformaciones lineales a), ¢), d), f) y ¢) del Ejercicio 2 de
la Seccion 6.1.
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2. Para cada transformacién lineal T', halle los subespacios ker(T") y R(T), determine bases (si es
posible) de los mismos y verifique el teorema de la dimensién.

T:R* =R T(z,y)=(z—y,0,-2y).
T:R3 5 R3, T(x)=—3x.

T:Py =P, T(a+bx+cx?)=(a+b+c)x.

T

o (2 8][4 )

T:Py —R2 T(a+bx+cx?)=(a+ba—c).

T:RS%MZ% T(xaywz)_[x_y 8 0 :|

z —z
3. Halle el rango y nulidad de la transformacién lineal 7" : My — R? tal que

T(En)=-e1, T(E12)=0, T(Ey)=-e +ey T(Ep2)=en.
Halle el nicleo y el recorrido de la transformacion lineal 7' : Py — Py tal que T (p(z)) = p(1 — ).

Calcule el rango y nulidad de T'.

Dada la transformaciéon T : M,, — M, tal que T(X) = AX — XA, donde A es una matriz
cuadrada fija de orden n.

a) Demuestre que T' es una transformacion lineal.

Lo } . Indique el rango y la nulidad de T'.

b) Consideren:2yA:{1 1

6. Halle el nicleo, el recorrido, el rango y la nulidad de la transformacién matricial 7" : R® — R™
donde la matriz estdndar, A, de T es:

)A_'11 1 0 -1
AT 9 ola=] 2 1 -3

T 1 -1 _—1 —1 2_
DESI

SR 1 -1 2
c) A= B flA=| -2 2 —4
2 20 1 1 o
|2 o
)| A= | =2 [ 10 -1 1
1 -1 A_ -1 0 -1 -1

Compruebe que p(T') + v(T) = n donde T son las transformaciones matriciales del ejercicio
anterior.

En cada item utilice la informacion dada a fin de encontrar la nulidad de la siguiente transfor-
macién lineal.

a) T:R> = R3 p(T) = 3.
b) T:Py — Ps, p(T) = 4.

Material didactico de uso interno Mateu-Semitiel 240



CAPITULO 6. TRANSFORMACIONES LINEALES

0 -1 0 001
c)T.MzﬁMzgtalqueR(T)—gen{[1 0 o}’{o 1 1]}

Sea T : My — R* una tranformacién lineal tal que v(T') = 0. Encuentre el recorrido de T

10. Sea T': V — W una transformacién lineal donde dim(V) = dim(W) = n. Pruebe que

R(T) = W & ker(T) = {0}

11. Sea D : Py — P; la transformacion lineal derivacion; esto es, D(p) = p’. Obtenga el nicleo de D.

1
12. Sea J : P; — R la transformacién lineal integracién dada por J(p) = / p(z) dz. Obtenga su
-1
nucleo.

6.3. Transformaciones lineales de R" en R™

En la seccién anterior se estudié un tipo particular de transformaciéon lineal: las transformaciones
matriciales, que son aquellas transformaciones 7" de R™ en R™ tales que T'(x) = Ax para alguna
matriz A de m X n.

En esta seccién se demostrard que toda transformacion lineal T : R™ — R™ es una transformacion
matricial, es decir, se probard la existencia de una matriz A de m x n tal que la transformacién T es
la multiplicacién por A.

Debe tenerse en cuenta que en esta seccién todos los vectores deben ser considerados como vectores
columna.

Teorema 6.8. Si T : R™ — R™ es una transformacion lineal entonces 7' es una transforma-
cién matricial. Esto es, existe una matriz A de m x n tal que

T(x) = Ax, para todo z € R".

Esta matriz A es la Unica matriz que satisface la igualdad enunciada.

T
Z2
Demostracion. Sean B = {ey,eq,...,e,} la base estdndar de R" y x = ) un vector de R". Dado

Tn
que B es la base estandar de R™, entonces

X = x1€1 + xro€e2 + ... + Tpey.

Aplicando T' a la expresion anterior y teniendo en cuenta que es una transformaciéon lineal se
obtiene

T(x) = T(xie1+x2er+ ... +z,1(ep)
= 1T (e1) + x2T(e2) + ... + 2, T(ey). (6.4)

Material didactico de uso interno Mateu-Semitiel 241



CAPITULO 6. TRANSFORMACIONES LINEALES

Los n vectores T'(e1), T(e2),..., T(e,) son vectores de R™. Si se considera la matriz A cuyas
columnas son dichos vectores, y recordando el producto de una matriz por un vector:

x1
Ax=[T(e1) T(ez) -+ T(en) | 112 =x1T(e1) + z2T(e2) + ... + z,T(ey). (6.5)

Tn

Asi, comparando ((6.4]) y (6.5)) se prueba que para todo x de R,

T(x) = Ax,
donde A= [ T(e1) T(ez) --- T(ey) |.
Para probar que la matriz A hallada es la inica matriz que satisface la igualdad requerida, supénga-
se que B = [ b; by -+ b, ] es una matriz de m x n tal que T'(x) = Bx, para todo x de R". En

particular esta igualdad se verifica para los vectores ej, es,..., e, de la base estandar de R"™. Esto es

T(Ej) = .Be]'7 j = 1,2, )

y dado que
Bej:bj, j:1,2,...,n
entonces
bj :T(ej), j:1,2,..,n.
Por lo tanto las columnas de B son las mismas que las de A. Asi, B = A. O

Definicién (Matriz estdndar). Sea 7' : R” — R™ una transformacién lineal, la matriz
A=[T(e1) T(ez) --- T(ep) | del teorema anterior se llama matriz estdndar de la trans-
formacion T'. Esta es la inica matriz tal que T'(x) = Ax, para todo x en R".

Toda transformacién lineal 7' : R™ — R™ es entonces una transformaciéon matricial, la multiplicacion
por la matriz estdndar A = [ T'(e1) T(e2) --- T(e,) |. La matriz A proporciona toda la infor-
macién que se requiera de la transformacion. Esto es muy 1til porque trabajar con matrices facilita
los célculos y permite el uso de herramientas computacionales. Se puede evaluar la imagen 7'(x) de
cualquier x de R™ mediante una simple multiplicacién de matrices. Ademas dado que ker(7') = N(A)
y R(T) = col(A) (Teorema se pueden encontrar bases para estos subespacios por los métodos ya
conocidos de obtencién de bases para el espacio de columnas y el espacio nulo de una matriz.

De la definicién de transformacién matricial y del teorema anterior, se tiene el siguiente importante
resultado.

Corolario 6.3. Una transformacién T : R — R™ es una transformacién lineal si y solo si
la matriz A = | T(e;) T(e2) T(e,) | satisface T'(x) = Ax, para todo x de R".

De acuerdo al corolario, puede comprobarse si una transformacién 7 : R® — R™ es, o no, lineal del
siguiente modo: se obtiene la matriz A = [ T(e;) T(ez) --- T(e,) | y se realiza el producto Ax
para un x genérico de R™. Si Ax = T'(x) entonces T' es una transformacién lineal y A es su matriz
estandar, en caso contrario, T no es lineal.
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Ejemplo 6.14. Sea la transformacién T : R? — R* tal que T'(x,y,2) = (z +y,2y — 2,2, — ¥).

De acuerdo al comentario anterior, para comprobar si 7' es o no una transformacién lineal, obten-
dremos la matriz A = [ T(e1) T(ez) T(es) |. De acuerdo a la ley de T

T(e1) =T7(1,0,0) =(1,0,0,1), T(e2)=1T(0,1,0)=(1,2,0,—1), T(es)=7(0,0,1)=(0,—1,1,0).

En este momento debe aclararse que aunque se ha usado la notacién horizontal en la definicién de
T para los vectores de R? y R*, se hace necesario utilizar la notacién vertical. Asi,

1 1 0
0o 2 -1
A = [ T(el) T(eg) T(eg) ] = 0 0 1
1 -1 0
Haciendo el producto Ax:
1 1 0 . r+y
10 2 -1 | 2y—=
D=t o0 YT 2 |
1 -1 o]|L~7 z—y

se comprueba que Ax = T'(x) y por lo tanto T es una transformacién lineal de R? en R* (transformacién
matricial) y A es su matriz estandar. <

Actividad 6.4. Para la transformacién matricial del ejemplo anterior, obtenga su recorrido, su nicleo,
el rango y la nulidad.

Geometria de las transformaciones lineales de R? en R?
A continuacién se presentan algunas transformaciones matriciales geométricas del plano (de R? en R?)

que son muy interesantes: reflexiones, compresiones (expansiones) y rotaciones.

Ejemplo 6.15 (Reflexiones). Las reflexiones en el plano se definen respecto a cualquier recta. Las
mas interesantes son las reflexiones respecto a los ejes coordenados y a la recta y = x. Estas se definen
como sigue:

= Reflexion con respecto al eje x:

1 0

T T . c
T, [ ] = [ —y } cuya matriz estandar es [ 0 —1

y ] (verifiquelo).

= Reflexion con respecto al eje y:

z —z -1 0
T = i A .
y [ y ] [ y } cuya matriz estandar es [ 0 1 }
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Yy
------- ’(I'y)
i
1
1
1
1
1
1
1
1
0 H T
1
1
1
1
1
1
1
1
------- )
Yy
Y S Ll L LT Ty e(@,y)
1 1
1 1
1 1
1 1
0 x
Yy e
(y,2)
----- ..
1
1
1
! .
1 .,
R e 1
1
! i
! 1
0 T

= Reflexion con respecto a la recta y = x:

0 A I . [ 0 1
T; [y]_[:c] cuya matriz estandar es [1 O]'

Otra reflexién interesante es la reflexion respecto al origen o:

x —T . ¢ -1 0
T, [ y ] = [ y ] cuya matriz estandar es [ 0 —1 } .

Material didactico de uso interno Mateu-Semitiel 244



CAPITULO 6. TRANSFORMACIONES LINEALES

Ejemplo 6.16 (Compresiones y expansiones). Las compresiones y expansiones son escalamientos
a lo largo de los ejes coordenados.
= FEscalamiento en la direccion de la coordenada x:
. [ 0
T P cuya matriz estandar es ¢ ,
Y Y 01

donde ¢ > 0. Si 0 < ¢ < 1 se trata de una compresién en la direcciéon de la coordenada x, un
factor ¢, mientras que si ¢ > 1 se trata de una expansién en la direccion de la coordenada x, un

factor c.

,1,) (-’x y) (22,y)

C = — Compresion Figura Original ¢ =2 Expansion

Figura 6.3: Escalamiento en la direccién de la coordenada z

» Escalamiento en la direccion de la coordenada y:
T x . [ 10
T [ y } = [ dy ] cuya matriz estandar es [ 0 d } ,

donde d > 0. Si 0 < d < 1 se trata de una compresién en la direccién de la coordenada y, un
factor d, mientras que si d > 1 se trata de una expansién en la direccion de la coordenada y, un

factor d.
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» Escalamiento en ambas direcciones:

x cx . , c 0
T [ y } = [ dy ] cuya matriz estandar es [ 0 d } )

donde ¢ > 0 y d > 0. Esto puede resultar en una expansién o en una compresién en ambas
direcciones o bien en una expansion en una direcciéon y una compresién en la otra.

Ejemplo 6.17 (Rotacién). Como caso especial de una transformacién matricial estdn las transfor-
maciones llamadas de rotacién. Sea # un dngulo fijo. Sea T : R? — R? la transformacién matricial de
matriz estandar

cosf) —senb
A_[SGH0 cosf }

Six = [ z ] entonces

T(x) = Ax — [ cosf) —senf } [aj } _ [ xcosf —ysend

senf cosf Y xrsenfd +ycosh |-

Se vera que T'(x) es el vector que se obtiene si se hace rotar al vector x (respecto al origen) un
angulo 6 en sentido contrario a las agujas de reloj.

En efecto, si r denota la longitud del vector x y ¢ el dngulo que forma con el eje positivo de las
abscisas, entonces
T = 71Cos¢
Yy = rsen ¢
/
Six = [ 5, } es el vector que se obtiene al hacer girar x un dngulo 6 se demostrard que x’ = T'(x).

El vector x’ tiene la misma longitud que x y el dngulo que describe con el sentido positivo del eje
de las abscisas es ¢ + 6. Luego:
' =rcos(¢d+6)
{ y' =rsen (¢ +6)

Por lo tanto:

/ [ 2 ] _ [ rcos (¢ + 0) ] B [ 7 (cos ¢ cos @ — sen ¢ sen 0)

* = Y rsen (¢ + 0) 7 (cos ¢ sen f + sen ¢ cos 0)

[ (rcose)cos® —r(sen ¢)sen 6
~ | (rcos¢)senf + (rsen¢)cos

_ [ 2xcosf —ysenf
| wsenf ycosh

_ [ cos@ —senﬁ] [x]

| senf  cosf Y

= Ax =T(x).
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Figura 6.4: Rotacién

Ejercicios 6.3

Para las siguientes transformaciones de R™ en R™, identifique n y m, y para las que sean lineales
encuentre su matriz estandar.

T 2 v r+2y—z+w
a)T[a:;]: —T ) T yo|_ 5_'_2
T + 3T2 z .
w
b)T[m}:[:U—I—Zy—l—?)] L
Y x F 0
0
1 3r1 + xax3 HT|y|= 0
C)T T2 = 9 p
T3 2 B 0

T
x2

o1l =

Halle la matriz estandar para la transformacién lineal en el plano T : R?> — R? que aplica un
punto (z,y) en:

a
b

) su reflexién con respecto a la recta y = —.
)
¢) su proyeccién ortogonal sobre el eje y.
)

su proyeccién ortogonal sobre el eje x.

d) su proyeccién ortogonal sobre la recta que pasa por el origen y contiene al punto (1,1).

Verifique las respuestas graficamente situando los puntos (2,1) y 7'(2,1).
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3. Halle la matriz estdndar para la transformacién lineal 7' de R? en R? que haga girar un punto
(z,y) alrededor del origen hasta describir un dngulo 6 de:

45° ) 90°
b) 60° d) —30°
Verifique las respuestas graficamente situando los puntos (2,1) y 7'(2,1).

4. Encuentre la matriz que escala un factor de:

% en la direccién del eje z.

b) 3 en la direccién del eje y.

En cada caso describa el efecto geométrico de la multiplicacién por la matriz dada:

)[31] 5 I

0 [0] o [33] ke

ol
[\ [N}
o

6.4. Matriz de una transformacién lineal

Como se ha visto en la seccion anterior toda transformacion lineal T : R™ — R™ es una transformacion
matricial, T'(x) = Ax siendo A= [ T(e1) T(ez) --- T(e,) |.

Si V y W son espacios vectoriales cualesquiera de dimensién finita y T : V — W es una transfor-
macion lineal, también es posible “trabajar” esta transformaciéon como una transformaciéon matricial.
De hecho, las transformaciones matriciales son de R™ en R™ y V y W pueden ser otros espacios finito
dimensionales, por ejemplo V = Py vy W = Mbss, y no se concibe la multiplicacién de una matriz por
un polinomio. La idea es elegir bases ordenadas B y B’ de V y W, respectivamente y trabajar con
los vectores de coordenadas con respecto a estas bases. Si dim(V) = n y dim(W) = m, entonces para
cada v de V, el vector de coordenadas [v]g es un vector de R™ y el vector de coordenadas de su
transformado, [T'(v)] 5 es un vector de R™.

La asignacién v — T'(v) de V en W genera la transformacién de R"™ en R™ tal que [v|z — [T'(v)] 5.
Se vera que existe una matriz A de m x n tal que [T'(v]g = A[v]s para todo v en V.

De esta manera la transformacion lineal T : V — W se podra trabajar indirectamente a través de
una transformacion matricial. Al respecto se tiene el siguiente teorema.

Teorema 6.9. Sean V y W espacios vectoriales no cero de dimensiones finita n y m respec-
tivamente, y 7' : V — W una transformacién lineal. Sea B = {v1,va,...,v,} una base de V y
B’ = {w1,wa, ..., w,,} una base de W. Entonces existe una matriz A de m x n tal que

[T(V)]p = AlVlg,

para todo v € V. Mas atn esta es la tinica matriz que satisface la igualdad anterior.
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Demostracion. Sea v un vector del espacio V. Como B = {v1,va,...,v,} es una base de V, existen
unicos escalares c1, co,..., ¢, tales que

V =1cC1V] + Vo + ... + CcpVn,

es decir, el vector de coordenadas de v en la base B es

Cn
Por la linealidad de T, T'(v) es el siguiente vector de W:
T(v)=caT(vi)+ 2T (v2) + ... + T (vn) (6.6)

Para hallar el vector de coordenadas de T'(v) con respecto a la base B’ debe expresarse a este
vector como combinacién lineal de los vectores w1, wa,..., w,, de la base B’. Dado que cada T'(vj) con

j=1,2,...,n es un vector de W y B’ = {wy,ws,..., w,,} es una base de W, entonces existen tinicos
escalares ayj, agj,...,anm; tales que

T(vj) = a1;W1 + agjwa + ... + QmjW, (6.7)
es decir, los vectores de coordenadas de T'(v;) con respecto a la base B’ son

alj
CLQJ'

T =] |
Q5
para todo j =1,2,...,n.

Sustituyendo las expresiones dadas en ([6.7) en la igualdad y operando, se obtiene el vector
T(v) expresado como combinacién lineal de los vectores de la base B’:

T(v) = c1(anwi+aawa + ... + am1wp,) + c2 (a19W1 + a22Wa + ... + QW) + ...
+en (a1nW1 + a2nWa + .. + G Win)
= (cra11 + c2a12 + ... + cpain) Wi + (c1a21 + c2a22 + ... + cpagy) Wa + ...
+ (cram1 + c2am2 + . + Crmn) Wiy

Los coeficientes que acompanan a los vectores wi, wa,..., W,, son las coordenadas de T'(v) en la
base B’. Asi, y por definicién del producto de una matriz por un vector, se tiene:

ciail + c2a12 + ... + cpain
c1ag1 + 2029 + ... + cpagy
[T(V)]B' =

| C1Gm1 + C2am2 + ... + Cnamn

aiil a2 - A1n C1
a21 azz - a2n C2
L Gm1 Gm2 - Gmn Cn
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Observe que [T'(v)]g es el producto de una matriz de m x n por un vector. Las columnas de la
matriz son los vectores de coordenadas [T'(v1)|gz/, [T'(V2)lgs, - [T(Vn)] g ¥y €l vector es el vector de
coordenadas [v] . Luego:

[T (v)]g = A[v]g, paracadav €V,

donde A= [ [T(v)]p [T(v2)lg - [T(va)lg .

De esta forma se ha probado la existencia de una tal matriz A. La demostracién de la unicidad es

analoga a la demostracién de la unicidad de la matriz estdndar del Teorema
O

Definicién (Matriz de una transformacidn lineal). Sean V y W espacios vectoriales no
cero de dimensiones n y m respectivamente y T : V — W una transformacion lineal. Sea
B = {v1,v2,...,v,} una base de Vy B’ = {wy, wa, ..., Wy, } una base de W. La matriz de T
con respecto a las bases B y B’ es la matriz de m x n dada por

A=[[Tv)]p [TO)lp - [Tl |-

Esta es la inica matriz tal que [T'(v)]g = A[v]z para todo v en V.

En el caso particular en que W =V (de modo que T' es un operador lineal sobre V) es comtin
usar la misma base ordenada, esto es hacer B’ = B, y se dice que la matriz A es la matriz de
T con respecto a la base B.

Nota: Debe notarse que las bases B y B’ deben considerarse bases ordenadas ya que se est4 trabajando
con vectores de coordenadas.

Obsérvese que en general existen infinitas matrices para una transformacion lineal T' dado que
existen infinitas bases para los espacios V y W. Sin embargo, fijadas las bases ordenadas B y B’ de V
y W, respectivamente, la matriz A es tnica.

Ejemplo 6.18. Considere la transformacion lineal T : My — Py tal que

T<[Z ZD = (a + 2b) — cz + da?,

y las bases (ordenadas) B = {Aj, Aa, A3, A4} de My donde A; = { 1 i ], Ay = { L }, As =

11 10 [
[ 0 0 ] y Ay = [ 0 0 } y B = {1, x, m2} la base estandar de Ps.

La matriz de T con respecto a By B’ es
A=[[T(A)lp [T(A2)]p [T(As)lp [T(Ad)]p |-

Los vectores de coordenadas de T(A1) =3 —x + 2%, T(Ay) =3—x, T(A3) =3y T(A4) =1 con
respecto a la base B’ se encuentran directamente ya que B’ es la base estdndar de Py:

3 3 3 1
[T(A)lp = | =L |, [T(A)p=| 1|, TA))p=]0| v [T(Addlp=]0
1 0 0 0
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Luego,

N
Il
|
— =W
|
O = W
O O W
S O =
A

/ Calculo directo \
R
Multiplicacién por A

Figura 6.5: Matriz de la transformacion

El esquema de la Figura muestra que dada la matriz A de la transformacion lineal T' con respecto
a las bases By B’ se puede hallar T'(v) en tres pasos por medio del procedimiento indirecto que se
indica.

Dado un vector v de V:
(1) Hallar [v]g
(2) Premultiplicar [v], por A para obtener [T'(v)] g

(3) Obtener T'(v) a partir de su vector de coordenadas [T'(v)] g/

Ejemplo 6.19. Sea T : P; — Py definida por T(p) = xp, es decir T'(a + bx) = ax + bx?.
Puede comprobarse rdpidamente que 1" es una transformacion lineal.

Considere las bases B = {p1,p2} y B’ = {p1, p2,p3} de P; y Pa, respectivamente, siendo p; = 1,
2

p2=14+2xyp3 =2~
Se desea:
1. Obtener la matriz, A, de T' con respecto a las bases By B’'.
2. Sip =2 — 5z, hallar T'(p) de dos maneras distintas:

a) en forma directa (usando la ley de T).

b) en forma indirecta (usando la matriz de A).

Solucién:

Material didactico de uso interno Mateu-Semitiel 251



CAPITULO 6. TRANSFORMACIONES LINEALES

1. Por definicién, A = [ [T(p1)]g  [T(p2)lp |-
De acuerdo alaley de T: T(p1) =T(1) =z(1) =z y T(ps) =T(1+z)=2(1 +2) =2+ 22

Para hallar [T'(p1)] g y [T'(p2)] g/, se deben encontrar los coeficientes a1, ag, az y b1, ba, bz tales
que:

aip1 + asps +azps = T(p1),
bip1 + bapa + baps = T(p2).

Reemplazando p1, p2, p3s, T(p1) y T(p2), y operando se obtienen:
(a1 4 a2) + agz + azz? = =,

(b1+b2)+b2$+b31}2 = .T+CL‘2,

y por igualdad de polinomios las ecuaciones anteriores se convierten en los siguientes sistemas

lineales:
a; +as =0 b1 +bs =0
a9 =1 y b2 =1
a3z = 0 b3 =1

Estos sistemas tienen la misma matriz de coeficientes y pueden resolverse en forma simultinea.
En este caso las soluciones se encuentran directamente pues los sistemas estan escalonados. Estas

son:
a; = -1 b1 =—1
as =1 y by =1
az = 0 b3 =1
-1 -1
Por lo tanto, [T'(p1)] 5 = L |y [TWw)lg = 1 |. Luego, la matriz A buscada es
0 1
-1 -1
A= 1 1
0 1

2. Sea p = 2 — 5z, para hallar T'(p):

a) De manera directa (usando la ley de T):
T(p) =T(2 - bz) = (2 — bz) = 2z — 522

b) De manera indirecta:

(1) Se halla [p] . Para ello, se deben encontrar a; y ap tales que
ai(1) +az(l +z) = 2 — bz,

y operando se obtiene a1 =7y ag = —5. Asi,
7
s =l2-5els = | ] |
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(2) Se utiliza la matriz A para hallar [T'(p)] 5. Sabiendo que [T'(p)]z = A [v]g, entonces

-1 -1 7 -2
TPlp =T2-5x)p=| 1 1 =| 2
P)ip B . X [ _5 :| :
—2
(3) [T(p)]B’ = [T(2 - 5m)]B’ = 2 y B = {1’ 1+ €, IEQ}, luegoz
-5

T(p) =T(2—5z) = —2(1) + 2(1 + z) — 5(z?) = 2z — 522, <

En lo que sigue se muestra que la matriz de una transformacion lineal 7' : R®™ — R™ con respecto a
las bases estandar de ambos espacios es precisamente la que fue llamada matriz estandar de T'.

Ejemplo 6.20 (Matriz con respecto a las bases estdndar). Si 7 : R — R™ es una transforma-
cién lineal y B y B’ son las bases estdndar para R™ y R™, respectivamente, entonces la matriz de T
con respecto a estas bases es A= [ T(e1) T(ez) --- T(e,) |.

En efecto, la matriz de T con respecto a las bases estdndar B y B’ tiene como columnas a los
vectores de coordenadas [T'(e1)] 5/, [T(€2)] 555 [T(€n)] 5

Como B’ es la base estandar de R™, entonces [T'(e;)] 5 = T'(e;), para todo j = 1,2,...,n.

Asi, la matriz de T con respecto a estas bases es
A=[T(er) T(ez) - T(en) |,

que es la matriz estandar de 7" definida en la seccién anterior. Considerando esta matriz la imagen de
un vector v de R" se obtiene directamente:

T(v)=Av. <

Ejemplo 6.21 (Obtencién de la ley de T conocida una matriz que la representa). Sea
T : R? — R? la transformacién lineal tal que la matriz de T con respecto a la base By B’ de R? y
R?, respectivamente es
1 21
A= [ 1 -1 1 ] '

Si tanto B como B’ fueran las bases estdndar, la matriz A seria la matriz estdndar de la transfor-
macién. En dicho caso, la ley de T se obtendria directamente, T'(x) = Ax.

Supongamos, en cambio, B = {(1,-1,1),(0,1,2),(0,0 — 1)} y B = {(1,—1),(0,1)}. Para hallar
la ley de T usando la matriz A, es decir, teniendo en cuenta que

[T(x)]p = Alx]p,

debe calcularse primero el vector de coordenadas [x] 5 de un vector genérico x de R3. Luego, efectuar el
producto A [x]; para asi obtener [T'(x)] 5. Por tltimo, a partir de la definicién de vector de coordenadas,
se determina 7T'(x).
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(1) Sea x = (x,y, z) un vector de R3. Las coordenadas de x con respecto a la base B son los valores
de c1, co y c3 tales que

x=c1(1,—1,1) 4+ ¢2(0,1,2) 4+ ¢3(0,0, —1),

es decir
(x,y,2) = (c1,—c1 + ¢2,¢1 + 2¢2 — c3),

que por igualdad de vectores conduce al sistema lineal

cT = X
—c1+tc = Yy,
ci+2c0—c3 = =z
de donde se obtiene
6 = x
co = T+Y
c3 = 3x+3y—=z
T
Por lo tanto, [x]|z = T4y
342y — 2
1 21 v 6z + 4y — 2
@) [T(x)]Ble[xmz[l . 1] z+y ={ ey ]
3r+2y — 2

(3) Por tltimo, se obtiene T'(x) a partir de su vector de coordenadas, [T'(x)] /.
T(x) = (6x+4y —2) (L, 1) + Bz +y - 2) (0, 1),

resultando
T(x,y,z) = (6x + 4y — z,—3x — 3y),

que es la ley de T.«

Se ha visto en el Teorema y su Corolario que si T' es una transformacién lineal de R” en R™, y A
es la matriz estandar de T":

ker(T) = N(A), R(T)=-col(A), p(T)=p(A), v(T)=v(A), p(T)+v(T)=n=dim(R").

El siguiente teorema generaliza este resultado:

Teorema 6.10. Sean V y W espacios vectoriales no cero de dimensiones finita n y m res-
pectivamente, y T : V — W una transformacion lineal. Sea B una base de V y B’ una base
de W. Si A es la matriz de T con respecto a las bases B y B’, entonces:

1. veker(T) & [v]g € N(A)

2. we R(T) & [w]g € col(A)
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Demostracién. Por ser A la matriz de T con respecto a las bases B 'y B/,

para cada v de V.

1. La equivalencia es valida porque:

veker(T) & T(v)=0 (en W)

& [T(V)lp =1[0]p (enR™)
& Alvl]p=0 (enR™)
=

[Vl € N(A).

2. Analogamente esta equivalencia es valida ya que:

weR(T) & existeveV:w=T(v)
& existe veV:|wlg =[T(V)]s
& existeveV:[wlg =AV]g
& el sistema lineal Ax = [w]p, es consistente

(Teorema = [W]B/ c COl(A)

Se sabe que la asignacién v — [v] 5 establece una correspondencia biunivoca entre los vectores de
V y los vectores de R".

3. Dado que v € ker(T) & x = [v]z € N(A), todos los vectores x € R™ que estan en el espacio
nulo de A, N(A), son las coordenadas, con respecto a la base B, de los vectores v € V que estdn
en el nicleo de T, ker(T'). Esto es, N(A) = {[v]z : v € ker(T")}. De acuerdo al Teorema
{v1,v2,..., v} es una base de ker(7") si y solo si {[vi]z,[v2]g,...,[Vk]g} es una base de N(A).
Por lo tanto: dim(ker(7")) = dim(N(A)) esto es; v(T') = v(A).

4. Similarmente, dado que w € R(T) < y = [w]|g € col(A), todos los vectores y € R™ que
estdn en el espacio generado por las columnas de A, col(A), son las coordenadas, con respecto
a la base B’, de los vectores w € W que estdn en el recorrido de T', R(T). Esto es, col(A) =
{[w]g : w e R(T)}. De acuerdo al Teorema [4.15] {w1, W2, ..., w;} es una base de R(T) si y solo
si{[wi]g ,[W2]p ..., [Wk] g } es una base de col(A). Por lo tanto: dim(R(T")) = dim(col(A)) esto
es; p(T) = p(A).

O]

Como consecuencia del teorema del rango y del teorema anterior se tiene una version particular del
teorema de la dimension.

Corolario 6.4. Si Vy W son espacios vectoriales no cero de dimensiones n y m, respectiva-
mente, y T : V. — W es una transformacion lineal entonces:

p(T) + v(T) = dim(V).
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Demostracion. Sea A cualquier matriz de m X n representante de la transformacion T'. Por el teorema
teorema del rango (Teorema [4.22)), p(A) + v(A) = n. Por el teorema anterior p(A) = p(T) y v(A) =
v(T), y como n = dim(V) entonces

p(T) +v(T) = dim(V).
O

Ejemplo 6.22. Sea la transformacién lineal T : Py — R? tal que la matriz de 7 con respecto a las
bases B= {1, 1+, z+ 2%} y B ={(1,1),(-1,1)} es

1 -1 0
a=[p 1Y)

De acuerdo al teorema anterior, el nicleo de T' es el conjunto de los polinomios p de Py cuyos
vectores de coordenadas en la base B, [p] 5, estan en el espacio nulo de A. Puede verificarse que:

1
T2
1
N(A) = gen -3
1

_1 _1

? 2

Asi, ker(T) =gen< p: [plp= | —3 Dado que [p]z = | —5 | entonces
1 1
p:—i(l)—g(l—i-:c)—i—l(a:—i—x )z—l—i—ix—l—x .

Por lo tanto,
1
ker(T") = gen {1 + 2% + x2} .
Asi, el conjunto {—1+ 3z + 2?} es una base de ker(T), por lo cual v(T) = dim(ker(T)) = 1.
El rango de T puede calcularse directamente por la ecuacién
p(T) +v(T) = dim(P2),
resultando p(T) = 3 — 1 = 2. Asf, dim(R(T)) = 2 y, como R(T) es un subespacio del codominio (R?),

necesariamente R(T) = R?. <

Ejemplo 6.23. Sea la transformacion lineal T" : P5 — M tal que la matriz de T' con respecto a ciertas
bases dadas B y B’ de P5 y My, respectivamente, es

1 -1 2 2 3

0 1 -1 01 —
A= 2 -2 001 0

3 -3 2 2 4 1

El rango de T y la nulidad de T son respectivamente iguales al rango y la nulidad de cualquier
matriz que la represente (no depende de la eleccion de las bases B y B’). Llevando a la matriz A a
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una forma escalonada, el rango de T es el nimero de columnas pivote de A y la nulidad el nimero
de columnas no pivote. La forma escalonada reducida de A (que se obtiene rdpidamente usando una
herramienta computacional) es

—_
—

Sy
I
O NN =N

oo ol
s ol-le
sl-le o
S = = =
o wicusio®|

Luego, p(T) = p(A) = 3 y u(T) = v(4) = 3.
Puede verificarse que p(T) + v(T) =3+ 3 =6 = dim(P5).«

Demostracién del Teorema de la dimensién (Teorema [6.7))

El Corolario es el teorema de la dimensién (Teorema[6.7)) para el caso en que V 'y W son espacios
vectoriales no ceros y W también es finito dimensional. Unos pocos detalles completan la demostracién
para el caso general.

El teorema de la dimension establece que si T : V — W es una transformacion lineal y V es finito
dimensional, entonces

p(T) +v(T) = dim(V).
En efecto:

Si T es la transformacién cero entonces R(T) = {0} y ker(T) =V, asi p(T) =0y v(T) = dim(V).
Por lo tanto se verifica el teorema ya que p(T') + v(T') = dim(V).

Supongamos que T’ es una transformacién lineal distinta de la transformacién cero. En este caso,
V # {0} y R(T) # {0}, y dado que V es finito dimensional, R(7T'), es un subespacio de dimensién
finita de W. No se piede informacion si se restringe el codominio, W, de T" a su recorrido y se considera
entonces T : V — R(T).

Asi, T es una transformacion lineal entre dos espacios vectoriales finito dimensionales y no ceros.
Por lo tanto, aplicando el Corolario [6.4], es:

o(T) 4+ v(T) = dim(V).

Matriz de un operador lineal. Cambio de base

Estamos interesados ahora en la representaciéon por matrices de las transformaciones lineales de un
espacio vectorial en si mismo, es decir, de los operadores lineales T : V — V donde V es un espacio
finito dimensional no cero. En tal caso es més conveniente fijar la misma base ordenada para el dominio
y el codominio, esto es, hacer B’ = B. La matriz entonces tendrd como columnas a los vectores de
coordenadas de los transformados de la base B con respecto a la misma base B y se llamard matriz
de T con respecto a la base B. Debe tenerse en cuenta que esta matriz depende de la base B de
V fijada, para no olvidar esta dependencia la simbolizaremos [T]; . Resumiendo:
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SiT:V — V es un operador lineal y B = {v1,va,...,v,,} es una base (ordenada) de V, la
matriz de T con respecto a la base B es la siguiente matriz de n x n

Tl =[Tv)lp [T(v2)lp - [T(va)lg |-

Esta es la tinica matriz tal que

para todo v en V.

Se quiere ahora investigar el modo en que queda afectada una matriz representante de T cuando se
cambia la base. Uno de los problemas del Algebra Lineal es analizar si es posible hallar una base
para V de modo que la matriz de T' con respecto a dicha base sea sencilla, en particular una matriz
diagonal ya que las matrices diagonales son las méas simples de manejar. Este problema se estudiara
en el capitulo siguiente y en esta seccion se presentaran los fundamentos para resolver el problema.

El teorema que sigue fundamenta como determinar una nueva representacién matricial (potencial-
mente més simple) de un operador lineal 7" a partir de una dada.

Teorema 6.11. Sea T : V — V un operador lineal sobre un espacio vectorial V de dimen-
sion n. Sean B y B’ dos bases ordenadas de V. Entonces las matrices [T]5 v [T]p5 estan
relacionadas del siguiente modo

[T]B' =P [T]B P,

donde P es la matriz de transicién de B’ a B.

Demostracidén. Se conoce que la matriz [Tz es la inica matriz tal que
[T(V)lg =[T)g [V]g, paratodoveV (6.8)

Se mostrard que la matriz P~! [Tz P también verifica (6.8). En efecto:
Si v es un vector de V, se verifican las siguientes relaciones:

(1) P[v]p =[vlg (P matriz de transicién de B’ a B)

(2) Tlgvlg =1T(v)lg ([T)p matriz de T con respecto a B)

(3) PLT(WV)]g=[T(v)lg (P! matriz de transicién de B a B')

Por propiedad asociativa del producto de matrices y combinando (1), (2) y (3):

(P7HT]p P) Vg

I
3
N
T
v
<
@
[
b
N
S
<
sy

Asi para cualquier vector v de V,

[T(V)]p = (P [T]p P) Vg

por lo tanto, y debido a la unicidad de la matriz de T' en la base B, debe ser P~ [Tz P = [T]5. O
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[1v)]p

Multiplicacion por{T] 5, \

/ -

Multiplicacion por

Figura 6.6: Ilustracion del Teorema [6.11

Al aplicar el teorema puede que no se recuerde rapidamente si la matriz P es la matriz de transicién
de B a B’ (error) o de B' a B (correcto). Puede ser de ayuda llamar a B base vieja y a B’ base nueva,
a [T']z matriz vieja y a [T'] 5, matriz nueva, y observar el diagrama de la Figura

Ejemplo 6.24. Sea T : R? — R? definida por
I 4$1 - 6%2
T = .
[1‘2:| [3%1—51’2]
Fécilmente se puede verificar que T es un operador lineal sobre R? con matriz estandar

4 —6
e[ )
Esto es, A = [Tz donde B es la base estdndar de R?.

Sea la siguiente base de R?, B’ = {uy,us} donde u; = [ _zl)) ] y up = [ _g ] Para hallar la

matriz de T con respecto a la base B’ se puede proceder de dos maneras: de manera directa, por
definicién de [T'] 5/, o de manera indirecta utilizando la matriz A = [T 5.

= De manera directa: por definicion, [T]g = [ [T(w)]g  [T(u2)]p |

. 1 22 -2 —-38
Aplicando la ley de T T(ul)—T[ _3 ] = [ 18 }, T(U2)—T[ 5 ] = [ 31 ]

Para hallar los vectores de coordenadas [T'(u1)] g y [T(u2)] 5/, se deben encontrar los valores de
a1, as y b1, by tales que:

aiua] + agug = T(ul),

biui + bouy = T(UQ).
Reemplazando uy, ug, T'(u;) y T(uz), las ecuaciones anteriores se convierten en dos sistemas de

ecuaciones lineales con la misma matriz de coeficientes , [ u; up ] La matriz ampliada que
permite resolver los dos sistemas en forma simultanea es:

1 -2 : 22 -38
-3 5 : 18 =31
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Puede comprobarse que la forma escalonada reducida de esta matriz es:

1 0 : —146 252
0 1 : —84 145 |~

Las soluciones se leen directamente de esta matriz. La tercera y cuarta columna son, respecti-
vamente, [T'(u1)]g v [T'(u2)] . Por lo tanto:

—146 252
Ty = [ —84 145 ] '

» De manera indirecta: utilizando la matriz estdndar A = [T]g. Se necesita la matriz P de

transicién de la base B’ a la base B.

Por definicién, P tiene como columnas los vectores de coordenadas de los vectores de la base B’
con respecto a la base B, [ui]g y [uz]g. Por ser B la base estdndar, [ui]z = u1 y [uz]g = u.
Luego,

P ug]:{_é ‘g}

Se verifica facilmente que la inversa de P es:

4 [ -5 =2
P _[_3 2.

Por el Teorema [6.11] es:

T e | P | e E |

verificdindose que es la misma matriz obtenida por el modo directo.

Consideremos ahora la base de R?, B" = {v1,vs2} donde v; = [ f ] y Vo = [ 1 ] Se obtendra la

matriz de T con respecto a la base B” de manera directa. Por definicién:

Tlgo = [ [T (T2 |-

-2

Aplicando la ley de T T(vl):T[2]2[2]=V1§ T(Vz)ZT[ ! ] = [ _9

1 1 1 ] = —2va.

Los vectores T'(v1) y T(v2) son multiplos escalares de vy y va, respectivamente, por lo tanto no
se requiere ningin calculo para hallar sus coordenadas con respecto a la base B”. En efecto:

1
T(vi) =vi=1vi +0vy, asi [T(vi)|gn = [ 0 ] 7

T(vs) = —2vy = Ovy + (—2)va, ast [T(ve)]pn = [ _(2) ] .

Raéapidamente se obtuvo:

T = 5 |-
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En el ejemplo anterior, se mostraron tres matrices que representan el mismo operador lineal en bases
distintas [Tz, [T]g v [T]gs. Puede observarse que la matriz méas sencilla de las tres es [T]5, ya
que es diagonal. Las bases que producen matrices representantes diagonales son aquellas formadas por
vectores que se transforman en mailtiplos de si mismos, como ocurre con la base B”. El problema de
obtener tales bases, si existen, se abordara en el capitulo siguiente.

También es interesante notar que si se conoce la matriz de un operador lineal en una base y se
desea encontrar la matriz representante en otra base es a veces mas conveniente efectuar el cambio
de coordenadas usando la matriz de transicién P, pero puede ser més simple obtener la nueva matriz
por aplicacién directa de la definicion.

Ahora bien, spor qué decimos que las matrices diagonales son mds “sencillas” de manipular?...
Una matriz diagonal tiene muchas ventajas computacionales. Repasemos algunas:

= es directo el calculo del producto de dos matrices si una de ellas es diagonal. Por ejemplo:

[abc_ ggg _[Qa 3b 56:|
def_005 2d 3e 5f

2 0][a b c]|] [2 20 2¢
0 3|][d e f] |3d 3 3f]
= es directo el calculo de las potencias. Por ejemplo:

o-[3] (% 8]

0 3 0 3k

= el determinante es el producto de los elementos de la diagonal.

= el rango es el nimero de elementos no cero en su diagonal mientras que la nulidad es el ntimero
de elementos cero de su diagonal.

= es invertible si y solo si en la diagonal no hay ceros, y su inversa es la matriz diagonal que tiene
en su diagonal los reciprocos de los elementos correpondientes de la matriz original. Por ejemplo:

o=[13): o= [ 2]

= es igual a su transpuesta.

Semejanza de matrices

Definicién (Matrices semejantes). Sean A y A’ dos matrices cuadradas de orden n. A’
es semejante a A si existe una matriz invertible P tal que

A =P TAP.

Si A’ es semejante a A, también A es semejante a A’ como se muestra en el teorema que sigue. Por lo
tanto se dird simplemente que A y A’ son semejantes.
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Teorema 6.12. Sean A, B y C matrices cuadradas de orden n. Entonces:
1. A es semejante a A (A es semejante a si misma).

2. Si A es semejante a B entonces B es semejante a A.

3. Si A es semejante a By B es semejante a C, entonces A es semejante a C'.

Demostracion. La primera propiedad se compueba fécilmente ya que A = ITAI (I es invertible y
I1 =1). O

Actividad 6.5. Demuestre las propiedades 2. y 3. del teorema anterior.

Es importante observar lo siguiente. Las matrices que representan a un operador lineal T en dos bases
distintas, B y B’, son semejantes ya que, como lo establece el Teorema

[T =P~ [T)5 P

donde P es la matriz de transicién de la base B’ a la base B.

Reciprocamente, las matrices semejantes pueden considerarse representantes de un mismo operador
lineal. En efecto: si A’ y A son matrices semejantes de orden n, entonces existe una matriz P invertible
tal que

A'=P AP

Consideremos el operador lineal T': R™ — R" tal que T'(x) = Ax. Entonces A es la matriz estdndar
de T. Esto es, A = [T], donde B es la base estdndar de R". La matriz P = [ P; Py - Pp, ] es
invertible y por lo tanto sus columnas son linealmente independientes y forman una base de R". Sea
B’ la base de R™ formada por las columnas de P. La matriz P es entonces la matriz de transicién de
la base B’ a la base estdndar B ya que [pj}B =p;, j=1,2,...,n. Asi, de acuerdo al Teorema

Por lo tanto, A’ = [Tz es decir, es también una matriz representante de 7" pero en la base B'.

Ejemplo 6.25. Las matrices A, A’ y A” del Ejemplo donde A= [Tz, A =Tz v A" =Tz,
son semejantes ya que representan al mismo operador lineal en bases diferentes.

Por ejemplo, A’ = P~ AP donde P es la matriz de transicién de la base B’ a la base B. De manera
similar, se puede encontrar las matrices invertibles que relacionan A” y A’, y A” con A.«

Las matrices que son semejantes entre si conforman un conjunto que comparte ciertas propiedades.
Se demostraran algunas de estas propiedades:

Teorema 6.13.

1. Las matrices semejantes tienen el mismo determinante.

2. Las matrices semejantes tienen el mismo rango.
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Demostracion. 1. Si A’ y A son matrices semejantes entonces existe una matriz P invertible tal
que A’ = P71 AP. Luego,

det(A’) = det (P~'AP) = det (P~") det (4) det (P) det(A) det(P) = det(A)

B 1
~ det(P)

2. Si A’ es semejante a A entonces A’ y A son dos matrices representantes de un mismo operador
lineal 7. De acuerdo al Teorema [6.10, el rango de T' es igual al rango de cualquier matriz
representante de T'. Esto es, p(T) = p(A) y p(T) = p(A’) por lo tanto p(A) = p(A4").

O]

Actividad 6.6. Verifique el teorema anterior para las matrices A, A’ y A” del Ejemplo donde
A=[Tg, AA=[T)p y A" =[Tp, .

Ejercicios 6.4

1. Para cada transformacion lineal, obtenga la matriz de T" con respecto a las bases que se indican.

T:R?> - R3 T(x,y)=(-z,0,—y)
B={(1,0),(1,1)}, B ={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}.
b) T:R?2 - R? T(x,y) = (22,7 +v)
B=DB"={(-1,2),(0,3)}.
¢) T:Py—R? T(a+br+cz?)=(a+bb—c)
B la base estandar de P9, B’ = {(1,—1),(2,3)}.

T:M; - Py T([Z ZD = (a+b)+ (c+d)x
B = {FE11, E11 + E12, E91, E91 + E2}, B’ la base estdandar de P;.
Sea T : P — P; una transformacién lineal tal que
a7 00
es la matriz de T con respecto a las bases B = {1, 1+z, 2—x —|—£L’2} y B ={-1+=x, 2z}.
Halle la ley de T'.
3. Repita el ejercicio anterior siendo B y B’ las bases estdndar de Py y Py, respectivamente.

Obtenga la ley de la transformacién lineal 7' : My — R? si la matriz de T con respecto a las

bases
B ={E\ — E12, E12 — E91, Eo1 — Eg, Esg+En}, vy
B/:{(l,—l,0,0), (0,1,—1,0), (0,0,1,—1), (1,0,0, 1)}
es
1 0 2
0 1 0 0
A= 0O -2 1 -1
1 0 0 0
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Haciendo uso del Teorema obtenga el rango y la nulidad de las transformaciones lineales de
los ejercicios 2 y 4.

Use el Teorema para hallar el niicleo y el recorrido de la transformacién lineal T : R? — Py
tal que

[\]

0
A= 3
0

o O
o O o

es la matriz de T con respecto a las bases

B =1{(-1,2,0),(0,1,0),(1,1,3)}, vy
B ={1+z, —1+3z, 22%}.
7. Sea T : Py — P4 la transformacién lineal definida por T'(p) = x2p.

a) Halle la matriz de T' con respecto a las bases B = {p1, pa, p3} y B’ donde p; = 1 + 22,
po=1+22+322y p3 =4+ 5z + 22, y B’ es la base estandar de Py.

b) Obtenga T(—3+ 5z — 22%) de dos maneras distintas: de forma directa (usando la ley de T)
y de forma indirecta (usando la matriz de T hallada).

3 =2 10
Sea A = 1 6 2 1 | la matriz de una transformacién lineal de R* en R? con respecto a
-3 0 71

las bases B = {v1,va,vs,v4} y B’ = {wy,wq,ws} en donde v = (0,1,1,1), vo = (2,1,—-1,1,),
V3 = (1747 _172) Yy V4= (679741 2)7 w1 = (0a878)> W2 = (_778a 1) y W3 = (_6797 1)

a) Obtenga [T'(v1)lg:, [T(v2)lp [T(v3)lp v [T(va)]pr-
b) Encuentre T'(vy), T'(v2), T(v3) y T(v4).
c) Halle la ley de T

. .. . . 1 2 . [
Halle dos matrices distintas A’ y A” semejantes a la matriz A = [ 1 3 ] Verifique ademés
que A” y A’ resultan también semejantes.

Halle todas las matrices semejantes a la matriz identidad de orden 3.

En cada item explique por qué no son semejantes las matrices A y B.

oa=[y o )e=[13]

100 111
) A=|0 2 1|,B=|2 2 2
0 4 2 55 5

12. Sea T : V — V un operador lineal. Encuentre la matriz A" = [T'] 5, y verifique que A’ es semejante
a A = [T']5 donde B es la base estandar de V siendo:

a) T:Py — Py tal que T(a+bzx) = (2a —b) + (b— a)x, B' = {1 — 2z, 3x}.
T :R3 — R3 tal que Tz, y, 2) = (z, 242y, z+y+32), B' = {(1,-1,0), (0,0,1), (0,1,—1)}.
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¢) T:R? — R? tal que T'(z,y) = (4 +y,0), B’ = {(1,1), (1,-1)}
. 2 —12 . . 2 .
Si A= 1 _5 | la matriz del operador lineal T sobre R” en la base estandar By P =

2 1
[ 11 ] es la matriz de transicién de una base B’ a la base estandar B, halle la base B’ y la

matriz A’ de T con respecto a la base B’.

2 0 2
14. Si A= | 0 —3 1 | es la matriz del operador lineal T sobre Py en la base estdndar B y
0 20
111
P=1|1 0 1 | eslamatriz de transicién de una base B’ a la base estandar B, halle la base
210

B’ y la matriz A’ de T con respecto a la base B’.

Sea el operador lineal T sobre R? cuya matriz en la base B = {(1,—1), (1,2)} es A = [T]z =

|: f (1) :| Sea B/ = {(2’0)7 (_4’ 1)} otra base de R2'

a) Halle Py Q, las matrices de transicién de B’ a By de B a B’, respectivamente.
b) Halle la matriz de T en la base B', [T],.
¢) Siv=(0,1), halle [T(V)]z vy [T(V)]g-
(Matriz del operador identidad) Sea V un espacio vectorial de dimensién n. Demuestre que

la matriz con respecto a cualquier base del operador operador lineal identidad I sobre V es la
matriz identidad I,,. Esto es, [I]z = I,, para toda base B de V.

17. (Matriz del operador cero) Halle la matriz con respecto a cualquier base del operador lineal
cero sobre un espacio vectorial V de dimensién n.

18. Sean A y B matrices semejantes. Demuestre:

a) A''y B! son matrices semejantes.
b) Si A es invertible entonces también B es invertible, y A~! y B~! son matrices semejantes.

¢) A? y B? son matrices semejantes. En general, si k es un entero positivo entonces A* y B*
son matrices semejantes.
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Capitulo 7

AUTOVALORES Y
AUTOVECTORES

7.1. Autovalores y autovectores

Como se ha visto en el capitulo anterior, si A es una matriz real de n x n la funcién T : R® — R"
definida por T'(x) = Ax es una transformacién lineal (transformacién matricial). Una cuestién de
importancia en una gran variedad de problemas de aplicacién es la determinacién de vectores x # 0,
si los hay, tales que x y su transformado, Ax, sean “paralelos”.

Definicién (Autovalor y autovector). Sea A una matriz real de n X n, un nimero real A
es un autovalor de A si existe un vector u, distinto del vector cero, en R” tal que

Au = A\u.

El vector u es un autovector de A correspondiente al autovalor A.

Asi, un vector u # 0 en R” es un autovector de la matriz A si existe un nimero real A tal que Au = Au.
Esto es, Au es un multiplo escalar de u. El nimero A es un autovalor de A.

A los autovalores también se los llama valores caracteristicos, valores propios o eigenvalores (“ei-
gen” significa “propio” en alemdn). Similarmente los autovectores también son llamados vectores ca-
racteristicos, vectores propios o eigenvectores.

Debe observarse que en la definiciéon de autovalor no se tiene en cuenta al vector u = 0. Esto se
debe a que el vector cero satisface A0 = A0 para cualquier niimero A y entonces todo niimero real seria
un autovalor. El vector cero no es considerado un autovector en cambio, si es posible un autovalor
A=0.

Ejemplo 7.1. Sea A = [2 _01} v los vectores u; = [;], u = [(1)} y us = [;].Para

determinar si éstos vectores son autovectores de A, se efectian los productos Auy, Aug y Aus:

SR HRH AR
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luego u; es un autovector de A asociado al autovalor Ay = 2.

Aug—[g _01][ﬂ—[fl]—<—1>[ﬂ—<_1>u2,

por lo tanto us es un autovector de A asociado al autovalor Ay = —1.

En cambio el vector uz = [ ] no es un autovector de A dado que

=8 ][5

Nota: Debe notarse que un autovalor tiene asociado infinitos autovectores. De hecho, si u es un
autovector de A correspondiente al autovalor X\, cualquier miltiplo escalar no cero de u es un autovector
de A asociado al mismo autovalor .

3

no es un multiplo escalar de us. <

En efecto, sea v = ku donde k # 0. Entonces v #0 y
Av = A (ku) =k (Au) = k (Au) = A (ku) = v,
y asi ku es también un autovector de A correspondiente al autovalor A.

Geométricamente esto muestra que en R? o R3, si u es un autovector de A correspondiente a un
autovalor ), todos los vectores no ceros que se encuentran en la recta (en el plano o en el espacio) que
contiene al origen de coordenadas y es paralela al vector u, son autovectores de A correspondientes al
mismo autovalor A.

Yy
4 ——————
IALI1
1
1
1
1
o |
[abE
U o :
! 1
1
! 1
0 1 2 T
ALIQ
Iy
Iy

Figura 7.1: Interpretacién geométrica del Ejemplo

Observe que en el ejemplo anterior todos los vectores distintos de cero que estan en las rectas
l1 v 1o, paralelas a los vectores u; y us respectivamente, son autovectores de A. La transformacion
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matricial x — Ax “estira” los vectores no cero de l; en un factor de 2 y los vectores de la recta ls se
reflejan respecto al origen (véase Figura[7.1]).

0 1
10
R? con respecto a la recta de ecuacién y = z. Esto es

e [22]5)-[2)

Una interpretacién visual de la transformacion es suficiente para comprender que los tinicos vectores
que permanecen en la misma recta después de la reflexién son los que se encuentran en las rectas de
ecuaciones y = x y y = —x. Estos vectores (excepto el vector cero) son los tinicos que se transforman

Ejemplo 7.2. Sea la matriz A = [ ] A es la matriz estandar del operador lineal reflexién, en

uy

en multiplos de si mismos. Si u esta en la recta y = = entonces u = [ ] y Au=u = lu, asi u es

un autovector correspondiente al autovalor Ay = 1.

. . U1 p
Si v estd en la recta y = —x entonces v = [ ] por lo que Av = —v = (—=1)v, asi v es un
autovector correspondiente al autovalor \s = —1.«
Y Y
Ax y=ux
4
\\ /,
A
s N
Va N
e p —v =Av
// X
4
4
4
7lo €T €T

Figura 7.2: Reflexiones

En el ejemplo anterior se pudieron determinar los autovalores y sus correspondientes autovectores
basandose en un enfoque geométrico. Si A es una matriz cuadrada de orden n > 3 ya no es posible
usar la intuiciéon geométrica y, atin para n = 3, hay transformaciones complicadas para visualizarlas
geométricamente.

Ejemplo 7.3 (Autovalores y autovectores de la matriz identidad). Si A = I (matriz identidad
de orden n) entonces Ax = Ix = x = 1x, para todo = € R".

Luego, todo vector no cero de R™ es un autovector de A correspondiente al inico autovalor A = 1.4

Material didactico de uso interno Mateu-Semitiel 268



CAPITULO 7. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

En los ejemplos vistos se han obtenido los autovalores y autovectores por medio de una simple ins-
peccién, argumentos geométricos o enfoques algebraicos muy sencillos. En el ejemplo siguiente se
calcularan los autovalores y autovectores de una matriz de manera sistematica.

Ejemplo 7.4. Se desean determinar los autovalores y autovectores de la matriz A = [ ? g ] .

Por definicién, un ntmero real \ es un autovalor de A si existe un vector u no cero en R? tal que
Au = Au. Por lo tanto, A es un autovalor de A si y solo si la ecuacién

Ax = Ax,

R ]l

tiene soluciones no triviales. La ecuacidon anterior se convierte en el sistema lineal

es decir:

6x1 + dxo = Axq
T1 + 219 = A9

y una forma canodnica del mismo es

{ ()\—6).1‘1—5.1‘2:0 (71)

-1+ (A—2)x2 =0

De acuerdo al Teorema [3.10] este sistema homogéneo tiene soluciones no triviales si y solo si el
determinante de su matriz de coeficientes, A\I — A, es cero. Esto es, si y solo si

' A—6 =5

es decir
(A=6)(A—2)—-5=0,

N —8\+T7=0,

cuyas soluciones son A\; = 7y Ao = 1. Estos valores son autovalores de A puesto que son nimeros
reales para los cuales la ecuacion Ax = Ax tiene soluciones no triviales.

Para determinar los autovectores correspondientes al autovalor Ay = 7, se resuelve
Ax = Tx

que es equivalente a resolver el sistema homogéno

1'1—51'2:0
*3314‘5332:0

Observe que se obtiene este tltimo sistema simplemente sustituyendo A = 7 en ([7.1]). La solucién
general del sistema es
=5t
{ 1 . teR.

QS‘QZt
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o . [ ot
Entonces los (infinitos) autovectores de A asociados al autovalor A\; = 7 estdn dados por { ; ]

1 ] es un autovector de A asociado al autovalor

para cualquier ¢ real, ¢ # 0. En particular, u = {
AN =T

De manera similar se obtienen los autovectores correspondientes a Ay = 1 resolviendo Ax = x que
equivale a resolver el sistema homogéneo

{ —b5x1 —Hre =0

—$1—JL’2:0

cuya solucion general es

r] = —t
teR.
{afg_t ’ <

. . . . —t
Entonces los (infinitos) autovectores de A asociados al autovalor Ao = 1 estén dados por [ : ]

1 ] es un autovector de A asociado al autovalor

para cualquier t real, t # 0. En particular, v = [

A =1.4

El siguiente teorema resume lo realizado en el ejemplo anterior para el calculo de autovalores y auto-
vectores de una matriz.

Teorema 7.1 (Caracterizacién de autovalores y autovectores). Sea A una matriz cuadrada
de orden n y A un ntimero real, entonces:

1. X es un autovalor de A si y solo si det(A] — A) = 0.

2. Si A es un autovalor de A, un vector u € R” es un autovector de A asociado a A si y
solo si u es una solucién no trivial del sistema homogéneo (Al — A)x = 0.

Demostracion. Notese que, por definicién, A € R es un autovalor de A si y solo si la ecuacién Ax = Ax
admite soluciones distintas de la trivial. Esta ecuacién, como vimos en el ejemplo, y ahora se generaliza
se transforma en un sistema lineal homogéneo de matriz de coeficientes AI — A. En efecto:

Ax =) x & Mx—-Ax=0
& (Mx)—Ax=0
& (MM—-A)x=0.

Luego, un numero real A\ es un autovalor de A si y solo si el sistema homogéno de matriz de
coeficientes A\I — A tiene soluciones no triviales. Como esta matriz es cuadrada, el sistema tiene
soluciones no triviales si y solo si AI — A es singular o lo que es equivalente det(A] — A) = 0. Esto
prueba la parte 1.

Por otra parte, un vector u de R" es un autovector de A asociado a un autovalor A si y solo si u
es una solucién no trivial de la ecuaciéon Ax = Ax, o lo que es equivalente, u es una solucién no trivial
del sistema homogéneo (A — A) x = 0. Esto prueba la parte 2. del Teorema. O
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Polinomio caracteristico y ecuacién caracteristica. Espacios caracteristicos

El problema de encontrar los autovalores de una matriz real se resuelve con la ayuda de los determi-
nantes ya que un autovalor de la matriz A es un nimero real A tal que det (A\I — A) = 0.

Esto sugiere que det (A — A) deberia estudiarse como una funcién de \. En el ejemplo anterior se

obtuvo para la matriz cuadrada de orden 2, A = [ Eli g } :

det (M — A) = A2 —8A+ 7.

En general, si se desarrolla det (AI — A) para una matriz A de orden n se obtiene un polinomio
de grado n en la variable A. Al respecto vale el siguiente teorema que aceptaremos sin demostracion
y que es facilmente verificable sin =2 o0 n = 3.

Teorema 7.2. Si A es una matriz cuadrada de orden n entonces

det(AM — A) = A" + ¢, A" L+ L+ e )+«

donde ¢; € R, i =1,2,...,n. Es decir, det(A\] — A) es un polinomio de grado n en la variable
A a coeficientes reales. Ademds su coeficiente principal (coeficiente que acompana a A™) es 1.

En relacién al polinomio que se obtiene del teorema anterior, se tienen las siguientes definiciones.

Definicién (Polinomio caracteristico y ecuacién caracteristica). Sea A una matriz
cuadrada de orden n y I la matriz identidad de orden n.

1. Se denota y define el polinomio caracteristico de la matriz A como

pa(A) =det (M —A).

2. A la ecuacion
det (A — A) =0,

esto es pa (A) =0, se la llama ecuacion caracteristica de la matriz A.

Con esta terminologia los autovalores de una matriz (real) A son las soluciones reales de la ecuacién
caracteristica, es decir, las raices reales del polinomio caracteristico pg (\).

Dado que p4 (A) es un polinomio de grado n a coeficientes reales, éste tiene exactamente n raices
(contando las repeticiones) algunas de las cuales (o todas) pueden ser nimeros complejos. Las raices
reales son los autovalores de A, por lo tanto una matriz (real) A, de orden n tiene a lo sumo n auto-
valores, no necesariamente todos distintos. Es importante sefialar que A puede carecer de autovalores
(si todas las raices del polinomio caracteristico son complejas).

Al ntimero de veces que se repite un autovalor \; como raiz del polinomio caracteristico se lo llama
multiplicidad algebraica de \; y se denotard mg,(\;).

Por ejemplo si A es una matriz cuadrada de orden 6 y las raices de p4 () son: 4, 4,4, —=7,2—1iy
2+, entonces A tiene sélo dos autovalores distintos 4 y —7 con multiplicidades algebraicas mg(4) = 3
y ma(—=7) = 1.
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El problema de hallar los autovectores asociados a un autovalor se reduce a la resolucién de un
sistema lineal homogéneo con infinitas soluciones. Sabemos que si A es un autovalor de la matriz A, los
autovectores correspondientes a A son las soluciones no triviales del sistema (A — A)x = 0 es decir
son los vectores no cero del espacio nulo de la matriz Al — A.

El espacio nulo de la matriz A\I — A se llama espacio caracteristico o autoespacio de la matriz
A asociado al autovalor A y lo simbolizaremos Ey. Asi

Ex=NWM-A)={xeR":(A\M[-A)x=0}.

Se ha visto (Capitulo 4) que el espacio nulo de una matriz es un subespacio de R™. Luego, F) es
el subespacio de R™ que consta de todos los autovectores de A asociados al autovalor A, juntamente
con el vector cero.

A la dimensién de E\ = N(AI — A) se la denomina multiplicidad geométrica del autovalor A y

lo denotaremos my (). Entonces,
my (3) = v (AL - A),

es el numero maximo de autovectores linealmente independientes que estan asociados al autovalor
A. Claramente mgy(A) > 1 ya que Ey = N (A — A) # {0}. Es un hecho bésico que la multiplicidad
geométrica es menor o igual que la multiplicidad algebraica, es decir si A es un autovalor de A se tiene
que

mg(A) < mg(N).

Resumiendo:

Para obtener los autovalores, los autovectores y las dimensiones de los autoespacios de una matriz
A de orden n, se procede de la siguiente manera:

1. Se obtiene el polinomio caracteristico p4 (\) = det (A — A).

2. Se buscan las soluciones reales de la ecuacién caracteristica det (Al — A) = 0. Estos nimeros son
los autovalores de A.

3. Para cada autovalor distinto );, se resuelve el sistema homogéneo (\;I — A)x = 0. El conjunto
solucién es el autoespacio Ey, y las soluciones no triviales son los autovectores de A asociados
al autovalor \;.

4. Se busca una base para cada autoespacio Ey, = N (A\;I — A). La multiplicidad geométrica mg(\;)
es la dimensién de Ejy,.

Nota: El problema de encontrar los autovalores de una matriz puede ser muy dificil, en particular
si n > 3 ya que se trata de determinar las raices de un polinomio de grado n. En cursos de Anélisis
Numérico, se estudian métodos numeéricos eficientes para hallar aproximaciones de las raices de un
polinomio. De hecho muchos programas de computadora lo hacen.

Un resultado 1til es el siguiente: si el polinomio caracteristico de la matriz A es
pa(A) = A"+ Cn ANV e+ e,

donde ¢y, c2,..., ¢p—1 son numeros enteros entonces sus raices racionales, si las tiene, deben estar
entre los nimeros enteros divisores de ¢y (teorema de Gauss). Por supuesto, pa(A) podrd tener raices
irracionales o complejas, sin embargo, por conveniencia muchos de los polinomios caracteristicos en
este texto tendran sélo raices enteras.
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2 10
Ejemplo 7.5. Sea A= | —1 0 1 |. El polinomio caracteristico de A es
1 3 1
A—2 -1 0
pa(A) = det(M —A)= 1 A -1
-1 -3 Xx-1
= A=22A-1)—-1-3A=2)+(A—1)

= N -3\ +4.

Dado que pa()) es a coeficientes enteros y su coeficiente principal es igual a 1, entonces si el
polinomio tiene raices racionales éstas deben estar entre los enteros divisores del término independiente
(Teorema de Gauss). Las posibles raices racionales son: +1, +2 y +4.

Se observa que p4 (—1) = 0 por lo tanto A + 1 es un divisor de pa (A). Asi, pa (A) = (A + 1)g(N)
donde ¢()) es el cociente de la divisién del polinomio p4 (A) por A 4+ 1. Aplicando la regla de Ruffini,
qg(\) =X =4\ +4=(\—2)2% Asf,

paN)=A+1)(A—2)7.
Los autovalores de A son las soluciones reales de la ecuacién caracteristica:
paN) =M+ (A=2)*=0,

que por simple inspeccién son 2 (raiz doble) y —1 (raiz simple). Por lo tanto los autovalores distintos
de A son:
AM=2 y A=-1,

con multiplicidades algebraicas m, (2) =2y mq (—1) = 1.

Los autovectores correpondientes a cada autovalor A; son las soluciones no triviales del sistema
homogéneo (Al — A)x = 0.

0 -1 0]
Para\i =2: MI-A=2]—-A= 1 2 —1 | y el sistema lineal homogéneo es
-1 -3 1]
0 -1 0 x| 0
1 2 -1 X9 = 0
-1 -3 1 3 | 0

Aplicando eliminacion gaussiana a la matriz ampliada del sistema se obtiene la siguiente forma
escalonada

1 2 -1 :0
0 -1 0 :0
0O 0 0 :0
La solucién general del sistema es
xr1 = t
T = , teR
T3 t
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t
Los autovectores de A asociados a A\ = 2 son todos los vectores | 0 | con t # 0. El autoespacio
t
correspondiente a A\ = 2 es
t 1
E,=N@2I-A)= 0 |:teR ) =gen 0
t 1
1
El conjunto 57 = 0 es linealmente independiente y generador de E5 por lo que constituye
1
una base para éste. Asi, my(2) = dim(E»s) = 1.
-3 -1 0
Para g = —1: Xl —-A=-1-A= 1 —1 —1 | y el sistema lineal homogéneo es
-1 -3 -2
-3 -1 0 1 0
1 -1 -1 x2 | =10
-1 -3 -2 I3 0

Aplicando eliminacion gaussiana a la matriz ampliada del sistema se obtiene la siguiente forma

escalonada
1 -1 -1 : 0

0 -4 -3 : 0
0 0 0 :0

La solucién general del sistema es

Xr1 = t
To=-3t , teR.
xr3 = 4t
t
Los autovectores de A asociados a Ao = —1 son todos los vectores | —3t | con t # 0. El autoes-
4t
pacio correspondiente a Ay = —1 es
t 1
E_1=N(-I-A)= -3t | :teR ) =gen -3
4t 4
1
El conjunto Sy = -3 es linealmente independiente y generador de F_1 por lo que cons-
4

tituye una base para éste. Asi, my(—1) =dim(F_;) =1. «
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0 10
Ejemplo 7.6. Sea la matriz A= | 0 0 1 | cuyo polinomio caracteristico es
4 —-17 8
A -1 0
pa(A) = det(AM[-A)=] 0 X -1
—4 17 A-8

= M-8\ 417\ -4
Los autovalores de A son las soluciones reales de la ecuacién caracteristica
pa(N) =A% -8\ + 17\ —4=0.

Para resolver esta ecuacién se comienza por buscar soluciones racionales que, si las tiene, deben
ser numeros enteros divisores del término constante —4. Asi, las unicas soluciones racionales posibles
son: +1, £2 y +4.

Se comprueba que +1 y 2 no solucionan la ecuacién pero pa(4) = 0 por lo tanto 4 es raiz y A —4
es un divisor de pg(A). Asi, pa (A\) = (A —4)g(N\) donde g(\) es el cociente de la divisién del polinomio
pa (A) por A — 4. Aplicando la regla de Ruffini, ¢ (\) = A2 — 4\ + 1 lo que indica que la ecuacién
caracteristica se puede escribir como

pa(N)=(A=4) (N -4r+1) =0

Por consiguiente una solucién es el niimero entero 4 y las restantes son las que satisfacen la ecuacién
cuadritica A2 —4X+1 = 0 que se puede resolver por medio de la férmula correspondiente obteniéndose
los raices irracionales 2 + /3 y2— V3.

Por lo tanto los autovalores de A son A\; =4, Aa = 2+ /3 yA3=2— V3, todos de multiplicidad
algebraica igual a 1.«

Actividad 7.1. Para cada autovalor de la matriz A del ejemplo anterior, exhiba dos autovectores
distintos y verifique que las multiplicidades geométricas son todas iguales a 1.

0 -1

Ejemplo 7.7 (Una matriz que no tiene autovalores). Sea A = [ 1 0

]. El polinomio carac-
teristico de A es
A1

_\2
NSRS

pa(A) =det(A — A) = ’

La ecuacion caracteristica A>+1 = 0 no tiene soluciones reales. Por lo tanto A no tiene autovalores
y en consecuencia no tiene autovectores. Puede verse geométricamente la razén. Esta matriz es una
matriz de rotacién de dngulo 6 = 7. Asi, todo vector no cero en R? es girado, por la matriz A, un
angulo de 90° y por lo tanto no se transforma en multiplo de si mismo (véase Figura.

Hay aplicaciones que requieren escalares complejos. En dichos casos las raices complejas del poli-
nomio caracteristico de una matriz A son también autovalores de A y habrd autovectores asociados
con componentes complejas. En este caso, las unicas soluciones de la ecuacién A2 + 1 = 0 son los

complejos conjugados A1 = iy Aa = —i. Si se permiten escalares complejos, éstos son autovalores de
A. Puede verificarse que
vy = ‘ vy = i
1= 14 y va2= 1
son autovectores correspondientes a A\; = ¢ y Ao = —1, respectivamente. <
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Ax

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

8

=
(=)
°

—&2 0 X

Figura 7.3: Interpretacién geométrica del Ejemplo [7.7

Para finalizar con esta seccién se vera que para ciertas matrices es sencillo hallar sus autovalores. No
se necesita hacer ningin cdlculo para hallar los autovalores de una matriz triangular, en particular,
para las matrices diagonales.

Teorema 7.3. Los autovalores de una matriz triangular son los elementos de la diagonal. I

Demostracion. Sea A = [a;;] una matriz triangular de orden n. Se probard que los elementos a;;,
i=1,2,...,n son las raices del polinomio caracteristico p4(A) = det (AI — A).

Por ser A triangular, la matriz AI — A es también triangular y por lo tanto su determinante es
el producto de los elementos de la diagonal. Los elementos de la diagonal de A\ — A son A — ay;,
1 =1,2,...,n. Luego,

pA()\) = det ()\I — A) = (A — a11) ()\ — a22> ()\ — a,m) .

Claramente, las raices de pa(A) son los nidmeros: A\j = aj1, A2 = a22,..., Ay = apyp (n0 todos
necesariamente distintos) que, como son nimeros reales, todos son autovalores de A. ]

Para las matrices triangulares, en particular para las matrices diagonales, valen las siguientes propie-
dades que son inmediatas a partir del teorema anterior:

Corolario 7.1. Si A es una matriz triangular entonces:

1. El producto de los autovalores de A es igual al determinante de A.

2. La suma de los autovalores de A es igual a la suma de los elementos de la diagonal de
A. La suma de los elementos de la diagonal de una matriz cuadrada recibe el nombre
de traza de Ay se la denota tr(A).
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Demostracion. Sea A = [a;;] una matriz triangular de orden n. Dado que los autovalores de A son
Al = a11, A2 = a929,...., Ap, = App, ¥ como el determinante de una matriz triangular es igual al producto
de los elementos de la diagonal y la traza es la suma de dichos elementos, entonces

det(A) = a11a922...pn = /\1>\2-~-)\n7

tr(A) = a1 + a4+ oo +apn = A1+ Ao+ .+ A\
OJ

Estos resultados son validos también para una matriz no triangular si se consideran las n raices de su
polinomio caracteristico.

Teorema 7.4. Si A es una matriz cuadrada de orden n y las n raices de su polinomio
caracteristico son A1, Aa,..., A, (no necesariamente todas distintas) entonces:

1. det(A) = >\1)\2/\n

2. tI‘(A) =AM+ A+...+ A\

Demostracion. Se probard aqui la propiedad 1. El polinomio caracteristico de A es
pa(\) =det(AM — A) = A" + ¢, A" L+ L4 e+ o

Dado que A1, Ag,..., A, son las n raices de ps(A) se tiene la siguiente factorizacién del polinomio
caracteristico

pa(A) =det(AI — A) = (A= A1) (A= Aa) . (A= \n) -

Tomando A = 0 en la expresién factorizada de pa(\):
pa(0) = det(—A) = (—1)" A Xa... \p,

y como det(—A) = (—1)"det(A),

entonces

det(A) = )\1A2.../\n.

Ademas puede observarse en la expresién del polinomio caracteristico de A no factorizada, que el
término independiente ¢y es p4(0) por lo tanto,

co = (—1)" det(A).

La prueba de 2. no es tan inmediata (Véase Ejercicio [7.1]). O

Observaciéon 7.1. Los resultados establecidos por el teorema anterior son condiciones necesarias
que deben satisfacer las raices del polinomio caracteristico y puede usarse como una comprobacion
numérica més en el célculo de las raices de pg(\). Es sencillo comprobar si la suma de las raices de
pa(A) coincide con la suma de los elementos de la diagonal (traza) de A.
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Observacién 7.2. Debe notarse que si una matriz tiene todos sus elementos reales su determinante
y su traza son numeros reales. Pero el determinante es el producto de las raices del polinomio ca-
racteristico y la traza es la suma de éstas, entonces aunque algunas de las raices sean complejas su
producto y su suma deben ser niimeros reales. Esto no debe sorprender; es un hecho conocido que
las raices complejas de polinomios a coeficientes reales aparecen como pares conjugados, es decir, si
2z = a + bi es una rafz también lo es Z = a — bi. Por lo tanto, puesto que 2Z = a®> + > € Ry
z+Z = 2a € R, resultan también M Ao.. Ay ERy M+ Ao+ ...+, €R.

Actividad 7.2. Para cada matriz A de los ejemplos y verifique los resultados del teorema

anterior.

Con respecto a las matrices invertibles, se tiene el siguiente resultado como consecuencia del teorema
anterior.

Corolario 7.2. Una matriz A de orden n es invertible si y solo si 0 no es un autovalor de A. I

Demostracion. Sabemos que A es invertible si y solo si det(A) # 0. Por el teorema anterior, det(A) =
A1A2...A, donde \;, i = 1,2,...,n es una raiz del polinomio caracteristico. Por lo tanto det(A) # 0 si
y s6lo A\; # 0, para todo i = 1,2, ...,n es decir A no tiene autovalores 0.

U=

Ejercicios 7.1

3 -2 —2 2 1 .
SeanAf [_3 2],u [ 2:|,V [3} yw = [2].Aphqueladeﬁmmonpara

determinar si los vectores dados son autovectores de A y, en caso afirmativo, halle sus autovalores
correspondientes.

2. Para la matriz A y los vectores u y v del ejercicio anterior, jes u + v un autovector de A7,y
jcu con ¢ # 07

Obtenga, mentalemente, los autovalores de las siguientes matrices:

1 0 0 00 0 5
0 2| 8§ =1 0], 5 0|
0 17 -1

Pruebe que Ay = —6, Ao =4 y A3 = 7 son autovalores de la matriz

7 00
A=|0 -2 4
0 6 0
y obtenga, para cada autovalor, el conjunto de sus autovectores asociados.
311 -1
SeaenA=|[1 3 1 |yv= 1 |. Utilice la definicién de autovector para probar que v es
11 3 0

un autovector de A y obtenga su correspondiente autoespacio.

Para cada matriz halle: el polinomio caracteristico, los autovalores, bases para los autoespacios
e indique las multiplicidades algebraica y geométrica de cada autovalor.
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o) (3 2 [0 0 1
| 3 2 e) |0 40
- 9 [ 2 0 0
Dl g ] [0 -1 0
- 1 -4 00
a b 0 0 2
2 a b ] _
- 10 01
[1 1 0 ) 02 00O
d) |0 20 131 -1 0
| 0 0 3 | 00 0 2
1 0
Sea A una matrizde 3 x 3 talqueu=| -1 | yv= 2 | son autovectores de A asociados
0 -1
a los autovalores \; = —1 y A2 = 2, respectivamente. Halle el vector A (2u — 3v).

Sea A una matriz real de n x n. Demuestre las siguientes proposiciones.

a) Ay A! tienen el mismo polinomio caracteristico y por lo tanto los mismos autovalores.

b) Si v un autovector de A asociado al autovalor A entonces v es un autovector de A% y su
autovalor correspondiente es A2, (Esto puede generalizarse para A* con k € Z1).

Sea A una matriz de n x n. Demuestre:

a) Usando la definicién de autovalor que A es invertible si y solo si 0 no es un autovalor de A.

b) Si A es invertible y v es un autovector de A correspondiente al autovalor A, entonces v es
un autovector de A~! y su correspondiente autovalor es %

Demuestre que si A es una matriz de n xn y v es un autovector de A correspondiente al autovalor
A, entonces v es un autovector de A — ¢l con correspondiente autovalor A — ¢, para todo ¢ € R.

11. Demuestre que si A es una matriz de n x n tal que A?> = —I, entonces A no tiene autovalores.

12. Demuestre la parte 2. del Teorema |7.4

7.2. Diagonalizacion

Definicién (Matriz diagonalizable). Una matriz A cuadrada de orden n es diagonalizable
si existe una matriz P invertible y una matriz D diagonal tal que

P~ lAP =D.

Es decir, A es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal.

También suele decirse que las matrices P y D diagonalizan a A.

Debe tenerse en cuenta que estamos trabajamos solo con matrices reales. Esto es, la diagonalizacién
debe ser considerada en R, las matrices P y D que diagonalizan a una matriz real A, deben ser matrices
reales.
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Ejemplo 7.8 (Las matrices diagonales son diagonalizables). Esto es asi ya que son semejantes
a sf mismas: Si D es una matriz diagonal, D = I"1DI.«

Ejemplo 7.9. La matriz A = [ 4 -6 ] es diagonalizable.

3 =5

En efecto, la matriz invertible P = [ i 1 } y la matriz diagonal D = [ é 9 } satisfacen:
-1
1 121 4 —6 211 |1 0] _
PAP_[ll 3 =5 1 1] |0 =2 =D
o . 1 2 . -2 0
Puede comprobarse que la matriz invertible P, = [ 11 } y la matriz diagonal D; = [ 01 ]

también diagonzalizan a A.

Se vera luego que las tinicas matrices diagonales semejantes a A son estas dos: D y D1.4

Los autovalores de las matrices diagonales D y D1 del ejemplo anterior, son —2 y 1. Puede comprobarse
que éstos son también los autovalores de la matriz A. El siguiente teorema permite generalizar este
resultado.

Teorema 7.5. Las matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico, y por lo
tanto los mismos autovalores.

Demostracién. Sean A y B matrices semejantes es decir B = P! AP, para alguna matriz invertible
P. De acuerdo a propiedades de los determinantes:

pe(A\) =det(\ — B) = det(M — P"'AP) =det(P~Y(\I)P — P71 AP)
= det(P7Y(A\ — A)P) = det(P~ ') det(A] — A) det(P)
= qarp) det(M — A) det(P)
= det(A — A) =pa(N).

Se ha probado entonces que las matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico, por
lo tanto tienen los mismos autovalores puesto que éstos son raices del polinomio caracteristico. O

Si D es una matriz diagonal semejante a una matriz A, ambas matrices tienen el mismo polinomio
caracteristico, p(A). Por ser D diagonal, las raices de p(\) son los elementos de su diagonal y como D
debe ser una matriz real, todas estas raices deben ser ntimeros reales.

Luego, si una matriz A de n x n es diagonalizable, todas las raices de su polinomio caracteristico
deben ser reales; esto es, A debe tener n autovalores (no necesariamente todos distintos) y toda matriz
D diagonal semejante a A debe tener en su diagonal a dichos autovalores.

Ejemplo 7.10. Las siguientes matrices no son diagonalizables:

a) A= [ (1) _(1) } . El polinomio caracteristico de A, p4(\) = A? 4 1, no tiene raices reales (A no

tiene autovalores). Esto significa que no existe ninguna matriz (real) diagonal semejante a A.
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b) A= { COL i ] , a € R. El polinomio caracterfstico de 4 es p4(\) = (A —a)?. Luego, a es una raiz

real doble (la multiplicidad algebraica de a es 2) por lo que A tiene dos autovalores (contando
multiplicidades).

a
0
probarse que no existe una matriz P invertible tal que D = P~!'AP. Por lo tanto A no es
diagonalizable. <

Si A fuese diagonalizable, la tnica matriz D semejante a A debe ser D = [ 2 } . Pero puede

Actividad 7.3. Pruebe la afirmacion de la parte b) del ejemplo anterior. Sugerencia: pruebe que no
existe una matriz invertible P tal que AP = PD.

En los Ejemplos y vimos que:

= 1no todas las matrices cuadradas pueden diagonalizarse.
= las matrices P y D que diagonalizan a A no son tnicas.

En lo que sigue se verd cuindo es diagonalizable una matriz A y cémo determinar las matrices P
y D que la diagonalizan.

Teorema 7.6. Sean A, P y D matrices cuadradas de orden n donde D es una matriz diagonal.
Entonces:

P es invertible y P"'AP = D si y solo si las columnas de P son autovectores linealmente
independientes de A y la matriz D tiene en su diagonal los autovalores correspondientes.

M0 0
0 Ao 0

Demostracion. Sean P = [ Vi Vo ... V, ]yD = ) . . . = [ Ae1 Xses ... e, ]
0 0 An

Supongamos que P~'AP = D entonces (premultiplicando por P a ambos miembros), AP = PD.
Describiendo los productos AP y PD en términos de sus columnas:
AP:A[ Vi Vo ... V, } = [ Avy Avy ... Avn], y
PD = [ P(/\lel) P()\Qeg) P()\nen) ] = [ /\1V1 /\2V2 )\nVn ] .
Dado que AP = PD entonces sus correspondientes columnas son iguales, asf:
AV]' :)\jVj, j: 1,2,...,n.

Las igualdades anteriores dicen que si v; # 0, entonces v; es un autovector de A y A; es su
correspondiente autovalor. Los vectores v; son las columnas de la matriz invertible P, por lo tanto
son todos distintos de cero, y més atn, (Teorema son linealmente independientes. Luego, las
columnas de P, vy, va,..., v, forman un conjunto de n autovectores linealmente independientes de A,
v los elementos A1, Ao,..., A, de la diagonal de D son sus correspondientes autovalores.
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Reciprocamente, supongamos que las columnas de la matriz P, vy, vo,..., Vj,, son autovectores de
A (linealmente independientes) y los elementos en la diagonal de la matriz D, A1, Ag,..., A, son sus
correspondientes autovalores. Luego,

AV]' = )\jVj, j = 1,2, ey T

Como AP = [ Avy Avy ... Av, ] y PD = [ AV Aave ... ALVp ], entonces las ecuaciones
anteriores muestran que las columnas de AP y PD son respectivamente iguales, lo que prueba que
AP = PD. Por hipétesis, las columnas de P son linealmente independientes y por lo tanto P es
invertible. Premultiplicando por P~! a ambos miembros de AP = PD se obtiene

P~'AP = D,
que es lo que se queria probar. O
Actividad 7.4. Compruebe que para las matrices A, P y D del Ejemplo las columnas de la

matriz P son autovectores linealmente independientes de A y la matriz D tiene en su diagonal los
correspondientes autovalores.

Del Teorema [7.0] se desprende el siguiente corolario que da una condicién necesaria y suficiente para
que una matriz sea diagonalizable.

Corolario 7.3. Una matriz cuadrada A de orden n es diagonalizable si y solo si A tiene n
autovectores linealmente independientes.

Demostracion. Si A es diagonalizable entonces existe una matriz P invertible y una matriz D diagonal
tal que P"'AP = D. Luego, por el teorema anterior, las columnas de P son n autovectores linealmente
independientes de A.

Reciprocamente, si A tiene n autovectores linealmente independientes, entonces A es diagonalizable
ya que por el teorema anterior, una matriz P cuyas columnas son dichos autovectores es invertible y
satisface que P~1AP = D siendo D la matriz diagonal de sus correspondientes autovalores. ]

Corolario 7.4. Una matriz cuadrada A de orden n es diagonalizable si y solo si existe una
base de R™ formado por autovectores de A.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del corolario anterior ya que los autovectores de A son
vectores de R™, y n vectores de R™ linealmente independientes forman una base de R". O

Ejemplo 7.11. En la parte b) del Ejemplo se vié que la matriz

a 1
A—[O a}’ a €R,

no es diagonalizable demostrando que no existe una matriz invertible P tal que P~ AP es una matriz
diagonal.
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Aplicando el Corolario se verd ahora que A no es diagonalizable mostrando que no es posible
encontrar dos autovectores de A que sean linealmente independientes.

El tnico autovalor de A es A = a (de multiplicidad algebraica 2) por lo tanto los inicos autovectores
de A son las soluciones no triviales del sistema homogéneo (al — A)x = 0, es decir N(al — A).

Resolviendo el sistema,
0 -1 1 . 0
0 0 zo | | O |’

xlzt

se obtiene

t
Los autovectores de A son todos los vectores { ] con t # 0. Por lo tanto,

0

e {[2Jrea-m 1]}

Asi, mg(a) = v(al — A) =1 lo que prueba que el nimero maximo de autovectores linealmente
independientes asociados a a es 1. Asi, no es posible encontrar dos autovectores de A linealmente
independientes y A no es diagonalizable.«

En lo que sigue se dardn una serie de criterios tutiles de diagonalizaciéon. Por ejemplo, una matriz
cuadrada de orden n que tiene n autovalores distintos es diagonalizable. Para probar este resultado,
se requiere el siguiente lema que establece que autovectores correspondientes a autovalores distintos
son linealmente independientes.

Lema 7.1. Sea A una matriz de n X n. Si vi, va,..., Vi son autovectores de A asociados a
autovalores distintos Ay, Ao,..., A\g, entonces vy, va,..., Vi son linealmente independientes.

Demostracion. Como los vectores v; (j = 1,2,..., k) son autovectores, éstos son distintos de cero. En
particular, vi # 0 y por lo tanto {vi} es linealmente independiente. Consideremos el mayor entero
m tal que {vy,Vva,...,v;n} es linealmente independiente. Claramente 1 < m < k, si se demuestra que
m = k se habra probado el teorema. Asi que supondremos m < k y llegaremos a una contradiccién.

Sim < k, el conjunto {vi,Vva, ..., Vi, Vint1} es linealmente dependiente y dado que vy, va,..., Vi,
son linealmente independientes, entonces v,,+1 debe ser combinacién lineal de éstos (Lema |4.1)). Asi,
existen escalares cq, ca,..., ¢, tales que

Va1l = C1V] + coVa + ... + Cm Vi (7.2)
Premultiplicando por la matriz A:
AV = 1AV + AV + ... + AV,
y como Av; = \;v; (j =1,2,..., k), entonces:
Am+1Vm+1 = C1A1V1 + AoV + ... + CmAmVim,
Reemplazando v,,4+1 en la ultima igualdad por la expresion dada en y operando, se obtiene:

a1t (M = A1) Vit a2 — A1) Vo + oo+ em (A — Ajg1) vip = 0.
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Dado que vy, vo,..., v;;, son linealmente independientes, entonces
¢j (Aj —Am41) =0, paratodoj=1,2,...,m,

y como todos los Aj (j = 1,2, ..., k) son distintos, entonces A\j — A1 # 0 para todo j = 1,2, ...,m.
Asi. necesariamente ¢; = ¢co = ... = ¢, = 0y, de acuerdo a el vector v,,+1 es el vector cero. Sin
embargo, v,11 es un autovector y por lo tanto es distinto de cero. Se obtuvo asi una contradiccién por
suponer m < k, luego m = k y entonces {vi,va,..., v} es un conjunto linealmente independiente. []

Teorema 7.7. Si una matriz A cuadrada de orden n tiene n autovalores distintos entonces
A es diagonalizable.

Demostracion. Tomando para cada autovalor un autovector se obtienen n autovectores de A que
corresponden a autovalores distintos. De acuerdo al lema anterior, estos n autovectores forman un
conjunto linealmente independiente y por lo tanto A es una matriz diagonalizable. O

Ejemplo 7.12. Las siguientes dos matrices son diagonalizables:

0 10 2 51
A=10 01|, B=|0 -3 9
4 —17 8 0 01
La matriz A (dada en el Ejemplo de la seccién anterior) tiene como autovalores \; = 4,

Ao =243y A3 =2—+/3. Yaque A es de orden 3 y tiene 3 autovalores distintos, A es diagonalizable.

La matriz B es triangular, sus autovalores son los elementos de la diagonal Ay = 2, Ay = =3 y
A3 = 1. Como B es de 3 x 3 y tiene 3 autovalores distintos, entonces B es diagonalizable.«

El teorema anterior establece una condicién suficiente para que una matriz sea diagonalizable y es
muy 1til ya que identifica una clase amplia de matrices diagonalizables. Pero no es una condicién
necesaria que los autovalores sean distintos para que la matriz sea diagonalizable. Un caso extremo es
la matriz identidad I,, que tiene solo el autovalor A = 1, y claramente I,, es diagonalizable. Para que
una matriz de n x n sea diagonalizable debe tener n autovectores linealmente independientes, que no
significa tener n autovalores distintos.

El Lema es un caso particular de uno més general: si A1, Ag,..., A\x son autovalores distintos y se
elige un conjunto linealmente independiente de cada uno de los correspondientes autoespacios, el con-
junto formado por todos estos autovectores es linealmente independiente. Por ejemplo, si se toman dos
autovectores linealmente independientes de un autoespacio y tres autovectores linealmente indepen-
dientes de otro autoespacio, el conjunto formado por los cinco vectores es linealmente independiente.
El siguiente teorema prueba esta afirmacién pero se omitird en este momento su demostracion.

Teorema 7.8. Sea A una matriz de n X n'y A1, Ao,..., A\x autovalores distintos de A. Si By,
Bo,..., By son subconjuntos linealmente independientes de los autoespacios correspondientes,
entonces el conjunto B = B; U Bs U ... U By, es linealmente independiente.

En base a este teorema, se tienen los dos siguientes criterios de diagonalizacion:
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Corolario 7.5. Sea A una matriz de n X n y A1, Ag,..., Ax todos los autovalores distintos de
A. Si By, Bo,..., By son bases para los autoespacios correspondientes, entonces:

La matriz A es diagonalizable si y solo si el conjunto B = B U By U...U By, tiene exactamente
n elementos.

Corolario 7.6. Sea A una matriz (real) de n x n que tiene n autovalores. Si A1, Ag,..., Ak
son los autovalores distintos de A entonces:

La matriz A es diagonalizable si y solo si para cada \; la multiplicidades geométricas y
algebraicas son iguales. Esto es, my(\;) = mq(N\;) para cada i =1,2,..., k.

Proceso de diagonalizacién

Los criterior anteriores nos permiten usar el proceso de diagonalizacién siguiente. Esto es, para una
matriz dada A, encontrar un par de matrices P invertible y D diagonal tal que P~'AP = D, o mostrar
que A no es diagonalizable.

Sea A una matriz de n X n.

1. Obtener el polinomio caracteristico de A. Si alguna raiz es compleja, el proceso termina puesto
que A no es diagonalizable. Caso contrario las n raices (contando multiplicidades) son autovalores
de A.

2. Si los n autovalores son distintos, A es diagonalizable y se prosigue con el paso 4.

3. Si hay autovalores repetidos, y A1, Ao,..., A son todos los autovalores distintos, obtener la
dimensién de cada autoespacio mgy(A;) y compararlo con mg(A;).

Si para algin i = 1,2,..., k, mg(A;) # mq(N;), el proceso se termina puesto que A no es diago-
nalizable.

Si en cambio mgy(A;) = mq(A;) para todo i =1,2,..,k, entonces A es diagonalizable y se continia
con el paso 4.

4. Para cada autoespacio, Ey, = N(\;I —A), obtener una base B;. La unién de dichas bases forman
un conjunto B que consta de n autovectores linealmente independientes de A.
Una matriz P que tenga como columnas los n vectores de B y una matriz diagonal D que tenga
en la posicién (7, 7) el autovalor de A correspondiente a la columna j de P, diagonalizan a A.

Observaciéon 7.3. Claramente no hay un tnico par de matrices P y D que diagonalizan a A. Si
se intercambian dos columnas de la matriz P y sus correspondientes autovalores en la matriz D, se
obtiene un nuevo par de matrices P’ y D’ que también diagonalizan a A. Eventualmente D’ = D (si
los autovectores que se intercambian corresponden al mismo autovalor). Véase Ejemplo .

Ejemplo 7.13. Se aplicara el proceso de diagonalizacién para la matriz A =

O = N

3 0
3 0 |.El poli-
0 6

nomio caracteristico de la matriz A es
A—2 =3 0

detOM—A)=| —4 A=3 0 :()\6)‘/\_2 -3

4 A—3 ' = (A=6)(A*—=5A—6) = (A=6)*(A+1).
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Puede observarse que se calculé el determinante desarrolldndolo segin el ltimo renglén, esto ayudo
a la factorizacién del polinomio caracteristico y por lo tanto a la bisqueda de sus raices.

Las raices del polinomio caracteristico son: 6 (doble) y —1. Asi, la matriz A tiene solo dos autovalo-
res distintos A; =6y Ao = —1 con m4(6) =2 y mg(—1) = 1. Deben hallarse entonces las dimensiones
de cada autoespacio Fg y E_1.

Para A\ =6, es Eg = N(6] — A).

4 -3 0 -3 0
6/l —A=1| —4 3 0 |, una forma escalonada es 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Puede observarse que p(61 — A) =1y luego v(61 — A) = 2. Asi,
mg(6) =2 = my(6).

Para A\g = —1,es E_1 = N(—1 — A).

-3 =3 0 -3 0
—I—-A=| -4 —4 0 |, una forma escalonada es 0 0 H
0o 0 -7 0 0

Puede observarse que p(—I — A) =2 y luego v(—1 — A) = 1. Asi,

Por lo tanto, A es una matriz diagonalizable (que no tiene 3 autovalores distintos). Es claro que
toda matriz diagonal semejante a A tiene en su diagonal a 6, 6 y —1.

Se hallardn un par de matrices P y D que tales que P~"'AP = D. Para ello es necesario encontrar
una base para cada uno de los autoespacios.

Observando la forma escalonada de 61 — A obtenida, se encuentra que:

is il Jo
Es=N(6]—-A)= s |:s5,teR ) =gen 11,10 ,
t 0 1
3 0
y dado que los vectores vi = 1 | y vo =] 0| son autovectores linealmente independientes

e}

1
correspondientes a A1 = 6, éstos forman una base para FEg.

Por otro lado, observando la forma escalonada de —I — A, rdpidamente se encuentras:

—t -1
E1=N(-1-A)= t |:teR)=gen 1
0
-1
El vector vs = 1 es un autovector asociado a Ay = —1 y {v3} es una base para E_;.
0
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Luego, las matrices

3.0 -1 6 0 0
P=|10 1| y D=[06 0
01 00 -1

diagonalizan a la matriz A.

Solo como comprobacién el lector puede verificar que P~'AP = D, que es equivalente a probar

que AP = DP.

Como se noté en la observacién anterior, no existe preferencia respecto al orden de las columnas
para la matriz P; solo debe tenerse en cuenta que un cambio en el orden de las columnas de P puede
provocar un cambio en la matriz D. Por ejemplo, si se hubiese tomado

310
P=|1 10
0 01

6 0 0
D=0 -1 0],
0 0 6
que es otro par de matrices que diagonalizan a A.«
1 -1 4]
Ejemplo 7.14. Sea la matriz A= | 3 2 —1 |. El polinomio caracterisitco de A es
2 1 -1 ]
A—1 1 —4
paN) =detM —A) =] =3 A—=2 1 [=X-22-51+6=A-1)(A+2)(A—3).
-2 -1 X+1
Como A tiene tres autovalores distintos A1 = 1, Aa = —2 y A3 = 3, A es diagonalizable.
Para A; = 1, se tiene la matriz
0o 1 —4
I-A=| -3 -1 1],
-2 -1 2
una forma escalonada equivalente es
1 01
0 -1 4],
0 00
-1 -1
y asi el autoespacio £y = N(I — A) = gen 4 . El vector v; = 4 | es un autovector
1 1

correspondiente a \y = 1, y By = {v1} es una base de Ej.
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Para Ay = —2, se tiene la matriz
-3 1 -4
—2[-A=| -3 -4 1|,
-2 -1 -1
una forma escalonada es
1 0 1
01 —11,
00 O
1 1
y asi el autoespacio F_g = N(—2I — A) = gen -1 . El vector vog = | —1 | es un autovector
-1 -1
correspondiente a Ay = —2, y By = {vy} es una base de E_s.
Para A3 = 3, se tiene la matriz
2 1 —4
3[—A=| -3 1 11,
-2 -1 4
una forma escalonada es
1 0 1
01 —11,
00 O
1 1
y asi el autoespacio E5 = N(3] — A) = gen 2 . El vector v§ = | 2 | es un autovector
1 1

correspondiente a A3 = 3, y B3 = {v3} es una base de Ej.

Luego, las matrices

-1 11 1 00
P= 4 -1 2 y D=0 -2 0],
1 -1 1 0 0 3
diagonalizan a la matriz A.«4
51 00
. 0510 : . -
Ejemplo 7.15. Sea A = 005 0l El polinomio caracteristico de A es
00 0 2

pa() = (A =5°(A-2),

cuyas raices son 5 (triple) y 2. La matriz A tiene solo dos autovalores distintos A\; = 5y A2 = 2 con
ma(5) =3y ma(2) = 1.

Para A\; =5, es E5 = N(5] — A). Entonces

0 -1 00
0 0 —1 0
5I_A_oooo
0O 0 0 3
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y claramente tiene rango 3 y por lo tanto la tanto su nulidad es 1. Asi, my(5) = 1 # mq4(5). Luego, la
matriz A no es diagonalizable. <

Potencia de matrices diagonalizables

El célculo de las potencias, A¥, de una matriz A puede ser un trabajo muy tedioso. Pero esta célculo
se facilita si A es diagonalizable y conocemos dos matrices P y D que la diagonalizan.

En efecto, D = P~YAP y por lo tanto A = PDP~!. Asf,
A? = (PDP Y (PDP™Y) = P(DID)P~! = PD*P~L.

Generalizando, para todo k € Z™,
Ak = ppkp—1,

y el célculo de DF consiste solo en elevar a la potencia k los elementos en la diagonal de D.

Ejercicios 7.2

1. En cada item, se dan n autovectores linealmente independientes y sus correspondientes autova-
lores de una matriz A de n X n.

a) Encuentre una matriz P y una matriz diagonal D, que diagonalicen a A.
b) Halle la matriz A.

ulz[;],)\1:2 112:|:(1):|,)\2:—3.

ii.ulz|:1:|,)\1:1 112:|:0:|,)\2:2.

1 1

1 1 1
U1: 1 ,)\1:3 U = 1 ,/\2:—3 us = —2 ,)\3:3.

1 -2 0

Use el criterio del Corolario 7.6 para probar que las siguientes matrices no son diagonalizables.

a)'40] (5 1 0 51 0 0
1 4 d o5 1 0500
11 | 0 0 5 f)0050
b)_—l—l} (7 1 0 0 0005
(2 1 0 0710
) lo 2 o o071
[0 0 -3 000 7

En cada item pruebe que A es diagonalizable y encuentre todas las matrices diagonales semejantes
a A.
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WY o w
N OO

|

Para qué valores de a € R son diagonalizables las siguientes matrices?

1 00 1 00 1 00
a) 0 2 1 b) 0 0 1 c) 0 2 1
0 0 a 0 a O a 0 O

5. En cada ftem se dan una matriz P invertible y una matriz D diagonal. Sin calcular A = PDP~,
encuentre otras matrices Py y D tales que A = P D P, 1

11 2 0
“)P__2—1}’D_[03]
(2 0 30
D] P= 0 4]’D_[0 0]
(101 1 -2 0 0
o)P=|110|,D=| 0 3 0
100 000
2 1 1 5 00
P: 120|,D=|0 -5 0
| -1 40 0 0 3

Para cada matriz del Ejercicio 6 de la seccién anterior, indique si es diagonalizable. En caso
afirmativo encuentre un par de matrices que la diagonalizan.

7. Para cada matriz A halle, si es posible, una matriz P no singular y una matriz D diagonal tal

que AP = PD.
12 3 4 10 0
a) A=|0 1 0 o400
2 1 2 A_oo40
1100
[0 -2 1 0
111 1 3 -1 0
A:lll dA=10 0 10
11 1 0 0 01

Encuentre A? para cada matriz A diagonalizable del ejercicio anterior.
Indique si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifique:

a) Si A es una matriz de 3 x 3 con dos autovalores distintos: 5y 7,y p(6] —A) = p(7T1—A) =1,
entonces A es diagonalizable.
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1 0
b) Sea A una matriz de 3x3 con dos autovalores distintos, Ay y Ae. Sivi=| 0 | yve=| 1
1 2
0
son autovectores correspondientes a A1 y v3 = | 0 | es un autovector correspondiente a
1

A2, entonces A es diagonalizable.

¢) Si A es una matriz de 3 x 3y D = es semejante a A, entonces el rango de A

S O N
o o O
N OO

es 2.

d) Sea B una matriz semejante a Ay P~'AP = B. Si x es un autovector de A correspondiente
al autovalor )\, entonces P~'x es un autovector de B correspondiente a .

e) Si A es una matriz diagonalizable entonces A! es diagonalizable.

f) Si A es una matriz invertible y diagonalizable, entonces A~! es diagonalizable.
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Respuestas a los Ejercicios

Capitulo 1

Seccién 1.1

1.

a)

es lineal, no homogénea, coeficientes: 1, 3
y —1, término constante: 5, variable delan-
tera: x, variables libres y y z, conjunto so-
lucién: {(5 — 3t + s,t,s) : t,s € R}.

no lineal.

es lineal, homogénea, coeficientes: 1,
-3, —5 y 1, término constante: O,
variable delantera: x;, variables li-
bres z3, x3 y x4, conjunto solucién:

{(8t 4+ 5s —r,t,s,7) : t,s,7 € R}

es lineal, no homogénea, coeficientes: 0, 0,
y 0, término constante: 9, variable delan-
tera: no posee, variables libres: no posee,
conjunto solucién: (.

no tiene solucién: a = 4, tiene infinitas
soluciones: a = —4, tiene tnica solucién
a # +4.

infinitas soluciones: para todo a € R, no
existe a tal que posee uinica solucién o no
posea solucién.

no existe soluciéon: ¢ = —1, infinitas solu-
ciones: a # —1, no existe a tal que posee
lnica solucién.

infinitas soluciones: para todo a € R, no

existe a tal que posee uinica solucién o no
posea solucién.

Seccion 1.2

&

Material didactico de uso interno

. a=

—3r1 +z2 4T3 —x4 = 3

2581 —T4 = 9

21’2 +x3 —x4 = -3

2¢; —x2 —x3 —x4 = —6
3 3 _5
5, b=3.

. 20¢c

a)

amisetas lisas y 25 estampadas.

r=-57,y=—24, 2= —8.

— _ 9 1 _ —
xl—7_§t,$2—§+§t7$3—t,$4—07

1 =—3+5+2t,x9 =5, 23 =8—1, x4 =1,
t,s € R.

FE| < Ey

Ey; —2FE) — FEy, Es+ E; — E3

Es + %Eg — Fjs

3By — Ey

Solucién: x =y =z = 2.

Seccion 1.3

11 1 -1
2 1 -1 0
1. matriz de coeficientes: | 0 1 1 —1 |, ma-
11 1 1
2 0 -1 1
1 1 1 -1 -1
2 1 -1 0 0
triz aumentada: | 0 1 1 -1 1
11 1 1 4
2 0 -1 1 0
3. A, B, D, E, F, Gy H estan en forma escalo-
nada; D, F', G y H estan en forma escalonada
reducida. Columnas pivote de A: lera, 2da y 4ta;
columnas pivote de B: lera y 2da; columnas pi-
vote de D: lera, 3ra y 5ta; columnas pivote de
FE: lera; columnas pivote de F': lera; columnas
pivote de G: lera, 2da y 3era; columnas pivote
de H: lera, 2da y 6ta.
5. a) A~ B.
b) Ay B no son equivalentes.
¢) A~ B.
100 2
7. a) |0 10 % es la forma escalonada
00 1 -2

Mateu-Semitiel

reducida de A; columnas pivote de A: lera,
2da y 3era.
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(10 -3 —3 b) Sistema 1: x = 1, y = —1, 2z = 2; Siste-
b)01—1—375 es la fi scal 1 T @l
3 3 S la lorma escalo- ma 2: x = 1, y = ¢, 2 = —%; Sistema 3:
|00 0 0 x:—2,y=§,22%-
na.udla;r;edu;(li(;a de A; columnas pivote de ¢) Sistema 1: 2 — %—l—%t, oy = %t—; S
i Y ' t € R; Sistema 2: inconsistente.
1 3 2 -2
¢) | 0 0 0 0 [ eslaforma escalonada ;
000 0 Capitulo 2

reducida de A; columnas pivote de A: lera.

8. No. No. Es 15. Seccién 2.1

1 x:_%ay:_gazz_%
Seccién 1.4 [ 1] 73 11
d) (27 BERE 7)
1. a) ;=122 =2 23 =-2, 24 = —4. 2. a) 4 g
3 J—
b)) z=t—2,y=5+z—t,w=—-4—z+t - -
’ ’ ) —6
zeR, teR. b) (_74743_7274) 6) 39
¢) inconsistente. -3
¢) -3 f) no es posible
d) x1 =x9 =23 =24 =0. 3
€) 1 =542t 2y =L +2t, 33 =3+3t, t €R. . 0] g) (0,0,-3,3,-15)
f)a=-15-Yt4+Us y=—-6-5t+1Ls [0 3/4
z=t,w=s, s,tER. 5/2 1/4
Lo g | 21/
2. 32 de AA1, 25 de AA2, 17 de AA3 y 20 de B1. 1 |
3. Si, es posible. [ _3 d) no es posible.
1 +@2 = 800 b) =5
Ty —x3 F4 = 300 8
4. a) Ty +x5 = 500 | —4
T +x5 = 600 )
T3 = 400 5. a) Siloes, b=2a; + 3as + Oas.
Solucién: z; = 600 — x5, 9 = 200 + x5, b) No lo es.
x5 = 400, 24 = 500 — x5, 0 < 5 < 500. c)Si lo es, b = (i+it+is)a +
b) 1 = 20, v2 = 20 + x4, ¥3 = —80 + 24, (5 —5t—2s)ay +tag + saq, s,t €R.
Ta = 80. d) No lo es.
5. 2&7()4’0:0. 6. a ==+1
6. a) no existen py A 7. a) (% _177 8)
b) u=2, AeR. b) mi =2 — 2t my =2 — 1, my =t con
) p#2, AeR. 0<t<id
7. a) a#22ya#3 ..
Jatlyas . . . 5, Seccion 2.2
b) a = 2. Solucién: x = § + 3t, y = 7 — it,
s=t teR Lox=1y=32=-3
¢) a=3. [ -3 5
2. a) 9 _9 ]
8. Inconsistente: b = 2y a # 0; Infinitas soluciones: L
b=2y a=0; Unica solucién: b # 2 y a € R. b) -3 -6 =27
| -9 -6 15
9. a)4dy6 b) 0y —2 ¢) no es posible
[ —10 12 4
10.  a) Sistema 1: x = 2, y = 1; Sistema 2: incon- dy | =10 —4 -2
sistente; Sistema 3: z = —1, y = 1. 2 2 0
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1% 1 0o 5 3
2 2
O PR —3} 6. |3 803
L 2 2
L8 2 3% 3
|8 5 ]
|- -% —1 17. 4,04y C.
[ -1 —4 2
c) 43 7} 18. A, 04y C.
L [ 56 40 0
d) | _§ _g _1} 19. a) | 80 56 0
) 16 24 -8
5. a) —15 c) 7 -
1 11
b) 35 d) —14 |20 15 4
5 4 0
6. a=—6 _
- —41 —-42 =22
—8 0 —4 ¢) | —40 —33 —28
12 0 6 N
2 00
b) 0] d |0 2 0
2 2 =8 0 0 2
| 12 0 —6} -
d) no es posible 21. No, no es cierto.
e) _g 1(1) } 22. a) Falso d) Verdadero
- b) Falso
f i _; g ¢) Verdadero e) Falso
2 -9 2
8. 6 Seccién 2.3
1 - O
1. a) A7t= 14 1%}
0 [ 5] yam =
—10 b) A no es invertible
I 5} 1 0 1
1. a) | 0 () Al=| -1 1 _1
T 1 3
L 10 L =3 3 3
6 d) A no es invertible
n :i’ [1 0 0
_3 e) ATl=10 —% 0
i 0 0 3
: 2 —4 1 [ 3 s 1 %
122 a) | 1 1 [az]: 0 Hat=| Y | _i J
-1 s ] L 38, ¥
L 9 18 18
1 -4 -1 1 0 . .
b) 9 1 3 P I g) A no es invertible
-1 1 2 T3 2 [ 6 -5 6 -3
2 +2: = 4 h) A7l = _2 72 _; 7?
13. 3r+y+z = 1 ,x:—%,yzg,z:%. 1 -1 1 0
—x+y—2z = 2 L
1 1
14.  a) s b) sf ¢) no 2 { _2 3 }
10 10
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(4 1 -2
3.4%2=|19 1],
|13 0
[ -7 1 4
A3 = 7 28 1 [,
| 1 9 1
[ -3 6 19
A2 = 1 2 —6 |,
| -6 —11 35
[ 19 35 —111
A3 = -6 —11 35
| 35 64 —203
4. a #4

5. @) no es posible calcular la inversa de la ma-
triz de coeficientes

b) si es posible calcular la inversa de la matriz
de coeficientes; x = b— 2b%> — b3, y = b—b?,

2=b—0b%2—p3
ri _z
2 2
7 a) 0 1}
1 2 -1
b) [0 -1 3}
[ -3 -3 -7
c) 0 0 20
| 0 0 —6
[ —5 23 4
d) 5 —20 -3
| -3 14 2
. [1/10 —7/10
| 7/20 11/20
11.  a) Falso d) Falso

b) Verdadero

¢) Verdadero e) Verdadero

Capitulo 3

Seccioén 3.1

1. a) M11 = —6, Cll = —6, M12 = 4, 012 = —4,
Mz = 8, Ci3 = 8, Moy = —1, Uy = 1,
My = 5, Cop = 5, Moz = —3, (a3 = 3,
_2’ M33 = 4’ 033 = 4.

b) 26.

Material didactico de uso interno
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2. a) 26 g) 9
b) —2v2 h) —3
¢) 0 i) 96
d) 24 §) —30
e) —14 k) 120
f) -1 1) —243
3. a) 2. b) 2,3, 2. c) 6,5

Seccién 3.2

1. a) la columna 3 es una columna cero.
b

) los renglones 1 y 3 son iguales.
¢) la columna 4 es —2 por la columna 2.
)

2. a) 8 b) 10 c) —2
4. 1B| = 3, |C| = =3, [D| = 6, |[E] = —48,
|F| = —243, |G| = 42, |H| = —81.
5. a) —2 d) —2
b) 4 e) —4
¢) —54 f) -2
6. A, By C son invertibles; D es singular.
7. a) a#-4+V6 b) a# -1+ Y3

8. a) B es invertible.

b) 2B = —960, |ABC| = 360,
|IDA+ DB| =0, |-A*| = 16, |-(34)?| =
26244
9. A=206=—-1.
Seccién 3.3
r 3 1
1. a) 17 27
L 21 21
b) no es invertible.
i 2 _2 _1
5 5 5
i i 3
U
L 10 0 10
o1 1
11
d) —% % ! ]
L2 3 1
2. a) Esposible; z =21, y = 2.
b) Es posible; 1 = g, T %, T3 = 111
¢) No es posible; inconsistente.
d) Es posible; 21 = —4, 29 = =2, 3 = 1.

3. z=acosf+bsenf, y=>bcosf —asenfb.
4. a#0
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Capitulo 4

Seccion 4.1

3.

es un espacio vectorial.

no es un espacio vectorial.
no es un espacio vectorial.
no es un espacio vectorial.

es un espacio vectorial.

Seccion 4.2

1.

a)

es un subespacio.
no es un subespacio.
es un subespacio.
es un subespacio.
no es un subespacio.
es un subespacio.
no es un subespacio.
es un subespacio.
no es un subespacio.
es un subespacio.
es un subespacio.
es un subespacio.
es un subespacio.

es un subespacio.

no es un subespacio.
es un subespacio.
es un subespacio.
no es un subespacio.

es un subespacio.

Seccion 4.3

5. El espacio generado por las matrices A y B
es el conjunto de las matrices de la forma

—t—3s —t— 35
1 1
. s contysenR.
6. a) Si b) Si.
7. a) Si, lo genera. d) Si, lo genera.

b)

¢) No lo genera.

Si, lo genera.

8. a#0.

e) Si, lo genera.

f) No lo genera.

10.  a) gen{(2,0,0,-1),(0,0,1,-3),(0,0,0,1)}

b)

gen

SO O~
OO = O =

¢) gen{l+a? —z+a%}

d) gen{2, cosz}

o5 o) o o]

11.  a)
b)

Falso
Verdadero

Seccion 4.4

1. a)

)
)
)
)
)

)
h)

~ ® ISH o >

=)

7

1. a) S, u = (2+2—29t)u1+ (—2—7—29t)uQ+
(3+ 2 t)us+ (1 — 2t)us +tus, teR.
y _ 2 10
LS et Al PR
¢) S, u=2u; + (2+t)ug + (-3 —2t)ug +
(—2+t)uy +tus, t €R.
2. a) Si,ps=4p1 +4p2 — 5ps.
b) No.
¢) No.
3. Para todo a = f%, b= ?, c= %,

4. El plano en el espacio de ecuacion 3x+y—+2z = 0.
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linealmente dependiente.

O = O O

¢) Falso
d) Verdadero

linealmente independiente.

linealmente independiente.

linealmente independiente.

linealmente independiente.

linealmente dependiente.

linealmente independiente.

linealmente dependiente.

linealmente independiente.

2. a 'y b reales tales que a # b.

01
-1 0

-3
0

0
0
1

)
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Seccién 4.5 3.
1.  a) es base. ¢) no es base.
b) no es base. d) no es base.
4.
2. a) no es base. ¢) es base.
b) no es base.
3. a) es base. ¢) no es base.
b) no es base. d) no es base. 5.
6. a) 2 f) 2
b) 2 9) 3
c) 2
d) 2 h) 2
7. a=
8. 2
9. Una base: {e“’, ze®, 212261}; dimension 3.
10. 2 8.
1 2 -1
11.  a) I O A T I
0 3 4
b) {1+ =z,—bz}
12. a) {(17_1a3)7(170a0)5(07170)}
b) 1 2 -1 1 1 0 0 0
1 0|’ 3 0(’/0 O0|’]0 1
13.  a) Verdadero g) Verdadero
b) Verdadero h) Verdadero
¢) Falso i) Verdadero
d) Falso j) Verdadero 9.
e) Verdadero k) Verdadero
f) Verdadero ) Verdadero
Seccién 4.6
2
1 |: 1 } 10.
e
2. a) 3
)
oy 11.
Y }
e
c) _g
L 4 -
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a
b

C

a

)
)
)
)
b)
)

c

a)

x = (1,2,-5)
x=(6,7,5)
x = (8,—1,—6)
p=-8—=x
p=-3+x+ 222

p=6—1lz — 322 + 423

[20 16
| 16 24

2

1/2

1/2
| 9/4
S ={e", e "}
[ 1/2
s
g(z) = senh x

[ —13/6 5/6 }
—2/3 1/3

[0 0 1
1 0 0
010

[ 4/11
| 1/11

T 1
O O O
OO = =
— =
— == =
O hoNlw | I

T 1
[
— W W
| |M‘>—\
Lo oo

|

I

(S| )

[N
NSNS
||

1 0 1/2 0
0 1/2 0 3/4
0 0 1/4 0
0o 0 0 1/8
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Seccion 4.7 rango 2; nulidad 3.

1. a) una base para el espacio de renglo- ¢) una base para el espacio de renglones
nes {(3,-2,8,2,1,4),(0,0,—8,5,0,—10), {(3,2,-1),(0,~1,7)}; una base para el es-
(0,0,0,0,0,2)}; una base para el espacio de 3 2

3 8 4 pacio de columnas , 3 ; una
columnas o, -81],] —10 ; 3 1
0 0 2 0 1
una base para el espacio nulo —13
2/3 —7/3 -1/3 base para el espacio nulo 21 ;
1 0 0 3
0 5/8 0 rango 2; nulidad 1.
; ; ; Tan-
0 1 0 1 1 9
0 0 1 3. a) col(A) = gen 2 2 4
0 0 0 0 1 9
go 3; nulidad 3. ren(A) = gen {(~1,1,1,2), (2,2,2,4), (0,1,1,2
b) una base para el espacio de renglones b) {(~1,1,1,2),(0,1,1,2)}
{(2,-3,5),(0,0,8)}; una base para el es- 7 17 2 0 S
2 5 -
0 8 C) 2 s 4
pacio de columnas ol 1o ; una 0 1
0 0 [ -1 [1]
3 d) 2 (,] 2
base para el espacio nulo 2 ; rango . 0] [ 1]
0 0
2; nulidad 1. —t—92g
¢) una base para el espacio de columnas ) N(4) = t t,s€R p; una
{(3,-1,2,1),(0,—4,3,5),(0,0,2,1),(0,0,0,10)}; S
una base para el espacio de columnas 0 0
3 -1 2 1 -1 _9
0 4 3 5 Ca base para N(A) es e 0
o] ofj2| 1| © 0 1
0 0 0 10 . _
espacio nulo es el espacio cero; rango 4; ) p(A) =v(4) =2
nulidad 0. g) a estd en col(A) pero b y ¢ no lo estdn;
) a = (—1)c; + (—t — 28)ca + teg + scy,

2.  a) una base para el espacio de renglo- t,s € R, donde ¢; (i = 1,2,3,4) son las
nes {(13 27 _3)a (07 _37 _3>7 (07 Oa 14)}7 columnas de A.
una base para el espacio de columnas 1

A SEMETEH)
21, 4 |, 8 ; el espa- o
-1 -5 0 b) {(1,-1,0),(1,2,1),(0,1,1)}
cio nulo es el espacio cero; rango 3; nulidad 1 3 _5
0. 0 2 1 1
b) una base para el espacio de renglo- 31714 || -4
nes {(0,2,-3,1,2),(0,0,0,4,3)}; una 1 0 0
base para el espacio de columnas 5 a) {1 - 3z, 4z}
2 1 '
-2 1,13 ; una base para el es- b) {-1+22% x—2a?}
4 6 ¢) {1-2z—322 +a% x+22% 3—20—2%+22°}
1 0 0
-1 0 1 -1 -1 1
AR N A I TR PR TR )
pacio nulo 01, 1 , 0 ;
0 0 —3/4 b) 1 1 1 1 1 1 1 0
0 0 1 1 1’1 0’0 O]’ 0 O
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¢) =21 -2 2 0 -2 Bedcién 5.2
0 0 0|’ 4 6 || 2 6 7 .
. a) V5; VTT; 13; V/56; arc cos (W) ~ 28,5
1 2 -1 15
7 a) 31, 0. 1 c) (625t,t)1,3t€IR
1 -1 0 d) (7,—ﬁ>
b) {1—|—3x—x2+x3,1+x—|—x3,2+x2+x3, 6. a) 10; V17; V14
T+ a? o
! ] b) arccos( 55 ) ~ 49,7
1 1 2 0 1 0 _
SR (L E R R B s
- d) 17 + ﬁﬂ?
[ 1 o] [1 0 e) 1+
-1 1 0 1
8. a) i sl 11 1ol o b) i 120; 19; 36v/2; V19
| 3 -1 | 0 0 ii. arccos (—J}) ~ 57,3°
[ 1 1 0 1 0 jii, —120 4 240,
. 1 ! 0 0 0 iv. r(z )—a+bx+cx2 tal que 6a 4 15b+
t O by 2.0 1 24c¢ = 0; por ejemplo: r(z) = —4 + 22
0 1 2 0 0 (@o0.cm1).
0 1 1 o] o
73, e?m—1, T
b) i {l+z+23 —2+4z+2? 2?+23 1} 8. a) V3oV 2 Ve
) 1 -2 0 —2 0 2 (ﬂz " 6%_5)”2
b) (= —2em(m — 1) 4 €25
sl o[z Alla ) oo
KR ) e
0 d) No.
[ _1 | 0 | . »
9. a) 1{,]0 Seccién 5.3
I I 27
(-1 o] [1 L Vg = *;
b) 1|, o], ]o -
L 0L LEE LY 2 a) (-1.4.0) b) (6.4.1)
¢) No.
10. 235 3. a) v=wi+wy, wy = (-3,2-3,3) €W
. y wg = (16 1, 133, %) ortogonal a W;
13. Si. d (v, W) = 519,

Capitulo 5

Seccién 5.1

1.

3.

Material didactico de uso interno

3; VIT; VT —11; 8; (0, -3, 5,

arc cos (—

a) Si

a) Verdadero
b) Verdadero

)
-) ~ 85,5°

A ol
ot

%) = 92°; arc cos (
b) No ¢) St

¢) Verdadero
d) Verdadero

Mateu-Semitiel

b) v:w1+wQ, w1 = (5,2,3,6) e Wy wy =
(—=2,2,2,0) ortogonal a W; d(v,W)
2/3.

3,—

1,1,-1); 2v/6.
~1,-5,-3,9); V170.

)(%

a)
b)

—

17v5
5609’

).

)

)}

)}

2
Vit

%\ a\~
‘w

e
) (3

2 7

5’ 5

H [ ‘
Ll V)
S

S
S~ —

W’F 2

(4

o
(

g
a\H
- %\w

sk

f_Aﬂ/\/\/_/HI_/HA

N

5
N———
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4.
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Capitulo 6

Seccion 6.1

T(z1, 22, 23) =
T4+

T+ 3% + 323, —z + 1oty 22

) DT:R2'CT:R3

c) (0, )
d) No.
e) {(a,b,0) :a,b e R}
a) s g) si
b) no h) no
c) si i) si
d) sf j) st
e) no k) s
f) st 1) sf
-1
-2
b) 1
3
M ] 2z + 3o
a) n=2,m=3,T Yl = —z1 452
T2
- - 4332
T
b) n=4,m=1,T f = 21— 220+ 513+
3
- x4 -
3.%'4
) (G- 4o+ o)
b) R?

(@1 — §22 + §a3, T1 + 32 + 3)

5a—b,.2
—s x

a) Falso.
b) Falso.

¢) Verdadero.

Seccion 6.2

—-3/4/10
d) 1/4/10
0
1 3 1.
6) {(mv\/E?O)?(OvOal)}
1 —11/41
Nzl 63 !
via| 3 ['Ve | s
1/2 —26/41
g) {%(2317070% \/%(_%agalao) 2.
%(ﬁ77%3%70)}
6. a) {1—1—3:—952,%—&—%3:—&—%372—3:3,
- ot b L 1)
b) {1+z, % — tz+2%}
1 1 0 1 1 1
v “){[0 1 1}’[1 0 2}’
1 1 _5
4 4 3 }} 3.
[ N
10 0 -3 1 -1
b) 01 0|, 02 0
00 -1 o0 1 4.
8. a) {x, e"”f?)x}
b) {z, 1 -3z, 5+ — 3w +a°}
c) {senx, cosx — gsesr;nésenx}
9. a) (5> 509 d0s); (503+ — 500+ 505) 5.
) (3:-323) (3-2-33)
10, a) 24+iz+Iz24 323 W, 6.
s+ 2z + 222+ 22t eWt
9713 9 9 7.
b) —L+ax-L1a2ew;
) 1% 1.0 L 5
272
5 5 2 10.
noow |0
7 14 14
1 _3 3
1 3 1
by | 0o -1 0
0 0 —z L.
12. (2_6662_175) 62 76
15. ¢ {(—2t,t,t) : t € R}; {(—2,1,1)}
ii. {(—s,—t—s,t,8):s,t€R};
{( 1,-1,0, 1) (0 —-1,0, 1)} 2.
{(0,~£,4,0) : ¢ € R}; {(0,~1,1,0)}
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a) {(0,0)}

c) gen{—1+z}

) {(0,0,0)}

f) gen{1}

i) {O}, donde O es la matriz cero de n x n

a) ker(T) = {(0,0)}; R(T) = gen{(1,0,0),
(0,0, 1)}; »(T) = 0; p(T) = 2.
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b) ker(T) = {(0,0,0)}; R(T) = R¥; v(T) = 0; 0] [1
p(T) =3. g) ker(T) = gen (1) ) 8 i R(T) =
¢) ker(T) = gen{—-1—z, —1—2a2}; 0 1
R(T) = gen{x}; V(T)():Qi p(T) =1 R2; p(T) = 2; v(T) = 2.
d) ker(T) = gen{[ 10 }}, R(T) = s a) 2 b1 0 2
{[ao i,}EMgta’,b’,c’ER};y(T): o RS
1; p(T) = 3. '
e) ker(T) = gen{—1+z+a?}; R(T) = R% Il {a:acR}
v(T) =1; p(T) = 2. 12. {bx:b e R}
f) ker(T) = gen{(1,1,0)} R(T) = »
{{ Z/ 8 bg ] GMQZ(Z/,I)IGR}; Seccién 6.3 .
v(T) =1 p(T) =2 1. a)n=2,m=3A=| -1 0]
3. p(T) =2y v(T) =2. 13
4. kex(T) = {0}: R(T) = Py: v(T) = 0; p(T) = 3. b) n=m =2, no es lineal
¢) n=3,m=2,no es lineal
5. b) p(T)=2yv(T)=2. d)n:27m:1,A:[3 O]
a) ker(T) = 011, = R?; =2 1 2 -1 1
6. a) ker(T) {[0]}’R(T> RS pT) =2, e) n=4,m=3,A=| 01 1 0
v(T) =0. | -1 0 00
b) ker(T) = gen{{ } }}, R(T) = [0 0 0
en{[ 1” (T)=1; v(T) =1 fln=3m=4 4= 8 8 8
& -7 ’ 0 0 0
~1 ] [0 1 [0 0
¢) ker(T) = gen{[ 1 }; RT) = R, 2 o) A=| | o} o) A=, 1}
3 - :
PASUS pac[10] wac[i )
0
d) ker(T) = {[ ol R(T) = [ v2 V2 [0 -1
1 1 3. a) A=| % 351 o) A= 0]
L 2 2 -
R TR P S T
(1) 0 va-| g 4] o[ 4 4]
1 a=]z 0 poa=| L0
e) ker(T) = gen 1 ; R(T) = 4. a) A= 01 ] ) A= 0 3 }

a) expansion de un factor 2 en la direccién de

Material didactico de uso interno

v(T)=1
[ 1 —2
f) ker(T) = gen 11, 0 s R(T) =
0 1

. L
gen{ [ -2 ] }; o(T)=1;v(T) =2.
-1

Mateu-Semitiel

la coordenada x.
b

reflexién con respecto a la recta y = x

c¢) reflexién con respecto a la recta y = —x

e

)
)

d) proyeccién ortogonal sobre el eje x
) proyeccién ortogonal sobre el eje y
)

f

rotacion alrededor del origen de coordena-
das un angulo 0 = 45°
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Seccién 6.4

10.

12.

13. B' =

14. B' =

Material didactico de uso interno

-1 -1
a) 1 1
0 -1

|31
c) 1 B }
2 00
00 1 2}
)= (—a+b+4c)+ (a+3b+4c)x

(c—a)+ (a+2b+ )z

=N o
N =

T(a+bx +cx?) =
T(a+ bx + cx?) =
T a b _
c d 1
(5a +3b—3d,—3a —2b+d,—2a — 2b+ c + d,
2a+b+c—d)
2. p(T)=2,v(T)
4. p(T) =4, v(T)
ker(T) :gen{(17173)} 3
R(T)=gen{l+=z, —1+ 3z}
[0 0 0

a)

—_— O = O
—
= O O

b) —3x? + 5z — 22*
-, B

= O

2
a) 1], 6
= 0
( 175722)7 (742
(_

1
sl 2|y
7

—_

.32, -10), (—56,86,17) y

13,17,2).

c) T(m,y,z w) = (B 38y —
1

1
229
54w m+12y—@7961w

(1217 Ey_ 229,

|
|

— o
[

—_—
h
Il

L —
|

— o

ot O O
vl © W O

L ~J ol

1
0 2.

6x+3y+%7z)3-

Mateu-Semitiel

PETEIPREES
0 =] 2]
O = | 7 | mole = 3 ]

Capitulo 7

Seccion 7.1

. u es un autovector y 5 es su correspondiente au-

tovalor; v es un autovector y 0 es su correspon-
diente autovalor; w no es autovector.

u -+ Vv no; cu si.

. A1:17A2=2;
/\1:(),)\2:—1;
A1 =5, Ay = —b.
1
Para Ay = —6,u= | —t | cont#0.

con t # 0.

Para A3 =7, w =

t
Para Ay =4, v= ]

[t
0 | cont#0.
0

Ey =gen

——
r 1

\
O~ =
L 1

a)p ) =A2—5)X; A\ =0y Ay = 5; base para
-2 1

{_ 3]} baseparaEg,.{[l]},

0)= a(0) =1y mg(5) = ma(5) = 1.

b) p(A +6A+9; A\; = —3; base para F_3:

{[ f} =3)=1ymy(-3)=2.
) pA) = X2 —(@+bX M =0y A\ =
a + b; base para EOI{{_S]};base pa-

ra Fyip:

mg(a +b)

b mg0) = ma0) = 1y
=mgy(a+b) =1
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p(A) = X\°

A3 = 3; base para E:

O =

-

] }; base para Fj3: {

—6AZ4+11IA=6; A\ =1, =27y

1
0 ; base para
0

0

0

1

)

mg(1) =mqa(l) =1, mg(2) =me(2) =1y
mg(3) = me(3) = 1.
e) p(A) = A3 — 4\2 — 2\ + 8 A =

V2, Ay = —\f vy A3 = 4; base pa- 3.
ra B g5 {|: ] ; base para E_ s5:

-1 0

0 base para FEj: 1 ;

V2 0
mg(\/i) = 1 mg(_\/i) = 4
ma(—V2) = 1 y mg(4) =mq(4) = 1. :

) PN = A3 =2 2—4X+8 N\ =2,y Ay = —2;
-1 0
base para FEj: 21,10 ; base 6.
0 1
1
para E_o: 2 1 mg(2) = mge(2) =2
0
y mg(=2) =mq(-2) = 1.
g) pP(A) = M — 4\ +3)\2 + 14X —4; )\ =
=1, Ay = 1y A3 = 2; base para E_;:

0 2

(1) ; base para F: g ; base

0 | 0

1 0]
-3 3
para Fo ol |1 ; mg(—1) =
1 0 |
ma(—1) = 1, mg(l) = me(l) = 1y
mg(2) = me(2) =
-2
7. -10
5
Seccién 7.2
. (1 1 [ 2 0
1. I'P__QO_D__O 3},

P
A= : }

0 1 2 0
11.P—_1 1 D__O 1},

10

A=1 1 9 }
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iii. P=

1l
O WO N

OO W = =

[ENNITS
SIINGEEN SN

Sl SO OO e
S O N

o = O
N OO

OO~ OO

SO oo oo
]

@I

[\v]

r
|

[0 0
)
posible

~

[ —

+ o

wo o -
Il

| —|

| I S
o O =
O = =
-0 o —

oNn o K|

—_

|
O =
O&O

L 1= O O

©
O = O

o N O
~
|
]
_ O O
[N}

o O = O
1L 1

HOWFEF OoONOO NOO

O W oW
L

O~ O NO W
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\
D
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OO R NON O~ OO \ oomg oo R © O
OO O = [\BOHQQ§

= o O

| |
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[ -1 -1 1 0 0 O 2 0 00

b) P = 0 1 1 (,D=|10 0 0 D— 01 00

|1 0 1 0 0 3 |10 0 10

¢) no es posible 0001
[ 1 -2 10 9. a) Falso d) Verdadero
d) P= _(1) (1) (1) 8 , b) Verdadero e) Verdadero
0 0 0 1 ¢) Verdadero f) Verdadero
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