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Resumen

Dado un grupo de Lie G, una métrica invariante a izquierda g en G queda determinada por la
eleccién de un producto interno en el algebra de Lie g de G, que usualmente se denota también
por g. Si g’ es otra métrica invariante a izquierda en G, decimos que g’ es equivalente a g si
existe un automorfismo ¢ € Aut G tal que ¢pxg = g’. El problema de la determinacién de todas
las métricas invariantes a izquierda en G salvo automorfismo isométrico es un problema abierto
y muy dificil en el area de la geometria homogénea. De hecho, incluso en dimensiones bajas
no se conoce la solucién por completo y cualquier resultado parcial resulta interesante.

En este trabajo se estudian los contenidos basicos para plantear el problema de forma precisa.
Estos tépicos en general no forman parte de los planes de estudio de las licenciaturas en
matematica e incluyen: los conceptos de variedad diferenciable y grupo de Lie, el concepto de
algebra de Lie de un grupo de Lie y la correspondencia subgrupo/ subalgebra.
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1 Preliminares

Vamos a empezar definiendo algunos conceptos basicos para desarrollar los resultados que se

desean estudiar.

Vale mencionar que todos los espacios vectoriales refieren a espacios vectoriales sobre
R.

1.1. Algebras de Lie

Comencemos entonces por definir aquellos conjuntos con los que se trabajaran y las

operaciones que actaan en ellos.

Definicion: Un algebra de Lie es un espacio vectorial junto con una operacién bilineal:

[.]:gxg—g

que cumple con las siguientes propiedades:

= Antisimetria: [X, Y] = —[Y, X].

» |dentidad de Jacobi: [X,[Y, Z]] +[Y.[Z X]] +[Z, [X, Y]] =0.
(a [.,.] lo llamamos “corchete de Lie").
Subalgebra.
b es un subalgebra de Lie de g si [X, Y] € b para todos X, Y € h.
Ideal.
b es un ideal de g si [X, Y] € h para todos X € b, Y € g.
Morfismos de algebras de Lie.

Si g y b son dos algebras de Lie, una transformacién lineal ¢ : g — b es un morfismo de

dlgebras de Lie si se verifica:



o([X, Y]) = [¢(X), ¢(Y)] para todos X, Y € g.

Es decir que se preserva la estructura, esto es que ¢ es lineal y respeta el corchete.
Si ¢ es biyectiva, diremos que es un isomorfismo de algebras de Lie.
Un isomorfismo de algebras de Lie donde g = b es un automorfismo de g.
El grupo de automorfismos de g es
Aut(g) = {¢ € GL(g) : ¢ es un automorfismo de g}.

Notar que Aut(g) es un grupo con la composicién. Aqui estamos denotando por GL(g) al
grupo de isomorfismos lineales de g. Si dimg = n, fijando una base de g podemos identificar
GL(g) con GL(n,R). Como la condicién de respetar el corchete esta dada por un sistema de
ecuaciones polinomiales, tenemos que Aut(g) es un subgrupo cerrado de GL(g) y por lo

tanto Aut(g) es un grupo de Lie.
Representaciéon adjunta.

El corchete de Lie es una aplicacién bilineal y una forma natural de estudiar aplicaciones
bilineales es fijando una coordenada y obteniendo una aplicacién lineal de la otra variable.

Mas precisamente, si g es un algebra de Lie y X € g, definimos adx : g — g por

adx Y =[X,Y], Y eg.

Como adx es lineal para cada X, o dicho de otra forma, adx € gl(g) (el algebra de Lie de
transformaciones lineales de g) podemos definir la llamada representacion adjunta

ad : g — gl(g) que a cada X le asigna la transformacién ady.

Como el corchete de Lie es bilineal, tenemos que ad es una transformacion lineal. Mas ain,
tanto g como gl(g) son algebras de Lie y la identidad de Jacobi nos dice que ad es un

morfismo de algebras de Lie.

Es conveniente definir entonces ahora: Un algebra de Lie es unimodular si y sélo si
tradx = 0 para todo X € g.

Derivaciones.

Otro concepto importante asociado a cualquier algebra es el de derivacién (transformaciones
lineales que satisfacen la regla de Leibniz). En nuestro caso esto es importante porque, como
veremos mas adelante, las derivaciones de un algebra de Lie g forman el algebra de Lie del
grupo de automorfismos de g. Méas precisamente, si g es un algebra de Lie, una

transformacién lineal D : g — g es una derivacién de g si satisface



D[X, Y] = [DX, Y]+ [X, DY] para todos X, Y € g. El conjunto de todas las derivaciones
de g se suele denotar por Der(g) y forma una subalgebra de Lie de gl(g).

Coeficientes de estructura.

Si g es un algebra de Lie de dimensién ny {e, ..., e,} es una base de g, los coeficientes de

estructura c,f de g asociados a dicha base se definen por:

n
[ei, &] = Z cgek.
k=1

Estos coeficientes son necesarios para hacer ciertos cémputos, por ejemplo, es muy facil
recuperar la matriz de ad,, a partir de los coeficientes de estructura. En este sentido, uno
siempre trata de encontrar una base de g tal que haya muchos ceros entre los céf pues esto
en teoria simplifica las cuentas. Sin embargo, la principal limitacién es que no son un
invariante del algebra de Lie, por lo que no son demasiado atiles para distinguir si dos
algebras de Lie son isomorfas o no. Es decir, es claro que dos algebras de Lie son isomorfas
si y sélo si existen una base de cada una con los mismos coeficientes de estructura. Pero
también es cierto que si uno hace un cambio de base, en general los coeficientes de

estructura van a cambiar.
Ejemplos de algebras de Lie.

1. Si consideramos, R" con el corchete definido por [A, B] = 0 VA, B € R, obtenemos el

algebra de Lie abeliana.

2. El algebra de Lie gl(n, R) son las matrices n x n con el corchete definido por
[A, B] = AB — BA. Tiene dimensién n?. (También podemos considerar gl(n, C) con

un corchete analogo).

3. El algebra de Lie sl(2, R) = {A € gl(2,R) : tr A= 0} esta dado por el corchete
conmutador (es decir, el corchete de las matrices es cerrado si nos restringimos al

subespacio de matrices de traza nula), con dimsl((2,R) = 3.

Este algebra tiene una base {e, f, h} tal que

[e, f] = h. [e, h] = —2e, [f, h] = 2f
y consecuentemente
0 0 -2 0 00 0
ade=10 0 0 |, ad,=| 0 0 2], ad, = -2 0
01 O -1 00 0



Todas con traza cero por lo que s[(2,R) es unimodular.

. El algebra de Lie de Heisenberg Hj. Existe una base {X, Y, Z} tal que [X, Y] =Z (y
los demas corchetes en la base son nulos). En esta base se verifica que

000 000 000
adx = (000 ady = ( 000 ady =(000).
010 ~100 000

. El conjunto ¢(2) es algebra de Lie con el corchete dado a partir de una base
{Elv E, E3}3

[El, E2] = E3 [El, E3] = —E2 [E2, E3] =0 Yy por ende,
000 000 000
dey = (§93) e = (831)  wde = (3.
. El conjunto ¢(1,1) con el corchete definido a partir de una base {F, F,, F3}:
[FLREl=F  [FLRBl=FR  [FF] =0y porende,

y
adFII((é((E ) adF2:<_81 ) ad[:3:<—21§§).

csu(2) ={Acgl(2,C): A+ A* =0y trA=0} =u(2)Nsl(2,C) es un algebra de Lie
real y dimsu(2) = 3. En la base

X1=(%5%) X2:(ci)£)i) Xs=(%0)-

oo
[elele]

0
0
0

Se tiene que

0 0 O 00 -2 0
ade=10 0 2], ade= 10 0 0 |, ad, = | =2
0 -2 0 2 0 O 0 O

. El algebra de Lie so(n) = {A € gl(n,R) : A+ AT = 0} es el subespacio de matrices

antisimétricas de tamafio n X n con el conmutador.

Notar que so(n) C sl(n,R) y dimso(n) = n(n — 1)/2, en particular dimso(3) = 3.

Forma de Killing

Esta forma que se presenta ahora junto a sus propiedades resulta ser una herramienta muy

atil al momento de hacer clasificaciones de algebras segin isomorfismos.

Sea g un algebra de Lie, la forma de Killing de g es la forma bilineal:

B:gxg — R
(X,Y) — B(X,Y)=tr(adx -ady).



La forma de Killing posee las siguientes propiedades:
1. Simétrica: B(X,Y) = B(Y, X).
2. Bi-invariante: B([X, Y], Z) = B(X,[Y, Z]).
3. Invariante por automorfismo.

Mas aln, si ¢ : g — g’ es un isomorfismo de algebras de Lie, con B, B’ formas de Killing de

gy ¢ respectivamente, entonces:

B'(o(X),o(Y))=B(X,Y)VX,Y €g.

Lo que resulta muy atil para distinguir en qué casos dos algebras de Lie no son

isomorfas.

Por ejemplo: ¢(2) % ¢(1,1). Es facil ver que ¢(2) tiene una base {Xi, Xz, X3} tal que
[X1, Xo] = X5 [X1, X3] = = X2 [X2, X5] = 0.

Equivalentemente, si escribimos adx. en esta base tendremos que

00 0 000 000 —2
adx, = (8(1)—01> adx, = <—0188> adx, = (égg)yporendeB: (8

0
0
0

oo o

Analogamente, ¢(1, 1) tiene una base {X{, X3, X} tal que
XL X=X, XLX] =X, X5, X] =0,

00>
00 ).
00

Como B es semidefinida positiva y B’ es semidefinida negativa, no puede haber ningin

oonN

por lo que en esta base la forma de Killing es B’ = <

isomorfismo de algebras de Lie que lleve B en B’. Concluimos que ¢(2) no es isomorfa a
e(1,1).

Algebras de Lie solubles.

Asociada a cualquier algebra de Lie g, tenemos la serie derivada

¢°>g' =[g,0]>0° = [lg. 0] [0, 0]l > 0° = [[[0, o]  [9, 6]]. [[6, 0], [, g]]] &> ... es decir

g’ =[g" ' g'!] (usamos la notacién a > b para decir que b es un ideal de a). Decimos que
g es soluble si existe k € N tal que g = {0}. También suele decirse que g es k-pasos
soluble si gk = {0} pero g~ # {0}.

Algunos ejemplos: El algebra de Lie abeliana; Hy; ¢(2); ¢(1, 1) las matrices triangulares

superiores (o inferiores).



Algebras de Lie nilpotentes.

Similarmente a la serie derivada, si g es un algebra de Lie, definimos la serie central
descendente go = g > g1 = [9, 9] > 92 = [g, [9, 0] > 93 = [g, [, [g, 0]]] > ... es decir

g; = [g, gi—1]- Decimos que g es nilpotente si gx = {0} para algiin k € N. Se dice que g es
k-pasos nilpotente si gx = {0} pero gx—1 # {0}.

Algunos ejemplos: El algebra de Lie abeliana; las matrices triangulares estrictas
to(n) = {A € t(n) : A; = 0 para todo i}, ademas tenemos que si un algebra de Lie es

nilpotente, también es soluble. La reciproca no es valida.
Otra aplicacion de la forma de Killing: Si g es nilpotente, entonces B = 0.

En efecto, si g es k pasos nilpotente, entonces [Xi, [Xa, ..., [Xk, Xk+1]]] = O para todos
X1, ooy Xiy Xiy1 € g. En particular si tomamos X; = X para i impary X; = Y para i par
concluimos que adx o ady es nilpotente para todos X, Y € g. Por la forma de Jordan

sabemos que un operador nilpotente tiene traza cero, por ende
0 =tr(adx oady) = B(X, Y).

Algebras de Lie semisimples
Sea g un algebra de Lie.
Decimos que g es simple si g es no abeliana y sus Gnicos ideales son 0 y g.

Decimos que g es semisimple si es una suma directa de ideales simples, es decir

g=01D D gk con g simple para todo i (el corchete es coordenada a coordenada).
Las algebras semisimples presentan las siguientes propiedades elementales:

1. [g, 8] = g, pues el conmutador de g es un ideal.

2. El centro de un algebra de Lie semisimple es trivial (pues es un ideal abeliano).

3. En particular, la representacién adjunta ad : g — gl(g) es un monomorfismo de
algebras de Lie (recordar que el nicleo de la representacién adjunta es el centro de g).
Esto nos dice que cualquier algebra de Lie semisimple puede representarse “fielmente”
como una subalgebra de matrices, via la representacién adjunta y el isomorfismo
gl(g) ~ gl(n, R). En realidad, hay un resultado general llamado Teorema de Ado que
dice que cualquier algebra de Lie puede representarse como una subalgebra de

matrices (pero no siempre esta representacién es la representacion adjunta).

Algunos ejemplos: s0(3) ~ su(2) es simple; gl(n, R) es semisimple y s0(4) es semisimple

pero no simple.



1.2. Nociones de geometria riemanniana.

1.2.1. Variedades diferenciables y variedades riemannianas.

Estos conjuntos nos permiten generalizar espacios ya conocidos para estudiarlos en el sentido

diferencial.

Definicion: Una variedad diferenciable de dimensién n es un conjunto M junto con una
familia de aplicaciones inyectivas x, : U, C R" — M, U, conjunto abierto tal que:

1. Uxa(Us) = M

[0}

2. Vv, B/%a(Us) N x3(Us) = W # 0, x;1(w), x5 (w) son conjuntos abiertos en R” con

xﬂ’1 o x,, diferenciable.

3. La familia (U,, x,) es maximal respecto de (1) y (2).
Algunos ejemplos: R3; S® C R*; SL(2, R).
Espacio tangente a M en p.

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, p € My c(t) es una curva diferenciable
en M. Supongamos que ¢(0) = v € M. El vector tangente a la curva c en t = 0 es una

funcién definida por

con f funcién diferenciable en p.

Un vector tangente a M en p se define como la velocidad de una curva que pasa por p. Mas
precisamente, v es un vector tangente a M en p si existe una curva (diferenciable)
c:R — M tal que c(0) = py ¢'(0) = v. El espacio tangente a M en p se define como

T,M = {v : v es un vector tangente a M en p}.

Sea v € T,M; f : M — R funcién diferenciable, entonces v(f) = £|f(c(t)) es denominada
derivada direccional de f en direccion de v, donde c(t) es cualquier curva tal que
cd(0) =v.

Usando vectores tangentes también podemos definir la diferencial de una funcién
f M — N entre dos variedades diferenciables: la diferencial de f en p es la transformacion
lineal df|,: T,M — TN tal que para todo v € T,M, df|,(v) € Tr(,)N es el vector

tangente tal que

ol () =vigof) = 5 8(Flelr)



en donde g : N — R es cualquier funcién diferenciable y c(t) es cualquier curva en M con
c(0) =v.

Un campo X en una variedad diferenciable M es una asignacién entre p € M y el vector
tangente X, € T,M para cada p € M. Es decir, X : M — T,M. Diremos que se trata de un
campo diferenciable X cuando la aplicacién lo sea. Si ¢ = (xq, ..., x,) son coordenadas
locales de M podemos definir (localmente) los campos coordenados asociados a esas
coordenadas locales como sigue: si p esta en el dominio de ¢, entonces te; + ¢(p) es una
curva en R” con velocidad inicial e; (el i-ésimo vector de la base canénica) que en t =0
pasa por ¢(p). Luego, para t pequefio, o~ !(te; + ¢(p)) es una curva de M que en t =0

pasa por p. Definimos el i-ésimo campo coordenado en el punto p como

9
8x,-

d

dt

o (tei + (p)).

p

Cualquier campo X se escribe localmente como una combinacién lineal de los campos

n
coordenados (con coeficientes funcionales): X, = > a;(p) = | , de hecho, por definicién,
i=1 ‘1p

que X sea diferenciable, significa que las funciones a; : M — R son funciones

diferenciables.

Una métrica riemanniana (o estructura riemanniana) sobre una variedad M, es una
correspondencia que asocia a cada punto p de M un producto interno (., .), (simétrico,
lineal, definido positivo) en el espacio tangente T,M que varia diferenciablemente de la

siguiente forma:

Si x: U CR" — M es un sistema de coordenadas para p, con x(x1, X2, ..., x,) = q € x(U) y

8%((7) = dx,(0,...,0,1,0,...,0), entonces ((%_(q), 8%(q))q = gij(x1, X2, ..., X,) €s una
funcién diferenciable sobre U.

A partir de ahora llamaremos variedades riemannianas a aquellas variedades que presenten

una métrica riemanniana

Lo importante de tener una métrica riemanniana es que podemos definir las nociones
geomeétricas que tenemos definidas en un espacio euclideo (de hecho, con nuestra definicién
todo espacio euclideo es una variedad Riemanniana). Por ejemplo, el dngulo entre dos
curvas que se cortan en un punto p se define como el angulo entre sus velocidades en T,M.
También podemos definir una distancia de la siguiente forma. Si ¢ : [a, b] — M es una curva

diferenciable en M, definimos su longitud como

1) = [ It = [ /e )t

y con esto definimos para p, g € M,



d(p,q) = inf{L(c): c:[0,1] — M es una curva con c(0) = py c(1) = q}.
Si M es una variedad diferenciable, una conexién afin en M es un operador

Vi X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) = VxY

que satisface
1. V es R-bilineal
2. V es tensorial en la primera variable: VY = fVxY
3. VxfY =X(A)Y +fVxY

para todos X, Y € X(M), f € C(M).

Asociada a una conexién afin V se tiene un operador de derivacién covariante a lo largo de
curvas. Si ¢ : | C R — M es una curva diferenciable y X es un campo a lo largo de ¢, es
decir X(t) € TeyM, la derivada covariante de X a lo largo de ¢, denotada por

DeX
dt

es un campo a lo largo de ¢ con las siguientes propiedades:
D¢ D¢ D<
L Z(V+W)=53V+ZW.
D¢ D¢ D¢

3. Si V es inducido por un campo vectorial Y € X(M), es decir, V(t) = Y(c(t)),

entonces % V=ValY.
dt
El campo X se dice paralelo a lo largo de ¢ si DX /dt = 0 para todo t € /.
Una conexién afin se dice sin torsion si VxY — Vy X = [X, Y].

Si ademas M es riemanniana, decimos que una conexién afin es una conexién métrica
si

XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y, VxZ).
En una variedad riemanniana M existe una Gnica conexién métrica y sin torsién, llamada la
conexion de Levi-Civita de M.

Sea M una variedad riemanniana y V su conexion de Levi-Civita, decimos que una curva

v(t) € M es una geodésica si su velocidad es paralela:

D7+
e 0. (1)




Dado p € My v € T,M existe una unica geodésica (t) para t suficientemente pequefio tal
que 7(0) = 0y 7/(0) = v, la cual se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias (1).
A partir de ahora sea M riemanniana y V su conexién de Levi-Civita. El tensor de curvatura
R de M es el tensor definido por

RX'yZ — VXVyZ - VYVXZ - V[Xy]Z € %(M)

para X, Y,Z € X(M).

Sea V C T,M un subespacio de dimensién 2, la curvatura seccional (V) se define

como
(R v, u)

en donde u, v es una base ortonormal de V (y esta definicién es independiente de la base
ortonormal elegida). Se dice que M es de curvatura constante si k es independiente de V' y

también es independiente de p.
Espacios de curvatura constante (modelos completos y simplemente conexos):
= R3 con la métrica euclidea

= |a esfera S3 con la métrica inducida de R*: dados v, w € T,S° ~ {p}*,

(V,W)p = viwy + vaws + vaw3 + vawy

= El espacio hiperbélico H*. Como variedad diferenciable podemos considerar el modelo

del semiespacio superior
H*={p=(xy,2) €R: z>0}
y en cada espacio tangente T,H* ~ R® consideramos la métrica hiperbdlica

(V]_W]_ + vowp + V3W3)
z

(viw), =

Un campo X € X(M) se dice un campo de Killing si su derivada covariante VX es

antisimétrica, es decir,
(VyX,Z)+ (Y, VzX)=0.

Equivalentemente, el flujo local de X esta dado por isometrias. Un campo de Killing queda
completamente determinado por sus condiciones iniciales v = X, y B = (VX), € so(T,M)
en un punto dado p € M. En particular, si X es Killing, entonces X = 0sii X, =0y

10



(VX), = 0.

1.2.2. Grupos de Lie y grupos de Lie con métricas invariantes a

izquierda.

Ahora definiremos conjuntos con estructuras un poco mas complejas e interesantes.

Grupo de Lie. Se trata de un grupo G que también es variedad diferenciable y resultan

diferenciables:

prod: GxG — G inv: G - G
(g.h) — gh g — g

Los grupos de Lie de dimensién 3 con los que trabajaremos, pueden ser representados como
subgrupos cerrados de GL(n, R) para algin n. En el caso de los grupos que son simplemente
conexos, son difeomorfos a R3, por lo que presentan las mismas estructuras diferenciables.
Las excepciones son: SU(2) y SL(2, R).

Algebra de Lie de un grupo de Lie: algebra de campos invariantes.

El conjunto de campos vectoriales en M se denota por X(M). Los campos vectoriales se
pueden “componer” de la siguiente manera: si X, Y € X(M) y f € C>°(M), entonces tiene
sentido hacer X(Y(f)), ya que al ser Y(f) una funcién diferenciable, podemos derivarla
nuevamente en la direccién de X. Sin embargo, XY asi definido no es un campo vectorial
(en el sentido algebraico que definimos mas arriba), pues no satisface necesariamente la
regla de Leibniz.

Lema 1. Si X, Y € X(M) entonces [X, Y] = XY — YX € X(M). Mas adn, con este

corchete, X(M) es un algebra de Lie real de dimension infinita.

Lema 2 (Teorema de Clairaut). Sean X, Y € X(M) y escribamos en coordenadas locales

X = Z ai, Y = Z bJa entonces (localmente) [X, Y] = Z Z(aj o — b gi’)ax
Jj=1 / 1j=1 J !
Tenemos asi que los campos coordenados conmutan: [ 2 Bxit O =0.

Sean G un grupo de Liey g € G. La traslacién a izquierda L, : G — G definida por

L¢(x) = gx es un difeomorfismo de G (es decir, es diferenciable y tiene inversa diferenciable
(Lg)™' = Lg-1). En particular, para todo x € G, la diferencial dL,|, : T,G — T,G de L,
en el punto x es un isomorfismo lineal entre los respectivos espacios tangentes. Un campo X
en G se dice invariante a izquierda si es invariante por traslaciones a izquierda, es decir,
dLg|«(Xx) = Xgx para todos x, g € G. Ahora, tomando x = e concluimos que un campo

invariante a izquierda queda completamente determinado por su valor en la identidad e € G.

11



Se puede probar que un campo invariante a izquierda es automaticamente diferenciable y
que el corchete de Lie de dos campos invariantes a izquierda es nuevamente un campo
invariante a izquierda. Es decir, los campos invariantes a izquierda forman un subalgebra de
Lie de X(G) llamada el algebra de Lie de G, que usualmente se denota por g. Como

acabamos de ver, hay un isomorfismo natural entre gy T.G dado por la identificacion
Xeg— X € T.G (2)

con lo cual g es un algebra de Lie de dimensién finita. Es comian también definir el algebra
de Lie de un grupo de Lie como el espacio tangente a la identidad (con la estructura de

algebra de Lie dada por la identificacion (2)).

Informalmente, si el espacio tangente a una variedad diferenciable es el “objeto algebraico”
que mejor aproxima a la variedad en un punto dado, cuando la variedad tiene una estructura
adicional de grupo de Lie, el espacio tangente tiene una estructura adicional de algebra de
Lie. En otras palabras, las algebras de Lie son las “versiones algebraicas infinitesimales” de
los grupos de Lie. En general, en la teoria de grupos de Lie, la geometria de un grupo de Lie
puede recuperarse localmente a partir de su algebra de Lie. Mas precisamente, si g es un
algebra de Lie real de dimension finita, existe (salvo isomorfismo) un nico grupo de Lie G

tal que el algebra de Lie de G es (isomorfa a) g.

Es conveniente observar ademas que Aut(g) es grupo de Lie con el algebra de Lie de Der(g).

Si D es derivacion, eP resulta automorfismo.
Algunos ejemplos de algebras de Lie de grupos de Lie:

1. G = GL(n,R). En este caso el espacio tangente a G en la matriz identidad /, es el
espacio de todas las matrices n x n, que hemos llamado g/(n, R). No es dificil ver que
el corchete de campos invariantes a izquierda en G se identifica con el corchete usual
de gl(n,R) (dado por el conmutador). Mas generalmente, si G es un subgrupo de Lie
de GL(n, R) siempre podremos identificar el algebra de Lie de G con un subalgebra de
Lie de gl(n, R).

2. G=S0(n) = {A € GL(n,R): AAT = I, y det A = 1}. Podemos encontrar el algebra
de Lie de G de la siguiente manera: Sea ¢(t) € G una curva tal que ¢(0) = /,.
Derivando la condicién c(t)c(t)” = I, obtenemos
0= 5|, (c(t)e(t)™) = c'(0)c(0)™ + ¢(0)c'(0)" = ¢'(0) + ¢'(0)7 es decir, la
velocidad inicial de cualquier curva en G = SO(n) que en t = 0 pasa por la identidad
es una matriz antisimétrica, con lo cual el espacio tangente a G = SO(n) en la
identidad es so(n).

3. Si G =SU(n) ={A € GL,(n,C): AA* = |, y det A = 1} se puede usar un argumento

similar para probar que su algebra de Lie es su(n).
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4. El algebra de Lie de SL(n,R) = {A € GL(n, R) : det A = 1} es sl(n, R). En efecto,

tomamos una curva c(t) tal que det(c(t)) = 1 para todo t y derivamos en t =0 :

d /
0= g, detle(t) =tr((0)

Si X es un campo en una variedad diferenciable M, una curva integral de X por el punto

p € M es una curva c(t) tal que c(0) = py c'(t) = X(c(t)) para todo t. O sea, la
velocidad de c(t) esta dada por el campo X en todo el dominio de definicién de la curva.
Usando el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias, se puede
probar que cualquier campo X tiene una curva integral por p, para todo p € M. Los campos
cuyas curvas integrales estan definidas para todo t € R, se llaman campos completos. Si G
es un grupo de Lie y X € g es un campo invariante a izquierda en G, entonces X es
completo y la curva integral de X por la identidad e € G se denota por t — Exp(tX).

Es decir, it Exp(tX) = Xexp(tx) Para todo t € R. En particular, tomando t =1, la
asignacion X — Exp(X) define una funcién Exp : g — G, llamada la funcion exponencial de
G. Se puede probar que en todo grupo de Lie, la funcién exponencial es un difeomorfismo de

un entorno del origen 0 € g en un entorno de la identidad e € G.

Algunas propiedades de Exp : g — G.
1. Exp(0) = e.
2. Exp((s + t)X) = Exp(sX) Exp(tX), para todo X € g, para todo s, t € R.
3. Exp(—X) = Exp(X)~?! para todo X € g.

4. Sigue de 2y 3 que {Exp(tX) : t € R} es un subgrupo monoparamétrico de G. Mas
aln, todo subgrupo de Lie de dimensién 1 de G es de esta forma.

5. Si [X, Y] = 0 entonces Exp(X + Y) = Exp(X) Exp(Y).

Observacion: si G es un subgrupo de matrices, digamos G C GL(n,R) y g C gl(n, R) es el
algebra de Lie de G, entonces la funcién exponencial de G coincide con la restriccion de la

exponencial de matrices a g. Es decir,

=tk t2 3
Exp(tX) =X =) ka = I, + tX + §X2 + §X3 + .
£ k! .

Esto es muy til porque nos permite conocer quiénes son los grupos de Lie asociados a un
subalgebra de Lie de gl(n, R).

Correspondencia entre subalgebras y subgrupos de Lie.

Si G y K son dos grupos de Lie, una funcién ¢ : G — K es un morfismo de grupos de Lie si
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© es un morfismo de grupos y es diferenciable, o sea, o preserva tanto la estructura
algebraica de grupo como la estructura diferenciable. A veces, cuando uno dice que

¢ : G — K es un morfismo, se sobreentiende que estamos hablando de un morfismo de
grupos de Lie. Si ¢ : G — K es un morfismo de grupos de Lie, entonces su diferencial
preserva la estructura algebraica de los espacios tangentes. Mas precisamente, si g y £ son
las algebras de Lie de G y K respectivamente, y las identificamos como es usual con los

espacios tangentes a la identidad, entonces la diferencial

dole: g — ¢t

resulta un morfismo de algebras de Lie. O sea que los morfismos de algebras de Lie son la
contraparte algebraica de los morfismos de grupos de Lie. Una propiedad importante es que
se puede recuperar (localmente) un morfismo de grupos de Lie a partir del correspondiente

morfismo de algebras de Lie:

Teorema 1. Sean G y K dos grupos de Lie con algebras de Lie g y £ respectivamente. Sea
@ : g — € un morfismo de algebras de Lie. Si G es simplemente conexo, entonces existe un
tnico morfismo de grupos de Lie ¢ : G — K tal que dp|. = |. Mas adn, para todo X € g se

tiene
p(Exp(X)) = Exp(/(X)).

Si G es un grupo de Lie, decimos que H es un subgrupo de Lie de G si:

» H es subgrupo de G (subconjunto no vacio de G que es cerrado para la multiplicacién

y la inversién),

= H es un grupo de Lie, es decir que tiene una estructura diferenciable tal que las

operaciones del item anterior son suaves y

= H es una subvariedad de G. En nuestro caso podemos trabajar con la siguiente
definicion: que H sea subvariedad de G significa que la inclusién i : H — G es
diferenciable (monomorfismo de grupos de Lie) y que su diferencial di|, : T,H — T,G

es inyectiva para todo h € H.

En particular, este altimo punto nos dice que dil. : h — g es un monomorfismo de algebras

de Lie. Luego, podemos identificar h con un subalgebra de Lie de g.

Teorema 2. Sea G un grupo de Lie con algebra de Lie g. Entonces, para cada subalgebra
de Lie b de g existe un tnico subgrupo de Lie conexo H de G tal que el dlgebra de Lie de H

es by (via la identificacion que mencionamos en el parrafo anterior).

Una familia muy importante de subgrupos de Lie son los subgrupos cerrados de un grupo de
Lie.
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Teorema 3. Sea G un grupo de Lie y sea H un subgrupo cerrado de G. Entonces H tiene

una dnica estructura diferenciable que lo hace un subgrupo de Lie de G.

Este resultado es muy fuerte ya que nos dice que hay una Gnica manera posible de hacer que
H sea un subgrupo de Lie de G. Ademas, como la mayoria (por no decir todos) de los
subgrupos de Lie con los que vamos a trabajar van a aparecer como subgrupos cerrados de
otros grupos de Lie, este teorema resulta muy importante. En particular, observemos que los
ejemplos de grupos de Lie que hemos visto hasta ahora, pueden pensarse como subgrupos
cerrados de GL(n;R) para algtn n.

Meétricas invariantes a izquierda en grupos de Lie

Para el caso en que M = G es un grupo de Lie, definimos una métrica riemanniana de la
siguiente forma: se define un producto interno en el espacio tangente a e € G y luego se lo
aplica en cada elemento del grupo usando traslaciones a izquierda (o a derecha, lo que se
prefiera). Mas precisamente, una métrica riemanniana (.,.) en G se dice invariante a
izquierda si L, es una isometria para todo g € G. En particular, si X, Y son dos campos
invariantes a izquierda tenemos que la funcién (X, Y) es constante en G. Usando la forma
cuadréatica de la métrica y las identidades de polarizacion, esto es equivalente a decir que los

campos invariantes a izquierda tienen norma constante.

Es decir que, para conocer una métrica invariante a izquierda en un grupo de Lie, es
suficiente con saber cuanto vale en un punto. Como el espacio tangente T.G se identifica

naturalmente con el algebra de Lie g de G tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4. Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de métricas invariantes

a izquierda en G y el conjunto de productos internos en g.

Al igual que los morfismos preservan la estructura de las algebras de Lie, si M y N son dos
variedades riemannianas (de la misma dimensién), decimos que un difeomorfismo
f M — N es una isometria si f preserva la métrica en cada punto. Es decir, para cada
p € M, la diferencial
df|p : TpM — Tf(p)N

es una isometria lineal. Equivalentemente, para cada p € M y para cada par de vectores

v,w & T,M tenemos que
{df(v), df(w))(p) = (v, w),.

El grupo de isometrias de M esta dado por

I(M)={f: M & M: fes una isometria}.

Teorema 5. E/ grupo de isometrias es un grupo de Lie.[ |
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Grupo de Lie unimodular.

Sea G un grupo de Lie, consideraremos las medidas de Haar que son medidas invariantes a

izquierda y son dnicas salvo maltiplos positivos.

Sea p una medida de Haar invariante a izquierda y f € C.(G) = {Funciones continuas a

soporte compacto de G en R} entonces f es integrable con respecto a ;1 y se cumple:

/f(gx)dp(x) = / f(x)du(x) para todo g € G.

G G

Se puede ver que cuando se hace una traslacion a derecha de una medida invariante a
izquierda, se obtiene una medida invariante a izquierda nuevamente. Por ser las medidas de

Haar a izquierda Gnicas salvo maltiplos positivos, se cumple:

/f(xgl)d,u(x) = A(g)/f(x)d,u(x) para toda f € C.(G),

donde A : G — R™ es la llamada funcién modular, y es un morfismo de grupos de Lie.
Diremos que G es un grupo de Lie unimodular, cuando A(g) = 1 para todo g € G

Una definicién equivalente de grupo de Lie unimodular puede hacerse a través de la
representacion adjunta Ad : G — GL(g). (Esta es la representacién adjunta del grupo de Lie
G. Esta relacionada con la representacion adjunta del algebra de Lie ad : g — gl(g) ya que
con ciertas identificaciones naturales, ad no es otra cosa que la diferencial de Ad en la

identidad e € G.) Mas precisamente,
G es unimodular si y sélo si | det(Ad,)| = 1 para todo g € G.

Lo bueno de esta definicion es que uno puede “derivar’ esta condicién para obtener una
caracterizacion algebraica: usando que la diferencial de la funcién det en la matriz identidad

es la funcién traza, se ve que
| det(Ad,)| =1 para todo g € G < tradx = 0 para todo X € g.
Se tiene el siguiente resultado:
Teorema 6. Un grupo de Lie es unimodular si y sélo si su algebra de Lie es unimodular.

Los grupos de Lie de dimensién 3 unimodulares simplemente conexos salvo isomorfismo, son
6:

» R3 es un grupo de Lie abeliano (con la suma usual y la estructura diferenciable usual)

simplemente conexo de dimensién 3. Es el Gnico con estas caracteristicas.
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= Con respecto a la estructura diferenciable de

SU(2) = U(2)NSL(2,C) =
= {A€GLR,C): AA =Ly detA =1}
— {(g—f):a,ﬁec,|a|2+|6|2=1},

hay una estructura natural por ser subgrupo cerrado de GL(2, C). Ademas, si M es una
variedad diferenciable, cualquier funcién diferenciable £ : M — GL(2, C) (o sea tal que
los coeficientes de la matriz f(x) sean funciones diferenciables de x) y cuya imagen

esté contenida en SU(2),resulta una funcién diferenciable f : M — SU(2).

= SL(2R)={A € GL(2,R) : det A = 1} Aca también se considera la estructura

diferenciable de subgrupo cerrado, en este caso, de GL(2, R).
Por simplicidad, trabajaremos con SL(2, R) aunque no sea simplemente conexo.
= El grupo de Heisenberg tridimensional es:

lxz
= ((137) )

Este es un grupo de Lie nilpotente.

cosf —sinf a

w £y(2) = {(SIBG cosd ilg> a,b,0e R}

Nuevamente, por conveniencia, trabajaremos con este grupo aunque no sea

simplemente conexo.
- E(1,1) = {(iﬁ?ﬁfﬁé@?i 2) La,bte R}
0 0 1
Es el grupo de los movimientos rigidos del plano de Minkowski.

Sobre los no unimodulares podemos decir que los de dimensién 3 son solubles. Vale decir
también que hay grupos de Lie solubles y que también son unimodulares: R3 que es abeliano
y por lo tanto es nilpotente y soluble; H; es nilpotente y por lo tanto soluble y, E(2) y

E(1,1) que son solubles aunque no nilpotentes.

Hay un resultado muy atil que nos dice que los grupos de Lie solubles que son simplemente
conexos de dimensién n son difeomorfos a R”, por lo que la estructura diferenciable es la ya

conocida de R3.

En el siguiente capitulo estaremos clasificando las algebras de Lie unimodulares.
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2 Clasificacién de Algebras de Lie de

dimensién 3.

Toda algebra de Lie de dimensién 3 puede presentarse mediante una estructura de algebra

de Lie en R3 con el corchete dado por

[x,y] = L(x x y), (1)

donde x x y es un producto vectorial y L : R® — R3 es una transformacién lineal

univocamente determinada por el corchete.

Sea g un algebra de Lie de dimensién 3 y supongamos que tenemos definido un producto
interno en g. Sea {e;, &, e3} una base ortonormal para dicho producto interno y elijamos la

orientacion tal que esta base esta positivamente orientada.

Definimos L tal que L(e;) = [e2, 3], L(e2) = [e3, €1] ¥ L(e3) = [e1, e2]. Claramente se
satisface que L(e; X €;) = [e;, €j] y por linealidad tenemos (1). Si representamos
matricialmente a L, sus coeficientes estan estrechamente relacionados con los coeficientes de

estructura de g en la base {ey, e, e3}.
Lema 3. Sea g un algebra de Lie, g es unimodular si y solo si L es simétrica.

Teorema 7. Sea g un algebra de Lie, g es unimodular si y solo si es isomorfa a una de las
siguientes algebras: 50(3),5/(2,R), ¢(2),¢(1,1),b; o R3.

Idea de la Demostracion. Como L es simétrica, es diagonalizable con autovalores reales.
Mas aln, L se puede diagonalizar conjugando por una matriz ortogonal. Sean \;, A, A3 los
autovalores de L. Notar que una transformacién ortogonal manda bases ortonormales en
bases ortonormales, y si elegimos esa transformacién en SO(3), también preserva la
orientaciéon. También es facil ver que por medio de una transformacién ortogonal se pueden
cambiar simultaneamente los signos de los A;. Luego, podemos suponer que L(e;) = \e;

para todo i =0, 1, 2, o equivalentemente, que los corchetes no triviales son
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[e1, &] = N\oeo [e2, €] = M\1er [eo, €1] = \aen. (2)

Luego, cambiando la base inicial de R3 se puede llevar a que los \;,i =0,1,2 sean 0, -1 01
y como la clase de isomorfismos sélo depende de su “signo”, a partir de los ejemplos vistos se

pueden determinar cuéales son los isomorfismos:

(+++) = g~s0(3)
(++-) = g~sl(2,R)
CJ(++0) = gze(2)
(Sg/\l,sg)\2,sg/\3) - (_i_' ,0) = ~ (1, )
(+,0,0) = g~b
(0,0,0) = ~ R

Se pueden construir los isomorfismos de algebras de Lie entre un algebra dada por (2) y las
algebras correspondientes. Ademas existen argumentos suficientes para probar que estas seis

algebras de Lie no son isomorfas dos a dos.

]
Ahora presentamos el caso no unimodular:
Teorema 8. Sea g un algebra de Lie real, entonces g es no unimodular si y solo si existe
una base {ey, &1, &2} de g tal que
[€0, €1] =0 [€2, €] = vep + Bey [e2, 1] = yeo + der (3)

B

7
restringimos al subalgebra generada por ey, e;) tiene traza oo + 0 = 2.

donde la matriz A = (matriz transpuesta de la matriz de ad., cuando nos

Ademas, a excepcion del algebra de Lie donde A es la matriz identidad, el nimero ¢ = det A

es un invariante completo de isomorfismo.
A partir de ahora llamaremos:

= g, al dlgebra de Lie con A= 1y

= g. al dlgebra de Lie con A = (2 _2C> :

El nicleo unimodular de un algebra de Lie g se define por u = {X € g : tr adx = 0}. Notar

que g es unimodular si y sélo si g = uy que u es un ideal unimodular de g que contiene a

[g, g].
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Para demostrar el Gltimo teorema presentado, usaremos el resultado siguiente:

Lema 4. Hay salvo isomorfismo dos algebras de Lie de dimensién 2. Mas adn, si g es un
dlgebra de Lie de dimension 2 entonces o bien g es abeliana, o bien g admite una base X, Y
tal que [X, Y] = X.

Demostracién del Teorema 8. Consideremos un algebra de Lie tridimensional g que no es
unimodular. Ahora para probar que su nicleo unimodular u es un ideal abeliano, ya sabemos
que tiene dimensién 2 y es unimodular, entonces usando el lema 4 concluimos que es

abeliano ya que la otra posibilidad seria que no sea unimodular.

Elegimos e, € g para que trad(e;) = 2. Como u es conmutativa, la transformacién lineal

L(w) = [e, u]

de u en si mismo, con traza 2, es independiente de la eleccion particular de e,.

Si L asigna cada vector a un multiplo de si mismo, entonces, de hecho L debe ser la
identidad, en caso contrario, det L = D proporciona un invariante de isomorfismo completo.
Podemos elegir ey de modo que los vectores ey y L(ey) = e; sean linealmente

independientes, las condiciones tr(L) = 2, det(L) = D implican que

L(eo) = €1
L(el) = —Deo + 261

Asi el corchete queda univocamente determinado.

Tomemos un producto interno en gy sea {eg, €1, &2} una base ortonormal de g tal que
{ep, €1} es una base de u. Como u es ad,-invariante tenemos que
ade, () = [e2, ] = aey + Pey, ade,(e1) = [e2, €1] = yeo + de;. Mas atin, modificando este

producto interno en la direccién de e, podemos suponer que trade, = o+ 6 = 2.

Con un argumento similar al que se usa en | | con los ejemplos no unimodulares,
podemos probar que si X € g es tal que tradx = 2, entonces detadx |, = ad — 7. Luego

este nimero es un invariante del algebra de Lie (o sea, si g ~ ¢, entonces
ad — fy =o' — ['9).

(6%

Para terminar, se puede probar que si A = g es distinta de la identidad, entonces
/‘)/

det A es un invariante completo del algebra de Lie (o sea, si g y g’ son tales que A # I,

A £ |,y det A= det A’ entonces g = g¢').

Para eso se muestra que si A es diagonal, A = l,. Suponemos ahora que A no es diagonal, y

sin perder generalidad, podemos considerar v £ 0. Asi definimos una nueva base de g tal
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que:

/ / /
& = €, e, = €y, e = Aey = aey + ey.

En esta nueva base, tenemos que que u esta generado por €, e y la matriz de ad; |, en la

base €], e] es

0 —detA

O sea que pudimos encontrar una base apropiada de g tal que el corchete depende solo de
det A.

Basta entonces con verificar que el algebra de Lie con A = L no es isomorfa al algebra con
0 -1 . .
= - ya que sabemos que no es isomorfa a ninguna de las otras porque el

determinante de A tiene que ser igual a 1.
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3 Clasificacion de métricas invarian-

tes a izquierda en dimensién 3

El espacio de productos internos en un espacio vectorial.

Consideremos en R” el producto interno canénico (., .)c, definido por:

(V, W)ean = viwg + -+ - + VW,

es decir, el producto interno tal que la base candnica es una base ortonormal. Como ya
vimos, cualquier otro producto interno (., .) se identifica con una matriz simétrica y definida

positiva:

(,)— P

en donde P; = (e, €).

Bajo esta correspondencia, la matriz de (., .), es la matriz identidad. En general, cuando se
tiene especificada una base, es comin identificar el conjunto de productos internos de R”,
denotado por M(IR"), con el conjunto de matrices simétricas y definidas positivas de
tamafio n x n, que denotaremos por Sym’. Observemos que GL(n, R) actta en M(R") por
cambio de base. En efecto, si (.,.) es un producto interno en R" y A € GL(n, R) se define el
producto interno (., .)’ como sigue: si {vi, ..., v,} es una base ortonormal con respecto a
(.,.) , entonces (., .)" es el producto interno tal que {Aw, ..., Av,} es una base ortonormal
(en particular, A es una isometria entre estos dos productos internos). Es importante notar
que esto define una accién a derecha de GL(n, R) en R", por lo cual se suele denotar
(.,.)»A=(,.)'. Si miramos esta misma accién pero ahora via la identificacién de

M(R") ~ Sym nos queda algo mas sencillo:

si la matriz de (.,.) (en la base canénica) es P, entonces la matriz de (.,.)" (en la base
canénica) es
P=P-A=ATPA (1)
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donde - representa la accién a derecha de GL(n, R).

Ahora, cualquier base de R" puede llevarse a la base canénica por un isomorfismo

lineal.
Es conveniente ahora entonces enunciar el siguiente:

Proposicién 1. Toda matriz simétrica y definida positiva P € Sym' es de la forma
P=ATA

para alguna matriz A € GL(n, R).

El analisis anterior de los productos internos en R"” puede hacerse de manera abstracta en
cualquier espacio vectorial de dimensién finita V, es decir, siempre tenemos que

M(V) =~ GL(V)/O(V) ~ Sym?. La tnica sutileza es que para que tenga sentido hablar de
O(V) uno tiene que pensar que este es el grupo ortogonal con respecto a algin producto
interno arbitrario pero fijo en V (para R” habiamos elegido el producto escalar usual).
Equivalentemente, también tendria sentido pensar en O(V) si tenemos elegida y fija una
base de V. Este sera el enfoque que vamos a usar para analizar cémo son los productos

internos en las algebras de Lie de dimensién 3, salvo automorfismo.
Espacio de méduli de métricas invariantes a izquierda en grupos de Lie.
Sea G un grupo de Lie con algebra de Lie g. Recordemos las siguientes propiedades:

1. Hay una biyeccion entre las métricas invariantes a izquierda en G, que se denotan por
M(G) y los productos internos en g, los cuales ya denotamos por M(g). Luego,

podemos trabajar al nivel del algebra de Lie g.

2. Si G es simplemente conexo, entonces Aut(G) ~ Aut(g) (o sea, para conocer un
automorfismo del grupo de Lie G, es suficiente con conocer cuanto vale su diferencial
en la identidad).

3. Dos métricas invariantes a izquierda en G son equivalentes si existe un automorfismo
que lleva una en la otra. A nivel del algebra de Lie, tendremos dos productos internos
como en (1) pero en donde A no es cualquier elemento de GL(g), sino que es un

automorfismo, es decir, es un elemento del subgrupo Aut(g).

En general, el subgrupo Aut(g) C GL(g) no es transitivo en M(g) y dos productos internos
en g son equivalentes si viven en la misma érbita de Aut(g). Para encontrar el espacio de
méduli M(g)/ ~ (esta es la relacién de equivalencia de métricas invariantes a izquierda que
definimos mas arriba, en el item 3), tenemos que encontrar un representante de cada érbita
de la accién de Aut(g) en M(g). Para eso, primero hay que conocer los grupos de

automorfismos, ya que sabemos que el algebra de Lie de Aut(g) es el algebra de derivaciones
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Der(g) y el problema se reduce a encontrar cuantas componentes conexas tiene Aut(g), pero
ademas hay que entender cémo es la accién del grupo Aut(g) en M(g). Cuanto mas grande
sea la dimension de G, mas complicado se vuelve este problema, no solo que la accién de

Aut(g) puede no ser transitiva, sino que las 6rbitas pueden ser muy extrafias (por ejemplo, lo

comin es que tengan distinta dimensién).
Comenzamos entonces, buscando cuéles son los grupos de automorfismos.
Grupos de automorfismos de algebras de Lie de dimensién 3.

Presentamos la clasificacién de los productos internos de todas las algebras de Lie de
dimension 3 salvo automorfismo isométrico, luego, determinaremos el espacio de méduli de

métricas invariantes a izquierda para grupos de Lie tridimensionales.

En el caso del algebra de Lie abeliana, es isomorfa a R3. Tenemos entonces los siguientes

resultados:
Proposicion 2. E/ grupo de Lie Aut(R?) es isomorfo a GL(3,R).

En R3 todas las métricas invariantes a izquierda son equivalentes. En efecto, si tenemos dos
productos internos en R3, cualquier transformacién lineal ¢ que mande una base ortogonal
con respecto al primero, en una base ortogonal con respecto al segundo es una isometria.
Como cualquier automorfismo lineal preserva el corchete de un algebra de Lie abeliana,

tenemos que Aut(R3) = GL(3;R) y resulta que ¢ es un automorfismo isométrico.

Proposicién 3. E/ grupo de Lie Aut(h;) is isomorfo a
a c 0
b d 0 /a,b,c,d, x € R,ad — bc #0

* * ad— bc

Demostracién. Un automorfismo en h; debe llevar el centro en si mismo, por lo que debe

llevar la base {Xi, X5, X3} de la siguiente forma:

X1 — aXl + bX2 + kX3,
X2 — CX1 + dX2 + /X3,
X3 — rX3.

Luego resulta, ¢[X;, X;| = [¢X;, ¢X/] si y sélo si r = ad — bc # 0.

Teorema 9. Aut(sl(2,R)) ~ SO(2,1).

Demostracién. Daremos algunas identificaciones que seran convenientes para el analisis que

haremos.
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La forma de Killing de s[(2, R) es semidefinida de signatura (2, 1). De hecho, si

consideramos la base {ey, e, e3} tal que

podemos ver que la forma bilineal (., .), 1 inducida por la matriz /,; es ad-invariante (o sea,
adx es antisimétrica con respecto a esta forma bilineal para todo X € sl(2, R)). Por
unicidad, debe ser un maltiplo de la forma de Killing. Luego, debe ser invariante por
automorfismos, de donde sigue que Aut(sl(2,R)) € O(2,1).

Como O(2,1) tiene dimensién 3, kerad = {0} y ad(g) C Der(g), concluimos que
dim Aut(sl(2, R)) > 3. Luego, el grupo de automorfismos debe tener dimensién 3.

O sea, que solamente nos faltaria identificar cudntas componentes conexas tiene.

Notar que ninglin automorfismo puede tener determinante negativo. De lo contrario
tendriamos que — id es un automorfismo, pero esto no puede ser ya que
[-X,—Y] = —[X, Y] implica que [X, Y] = 0 para todos X, Y. Por lo tanto, concluimos que

Aut(sl(2,R)) € SO(2, 1), siendo que SO(2, 1) presenta 2 componentes conexas.

Ahora veamos que esta contencién en realidad es una igualdad. En efecto, sabemos que las
componentes conexas de la identidad de Aut(sl(2,R)) y SO(2, 1) coinciden. Para probar la
igualdad, basta con verificar que hay un automorfismo de s[(2, R) que no esta en la

componente conexa de la identidad de SO(2, 1). Por ejemplo, podemos tomar

1 0 O
0 -1 0
0 0 -1

Teorema 10. Aut(su(2)) ~ SO(3).

Demostracién. Con la misma idea anterior en mente probaremos que, con las
identificaciones usuales, Aut(su(2)) ~ O(3). Notar que O(3) tiene dos componentes conexas
en una de las cuales vive la identidad i y en la otra —/. Como — id no es un automorfismo
de su(2) resulta que Aut(su(2)) debe ser conexo y por lo tanto coincide con la componente
conexa SO(3). Para justificar que el grupo de automorfismos tiene dimensién 3, se procede

de igual manera a lo que hicimos para s((2, R)). O

Una vez conocidos cuales son los grupos de automorfismos, pasamos a clasificar las

métricas.
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Teorema 11. Toda métrica invariante a izquierda en R3 es equivalente via automorfismo, a

la métrica cuya matriz asociada es la matriz identidad.

Demostracién. Sea A una matriz simétrica definida positiva real 3 x 3. Como A es simétrica,
existe T € O(3) tal que TTAT = D matriz diagonal. Como A es definida positiva, las
entradas de la diagonal son positivas y por lo tanto existe S € GL(3) tal que STAS =1. O

Teorema 12. Toda métrica invariante a izquierda en H; es equivalente salvo automorfismo

a una métrica cuya matriz asociada es de la forma:

O O =
o = O

0
0 |, donde \ > 0.
A

Demostracion. Para describir todas las métricas salvo automorfismo isométrico, sea (., .) la
métrica “candnica” para la cual {X, Y, Z} es una base ortonormal. Sea (., .)" otro producto
interno en by, y tomemos {X’, Y’, Z'} una base ortonormal con respecto a (., .)’ tal que

Z € 3(h1). Esto implica que Z’ = A\Z para algin A # 0. Sin perder generalidad, podemos

suponer que A > 0. Luego, tendremos que:

X' = 311X+821Y+XZ
Y = a12X+322Y+yZ.

Por otro lado, si ¢ : (b1, (.,.)) = (b1, (., .)") es un automorfismo isométrico, entonces
¢(Z) = £Z' (pues ¢ preserva el centro). Mas atn, podemos suponer que ¢(X) = X'y
#(Y) =Y’ (esto se puede hacer ya que cualquier cambio de base en h; que deje fijo Z es

un automorfismo). Luego,

$NZ =47 = ¢(Z) = ¢([X, Y]) = [X, Y] = (det A)Z.

Esto impone la restriccién det A = +\. O sea, no cualquier métrica invariante a izquierda es
isométrica a la métrica canénica via un automorfismo. Mas adn, modificando ligeramente

este argumento, es posible probar que cualquier métrica invariante a izquierda es equivalente
a una anica métrica de la familia {(.,.),} >0, en donde estas métricas son las métricas tales

que {X, Y, \Z} es una base ortonormal.

Teorema 13. Toda métrica invariante a izquierda en SL(2;R) es equivalente, via un
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automorfismo, a una tnica métrica, que en la base {ey, €1, &} tiene la forma

o O =
o X O
> O O

endonde n > vy A>0.

Demostracién. Como siempre, hay que analizar la accién de Aut(sl(2;R)) en Sym3, que con
nuestras identificaciones resulta ser la accién ATPA con A € SO(2,1) y P € Sym3. El
primer paso es probar que para toda P € Sym; existe A € SO(2,1) tal que AT PA es
diagonal. En | ] lo hacen resolviendo las ecuaciones AT PA = D, con D diagonal,

directamente. Hay un argumento geométrico para probar esto de otra manera:

Sym3 es una variedad diferenciable de dimensién 6. En efecto tiene la estructura de un

abierto en un espacio vectorial de dimensién 6 (las matrices simétricas).

Si ¥ es el subconjunto de Sym; formado por las matrices diagonales con entradas positivas

en la diagonal, entonces ¥ es una subvariedad de dimensién 3 de Sym3.

El grupo SO(2,1) también tiene dimensién 3. Por lo tanto si probamos que
SO(2,1)- T ={ATPA: AcSO(2,1),Pe 1}

es una variedad de dimensién 6, entonces SO(2,1) - ¥ = Sym§r como queriamos ver.

Para probar esto, es suficiente ver que el espacio tangente Tp(SO(2,1)-%X) en P € ¥ tiene
dimensién 6. Para calcular el espacio tangente, hacemos algo que ya hicimos antes:
tomamos una curva A(t) € SO(2, 1) tal que A(0) = /5 y calculamos la velocidad inicial de
A(t)TPA(t) (la cual es una curva en SO(2,1) - ~ que en t = 0 pasa por P):

%|OA(t)TPA(t) — A(0)7P + PA(0). 2)

Observando que s50(2,1) = {X € gl(3;R) : XTh 1+ h1X = 0}. Obtenemos la siguiente
base para s0(2,1):

0 000 001
Xi=1-1 001, Xo=10 01 X35=10 00
0 010 100

En particular, si hacemos X" P + PX;, para i = 1,2, 3, en (2), obtenemos que las direcciones
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0 u—v 0 0 0 0 0 0 pu+A

pw—v 0 0], 0 0 wv+A], 0o 0 0

0 0 0 0O v+X O w+A 0 0
pw 0 0
son direcciones tangentes a la érbita SO(2,1) - XenP= |0 v 0
0 0 A

Como ademas tenemos las tres direcciones tangentes que nos da hacer las derivadas de P

con respecto a 4, V' y A, concluimos que SO(2,1) - X tiene dimensién 6.

Bastara entonces con probar que se puede elegir p, v y A con las propiedades deseadas.

Teorema 14. Toda métrica invariante a izquierda en SU(2) es equivalente, via un auto-

morfismo, a una Gnica métrica que en la base {ey, e;, e3} tiene la forma

o o T
o R O
> O O

endonde 0 < u<v <\

Idea de la Demostracion. Por el teorema espectral, toda matriz simétrica (definida positiva
en nuestro caso) se puede diagonalizar conjugando por una matriz en SO(3). La cual resulta

anica si ordenamos las entradas de menor a mayor. ]

Teorema 15. Toda métrica invariante a izquierda en E(2) es equivalente, via un

automorfismo, a una dnica métrica, que en la base {ey, e1, &2} tiene la forma:

100
O uw 0],0<pu<1lv>0
0 0 v

Demostracion. Sea A = (a;) una matriz simétrica y positiva definida real 3 x 3. Como

SO(2) 0
O( ) 1] C Aut(R?) x s50(2), se puede asumir que a;» = 0.
1 a
v 0 o
SeaB=| 0 —= -2 ¢Aut(R?) xs0(2).
0 0 1
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1 00
Entonces BTAB = |0 0| donde p, v > 0. Si pp > 1, entonces

0 0 v
1
0 S 0
C=|-% 0 0fc¢€ Aut(R? x s0(2)) y CTBABC = diag(1, ;;, v). Luego, podemos
0 0 1

tomar p < 1. Por lo tanto, A es equivalente salvo automorfismo a una matriz diag(1, i, v)
donde 0 < u<lyrv>0.

1 00
Se puede probar que dos matrices de la forma |0 p 0| donde 0 < <1y v >0 son
0 0 v
equivalentes si y sélo si son iguales. O

Teorema 16. Toda métrica invariante a izquierda en E(1,1) es equivalente, via un

automorfismo, a una tnica métrica, que en la base {ey, €1, &2} tiene la forma

o o T

o = O

R O O
—~~
w
~

donde0 < u<1lywv>0.

Idea de la Demostracion. Se considera una métrica invariante a izquierda arbitraria, la cual
la representamos en la base {ey, 1, &} por una matriz simétrica y definida positiva P.
Luego, con argumentos de algebra matricial se modifica la matriz P via transformaciones de
la forma AT PA, en donde A es la matriz de un automorfismo, hasta llegar a algo de la forma
(3). Finalmente hay que probar que las estas métricas no son isométricas dos a dos por

medio de un automorfismo. O

Existen seis clases de isomorfismos de algebras de Lie unimodulares e innumerables clases de
isomorfismos de algebras de Lie no unimodulares, las Gltimas se pueden parametrizar de la

siguiente manera:

Sea un algebra de Lie real no unimodular de dimensién 3. Entonces existe una base

{eo, &, &} en g tal que:

[0, €1] = 0, [e2, &0] = cveg + P&y [e2, €1] = veo + dey, (4)

donde la matriz (oz B) tiene tr = 2.
v 0
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Los productos internos de algebras de Lie tridimensionales se clasifican segin el
automorfismo isométrico y por lo tanto, determinan el espacio méduli de métricas

invariantes izquierdas para grupos de Lie tridimensionales.

Estos productos internos son presentados mediante la matriz correspondiente en la base

{eo, €1, 62}.

Observemos que la expresién de los productos internos cuando 0 < ¢ < 1 es bastante

complicada ya que involucra la accién de la matriz

_14+V1-c¢ 1 0
2cv/1—c 2cv/1—c X
_ 1 1—c 1
p=| ivie 1 0| ecGLERY) (5)
0 0 1

en una matriz simétrica definida positiva no diagonal.

Denotaremos por G, y G, a los grupos de Lie simplemente conexos con algebra de Lie g, y
gc, respectivamente. Dado que estas algebra de Lie son solubles, G, y G. son difeomorfos a
R3.

Podemos describir las estructuras correspondientes al grupo de Lie de la siguiente

manera:

En todos los casos, el grupo de Lie sera un producto semidirecto R? x, R donde la
representacion ¢ : R — GL,(R) esta dada por

£ 0
(Z et> para G,

10 . -1 —
et [ coshtv/1 — ¢ 0 1 +% yloc . 1C para G,

o(t) =

por lo que el producto en G, viene dado por:

(v. t)(w,s) = (v +p(t)w, t + ). (6)

Observemos que la férmula dada para ¢ incluso tiene sentido para ¢ > 1.

Las métricas invariantes a izquierda en G,, donde o € {/, c}, asociadas con los productos
internos en g, seran denominados con el mismo simbolo g € {g,, g, &}, }. Esto presenta
cierta ambigiiedad ya que g, y g, tienen distinto significado para diferentes algebras de Lie,

pero tal ambigiiedad desaparece cuando se especifica el valor de e.

La clasificacion de las métricas invariantes a izquierda salvo automorfismo isométrico en
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grupos de Lie tridimensionales no unimodulares es la siguiente:

Teorema 17. Toda métrica invariante a izquierda en g, es equivalente, via automorfismo

isométrico a una dnica métrica que en la base {ey, €1, &2} tiene la forma:

1 00
8 = 010 ,V>0.
0 0 v

Teorema 18. Toda métrica invariante a izquierda en g., ¢ < 0 es equivalente, via

automorfismo isométrico a una tnica métrica que en la base {ey, e, 2} tiene la forma:

Buy = v>0y0<pu<l|cl

O O =
o T O
R O O

Teorema 19. Toda métrica invariante a izquierda en g., ¢ = 0 es equivalente, via

automorfismo isométrico a una de las dos métricas que en la base {ey, e1, &2} tienen la forma:

100 1 20
guv=1_0 p Of,pn,v>0. g=|210] v>0
0 0 v 0 0 v

Teorema 20. Toda métrica invariante a izquierda en g., 0 < ¢ < 1 es equivalente, via

automorfismo isométrico a una tnica métrica que en la base {ey, e, 2} tiene la forma:

1 00
gw,:PT 0 uw OfP,
0 0 v

siendo P como en (5), 0 < u<1lywv >0.

Teorema 21. Toda métrica invariante a izquierda en g., ¢ = 1 es equivalente, via

automorfismo isométrico a una de las dos métricas que en la base {ey, e1, ;} tienen la forma:

100 1 A0
g.,=(0 p 0], 0<u<lyv>0, g,=|X 1 0].0<A<1lyv>o.
0 0 v 0 0 v

Teorema 22. Toda métrica invariante a izquierda en g., ¢ > 1 es equivalente, via

automorfismo isométrico a una tnica métrica que en la base {ey, e, &2} tiene la forma:

8uv = 1<pu<cyrv>0.

O = =
o T B~
R O o
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4  Grupos de isometrias

4.1. Unimodulares.

En esta seccién mostramos los resultados para el caso unimodular. Las demostraciones se
pueden encontrar en | |. La idea general de ésta es: primero se busca para cada métrica
riemanniana invariante a izquierda g en un grupo de Lie unimodular tridimensional
simplemente conexo G, el subgrupo de isotropia Aut(G), en gy luego se determina el grupo
completo de isometrias Isom(G, g). En este trabajo s6lo veremos la demostracién para el
caso SL(2, R).

Ya vimos que toda métrica riemanniana invariante a izquierda en R3? es equivalente salvo
automorfismo a la métrica g cuya matriz asociada es la matriz identidad /5. Para
0 € Aut(R3), se tiene que [f] € GL(3,R) y como,

Aut(G)g = {0 € Aut(G)/[g] = [0.][g][6:]},

resulta:
0 € Aut(R3®), < [0]" K[0] = I < [0] € O(3).
Presentamos entonces el siguiente:

Lema 5. El grupo ¢(G) de las traslaciones a izquierda en G es un subgrupo normal de

Isom(G; g) si y solo si lsom(G, g)e = Aut(G),,.

Gracias a este lema podemos definir los productos semidirectos ya que precisamos de la

normalidad, asi:

Teorema 23. Para toda métrica invariante a izquierda g de R3, se tiene:
» Aut(R3) N O(3) ~ O(3).
= Isom(R3, g) ~ R3 x O(3).

Ahora veremos el caso del grupo de Heisenberg
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Teorema 24. Para toda métrica invariante a izquierda g de by, se tiene:

= Aut(H;) N O(h1) ~ O(2).

= Isom(H;, g) ~ H; x O(2).

Teorema 25. Para toda métrica invariante a izquierda g en SU(2), se tiene:

(Z2)?
0(2)
50(3)

= Aut(SU(2)) N O(su(2)) ~

SU(2) X (Z2)2
SU(2) x O(2)
SU(2) x O(3)

= Isom(SU(2), g) ~

Si

A< pu<v;
A=pu>vVA>pu=uv;
A=pu=v.

A< pu<v;
A=pu>vVA>pu=rv;
A=pu=v.

Teorema 26. Para toda métrica invariante a izquierda g de SL(2,R), se tiene:

« Aut(SL(2,R)) N O(sl(2, R)) ~ {O(2§Z><2){il} : Z;’j
{ SL(2,R) x (Z,)? si > v
SL(2,R) x (0(2) x {£1}) si j—w.

Antes de la demostracién, se enuncia un resultado que sera atil.

= Isom(SL(2,R), g) ~

Lema 6. Silsom(G, g). es un grupo finito, entonces Isom(G, g). = Aut(G),.

Demostracion del Teorema 26. Sea G = SL(2,R). Se tiene que
-1
Ac SO(]., 2) <~ AT/LQA = /1’2 y det A = 1 donde /1’2 =

o = O
= O O

0
0
Para 6 € Aut(G) con [G] € SO(1,2) y dado que

Aut(G), = {0 € Aut(G)/[g] = [0.] " [g][f-]}, obtenemos que

A 0O A 0O
0€Aut(G)g<=1[0]" |0 u Of[F]=1]0 p 0|y
0 0 v 0 0 v
([|£1 o0
{ 0 0() } ~0(2) x (), si p=v,
[0]hol0] = ho < [0] € +1 0 O
0 +1 0 ~ (Zy)3, si p>v
Lo o =1

Entonces, Isomq(G, g)g = Auto(G),. Ademas si pt = v resulta
Isom(G, g)e = Aut(G), = O(2) x (7); si i > v entonces Isom(G, g). es un grupo finito de
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O(3) y por lo tanto por el Lema 6, Isom(G, g)e = Aut(G); = (Z,)3. En ambos casos
mostramos que Isom(G, g). = Aut(G), por lo que Isom(G, g) = I(G) x Aut(G)s,. O

Teorema 27. Para toda métrica invariante a izquierda g de E(2), se tiene:

(Z,)? si 0<pu<l;

= Aut(E(2)) N O(e(2)) ~ {50(2) XZy s p=1.

E(2 7Z5)? si 0<pu<l1;
= Isom(E(2), g) ~ (2) x (Z2) S! !
Teorema 28. Para toda métrica invariante a izquierda g de E(1, 1), se tiene:
(Z2)2 Si g ~ g,u,zz;
E(ly 1) X (Z2)2 SI g ~ g,LL,ll;
E(1,1) x D(4) si g~ g.

= Aut(E(1,1)) N O(e(1, 1)) ~ {

= Isom(E(1,1), g) ~ {

4.2. No unimodulares.

Sea V un espacio euclideano y sea T un tensor algebraico de tipo (s, t) en V. La accién
natural del algebra de Lie ortogonal s0(V) en T se define por

S
(A-T)(wa, ..., we,va, oo, V) = > T(wy, oo, Wii1, Wi 0 A Wisg, oo, We, V1, .0, Ve) +
i=1

t
Z T(le LR WSy V]_1 ey V_j—]_y Av_jy Vj+11 LR Vt)
j=1

donde A€ so(V), wy, ..., ws € V¥y vy, ...,v; € V. En | |, Singer analiza bajo qué
condiciones una familia de tensores algebraicos R*, s > 0 de tipo (1, s + 3) sobre V= T,M,
coincide con las derivadas covariantes de orden s en p del tensor de curvatura de alguna
métrica de Riemann homogénea en M. En particular, si s oscila entre 0 y cierto entero k,
tedricamente se puede recuperar el algebra de Lie del grupo de isometrias de M de la accién
de s0(T,M) sobre los tensores algebraicos R,, (VR),, ..., (VK1R),. Nos resulta atil
reformular dicho teorema para dar un procedimiento para encontrar el algebra de Lie del

subgrupo de isotropia del grupo de isometria completo de M.

En esta seccién se quiere hallar los grupos de isometria totales de (G,, g) siendo e € {/} UR
y & una métrica invariante a izquierda en G,. Se analizan varios casos segin la estructura
del algebra de Lie de G, y el espacio de méduli de métricas invariantes a izquierda. Antes de
entrar en el analisis caso por caso, esbozamos la idea general para tratar el caso genérico.
Supongamos que la métrica invariante a izquierda g en G, no es simétrica, y sea

G = Isom(G,, g). Observemos que, dim G < 4. De hecho, el grupo de isotropia de G en
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cualquier punto es isomorfo, a través de la representacion de isotropia, a un subgrupo
compacto de O(3). Sea e € G, el elemento identidad. Si ¢ € G y ¢(e) = x, entonces
¢ =Lio(Ly-10¢), donde L, € G es la traslacion a izquierda de x. Entonces, el grupo de

isometria total se descompone como

G~G,-G. (1)

donde G, es el subgrupo de isotropia de G en e y estamos identificando G, con L - G,. En
general, (1) no es un producto semidirecto. De hecho, segiin | ], G es un subgrupo
normal de la componente conexa de G si y solo si la componente conexa de G, esta
contenido en Aut g,, con las identificaciones habituales. Sin embargo, uno puede recuperar la
estructura algebraica de G de la estructura de grupo de G, y G, y la geometria de la métrica
g. De hecho, identificar el algebra de Lie de G con el algebra de Lie de campos de Killing
K(G., g). Tenemos de (1) que cada elemento de K(G,, g) se puede escribir como X + Y
donde X es un campo invariante a derecha en G, e Y es un campo Killing tal que Y, = 0.
Por otro lado, si X, X’ son dos campos de Killing con condiciones iniciales X, = v, X, = V' y

VX. =B, VX, = B’, entonces las condiciones iniciales del corchete de Lie [X, X'] son

[X,X']le = B'v— BV, (VIX,X)e =R, —[B,B].

La primera condicién se deriva de que la conexién Levi-Civita es sin torsién, y la segunda
puede deducirse de la llamada ecuacién afin de Killing (ver [ ]o| | para mas
detalles). De ello se deduce que para calcular el grupo de isometria total solo se necesita
calcular G.. ldentificamos G,, a través de la representacion isotrépica, con un subgrupo
O(geg) = O(3). Al nivel de algebra de Lie, se puede recuperar el componente conexo de G,
de su algebra de Lie g C s0(g., g) ~ s0(3). Para simplificar algunos calculos, resulta atil
sefialar que un elemento de G, debe conservar el tensor de Ricci. En la mayoria de los casos,
el tensor de Ricci de G, es semidefinido y por lo tanto si un elemento A € s0(g., g) es
inducido por un subgrupo de un parametro G, entonces A pertenece a un subalgebra de Lie
h C gl(g.) que es isomorfo a s0(2,1). Esto reduce la complejidad del problema, solo
necesitamos buscar A € so(g., g) Nh, que en el caso genérico tiene dimensién como maximo
1. En el caso de que esta dimensién sea positiva, luego podemos verificar si A es de hecho
inducido por isometrias usando el siguiente:

Teorema 29 (Singer). Sea M un espacio de Riemann homogéneo de dimension n. Sea
p e MyAeso(T,M). Entonces, existe un campo de Killing X en M tal que X, =0y
(VX,) =AsiysolosiA-(V°R), =0 para todo 0 < s < @ donde R denota el tensor

de curvatura de Riemann de M.
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Procedemos ahora al estudio de todos los casos posibles. Primero nos ocupamos de los casos

aislados.

Teorema 30. Sea g una métrica invariante a izquierda de G, entonces:
Isom(G;, g) ~ SO(3,1).

Demostracion. Para el algebra de Lie g, los corchetes son:

[eo, &1] =0, [e2, &] = ep, [e2,01] = &

por lo que, g, es isomorfo al algebra de Lie del espacio hiperbélico H?. Es decir, el algebra
de Lie del grupo transitivo soluble de isometrias de H3. Nétese que este grupo de Lie admite
una métrica invariante a izquierda que la hace isométrica a H3. De hecho, esta es la anica

métrica invariante a izquierda posible para G, salvo automorfismo.

0
Observacién 1. Se deduce que si tomamos g = g, en el teorema anterior, luego (G, g,) es
isométrico al espacio hiperbdlico de curvatura —% en tres dimensiones.
Veamos ahora el caso de Gp: De acuerdo a (6), la estructura de grupo de Lie de

Go ~ R? x R esta dada por:

2xp

2

0

2

(%0, x1, %2) (Yo, Y1, ¥2) = (X0 + Yo, X1 + (Yo +2y1) , X2+ y2)

y la estructura candnica de los campos vectoriales invariantes izquierda estad dado por

_ 0  e2-10
N aXo 2 aX1,

0 0

e = e>2—, & =—
8x1 8X2

€o

También tenemos la expresién explicita para los correspondientes campos vectoriales

invariantes a derecha:

_i r_i r—(X—|—2X)i—|—i
0% 1_8x1' 2 V0 !

h .
8X1 (9x2

Teorema 31. Con la misma notacién que venimos utilizando, se tiene:

n Isom(Go, g,.) > Go - SO(2) donde su élgebra de Lie tiene base {ry, 1, r>, A} tal que:

[fo, r1] = 0, [rg, r2] =n, [rl, f2] = 2r1,
[r, Al =, [n,Al=2n, [nAl=-vrn-— 27”"1 + 2A.
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» Isom(Gy, g,) ~ E(1) x SO(2,1) donde E(1) es el grupo euclideo de una dimension.

Demostracion. Primero consideraremos el caso en que g = gj,,. Se puede ver que si X es
un campo invariante a izquierda en Gg, también es un campo de Killing. Por lo tanto X
debe ser maltiplo de eg — %el =r— %rl, que también es invariante a derecha. Entonces no
hay otros campos de Killing que surjan como diferencia de campos invariantes a izquierda y

derecha que tomen el mismo valor en la identidad.

Para calcular el grupo de isometria, primero calculamos el algebra de Lie ortogonal

0 —apopu —axv
50(go, 8uv) = a10 0 —32“—1'/ D a10, 30,31 €ER ». (2)
d20 an 0

Ahora, el tensor de Ricci de la métrica, que en la base {ey, €1, &2} queda

Bk 2

2v v 0
e | 2 p(p—8)
RIC_ v 2 0

8
0 0 -

que induce una forma bilineal simétrica semidefinida no degenerada en go. La componente

conexa del grupo de isotropia esta entonces identificado con la interseccion

50(go, &,.,») N 50(go, Ric) = RA, (3)
donde A es la matriz
0 0 —v
A=10 0 —27” (4)
1 2 0

Denotemos por R el tensor de curvatura de Riemann de g, .. Es relativamente facil ver que
A- R, =0y después de algunos célculos pesados (con SageMath) podemos comprobar que
A-(VR)e=0y A-(V2R). = 0. Por lo tanto, segin el Teorema 29, A = (VZ), para algin
campo de Killing tal que Z. = 0. Esto implica que el componente conexo del grupo de
isotropia es un subgrupo de SO(go, g,,,») isomorfo a SO(2). Dado que dim Gp =3y la
métrica no es simétrica, obtenemos que el grupo de isotropia es conexo y asi

Isom(Go, g,.,) = Go - SO(2). De lo contrario, habria isometrias no triviales en las dos
componentes conexas de O(gp, g,.,»), lo que implicaria que la simetria geodésica es una
isometria. Para determinar la estructura del grupo de Lie del grupo de isometria,
identificamos IC( Gy, g.,) >~ gy @ RZ (suma directa de espacios vectoriales), donde g es el

algebra de Lie del campo invariante a izquierda en Go. Sean {ry, 1, r»} la base del campo
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invariante a derecha definido antes. Para calcular los corchetes [r;, Z], usamos las

identidades 4.2 y el hecho de que

0 0 O 0 0 —35u 0 —%u 0
(Vr)e=[0 0 =53], (VAa)e=|0 0 -2, (Vn)=|3 0
2
0 2 0 = =0 0 0
Ahora, para la métrica g = g, si definimos
N L1 N
€ = 2eg — ey, & =56, & = ey,

entonces 3(go) = Réy y [é1, &] = &. Asi go = R @ grye (suma directa de algebras de Lie),
donde gry2 es el algebra del espacio hiperbélico real RH?. Mas aiin, la métrica invariante a

izquierda g, toma asi la forma

Por lo tanto, g, se divide de su centro y (G, g,) es isométrico a (un maltiplo de) el
producto de Riemann R x RH?. De hecho, como dijimos en la demostracién del teorema 30,

la restriccion de g, a gry2 es Gnico salvo automorfismo. Por lo tanto, el grupo de isometria
de (Go, g,) es isomorfo a E(1) x SO(2,1).

Observacioén 2. Si dos métricas invariantes a izquierda en Gy no son equivalentes salvo
automorfismo isométrico, entonces los grupos de isometria correspondientes no son
isomorfos. De hecho, en el caso que una de las métricas sea equivalente a alguna g, es
trivial. Por lo tanto, solo debemos considerar las métricas de la forma g, ,, y podemos
suponer ademdas que v = 1. En estas condiciones, la forma Killing permite distinguir las
algebras de Lie dadas en el primer item del Teorema 31. De hecho, se puede ver que si

v =1, los autovalores de la forma Killing del algebra de Lie isométrica a g, 1 son

C—p+4+ /812 +8u+16
M 1

0, 8.

Ahora, si en (6) tomamos ¢ = 1, se obtiene podemos calcular expresiones explicitas para las
estructuras de campos invariantes a izquierda y derecha, que se utilizaran en calculos

posteriores. La estructura de campo invariante a izquierda esta dada por:
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0
e = (1 —x)e?— + xe®— e = —x2%— 4+ (1+x)e?— 6= —

aXo 8X1 ’ 8X0 8x1 ' 8xz
y la estructura correspondiente para los invariantes a derecha:

_i r_i r——xi+(x+2x)i+i
_aX(), 1_8X1, 2 — 1 0 1

o aXo 8x1 6X2 .

Teorema 32. Sea g una métrica invariante en Gy entonces
Isom(Gl,g) ~ Gl-

Demostracion. Sea g = g,,, la dada en (21). Notemos que en la base {eg, e1, &2} el algebra

de Lie ortonormal tiene la misma matriz de representacion que en (2) pero con 0 < p < 1.

El tensor de Ricci de g, , esta representado por la matriz

21 2
—u —2u 0
g v
Ric— | —2 w1 g
v 2v )
_ pt+6u+l
0 0 2

Luego de hacer calculos obtenemos que A € s0(g1, g,.,) también es un elemento de

50(g1, Ric) siy sélosiajp=0y

ar0(1 + 3p) — 2axnp = 2ap + axn (1l —p) =0

lo que implica que ayo = a»; = 0. Como la métrica es no simétrica, el grupo de isotropia de
Isom(Gy, g,,.) es trivial.

Por altimo, para el caso de g = g} ,,, tenemos

—a —% ——(aﬂ;‘z__afow
s50(g1,81,) = & an —% D a1, a0, 81 €R
ao  a 0
y
_ 4 _2(\+1)
RO, cak
Ric= | -Tmy —— ooy 0 : ()
0 0 __4
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Luego, s0(g1, g3 ,) N s0(g1, Ric) = 0. Vale decir que se abusé de la notacién ya que Ric en
(5) es degenerado cuando A = v/5 — 2. Usando de nuevo el hecho de que la métrica no es

simétrica, concluimos que el grupo de isometria es isomorfo a G;.

Para simplificar la notacién en el caso G, ¢ < 0, tomamos:

c=1-¢, c > 1.

Hacer esto resulta muy atil al momento de verificar las cuentas con SageMath, ya que este
software encuentra muy dificil simplificar ciertas expresiones donde aparece la expresion
v/ 1 — ¢, que ahora reemplazamos por c;. La estructura de invariante a izquierda en la que se

han presentado las métricas esta dada por:

g = e* (COsh(C1X2) - Sinh(CIXZ)) < + €sin sinh(c1x) 0

C1 8_x0 (o] ox’
*2 sinh inh
N __ce®sin (C1X2)i+eX2 cosh(c1x2)+sm (c1x2) i (6)
&] aXO (5] 8x1
L0
2 8x2'

y la correspondiente estructura de invariante a derecha es:

0 0 0 0 0
= a—XO, n = a—Xl, rn = —CX18—XO+(X0+2X1)8—X1+8—X2. (7)

Teorema 33. Sic < 0, entonces
Isom(G, g) ~ G..

Demostracion. Esta demostracion es similar a una de las ya dadas. Asumiendo que g = g,,.,
podemos dar el algebra de Lie ortogonal al igual que en el Teorema 31. Presentamos

directamente el tensor de Ricci en términos de ¢ (en lugar de ¢):

c2—p? 24
2uv T 0
Ric — | —2¢ _<+8u-p) 0
v 2v )
_ (e=p)*—8u
0 0 -

No es dificil ver ahora que so(g., g,,.,) Nso(gc, Ric) = 0. En particular, esto muestra que la

métrica no es simétrica y por lo tanto Isom(G, g,.,) ~ G.. O
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Seguimos ahora con el caso G.,0 < ¢ < 1. Como antes, tomaremos ¢ = 1 — c12 y asi resulta
que la estructura de invariante a izquierda esta dada como en (9) y (10) respectivamente,

pero ahora con 0 < ¢; < 1.

Teorema 34. S5i0 < c <1 y g es una métrica invariante a izquierda en G., entonces
Isom(G, g) ~ G..

Demostracion. Sea g = g,,,,. Recordemos que en este caso los coeficientes de la métrica con
respecto a {ep.e1, &2} se calculan usando la matriz P dada en 5. Luego de algunas
simplificaciones se llega a que la métrica esta dada por

cu+c—2 pn—1 0
2(c—1)c2  2(c—1)c

_ -1 -1
Euy = 2(571)c 2(uc71) 0 (8)
0 0 v
y el tensor de Ricci es
(12 +p) 202 — (P 4242 +1) p?—c 0
(- G v(—o)e
S - fut—p—1
Ric = G —ae ~ (D) ( 0 |
2(u2+c—2
0 0 =)

El mismo argumento que se usé previamente nos dice que s0(gc, g,..,) N s0(gc, Ric) =0, y

como la métrica es no simétrica, Isom(G, g,.,) >~ G. O

Sélo nos queda dar el caso G, con ¢ > 1. Para simplificar, hacemos ¢ = 1 + ¢2. Para dar el
invariante a izquierda para g. de una manera mas sencilla, renombramos ¢ = 1 — (ic;)? y
reemplazamos ¢; por ic;. Ahora de las igualdades cosh(iz) = cosz y sinh(iz) = isin z resulta

que

e = e® (Cosh(C1X2) - Sin(C1X2)> - 4 s sin(cixe) 9

C1 8_x0 (4] le '
€ = _—Ce S|n(C1X2)i + e COS(C1X2) + SIn(C1X2)' i, (9)
G aXO (o] 8x1
_9
= 8X2'

y la correspondiente invariante a derecha

0 0 0 0 0
n=—— rh = —CX1—+(X0+2X1)—+—. (10)

fo= 8_x0' ! 0x1' 8X0 8X1 8X2
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Teorema 35. Sic > 1y g,, esla métrica invariante a izquierda en G. dada, entonces

G sil<pu<c,

I Ge, g8uy) =~
som(Ge. £.0) {50(3, 1) si = c.

Demostracion. El algebra de Lie ortogonal de g, , esta dada por

(azop—an1)v
—au —aul — o7

J— az0—ag1 )V .

50(g, guv) = an an (;LT) D a11,a0,d1 €R (11)
ao a1 0

en la base {ey, 1, &}. Como la matriz de representacién del tensor de Ricci se vuelve

bastante complejo, es preferible dar sus componentes respecto de la misma base:

q—p—2u+3 (c—1—(u+1)*+4

Ricgo =
€00 2(p—1)v 2(p—1)v
Ric. — o2 —2¢ =32 +2u+1  (c+p)P—4pr+t—1)
- 2(p—1)v B 2(p—1)v
RiC02 = O,
Ric . — ot —2cf —Aciu — P’ +4c + 1207 — 17+ 6 _
1 2(p—1)v
(2 — p)c?® + (6p — 8)c + p(p? — 12u + 12)
2(p— v '
RiC12 = O,
Ric o a-2gpt2 2 =3 (c—p)P+4p-1)
= 2(n—1) - 2(n-1)

Sea A definida como en (11). La condicién A € so(g., Ric) o lo que es equivalente,
AT Ric+RicA=0

esta dada por las ecuaciones

2a(c —p) _ (ao(c —2)+an)(p—c) (aou+c—4)+an(2—p))(p—c) 0
v w—1 w—1 '

Observemos que si i1 # ¢, la Gnica solucién posible es A = 0. En este caso seguimos el
mismo desarrollo previo que se usé para el caso Isom(Gg, g,,,,) =~ G.. Asumimos finalmente,
que p = c. Asi vemos que Ric = —%gw por lo que la métrica en G, es Einstein. Mas aln
(Ge, 8y, es isométrica al espacio hiperbdlico de curvatura —2, luego su grupo de isometria
es isomorfo a SO(3, 1). O
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