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Las « Mathematicae Notae » publican articulos, cuestiones, ejercicios, solu-
ciones y correspondencia. La resolucién de las cuestiones propuestas serd publi-
cada en nimeros sucesivos de la-revista al cabo de un tiempo razonable, a juicio
del Director del Instituto, para obtener contestaciones de los lectores; de las cues-
tiones publicadas bajo el titulo de ejercicios la direccién se reserva la decisién,
en cada caso, de publicar o no las respuestas.

A fin de afio se adjudicardn dos premios:

1o Por concurso entre alumnos de la Facultad que contesten satistactoria-
mente a cuestiones, problemas o ejercicios.

20 Por concurso entre todos los demds lectores del pafs o del extranjero que
contesten en modo acertado a los mismos.

Los premios consistirdn en tratados de extensién cultural o libros de especia-
lizacién.

Las soluciones deben ser entregadas al Instituto en redaccién clara y en hojas
distintas para cada cuestién, problema o ejercicio. En cada hoja deberéd senalarse
el nombre del autor; los alumnos de la Facultad indicardn el afio de estudios que
cursan en la misma, y, los de primer afio, ademds, la escuela media de la cual
provienen. Estos elementos serdn tenidos en cuenta para el juicio, conjuntamente
con el valor intrinseco de las soluciones y la forma expositiva de las mismas, dén-
dose por la Direcci6én la méxima importancia a la disposicién por la cual se compa-
rardn sé6lo alumnos de igual preparacién.
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ALGUNAS DESIGUALDADES ENTRE LOS
ELEMENTOS DE UN TRIANGULO

I. — DESIGUALDADES ENTRE EL PERIMETRO Y LA SUMA DE LAS
ALTURAS, BISECTRICES O MEDIANAS DE UN TRIANGULO.

En esta primera parte vamos a tratar el problema siguiente:

Se da el perimetro 2p = a + b+ ¢ de un tridngulo. Encontrar
los limites inferior y superior 'de las sumas: 1° h, + h, + h, de las
alturas, 2° 8, + B + B¢ de las bisectrices, 3° m, + my + m, de las
medianas.

Este problema geométrico, que se relaciona analiticamente con
el de hallar los valores extremos de funciones de varias variables,
se propone en este mismo ntmero en la seccion de « Ejercicios y Pro-
blemas » por sugestién del Dr. SErcio Sispanov, Catedratico de la
Facultad de Ciencias de Asunciéon (Paraguay) y, como el lector
podra darse cuenta, presenta dificultades para ser resuelto comple-
tamente por los métodos corrientes del calculo infinitesimal. En
esta pequena nota vamos a mostrar cémo, encarando este y otros
problemas anélogos por medio de un andlisis geométrico preliminar,
puede obtenerse la completa solucién sin el recurso de métodos ana-
liticos, resultando, de paso, algunos teoremas interesantes. i

1. DESIGUALDAD ENTRE EL PERIMETRO Y LA SUMA DE LAS AL-
TURAS. — Recordemos primero una desigualdad que serd til en
lo sucesivo. Dados tres niimeros positivos z, ¥, z se verifica

Vz +Vy +Vz =V3 @+ y+ 2 1]

valiendo el signo igual tnicamente en el caso de ser z =y = z.
En efecto, de la desigualdad evidente (z—+/7)? = 0 se deduce
2+ y = 2+zy, lo cual constituye el conocido teorema de que la
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media aritmética entre dos nimeros es igual o mayor que la media
geométrica, valiendo Unicamente la igualdad cuando los dos nt-
meros son iguales. Escribiendo esta desigualdad para todas las com-
binaciones entre z, y, z se tiene

o dapl — . aps
T oy et . KT8 , Vzz < = [2]

de donde, sumando
Ney +\Vyz+\zz <z+y+e

Multiplicando ambos miembros de esta desigualdad por 2 y afia-
diendo la suma z 4+ y 4+ 2 queda

Wz+Vy+Ve)lt=3@+y+2, (3]

de donde, extrayendo la raiz cuadrada, resulta [1].

Puesto que en [2] los signos de igualdad valen dnicamente cuando
z, y, 2z son iguales, de la demostracién anterior se deduce que tam-
bién en [1] el signo = valdri Gnicamente para el caso de ser x =y =z,
como habiamos dicho.

Pasemos ahora al problema de hallar el miximo de la suma de
las alturas dado el perimetro de un tridngulo.

Es bien conocida la féormula siguiente para el drea S de un tridn-
gulo

S=\Vp@—a(—b -0 [4]

y como adema&s
20Se=tah N=—RDhM=1cl%;

resulta

[

he= 2V (—@) — B 0 —0) . 5
Pero

4(p—b (P—c)=@2p—2b) 2p—2¢) =
= (@==ib—c) )i+ (D——c)) = —(b—a)* =a,

y por tanto, de [5] se deduce

he<Vp(—a) . o
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Sumando las expresiones andlogas para h, y h, se obtiene

ha+hy+h, <\p Wp—a +Vp—0b +Vp—c) [7]

y segin la desigualdad [1]
by +hy+h,<\p\3@p—a—0b—c)=+3 p [8]

El signo = valdrd dnicamente, segtin se dijo para [1], cuando
p—a =p—>b =p—c, o sea, cuando el tridngulo sea equilétero.

En resumen, como las alturas son siempre niimeros positivos, se
puede escribir

0<hy+hy+h, <3 p. 9]

La igualdad h, + hy + h, = 0 vale para cualquier tridngulo
reducido a un segmento y un punto interior como tercer vértice.
La igualdad A, + Ay + h, = \/-3_p vale Unicamente para el tridn-
gulo equildtero. De otra manera: entre todos los tridngulos de peri-
metro dado, el equildtero es el que tiene mdxima suma de alturas.

2. DESIGUALDADES ENTRE EL PER{METRO Y LA SUMA DE LAS BI-
sEcTRICES. — El valor de la bisectriz 8, en funcién de los lados es

Vpbe (p—a) (10]

2
By = b+c

y como ya recordamos que la media aritmética es siempre igual o
b+c

mayor que la geométrica, o sea >/ be, resulta
)

ba =Vp(@—a)
Sc tiene pues

batlstbe=Vp Wp—a+Vp—b+Vp—c)
que es andloga a la [7]. Como antes, vale por tanto la desigualdad
Ba+Bs+Bc =30 [11]

donde la igualdad vale Unicamente para @ = b = ¢, o sea, para
el tridngulo equildtero.

Para obtener una acotacién inferior de la suma de las bisectrices
observemos que llamando ai, a; a los dos segmentos en que divide
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al lado a y escribiendo que en todo triangulo un lado es igual o
mayor que la diferencia entre los otros dos, se tiene:

Ga=tb=ia B f=c —as, [12]
de donde, sumando,
218 4 =1b = c=—a.

Escribiendo las desigualdades anédlogas para 8z y 8¢ y sumando,
se obtiene

2B+ Bp+B8e)=a+btc=20p [13]

Para que valga el signo igual es necesario que en [12] sea §, =b—a,
y B4 = ¢— a2, lo cual exige que el tridngulo se reduzca al caso
limite de un tridngulo isésceles cuyo dngulo desigual A se reduce
a cero. En este caso la longitud de la bisectriz del d4ngulo A es gual
a p y las otras dos son cero; por tanto sale efectivamente la igualdad
en [13].

Juntando [11] y [13] se obtiene

p <B4+ 8p+ 8¢ 5\/5—77; [14]

que se puede enunciar: entre todos los tridngulos de perimetro dado el
tridngulo equildtero es el que tiene mdxima suma de bisectrices inte-
riores y el caso limite de un tridngulo vsdsceles cuyo dngulo desigual
se reduce a cero es el que tiene minima dicha suma.

Ocurre preguntar qué ocurrird si en lugar de las bisectrices inte-
riores se consideran las exteriores. Desde luego, dado el perimetro,
la suma de las bisectrices exteriores no puede estar acotada supe-
riormente, pues basta tomar un tridngulo equildtero o tan sélo
is6sceles para obtener una suma infinita.

En cuanto al limite inferior, es facil ver que es cero. En efecto,
consideremos el tridngulo aplastado formado por 3 puntos en linea
recta; sea C el vértice interno al segmento A B. Las longitudes de
las bisectrices exteriores correspondientes a los vértices externos
A, B han tendido a cero, puesto que su direccién limite es perpen-
dicular a A B. En cuanto a la bizectriz exterior correspondiente al
vértice C, su pie C’ tiende al punto conjugado armoénico de C res-
pecto al par 4, B; su longitud es, pues, CC’, la cual puede hacerse
tan pequefia como se quiera con hacer que C tienda a B.
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3. DESIGUALDADES ENTRE EL PERIMETRO Y LA SUMA DE LAS ME-
DIANAS. — Observemos que prolongando la mediana MA = m, de
un segmento M A’ = m, resulta un paralelogramo ABA’C (fig. 1),
Siendo A4’ =2m,, AC =b y CA’" =¢, se tendra

2m* <b+ c. [15]

Escribiendo las desigualdades
andlogas para m;, m, y sumando
se obtiene, después de dividir
por 2,

my + my +m,<2p. [16] Fig. 1.

Para que valga el signo igual es necesario, segun [15], que By C
estén sobre AM, es decir, que los 3 vértices estén en linea recta.
En este caso, si suponemos por ejemplo que C es interno al segmento
AB y seguimos llamando a, b, ¢ a los lados, es ¢ = a + b, y supo-

: a b

niendo que b > a, las medianas valen m, = b+?,mb =a+—,
c b—a

mc=b——2—= 7 Por tanto, m, +my +m, =2b+ a =

= b + cy para que esta suma sea igual a 2p es necesario que ¢ = 0.
Es decir, la igualdad en [16] vale tnicamente para el caso limite
de un tridngulo isésceles cuyo 4ngulo no igual tiende a cero.

Fig. 2.

Para hallar una acotacién inferior de la suma de las medianas,
" recordemos una construccién muy utilizada en la resolucién de pro-
blemas de geometria elemental. Si a2 partir del tridngulo ABC
trazamos CA’ paralela a la mediana m, = BN y prolongamos la
mediana CP = m, un segmento PC’ = m, (fig. 2) tendremos el
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trifingulo CC’4’" que tiene la propiedad de tener por lados 2m,,
: 3 3 ;

2my, 2m, y por medianas 5 ¢ —2—b, — a. Aplicando a este nuevo

iridngulo la desigualdad [16] se tiene

3
E—(a+b+c) < 2 (m, + my + m,), [17]
y por tanto, simplificando y juntando con [15],

3
?psma+mb+mcs2p. [18]

y 3 ;
La igualdad m, + m, + m, = 5 D segln lo dicho para la des-

igualdad [16], valdrd tnicamente cuando el tridngulo CC’A’ se
reduzea al caso limite de un tridngulo isésceles cuyo 4ngulo des-
igual tiende a cero, lo cual significa que el tridngulo ABC se reduce
al caso limite de un tridngulo isésceles en que el dngulo desigual
tiende a 180°.

En 1esumen: entre todos los tridngulos de pertmetro dado la mdxima
suma de medianas corresponde al caso limite de un tridngulo isésc.les
cuyo dngulo desigual tiende a cero, y la minima suma de medianas al
caso limite de un tridngulo isésceles cuyo dngulo desigual tiende a 180°.

II. — DESIGUALDADES ENTRE EL AREA Y LA SUMA DE LOS LADOS,
MEDIANAS O ALTURAS.

1. DESIGUALDAD ENTRE EL PERIMETRO Y EL AREA. — De la ex-
presiéon [4] y recordando que el producto de 3 factores de suma
constante es miximo cuando los 3 factores son iguales (1), se de-
duce la propiedad bien conocida de que para un perimetro dado el
4rea méaxima corresponde al tridngulo equildtero.

Llamando 2p al perimetro y S al 4rea, para el tridngulo equi-
B fisny

latero es S = ; por tanto, en general, serd

4 3
V3 (a+b+0c)?=8, [19]
36
valiendo el gigno = tnicamente para el tridngulo equildtero.

(*) Ver, por ejemplo, Mathematicae Notae, Afio 1°, pig. 153
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2. DESIGUALDAD ENTRE LA SUMA DE LAS MEDIANAS Y EL AREA. —
En la construccién indicada en la fig. 2, el tridngulo CC’A’, cuyos
lados son 2m,, 2m,, 2m,, tiene por drea 3 S, puesto que, en efecto,
el tridngulo primitivo ABC es equivalente 2 cada uno de los tridn-
gulos BCC’, BC'A’, y BCA’. Por tanto, dada la suma de las
medianas del tridngulo ABC y por tanto el perimetro del cridngulo
CC'A’, el 4rea de este dltimo 3 S serd méixima cuando sea equild-
tero, o sea, cuando m, = m; = m,. Luego el drea S serd también
méixima para m, = m, = m,, o sea, cuando el tridngulo ABC
sea equildtero. Es decir: dada la suma de las medianas, el tridngulo
de mayor drea es el equildtero.

V3 o

Para el tridngulo equildtero se calcula facilmente que es S = v

Por tanto, en general serd

35 oty m)? = 8, [20]
donde el signo = wvale tnicamente para el tridngulo equildte-
ro.

3. CASO DE DAR LA SUMA DE LAS ALTURAS. — Dado el perimetro

o bien dada la suma de las medianas hemos visto que el 4rea S que-
daba acotada; jocurrird lo mismo al dar la suma de las alturas?
Vamos a ver que no. Se verifica: pare una suma de alturas dada,
el drea del tridngulo puede ser tan grande como se quiera.

En efecto, tomemos un tridngulo isésceles cuyo dngulo desigual
valga = — 6, y los lados iguales sean a. La suma de las 3 alturas
vale '

0
ha+hb+hc=2asen6—|—asen?

y, segun esto, el drea S se puede escribir en la forma

1 8
S:———azsene= (ha+hb+hc) gege‘z )
2(2 sen 6 + sen —2—)

2

Esta ezpresion, manteniendo fija la suma h, + h; 4+ k., tiende a
infinito cuando 6 tiende a cero.



III. — OTRAS DESIGUALDADES.

1. DESIGUALDAD ENTRE LA SUMA DE LOS CUADRADOS DE LAS AL-
TURAS Y LA SUMA DE LOS CUADRADOS DE LOS LADOS. — Queremos
demostrar que en todo tridngulo se verifica

3
T+ B+ )22+ b2+ b el

valiendo el signo = tdnicamente para el tridngulo equil4tero.
Sea AH la altura A, y pongamos a; = HB, a; = HC tomados
ambos segmentos en valor absoluto. Serd

h? = b2—a? , h? = ¢ — as?
de donde
2 h2 = b2 + ¢ — (a:® + ad). [22]

Si el punto H cae dentro del lado B C, tengamos en cuenta la
desigualdad

1 1
012 + a22 = ? ((11 + 02)2 = ‘E a? [231
que equivale a (@1 — a2)? = 0 y en la cual, por tanto, solamente

vale el signo igual para el caso de ser a; = a».
Si H cae fuera del lado B C, con mayor razon

1 1
a2+ a? = —2—(a1— ay)? = Eaz. [24]

En ambos casos, de [22] se deduce

1
2 % < b2+cz—?a2.

Escribiendo las desigualdades anilogas para h,, h, y sumando
se obtiene la desigualdad [21] que queriamos demostrar. Segun lo
dicho, el signo = valdr4 tdnicamente cuando los pies de las alturas
dividan a los 3 lados en partes iguales, lo cual exige que el tridngulo
sea equildtero. :



g

2. DESIGUALDAD ENTRE EL AREA Y LA SUMA DE LOS CUADRADOS
DE LOS LADOS O DE LAS MEDIANAS. — Queremos demostrar las des-
igualdades

@4+ B4 =443 8 [25]

me2 + m? 4+ m?2 =343 8, [26)

para las cuales el signo = vale Unicamente para el tridngulo equi-
latero.

La primera es una desigualdad muy conocida llamada de Wgrr-

ZENBOCK (Y). Ambas desigualdades se deducen inmediatamente de

[19] y [20], respectivamente, observando que la desigualdad [1],
poniendo z = &, y = 1% 2 = (2 se puede escribir

E+n+0? <38 +v+ 0, [27]

valiendo el signo = tnicamente cuando § =4 = €.
Aplicando [27] a [19] resulta [25] y aplicdndola a [20] resulta [26].

Luts A. SANTALG.

(1) WerrzenBock: « Ueber eine Ungleichung in der Dreiecksgeometrie », Ma-
thematische Zeitschrift, 5 (1919). Para una generalizacién de esta desigualdad ver:
D. PapoE: « An inequality for two triangles », Proc. Cambridge Philosophical
Soc., Vol. 38 (1942).



LOS ORIGENES DE LA TEORIA ALGORITMICA DE
WRONSKI DENTRO DE LA DOCTRINA PITAGORICA

Los sefiores P. Capernr y M. CorrAr nos han enviado, para Ma-
thematicee Note un articulo, cuyo titulo encabeza el presente y
que a continuacién vamos a publicar; pero no sin una presenta-
cidn que creemos necesaria para resumir un intercambio de ideas
que, con tal oportunidad tuvo que pasar entre nosotros y quizas
también para aclarar algunos detalles que en el articulo no pare-
cen completos.

Primero, una rapida presentacion de WrosNKI que lamentamos
no poder hacer totalmente satisfactoria por falta de recursos bi-
Eliograficos. ’

Ho#int WroNSKI nacié en Posen el afio 1778; a la edad de 16
anos, oficial de artilleria bajo el mando de Koscrusko fué hecho
prisionero por los rusos en la batalla de Macieiowicz el 10 de
octubre de 1794 y poco después fué nombrado en la misma armada
rusa teniente-coronel; pero abandond el ejército en 1797. Pasé la
maxima parte de su vida en Francia, donde fallecié6 a Neuilly el
9 de agosto de 1853. Nuestros estudiantes conocen principalmente
el nombre de WroNsSkI por el de wronskiano que se acostumbra a
dar a cierto determinante funcional y tenemos que agregar que
probablemente WRONSKI no estd recordado por mucho méas también
para la mayoria de los mateméaticos a pesar de lo mucho que ha
escrito. Lia razén estd en la singularidad de su obra como lo va-
mos a indicar.

Wronskr considerd en efecto la matemética como un apéndiee,
posiblemente el que mayormente le interesaba, de una méas amplia
direccion filoséfica, por la eual é1 pregonaba una reforma general
de la ciencia, ofreciendo como modelo una reforma de la matemé-
tica que él desarroll6 en detalle en varias publicaciones. Pero la
lectura de las obras mateméticas de WRONSKI es particularmente
dificil, principalmente porque ellas no obedecen a las normas de
rigor légico que caracterizan la matematicas y que han venido a
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constituir siempre méas una exigencia esencial sin la cual el enten-
derse en una ciencia tan abstracta resultaria imposible.

Para aclarar esta observacion es bueno tomar en consideracién
primero la Théorie des fonctions analytiques, comtenant les prin-
cipes du caleul différenticl dégagés de toute considération d'infini-
men petits, d’évanowissants, de limites et de fluxions, et réduits a
Vanalyse algébrique des quantités finies, que LAGRANGE publicd en
primera edicién el mismo afio 1797 () en que WRONSKI, joven to-
davia de 19 afnos, abandoné la carrera militar para volverse a los
estudios. Obra fundamental,

que con su titulo dié el nombre TH EOR[E
todavia conserva una rama del DES

analisis; pero este titulo lo he-
mos querido reproducir por

FONCTIONS ANALYTIQUES,

completo en su forma, extensa CONTERANT]

Les Principes du Caleul différentiel, dégagés de toute considération
fuera de costumbre, porque i o o e gt e o
por este exceso de detalle y et réduits a I'analyse algébrique des quantités finies

por la autoridad del autor, ex-

Par J. L. LACRANCE, de U Institut des Sciences, Leltres et Arts,
et du Bureau des Longitudes; Membre du Sénat-Conservateur,

presa por Si SO]O 1aS preocu- Grand-Officier de la Légion-d’ Honneur, et Comte de ' Empire.
paciones cientificas del tiem-

po; el infinitamente grande y
el infinitamente pequefio, 1O
todavia anclados sélidamente a
la mnocién del limite, esta mis-
ma nocién, con la de fluxion, ERRes

M v* COURCIER, Imprimeur-Libraire pour les Mathématiques,

todavia lig‘adas ’nlés a intuieio- quai des Augustins, n° 57.
1813.

NOUVELLE EDITION,

revue et sugmeniée par IAuteor.

nes cinematicas que a una in-
tuicion independiente del sentido numérico, chocaba con el
positivismo | algiin  tanto ultrancista de la Enciclopedia y.
con las primeras preocupaciones logicistas. Reducir el calcu-
lo diferencial al analisis algeébraico, independientemente de la
nociéon de limite, es para nosotros un absurdo; ILAGRANGE lo consi-
gue con limitar la nocién de funcién a las representables por series
de potencias; con una demostraciéon no demasiado rigurosa, LAGRAN-
GE establece que, para valores genéricos de la variable tales poten-
cias tienen que ser de exponente entero, luego las series no difieren

(1) En la figura de al lado esti reproducida la contratapa de la segunda

«edicién de 1813, reducida en la razén media.
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de desarrollos de TAvyLor y de alli empieza la deduccién regular
seglin las limitaciones enunciadas en el titulo. Pero ;porqué pre-
cisamente funciones representables por series de potencias? Preci-
samente porque la nocién de derivada que, por falta de conveniente
puntualizacién de los conceptos, parecia sospechosa en la forma
de limite, era sin embargo bien conocida y todas las funciones que
parecian hasta entonces alcanzables por el analisis matemético eran,
por lo menos para valores genéricos de la variable, ilimitadamen-
te derivables y representables por desarrollos de TavLor. Pero
otros modos para representar funciones cualesquiera eran también
conocidos y utilizados, posiblemente con més liberalidad que lo que
ocurre hoy mismo, a pesar de que nos damos aire de pensar siempre

en funciones generalisimas: se-

MESSIAN ISM E ries trigonométricas, series de

ov facultades (*), series de frac-
REFORME ABSOLUE DU SAVOIR HUMAIN;  ciones, fracciones continuas; la
NONNEMENT intuicién mateméatica que in-
‘FORME DES HEMA' : .
REFORME DES MATHEMATIQUES dujo a LAGRANGE a restringir
COMME PROTOTYPE s ., .

DE LACCOMPLISSEMENT FINAL DES SCIENCES, e] Concepto de fullclon, le hizo
) L de cierta manera el fundador

REFORME DE LA PHILOSOPHIE Ry :
del analisis de wun siglo.

COMME BASE

OELACCOMPLISSEMENT FINAL DE LA RELIGIOS. WRONSKI, dominado al contra-
PAR HOENE WRONSKI. rio por la idea de vistas gene-

rales y algiin tanto nebulosas,
se pone en el camino opuesto
y. enuncia en forma mistica:
A PARIS, « Lex suprema F(x) = A¢O,

DE L‘ull‘ﬁ]llﬂlﬂfju:)‘lic:‘.l'ltn)l;z DIDOT FRERES, + A292 — ; Problema /lt'nf_
i 5 versal 0 = f, (x) + xify (%)

i + ...» (**), lo cual debe

entenderse: Ley suprema: cualquier funcién se expresa co-
mo una combinacién lineal de wun sistema infinito de otras
funciones convenientemente elegidas: Problema wuniversal: re-
sclver la ecuacién que se obtiene igualando a cero una expresion tal.

(*) Se llaman facultades productos de la forma (z + 1)z + 2)... (@ +n); el
término casi ha desaparecido del uso corriente porque su aplicacién analitica se
ha reducido en la prictica casi Gnicamente al factorial n!.

(**) Presentamos en clisés reducidos la contratapa y la portada de una de las.
obras de Wronski, publicada en los tltimos afios de su vida.



Pero es evidente que nada positivamente matematico puede wspe-
rarse de tan grande generalidad; por el simbolismo complicado por
la forma muy frecuentemente polémica, la lectura de las obras ma-
tematicas de WroNSKI resulta extremadamente dificil y cansadora,
pero nos deja la impresion de que al repetir en términos generales
procedimientos conocidos y muchas veces elementales, al proyectar
resoluciones aproximadas sin determinar la aproximacién o la con-
vergeneia, al pretender haber dado la clave para la resolucién de to-
dos los problemas matematicos pasados y futuros, al pretender, deta-
lle caracteristico, que por calcular LEVERRIER la posicién del planeta
perturbador del movimiento de Urano habria tenido euanto menos
que citarle a él y a su « reforma de la mecéanica celeste », todo se re-
duzea a un juego de imaginacion. Sin ninguna duda podriamos en-
contrar en WRONSKI ideas identificables con los desarrollos mas mo-
dernos, sumacion de series divergentes, reduccion de un problema
particular por ascénso a otro méas general por la introduccion de
parametros y ;porqué no? desarrollos en series de funciones orto-
gonales que muy bien pueden ser comprendidos dentro de la lex
suprema; pero todo eso se encuentra también para casos concretos
en EULER y otros fundadores del calculo infinitesimal del siglo ante-
rior y la generalizacién, para merecer aprecio, tenia que estar acom-
pafiada por la determinacién de los limites de su aplicacién. Lia cul-
tura matematica de WRONSKI, en cuanto es de conocimiento, no pue-
de ser puesta en duda; particularmente puede citarse la generalidad
con la cual trata sistemas lineales y determinantes y trabaja con
un namero indeterminado de términos y de variables; pero su
obra queda inutilizada por la ilusiéon de una ciencia supérior. Desde
1810, WronsKI presenta al Instituto de Francia una Memoria pro-
poniendo un propio proyecto de Reforma de la Matemdtica, a la
cual LAcraNGE y LAcroix, encargados de examinarla hicieron el
comentario siguiente: « Mais ce qui a frappé vos commissaires dans
le Mémoire de M. Wronskr, c’est qu’il tire de sa formule (la lex
suprema) toutes celles que on connait pour le développement des
fonctions — c’est a dire toutes les mathématiques modernes — et
qu’elles n’en sont que des cas tres particuliers». Y mos parece que
‘WrONSKI no haya entendido el contenido medio irdnico que se
transparenta en el elogio, ya que en sus obras posteriores lo re-
produce repetidamente, a pesar de que su memoria fuera enviada
a los archivos.
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No es en efecto propiamente de WRONSKI matemético, que, como
vera el lector, van a hablarle en el articulo que sigue los sefiores
CareLnr y CoTLAR (*), sino de una direceién de pensamiento a la
cual sus obras estan inspiradas. Lo que antes dijimos, y particu-
larmente el titulo del altimo libro: Mesianismo o reforma absoluta
de la sabiduria humana; particularmente: reforma de las matemd-
ticas, como prototipo de la realizacion final de las ciencias y re-
forma de la filosofia como base de la realizacion final de la reli-
gion, deja entender bastante claramente la naturaleza de este pen-
samiento. WRONSKI se opone al lema fundamental de la ciencia
positiva, que afirma la incapacidad en el hombre para conocer la
esencia de las cosas; se opone en particular a la afirmaciéon de
que el fundamento esencial de nuestros conocimientos sea lo expe-
rimental. Si tuviésemos que decir un pensamiento nuestro sobre
el asunto, seria este primeramente, que con demasiada facilidad
cuestiones de esta naturaleza involucran equivocaciones debidas al

-

(*) Para quien, sin embargo, deseara informarse mayormente de dicha obra
matemdtica, indicaremos todavia que ademds de los voltmenes antiguos editados.
viviendo el autor, una reproduccién fué editada por la Casa Hermann de Parfs,
no hace todavia 20 afios, y una serie de articulos fué publicada en los anos 1881-83
en el Journal de Mathématiques (LiouviLLe, dirigido en este tiempo por RfisaL)
por West, con la intencién declarada de hacer conocer a los matemédticos esos mé-
todos de cdleulo, pero, segin nos parece, sin progreso notable en precisién y cla-
ridad.

Para completar estas noticias, reproducimos del volumen Messianisme 0w ré-
forme absolue du savoir humain, del cual hemos hablado anteriormente, la némina
siguiente de obras cientificas: Philosophie des Mathématiques (1881) — Résolution
générale des équations de tous les degrés (1812) — Réfutation de la théorie des fonc-
tions analytiques de Lagrange (1812) — Philosophie de Uinfini (1814) — Philo-
sophie de la technie algoritmique, premitre section, contenent la lois supréme des
Mathématiques (1815) — Idem, seconde section, contenant les lois des séries, comme
préparation & la Reforme des Mathématiques (1816-17) — Critique de la théorie
des fonctions génératrices de Laplace, contenant, pour le cas fondamental, Uintégra-
tion générale des équations aux différences et aux différentielles totales et partielles
de tous les ordres (1819) — Introduction & un cours de Mathématiques (en anglais),
offrant un aper¢u de la présente réforme des Mathématiques (1821) — Canon de
Logaritmes, ow est donnée la solution des équations de cinquieme degré (1827) — Lot
téléologique du Hasard, comme base de la réforme du calcul des Probabilités (1833) —
Nouveaw systeme de machines & vapeur, contenant les nouvelles lois physiques (1834
et 1835). — Una nota advierte que todas estas obras habrian sido destruidas en
Francia, por orden, parece de la Academia de ciencias, con excepeién de la Gltima.
No tenemos una lista de las obras filoséficas, entre las cuales habria que citar,
ademds del « Mesianismo », una anterior, Prolegoménes du Messianisme. -
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sentido indeterminado de las palabras. ;Cudl sentido puede tener
la esencia de las cosas, que permita aplicarle €l conocimiento? ;Y
qué significa conocer? Si conocer se refiere solamente a lo que
estd fuera de nosotros, no hay otro conocimiento sino experimental ;
y esto no quiere decir que solo ese conocimiento experimental pueda
guiar las acciones del hombre. Las razones intimas que pueden
influenciar la direccion de una investigacién ecientifica no son
discutibles ni tienen importancia con respecto a esa investigacién
(pueden tenerla con respecto al investigador); pero la investiga-
cion y sus resultados sélo dependen de lo experimental (por ‘o
menos si éste se interpreta en sentido bastante amplio como para
comprender todos los elementos propios —si necesario, l6gicos o
subjectivos — de la cuestion investicada). Convicciones extralo-
gicas pueden influenciar a los postulados de una investigacién ma-
tematica o la importancia que se le atribuye, pero no a los métodos
ni las conclusiones. Y el ejemplo de Wronski, después de lo que
hemos dicho, nos parece mas bien negativo que positivo. Por estas
razones, sin dejar de coincidir con nuestros amigos en muchas de
sus consideraciones, estamos menos convencidas por todo lo que se
refiere a dirigirse a la autoridad de maestros, y quisiéramos que
la citacion de nonfbres como KEeprLER, CANTOR, MINKOWSKI, KLEIN,
DEDEKIND u otros, la misma citacion de Prricoras, fuese conside-
rada por el lector mas bien como una invitacién para leer y estu-
diar que para aceptar la autoridad.

Tenemos que agregar, para terminar, una breve observacién so-
bre cierto juego de ntmeros y de palabras. Es la sicuiente: es
cosa indiscutible que estd connaturado en el 4nimo del hombre lo
de razonar por opuestos; uno de los principios funddmentales de
la 16gica, el llamado principio de contradiccién, dice que cualquier.
cosa «es 0 no es»; el dos estd luego arraigado muy bajo en las
raices de todo pensamiento; y el tres también, por consecuencia,
porque si hay el ser y el no ser, hay también el concepto de uno
y otro; si hay las partes hay la separacién entre ellas; cierto es
que el dos y el tres han adquirido para muchas filosofias el signi-
ficado de orden, simetria, perfeccion; pero en el crescendo de estas
palabras ya estd un peligro; orden y simetria concedemos; pero
iqué es la perfeccion? Perfeccion formal, vaya como guste; mas,
la perfeccién sustancial, depende exclusivamente del pensamiento
recto dirigido hacia el objeto y no obedece a normas de simetria
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o de analogia; la analogia es instrumento heuristico, es un auxilio
para la formacién de conceptos como lo es la oposicién, pero no
es norma de las cosas. Peor cuando el orden formal degenera en

LEX SUPREMA ¥
Fxa=A, 0, +A,0,+A; 0,

TENELOSLS

omema. (mod.— M)
PROBLEMA UNIVERSALE
O=/fi v & o v fiat

simbolo o en fetichismo antropomérfico; lo saben los conductores
de masas. Y hay contradiccién entre el propdsito de levantarse
hacia la esencia de las cosas y el pintarlas con colores demasiado
naturalistas.

De lo poco que pudimos leer de las obras de WRONSKI no hemos
podido inferir exactamente la importancia que é1 diera a los nime-
ros en el gentido que se llama pitagérico (') ; cierto es que las rea-
lidades fundamentales del hombre, segiin el mesianismo, son €n
ntmero de siete y los problemas que éstas realidades imponen son
veintiuno; y siete son las leyes fundamentales de la mecénica. Con-
firma por otro lado la importancia simbolica del ndmero tres el
completamiento a tres de las leyes fundamentales de la reforma de
la matemética que puede leerse en griego dentro del zodiaco
representado en la contratapa del « Mesianismo» (ver el clisé).
Para formar este tres se agrega a la ley suprema y al problema
universal, que hemos recordado anteriormente, una ley teleoldgica
representada por una congruencia aritmética cuya trascendencia no
hemos sabido interpretar. iy

(1) De eso nos asegura sin embargo el Sr. COTLAR, mis profundo conocedor
de la obra de WRONSKI.



« ...Algunos de los acordes de la mu-
sica de esferas de PrrAcoras y KEPLER
han llegado a nuestros ofdos ».

WEIL: Espacio, Tiempo, Materia.

INTRODUCCION

Al cotejar la obra de Ho#nE WRoONSKI con lo que de ella ha
trascendido a la generalidad de los estudiosos, nos encontramos
con un fenémeno frecuente: lo que la gran mayoria conoce, es
lo que WRONSKI mismo consideraba de importancia secundaria
en comparacion con lo que él creia ser sus trabajos fundamentales.
Asi todo estudiante sabe del wronskiano, pero muy pocos han oido
hablar del gran sistema filoséfico - matematico de WroNskr, del
cual LiAGrRANGE haya dicho que era la concentracién de los cono-
cimientos de la época. WRONSKI como los grandes pensadores de
la antigiiedad daba menos importancia a los resultados concretos,
que tanto valoramos hoy, que a la idea filoséfica que ha conducido
a dicho resultado. Esta es la caracteristica principal de los pita-
eéricos para quienes los resultados matematicos eran tan solo los
simbolos de los cuales se servian para expresar sus ideas metafi-
sicas. La influencia de algunos filosofos positivistas del siglo pa-
sado ha tergiversado en tal forma el pitagorismo que aun hoy
hay muchos que no se detienen a considerarlo con la seriedad
debida. Como en la obra de WRroONSKI la doctrina pitagérica, de
la .cual él era conocedor profundo, aparece en toda su pureza,
quizds la exposicién de las raices de las ideas de Wronskr dentro
del pitagorismo mismo, contribuya a destruir algunos de los pre-
juicios corrientes arraigados sobre la metafisica de los pitagéricos.

Frecuentemente, en textos sobre historia de la aritmética, se lee
cue debemos a los pitagéricos las bases de la mateméatica y de la
musica; mas a continuacién el autor refiere como mera curiosidad,
que los pitagdricos, neo-platénicos, ete., daban a sus descubrimien-
tos una interpretacién mistica que un moderno hombre de ciencia
no puede repetir sin sonreirse. Se comenta con jocosidad, que por
ejempio DioranTos y Nicomacos dedicaban sus mayores esfuer-
zos a obras que llevaban por titulo: « Discusiones aritméticas sobre
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Dios y las cosas divinas », que P1rAcorAs ensenaba que 4 simboliza
al Dios manifestado, ete.

Mas no nos apresuremos. ; Es posible tomar de una obra el fruto
que nos parece provechoso y desdenar la idea en que se ha inspi-
rado el autor? Si estas ideas metafisicas llevaron a descubrimientos
concretos de gran valor, en tantas cabezas diferentes, no han de
ser del todo despreciables. Estas interpretaciones misticas nos pa-
recen a primera vista extravagantes porque desconocemos el sim-
bolismo del lenguaje en que estan dichas. Nos choca el titulo « dis-
cusiones aritméticas sobre cosas divinas » pero consideramos muy
natural la memoria que trata sobre « propiedades de una seudo-
integral definida por un proceso transfinito en un espacio de
infinitas dimensiones imaginarias generalizadas ».

Expondremos a continuacién los origenes de la obra de WRONSKI,
con el propodsito de poner de relieve dos hechos fundamentales:
primero, los pitagéricos no daban a sus descubriniientos matema-
ticos una interpretacién mistica, como se cree comunmente, sino
por el contrario los resultados mateméticos eran una interpretacién
simbolica de las ideas metafisicas abstractas; segundo, los pitagoé-
ricos tenian un lenguaje mistico propio, asi como los matemaéaticos
modernos tienen el suyo; conociendo los principios de este lenguaje
esta doctrina mistica aparece como un sistema abstracto, que por
una parte ayuda a formar un concepto filoséfico armonioso de la
matemética como conjunto, como sintesis, y por otra orienta la
intuicién y la mente hacia ideas fecundas y mnaturales, ain dentro
de los campos particulares. WRONSKI, conocedor consumado del
simbolismo del lenguaje de los pitagéricos, construye su teoria filo-
sofica y de paso encuentra resultados concretos que bastan por si
solos para hacerlo famoso. Su obra filoséfica con su profundo
sentido universal nos dice que la matemética es algo mas que una
aglomeraciéon de especulaciones mentales, que su finalidad superior
son hondos problemas del espiritu, y que ella es el instrumento
més adecuado para expresarlos.

En su libro « Reforma absoluta del saber humanos, WRONSKI
construye un sistema absoluto de las leyes que rigen todos los
procesos mentales de creacién; el fundamento de este sistema es
el mismo que el de la doectrina pitagérica. Pero como lo indica
WRONSKI mismo, tampoco se le debe exclusivamente a PITAGORAS
este sistema, pues él a su vez lo recibi6 en Egipto, y fué conocido
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por los egipeios, hebreos e indos (*). Pero como PirAcoras fué su
maximo propulsor, es natural referir este sistema a dicho filésofo,
cuya influencia sobre casi todos los pensadores del occidente fué
enorme (%%),

Veremos ahora algunas ideas fundamentales de este sistema de
acuerdo al punto de vista de Wronskr y también de los autores
siguientes: FABRE D'OLIVET, SAINT YVES D'ALVEYDRE, BARLET y
Papus, cuyas ideas sobre el particular concuerdan (*#:¥),

LA CIENCIA DE LA ANTIGUEDAD Y LA CIENCIA MODERNA

Para delinear la diferencia entre la ciencia de la antigiiedad
v la moderna, trazaremos un paralelo entre las distintas modali-
dades de investigaciéon. Hay investigadores que trabajando dentro
de un campo determinado utilizan simplemente la técnica de desa-
rrollar o generalizar ideas o. cuestiones ya establecidas. El otro
polo estaria formado por aquellos que estdn particularmente dedi-
cados a la sintesis del conocimiento sin distinguir detalles. Final-
mente hay quienes armonizan las dos modalidades de la investiga-
cion, es decir que, estando en el saber geéneral, se dedican al estudio
en un determinado campo. Es interesante observar que los hom-
bres del primer tipo suelen despreocuparse del sentido universal
de las cuestiones que estudian, mientras que los segundos se inspi-
ran en ideas de caracter general comunes a todos los conocimientos.
Esta division no es absoluta, pues todo hombre de estudio, natu-
ralmente, se siente impulsado hacia la sintesis, pero la distincién
subsiste si la entendemos en el sentido de que predomina més
una tendencia que la otra. i

Los dos tipos de investigacion mencionados originan dos corrien-
tes en el desarrollo de la ciencia. La primera deductiva o platénica,

(*) Segin indica el eminente sabio francés M."A. FrRaNK en su libro sobre la
Kabala (1863) las bases del pitagorismo se encuentran en el antiguo libro hebraico
Sapher Jetsirah, asi como en autiquisimos libros inddes y tibetanos.

(**) Recordemos que KerPLER llegé a sus descubrimientos influenciado por la
armonfa de esferas de PrrAcoras, CaNTOR se inspiré en la Kabala y en el pita-
gorismo, asf como DEDEKIND en el neoplatonismo; o mismo recordamos la ariph-
mologia de Bucarw, la monadologia de LEieN1z, las ideas de MINKOWSKI, ete.

(***) FAVRE p’OLIvET, Los versos dorados de Pitagoras (1813), La lengua hebraica
restituida (1815). SaiNtT YvES D’ALVEYDRE: Archeometre. Papus (GErRARDO EN-
cavssE): El método de la ciencia antigua, Teoria de mimeros, La Kabala.
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va de lo general a lo particular (de lo abstracto a lo concreto) y
la segunda, inductiva, va de lo particular a lo general. En el
primer caso se parte de leyes generales para aplicarlas a casos
cada vez mas particulares, mientras que en el segundo se inicia el
movimiento en campos particulares y por generalizaciones sucesi-
vas se llega a leyes generales, de tal modo que el comienzo de uno
es el final del otro. Cada uno de ellos provoca la existencia del
otro; la posesion de un principio general crea la mnecesidad de
aplicarlos a hechos particulares y empieza el descenso hacia la
ramificacién del conocimiento. A su vez los resultados de las ramas
particulares crean la necesidad de unificacion y se produce el as-
censo a los principios generales.

Aunque esta divisién existe en cada época, tomadas dos vpocas
puede aparecer una sintética con respecto a la otra por la mayor
o menor manifestacion de cualidades expresadas. Desde este punto
de vista se nos presenta, panordmicamente, la antigiiedad como la
expresion del proceso sintético con respecto a la época moderna;
agregaremos, ademas, que los antiguos no concebian la ciencia des-
vineulada de la moral. Aun siendo igualmente necesarios para el
desarrollo de la ciencia los dos métodos indicados, WroNskI y PrI-
TAGORAS le daban al primero (platénico) el papel de propulsor o
activo, mientras que al segundo el papel de plasmador o pasivo,
la razon de lo cual se vera mas adelante.

En un ejemplo de la vida diaria, PApus nos demuestra con cla-
ridad la diferencia esencial entre las dos modalidades antes sena-
ladas. Dice este autor:

« Veamos la forma en la cual los modernos tratan los fenémenos
naturales, para mejor conocer, por oposiciéon, el método antiguo.
; Qué diria usted de un hombre que os describiera un libro en esta
forma?: El libro que me habéis dado para estudiar estda colocado
sobre la chimenea a dos metros y cuarenta y nueve centimetros de
donde yo estoy, pesa trescientos cuarenta y cinco gramos y ocho
decigramos, estd formado de ciento cuarenta y dos pequefias hojas
de papel sobre las cuales existen ciento y dieciocho mil doscientos
cchenta caracteres de imprenta que han necesitado noventa gramos
de tinta negra. IHe aqui la descripeién experimental del fenéme-
no. Si este ejemplo os choca abrid los libros de ciencia moderna
y veréis si ellos no contestan exactamente, como método, a la
descripeion del Sol o Saturno por el astrénomo que describe el
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sitio, el peso, el volumen y la densidad de los astros, o la deserip-
cién del expectro del Sol por el fisico que cuenta el ntmero de
rayas. Lo que os interesa en el libro no es el lado material-fisico,
sino lo que el autor ha querido expresar por estos signos, lo que
hay escondido bajo sus formas, el lado metafisico por asi decir.
Volvamos a tomar aquel libro impreso y notamos que hay dos for-
mas de considerarlo: por lo que vemos, los caracteres, el papel,
la tinta, es decir por los signos materiales que no son otra cosa
sino la representacién de una cosa més elevada; y por esta cosa
que no podemos ver fisicamente: las ideas del autor. Lo que vemos
es la manifestacién de lo que no vemos. Lo visible es manifestacion
de lo invisible. Bste principio, verdadero para este fenémeno par-
ticular, lo es también para todos los otros de la naturaleza. Vemos
mas claramente la diferencia fundamental entre la ciencia de los
antiguos y la ciencia de los modernos. La primera se ocupa de lo
visible solamente para descubrir lo invisible que representa. La
segunda se ocupa del fenémeno por si mismo sin inquietarle sus
relaciones metafisicas ».

Este ejemplo nos permite llegar de un modo natural a los fun-
damentos de la doctrina pitagérica, pues el fundamento de ella es
¢l siguiente principio: « Lo wisible es manifestacion de lo invisible »
y la finalidad esencial del pensador es determinar lo invisible
cenociendo lo visible, « el noumeno conociendo el fendémeno ».

Este principio, en el lenguaje mateméatico expresa simplemente
que toda propiedad concreta (visible) tiene su origen en una teoria
general més abstracta (invisible) que abarca, ademds, otras pro-
piedades concretas. El mencionado principio fundamental, que he-
mos visto particularmente en el ejemplo de Parus, guié a ios pita-
goricos en todas las cuestiones de la ciencia. Asi vemos que éstos
consideraban que las propiedades concretas matemdticas eran ma-
nifestaciones o reflejos de otras propiedades mas generales, metafi-
sicas, y hacian preceder el estudio v comprension de estas tltimas
al de aquéllas.

Y, si lo visible es manifestacién de lo invisible, ;cual sera el
vinculo que permite pasar de uno a otro? Ese vinculo es la ana-
logia que los antiguos utilizaban como un método general de inves-
tigacion y que, como sabemos, lo es también de la matematica.
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En cualquier campo de la matematica que consideremos se em-
pieza por el estudio de cuestiones concretas v aparentemente di-
versas; muy pronto se reemplazan los tipos individuales por gru-
pos, cada uno de los cuales se distingue de los otros por las rela-
ciones que existen entre sus componentes y que ya eran el verda-
dero motivo del estudio de las cuestiones concretas. Un analisis
més profundo nos llevard a reemplazar, a su vez, estos grupos, por
otros més amplios y en niimero cada vez menor, mas siempre con
la caracteristica de que en cada grupo ya se vislumbraba la rela-
cién que permitié formar grupos més amplios. Asi la resolucién
de los problemas aislados da origen a métodos y los diversos méto-
dos, a su vez se agrupan en prinpicios mis generales, etec.

Dicho de otro modo: al estudiar un campo  particular se
encuentran propiedades que parecen deberse exclusivamente a su
estructura particular, mas luego resultan ser, en realidad la mani-
festacion en el mismo de una propiedad més abstracta, la que
también se manifiesta en otros campos particulares de acuerdo a
la naturaleza de los mismos. La aparente diversidad de propieda-
des se debe a que las mismas no se ven desde el punto de vista
abstracto que las abarca. Por ejemplo: Tomemos el caso del teo-
rema de Picarp de la teoria de las funciones, que a primera vista
parece una propiedad exclusiva de las funciones holomorfas de
cierto tipo particular; sin embargo, profundizando resulta tener
su origen en la teoria abstracta de los espacios compactos que
también es la causa de propiedades en otros campos como en los
sistemas ortogonales, célculo de variaciones, ete.; teoremas funda-
mentales de la teoria de funciones o ecuaciones diferenciales tienen
su origen en propiedades topoldgicas generales; el problema tan
concreto como la resolucién de ecuaciones algebraicas se reduce al
concepto tan abstracto de isomorfismo de cuerpos. ; Cémo se expre-
sarian estos hechos en el lenguaje pitagérico? Que las primeras
cucstiones concretas serian lo visible y el principio abstracto que
se manifiesta diversamente en ellas lo invisible. Al descubrir este
principio comtin abstracto se ha utilizado el método de Analogia.
Podemos, pues, decir con PoiNcArf que lo verdaderamente esencial
es que se establezcan relaciones entre hechos aparentemente leja-
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nos. Esta es tarea de los genios a quienes otros hombres preparan
los detalles en campos particulares.

Por este proceso de abstraccién llegaremos seguramente a pocos
principios que forman el fundamento abstracto de toda la ciencia
matematica y de aqui resulta naturalmente que este fundamento
esta en todas las cuestiones particulares y que todas ellas estan
en él, en potencia. Esto equivale a decir que hay un principio
primario que, a medida que se sumerge en capas mas concretas,
se va diferenciando en una diversidad infinita. HEsto estd expre-
sado en las teorias de los espacios abstractos de los cuales citamos
la teoria de estructuras que llega a abarcar en pocos principios
les fundamentos de la teoria de limites, de la teoria de grupos,
probabilidades, algebra, topologia, teoria de cuantas, geomeiria, ete.

Los pitagéricos llegaban més lejos al sostener que esos principios
fundamentales de las matematicas no solo sirven para ésta, sino
también para la musica, la moral y demés conocimientos, por que
consideraban que los principios primitivos, primarios de toda cien-
c¢ia ya dejan de pertenecer a esta ciencia particular para pasar
al dominio de la metafisica. En efecto, a medida que abstraemos
en cada campo particular, matemética, fisica, misica, etc., obser-
vamos que se produce un contacto entre ellos, lo que equivale en
esencia a decir que se van vineculando; vinculo que crece a medida
que aumenta la abstraccién, llegando en el limite a un punto comin
vue es el principio fundamental ya senalado. Este concepto uni-
versal de la Analogia los pitagéricos lo enunciaban en la siguiente
forma: «El Todo estd en todas las cosas y todas las cosas estan
en el Todo; por eso la Naturaleza estd construida segin un tipo
primitivo (arquetipo) qué se encuentra repetido sind.en forma, en
esencia en todas sus partes », principio que ya fué enunciado por
ITerMES hace méas de 5000 afios. KLEIN expresa en lenguaje mo-
derno los mismos conceptos al decir que toda la matemética se
reduce en tltima esencia al estudio de invariantes o de homeo-
morfismos, es decir al estudio de las correspondencias que dejan
invariantes ciertas propiedades. Asi, pues, el proceso analégico
consiste en llevar los conceptos a niveles cada vez mas abstractos,
hasta llegar a uno primario, denominado fundamental, el que ne-
cesariamente nos descubre la relacién existente entre dos cuestiones
v neo-plato-

o

nicos llamaban arquetipo, de modo que todas las cuestiones parti-

aparentemente lejanas. Esto es lo que los pitagéricos
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culares estan formadas en su esencia de acuerdo con un ar-
quetipo.

Como todas las cosas, la Analogia puede ser considerada bajo los
siguientes tres aspectos fundamentales.

a) En su aspecto inferior (como prineipio mévil-materia), la
analogia es una orientacién dentro de nuevos campos. Cuando en-
tramos en un campo nuevo, nos apoyamos en lo que ya nos es
conocido en campos anteriores, y tratamos de buscar si no se puede
encontrar las antiguas propiedades conocidas pero disfrazadas bajo
una forma distinta, propia del campo nuevo. Cuando queremos
desarrollar la teoria de numeros para los enteros generales, busca-
mos la analogia con la teoria de los enteros ordinarios; al desarro-
llar la teoria de las series de DIrRICHLET, nos basamos en la analogia
con la serie potencial; la teoria de las integrales infinitas se desa-
rrolla por analogia con las series; la teoria de funciones enteras
por analogia a la de polinomios; los puntos singulares con las rectas
de JuLia; las ecuaciones diferenciales lineales con las algebraicas.
No seguiremos con ejemplos porque tendriamos que citar la mate-
matica integra y quisiéramos que se nos indicara un campo en que
la investigacion no se haya hecho por analogia con otros ya cono-
cidos, a menos que el autor lo hiciera sin decirlo explicitamente.

b) En su aspecto superior (principio director, espiritu), la
analogia es la finalidad a la cual aspira la ciencia: La Unidad.
Todo desde lo méas infimo a lo méas grande, de lo mas grosero a
lo mas sutil, todo tiende consciente o inconscientemente a la union,
a la unidad. Lia abstraccién, no es acaso sino un proceso de concen-
tracion sobre las propiedades comunes a entes cada vez mas ajenos,
lejanos, diversos; v asi — por medio de este proceso de hallar la
esencia que es comun a todo— establece su unién, su parentezco.
La Ciencia, Arte y Religién, obedecen a esta misma Ley Suprema,
la Unica Real y Eterna. Cuando el cientifico después de haber
hecho el Analisis y pasando por los detalles ha hecho también la
Sintesis, el conjunto de estos Andlisis y Sintesis produce en &l
siempre la misma sensacién: la de Analogia, de Unidad. Se da
cuenta que siempre son los mismos mdviles, los mismos prinecipios,
los que dan belleza, vida y desarrollo a una teoria o un campo
particular; una misma causa (o como dice RicArpo WAGNER leit -
motiv) va sumergiéndose en distintas capas particulares, tomando
formas distintas, mas quedando en esencia siempre la misma. Para
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el caso particular de la matemética esto estd muy bien expresado
por estas palabras de E. H. Moore: « La existencia de analogias
entre los rasgos principales de diversas teorias implica la existencia
de una teoria general de la cual estas teorias particulares no son
mas que ramas y que las unifica en lo que se refiere a su esencia ».
Descubrir la unidad subyacente en manifestaciones aparentemente
diferentes en forma, es descubrir la armonia, la esencia, ¢l invisi-
ble que actia sobre lo visible, es realizar el Ideal maximo: la bus-
queda de la Unidad, de Dios o como quiera llamarselo.
¢) En su tercer aspecto la Analogia es un método, un instru-
mento de enlace (principio motor). Cuando se ha compenetrado,
consciente o inconscientemente de la existencia de la ley de Analo-
gia, se la busca entonces conscientemente y se hace de ella un método
de descubrimiento y de exploraciéon de nuevas regiones. Es este el
aspecto que interesa més al matematico y estd expresado en la
frase bien conocida de POINCARE: «la matemética es el arte de dar
el mismo nombre a cosas distintas. Es necesario entenderse. Hs
conveniente que estas cosas, diféerentes por la materia, sean seme-
jantes en la forma, que ellas puedan, por decir asi, ser ajustadas
a2 un mismo molde. Cuando el lenguaje haya sido bien elegido se
ve que todas las demostraciones hechas para un objeto conocido se
aplican inmediatamente a muchos objetos nuevos, no hay nada que
cambiar, ni siquiera las palabras, porque los nombres son los mis-
mos ». FRECHET comenta asi este pasaje en su libro sobre los
Espacios Abstractos: «Asi naciy por ejemplo el caleulo vectorial.
Después de haber desarrollado de una forma independiente las teo-
rias de fuerzas, de cuplas, de velocidades, de rotaciones, de torbe-
llinos, ete., se ha apercibido que por un cierto ntimero de propo-
siciones, los mismos razonamientos se repiten, pero sobre entidades
diferentes... Reteniendo de estas entidades solamente sus atribu-
tos comunes, se constituye la nocién de vector y la teoria corres-
pondiente. LAPLACE expresa una idea analoga en estos términos:
« La comparacion de los métodos sirve a aclararlos mutuamente,
v lo que ellos tienen en comiin encierra frecuentemente su wverdad
metafisica >. Y nosotros agregaremos que lo méas maravilloso en
los espacios abstractos es el hecho de que exista la unidad entre
los campos mas diferentes posibles en apariencia.
Resumiendo: Cuando el hombre de ciencia después de un pro-
ceso de anélisis y otro de sintesis llega a la conclusién de que la
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construccién del atomo (microcosmo) es la misma que la de un
sistema solar (macrocosmo); cuando del estudio del desarrollo del
embrién se deducen las propiedades en el hombre; cuando el mate-
mético se da cuenta de que una misma teoria matemdatica se mani-
fiesta en la Astronomia, en la Electricidad, en la Mecéanica, en la
Optica, en la Quimica, en la Probabilidad, en la vida diaria y en
muchisimos otros campos aparentemente distintos; cuando el fisico
llega a vislumbrar la profunda unidad existente en la Mee4nica,
BElectricidad, Optica, entonces estamos delante de la Analogia: es
entonces cuando también el alma del imvestigador toma parte en
la investigacién. Entonces es que el cientifico se llena de mayor
admiracién, entusiasmo y veneracién delante de la Maravilla del
Universo y empieza a vislumbrar la Unidad existente en el Uni-
verso, el origen comdm de todas las cosas, la existencia de una
Causa Suprema.

Y es justamente en los jévenes que hay que despertar antes que
todo este entusiasmo, este fuego sagrado, y asi abrirles las puertas
de la Intuicién, del sentido de la belleza, llevarlos a saber expe-
rimentar el éxtasis de la ciencia pura y desinteresada. Son estas
cualidades que contribuyen més a formar pensadores, y verdaderos
investigadores.

E1nL TERNARIO

Como ya dijimos lo que distingue a los antiguos es que les inte-
resaban més que los resultados concretos, el proceso por el cual se
ha llegado a los mismos, es decir el « proceso de creaciéon » en
general y matemético en particular. En esta basqueda ellos llega-
ron a su origen que es comun, en virtud de la ley de analogia, a
todas las creaciones particulares. Este origen del proceso de crea-
cion lo llamaron Ley del Ternario y consiste en lo siguiente:

Al observar los fenémenos de creacién en la naturaleza, vemos
que siempre un principio activo (de proyeccién) fecunda a otro
pasivo (de absorcién), siendo el producto la neutralizacion de am-
bes que participa de las cualidades de los dos. A. la fecundacién
le asociamos la idea de un acto discontinuo, a la germinacién del
proceso continuo de devenir, de crecer. Este proceso natural de
creacién los pitagéricos lo expresaban utilizando los ntimeros, sim-
bolizando con el ntimero 1 el principio activo que también deno-
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minaban genéricamente Voluntad, con el namero 2 el prinecipio
pasivo que denominaban Amor, el fruto de los anteriores con el
ntimero 3 que denominaban Sabiduria. La razén de elegir el ni-
mero 1 para simbolizar el primer principio en lugar de otro cual-
quiera, obedece seguramente al hecho de que éste es el que origina
Ja formacion de los restantes ntmeros y preisamente simboliza la
unidad a la cual ellos aspiraban (*).

De modo que la ley del ternario la expresaban 1, 2, 3 ¢ Volun-
tad-Amor-Sabiduria, y los consideraban como los tres atributos
primitivos (por lo que hemos dicho antes) de la divinidad crea-
dora. En este Ternario primitivo la voluntad y el amor son los
dos polos opuestos: la Voluntad es la representaciéon abstracta de
la fecundacién, del estado potencial, del padre, cuya manifestacién
tiene caracter discontinuo; el Amor es la representacién abstracta
de la germinacion, del ecrécimiento, del estado de devenir, de la
madre, cuya manifestacion tiene cardcter continuo. lLia oposicién
de estos dos polos opuestos produce la Sabiduria o hijo que parti-
cipa de los atributos de ambos. Este es el arquetipo de la creacién
abstracta y, por ley de analogia, toda otra creacién particular se
efectia a imagen de este arquetipo.

(Se observa la influencia de esta antigua ley en el sistema teo-
i6gico de LEIBNIZ quien también considera a Dios en su triple as-
pecto de potencia, ciencia, gracia: ver por ejemplo Les Principes
de la nature et la grace). Las categorias de PrrAcorAs tal como
las expuso ARISTOTELES son también una aplicacién de esta ley del
ternario en el campo de la matemética (¥*).

Por corresponder la discontinuidad a la fecundacién y la continui-
dad a la germinacién los pitagéricos consideraban que las teorias
discretas deben representar al polo activo del proceso matemético
en oposicién a las teorfas continuas que representan el polo pasivo.
En efecto, la historia de la matematica nos comprueba que por la
reunién de estos dos principios y especialmente cuando en el con-

(*) También lo simbolizaban por la terna fundamental de la escala proyectiva
o del acorde musical, por ser ésta la que generaba y determinaba toda la escala;
éste fué posiblemente el origen de la famosa musica de las esferas pitagoéricas en
que se inspiraron muchos pensadores.

(**) Una hermosa y profunda exposicién de las categorias pitagéricas hemos
-ofdo en una conferencia del profesor YASINOVSKI, cuyo resumen puede verse en la
Revista de la Unién Matemética.
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tinuo se presentan discontinuidades, es cuando se alcanza la méxi-
ma belleza mateméatica; la teoria de residuos, la teoria de funciones
elipticas, automorfas, ete., nos dan ejemplo de que si se fusionan
los métodos del disecontinuo y del continuo se obtienen las teorias
més fecundas. Podemos ahora ver también la razén de porqué PI-
TAGORAS y WRONSKI daban al método platénico el papel de activo
y al método inductivo el de pasivo, el de plasmador: el método in-
ductivo o estudio que parte de los campos particulares es un proceso
equivalente al crecimiento o germinacién y como él de ecaricter
continuo, mientras que el método sintético representa el impulso
de la fecundacién e implica la caracteristica del discontinuo o adi-
tividad.

Por doquier vemos la existencia de entes opuestos, de pares de
opuestos. Mas al profundizar nos damos cuenta de que estos pares
de opuestos son en esencia una misma cosa manifestada en aspeec-
tos opuestos para poder asi ser percibida; en efecto, vemos que
siempre dos opuestos tienen entre si otro intermediario, que es la
resultante de ellos. En otras palabras, los opuestos no son mas
que el distinto grado de condensacién de una sola y misma cosa.
Asi el concepto de seguir y preceder no son més que expresién de
una misma cosa que es el orden; solamente que para que este
orden pueda ser concebido por nuestra mente, es necesaria la opo-
sicion de dos polos, es necesario que este mismo orden se presente
en forma dual, y entonces de esta oposicion nace en nosotros la
idea de orden. Asi la idea de mayor-menor, crea en nosotros la
sensacién del niimero que es el intermediario, el resultante de estos
opuestos; es esto justamente la cortadura de DepeErIND. En este
ejemplo vemos que para que una idea abstracta pueda ser conce-
bida ella necesita de una oposicion de dos diferentes grados de
manifestacion de ella misma. Tomemos otro ejemplo: en la geo-
metria tenemos los postulados, que son relaciones o ideas abstrac-
tas, y los elementos (recta, punto, ete.) sobre los que acttan estas
relaciones. Las relaciones y los elementos son los dos polos opues-
tos, son grados distintos de una misma cosa; nos es imposible con-
cebir las relaciones en si sin pensarlas aplicadas a los elementos;
ni los elementos tienen existencia sin pensarlos ya manifestando
aquellas relaciones. Generalizando, podemos dividir las sustancias
en dos tipos: las manifestadas y las inmanifestadas (para nuestro
intelecto). Una sustancia manifestada es una « creacién », y la ley
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del proceso de la creacién, es decir del proceso por ¢l cual la
sustancia se manifiesta, es segtin los pitagoricos la ley del ternario
que hemos formulado mas arriba. En este proceso se encuentran,
se oponen y se neutralizan los dos polos opuestos de la sustancia,
manifestados en forma estatica y dindmica, discontinua y continua,
activo y pasivo, de fecundacién y absorcién: de potencia y energia.
Para formular esta ley abstracta en simbolos suelen utilizarse as-
pectos particulares de ella, como por ejemplo: activo-pasivo-neutro;
espiritu-materia-alma; luz-sombra-penumbra; gaseoso-sélido-liquido;
calor-frio-tibio; atraccién-repulsién-equilibrio; acido-base-sal; positi-
vo-negativo-neutro; exterior-interior-frontera; macho-hembra-hijo;
Padre-Hijo-Espiritu Santo; Horus-Isis-Osiris; Brhama-Shiva-Visnt;
concavo-convexo-recto; continuo-discontinuo-periédico; eliptico-hi-
perbdélico-parabdlico; ete., ete. (*).

Mas cualquiera de estos términos que se utiliza no es mas que
para simbolizar una ley abstracta. Asi también se utiliza el térmi-
no Voluntad-Amor-Sabiduria: con la voluntad se simboliza el as-
pecto positivo, el primer principio de proyeccién (cualquiera que
sea el aspecto de la voluntad, élla siempre manifiesta el caracter
de proyeccién, como lo aclaré SCHOPENHAUER) ; el amor es siempre
de caracter de recepcién, pasivo; y la sabiduria participa de los
dos, es mas suave que la voluntad y mas serena que el amor; tiene
la sabiduria al mismo tiempo el proceso de la comprension, y el
acto volitivo de la sintesis o adquisicién, es discontinuo y continuo,
dindmico y estatico, retme ambos opuestos, los neutraliza. Lo mis-
mo se¢ puede decir Potencia-Ciencia-Gracia; la potencia representa
el primer principio (positivo), la gracia el segundo (negativo-feme-
nino) y la ciencia es el intermedio, participa de las-cualidades de
ambos. Observemos que el orden en que se enuncian estos térmi-
nos no tiene importancia; da lo mismo decir luz-sombra-penumbra
o decir luz-penumbra-sombra; es cuestion de escritura, lo impor-
tante es la caracteristica que expresa cada palabra y su mutua
entre-relacion.

(*) La teorfa de estructuras, por ejemplo, nos muestra cémo en el fundamento
. de la mayorfa de las teorfas matemdticas se encuentra los pares de opuestos que
dan por resultado un ente, o sea que el ternario es la base de casi toda la matemé-
tica. Uno de los autores de este artfculo hizo conscientemente aplicaciéon de esta
ley pitagérica introduciendo el método de «anagenos » que también fué hecho
independientemente por STONE y Mac LANE partiendo de consideraciones ma-
temdticas y no filoséficas.



También en la historia de la matemética observamos primero, en
la antigiiedad, la manifestacién del primer principio: la mate-
mética griega estudia lo estético, lo discontinuo, lo correspondiente
al espiritu; més tarde vemos predominar el proceso, lo continuo,
lo concerniente a la materia; finalmente viene la época de fusion,
la resultante de aquellas dos en que se combinan ambas. Asi en
el nimero transfinito de CANTOR vemos la tendencia de la reunién
de los dos conceptos, de lo finito con lo infinito, mejor dicho de
lo estatico con lo cambiante del discontinuo con el continuo.

Cuando en los ntmeros de l-era especie pasamos de uno a otro
por medio de la agregacion de la unidad, estamos en el prineipio
de fecundacioén, por actos aislados, en el impulso a la generacion.
Cuando después de infinitos actos se genera el proceso del infinito
pasando al ntimero de 2-da eéspecie, estamos entonces en el principio
de germinacion, de lo dindmico. El resultado de estos dos polos,
es la uniéon del concepto de finito con el de infinito, que es el
transfinito.

Cuando estudiamos las funciones continuas, las propiedades que
més nos ocupan es que ellas aleanzan un maximo o minimo, en
general las propiedades extremales. Y si profundizamos veremos
que la propiedad de miximo es una manifestacién de lo disconti-
nuo dentro de un proceso; hasta intuitivamente nos imaginamos los
maximos y minimos como irregularidades en un terreno llano. Tam-
bién el maximo o minimo estd intimamente ligado al ciclo, periodo,
y seglin el pitagorismo el ciclo o el periodo es la resultante de lo
discontinuo y lo continuo, puesto que los pitagéricos afirman que
toda la ciencia descansa en este ternario: Discontinuo-Continuo-
Periodo.

Estas consideraciones llevan a la teoria pitagérica de Involueion-
Evolucién-Descanso, pero no podemos entrar aqui en estos detalles.
En Wronskr pueden verse indicaciones al respecto y la aplicacién

a los ntimeros  y e.

EL CUATERNARIO Y LA TEORfA ALGORITMICA DE WRONSKI

Tl ternario representa la esencia del arquetipo primario en si;
mas por la ley de analogia hemos visto que dicho prineipio debe
originar las expresiones mis concretas y por lo tanto debe poseer
un atributo que le permita tal descenso. Los pitagéricos expresa-



ban metafisicamente esta propiedad en la siguiente forma: los tres
atributos de la divinidad en si son Voluntad-Amor-Sabiduria; pero,
para poder pasar a su primeéra creacién, necesita este ternario de
un nuevo atributo primitivo que es la Accién. He aqui otra de-
ducecién metafisica del cuaternario debida a Wronskr: La Volun-
tad y la Sabiduria producen la Justicia, la Sabiduria y el Amor
producen el Sacrificio; pero estos dos atributos, Justicia y Sacri-
ficio ya no son primitivos sino derivados. Vemos pues que la
Sabiduria es comun a los dos atributos derivados y establece entre
ellos una ligazén, de donde resulta la necesidad de un atributo
primitivo que establezea la transicién entre el Sacrificio y la Jus-
ticia y reciprocamente. Este atributo es evidentemente la Aeccién,
que es la tramsicion entre Justicia y Sacrificio, formandose asi el
cuaternario metafisico primtivo: Voluntad-Amor-Sabiduria-Accién.

Por eso los pitagéricos consideraban que el 4 tiene el caracter
de transiciéon o impulso hacia’el movimiento, en la generaciéon de la
escala de las creaciones sucesivas. Con este proceso pudieron des-
cubrir el principio de la cuaterna arménica geométrica y musical.
En efecto, para la generacion de una escala, se parte de una terna
primaria o fundamental que necesita del cuarto armdénico conju-
egado para formar la cuaterna armodnica, que a su vez permite una
nueva terna y un nuevo grupo armoénico, continuando asi en los dos
infinitos. Metafisicamente, por analogia, estas ternas sucesivas ven-
drian a ser las creaciones més concretas antes mencionadas de las
cuales daremos un ejemplo: Asi en el hombre vemos el ternario
cabeza-vientre-pecho, correspondiendo la cabeza al érgano director,
simbolizado por 1, el vientre el érgano plasmador 2, y el pecho
vincula las funciones de ambos y se simboliza por el 3. El ntimero
4 determinado por la terna que representa la realizacion de este
ternario, es el hombre mismo, nueva unidad en un orden mas
elevado; de la misma manera el hombre, la mujer y el hijo repre-
sentan el nuevo ternario en él plano del cual el cuaternario seria
la familia, nueva unidad en un orden més abstracto aln, cuya
oposicién a otra familia da origen a las tribus, ete. Vemos pues,
que la generacién de la escala: célula-6rgano-aparato-hombre-fa-
milia-tribu-nacién, ete., se produce siempre por la ley del ternario
combinado con el cuaternario, anélogamente a como se genera la

escala proyectiva.
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Ya hemos expuesto los principios fundamentales de toda creacién
en general, segtin la concepcién pitagérica. Veremos ahora como
WroNsKI haciendo uso de la analogia, los transporta al campo par-
ticular de la matematica, investigando su proceso de creacién.

Si consideramos el intelecto humano encontramos en su consti-
tucién la imagen del arquetipo metafisico de los pitagoricos. El
Entendimeento corresponde a la Voluntad, tiene como él, el carac-
{er de fecundacién, de agregacién; en el entendimiento est4d impli-
cito el discontinuo, puesto que es una adquisicion completa o un
estado potencial. Lia Razdén corresponde al Amor, es un proceso
de continuo devenir, de crecimiento. El entendimiento fecunda la
razén y, por un proceso continuo, resulta el Juicio como producto,
nacimiento, y que corresponde a la Sabiduria del arquetipo. Estos
son los atributos primitivos del intelecto, pero para concretar el
pensamiento este ternario primitivo necesita de un otro atributo
primitivo que es la Idea, formando asi el cuaternario primitivo
del intelecto: Entendimiento-Razén-Juicio-Idea. Asi como la com-
binacion de la Voluntad y la Sabiduria da Justicia y la de Amor
v Sabiduria da Sacrificio, asi las combinaciones del Entendimiento -
v la Razén con el Juicio producen la Sintesis y el Andlisis, siendo
la Idea la que establece la transicion entre estos dos atributos de-
rivados. Veamos cémo estableciendo las correspondencias matema-
ticas de estos principios, WroNskKI llega a una concepciéon de los
fundamentos de la matemética, muy distinta de la que corriente-
nente se usa. Dice WRONSKI:

« Dog algoritmos elementales, primitivos y eséncialmente opues-
tos, a saber, la sumacién y la graduacion, se presentan en la pri-
mera de las dos partes de la teoria algoritmica. El primer algorit-
mo tiene dos ramas particulares, una progresiva y otra regresiva
(adicion v sustraccion) ; el segundo igualmente dos ramas, una
progresiva y otra regresiva (potencias y raices). Son, por asi decir,
los polos intelectuales del saber humano en sus aplicaciones a las
cantidades algoritmicas. En la sumacién las partes de la can-
tidad son discontinuas y extensivas, tienen propiamente el caracter
de agregacion (per juzta positionem). En la graduacion por el con-
trario son continuas y son en ecierto modo intensivas. Kllas tienen
de esta manera, el aspecto del cardcter del crecimiento (per intus
susceptionem). Estas dos funciones algoritmicas de nuestro saber
que tienen cada una sus leyes particulares son enteramente he-



terogéneas y es imposible deducir la una de la otra. He aqui su
deduccién metafisica, o al menos su principio trascendental: la
primera, la funcion intelectual de la sumacién estd fundada sobre
las leyes comstitutivas del entendimiento extrictamente dicho; la
segunda, la funcién intelectual de la graduacién estd fundada sobre
las leves reguladoras de la razénm. La neutralizacién de estas dos
funciones intelectuales y por tanto de los dos algoritmos elemen-
tales que le corresponden, produce una funcién intermedia a la
que corresponde un algoritmo intermedio que tiene de la suma-
cién y graduacién: nosotros llamaremos a este algoritmo reprodac-
cién; sus ramas son multiplicacién y division. Este tercer algo-
ritmo elemental que considerado bajo el punto de vista metafisico,
se relaciona esencialmente a la facultad del Juicio, debe todavia a
causa de su origen, ser considerado como algoritmo primitivo. Com-
binacién de sumaciéon y graduacién, se encuentra ya en el origen
de la reproducicon; de modo que quedan las combinaciones de
reproduccién con sumacién y graduacién. Reproduccién y suma-
cion dan el algoritmo necesario que forma la nwmeracién. Repro-
duccién y graduacion dan el algoritmo necesario que forma las
facultades. Los esquemas de estos algoritmos derivados son:

Aggo(@) +A1oi(@) + ... ; ool@). () ...

Ay, Ay, cantidades independientes de z y @;(z) funciones cua-
lesquiera de z ligadas entre ellas por una ley. Se encuentra en
la naturaleza de la numeracién y de las facultades el principio de
una consecuencia ulterior e igualmente necesaria. Este principio
consiste en el hecho que la reproducciéon que es comin a los dos
algoritmos derivados establece entre ellos una ligazén, una especie -
de unidad; de donde resulta como conclusiéon necesaria, la propo-
sicién, al menos problemitica, de la transicién de la teoria de la
numeracién a aquélla de las facultades y reciprocamente. Los
esquemas de estas dos cuestiones necesarias, que deben definitiva-
mente terminar el sistema de todos los algoritmos elementales po-

sibles para el hombre, son:

1° Transicién de numeracién a las facultades:

o(x1) + <P(372) + ... = Q)(xlxz...).
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2?) Transicion de las facultades a la numeracion:

9(@1). 9(x2).9(®@s) ... = (@ + 22+ ...),

x; , cantidades variables cualesquiera.
Es claro que es el exponente de una cantidad dada que forma
con este exponente la variable, es decir a*@ = x . En efecto

1% ... = a?@ qe@@d = el tel)+...
y por tanto

<P($1) AF <P($2) o e q)($1x2...).

Falta determinar la naturaleza de ¢ y saber si es funcién deri-
vada elemental o simplemente combinacién de otras funciones ele-
mentales. De la anterior, tomando la raiz m-ma,

(ol - %
Pero

(51 L lFr e e

1 2
y por tanto
1 m
2w —1 =22 g
Cuando m — « se obtiene,
A
3l

o(@) =

; (o

Tal es la naturaleza de la funcién. Esta expresion es evidente-
mente la de la generacién tedrica primitiva de esta funcion: esta
es la Idea o la concepeién primera propuesta por la razon al
entendimiento para ser realizada en el dominio de la experiencia.
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Esta es entonces la funcién primitiva formando lo que se llama
logaritmo » (*).

Vemos pues claramente la aplicacién del ternario y cuaternario
pitagérico en la filosofia de WRONSKI. Asi como en la filosofia
pitagérica la generacion de la escala de creaciones sucesivas se
realiza por medio del cuaternario, también WroNSKI llega a con-
cebir la generacién de los nameros naturales por medio del loga-
ritmo y de los tres algoritmos primitivos. Esta idea domina toda
la teoria algoritmica de WRONSKI y es también la base de su re-
forma del saber humano. Vemos cuan distinta es la concepcién de
WronNsK1 de las operaciones fundamentales de la Aritmética de las
que se usan generalmente; més atn, los principios o relaciones son

(*) En las lineas precedentes estd evidentemente vislumbrada una posible
intuicién trascendente de la nocién del logaritmo. Personalmente nos parece crei-
ble que nunca esta intuicién hubiera surgido en quien no hubiera conocido de
antemano los logaritmos y mucho més; pero estimamos conveniente aclarar un
poco para el lector los pasajes de forma algorftmica. Proponiéndose el autor re-
solver la ecuacién funcional a®® = z, la transforma primero en

S Sy PO Y

y aplica al Gltimo miembro el desarrollo de NEWTON; puesto que no se sabe to-
davia qué es el exponente ¢(z) (y nosotros sabemos que es irracional), esta apli-

cacién del desarrollo de NEwToN depende en rigor de teoremas bastante elevados
m

del cédlculo infinitesimal, y sélo estd justificada por valores pequenos de \/F —1;
esta condicién se realiza en efecto si m es bastante grande. Después de haber res-

tado 1 a los dos miembrcs, el autor desprecia en el segundo los términos siguientes
/ m

al primero; todavia esto estd permitido para valores pequefios de VT{—« 1, des-
pués de un anglisis conveniente. Pasando luego al lfmite por m —> o, el autor
encuentra la relacién \

L

z® —1
e e

]

en la cual el segundo miembro tiene forma indeterminada, pero que, teniendo en
cuenta lo expuesto, si admitemos conocer la funcién buscada ¢(z), que en efecto
es un logaritmo, podria servir para encontrar lo que no hace mucho se llamaba
todavia el wvalor de esa expresién indeterminada. Efectivamente, si ponemos
por comodidad, 1:m = &, tenemcs, por la regla de pE L’HoOSPITAL,

2t —1 . aflogz log z

lim =

m = = logg 2.
t>0a°—1 g0 adfloga loga %

(Nota de B. L.),
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para él previas a los nimeros mismos a los cuales se aplican, pues
estos quedan generados mas tarde por medio del ternario y cua-
ternario. Observemos que efectivamente la sumacién @+ z tiene
el mismo caracter descripto de discontinuidad y fecundacién, como
st arquetipo el Entendimiento. La funciéon e se corresponde por
su caracter de crecimiento a la Razén y Amor; se sabe que gene-
ralmente las funciones de crecimiento se representan por medio
de exponenciales; la razén matematica profunda de ello es que e”
es la Gnica funecién que coincide con su derivada, o sea que la causa
que impulsa es igual a la naturaleza de lo impulsado.

Para finalizar, aclaremos la concepcion de WRONSKI de la suma-
cion y graduaecién como los polos opuestos del algoritmo matemé-
tico, citando estas palabras del famoso mateméatico ruso A. KHINT-
CcHINE referente a las dificultades que presenta el teorema KFERr-
MAT (*): « ;A qué se debe que reflexionando sobre el teorema de
FERMAT nos vemos en medio de las relaciones més agudas y esen-
ciales que conoce la mateméatica? La historia de la aritmética ha
puesto en evidencia que cuando queremos ligar las operaciones de
potencias con las de suma nos encontramos delante de tales difi-
cultades que la razon se siente delante de problemas irresolubles.
A menudo es necesario para la demostracion apelar al anilisis
que es una rama hondamente lejana a la aritmética para poder
unir conceptos que se originaron en un mundo comiin del nimero
natural y que sin embargo no quieren reconocer ningtin parentesco,
no quieren saber nada el uno del otro. Sin detenernos en ejemplos
basta recordar el problema de WARING cuya solucién aritmética
no tenemos todavia; y el binomio de NEWTON ;no es acaso la pri-
mera tentativa de ligar estas dos operaciones? su importancia es
bien conocida y tal vez no aprovechada del todo atin. Y el teore-
ma de FrrMAT es justamente el problema mas natural surgido de
la combinacién de aquellas dos operaciones ».

Vemos pues cuan hondo es el sentido de las concepciones de
‘WronskI. Bajo las mismas ideas directivas WronNswr desarrolla
su teoria hasta abarcar la sistematizacién de los conocimientos més
importantes de su época.

Pepro Capernt y MiscHA COTLAR.

(*) A. KintcHINE, El teorema de Fermat, U. N. T. 1., 1934 (en ruso). °
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FLORES Y HOJAS

RESPUESTAS

Por no haber llegado respuestas de lectores externos al Insti-
tuto, damos las soluciones siguientes:

IV. —Donde estd equivocado el razonamiento siguiente:

Se sabe que para cada punto de una cuddrica pasan dos generatrices (reales
o imaginarias); consideremos una cuddrica de revolucién y uno de sus puntos
sobre el eje de rotaci6n; consideremos también por este punto una de las gene-
ratrices. Haciendo girar la figura alrededor del eje, la cuddrica gira sobre sf misma
y la generatriz considerada recorre un cono, o, por lo menos, un plano. Se con-
cluye que de cada cuddrica de rotacién son partes conos o planos.

SoLuciéN. — Si la cuddrica es un cono de revolucién no hay
cuesti6on. En cualquier otro caso, el plano tangente a la cuddrica en
un punto de interseccién con su eje de rotacién se superpone sobre
sf mismo al girar la cuddrica; es decir, la Gnica posibilidad es que las
generatrices consideradas describieran este plano tangente. Ade-
mas, las generatrices contenidas en el plano tangente en un punto
de interseccion de la cuddrica con su eje de rotaciéon son las rectas
isotropas del mismo plano. Ahora bien, se sabe que las rectas iso-
tropas pueden definirse precisamente como las rectas dobles de una
rotacién alrededor de un punto, y por consiguiente, al hacer girar
la figura tal como se dice en el enunciado, estas generatrices perma-
necen invariables. En otras palabras, basta recordar que las rectas
isotropas por un punto son las que unen este punto con los puntos
ciclicos, intersecciones fijas de todos los ecirculos del plano con la
recta del infinito. Al girar el plano sobre si mismo, estos puntos
quedan fijos y por tantq también las mencionadas rectas isotropas.
Mi4s generalmente, al considerar la rotacién como una homografia,
se sabe que debe tener (salvo casos de multiplicidad o de degene-
racién) 4 puntos unidos y 4 planos unidos; en el caso presente,
frente a una recta de puntos unidos (el eje) hay otra recta unida,
no de puntos unidos, al infinito, normal al eje y por consiguiente,
frente a un haz de planos unidos (perpendiculares al eje) un par
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de planos unidos (los planos ciclicos por el eje), tangentes al circulo
absoluto.

Analiticamente la mencionada invariancia de las rectas isotropas
por rotaciones alrededor del origen, resulta observando que cual-
quier recta y = Az, por el giro de un 4ngulo ¢ tal que tan ¢ = m se

A+ m
transforma en y = ey Si la recta es isotropa, o sea es
J ¢ m =4 : \ !
= 41, se tlene—lq:—.m = =+ ¢, es decir, la recta permanece in-
7

movil,

L. S:

VI. — Se pide la correccién del cdleulo siguiente: Siendo 7, p ndimeros enteros
primos entre sf, m impar < 2p se considera la integral

teaPolds
I= —
/_m 1 4 z2P

Las rafces del denominador son, como se sabe,

; kxi
xk=exp(ﬂ—+ - ) k=012 ...,2p—1)
2p P
y por tanto, descomponiendo la diferencial en fracciones simples se tiene
1 G e 2k +1) (m — 2p) =z dz
e Z éx ( BRLA( ) : [
2p ) 2p @2k41) =
T—exp —————
2p
2k +1) w2
: Eloxp st
—1 Q2k+1)m=r . 2p
= ———Z exp ——————— lim log ; [2]
2P 2p e 2k +1) =2
BN D e
2p
ek AR kmme
= e2p exp =
2p T
1 2k +1)m
e e
2k + 1) mwi £ 2p
Z lim log : [3]
E5w® 1 (2 k + 1) e
'3 1+—exp———
£ 2p

En la segunda suma los limites son evidentemente 0; queda, pues, sé6lo la pri-
mera suma, que puede escribirse todavia
m=wt \2p

—'l:i mxi 227 1( "”"') — T _"ﬂ"i
2p
mt’l
2p Ym0 .

1—e »
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Pero
mxi

_)21’ ?
e » =g mEL_

por lo tanto el resultado final es 0. Sin embargo no hay duda de que la int,e\gral
tiene valor finito % 0, puesto que la funcién por integrar es siempre finita > 0
para todos los valores reales de z y ademss en el infinito es infinitésima de orden
<2 (por ser m <2p —1).

SoLuciéN. — Como se indica al final del enunciado, la integral
que se quiere calcular es convergente; por lo tanto puede interpre-
tarse como el limite, cuando & tiende a infinito, de la integral entre
— & y & La expresion [1] puede, pues, considerarse correcta, a

o e dz - § dz
condicién de poner e e 110 s AN O OBIRET AL
—wx_xlc ol — T T
dz
en cambio si se tomase lim —T cuando & y & tienden in-
— T

dependientemente hacia «, porque este tltimo limite no existe.

La expresién [2] también és aceptable, a condici6on de atribuir
al logaritmo un valor conveniente. En efecto, dicha expresion estd
basada en la férmula

T
J P re I

.’I)——-xk

donde es log (x — ;) = log | — =z, | + 7 arg (z — =,); este argu-
mento, como se sabe, es indeterminado, pues admite un término
aditivo, multiplo entero de 2 =; ahora bien, efectuando la integra-
ci6n en el intervalo — & 4+ £ la eleccién de ese miiltiplo no pue-
de hacerse arbitrariamente; poniendo en efecto z, = « -+ 78, te-

nemos
/ dz _/' dz = [(x—a) +23]d

T—x, T—a—if o
z
(r—a)dz ! d'(_i—
/(x_a)z_i_@z 53 (Z——a 2+1
¢
=%log [(x—a)2+(52]+z'arctg x;a ;

esta féormula puede bien resumirse en la anterior

d
: f——L= logl z—z, | +1arg (x—zx),

r— X
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pero se ve en ella que, para grandes valores absolutos de z,(z —a) /B,
y luego el correspondiente arctg tienen el mismo signo de z o el
signo opuesto segiin sea f§ positivo o negativo; con otras palabras el

= =Wy 5 2 . o
lim log —— debe tomarse igual a =7 o a — =1, seglin que

el punto x; esté por arriba o por debajo del eje real, es decir seglin
sea k<p o k= np.
" Para obtener [3]1 se ha puesto

fes 5

log—E——xk— = log (— 1) + log— ;
=% Ty,
1+_5_

y sc ha pasado al limite. Pero las determinaciones de log (— 1) y
log 1 que se adopten no pueden ser independientes, ya que la suma
debe ser =+ w7 segin el caso. En esto radica precisamente el error
cometido, pues se toma, para todo k, log(— 1) = 72 y log1l = 0.

Dicho error puede subsanarse de distintas maneras. Por ejemplo,
puede ponerse log 1 =0y log (— 1) = &+ w7, seglin sea k < p o

Tt
k = p; entonces en [3] habri que reemplazar Z exp_ﬂ;m 5

l Ekmms 2231 kmmni
Y exp — Y exp -
k=0 p k=p
Bl kmzi 4
= (1 — exp mwi) Z exp = -
g P mme
l==texD
de donde
™ m
I = —:sen —
P 2p

Al mismo resultado se llega tomando en [3] log (—1) ==z y
log 1 =00 —2x% seglin sea k < p o k= p. Pero lo més breve es
—
prescindir de [3] y reemplazar directamente en [2] lim log : kx

: rSatr

por los valores calculados més arriba.
R L.
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SOLUCION A LA CUESTION N° 3

No habiéndose recibido contestacién a la cuestién N° 3, damos
a continuacién una explicacién en forma resumida de la misma.

En dicha cuestién se proponia hacer un estudio comparativo de
los hechos siguientes: Si un punto cae a lo largo de un arco de cir-
cunferencia en plano vertical, ¢l tiempo de caida en arcos de pequeia
amplitud es independiente de la misma (es decir de la altura del
punto de partida); si el mismo punto cae a lo largo de la cuerda que
uoe el punto de partida con el punto més hajo de la circunferencia,
todavia el tiempo de caida no depende de la posicién del punto
de partida sobre la circunferencia; estos dos tiempos no son iguales
a pesar que, cuando la amplitud del arco considerado tiende a 0,
la cuerda y el arco tienden a coincidir.

La primera idea que se presenta es la de comparar esta obser-
vacion con la otra bien conocida de que un arco puede compo-
nerse de puntos tan préximos como sz quiera a los de un segmento
y tener longitud en tanto como se quiera mayor que la del seg-
mento; pero aqui hay que notar también que la tangente al arco
en un punto cualquiera resulta tan préxima como se quiera a la
cuerda considerada y en general tienden a igualarse todos los nu-
meros que dependen de infinitésimos del primer orden, en particu-
lar también las velocidades.

La diferencia de los tiempos de los dos recorridos depende luego
esencialmente de los infinitésimos de orden superior, lo que resulta-
natural cuando se piensa que al tender el arco a cero tiende a 0
la velocidad y también la aceleracion.

Si se llama « a la amplitud del arco, la aceleracién segin la cuerda
es constante ¢ igual a gsen %, mientras la aceleracién segin el
arco varia entre gsen « y 0. Las velocidades finales serdn iguales
por ser la fuerza conservativa y precisamente iguales a

(04 (04 o — 5
2gsen3.2rsen?=2sen?\/gr; [1]
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pero al comicnzo del movimiento las aceleraciones a lo largo del
o

arco v a lo largo de la cuerda tienen por razén sen « tsen 7, es

decir, para pequefos valores de @, aproximadamenue ;—; se sigue
que después de un primer intervalo elemental de tiempo la veloci-
dad a lo largo del arco serid aproximadamente el doble que a lo
largo de la cuerda. Teniendo en cuenta que sélo al término de la
caida las dos velocidades tienden a igualarse, se infiere que la ve-
locidad a lo largo del arco serid siempre mayor que a lo largo de
la cuerda y se hace intuitivo que, a pesar de la mayor longitud
del arco (pero diferente sélo por infinitésimos de segundo orden),
deba éste ser recorrido en tiempo menor.

En efecto, por la [1], el tiempo de caida a lo largo de la cuer-

da es
o
2 sen — 4/ g7
2 r
o
g sen 5

1 Lo
el tiempo de cafda segin el arco es A de una completa oscilacion

del péndulo de longitud 7, es decir

'71:‘/7
2V g

v la razén entre los dos tiempos es 4 : 7w > 1.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

SOLUCIONES

No 16. — Sean dos puntos 4 y B sobre una recta, y C, D, otros dos puntos de
la misma interiores al segmento A B. Entre todas las proyectividades que sobre
la recta dada tienen A y B como puntos unidos y transforman al segmento A B
en si mismo. § Cudl serd la que transformard el segmento C' D en uno de longitud
méxima y cudl es el valor de esta méxima longitud ?

SoLucION. — Vamos a resolver el problema analiticamente. To-
memos un sistema de abscisas cuyo origen sea el punto medio del
segmento AB y sea AB = 2 4. La abscisa de 4 serd —a y la de
B sera a. Sean ¢, d las abscisas de C, D respectivamente. Llamemos p
a la razén doble

c+a .d+a

P

¢ = (ABCD) = (—a,a,c,d) = . [1]

Si €7, D’ son los puntos homoélogos de C, D en cualquier pro-
yectividad que tenga A y B como puntos unidos, como las razones
dobles se conservan, serd también ¢ = (A B C’ D'). Suponiendo tni-
camente las proyectividades que transforman el interior de AB
en si mismo, si los 4 puntos dados estdn en el orden A, C, D, B,
los transformados estardn en el orden anilogo A, C’, D', B. Por lo
tanto, si z es la abscisa de €’ y llamamos A a la longitud del segmen-
to transformado C’D’, la abscisa de D’ serd x4+ A\. Tendremos, pues;

z+a _x+l+a
t—a TFr—a 2

o= (4 B0 DS

De aqui
(1= o) (a*~—=u8)

8 l—oz+0+oae

(2]

Esta expresién nos da la longitud del segmento transforma-
do en funcién del valor ¢ de la razén doble (ABCD) y del para-
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metro z (abscisa de C’) que caracteriza la proyectividad parti-
cular.

Observemos que para x-> =+ a, » > 0, es decir, existen proyec-
tividades con las condiciones del enunciado que transforman cual-
quier segmento CD en otro de longitud tan pequefia como se quiera.

Para hallar el valor de z para el cual A es miximo, escribiremos
que la derivada de [2] es nula. Se obtiene la ecuacién de segundo
grado

(l—p) 2+ .2a +p)z+ (1—p)a =
la cual nos da

—1— 247
L —p 3

x =a

De estas rafces la correspondiente al signo — no es aceptable
puesto que la condicién del problema de que C’ esté dentro del
segmento A B exige que | ¢ | < a. Observemos ademds que de [1],
dado el orden A, C, D, B de los puntos, se deduce 0 <p <1 y
por tanto la raiz correspondiente al signo + es efectivamente menor
que a puesto que 24 p—1—p < 1—p. Por tanto, la abscisa
x del punto €’ homélogo del C en la proyeccividad que transforma
el segmento C' D en uno de longitud méxima es

: 2ve— 1+ 9
L= :

2 P

(3]

Que este valor corresponde efectivamente a un m4ximo se com-
prende, bien observando la forma de [2] cuyo grafico aproximado
para valores de x comprendidos entre —a y + a es facil de di-
bujar, bien teniendo en cuenta que un minimo no puede sor, puesto
que hemos dicho que el minimo era cero y correspondia a © = &+ a
y que un miximo debe existir por ser A () acotada entre —a 'y + a.

Con esto queda resuelta la primera parte del problema, puesto
que dado por [3] el homélogo del punto C la proyectividad esté
perfectamente determinada.

Para hallar ahora el valor de esta méixima longitud, bastari sus-
tituir el valor anterior de = en [2]. Resulta

B 240
d=—=lo

=2a
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Siendo A + z la abscisa del punto D’ homblogo del D, sustitu-
yendo los valores anteriores se obtiene

)\méx+z=a(1+9) 2+

Ji=<p
que vemos que es precisamente igual a — x. Podemos, por tanto,
enunciar: enire las proyectividades consideradas en el enunciado del
problema, la que transforma el segmento C D en uno de longitud md-
xima es aquella que lo transforma en un segmento C' D' cuyo punto
medio cotneide con el punto medio del segmento A B.

En consecuencia, si el segmento dado C D tiene el mismo punto
medio que el segmento A B, su longitud no puede aumentar por
ninguna proyectividad que tenga A, B como puntos unidos y trans-
forme el interior de' A B en si mismo.

Se puede dar una construccién geométrica de la proyectividad
que transforma C D en un ségmento simétrico respecto el punto
medio de A B. Es la siguiente:

Construceién: Sobre la cuerda A B se describe una circunferencia
(no es necesario que lo contenga como didmetro como ocurre en

la figura). Respecto del punto medio O de A B se sefiala § simétrico
de C. Desde un punto P de la circunferencia se proyectan D y 3
en Dy, 3. Se trazan las tangentes desde X a la circunferencia; de
los puntos de contacto, uno se proyecta desde P en un punto in-
terno del segmento A B (el otro se proyecta en un punto externo
y no sirve). Proyectando dicho punto desde P sobre A B se obtiene

el punto D’. Entonces C’ es naturalmente el simétrico de D’ res-
pecto de O.
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Demostracion: Debe ser A BCC' x ABDD' y también
ABCC K BA 3D’ (por simetria respecto O); luego A BD D' &
A B A 3D’ es decir, D’ es punto doble en la involucién que tiene
por conjugados A, B y D, 3. La construccién anterior da este punto
doble.

N© 23. — Se da vulgarmente el nombre de niimeros « capicta » a aquellos que
pueden leerse indistintamente en los dos sentidos. Los llamaremos niéimeros si-
métricos. Un ndmero cualquiera se puede siempre expresar de varias maneras
como suma de ndmeros simétricos. Se pide una férmula que exprese un nimero
minimo de sumandos simétricos necesarios para formar cualquier ndmero de n
cifras.

SovLuciON. — Para dar una regla de efectuar esta operacién y
contar el nimero de veces que serd necesario repetirla haremos la
observacién siguiente: siendo dado un nimero a; as ... a, (del cual
ay, Qs . .., a, representan las cifras sucesivas y se supone a: + 0),

partiendo de su punto medio — que serd una cifra si n es impar o

entre dos cifras si n es par, segln los esquemas:
v\

= 21k a;...ak_zak_1|[akak+l...agk

n=2k—1 01 oo gy | O [ Oy ye e s By

— extraigamos los sucesivos nimeros formados por los grupos de
cifras en posicién simétrica, es decir:

(n = 2k) ak_l ak 5 ak____z ak__l ak ak-l-l y 6o oe

n=2k—1) a, RS T N TN e :

si no es que el nimero dado sea sin mds simétrico, habri en esta
sucesién un primero que no es simétrico. Formemos el miximo nu-
mero simétrico menor que él; este ntimero se obtiene evidente-
mente con sustituir la primera cifra a la dltima si ésta es mayor;
si al contrario esta dltima cifra es menor, la primera serd necesaria-
mente =+ U; entonces se considerarid el nimero formado por esta
cifra y las siguientes hasta la mediana (respectivamente a;_; o a;)
y se disminuird este ndmero en una unidad, completdndolo luego
al nimero de cifras primitivo repitiendo oportunamence las cifras
obtenidas en orden invertido (ver ejemplo a continuacién). Se
completaréd finalmente e! nimero en n cifras con anteponerle las
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cifras iniciales del ndmero dado que todavia no se habfan consi-
derado y posponerle las mismas cifras en orden inverso.

Ejemplos: 1° si el nimero dado es 35462000021829, los grupos de
cifras centrales hasta el primero no simétrico serdn 00, 0000, 200002,
62000021 ; el ntimero formado con la primera mitad de las cifras
6200 disminuido de 1 resulta 6199; lo completaremos en 61999916
y finalmente en 35461999916453.

2° Con el nimero 25603134671 tendremos los grupos centrales
1,313,03134; este Gltimo se hace simétrico en 03130 y finalmente
en 25603130652.

Restando el nimero obtenido del nimero dado se reducen a 0
evidentemente todas las cifras que preceden la mediana, salvo even-
tualmente la Gltima, es decir la a;_; o la a; segin sea n par o impar;
y en el caso que ésta no haya desaparecido, s6lo habrid dejado el
residuo 1.

n
En todo caso el nimero de.las cifras del resto serd < =% 41
Repitiendo la misma operaciéon sobre este resto se obtendrs

1=/ n
un nuevo resto cuyo ntimero de cifras serd < —2-(? + 1) +1 =

n il
7 ap b +§ . Prosiguiendo del mismo modo, resulta claro que

después de un nidmero de operaciones expresable por

logn]
= [logs L
s ] = o m

se habrid obtenido un nimero cuyo ntimero de cifras es
n 1 1
S|gfegar +1+5 +... + 2uog2n1~1]
n ,
< Siomar T 2. : [a]

Si indicamos por

m logs n = logs n — [logs n]

" . !
(*) Representamos por [n] la « parte entera del ndmero n » 0 <« méximo entero
=< n »; se representa a menudo también por En.
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la mantisa (parte fraccionaria) de log:n

n

1
gllog, nl = Z_m G

y, por cuanto el ntimero de cifras del cual hablamos es necesaria-
mente entero, concluimos que este nimero serd < 2 + 2 y por
tanto

=3

Si a un ndmero de 3 o de 2 cifras aplicamos todavia la opera-
ci6n indicada, obtenemos como resto un nidmero de una sola cifra
0 bien un ndmero de dos cifras de las cuales la primera es 1. Este
dltimo nimero, se ve directamente que es siempre la suma de dos
de una cifra o de 11 mas un ndmero de una cifra; en todos los casos,
cualquier niimero con 3 o menos cifras es la suma de 3 o menos
términos simétricos. Concluimos que un ndmero de 7 cifras se expre-
sa siempre como suma de ndmeros simétricos, siendo el nimero de
los términos

< [logs n] + 3. [1]

Este nimero se puede mejorar con la observacién siguiente: si
n no cs potencia entera de 2, [logsn] = [logs (n — 1)]; pero si n es
potencia entera de 2 la expresién [a] se reduce precisamente a
1 + 2 = 3 y se concluye por lo tanto que el dltimo resto que que-
dard por analizar tiene al maximo 2 cifras y, en el caso de alcanzar
este maximo, la primera cifra serd 1 y este resto sc compone de
s6lo 2 sumandos. Podemos luego sustituir a la féormula [1] la otra

log 8 (n —1)
< flogs (n — 1)1 + 3 = [ B ). (2]

Noétese que esta féormula expresa sélo una acotacién, obtenida
suponiendo que la descomposicién se haga con cierto método;
para n = 2 y n = 3 se dan facilmente ejemplos en los cuales la
formula da efectivamente el minimo numero de sumandos; pero
para n cualquiera, queda abierto el problema de si no pudiera haber
acotacién mejor, no s6lo porque el mismo método explicado puede
concluir més ridpidamente para clases de nimeros bastante amplias,
sino también porque, para un nidmero dado, la descomposicién no
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es necesariamente Unica y es fécil dar ejemplos en los cuales, po-
niendo de lado toda regla, se encuentran descomposiciones con me-
nos términos. Si, por ej., consideramos el nimero 2375, el método
de arriba nos da la descomposicién

2375 = 23324+ 33 +a'+b (a4 b =10,a,b +£0)
con 4 sumandos, segin la regla
[10g8.3]_[1,38] i
log2 J Logod

pero tenemos también

2375 = 2222 + 151 + 2
con 3 sumandos solamente.

Una solucién de este problema, menos completa, pero fundada esencialmente
sobre los mismos conceptos de la anterior, fué enviada por el Sr. Asramam H. -
BeENDER, alumno de la Facultad de Ciencias Mateméiticas de Rosario.

Ne 28. — Determinar las constantes 4, B, C para que la expresién

sen z (1 — cos x) A B c
1 +senz 3 \? 3 =
T — —= z ——m=
2 2

y 3
tienda a cero cuando z tiende a—z— .

SoLuci6N. — Haremos previamente el siguiente cambio de va--
riables con el objeto de simplificar los célculos.

x=3-7c+y , Senx = —¢co8Sy , COSZT = Sen'y.

Con esto, el problema consiste en determinar 4, B, C de manera
que sea

. cosy(l—seny)y®*+(A+By+Cy*)(1—cosy) .. [f()
lim =lim =
y->0 (1 —cosy) ¥ w0 9 @)

0.
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Se trata de una de las llamadas expresiones indeterminadas.
Aplicaremos la regla de ’'Hospital hasta que el limite del denomi-
nador deje de ser 0. Es

2ycosy (Il —seny) —y?seny (1 —seny) —y?cos?y +
+ (A4 + By + Cy’) seny + (B + 2 Cy) (1 —cosy)

J'(y)

9'(y) =2y (1 —cosy) + y*seny
f"() =2cosy (1l —seny) —4yseny (1—seny) —4ycos?y—
—y?cosy (1—seny) +3y2senycosy + (4 +
+ By + Cy?)cosy +2 (B +2Cy)seny + 2 C (1 — cos y)
g’ (y) =21 —cosy) +4yseny + y?cosy
") =—6seny (1 —seny) —6cos?y—6ycosy (l—seny) +
+418ysenycosy+yzseny(l—seny)+4y2cos2y—3yzsen2y—
—seny (A4 +By+Cy?») +3(B+2Cy)cosy+6Cseny
g"(y) =6seny 4+ 6ycosy—y’seny
f""(y) = —12cosy (1 —seny) + 36senycos y +
4+ 8yseny (1 —seny) + 32y cos®y— 24 yseny +
+ y2cosy (1 —seny) —15y*senycosy — (4 +
+ By 4+ Cy?) cos y—4seny (B+2Cy) + 12C cos y

g""(y) = 12cosy—8 ysen y— y?cos y.

Siendo para y > 0, lim ¢’ (y) = lim g”’ (y) = lim ¢"”’ (y) = 0, para
que el limite del cociente sea distinto de infinito, también los li-
mites de f, ", f/’ deben ser cero, o sea

lim f (y) =0, limf’ (y)=2+4=0, limf" (y)=—6+3B=0 [1]
y—>0 y—0

y—>0
N
Ademés es lim g’ (y) = 12 y por tanto para que el limite def

¥y—0
cociente de las derivadas cuartas sea igual a cero debe ser también:

limf" (y) = — 12— A +12C = 0. (2]
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Del sistema [1] y [2] se deduce

A B==2 (6] 2
=N ) R ’ —6'

Esta solucién ha sido enviada por el Sr. ABrauam H. BENDER, alumno de la
Facultad de Ciencias Matem4dticas de Rosario.

N. de la Redaccién. — También se puede resolver el problema
utilizando los desarrollos en serie del seno y del coseno. Después

3
del cambio de variable z = 5" + y, como en la solucién ant.rior,

queda

cosy (1—seny)y? + (4 + By + Cy?) (1—cosy) %
(1—cosy) ¥ ¥

v ey v_v
(1—3- +...)(1—y+ 6 ...)y2+(A+By+Cy2)( 2 4!+...)_
v_ v i
y2(2-—4! + )
4 i ety Uiy 3
: (1+ 2)—(1— 2)y— — z)y A e

1 y?
y2(2 = +)

Para que el limite de este cociente sea cero para y-> 0, es necesa-
rio y suficiente que

i e T
PR G Tt

ol
+
I
(=)
b
I
Il

de donde sale el mismo resultado de la solucién anterior.

Ne 32. — Se considera una barra rigida mévil sobre un plano con la condicién
de tener sus extremos sobre dos rectas fijas de este. Se pide el lugar de los centros
instantdneos de rotaci6n.

Suponiendo que el plano sea vertical y que la barra sin peso propio une dos
puntos materiales de pesos dados, méviles sobre las dos rectas dadas se pide:
1° Determinar la posicién de equilibrio de la barra. 2° Estudiar las pequeias
oscilaciones de la barra alrededor de esta posicién.
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SoLUCION. — 1° Lugar de los cenlros instantdneos de rotacién.—
Como se sabe el centro instantdneo de rotaciéon de una figura mévil en
un plano, conocidas las trayectorias de dos de sus puntos y la posicién
de éstos en cada instante, se encuentra en la interseceién de las nor-
males a las trayectorias en dichos puantos. Por lo tanto en nuestro
caso, supuesta la barra en una posiciébn cualquiera AB, bastars
trazar en A y B las normales a las rectas fijadas encontrdndose en
su intersecciéon el centro instantdneo correspondiente. Si O es el
punto de interseccién de las dos rectas fijas, se sigue que los tri4n-
gulos OAC, OBC son rectéangulos, es decir que OC es didmetro del
circulo circunseripto al tridngulo AOB. Este didmetro vale b : sen o,
donde b es la longitud de la barra; por lo tanto no depende de la
posicién de los puntos A y B. Luego: el lugar geométrico de los ceniros
instantdneos de rotacion es una circunferencia de centro O y radio
b :sen w.

Con respecto al sistema moévil el centro ins.antdneo de rotacién
recorre la circunferencia que pasa por A y B y de radio —;— b :sen o.
Se sigue que el movimiento es idéntico, cineméaticamente, al movi-
miento epicicloidal generado por una circunferencia que rueda inter-
namente a otra de radio doble.

2° Posicion de equilibrio de
la barra.— Sean mig y mag
los pesos en los extremos de la
barra. Para una posicién cual-
quiera se tiene

ey sen (0w + @)
sen
sen o [1]
by =b——0-
sen o

Se observa que para definir todas las posiciones posibles de la barra
compatibles con los vinculos es suficiente conocer el dngulo a que
la misma forma con una de las rectas fijas. Adoptando dicho 4ngulo
como variable independiente se tiene

iR A e

sen w . sen

dli =b
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Aplicando el principio de los trabajos virtuales, indicando con
ao una hipotética posicién de equilibrio, tenemos que debe ser

L = b(mlg&g(m—_*— ) sen 0 +
sen :

COS %o
+ ma g sen (6+m))doz =0 742]

Sen o

de donde

cos (0 + o) S Sy sen (0 + w) 3
COoS o my sen 6 [3]

D)

y, si sen 6 *+ 0, se deduce facilmente
t A Y i it
g ap = Y. ctg o mlcg :

para sen 6 = 0 (es decir cuando una de las rectas fijas es horizon-
tal) se deduce directamente de [2]

T

COS(ZQ=0, Qo = i—,
2

en ambos casos se obtienen para a, dos valores posibles en cuadran-
tes opuestos y, como veremos més-adelante, corresponde uno a la
posicion de equilibrio estable y el otro a la del equilibrio inestable.

Observamos que en la posiciéon de equilibrio la resultante de mi g
y mz g debe pasar por el centro instantdneo de rotaciéon. En efecto,
para un desplazamiento virtual del punto de aplicacién de la re-
sultante el trabajo debe ser nulo. Pero, como la resultante no es
nula, dicho desplazamiento debe ser normal a su direccién; para
que ello ocurra la resultante debe pasar por el centro instantidneo
de rotacién. Esta observacién nos da otra manera de hallar la po-
sici6bn de equilibrio. En efecto, tomando momentos con respecto al
centro instantdneo tenemos

mig AC .sen ® — my g BC sen (w + 6) = 0,
de donde

masen (0 + ©)
m; sen 0

N
QI AQ
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Por otra parte en el tridgngulo ABC se tiene, cvidentemente,

AC _ -T—cos (0 + a0) !
BC oS %o ;
luego
cos(@+a)  me sen (8 + w)
cos my sen 6

expresion idéntica a la [3] de donde se deduce ao.

3° Estudio de las pequefias oscilaciones de la barra alrededor
de la posicion de equilibrio.— Haremos en lo que sigue b = 1.
Pongamos

a =09+ ¢ [4]
luego

i=d, @=% 4]

Tratandose de pequeias oscilaciones supondremos estar bastante
proximos a la posicién de equilibrio y con velocidades iniciales
pequefias de manera que podamos considerar que se verifica

St sn e e (f), [5]

Si queremos utilizar las ecuaciones de Lagrange, como se trata de
un sistema con un solo grado de libertad, dichas ecuaciones se

reducen a una sola:
d /90T oT
Ll
dt \ da do

donde T es la energia cinética del sistema y Q es el coeficiente de
da en la expresion [2] del trabajo virtual. De [1] tenemos

cos (w + a) | ; cos o |
me—a , b = a
sen @ sen o

por lo tanto

T 1 mcos? (v + @) + ms cos? a
g sen? @

o2,
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Reemplazando en la ecuacién de Lagrange y despreciando los tér-
minos en &% obtenemos

my c08? (0 + @) + macos® o _,
a =

sen? ©
mi cos (v + @) sen 0 + mq cos asen (0 + w)

sen
y teniendo en cuenta [2], [4] y las aproximaciones [5] resulta

my cos® (0 + o) + ma2 cos? ap .,
e

sen? w

ms sen (w + o) sen 6 4+ m2 sen ao sen (0 + w)
e :
sen

El segundo miembro, teniendo en cuenta [3], puede escribirse

cos (0 + ao
mi sen (0 + o) sen 6 — my sen 6 —(—) sen o
COS @
—4ge o
sen
m; sen 0
R —— £ ey
COS &
luego
sen 0 2
g m sen? w
COoS do
=10

€
m; cos? (0 + ao) + me2 cos? ap

Poniendo para abrreviar

sen 0

g m sen? w

COS o

=k
m; cos? (0 + ao) + m2 cos? o A
resulta
e+ke=0. [6]

El signo de % es el mismo del cociente sen 6 : cos ao. Si dicho cociente
es negativo el equilibrio es inestable pues la aceleracién tiene el mis-
mo signo que la elongacién. Si, por el contrario, es positivo el equi-



— 120 —

librio es estable y la [6] es la ecuacién diferencial de un movimiento
arménico cuya conocida solucién general es

e=Cicos\k t + Casen\k ¢
y cuyo periodo vale

T =2x \[7(:-

Podemos proponernos determinar la longitud del péndulo simple
sincrénico del sistema. En efecto, el periodo de un péndulo simple
es Ty =2x4l:g. Igualando T con 7Tg se deduce

l=g:k

Esta solucién es del Ing. Pepro E. ZADUNAISKY.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

PROPUESTOS

51. — ErraTA: En el exponente de la integral que figura en el
segundo miembro de la primera férmula en el enunciado de este
problema, como fué publicado en el fase. anterior falta ahadir
— 1. Debe por tanto leerse

1ol | ekl | rbl
/t« R e T
0

52. — Demostrar que cualquiera que sea el ntmero entero n se
verifica ;

n? = (A SR e P = 22 ] oA

53. — Dados % ntmeros a;, a2, a3 ..... a, se hacen las medias
aritméticas de los m grupos de m — 1 ntimeros formados con ellos.
Se repite la operaciéon con estas n medias y asi sucesivamente. De-
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mostrar que los sucesivos grupos de n numeros tienden a la media
aritmética de los ntimeros dados. Aplicar esta observacién para de-
mostrar que la media aritmética de » ntmeros positivos es mayor o
igual que su media geométrica.

54. — Resolver la ecuacién

b2c— 2 abd + d?

a?—c¢

2+ 6axt+4bx®+9ca?+ 12dx =4

55.— De cuéntas maneras diferentes se pueden colocar nm torres
en un tablero de ajedrez de n* casillas de tal manera que ninguna
coma a otra y ademas una determinada de las diagonales del tablero
esté libre de figuras? Aplicacién al caso particular » = 8.

56. — Se pide una resolucién analitica del problema siguiente
que, por consideraciones sintéticas est4 discutido en la Nota « Al-
gumas desigualdades entre los elementos de un tridngulo» en este
mismo faseiculo (pag. 65) :

,Se da el perimetro 2p =a-+ b+ ¢ de un tridngulo. Encontrar
los limites inferiores y superiores de las sumas: 1° h, -+ hy -+ b, de
las alturas; 2° 8, + Bz + B¢ de las bisectrices; 3° m, -+ my -+ m, de
las medianas. g

Los problemas 54, 55, 56 han sido propuestos por el Dr. S. SispANov, Pro-
fesor de la Facultad de Ciencias de Asuncién (Paraguay).

57. — Demostrar que siempre se pueden trazar n rectas que cor-
ten a una figura convexa del plano de manera que la dividan en

n24+n+2
D

regiones.

58. — Se supone dado un cono circular recto y una cuerda del
cireculo base. Por esta cuerda se trazan los dos tnicos planos que
son paralelos a algin plano tangente del cono. Sean a;,a, estos
planos. Se pide:

1? Expresar en funcién de la distancia z de la cuerda al cen-
tro del eirculo de la base las areas, =,, 2o de las secciones (seg-
mentos de parabola) del econo por los planos a;,as.
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2° Determinar z de manera que el valor absoluto de la dife-
rencia 2q - 2g tenga un valor dado S.

3¢ Encontrar el valor de x para el cual el area de la seccién
mayor deviene méaxima. -

CUESTIONES

8.— Sea un triangulo ABC y E, F, G, tres puntos situados res-
pectivamente sobre los lados AB, AC, BC. Entre todas las homo-
erafias planas que tienen como puntos unidos los vértices A, B, C
y transforman en si mismo el interior del tridngulo, determinar la
que transforma el tridngulo EFG en otro de area méaxima y calcu-
lar esta area.

9. —En el tomo XV del Journal de Liouvidle (1850), F. Faa b1
BruNO hace la siguiente observacion interesante:

« La ecuacion
er e e O Bt ERIS S R ST T = 0

admite raices imaginarias st

P20 <m\ T2,

La deduccién depende del conocido teorema segfin el cual la media
aritmética de m niimeros es igual o mayor que su media geométrica.
Lios m numeros que se toman son los cuadrados dé las m raices de
la ecuacién.

Se propone extender el razonamiento para obtener otros criterios
de existencia de raices imaginarias de una ecuacién.
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J. D. STRANATHAN: The « Particles» of modern phisics. The Blakiston Com-
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Como nos dice el autor, este libro ha nacido de la recoleceién de una serie
de cursos dados en los Gltimos 15 afios y puestos al dia para la publicacién.
Se presenta por tanto como una serie de monografias, sobre las principales
investigaciones que han constituido la parte més deslumbrante de la fisica ex-
perimental del dltimo medio siglo, desde la introduccién de los conceptos de
iones y electrones, hasta los descubrimientos del positrén, neutrén, ete.

Encontramos ordenadamente un primer capitulo sobre los iones gaseosos y
su comportamieneto, donde se habla de la conductibilidad de los gases, de la
movilidad de los iones, de la manera de su formacién, ete.; el segundo sobre
el cardcter atomico de la electricidad y la medida de la carga del electron; el
tercero sobre la descarga en los gases rarefactos, que nos introduce al estudio
da los rayos catédicos y de la relacién e/m para el eleetrén (cap. IV) y de los
rayos positivos y de los is6topos (ecap. V). En el VI capitulo se habla de las
teorias de Bohr y del efecto fotoeléctrico; en el VII de los rayos X analizados
en sus caracteristicas (produccién, velocidad de propagacién, fenémenos de
difraccion, reflexiém, ete.) y en su origen atémico (ley de Moseley); en el
capitulo VIII se trata de la radioactividad natural; los capitulos IX, X y
XTI respectivamente del positrén, del neutrén y de la desintegracion artificial
del wicleo, hasta las experiencias mis recientes, sobre la desintegracién del
niicleo de uranio; en los capitulos XII y XIIT encontramos los rayos césmicos
y el descubrimiento del mesotrén. Terminamos con el capitulo XIV sobre la
difraccion de las particulas materiales (electrones, Atomos y moléeulas) en los
cristales.

Cada uno de estos argumentos estd tratado con el evidente propdsito de in-
formar el lector sobre las dificultades experimentales y tedricas y sobre los
obsticulos que se interponen a la completa interpretacién de los fenémenos,
dando abundancia de detalles, sacados la mayoria directamente de las publi-
caciones originales de los investigadores, que permiten formarse una idea clara
y precisa, cuanto puede esperarse de una exposicion de caricter general.

La bibliografia sigue paso a paso la exposicién, con el fin expreso de faci-
litar al lector que quiera profundizar mayormente los argumentos tratados.

Veamos, por ejemplo, como desde el primer capitulo se encara el tema de
la ionizacién de los gases.

La exposicién empieza con una breve introduceién histérica, donde se recuer-
da a Coulomb como el primero el cual pudo afirmar en forma experimentalmente
' fundada que los cuerpos cargados eléctricamente se descargan a través del aire;
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luego el mombre de otros experimentadores més modernos que fueron agre-
gando sus resultados en el mismo sentido; finalmente una experiencia de
Crooks claramente demostrativa. Luego se describen las principales caracteris-
ticas de estos fendmenos do desecarga; su variacién con la diferencia de po-
tenecial entre el cuerpo eargado y el ambiente que lo rodea, con las condiciones
atmosférieas, con la magnitud del recipiente en que se trabaja, con la natu-
raleza de las paredes; se recuerdan los medios con que podemos cambiar arti-
ficialmente la conductibilidad de un gas (rayos ultravioletas, rayos X, radia-
ciones radioactivas). En todas estas experiencias hay que medir a menudo
corrientes muy débiles, algunas veces inferiores a la semsibilidad que se puede
obtener con un galvanémetro. El autor completa pues la exposicién explicando
el uso de los electroseopios para tales medidas.

Presentadas asi las principales caracteristicas experimentales del fenémeno,
el autor pasa a las interpretaciones. :

Para dar una explicaciéon de conjunto de los fenémenos basta evidentemente
la hipétesis idnica, admitiendo como causas ionizadoras por ej. las radiaciones
césmicas o las emanaciones radioactivas del suelo. Pero el anilisis se hace
méas complicado cuando se estudia el fenémeno en una ecAmara de ionizacién
y con potenciales crecientes. Llevando en abscisas la diferencia de potencial en
los electrodos, y la intensidad de corriente en ordenadas, esta curva se puede
considerar como una recta en la primera parte; luego la corriente va aumen-
tando siempre més répidamente, hasta que aleanza la intensidad de saturaeién,
donde la curva sigue por un trecho paralelamente a las abscisas; para eampos
elevados la corriente crece de nuevo ripidamente y estalla la descarga dis-
ruptiva.

Sigamos el autor en el desarrollo del anilisis tedrico de este fenémeno. Su-
pongamos que por alguna causa una masa de gas se encuentre ionizada. Al
aplicar un campo eléctrico FE, éste imprimira a los iones de carga ¢ y de ma-
sa m una aceleracién igual a eE/m ; en el tiempo medio v que transcurre
entre una colisién y la sucesiva de los iomes con las moléculas del gas, éstos
adquirirdn una velocidad media

TR 1
2m

A la constante u se da el nombre de «movilidad ».

El autor no hace por ahora ninguna hipétesis sobre los valores de la masa
y de la carga de los iones; y, para considerar el fenémeno en la forma mis
general admite que los iones positivos y negativos puedan tener movilidades
distintas, respectivamente w y w.

Indicando entonces con U = uE y W =wkE las relativas velocidades medias
en el campo considerado, y llamando n al nfimero de pares de iones presentes
en la unidad de volumen del gas y 4 a la superficie de los! electrodos, se en-
cuentra, para la corriente de ionizacién, la expresion

i= Nde(u + w)E : 21
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Unos pérrafos mis adelante el autor expone los resultados obtenidos experi-
mentalmente para la determinacién de  y w. Encontramos alli unas interesan-
tes consideraciones relacionadas al fenémeno de « envejecimiento » de los iones.
Este fenémeno habia sido observado por primera vez por H. A. Erickson, el
cual pudo determinar que los iones positivos y negativos del aire atmosférico
tienen, al momento de su formacién, la misma movilidad (Xrickson encontraba
el valor de 1,87 em/see/volt/em), pero que, después de pocos segundos, la
movilidad de los iones positivos se redueia a 1,36, mientras quedaba invariada
aquélla de los iones negativos.

Investigaciones sucesivas confirmaron que los iones positivos y negativos
tienen, en origen, igual movilidad, pero que, tanto en los unos como en los
otros, se observan a menudo fenémenos de envejecimiento. Se ha podido esta-
blecer también que cada ién pasa bruscamente de una movilidad a la otra, y
que la forma de esta variacién depende de la maturaleza y de la cantidad de
las impuridades en el gas (que es casi imposible eliminar completamente).
Se ha concluido entonces con atribuir los fenémenos observados a la formaci6én
de iones complejos por choque entre los iones primitivos y las moléculas de
las impuridades.

Volviendo ahora a la corriente,de ionizacién, encontramos que la expre-
sion [2] aparentemente sencilla, resulta complicada por depender también
n del campo eléetrico. El autor la analiza entonces en dos casos particular-
mente sencillos. El primero se presenta cuando el campo es muy débil y el
ntimero ‘de iones presentes es sencillamente aquel que se encontraria para E = 0.
En estas condiciones la corriente de ionizacién resulta proporcional al campo,
como efectivamente demuestra el primer trecho lineal de la curva experimental.

El segundo caso estd ofrecido por las condiciones de saturacién, que se
obtienen cuando el campo es suficientemente elevado como para dirigir hacia
los electrodos todos los iones que se forman en el gas, antes de que puedan
recombinarse. La intensidad de la corriente no depende entonces, entre ciertos
limites, de un ulterior aumento del campo.

Pero la interpretacién de la Gltima parte del grifico es la que mayormente
se presta a la discusion.

El autor expone al principio la teoria de Townsend. Se supone que, para
estos campos elevados, los iones positivos y negativos adquieran energia sufi-
ciente para ionizar otras moléculas; representando entoneces con ¢ y {3 el
ntimero de moléculas que los iones respectivamente megativos y positivos des-
doblan en el recorrido de un em., para un valor determinado del campo eléec-
trico y de la presién del gas, y siendo d la distancia entre los electrodos,
se encuentra, para la corriente de ionizacién, la expresién

(d e B) e(ﬂ—a) d

(A= ‘Lo-————‘a_ae(a_a)d

3]
donde experimentalmente se demuestra que es siempre V.

El cileculo de esta expresién estd desarrollado en el texto, pasando antes
por el caso simplificado en el cual la ionizacién por choque se atribuye a un
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solo tipo de iones (por razones que se verin luego se adoptan los iomes mnega-
tivos).

Una tabla demuestra claramente que los resultados expermmentales satisfaccn
con buena aproximacién la férmula [3].

Sin embargo se presentan luego algunas dificultades de orden teérico, que
confirman la hipétesis fundamental. En efecto, caleulando segtn la teoria
cinética de los gases el camino medio de los iones gaseosos, resulta que éstos
no pueden adquirir en su trayecto energia suficiente para iomizar otras molé-
culas. Se ha pensado por esto que la ionizacién por choque debiera atribuirse
solo a los electrones libres, los cuales, por su pequefiez, tienen menor proba-
bilidad de choque y luego un camino medio mucho mis largo. Resulté entonces
necesario completar la hipétesis admitiendo una emisién adicional de electro-
nes en el eitodo, que se atribuy6, segin los autores, a un efecto fotoeléctrico
debido a las radiaciones emitidas por el gas o al bombardeamiento de los
iones positivos.

Una y otra hipétesis permiten igualmente construir una nueva expresién
para la corriente de iomizacién en campos elevados, que coincide bien cuanto
la anterior con la experiencia y que se escribe

ead

1— (%% —1) 4]

1 =1

donde  y d conservan el significado que tenian en la [3], ¥ " representa el
ntimero de electrones liberados en el catodo.

Encontradas asi las expresiones [3] y [4] para la intensidad de ia corriente
de iomizacién de un gas, en campos elevados, quedan por determinar Ilas
condiciones necesarias para la formacién de la descarga disruptiva. Se observa
con este fin que, fijados los valores de 0.y f en la [3] o de oy y en la [4],
se puede determinar la distancia d, de manera que sea respectivamente

o= @e(a—ﬁ)d 1=1y(%—1)

Fs evidente que, en estas condiciones, los denominadores de las expresiones
[3] y [4] se hacen cero, la intensidad de la corriente se hace infinita y se
produce la descarga disruptiva.

Comparando con los resultados experimentales, las dos teorias resultan, tam-
bién en este punto, igualmente satisfactorias. Sin embargo el autor hace
notar que, segin experimentos modernos y particularmente exactos, ni una
ni otra férmula interpretan exactamente los hechos; se concluye que el fend-
meno de la desearga disruptiva es en realidad mucho méas complejo y no
perfectamente conocido.

El mismo método histérico-analitico determina el desarrollo de los capitulos
siguientes, evidenciindose siempre el propésito del autor de nunca adelantar,
en cuanto sea posible, las teorias con respecto a los hechos, de manera que
el lector pueda aprender estos tltimos sin ideas preconcebidas, y pueda tener
luego una base bien fundada para comprender las primeras. ;
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Son particularmente interesantes en este sentido por ejemplo el capitulo III,
que habla de la descarga en los gases rarefactos, y el capitulo XII, sobre los
rayos cbésmicos. En los dos casos se trata de fenémemos muy complejos, y,
particularmente el segundo, no perfectamente interpretados, donde solo un
conocimiento detallado de los resultados experimentales permite darse cuenta
de las dificultades que se presentan en su interpretacién y de los puntos débi-
les de las teorias propuestas.

Muchas veces da vida e interés a la exposicién la forma con que el autor
nos presenta al principio un femémeno tal como lo vieron los primeros inves-
tigadores; luego, siguiendo la bibliografia, nos permite rehacer el mismo ca-
mino que han hecho experiencias y teorias en su desarrollo.

Asi vemos, en la tltima parte del tercer capitulo, que la mis antigua teoria
de la descarga en los gases rarefactos parecia explicar satisfactoriamente los
fenémenos que se observan en el espacio obseuro de Crooks (elevado nimero
de iones positivos y fuerte absorcién de energia), partiendo del principio que
los electrones, liberados en el citodo originaran en esta regiéon una elevada
ionizacién; pero esta explicacién resulté inaceptable cuando Thomson, y des-
pués de él, otros experimentadores, pudieron demostrar que los electrones,
tienen, a la salida de esta region; sensiblemente toda la energia que les
corresponde por haber cruzado la caida de potencial catédica y, por consi-
guiente, no pueden haber producido en ella sino un pequefiisimo nimero de
iones; y el resultado fué confirmado por la observacién que la longitud del
espacio obscuro de Crocks es del mismo orden que el camino medio de los
electrones en la presién en la cual se trabaja, y luego el ntimero de choques
debe ser en ella despreciable. Para la interpretacion completa del fenémeno
queda abierta la discusidn.

Andloga evolucién de los conceptos nos demuestra en el capitulo VIII, sobre
la radioactividad natural, el estudio de los rayos a.

Los resultados mas antiguos, obtenidos fotograficamente por medio de la
camara de Wilson, o midiendo la corriente producida en una cimara de ioni-
zacién, conducian a afirmar que los rayos o emitidos por una sustancia ra-
dioactiva tiemen un poder de penetracién medio caracteristico del elemento
considerado; y la longitud del camino de cada particula oscila alrededor de
este valor medio; se llegaba a la conclusién de que todas las particulas emi-
tidas por el mismo nteleo tienen, al momento de la emisién, la misma energia,
mientras las pequefias diferencias de camino podian atribuirse a la distribu-
cién probabilistica, no perfectamente homogénea, ;del ntimero de los choques
entre particulas y moléculas del gas. Pero méas tarde se deseubre que dos
elementos radioactivos, el ThC/ y el RaC’, emiten también un pequefio ntimero
de particulas notablemente mas veloces que la media. Esta observacién es
origen de nuevas investigaciones mis delicadas, de las cuales se llega final-
mente a la conclusién que casi todos los elementos emiten particulas o de
energias diferentes y distribuidas segin niveles caracteristicos. De estas con-
clusiones ha nacido la teoria de los miveles energéticos del nicleo.

Otros capitulos podrian citarse por las numerosas descripeiones de ecardicter
experimental, como por ejemplo el capitulo 1T, donde se deseriben los métodos
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para medir la carga electrénica y particularmente, la experiencia de Millikan;
ecomo el capitulo IV, donde podemos seguir el perfeccionarse de métodos A/
dispositivos para obtener el valor de la relacién e/m para el electrén, su
variacién con la velocidad y, por extrapolacién, el valor e/m; para el electrén
en reposo; como el capitulo V, sobre los rayos positivos y los isétopos.

Tenemos, para terminar, los Gltimos capitulos, sobre el positrén, el neutrén,
la desintegracién artificial del nfcleo, ete., donde, penmetrando siempre mis
en la fisica modernisima, se nos presentan aquellas experiencias caracteristicas
de la nueva fisica, cuya interpretacién se apoya en gran parte sobre la hipé-
tesis de la equivalencia entre masa y energia y la ley de Einstein. También
en esta parte se da cuenta de un gran ntimero de resultados obtenidos con
varios métodos y por varios autores, pero se pasa un poco mis rapidamente
sobre los detalles experimentales.

El Gltimo capitulo se abre con la pregunta «jParticulas u ondas?». jExis-
ten verdaderamente las ondas de De Broglie? El autor deja la contestacién
tltima al futuro, pero con evidente preferencia para la hipétesis; recuerda en
detalle las experiencias de Davisson y Germer, donde el fenémeno de difrac-
cién de electrones se observa por reflexién sobre la cara de un eristal; luego
otras experiencias més recientes, que han permitido obtener figuras de difrac-
ciéxi, por haces de electrones atravesando una delgada lamina eristalina y
han demostrado que fenémenos de difraccion aproximadamente en las
mismas condiciones de la experiencia de Davisson y Germer pueden obtenerse
también con haces de 4tomos y moléculas.

La analogia entre los fenémenos que se observan cuando un haz de rayos X
penetra en una sustancia cristalina, y aquellos que se observan utilizando
haces de electrones, Atomos y moléculas, son en realidad, sugestivamente ani-
logos. Y sugestiva es también la buena concordancia entre los resultados que
se obtienen aplicando la teoria de De Broglie, y los resultados experimentales.

Sin embargo unos detalles aun parecen poco seguros. Nos preguntamos
por ejemplo, porqué en el caso de la experiencia de Davisson y Germer, se
observan unos pequefios desplazamientos entre las longitudes de ondas obte-
nidas experimentalmente y aquellas previstas teéricamente, y estas se inter-
pretan como un efecto de refraccién de las ondas de De Broglie en los eris-
tales, mientras que tales desplazamientos parecen desaparecer en las figuras
de difraceién obtenidas por transparencia.

LAURA LEVIL
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