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ANTECEDENTES DE LA CREACION DE LAS
« MATHEMATICAE NOTAE>»

El 11 de junio de 1940, el seiior Consejero Profesor Doctor Fernando L.
Gaspar presenté el proyecto de creacién de una publicacién periédica, oérga-
no del Instituto de Matemditica de la Facultad, en la que se debian plantear
problemas, proponer cuestiones, publicar notas de carficter aneedético, histé-
rico, biogrifico, bibliografico, metodolégico, ete.

El objetivo inmediato era procurar la aproximacién al Instituto de los
estudiantes de la Facultad, utilizando como vinculo de enlace la materia mis-
ma, por lo cual también proponia se efectuaran concursos anuales entre los
estudiantes que enviaran soluciones de los problemas y cuestiones propuestos.

La finalidad perseguida por el autor del proyecto, era estimular la investi-
gacion matemitica en nuestro pais, impulsando la obra formativa que, junto
con la investigacién, son las funciones principales que debe realizar el Instituto
partiendo del concepto que la mateméitica, como toda ciencia, es tal mientras
es ‘‘problema’’, por cuya razén es la investigacién, caracteristica inconfun-
dible de la actividad cientifica.

Destinado el proyecto a estudio de la Comisién de Enseiianza de Inge-
nieria Civil y recabados del Director del Instituto Profesor Doctor Beppo Le-
vi informes y antecedentes en el extranjero, de casos anilogos, ésta dicta-
miné favorablemente.

En los considerandos de dicho dictamen, que fué aprobado integramente
por el H. Consejo Directivo en su sesién del 27 de setiembre de 1940, la Co-
misién aconsejaba sancionar la ordenanza proyectada, por las siguientes ra-
zones:

‘“a) La importancia y trascendencia de la iniciativa que no se reduce
‘“a la publicacién de una revista més y al planteamiento de cuestiones y pro-
“‘blemas cuya resolucién importe un simple esfuerzo de ingenio, sino que se
“‘trata de facilitar la obra formativa que debe realizar el Instituto de Ma-
‘‘temAtica, procurando establecer un vinculo entre éste y el alumnado, a fin
“‘de orientar a los estudiantes hacia el campo de la investigacién y mediante
‘“‘la exposicién de adecuadas cuestiones y proposicion de problemas, mostrar
¢¢¢6mo, atn partiendo de ideas muy simples, las teorias se proyectan en cam-
“‘pos més vastos. Asi, quienes tengan voeacién y condiciones para los estu-
dios mateméiticos, encontrariin facilidades y orientacion.

““b) Que el logro de tales finalidades sélo es posible si el mis coneien-
“¢zudo y cuidadoso andlisis preside la seleccién de las cuestiones a proponer,
“¢asi como la apreciacién y eritica de las respuestas que se reciban, lo cual
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‘‘exige, ademds de una profunda y amplia cultura mateméitica, una facultad
‘“didédctica que no siempre tienen atGn los grandes investigadores.

‘“ ) Que, en nuestro caso, ambas condiciones estin llenadas, en la més
‘‘amplia medida que se pudiera pretender, por el eminente profesor que, para
‘‘honor de la Facultad, dirige el Instituto de Mateméatica y tendrid a su car-
‘“go la direccién de la publicacién a crearse y el desarrollo del plan de aceién
‘“propuesto.

‘“d) Que el Profesor Dr. Beppo Levi, Director del Instituto de Mate-
‘“matica, ha expresado su satisfaccién por la iniciativa y su adhesién a la
‘‘resolucién que proponemos, colaborando en su redaceién y aportando ante-
‘“cedentes de publicaciones extranjeras, similares a la que se establece en el
‘‘articulo 2° de la ordenanza cuya sancién se propone’’.

Dicha ordenanza fué aprobada en la misma sesién. Con un complemento
anadido en la sesién del dia 30 de mayo 1941, es la siguiente: g

Expediente 768 - G - 1940.
Rosario, setiembre 27 de 1940.

EL CONSEJO DIRECTIVO
ORDENA :

Art. 1°—El Instituto de Matemitica de la Facultad editar4 una publi-
cacién peribédica, cuya regularidad establecerd el Director del Imstituto, la cual
se titulard ¢‘Mathematicae Notae - Boletin del Instituto de Matemética, ete.’’.

Art. 2°— Las ‘‘Mathematicae Notae’’ serdn dirigidas por el Director del
Instituto. Tendrin caricter preferentemente didéctico y en ellas se plantea-
rin problemas, se abordari el estudio de cuestiones metodolégicas y se publi-
carin notas de cardcter histérico, biogréfi%), eritico, bibliogrifico, anecdéti-
co, ete. :

Art. 3°— Las ‘‘Mathematicae Notae’’ se distribuiran gratuitamente, por
intermedio del Instituto y en la forma que su director reglamente, a los alum-
nos de la Facultad. Los pedidos de otros interesados seridn atendidos median-

_te el pago del precio fijado por el Decanato a propuesta del Director por ni-

mero suelto o suseripeidn.

Art. 4°— El1 Director abriri un concurso entre los estudiantes que envien
soluciones a los temas oportunamente planteados, efectuédndose la adjudicacion
de premios anuales, que serin reglamentados y discernidos por el Director —
previa comunicacién al Decanato — debiendo tenerse en cuenta el ciclo de estu-
dios realizados por los concursantes en la Facultad.

El Director podrd abrir también otro concurso para la resolucién de las
mismas cuestiones, problemas y ejercicios, al cual podrén optar todos los de-
mas lectores.

Art. 5°— E1 Director propondra la naturaleza de los premios a acordarse.

Art. 6°— Comuniquese, dése al libro de resoluciones y archivese.

(Fdo.): CorTEs PrA, Decano — Luls Avwmf, Secretario.



CONCURSOS — REGLAMENTO

Las ‘‘Matematicae Notae’’ publicaridn articulos, cuestiones, ejercicios, solu-
ciones y correspondencia. La resolucién de las cuestiones propuestas serd publi-
cada en nimeros sucesivos de la revista al eabo de un tiempo razonable, a jui-
cio del Director del Instituto, para obtener contestaciones de los lectores; de
las cuestiones publicadas bajo el titulo de ejercicios la direccién se reserva
la decisién, en cada caso, de publicar o no las respuestas.

A fin de afio se adjudicarin dos premios:

1° Por concurso entre alumnos de la Facultad que contesten satisfacto-
riamente a cuestiones, problemas o ejercicios.

2? Por concurso entre todos los demés lectores del pais o del extranjero
que contesten en modo acertado a los mismos.

Los premios consistirdn en tratados de extensién cultural o libros de espe-
cializacién.

Las soluciones deben ser entregadas al Instituto en redaccién clara
y en hojas distintas para cada cuestién, problema o ejercicio. En cada hoja de-
beri sefialarse el nombre del autor; los alumnos de la Facultad indicaran el
afio de estudios que cursan en la misma y, los del primer afio, ademés la escuela
media de la cual provienen. Estos elementos serin tenidos en cuenta para el
juicio, conjuntamente con el valor intrinseco de las soluciomes y la forma ex-
positiva de las mismas, d4ndose por la direeccién la méxima importancia a la
disposicién por la cual se compararan sblo alumnos de igual preparacién.

L]

‘‘Matematicae Notae’’ no puede, por su naturaleza servir de intermediario
para la publicacién de cuestiones dudosas que pudieran interesar a algun cola-
borador; pero la direccién agradece por anticipado todas las sugestiones que
le viniesen de los lectores y la colaboracién de los colegas.

La revista tendrd una seccién de Bibliografia donde se publicardn andlisis
criticos de libros recientes. %



LaNouaScienza de Nicolo Tartagliacon vnagionta al terzo Libro.
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Difciplin®M e1hemaric ® loquumtur
Quicuphis Rerum vartas cogrnolcere casiaf
Difeire nof,cundif hacpater uma wiae

‘‘Las disciplinas mateméticas dicen: Vosotros que deseais conocer las varias cau-
sas de las cosas, aprendednos; para todos esti abierta esta tnica via’’.

FACSIMILE DE LA PORTADA DE ‘LA NOVA SCIENTIA’’ DE NICOLO TARTAGLIA



PROLOGO

Las «Mathematicae Notae» que con el apoyo enlusiasta ¢
iluminado de las autoridades de la Facultad de Ciencias Mate-
mdticas, Fisico-Quimicas y Nalurales se propone editar el Ins-
tituto de Matemdticas de Rosario tienen una finalidad muy dis-
tinta de la ordinaria de un periddico cientifico. Se dirigen ellas
ante todo a los alumnos de la Facultad a la cual el Inslituto
esltd vinculado, pero esperan también encontrar alguna sim-
patia mas alld del recinto de la Facultad, por parte de jévenes
que por primera ve:z se acercan a esta rama cientifica tan
singular.

Digo singular, porque la matemdtica, si bien es una ciencia
en el sentido ordinario de las ciencias positivas, es decir, un
sistema de conocimientos, — y en este sentido es sin mds la
primera ciencia a la que se acerca el nifio, — y si bign ella inte-
resa al ingeniero, al fisico, al quimico como instrumento pode-
roso para las aplicaciones, mds que todo es un modo de pensar,
es una filosofia.

Qué es esta filosofia, resulta muy dificil de decir; no es
ciertamente la que tal vez se piensa vulgarmente, la filosofia de la
exactitud exterior, la filosofia de la certeza indudable; antes bien
como toda la filosofia, como todo el pensamiento, no admite
definicién. Ni conviene exagerar en considerar lo dicho como no-
ta particular de la matemdtica; toda ciencia en algo es filosofia;
pero es verdad que cuando la ciencia se vuelve filosofia, a lo
ultime se vuelve matemdtica, sin que haga falta para ello que
use para expresarse los simbolos ordinarios de la matemdtica.

Las «Mathematicae Notae» pretenden, pues, despertar un
poco de interés para este pensamiento matemdtico; y quieren
hacerlo en cuanto sea posible de modo ecléctico e indirecto.
Entienden publicar preferentemente articulos sencillos, sin pre-
tensiones de investigacién en altas esferas, a menudo articulos
diddcticos. No queremos excluir que alquna vez pudiéramos
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LOS POLIGONOS PLANOS Y EL TEOREMA DE
JORDAN

Tratamos con este ensayo de ofrecer un ejemplo de un
argumento que, por los medios matematicos utilizados se pre-
senla extremadamente simple, por lo cual también la prepara-
cion qus requiere en el lector puede decirse nula (requiriéndose
sin embargo un poco de reflexion), mientras al contrario, como
se verd por algo de bibliografia que daremos al final. se en-
laza a cuestiones fundamentales para el anélisis moderno.

Queremos puntualizar, en primer lugar, la nocion intuitiva
del interior y exterior de un poligono plano. Esta idea. que
parece muy simple mieptras se habla de triangulos y de
cuadrangulos, ya para el cuadringulo, con las dos formas del
convexo y del no-convexo, muestra que la nocion de «angulo
de ur poligono» no es la simple nocién de angulo entre dos
semirectas, sino que depende esencialmente del conocimiento de
lo que debe considerarse como interior al poligono; y la deter-
minacion de este «interior» alrededor de un punto cualquiera
depende del trazo entero del poligono en sus partes mas lejanas,
como se puede averiguar por ej. en el poligono que encabeza
el articulo.

1. En los fundamentos de la geometria euclidiana (1) se
admite ordinariamente como postulado que una recta r del

(*) Todo lo que decimos seguiria valiendo para la geometria no euclidiana
hiperbolica o de Lobachewsky, a lo mis con pequefias variantes.
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plano divide el conjunto de los puntos del plano que no le
pertenecen en dos partes caracterizadas por la propiedad que, si
A v B son puntos de una misma parte, el seqmento AB no tiene
puntos comunes con r; al contrario si A y B pertenecen a par-
tes distintas el segmento AB tiene puntos comunes con r.
Se dice respectivamente que r no corta y corta al segmento.

A proposito hemos dicho que la recta divide y no corta
el plano para acentuar el sentido simplemente logico de la
proposicion, donde se puede abstraer del contenido intuitivo.
Esta en la idea de «parte» o «grupo» que, si A y B pertenecen
ambos a la misma parte de C o ambos a la parte que no
contiene G, A y B pertenecen a la misma parte.

Las dos partes nombradas se llaman semiplanos y se
dicen opuestas con respecto a r.

Admitamos también como postulado que sobre cada recla
con nombrar dos puntos de ella en un orden determinado, se
define un orden de sucesién para todos los puntos de la recta;
se dice que se establece un sentido sobre la recta. Siendo que dos
puntos se pueden nombrar segin dos 6rdenes AB y BA, resulta
que sobre cada recta se pueden fijar dos sentidos, que_se lla-
man opueslos.

2. Ademas de estos postulados geométricos, tendremos que
recordar las observaciones siguientes, mas bien logicas, o, si
se quiere, topologicas.

Diremos que un grupo (finito) de elementos estin dis-
puestos en sucesion ciclica (o brevemente, constituyen un ciclo)
cuando estin nombrados en un orden determinado, conviniendo
que cada uno se dice preceder a aquel que es nombrado des-
pués (y éste sequir al otro), y el ultimo nombrado se dice
preceder al primero. No se cambia la sucesion ciclica si, em-
pezando el nombramiento de uno cualquiera de los elementos
dados, se sigue nombrindolos en el mismo orden, con solo
que, después del ultimo del primer nombramiento se enuncie
el primero y se siga hasta haberlos considerados todos.

Se define una sucesion ciclica que se dice inversa de la
anterior con cambiar entre si las relaciones de preceder y seguir.

Seiialando el orden de los elementos de una sucesion ciclica
con asignar a ellos indices numéricos progresivos, por ej.:

Oy O it O
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habri pues de recordar que se debe considerar a 1 como su-
cesivo de m. Dos elementos no consecutivos de un ciclo lo
dividen en dos trozos, a lo largo de cada uno de los cuales se
llega de uno a otro de estos elementos por medio de sucesivos
pasajes de un elemento al sucesivo.

3. En un plano definimos poligono simple a una sucesion
ciclica de puntos del plano

T Tt U
5

tal que los segmentos determinados por los pares de puntos
sucesivos no tengan puntos comunes ademas de estos extremos
(cada uno de los cuales pertenece necesariamente a dos segmen-
tos y no mas). Dichos puntos se llaman vértices y los seg-
menlos lados del poligono. No se excluye que 3 o mas vér-
tices consecutivos puedan estar alineados; pero en este caso
tienen que seguirse en un sentido determinado (si no determi-
narian lados con partes comunes ademas de los vértices). Se
consideran como idénticos poligonos que se obtienen supri-
miendo o intercalando vértices intermedios entre vértices ali-
neados.

Un poligono se dice convexo respecto a determinado
lado cuando todos sus vértices no pertenecientes a la recta de
este lado estin en el mismo semiplano respecto a ella. Un poli-
gono que sea convexo respecto a todos los lados se llama bre-
vemente convexo. .

Si un poligono no es convexo respecto a cierto lado, y Ay
Ay, son dos vértices consecutivos en semiplanos opuestos res-
pecto a dicho lado, la recta de éste corta en un punto el seg-
mento Ay Ag; . Por comodidas agregaremos este punto
a los vértices, de manera que el pasaje de un semiplano a otro
se hara siempre a través de un vértice.

Llamaremos contorno del poligono a la sucesion de sus
lados.

- 4. Recordemos algunos particulares de los poligonos con-
vexos: supondremos siempre (n. 3) que en un poligono con-
vexe no existen vértices consecutivos alineados.

Se dice interno al poligono todo punto que respecto a cada
lado esté en el mismo semiplano de los vértices no pertene-
cientes a este lado. Se dice exferno a todo punto ni interno,
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ni del contorno. Un punto interno y uno externo estin siempre
en semiplanos opuesto con respecto a uno a lo menos de los
lados.

Existen puntos internos al poligono, siendo tales por ej.
los puntos de los segmentos que unen vértices no consecutivos.

Existen puntos externos, siendo tales los puntos de la
prolongacion de un segmento que une un punto interno con
un punto de un lado. También son puntos externos los de las
dos prolongaciones de un lado, porque estin respecto a un vér-
tice de este lado en el semiplano opuesto gon respecto al se-
gundo lado que pasa por el olro vértice.

El segmento que une dos puntos internos al poligono esta
constituido de puntos todos inlernos y por tanto no corta al
contorno.

El segmento que une un punto interno con uno externo cor-
ta siempre al contorno; en efecto sea A interno’'y B externo;
como ya se observo estaran en semiplanos opuestos con res-
pecto a un lado; el segmento AB cortara luego la recta de
este lado en un punto M. Si M esta propiamente sobre el lado
la proposicion esta realizada; en caso contrario M es todavia
externo y, por la misma razon el segmento AM tendra que
cortar la recta de algun otro lado en un punto M,; para M,
se repite la misma observacion; notando que las rectas cortadas
anleriormente no pueden ser cortadas nuevamente por la mis-
ma recta BMM, ... A y que es finito el namero de los lados,
se concluye que el razonamiento tiene que terminar con que
uno de los sucesivos puntos de interseccion se encuentre propia-
mente sobre un lado.

Mis generalmente cualquier poligonal que une un punto
interior con un punto exterior al poligono debe cortar al con-
torno, porque recorriendo los vértices sucesivos de la poligonal
habra de encontrar dos consecutivos, uno interno y uno externo;
el lado que los une cortara, por lo dicho, al contorno.

Si A y B son puntos ambos externos al poligono existe una
poligonal que los une sin cortar al contorno; en efecto, si A
y B estin en el semiplano opuesto al poligono con respecto al
mismo lado, el segmento que los une esta en este mismo semi-
plano y luego no corta al coniorno; en caso contrario, sean a
y b dos lados respecto a los cuales A y B se encuentren res-
pectivamente en el semiplano opuesto del poligono. Si estas
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rectas no son paralelas, las paralelas a ellas respectivamente
por A y B se cortan en un punto C; pues resultan totalmente
externas al poligono, la poligonal ACB no corta al poligono.
Si a y b son paralelas, puede que exista otro lado b, respecto
al cual B esté en el semiplano opuesto del poligono; b, y b
no pueden ser paralelas y por tanto basta repetir lo dicho
eligiendo b, en lugar de b; finalmente, si no existe esa by, el
mismo razonamiento anterior se cumple si, en lugar de la pa-
ralela a b, se traza por B la recta que lo une a un punto cual-
quiera de la prolongacion de b.

Merece notar que estas propiedades de los puntos internos
y externos a un poligono convexo los caracterizan independien-
temente de la definicion dada anteriormente, en el sentido que
una vez conocido tan sélo un punto interior o un punto exterior,
todos los demas puntos del plano resultan clasificados en in-
ternos y externos por la sola propiedad de poderse o no po-
derse unir por medio de una poligonal que no corte al con-
torno.

Recordamos que se llama dngulo (interno) del poligono
convexo al angulo determinado por dos lados consecutivos y
que es comin a los dos semiplanos que, respecto a estos lados,
contienen al poligono. Cada angulo de un poligono convexo
es convexo. Si por el vértice del angulo se traza una semirecta
internamente al angulo, sus puntos bastante proximos al vér-
tice son internos al poligono: ellos constituyen un segmento
de puntos internos que tiene por extremos el vértice y un
segundo punto de interseccion de la semirecta con el contorno;
precisamente, si se descompone el poligono en triangulos por
medio de las diagonales que pasan por el vértice, la semirecta
serd interior al 4dngulo de uno de estos triangulos y corta al
lado opuesto.

La misma descomposicion en tridngulos permite demos-
trar que si n es el namero de los vértices de un poligono con-
vexo, la suma de sus 4dngulos internos vale (n—=2)2R (repre-
sentando con R el angulo rectoj (1).

5. Volvamos ahora a los poligonos generales considerados
en el n. 3. Nos proponemos de ver hasta qué punto se pueden

(*) En el caso de la geometria mno-euclidiana hiperbolica, la suma de los
ingulos de un trifingulo es < 2R, y por consiguiente también la suma de los
angulos internos del poligono resulta < (n-2) 2R.
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extender las propiedades encontradas en el n. anterior para los
CONvexos.

Si el poligono A;A,... A, no es convexo, existe por lo
menos un lado A;Ajj; tal que existen dos vértices Ay, A; en
semiplanos opuestos con respecto a la recta r=A;Ai;y; reco-
rriendo cada uno de los dos trozos en que Ay, A; dividen la
sucesion ciclica de los vértices habra que pasar de uno a otro
semiplano; y, teniendo en cuenta las convenciones del n. 3.
esto no podra realizarse sino por encontrar un grupo de vértices
consecutivos de la forma Ap Ay ... A, Ay (q=p-+2) en
que Ap y Aq pertenecen a semiplanos opuestos y Ap; ... A
estan sobre la recta r. Llamaremos estos grupos «grupos de vér-
tices de pasaje a través de r». Notamos por claridad que sobre
la recta r podrian existir vértices no pertenecientes a grupos de
pasaje, en tanto que pueden presentarse grupos de la forina
Ag Agyy ... A, Ag donde Agy, ... A,_; estin sobre r y Ag
A, en el mismo semiplano con respecto a ella.

Fijada ahora una recta como esta r, elijamos sobre ella
un sentido; recorriendo la recta segin este sentido. sea A, Ap

Aq_1Aq el primer grupo de pasaje que se encuentra. Por lo
dicho existe sobre la recta por lo menos un segundo grupo de
pasaje y, por tanto, existe algun vértice no perteneciente a este
primer grupo y siguiente a Ay ; sobre r, segun el sentido fi-
jado. Sea Ay el primer vértice que se encuentra en estas con-
diciones (pertenezca 0 no a un grupo de pasaje). Descompone-
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mos enlonces el sistema ciclico de los vértices en los dos ci-
clos parciales

A(I—l :\q e Ak—l \}\ y Ak Ak»l—l . Ap Vit AQ—I (I)

cada uno define un poligono que diremos componente del po-
ligono dado. Se ve que los poligonos componentes tienen, en
conjunto, como lados, los mismos lados del poligono dado y
ademas uno (s6lo) Aq_; Ay, perteneciente a r y comun a los
dos; cada uno de estos componentes podra tener todavia grupos
de vértices de pasaje a través de r; pero todos comprendentes
vértices siguientes a Ay ; en el sentido fijado sobre r. Si no
existen de estos grupos los dos componentes habran resultado
convexos por respecto a r; si al contrario existen, se puede re-
petir la operacion volviendo a recorrer r en el sentido fijado y
considerando separadamente los dos poligonos. Gontinuando en
la operacion mientras sea posible ,se llegara al fin a agotar los
vértices del poligono sobre r y haber descompuesto el poligono
dado en cierto numero de poligonos parciales, todos convexos
respecto a los lados que ellos tienen sobre r.

Se debe notar que por efecto de la descomposicién los
poligonos parciales seguiran siendo convexos con respecto a sus
lados respecto a los cuales el poligono dado fuera convexo
(podran al contrario resultar convexos respecto a algun lado,
respecto al cual el poligono dado noloera). Considerando suce-
sivamente todas las rectas como r, se llegara asi, después de
un ntmero finito de operaciones, a haber descompuesto el
poligono dado en cierto numero de poligonos, todos convexos.
Los lados del poligono dado seguirin siendo lados de estos
componentes y cada uno de uno so6lo de ellos. Se habran aiia-
dido cierto numero de lados (pertenecientes a las rectas de los
lados respecto a los cuales el poligono dado no era convexo) y
cada uno de éstos pertenecera a dos de los poligonos compo-
nentes. Notemos ademés que, en el caso que, después de la
primera operacion, los poligonos (1) no sean todavia convexos
respecto a r, por haber convenido de seguir obrando con esta
misma recta manteniendo el sentido fijado anteriormente, en
estas nuevas descomposiciones los grupos de vértices AqAq_; Ag
Yy Ap Apyy. .. Aq_; Ay seguirdn perteneciendo siempre respectiva-
mente al mismo poligono parcial; por tanto, cuando se habra
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llegado a tener s6lo poligonos convexos respecto a r, estos gru-
pos de vértices perteneceran respectivamente a dos componentes
puestos enteramente en semiplanos opuestos respecto a r (por
estar A, y Ay en semiplanos opuestos); y el segmento A, _; Ay
sera lado comun a estos dos poligonos solamente.

Mostraremos luego (n. 7) que la propiedad se generaliza
en lanto que todos los segmentos anadidos para llegar a la
descomposicién en poligonos converos son comunes a dos solos
componentes puestos en semiplanos opuestos respecto a ellos.

6. Llamaremos puntos internos al poligono dado a los
puntos que son internos a alguno de los poligonos convexos
componentes (segun la descomposicion fijada comose ha descrip-
toarriba) o que son internos aalguno de los segmentos anadidos;
exlernos a los puntos externos a todos los componentes: dngu-
los (internos) del poligono a los dngulos que tienen por vértice
algtn vértice del poligono dado y que son éngulos (internos),
o sumas de tales, de los poligonos convexos componentes.

Claro esta que con solo lo dicho hasta aqui no se puede
asegurar que estas definiciones sean univocas, es decir que la
calidad para un punto de ser interno o externo y para un an-
gulo de ser angulo (interno) del poligono sea intrinseca e in-
dependiente del modo como se ha efectuado la descomposicion
(dado que ésta puede cambiar a raiz de la indeterminacion del
orden en que se consideran las rectas como r y se fija el sen-
tido sobre ellas). Vamos ahora a establecer esta univocidad con
demosirar el teorema siguiente:

Si A y B son dos puntos interno a un poligono, existe una
poligonal que tiene estos puntos como extremos y no corla al
contorno del poligono; si A y B son uno interno y otro ex-
terno al poligono, cualquier poligonal que los une corta al
contorno.

Cada vértice es vértice de un (solo) dngulo del poligono,
cuyos lados pasan respectivamente por el vértice precedente y
por el sucesivo; sobre cada semirecta por el vértice, interna al
dngulo, el vértice es extremo de un segmento de punios inlernos
al poligono; sobre cada semirecta por el vértice interna al
dngulo explementario (externo al poligono), dicho vértice es
exiremo de un segmento de puntos externos. -

La suma de los dngulos de un poligono de n vértices
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2.4R: pero la suma de los dngulos de cada poligono es res-
peciivamente (n;+ny,) 2R, (n; 4 n3) 2R, (ny+n,) 2R; y luego
lasuma total resulta 2 (n;4ny+n;).2R. Resultaria asi una con-
tradiccion que solo se elimina con admitir que siempre cuando
tres poligonales simples unen dos puntos A, B sin cortarse, una
de ellas es interior al poligono formado por las otras dos.

Por la aplicacién repetida de estas observaciones dejamos
al lector de mostrar que dados tres poligonos simples exlernos
uno a otro, de cualquier manera se tracen dos poligonales abier-
tas cada una de las cuales tenga un vértice comin (y no mds)
con cada uno de los poligonos, sin cortarse enire si, no es mds
posible trazar una tercera poligonal que encuentre cada poli-
gono en un solo punto y no corte a ninguna de las dos.

La teoria de los poligonos, ademas de su interés directo de
puntualizacién geomeétrica, tiene otro importantisimo por su ex-
tension a los contornos curvos. Se presenta entonces ante todo
el problema de definir qué es curva y qué es contorno y para
esto es necesario introducir consideraciones de continuidad.

Se define ordinariamente como curva (curva de Jordan) al
conjunto de los puntos cuyas coordenadas se pueden representar
por los valores simultineos de dadas funciones continuas de una
variable real t definidas en un cierto intervalo a—b, finito o
infinito. La curva se llama abierta y simple (sin puntos dobles)
si a valores distintos del parametro t corresponden siempre
puntos distintos; se llama cerrada (y simple) si a los valores
t=a vy t=D>b del parametro corresponde el mismo punto, pero
corresponden puntos distintos entre si y de éste a todos los
restantes valores del parametro. En el caso de la curva cerrada se
acostumbra a menudo extender el intervalo de variabilidad del
pardmetro t a toda la recta real por medio de la convencion
que a valores de t diferentes en un multiplo de la diferencia
b —a correspondan valores iguales de las funciones que re-
presentan las coordenadas; brevemente se expresa esto diciendo
que se define una curva cerrada cuando las coordenadas se
ponen iguales a funciones continuas periddicas, de igual pe-
riodo, del parametro real t.

En el analisis infinitesimal de las funciones de mas va-
riables ocurre frecuentemente de referirse al hecho de que
una curva simple cerrada del plano divide el plano en una
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parte exlerior y una interior a la curva. El teorema que hemos
demostrado afirma esto para el caso de que la curva sea un
poligono. Mientras la atencion de los matematicos fué diri-
gida prnicipalmente a dominios convexos o poco méis com-
plicados, el hecho fué admitido como intuitivo. Una demostra-
cion general fué dada por primera vez por Camille Jordan
en su Cours d’Analyse (1893) y el teorema se recuerda co-
rrientemente como teorema de Jordan. Muchos estudios sobre
este argumento siguieron y varias otras demostraciones fuero:
dadas después; pero la mayoria de ellas se fundan sobre la
propiedad misma admitida para los poligonos. Adquiere por
tanto interés la demostracion preliminar de este caso particular,
el cual, ademas (como se ha visto en la tratacion anterior) re-
sulta independiente de consideraciones de continuidad (pu-
diendo la teoria anterior desenvolverse por ej. en un plaio
constituido por sélos puntos de coordenadas racionales). Este
complemento necesario fué dado, segin creemos, la pri-
mera vez por O. Veblen (A system of axioms for geome-
tric. — Transactions of the Amer. Math. Society — 1904) y
por H. Hahn (Ueber die Anordnungssitze der Geometrie — Mo-
natshefte fiir Math. und Phisyk — 1908) siguiendo direccio-
nes distintas de la que hemos adoptado arriba.

Una direccion para la demostracion del teorema de Jordan
que no requiere tratar aparte el caso de los poligonos (pero
usando abundantemente de consideraciones de continuidad) se
basa sobre la nocién de orden de un punto del plano con res-
pecto a un contorno cerrado, llamando asi al numero de las
vueltas que una semirecta que tenga como origen este punto
da cuando un punto de ella recorre con continuidad dicho con-
lorno hasta volver al punto de partida. Una exposicion muy
detenida de esta direccion se puede leer en el Lehrbuch der
Funktionentheorie de W. F. Osgood (52. ed. I vol. — 1928
— p. 157—183) donde sin embargo se supone que las fun-
ciones que representan las coordenadas realicen condiciones mu-
cho maés estrictas de lo efectivamente necesario. La definicion
del orden no requiere que la curva considerada sea simple (es
decir no se corte a si misma): pero esta hipotesis es necesaria
para concluir ¢l teorema de Jordan; mientras para curvas
cualesquiera el orden de un punto puede tomar valores enteros
cualesquiera (también o) para las curvas de Jordan no puede
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rale, ma spedito che habbia questa mia fatica di Euclide gia principiata, ho
designato di componere un’opera di pratica, et insieme con quella una nuova
Algebra, nella quale non solamente ho deliberato di publicare ad ogni huomo
tutte la dette mie inventioni de ecapitoli nuovi, ma molti altri, che spero di
ritrovare, et anchora voglio mostrare la regola di poterne investigarne infi-
niti altri qual spero che la sara una cosa utile et bella; et questa e la causa
che me gli fa negar ad ogniuno, perche io al presente non vi pongo alcuna cu-
ra sopra di loro (per esser como detto occupato sopra Euclide) et insignandoli
ad alcuno speculativo (come e vostra Eccelentia) facilmente potria con tale
evidentia trovar altri capitoli, per esser facile lo aggiongere alle cose trovate,
et publicarli come inventore; il che facendo mi guastaria ogni mio dissegno’’.

Unicamente después de muchos ruegos y solicitudes Tar-
taglia accede a comunicar su regla a Cardano, pero no sin
antes escuchar de éste la promesa por juramento de que no
revelard nunca el secreto (4).

¢“Non volendo io prestar fede a tanti vostri giuramenti io mereteria certa-
mente da esser giudicato huomo senza fede... voglio che sappiati, che per po-
termi aricordare in ogni mia improvisa occorentia tal modo operativo, io 1’ho
redutto in uno capitolo in rima, perche se io non havesse usato questa caute-
la, spesso me saria uscito di mente; quatunque tal mio dire in rima non sia
molto terso, non mi ho eurato, perche mi basta che mi serva a ridurme in me-
moria tal regola ogni volta che io il dica, il qual capitolo ve lo voglio serivere
de mia mano, accio che siati sicuro, che vi dia tale inventione giusta et buona’’.

Y escribe a continuacién los siguientes versos que traduci-
mos lo més literalmente posible al castellano:

Quando chel cubo con le cose appresso Cuando .el cubo con las cosas después
Se agguaglia a qualche numero discretoSe iguala a cierto ntimero discreto

Trovan dui altri differenti in esso. Existen otros dos que difieren en éste.
Dapoi terrai questo per consueto Entonces tendras esto por regla

Che’l loro produtto sempre sia eguale Que su producto siempre sea igual
Al terzo cubo delle cose neto, Al tercio cubo de las cosas netas,

El residuo poi suo generale La diferencia luego general

Delli lor lati cubi ben sotratti De sus lados cubos bien restados
Varra la tua cosa principale. Valdra tu cosa prineipal.

In el secondo de cotesti atti En la segunda de estas gestiones
Quando che’l cubo restasse lui solo Cuando el cubo se quedase solo

Tu osservarai quest’altri contratti, Observaris estos otros ajustes,

(*) Loc. cit., Quesito 34.
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Del numer farai due tal part’a volo  Del niéimero haris dos partes tales
Che 1’una in 1’altra si produca schiettoQue al multiplicarlas entre si resulte
El terzo cubo delle cose in stolo. El tercio cubo de las cosas solas.

Delle qual poi, per commun precettoDe ellas aespués, por comiin precepto
Torrai li lati cubi insieme gionti Tomarés juntos los lados cubos
Et cotal somma sara il tuo concetto. Y esa suma serd bien tu concepto.

El terzo poi de questi nostri conti  La tercera de estas nuestras cuentas
Se solve col secondo se ben guardi  Resulta de la segunda si bien miras
Che per natura son quasi congionti. Que en la substancia son casi conjuntas.

Questi trovai ¢ non con passi tardi  Esto encontré y uv con pasos tardos
Nel mille cinquecente, quatro e trenta El afio mil quiniento treinta y cuatro
Con fondamenti ben sald’e gagliardi Con fundamentos sélidos gallardos

Nella citta dal mar’intorno cknta. En la ciudad que el mar entorno cifie.

Para poder entender esta regla y ponerla ae acuerdo a la
nomenclatura actual hay que hacer algunas aclaraciones. La
cosa era el nombre que daban en aquella época a la incognila
y en los versos anteriores cuando sc habla de las cosas, debe
entenderse el término px de la ecuacion, que se leeria «p cosas».
La expresion lati cubi que hemos traducido literalmente por
«lados cubos» se refiere a las «raices ctbicas».

Los tres ¢asos aque se refieren los versos corresponden res-
pectivamentea x3--px=gq, x3=px-+q, x3-q=px,.dondep
Y q se suponian positivos.

Para el primero de ellos Tartaglia reduce la solucién a

3
buscar dos numeros u, v tales que u—v=q, u.v=)-§-) g

esta ultima expresion es lo que llama el «terzo cubo delle cose
neto». La solucién de este sistema, que es de segundo grado,
era conocida y lo es ahora por todos los alumnos de escuela
media. :

La diferencia de las raices cubicas Ju— "V v es la solu-
cion positiva de la ecuacion x3 -+ px=q.

Analogamente, el segundo caso se reduce a resolver el sis-
tema ut+v=q, u.vy= (-g—)3y tomar luego x=3Vu+3Vv.

Para el ultimo caso (x3+ q=px) Tartaglia dice, sin mas
explicaciones. que se resuelve por el segundo; se refiere, posible-

mente, al hecho de que, aplicando la misma regla, basta al
final cambiar el signo del resultado obtenido.
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‘‘Questa particolarita non mi par cosa licita a doverla desputare nme man-
co mnegare, perche saria presuzione grandissima la mia a darme ad intendere,
quelle cose che da me sono state ritrovate che per altri tempi le non potessero
esser state ritrovate da altri, et similmente che per 1’avvenire altri non le
potesse ritrovare...”’.

Se nota también en defeasa de Cardano que su Ars Magna
contiene mucho mas que la regla para resolver la ecuaciéon
cubica sin término de segundo grado, pues resuelve la ecua-
cion completa, considera por primera vezlas distintas raices que
pueden tener las ecuaciones de grado superior al primero, observa
como se puede reducir el grado de una ecuacién cuando se co-
noce una raiz, etc. Pero Tartaglia, aunque exagerado por la
pasion, no deja de tener cierta razéon cuando escribe a Ferra-

iy

‘“... Non vedeti voi che eglie cosa nota a cada uno intelligente, et lui
medesimo lo confessa in detta opera che tal mia invenzione e 1’anima di tutto
il detto suo volume. Non vedeti voi che cavando la detta mia pianta del detto
vostro giardino, tal vostro giardino restaria una oscura selva, perche tutte le
altre cose sostanciale derivano da detta mia pianta...’’.

Dejando esta singular discusion que se prolongé durante
varios afios (se puede decir hasta la muerte de Tartaglia en
1557), volvamos a estudiar la solucion de la ecuacion cubica.

De una manera cierta no sabemos si Tartaglia conocia una
demostracién de su regla o si la habia obtenido de manera
empirica y luego comprobada. Pero aunque no dejé ninguna
demostracion, de sus escritos parece deducirse que debia conocer
alguna basada en consideraciones geométricas, muy frecuentes
en aquella época en todos los razonamientos algebraicos. En
efecto, el penultimo de sus versos «con fondamenti ben sald’é
gagliardi» parece indicar que encontrd, al mismo tiempo que la
regla, su fundamentacion y ademas, en la carta que escribio a
Cardano para aclararle la regla que éste no habia comprendido,
hemos visto como puntualiza de nuevo que, acerca de la validez
de la regla «oltra che la isperienza ne renda bona testimonian-
za, ... anchora Geometricaméte si dimostra la bonta et causa
di tal operare...».

E!l método comtnmente utilizado en los libros de texto
actuales para resolver la ecuacion cubica sin término de segundo
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