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LA ESTIMACION MAXIMO VEROSIMIL COMO ALTERNATIVA PARA EL
TRATAMIENTO DE LA FALTA DE INFORMACION EN ENCUESTAS

1. INTRODUCCION

Cuando un conjunto de datos presenta pérdidas parciales en algunas variables y se
desea estimar el vector de medias y la matriz de covariancias poblacionales, un
procedimiento habitual consiste en excluir las observaciones con datos faltantes. En algunos
casos, tales como la estimacion de la covariancia entre dos variables, generalmente se
utiliza la informaciéon proveniente de todas las observaciones que no presenten valores
perdidos con respecto a estas variables, sin tener en cuenta posibles pérdidas en aquéllas
que no participan de dicha estimacion en particular. Estos métodos de tratamiento de datos
con informacion perdida, usualmente referidos como Casos Completos y Casos Disponibles
respectivamente, se caracterizan por su simplicidad pero descartan la informacién de las
unidades incompletas.

En aquellos casos donde el mecanismo de pérdida de la informacion es ignorable, una
alternativa valida es la de realizar estimaciones maximo verosimiles utilizando la informacion
tanto de las unidades completas como la de las unidades que tienen datos faltantes en
alguna de las variables. La estimacion de los parametros se ve facilitada para el caso en
que los datos presenten un esquema monaotono de pérdida y se verifique el cumplimiento del
supuesto de distribucion normal multivariada. Dicha estimacion puede ser realizada
mediante la aplicacion del operador matricial “Sweep”.

En este trabajo se aplica dicha metodologia a informacién relacionada con la variable
ingreso proveniente de la Encuesta Permanente de Hogares (EPH) para el Aglomerado
Gran Rosario. Se comparan las estimaciones obtenidas con las resultantes de aplicar los
meétodos de Casos Completos y Casos Disponibles.

2. MATERIAL

Las variables en estudio pertenecen a la onda de mayo de 1998 de la EPH, Aglomerado
Gran Rosario y corresponden a mujeres del bloque ocupados (n=232):
e Edad (Y,)
¢ Total de Horas Trabajadas en La Semana de Referencia (Y>)
¢ Afos de Escolaridad (Y3)
e Tiempo que Lleva en su Ocupacion Principal, en Meses (Y4)
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¢ Ingreso Horario de la Ocupacion Principal (Ys)

La inclusion en el analisis de la variable Ingreso Horario de la Ocupacién Principal se
relaciona con la importancia del ingreso en los analisis econémicos y al hecho que las
variables utilizadas para su estimacién presentan generalmente alta proporcion de no
respuesta. La eleccion de las restantes variables responde a las propuestas de diversos
autores en cuanto al rol de las mismas en la explicacion del comportamiento de los
individuos.

Se trabaja ademas transformando las variables Y, e Y5 de la siguiente manera:
» Raiz cubica del tiempo que lleva en su Ocupacién Principal (Y,)
e Logaritmo natural del Ingreso Horario de la Ocupacion Principal (Y's)

3. METODOLOGIA

3.1 Estimacion maximo verosimil en distribuciones normales multivariadas con
esquema monoétono de pérdida de la informacién

En situaciones donde existe informacién faltante, la estimacion de los parametros de una
determinada distribucion a través del método de maxima verosimilitud puede ser compleja.
Esto se debe al hecho que el logaritmo de la funcién de verosimilitud puede tomar una forma
complicada sin un maximo facilmente obtenible.

Se consideran los casos en donde las pérdidas de las observaciones son al azar, es
decir que la probabilidad de que un valor se pierda no depende del valor en si 0 a lo sumo
depende de los valores que tomen otras variables. Estas formas de pérdida de la
informacion, usualmente referidas como completamente al azar (MCAR) o al azar (MAR)
respectivamente avalan el hecho que el mecanismo de pérdida de la informacion es
ignorable y que la funcién de verosimilitud basada en los valores observados puede ser
utilizada para hacer estimaciones.

Existe una alternativa de trabajo que permite la descomposicion del logaritmo de dicha
funcién en una suma de términos, hecho que facilita la maximizaciéon. En aquellos casos
donde es posible hallar una descomposicidn que cumpla con estas caracteristicas, se puede
hallar la solucién maximizando cada uno de los términos que conforman la suma.

Cuando se cuenta con un esquema de pérdida monétono donde se registran J
variables, se debe notar que para cada unidad i, si el valor y;;., esta observado, el valor y;
también lo esta; si y;j+1 no esta observado, y; puede estar observado o no, para j=1,...,J-1.
De esta manera la variable Y; esta mas observada que la variableYj,.

En forma mas general, el esquema monoétono se puede definir para J bloques de
variables Z; , donde existen v; variables por bloque con un mismo numero de observaciones.
En forma analoga resulta que las v;variables del bloque Z;estan mas observadas que las vj.
variables del bloque Z;.1 para j=1,...,J-1. Se representa este esquema en la Figura 1.
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variables/bloques
YilZy YolZy YslZs Y42y ... YylZ,

Figura 1. Representacion de un esquema de pérdida mondétono

La funcion de verosimilitud para una muestra proveniente de una distribucion normal
multivariada donde se cuenta con J variables y un esquema monétono de pérdida no provee
una solucion explicita para la estimacion del vector de esperanzas p y la matriz de
covariancias poblacionales Y.

Bajo este esquema y siendo n el tamafio muestral, existen m; unidades completamente
observadas. Consecuentemente existen m,., unidades con observaciones para todas las
variables excepto Y, , my, unidades con observaciones para todas las variables excepto Y,
e Y, , obteniéndose la caracterizacion de las restantes unidades de manera similar. La
variable Y, se encuentra observada para las n=m, unidades.

Los estimadores maximo verosimiles de las medias y covariancias de todas las
variables pueden ser obtenidos facilmente utilizando el operador matricial “Sweep” (1).

El operador “Sweep” se define para matrices simétricas. Una matriz G de dimensién
p X p es “barrida” por este operador a través de la fila y la columna k cuando es
reemplazada por otra matriz simétrica H de igual dimensién p x p de la siguiente manera:

hkk :_l/gkk ;hjk :hkj =8ix /gkk kij; hjl =gj _gjkgkl/gkk kij,kil

La matriz H obtenida a través de esta operacion se indica como SWP[K]G. El operador
“Sweep” es conmutativo, es decir el orden en el cual un cierto numero de barridos es
computado no altera el resultado final, es decir: SWP[j,k]|G=SWP[k,j]G

Existe ademas un operador inverso al operador “Sweep” que recibe el nombre de
“Sweep Inverso” y se indica H=SWI[k]G, donde:

hkk:_l/gkk;hjk:hkj:_gjk/gkk k;éj;hjlzgjl_gjkgkl/gkk k;ﬁj,k?ﬁl

Es facil demostrar que este operador es también conmutativo y que es el operador
inverso del “Sweep”.

Las estimaciones maximo verosimiles se pueden obtener mediante el uso combinado
de los operadores “Sweep” y “Sweep Inverso”. Se presenta el caso para un esquema
monotono con tres bloques de variables. La extensién a mas de tres bloques y a mas
variables por bloque es inmediata. Con el fin de obtener las estimaciones de los parametros,
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se deben encontrar los estimadores maximo verosimiles del vector de medias y de la matriz
de covariancias del primer bloque que cuenta con dos variables, las cuales se encuentran
completamente observadas. Estas estimaciones son simplemente el vector de medias
aritméticas de orden 2x1(ji,) y la matriz de covariancias de orden 2x2 de Z, (ZH),

calculados a partir de la muestra.

A continuacion se deben obtener los estimadores maximo verosimiles del intercepto,
coeficientes y variancia de los residuos de la regresion de la variable del bloque Z, en las
dos variables del bloque Z,. Para ello se utilizan los procedimientos usuales de regresion
multiple obteniéndose:

e B, estimacién del intercepto.

e B,;; un vector de dimensién 2x1 que contiene las estimaciones de los coeficientes de
regresion de las variables del bloque Z;.

e §,,, estimacion de la variancia de los residuos.

El paso siguiente consiste en encontrar los estimadores maximo verosimiles
correspondientes al intercepto, coeficientes de regresién y variancia residual de la regresion
de la variable del bloque Z; en las tres variables correspondientes a los bloques Z;y Z,.
Estas estimaciones se pueden obtener mediante los procedimientos clasicos de regresién
multiple a partir de las unidades donde las cuatro variables pertenecientes a los tres bloques
estdan completamente observadas. Las estimaciones se indican de la siguiente manera,
obteniéndose las dimensiones de las matrices en forma analoga a la de la regresion previa:

B30.12 ’B31.12 > 632.12 y633.12 '

Una vez obtenidas las estimaciones maximo verosimiles indicadas se debe calcular la
matriz A que se obtiene de la siguiente manera:

~ T a, ap  ag
-1 K
A=SWP[1] = .'|=|a, a, a,
1 11
a}l a32 a33
donde SWPJ1] indica el barrido a través de las dos variables del bloque Z;. La matriz A
resultante es de dimensién 3x3.Luego es necesario calcular la matriz B, la cual resulta:

A Ch Cp C3 Cy
a, A, BZO.l c c c c
_ T A _ | Ca 2 23 2%
B=SWPR2J AL Aw By 5|0 7 T
A AT o 31 3 3 34
BZO.l Bzu (PP
Cy Cp Cp Cy
ad, Ay
donde: A1,23:[alz a13] Ay =
d; dg

y SWHP[2] indica el barrido de la variable del bloque Z,. La matriz B es de dimension 4x4.
Finalmente, la estimacion maximo verosimil de la matriz de covariancias ampliada de las
variables de los bloques Z,, Z, y Z; esta dada por:
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Cll Cl.23 C14 B}O.IZ

|:_1 QT]ZSWI[I 2] CIB C23.23 C23,4 B}Hz
a o Chy cy Ban

A AT A
B}O.IZ B}l.ll B}Z.IZ 633.12

Cpn Cyn Co
donde: C,,, = [CIZ C13] Cpn= Cus=

32 C33 C34

y SWI[1,2] indica el barrido inverso de las variables de los bloques Z; y Z,. La matriz
resultante es de dimension 5x5, ya que es la matriz ampliada de las estimaciones maximo
verosimiles de las medias y covariancias de un conjunto de cuatro variables.

3.2 Estimacion a través de casos disponibles y casos completos

Con el fin de de realizar comparaciones con respecto al método de maxima verosimilitud
cuando existe informacion perdida, se consideran las estimaciones obtenidas a partir de
casos disponibles y casos completos.

Las estimaciones de n y X a través de casos disponibles se calculan computando las
medias aritméticas y las variancias muestrales utilizando todas las observaciones
disponibles para cada variable. Para el calculo de las covariancias, es necesario especificar
una extension natural del método de casos disponibles, que es el método de casos
disponibles de a pares. El calculo de la covariancia de dos variables Y; e Y se basa en las i
unidades para las cuales tanto y; e yj estan observadas, de la siguiente manera:

ik (k) (i)
ST =N (v -y Yy
(i)

)/ —1)

donde n™® es el nimero de casos donde ambas variables estan observadas, y tanto las
medias aritméticas como la sumatoria estan calculadas en base a esas n™ observaciones.
Para el computo de las variancias resulta que n®=n%=m;

En la estimacion de los parametros puy X a través de casos completos, tanto las medias
como las covariancias se calculan utilizando exclusivamente aquellas unidades en donde
todas las variables han sido observadas, es decir utilizando my unidades del total de las n
unidades iniciales. El calculo de la covariancia entre dos variables resulta:

(m ) —(m ) —(m )
s = 2y —Y; W -y ) Amy 1)
(mj)

donde la sumatoria como las medias aritméticas estan calculadas en base a las m;
observaciones.
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3.3 Medidas de comparaciéon de las estimaciones obtenidas a través de maxima
verosimilitud con respecto a casos disponibles y a casos completos

La comparacion se realiza en porcentaje de desviaciones estandares estimadas a
través del método de maxima verosimilitud. Las medidas A y B comparan maxima
verosimilitud con casos completos:

—(my) (my) _
(YS -n;) _ (s; )

6

.100 B .100

i i

A=

donde ™y son las estimaciones con casos completos y maximo verosimil

respectivamente de la media de la variable Y; s{™’y &, son las estimaciones con casos
completos y maximo verosimil respectivamente del desvio estandar de la variable Y.

Las medidas C y D comparan maxima verosimilitud con casos disponibles:

—i) . G0 A
(y A—HJ—) (st _Gj).IOO

C= .100 D=

0, 0,

0 i . . . , . .
donde vy ysﬁ” son las estimaciones con casos disponibles de la media y el desvio
estandar respectivamente de la variable Y.

Las comparaciones de las estimaciones de las covariancias maximo verosimiles se
realizan en porcentaje de covariancias estimadas por maxima verosimilitud:

(my) 4 (k) _ 4
sy =6, (8% —Gik)
(JkA—Jk).l()() CDzikA—Jk'
ij ij

CC= 100

donde si{"’,6, y s\’ son las estimaciones con casos completos, maximo verosimil y con
casos disponibles respectivamente de la covariancia entre la variable Y;y la variable Y.

4. RESULTADOS

En primer lugar se analiza el comportamiento de las variables Y4, Y5, Y3, Y, € Y5* para
estudiar el cumplimiento del supuesto de normalidad conjunta de las mismas. Al no
verificarse, se busca una trasformacién para Yz e Y,. Para Y, se halla que la raiz cubica
(Y',) presenta distribucién normal marginal, no siendo posible una transformacién adecuada
para Y3, excluyéndola. Se continua el analisis con las variables Y+, Y5, Y, eVYs.

Se analiza el esquema de pérdida del nuevo conjunto de variables. Los grupos de
valores observados para cada variable se indican con 1 y los no observados con 0, y con
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letras los diferentes esquemas de pérdida que se presentan segun si las variables estan
observadas o no (Tabla 1).

Tabla 1: Esquema de pérdida observado

I;Isac: iLlaebr:1eass Y1 Y2 Ys Ys Cant. de
unidades
A 1 1 1 1 199
B 1 1 0 1* 2
c 1 1 1 27
D 1 1 0 4

Al descartar las dos observaciones marcadas con 1*, se obtiene un esquema de
pérdida monotono en el cual las variables Y, e Y, constituyen un bloque de variables
completamente observadas y la variable Y', se encuentra mas observada que Y's. En la
Tabla 2 se muestra la cantidad de unidades observadas para cada variable.

Tabla 2: Cantidad de observaciones por variable en el esquema monétono

Variable m
Y, 232
Y, 232
Y, 226
Ys 199

Con el fin de determinar si el mecanismo de pérdida puede ser considerado
ignorable, se aplica el test de Little, no rechazandose la hipétesis que los datos faltantes son
perdidos completamente al azar (MCAR). Las estimaciones maximo verosimiles se llevan a
cabo mediante el operador “Sweep”. Su implementacion se realiza mediante un programa
especialmente desarrollado a tal fin en S-PLUS. Previamente es necesario realizar los
siguientes calculos:

1. Para las variables observadas en forma completa:

(1=41,736 644 =101,728 ; [1,=35,028  6,,=471,322  &4,=-0,8084
2. De laregresion de Y,* sobre Y4 e Y, se obtiene:

B 1=2.085 [3;] =(0.044688 0.001181) &5, 1=2.2807
3. De laregresion de Y*5 sobre las restantes variables se obtiene:

1330_12 =1.6054 B;lz =('0006 '0,0223) 1332_12 =0.137236 633_12 =0.2925
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Se presentan las estimaciones para las medias y desvios obtenidos por maxima
verosimilitud y las comparaciones con las estimaciones alternativas (Tabla 3). Se observa
que existen diferencias entre casos completos y disponibles con respecto a maxima
verosimilitud.

En aquellos casos en los que hay coincidencias en las estimaciones, éstas se deben a
que fueron computadas por razones metodolégicas a partir del mismo numero de
observaciones.

Tabla 3: Estimaciones maximo verosimiles de la media y el desvio estandar y
comparaciones con estimaciones a partir de casos completos y casos

disponibles
Varia Max. Verosimil Casos Completos Casos Disponibles
-ble Media DS Media DS A B Media DS C D

Y4 41.736 | 10.064 | 41.058 | 10.092 | -6.737| 0.278| 41.736 | 10.086 | 0.000| 0.219
Y, 35.028 | 21.710 | 35.462 | 20.530 | 1.999| -5.435| 35.028 | 21.757 | 0.000| 0.216
Y, 3.991 1.576 | 3.963 | 1.556 | -1.777| -1.269| 3.987 | 1.580 | -0.254| 0.254
Y's 1.123 | 0.752 | 1113 | 0.734 | -1.330| -2.394| 1.113 | 0.734 | -1.330] -2.394

Se presentan las diferencias entre las estimaciones de las covariancias maximo
verosimiles y las estimaciones obtenidas a partir de casos completos y casos disponibles
(Tabla 4).

Tabla 4: Medidas de comparacion de las estimaciones de las covariancias

Covariancia CcC CD

entre

Y:-Y, 808.416 1.856
Yi-Ys 341.935 341.935
Yi-Y, -5.657 1.326
Y,-Ys -11.361 -11.361
Y,-Y, 49.328 -35.317
Ys-Y, -4.305 -4.305

En casos completos se observan, en general, diferencias mayores al 10%. Existen
dos situaciones extremas donde la diferencia es mayor al 100%.

Las estimaciones a través de casos disponibles presentan diferencias mayores al 10 %
en la mitad de los casos. Estas estimaciones estan mas cercanas a las maximo verosimiles
que las correspondientes a casos completos. Es importante destacar la mayor cercania de
casos disponibles para la covariancia entre Y, e Y,.
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Al igual que en casos completos, la covariancia entre Y, e Y*; es muy diferente debido a
la eliminacién de observaciones para lograr monotonia, generando esta diferencia extrema.

5. DISCUSION

Cuando se dispone de un conjunto de datos que presenta pérdidas parciales en algunas
variables:

e |la estimacion maximo verosimil del vector de medias y la matriz de covariancias se ve
facilitada cuando el mecanismo de pérdida es ignorable y el esquema es monétono.

* si los datos se distribuyen conjuntamente normal se puede utilizar el operador “sweep”
para dichas estimaciones.

e |la estimaciones obtenidas por maxima verosimilitud difieren de las obtenidas en casos
completos y casos disponibles.

Es preferible aplicar el método de maxima verosimilitud ante la presencia de un
esquema monétono de pérdida ya que utiliza mayor cantidad de informacién que los
métodos de casos disponibles y casos completos y su aplicacién es relativamente sencilla.

Es de interés en futuros trabajos aplicar el método de maxima verosimilitud a datos
con esquemas de pérdidas diferentes y evaluar su eficiencia.
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