Slp
*
<
9]
sou 3

(
43,
Yl

9

UNIVERSIDAD NACIONAL DE ROSARIO
FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS, INGENIERIA Y AGRIMENSURA

Determinacion microscopica del tiempo de vida media en
decaimiento alfa

Autor: LIC. ALAN CRUZ DASSIE
Director: Dr. Rodolfo Mohamed Id Betan

TESIS DOCTORAL

Presentada a la
Universidad Nacional de Rosario
en cumplimiento de los requerimientos
para optar al titulo de
Doctor en Fisica

Instituto de Fisica Rosario (CONICET-UNR)
Noviembre 2023



Esta tesis estd dedicada a mis padres,

por su ayuda vital durante este camino

de superacion personal,

y a Alejandra, siempre presente estos afos
de trabajo, y de gran ayuda con los dltimos
detalles de este manuscrito.

Alan, Octubre 2023



RESUMEN

DETERMINACION MICROSCOPICA DEL TIEMPO DE VIDA MEDIA EN DECAIMIENTO ALFA

Autor: LIC. ALAN CRUZ DASSIE
Director: Dr. Rodolfo Mohamed Id Betan

La determinacion microscépica del tiempo de vida media en decaimiento alfa ha sido durante décadas
un gran desafio de la fisica nuclear tedrica. Establecer un modelo capaz de describir y predecir este
fendmeno a lo largo de la tabla de nucleidos sigue siendo uno de los desafios de la fisica tedrica. El
interés en este tipo de decaimiento se da tanto por la caracteristica monoenergética del mismo como por
su naturaleza de particula cargada, lo que genera que a nivel experimental la deteccién de particulas alfa
emitidas en un proceso de reacciones nucleares siga siendo el método principal para identificar nicleos
super-pesados como también sus estados excitados.

En la presente tesis doctoral desarrollamos un modelo microscépico basado en el modelo de capas
nuclear para obtener los tiempos de vida media en decaimiento alfa de tres niicleos ubicados en diferentes
zonas de la tabla de nucleidos: el Polonio-212, el Titanio-44 y el Telurio-104.

En primer lugar, introducimos nuestro marco tedrico con el modelo de capas en la representacion de
Berggren completa: esto es, incluyendo los estados ligados, las resonancias del continuo y los estados de
dispersion o del continuo no resonante. Este es el primer trabajo que utiliza la representacion completa
de Berggren con autovalores del potencial de Woods-Saxon. Con este modelo se construyen los estados
de dos neutrones y dos protones sobre los carozos doble mégicos Plomo-208, Calcio-40 y Estafio-100.

En una segunda etapa del marco tedrico, se presenta el decaimiento alfa como un fenémeno de dos
cuerpos a través de la ecuacion de la corriente y la penetrabilidad de la barrera de potencial. Luego, se
establece el formalismo que permite calcular las amplitudes de formacién y los factores espectroscopicos
convencionales de cada estado construido. Fue necesario entonces introducir el formalismo de la renor-
malizacion de estas cantidades convencionales para definir de manera apropiada la clusterizacion alfa de
cada estado de cuatro cuerpos. Finalmente, se presenta la ecuacion de Arima, la cual es utilizada para el
célculo final de los tiempos de vida media en decaimiento alfa.

La aplicacion de nuestro formalismo comienza con la construccion de la familia de ndcleos ubicados

sobre el Plomo-208. Utilizando tres tipos de representaciones de particula simple diferenciadas por la



caracteristica fisica de los estados que incorporan, se calculan los estados de dos cuerpos y finalmente
aquellos del nicleo Polonio-212 con momento angular total cero. En él se observa que la representacion
completa con la condicién de configuracién principal aplicada (RC-MC) logra reproducir el estado
excitado 0 experimental con energia de excitacion de 1.801 MeV [1, 2], ademds del fundamental.

Con respecto a la clusterizacion de los estados del 212Po, se obtienen valores de S = 0.02y & = 0.026
utilizando la representacion completa de particula simple, los cuales se encuentran en el orden de los
obtenidos por la Ref. [3].Finalmente, se calcula el tiempo de vida media en decaimiento alfa para el estado
fundamental, obteniéndose T/ = (O.lSOf%‘_llﬁ) us (en la representaciéon RC-MC), cuya cota superior
se encuentra a 2 ns del valor experimental.

Una vez establecida la fiabilidad del formalismo, este se aplica a las familias de nticleos construidas
sobre los carozos Calcio-40 y Estafio-100, los cuales son doble mégicos con N = Z. En ambos casos, se
aplica modelo de capas con la simetria del isoespin, pues los estados de valencia de protones y neutrones
ocupan la misma capa. Utilizando la representacion de particula simple completa, se obtiene el estado
fundamental del Titanio-44 con un isoespin de valor cero, en acuerdo con la Ref. [4], y ademds, se
asocia el estado O; calculado con energia de excitacién 6.563 MeV al experimental (0,2)* con energia
de excitacion de 6.8 MeV. Para el Telurio-104, se logra reproducir la energia experimental del estado
fundamental, a la vez que se obtiene el valor esperado del isoespin, el cual es cero.

Respecto a la clusterizacion del Titanio-44, se obtienen valores de S = 0.56 y S = 0.29 para el
estado fundamental y el excitado, respectivamente. Estos son del orden de los observados en un niicleo de
similares caracterfsticas como es el 2Ne = o +1° 0 [5]. En esta misma linea, para el estado fundamental
del Telurio-104 se obtiene una clusterizacion del S = 0.35. Ademas, en ambos ntcleos se establece
la importancia de los estados de dispersién de particula simple, pues con la incorporaciéon de estos
a la representacion del Titanio-44 se logra que todos los estados calculados tengan valores fisicos de
clusterizacion, mientras que en el Telurio-104 se incrementa la clusterizacion alfa de la funcién de onda
en un 14 %.

Finalmente, se estima un tiempo de vida media en decaimiento alfa para el estado 0; del Titanio-44
de valor T/ = (12.46 £4.59) ns, mientras que para el Telurio-104 se obtiene 77/, = (16.409*7'022) ns.

-9.438

Estos tiempos de vida media dieron cuenta de un decaimiento alfa un par de ordenes de magnitud



mads rdpido que el observado en el Polonio-212, lo cual justifica la idea de decaimiento alfa “super-

permitido"[6-8].
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

El nicleo atémico del 4tomo de Helio, cuya nomenclatura es “He, se encuentra formado por dos
neutrones y dos protones. También conocido como particula alfa (o), tiene una estabilidad muy por
fuera de la media del resto de los niicleos atémicos. Esta genera que sea posible encontrar formaciones
estructurales con estas caracteristicas en nicleos mas grandes. Esta idea de clusterizacion puede ser
ampliada a varios otros elementos, como por ejemplo el 12C 19, 10]. Este proceso microscopico de
formacién de un cluster @ dentro de un nuicleo mas pesado se encuentra intimamente relacionado con el
decaimiento alfa.

La caracteristica monoenergética del decaimiento alfa (también observada en la radiacién y) y su
naturaleza de particula cargada (caracteristica compartida con la radiacién ) hacen posible que tengamos
precisiones a nivel espectroscopico-experimentales incluso menores al keV. Esta dualidad hace que el
decaimiento alfa como tal sea hoy el gran espacio de prueba de diferentes teorias microscopicas que
buscan explicar el decaimiento de clusteres exéticos incluso mds grandes. El término “microscopicotrata
de expresar la idea de que estas teorias describen el fenémeno de decaimiento considerando explicitamente
todos los grados de libertad nuclednicos que entran en juego, tratando de limitar los pardmetros libres
con datos experimentales. A nivel experimental, la deteccidn de particulas alfa emitidas en un proceso de
reacciones nucleares fue y sigue siendo el método principal para identificar nicleos super-pesados como
también sus estados excitados [11], los cuales pueden ser creados en reacciones de iones pesados.

La fisica nuclear en general se encuentra en un momento de renacimiento gracias a las nuevas
facilidades experimentales [12—15] que han abierto posibilidades de investigacion en nucleos altamente
inestables como también objeto de prueba de formalismos que intentan describir estos nicleos. Respecto
al caso particular del decaimiento alfa, el renovado interés surge gracias a datos experimentales en la
region del Escandio-100 que indican la presencia del llamado decaimiento alfa superpermitido [6, 16, 17],
sumado a ultimas observaciones del decaimiento alfa del Telurio-104 que definen su tiempo de vida media
por debajo de los nano-segundos [18, 19]. Ademads de los importantes descubrimientos experimentales,
a nivel tedrico aparece la importancia de correlaciones entre las cuatro particulas de valencia que
componen el alfa, que surge en primer lugar, por la clarificacion del rol de la mezcla de configuraciones o
configuration-mixing de estados de particulas [20-22], y por otro lado, por la inclusién de la interaccion
protén-neutrén [21, 22]. Esto estimul6 el desarrollo de métodos mas poderosos que incorporan que la
interaccion entre particulas idénticas y distintas tratadas de la misma manera [23-25].

Gracias al avance informdtico de los tultimos afios tanto a nivel de hardware como de software
[26], junto con diferentes facilidades computacionales que se tuvieron a disposicion durante este trabajo
[27, 28], hacen posible la ampliacion de las representaciones de particula simple de forma que se
pueda incluir el continuo completo en el estudio del decaimiento alfa, pudiendo incluso cuantificar la
significancia de éste en el decaimiento propiamente dicho.

El trabajo aqui presentado estd organizado de la siguiente manera: a continuacién inmediata, realiza-
remos un breve repaso por la construccion histérica del decaimiento alfa y del formalismo desarrollado
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Figura 1.1: Tabla de nucleidos en funcién del modo primario de decaimiento de cada uno de ellos. En
amarillo se destacan los nicleos para los cuales se ha observado su decaimiento espontdneo en alfa.
Fuente: Ref. [29].

en este trabajo. En el capitulo 2, realizaremos el desarrollo del marco tedrico necesario para estudiar el
decaimiento alfa. Alli describiremos el modelo de capas nuclear con la representacion de Berggren [30]
utilizado en la construccién de las funciones de onda, y la amplitud de formacién renormalizada que
incorpora estas funciones de onda al decaimiento. Ademads, se realizard un breve descripcion de cada uno
de los cdédigos computacionales utilizados a lo largo del trabajo. Luego, en el capitulo 4 realizaremos
la primera aplicacion del modelo de capas a la familia de nucleos construidos sobre el Plomo-208 para
llegar al Polonio-212. Este nucleo se ubica en la zona usual del decaimiento alfa dentro de la Tabla
de nucleidos (ver Fig. 1.1), por lo cual identificaremos las particularidades del modelo y la eficiencia
de cdlculo en este punto. Continuando con las aplicaciones del modelo de capas, en el capitulo 5 nos
movemos a diferentes zonas no usuales de la Tabla de nucleidos 1.1, en particular analizaremos la familia
de ntcleos construidos sobre el Calcio-40 para obtener la funcién de onda del Titanio-44, y aquellos
construidos sobre el Estafio-100 para llegar a la funcién de onda del Telurio-104. La particularidad de
éstos es que tienen misma cantidad de neutrones que de protones (N = Z), y se ubican en las cercania de
la linea de goteo de protones, por lo cual, la capacidad de nuestro formalismo de incluir las correlaciones
con el continuo de energia, que ganan importancia y son decisivas para la correcta representaciones de
los nicleos, se vuelve fundamental. Finalmente, en el capitulo 6 aplicaremos los conceptos de modelo
de decaimiento de dos cuerpos, amplitud de formacién y renormalizacion para establecer los tiempos de
vida media en decaimiento alfa de los estados fundamentales de los niicleos Polonio-212 y Telurio-104,
y predecir éstos para el estado excitado del Titanio-44.

Al final de esta tesis se incluyen los siguientes apéndices: en el apéndice A, se construye la forma
analitica de los elementos de matriz correspondientes a dos nucleones; en el apéndice B, se construye
la forma analitica de los elementos de matriz correspondientes al par proton-neutrén reescritos como
estados de cuatro cuerpos; en el apéndice C, se desarrolla la expresion del valor esperado del isoespin para
los estados de cuatro cuerpos; en el apéndice D, se introduce la matemdtica necesaria para construir la
amplitud de formacién, como por ejemplo el paso de coordenadas internas a relativas; en el apéndice E, se
realiza la deduccién de los autovalores y autovectores del operador norm-kernel utilizado en el proceso de



renormalizacion de la amplitud de formacidn; en el apéndice F, se presentan las optimizaciones realizadas
sobre el cddigo computacional que construye la funcién de onda de cuatro cuerpos; en el apéndice G,
se muestra la dependencia de los estados del Plomo-210 con la intensidad del canal triplete-impar de la
interaccion gaussiana; en el apéndice H, se realizan diferentes pruebas en los nicleos construidos con dos
nucleones sobre el carozo Calcio-40 a fin de demostrar la dependencia de esta familia de nucleos con el
isoespin; y finalmente en el apéndice I, se presenta el anélisis realizado en el modelo de dos cuerpos del
decaimiento alfa del estado fundamental del Polonio-212, a fin de establecer la dependencia de la energia
con los pardmetros del potencial de Woods-Saxon.

1.1. Breve historia del decaimiento alfa

El fenémeno fisico donde particulas alfa emergen de ciertos nicleos sugiere que éstas existen dentro
previamente a su emision, y ademds, como este fenémeno no es general a todos los nticleos de la Tabla
de nucleidos (Fig. 1.1), se entiende que estas particulas estan retenidas por cierta barrera de potencial.
La primera observacion experimental data de 1896, realizada por Henri Becquerel [31] utilizando sales
de Uranio no fosforescente. En cuanto a la descripcidn tedrica del problema, la primera aproximacion
cldsica fue dada por Rutherford en 1899 [32], que pretendia eludir el problema suponiendo que en un
estadio inicial del decaimiento, la particula alfa consistia de cuatro “protones neutros"(recordemos que
aun no se habia descubierto la existencia del neutrén), y por ende iba a poder atravesar la barrera de
Coulomb, y maés tarde en el proceso de decaimiento, dos electrones se desprenderian de esta particula
alfa y asi quedaria cargada. Este tratamiento fue bastante insatisfactorio para describir el fendmeno, hasta
que en 1928, George Gamow [33] y a la par Gurney y Condon [34], presentaron un trabajo pionero en el
tratamiento cudntico del fendmeno, utilizando una aproximacién semicldsica, implementando el llamado
efecto tiinel. Este formalismo fue el primero que aplicé una interpretacién probabilistica de la mecdnica
cudntica, en el sentido de la interpretacion de Copenhague. Fue tal el éxito de este trabajo, que convencid
a la mayoria de sus contempordneos que la mecédnica cudntica, pese a sus paradojas, era el instrumento
indicado para explicar fenémenos microscépicos.

El tratamiento de Gamow tiene la particularidad positiva de que describe muy bien el proceso de
penetracion de la particula alfa a través de la barrera de potencial. La idea fue asumir que la particula
alfa se estd moviendo dentro del nicleo como una pelota que va rebotando en las paredes hasta que
logra atravesar esta barrera/pared. Este modelo intuitivo reproduce muy bien la relacion entre los tiempos
de vida experimentales de diferentes estados entre los micro-segundos y los giga-afos. En esta imagen
semicldsica de Gamow, no existi6 una posibilidad de que la particula alfa no estuviese pre-formada en el
nucleo. En esta idea de la penetrabilidad de la barrera de potencial, uno necesariamente debe definir el
punto de retorno, es decir, el lugar donde comienza la zona cldsicamente prohibida y entra entonces en
juego la formula de la penetrabilidad. Este radio r. tiene comportamientos no predecibles a lo largo de
los nucleos pues expresa estructura nuclear interna, algo mds complejo que solo el radio nuclear [35].

Entonces, el principal problema para poder establecer una teoria que describiese correctamente los
tiempos de vida absolutos de los estados de un nucleo era el siguiente: el estado inicial y el final del sistema
deben ser descritos simultdneamente, para lo cual un debe resolver un problema de muchos cuerpos de
un estado ligado y uno no ligado o resonancia (perteneciente al continuo) de manera consistente. Si esto



era satisfecho, uno podia aplicar la teoria de dispersiones y resolver el problema.

El comienzo de la solucién viene por el lado de la teoria de reacciones: uno puede asociar las
resonancias con un fendmeno nuclear formado por elementos intermedios que viven un cierto tiempo.
Entonces, para el decaimiento alfa se tomd esta idea pero asumida diferente: estas resonancias de la
teoria de reacciones que posefan cierto ancho, fueron asumidas de tener un tiempo de vida asociado al
ancho. Fue entonces que Bethe [36] y Wigner [37] encontraron que, si las resonancias son angostas,
los elementos §;;» de la matriz de colisién (o matriz S) dependen de la energia € y el ancho I' de la
resonancial. Tanto la energia como el ancho caracterizan a la seccion eficaz causada por la resonancia.

Fue entonces en 1954 cuando Thomas [39, 40] aplica las ideas de la matriz-R de la teoria de reacciones
independiente del tiempo al decaimiento alfa. A partir de ésta, Thomas llega a

T o P(re)g?(re) (1.1)

donde g es la llamada amplitud de formacién, es decir, la proyecciéon del estado madre W 4,4 en un
estado antisimetrizado que es producto de los dos fragmentos ¢, + @4, y P representa la penetrabilidad
a través de la barrera de Coulomb. Ambas variables deben ser calculadas en el punto de retorno r.
mencionado previamente, y el ancho I" no debe depender de este valor. Esta propuesta tuvo una gran
importancia e influencia en la descripcion del decaimiento, incluso comparable con la idea de Gamow. En
esta teoria, la novedad no proviene de la penetrabilidad, que ya databa de 1928, sino de la incorporacién
del ingrediente estructural: la formacién de un subsistema que se estd desintegrando dentro del sistema
principal ndcleo madre. La informacién estructural necesaria solo es una superposicion entre el estado
inicial y el producto antisimetrizado de los estados de los fragmentos resultantes.

La aparicién de la teoria de Thomas se da en el contexto de una explosion en los modelos que
describen la estructura del nicleo. A principios de la década de 1950, en trabajos independientes, Maria
Goeppert Mayer [41, 42] y J. Hans D. Jensen [43] realizan las primeras publicaciones sobre el modelo
de capas nuclear que lograba explicar los nimeros magicos. La bases del modelo de capas constituyen
la representacion mds exacta del movimiento nuclear, y son utilizadas para resolver la ecuacion de
Schrodinger de muchos cuerpos. Este modelo logra explicar no solo el comportamiento de un nucleén
en las cercanias de un nicleo, sino que también es capaz de incluir las suficientes correlaciones para
construir no solo la particula alfa, sino muchas otras formas de clusterizacion.

Unos afios después de Thomas, en 1957, Mang [44] desarrolla el formalismo del decaimiento alfa
basado en la teoria de perturbaciones dependientes del tiempo. En este trabajo, Mang logra realizar una
conexion del modelo de capas pudiendo expresar la amplitud de formacion g o ancho reducido y oc g en
una base de estados de particula simple. Formalmente, fue demostrado por Zeh [45] y Mang [46] que el
modelo propuesto por €l y el de Thomas eran equivalentes.

En las primeras aplicaciones de las teorias de Thomas y Mang junto con el modelo de capas al
decaimiento alfa, se utilizaba una representacion que incluia solo una configuracién o un estado para
cada uno de los nucleones. Los valores de los anchos ' que se obtenian de esta manera eran entre cuatro
o cinco 6rdenes de magnitud menores a los experimentales, pero los cdlculos relativos si daban buenos

ILa expresion matemadtica hoy es conocida como férmula de Breit-Wigner [38]



resultados como se menciond previamente. A este estado del arte, el formalismo del decaimiento alfa
contaba con dos problemas importantes:

= Como en las teorias de decaimientos que se utilizaban uno debia establecer r. mas alld del rango de
las fuerzas nucleares y el principio de exclusion de Pauli, también se tenia que evaluar la amplitud
de formacion a grandes distancias. Pero al utilizar un conjunto minimo de estados de un nucle6n
como representacion o base, se obtenian resultados no necesariamente fisicos del modelo de capas
en el rango de distancias necesarias.

= [as teorias microscépicas de esos afios no incorporaban la interaccion residual nucleén-nucleén,
por lo cual la descripcidén de la particula alfa estaba incompleta.

Poco después de la aplicacion de la teoria de apareamiento al nicleo por A. Bohr, B. Mottelson y D.
Pines [47], se realizaron intentos de aplicacidn de esta teoria al decaimiento alfa en si mismo [48-50].
Alli se observo que el apareamiento permitia una correlacion entre diferentes configuraciones del modelo
de capas, gracias a la cual se lograba aumentar el ancho de decaimiento. Pese a que los resultados aun
se encontraban a ordenes de magnitud del experimental, comenz6 a ser claro la necesidad de aumentar
las representaciones del modelo de capas para mejorar los resultados de los anchos calculados. En este
sentido, una de las voces analizando el tamafio de la representacion es la de Kai Siegbahn en la Ref [35]:

“...la funcion de onda obtenida con un modelo de capas puro discrepa enormemente a la
hora de representar la cantidad de clusterizacion de nucleones en la superficie nuclear, pero
podria ser que, ampliando la representacion para permitir una mezcla de configuraciones,

se represente fehacientemente la clusterizacion alfa en la superficie nuclear...”

A mediados de la década de 1960, estaba claro que habia que incluir mas estados para ampliar la
representacion. Primeros intentos de esto fueron dados tanto por Harada de manera independiente [48],
luego junto con Glendenning realizando un profundo estudio en el Polonio-212 con una interaccién
Gaussiana entre nucleones [23], y Rasmussen, junto con Mang, aplicando una interaccién delta que
simplificaba las ecuaciones [49, 51]. Estos trabajos lograban reproducir los anchos reducidos vy relativos
entre niveles, pero aun no eran capaces de describir los valores exactos. Una de las mayores dificultadas
de los modelos de esa época era a nivel computacional, pues pese a que estos modelos utilizaban la
representacion del modelo de capas con autovalores y autovectores del oscilador arménico, aumentar la
base mds alld de una capa era imposible en ese entonces. La confirmacion de la importancia de la mezcla
de configuraciones del modelo de capas sucedi6 de la mano de Tonozuka-Arima [20] y Janouch-Liotta
[52] a fines de los setenta, pero aun los resultados se encontraban a un orden de magnitud del experimento.
La fisica detrds de la ganancia que se esperaba ampliando la representacion es que, con la participaciéon
de configuraciones de mayor energia, la interaccion entre los pares de nucleones idénticos va a clusterizar
dos nucleones y dos protones en la superficie del nacleo [53].

En la misma linea de investigacién, durante la década de los ochenta, Dodic-Crnkovi¢-Janouch-
Liotta-Sibanda [21, 22] incorporaron también al problema la interaccién entre protones y neutrones, cuya
importancia fue confirmada a principio de los 90 por Varga-Lovas-Liotta [54] en bases del modelo de
capas lo suficientemente grandes para notar la influencia de la interaccion proton-neutrén en la superficie



nuclear. Buscando ampliar la representacion del modelo de capas a fin de representar fehacientemente
la interaccion entre nucleones en la superficie nuclear, Janouch-Liotta-Dodic-Crnkovié-Xiaolin [53, 55]
realizan los primeros tratamientos de la amplitud de formacién utilizando tanto autovectores del potencial
realista de Woods-Saxon como expandidos en autovectores del oscilador arménico de manera que la
representacion incluya al continuo resonante, y luego a principio de los noventa Lenzi-Dragun-Maqueda-
Magqueda-Liotta-Vertse [56] trabajan con una representacion de Berggren truncada [57] que incluye
estados ligados y resonancias a través de un potencial de Woods-Saxon. Estos tratamientos concluyeron
que incorporar los estados de particula simple correspondientes al continuo resonante como también
varios estados correlacionados de dos particulas era necesario para tener una correcta descripcion del
decaimiento alfa. Pese a esto, los resultados obtenidos aun se encontraban a un orden de magnitud de los
experimentales.

En el medio de los desarrollos tedricos respecto de la incorporacién de la interaccién entre nucleones
y el tamaiio de la base del modelo de capas, particularmente a mediados de la década de 1970, Fliessbach-
Mang realizan un profundo anélisis respecto a la matematica del problema y el tratamiento del principio
de exclusion siendode Pauli [58—61]. Se demostré que las funciones de onda que eran utilizadas para la
obtencion del ancho reducido y introducido décadas antes no se encontraban correctamente normalizadas,
lo cual implicaba que se violase el principio de exclusién de Pauli. Asi, se propuso una renormalizacién
de las funciones de onda lo cual aumentaba en un par de ordenes de magnitud el ancho reducido, siempre
que las representaciones fuesen pequefias. La primera publicacion que combinaba las ideas de mezcla de
configuraciones con la renormalizacién de Fliessbach fue la de Tonozuka y Arima en 1979 [20], la cual
mejoraba la descripcion de los tiempos de vida media del decaimiento alfa del Polonio-212, pero aun
estos eran entre 14 y 23 veces mds pequeiios que el experimental.

No fue hasta principios de la década de 1990, cuando Varga-Lovas-Liotta-Insolia-Delion [54, 62, 63],
utilizando una correcta inclusion de la interaccion protén-neutrén con representaciones lo suficientemente
grandes para obtener una clusterizacion alfa muy significativa més alld de la superficie nuclear y una
renormalizacién apropiada de las funciones de onda, todo esto trabajado en una combinacién del modelo
de capas con el modelo de cluster, lograron describir el tiempo de vida media experimental del decaimiento
alfa del Polonio-212.

Al actual estado del arte, una de las claves es establecer un formalismo dentro del modelo de capas
que permita describir el decaimiento alfa, tanto en nicleos estables como en aquellos en la cercania de
la linea de goteo. En este sentido, la inclusién del continuo de energia resulta sumamente importante,
cuya significancia la observamos tanto en el trabajo de Delion-Suhonen [64], en el cual se utiliza una
representacion de Berggren expandida en autofunciones del oscilador arménico para describir la amplitud
de formacion del Polonio-212, y el proyecto de Id Betan-Nazarewicz [65], en el cual se trabajé con los
estados fundamentales del Polonio-212 y Telurio-104, con una alternativa equivalente al formalismo de
Thomas. Esta tenfa la caracteristica de independizarse del radio r. a través de la ecuacién de Arima
I' = SI"®P desarrollada en 1972 [66], donde S es el factor espectroscépico renormalizado que indica la
cantidad de clusterizacion del sistema, y I'*P el ancho absoluto de decaimiento desde el modelo de dos
cuerpos introducido por Gamow [33].
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CAPITULO 2

MARCO TEORICO

En este capitulo desarrollaremos todo el marco tedrico que nos servird de sustento en nuestro forma-
lismo. Estd ordenado en dos grandes dreas: en la seccién 2.1 desarrollamos el modelo de capas nuclear,
que nos permitird construir los estados de una, dos y cuatro particulas; mientras que en la seccién 2.2
formulamos los modelos que nos permiten calcular el tiempo de vida media en decaimiento alfa a nivel
microscopico.

2.1. El modelo de capas nuclear

El modelo de capas nuclear puede ser pensado como una aproximacién para describir un sistema de
particulas interactuantes en términos de particulas independientes moviéndose en un potencial central. Al
ser los nucleones fermiones, se discretizaran los niveles de particula simple. Una de las indicaciones mas
obvias de la existencia de una estructura de capas en un nucleo se obtiene al realizar una comparacién
con el ordenamiento de los electrones en el &tomo. Si se estudia la energia de ionizacién de un dtomo, se
observan claramente la existencia de nimeros mégicos en 2, 10, 18, 36, 54, 86. Este comportamiento se
explica porque la energia de ionizacion aumenta suavemente mientras completan las capas electrnicas.
Cuando comenzamos a llenar una nueva capa, el dltimo electrén se encuentra en un una orbita menos
ligada que el anterior, entonces la energia de ionizacién del electron muestra rdpidas variaciones cuando
una capa electrénica es cerrada.

La cantidad andloga en el caso nuclear es la energia de separacion Sy (Sp) del neutrén (proton),
definida como la diferencia de la energia de ligadura entre los nicleos A=N+Zy A+1=N"+Z con
N’ = N +1. Para la mayoria de los nicleos, S, ~ S, ~ 8 MeV. Esta energfa de separacién es maxima para
los niimeros mdgicos 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126 (Ver Figura 2.1). Estos saltos en la energia de excitacién o
separacion tienen su reminiscencia en quimica: los gases nobles estdn particularmente arraigados a sus
electrones, mientras que los metales alcalinos presentan energias de ionizacion bajas.

Entonces, pese a que existen diferencias entre el movimiento de los electrones en el dtomo y los
nucleones en el nicleo, la presencia de un potencial nuclear medio actuando sobre los nucleones es clara.
La aproximacién que haremos entonces es pasar a un sistema de nucleones levemente acoplados [67].

En la aproximacion de campo medio, cada nucledn se encuentra moviéndose en un campo externo
creado por los A — 1 restantes. Uno puede tomar a este potencial Vj;r como un promedio temporal,
definido en un periodo At pequefio, de las interacciones entre un nucleén y sus A — 1 vecinos restantes.
En esta idea meramente intuitiva, el campo es [69]

A 1 t+At A
Vir = ) (), v(ri):A—t/t dt Y v(ri(n),r;(0) @.1)
i=1 j=Lij#i
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Figura 2.1: Diferencia en MeV entre el valor medido de B/A y el valor calculado mediante la férmula
empirica de masa como funcién del nimero de neutrones N. Los puntos negros mds grandes son para
los elementos estables. Se aprecian los nimero magicos para N = 20, 28, 50, 82 y 126. Las mayores
discrepancias, para nucleos doblemente mégicos, son las marcadas. Fuente: Fundamentals in Nuclear
Physics - Basdevant, et al [68].

quedando el Hamiltoniano de campo medio definido como
Hyp =T +VyF (2.2)

donde T es la energia cinética total del sistema T = ZlA: | T(r;).
Entonces, la ecuacion de Schrodinger a resolver es

HpypW¥Wo(ry,ro,....r4) = E¥o(ry,12,...,T4) (2.3)

donde W (r(,r2,....,T4) = @a1(r1)@a2(r2)...004(r4), siendo ¢ (r;) la funcién de onda de una parti-
cula. Si reemplazamos esta expresion en la ecuacion de Schrodinger, tendremos A ecuaciones idénticas,

una para cada nucleén

h(r)pq(r) = gq@a(r) (2.4)
32

con h(r) = t(r) + v(r) = sz +v(r) (2.5)
N

donde &, satisfacen que E = 2221 Eq.

El problema entonces se resuelve cuando uno define el potencial de campo medio a utilizar. En este
trabajo, asumimos que los nucleos tienen simetria esférica y el potencial es central. Es por ello que
utilizamos una interaccién fenomenoldgica desarrollada por Roger Woods y David Saxon en 1952 [70],



cuyo potencial hoy llamamos de Woods-Saxon, una opcion mads realista y capaz de describir la funcién
de onda para r > R de manera precisa. Este potencial se ajusta en el sentido de la distribucién de materia

nuclear, teniendo la forma
— VO

5 er—R)/a (26)

vs(r) =

donde R = rOAl/ 3 es el radio nuclear que define la interaccidn, siendo rq el radio reducido, y a la
difusividad.
Para el caso de protones, tendremos también la interaccién de Coulomb estatica, definida como [69]

3-(r/re)?
ve(r) = Ze? e > ISTe 2.7)
1/r, r>re

la cual representa el potencial generado por una esfera cargada de radio r., siendo e la carga del electrén.
Por dltimo, se incluye la interaccién espin-6rbita, acoplando el momento angular orbital y el momento
angular intrinseco de espin [71]

L-S
vso =Vs0(r)—3 (2.8)
- _ ro\21]| 1 1
Vso(r) —VSO(%) ;[E—l +e(r_R)/a] (2.9)

Esta expresion de la interaccion espin-Orbita es fenomenoldgica, donde el objetivo de la derivada respecto
ar es que la interaccidon sea maxima en la zona de la superficie nuclear.
Es asi, que el hamiltoniano de particula simple quedara

L-§
hZ

2 £2742
- L
f (V% _Ln (2.10)

h(r)=ﬂ 3 )+VWS(F)+VC(V)+\7SO(F)

donde u es la masa reducida. Este hamiltoniano depende de los momentos angulares L? y L -8, cuyos
autovectores seran ¢, = |l% J m>, mientras que los autovalores son

1 1
i? lzjm> =I(1 + 1)i? lzjm>, (2.11)
ol 1 3,1
2 . 2 .
—jm)==n*|l= 2.12
S 12]m> 1 12]m>, ( )
£Y) I, RN 2 1.

J lzjm =j(j+ Dh lijm , (2.13)
ALy 2k (2.14)
—]jm)=m —]m .

Z 2] 2]

. A A2 . s oA oA
Utilizando estas expresiones en conjunto con J 2= (L + S) =[2+2L-§+82, llegamos a
.~ Al 1 3 1
L-Slijm>:§j(j+1)—l(l+1)—Zh2 lijm> (2.15)
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Recordemos que j = [ + s, y como trabajamos con fermiones s = +1/2, porlocual j = [+ 1/2y
Jj =1—-1/2. Considerando estos dos casos particulares, la tltima expresién se simplifica como

(2.16)

2
i > Bolidjm)  si j=1+1)2
2 =

ﬁ-S"l—jm 2
[+1D)h . ..
—%‘I%JWQ sij=l-1/2

Proponemos entonces que las autofunciones del hamiltoniano %~ sean de la forma |nljm), donde
prescindimos del factor % por ser indistinto e incorporamos el autovalor n indicando el nimero de nodos
de la funcion de onda. Es asi que la ecuacidn de Schrodinger de particula simple radial para la interaccion
de Woods-Saxon queda

—h? [Vz [(1+1)
2;1 g r2

+vws(r) +ve(r) + ()50 (r)} Inljm) = &y Inl jm) (2.17)

conO(j) =1/2sij=1+1/2y0O(j) =-(+1)/2sij=1-1/2,y donde |nljm) se encuentran
normalizadas a la delta 6,,,.

2.1.1. Estados de particula simple

La construccion de los estados de particula simple parte de resolver la ecuacion de Schrodinger
(2.17) utilizando los potenciales de las ecuaciones (2.6,2.7,2.9). En esta seccion buscaremos caracterizar
las diferentes soluciones de la ecuacién de Schrodinger, de manera que podamos identificar aquellas
soluciones fisicas o con real implicancia en nuestro modelo.

El formalismo que utilizaremos para la descripcion de los estados de particula simple y construccién
de las representaciones serd el de Berggren [30]. Este establece que la completitud de la base utilizada
estard dada cuando se incorporen a los polos de la matriz S [34, 72] (estados ligados y resonantes) los
llamados estados de dispersién o continuo no resonante.

Una propiedad importante de este formalismo es que el producto escalar es definido como la integral
de la funcién de onda u, multiplicada por su inversa temporal u;z, y no tomando su compleja conjugada
como suele ser. Un operador definido con vectores que respeten este producto escalar no serd hermitico,
y por ende los elementos de matriz serdn nimeros complejos. Sin embargo, sabemos que los observables
fisicos son ndameros reales, condicién que se dard siempre y cuando todos los autovectores disponibles
sean incorporados en la base, lo cual lleva a trabajar con representaciones cada vez mds grandes.

De esta manera, nuestra base utilizada tendria en cuenta el acople con el continuo, sumamente
importante cuando se trabaja con nicleos cercanos a la linea de goteo. En este formalismo, la relacion de
completitud es definida como

o(r—r') = Z ug(rug(r') + /L+ dEu(r, e)u(r’, €) (2.18)

a

cona = {ng,ly, jasma}t y ¢a = ua(r)/r.
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La sumatoria se realiza sobre los estados discretos, de manera tal

D ua(Pua(r') = >ty (Mitay () + D ttag (Muag (') (2.19)
aRr

a ay,

donde aj, identifica los estados ligados (Re (8a L) <0y3m (sa L) =0) y ag alos estados resonantes

(Re (Sa R) >0y 3Im (sa R) < 0), siendo la parte real de la energia €, establecida respecto al carozo
[73]. Dicho de otra manera, los estados ligados son todos aquellos polos de 1a matriz de dispersion S cuya
energia de excitacion sea menor que la energia de separacion de un neutrén (protén) S,(Sp,), mientras
que las resonancias son todas aquellas cuya parte real de su energia es superior a estas cotas. No todas
estos estados resonantes serdn considerados con significado fisico, siendo un andlisis de cada nicleo
particular el que determinara este limite. Situados en el plano complejo de energia (ver Figura 2.2), los
estados discretos se definen de manera tnica. Asi, aquellos ligados serdn puramente reales y negativos
(rectdngulo verde), mientras que los estados resonantes o de Gamow (circulo azul) tendrdn parte real
positiva y parte imaginaria negativa.

Respecto a la integral /L*" esta se realiza sobre un contorno complejo que logre englobar a los
estados resonantes. Esta integral es clave para obtener la completitud de la base de Berggren, donde
los estados u(r, &) pertenecen a lo que llamamos continuo no resonante. Si volvemos a la imagen del
plano complejo de energia (ver Figura 2.2), supongamos que tenemos una resonancia ubicada en el
cuarto cuadrante (circulo azul): estableciendo un contorno L™ alrededor de la resonancia, se definen los
estados de dispersion sobre este contorno, los cuales pueden ser complejos o reales (circulos rojos). Este
contorno en principio puede tener cualquier forma [74], pero mientras que estados ligados de dos cuerpos
son describibles con contornos triangulares como el de la Figura 2.2, estados resonantes de dos cuerpos
se ven beneficiados al definir contornos rectangulares [75]. Matematicamente, las funciones de onda de
los estados de dispersion poseen las condiciones de borde de una funcién de onda estacionaria. Entonces,
para obtener el resultado fisico de la norma asociada a estos estados, debemos redefinirla incorporando
el método de renormalizacidn introducido por Zel’dovich [76] o la rotacién compleja exterior.

Im(e)

Figura 2.2: Representacion esquematica de los estados ligados (rectingulo verde), resonancias (circulo
azul) y estados de dispersion (circulos rojos). Ademads, se representa el contorno L' respecto a la
resonancia, y como los estados de dispersion se definen de manera discreta sobre el contorno L*.

Para poder tratar numéricamente la integral de la ecuacion (2.18), debemos discretizar el contorno
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utilizando, por ejemplo, el método de integracion de Gauss-Legendre [77]:

N¢
/ deu(r,e)u(r’,e) = Z heue(P)uc(r’) (2.20)
Lt C

donde A, son los respectivos pesos y u.(r) la funciones de onda asociadas con energia &., siendo
¢ = {ne¢,lc, jo} el indice que define de manera unica cada estado del contorno. Tanto el contorno L*
como el nimero de puntos N, puede definirse de manera independiente para cada onda parcial. A nivel
computacional, siempre es deseable que N, sea el menor nimero posible mediante el cual se obtienen
soluciones estables para los estados de dos cuerpos.

En resumen, la base ortonormal de la representacion de Berggren utilizada en este trabajo incor-
pora estados ligados y resonantes (r|p,) = {uq(r)/r}, y estados de dispersion discretizados (r|¢.) =

{\/h_cuc(r)/r}-

2.1.2. La interaccion espin-isoespin y los estados de dos particulas

El formalismo desarrollado hasta este punto, nos describe el movimiento de un nucleén independiente
en las cercanias de un carozo. En una primera aproximacion, el espectro de energia de un nucleo
con dos nucleones sobre el carozo se obtiene simplemente sumando las energias de particula simple
correspondientes a estos dos nucleones. A esto lo llamamos aproximacién de orden cero.

Pensemos ahora que es posible que dos nucleones interactien entre si. Debemos tener en cuenta tres
suposiciones que haremos:

1. Los nudcleos pueden ser descritos como un sistema de A nucleones cuya interaccion puede ser
aproximada por un potencial.

2. Los efectos relativistas son despreciables.
3. Solo fuerzas entre dos cuerpos son importantes.

La fuerza entre nucleones, en primer lugar, tiene una complicacion numérica: al presentar una repulsion
muy fuerte a cortas distancias, no puede ser tratada de manera perturbativa ni tampoco de manera
autoconsistente. Pero si partimos del hecho de que la interaccion entre pares se da en presencia de
muchos otros cuerpos, una podria tomar una interacciéon de dos cuerpos efectiva, la cual serd bien
comportada y permite la aplicacién de los métodos conocidos por la teoria de muchos cuerpos. En lo que
compete a este trabajo, tomaremos una interaccién fenomenoldgica entre los nucleones.

De manera general, un potencial V de dos cuerpos va a estar completamente definido en funcién de
sus elementos de matriz entre estados de dos cuerpos:

VA Y S A Y 4
(rls1t1r2s2t2|V|r1s1t1r2s2t2> (2.21)

donde s; = +1/2 y t; = +£1/2 son las coordenadas de espin e isoespin. El espacio de los estados de dos
cuerpos |rysitrasaty) es expandido por un producto de los espacios de coordenadas |r{) y |ra) y los
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vectores de espin e isoespin |s1),|s2) ¥ |£1),|t2). Como cualquier operador en el espacio de espin de una
particula se puede escribir como una combinacion lineal de las matrices de Pauli o1, 0» y 073 junto con
la matriz unitaria oy = 1, la forma méas general del operador V sera:

3
v="> VgoVo? (2.22)
i,k=0

La funcién V;; depende de los operadores de isoespin (D y (2 donde (1) y (2) indican a la particula
que pertenecen. En el caso particular de que V sea un potencial local, V;; serdn operadores en el espacio
de coordenadas actuando como V |rirp) = V(ry,rp) [rirp).

Este potencial, debe ser hermitico e invariante traslacional, de intercambio, temporal, espacial y rota-
cional tanto en las coordenadas espaciales como en las coordenadas de isoespin. Veamos la particularidad
de la invariancia frente al intercambio de particulas V(1,2) = V(2, 1): esta propiedad esta conectada con
la simetria de la funcién de onda de dos cuerpos. Como los nucleones son fermiones, su funcién de
onda debe ser asimétrica. Por ejemplo, si la funcién de onda se construye como producto de las partes
espaciales, de espin y de isoespin

(risqtrpsata|12) = W(ry,rp) x (s1, 52)(t1,12) (2.23)

tendremos cuatro combinaciones posibles compatibles tanto con el principio de exclusién de Pauli
como con la antisimetria de la funcién de onda, las cuales son caracterizadas en funcién de la paridad
de coordenadas, de espin y de isoespin, presentadas en la Tabla 2.1 [78]. Notemos también que esta
distincion de la interaccidn, nos permitird distinguir el potencial entre las partes T =1y T = 0.

Tabla 2.1: Simetrias de la funcién de onda de dos cuerpos (2.23) caracterizadas en funcién de la
simetria de coordenadas y de espin.

¥ X Nomenclatura T =t¢; +1)

par  singlete se 1

par triplete te 0
impar singlete SO 0
impar triplete to 1

Veamos el caso particular donde el potencial es central, es decir, solo depende de la distancia r entre
nucleones:

Ve(r) =Vo(r) + VO-(V)O'(l)O'(Z) + VT(I’)T(I)T(Z) + VO-T(}’)O'(l)O'(Z)T(l)T(z) (2.24)

el cual tiene una componente de coordenadas, una de espin, una de isoespin y finalmente una espin-
isoespin. Buscando escribir este potencial en funcién de las nomenclatura de la Tabla 2.1, presentamos
dos operadores:

o= (140 We®) = 2 (14702) (2.25)
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los cuales intercambian las coordenadas de espin e isoespin de los nucleones, respectivamente. Ademads,
podemos definir un operador P" que intercambie las coordenadas espaciales de los nucleones. De esta
manera, se puede decir que el principio de exclusion de Pauli es respetado siempre que

PP PT =-1 (2.26)
Asi, podemos reescribir al operador P = —P"P7, y en la ecuacién (2.24) independizarnos de los
productos oD y (D72,
Ve(r) =V (r) + Vy (r)P" + VgP? + VP P? (2.27)
donde
Vw = Vo = Vo — Vi + Vor — fuerza de Wigner (2.28)
Vym = —4Vy+ — fuerza de Majorana (2.29)
Vg = 2Vy — 2Vy1 — fuerza de Barlett (2.30)
Vy = =2V + 2V — fuerza de Heisenberg (2.31)

Los nombres de estas diferentes componentes de la fuerza nuclear datan de la década de 1930, cuando
se implementaron los primeros modelos y las propiedades de las fuerzas nucleares eran explicadas sin
introducir la idea de que las particulas nucleares se volvian altamente repulsivas al acercase mds alla de
una distancia critica [79].

Finalmente, introduciremos los operadores de proyeccion

g = 2(1-F7), 17 = (1477 (232)
7= 2(1-P7), T = 3(1+ ) (233)
W= 3(1-P), =3 (1+7) 2.34)

que proyectan en la parte singlete (s) y triplete (t), y en la parte par (e) e impar (o) de la funcién de onda
de dos cuerpos (2.23) en el sentido de la Tabla 2.1. Utilizando estos operadores, la interaccién central
entre dos nucleones (2.27) se puede escribir [78]

Ve(r) :Vse(r)HZH?— + Vso(r)HZHg- + Vte(r)HZH;T + Vto(r)l_[gl—[?— (2.35)
Ve(r) =Vse(r)Pse + Vso(7) Pso + Vie (1) Pre + Vio (1) Po (2.36)

donde las relaciones entre los nuevos Vg (£ € {se,so,te,to}) y los de las ecuaciones (2.28-2.31) se
encuentran en la Tabla 2.2, y los operadores Pse = IT,II{, Pso = ITLII{, P = IILIIY y Py = ITI17.
Como veremos mds adelante, esta escritura de la interaccion es util para aplicaciones précticas, como
por ejemplo, la descripcion de la interaccion entre dos nuclednes idénticos se realiza solo con los
canales/términos singlete par y triplete impar que corresponden al isoespin 7 = 1.

A continuacién incorporaremos otro operador que nos serd ttil a la hora de trabajar con los elementos
de matriz de la interaccion del sistema:

P = %(1 _ (D) (2.37)
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Tabla 2.2: Relaciones entre las intensidades Vg con & € {se, so, te, to} y aquellas presentadas en las
ecuaciones (2.28-2.31).

Ve Definicién

Vse Vw+Vm —-Vp—-Vg
Vso Vw—-Vu—-Vp+Vy
Vte VW+VM+VB+VH
Vio Vw-Vum+Vp—-Vg

Como (S|cWa@)|8) =45 -3, los posibles valores del operador son

1 si s=0
Pc = 2.38
5 { 0 si s=1 ( )

La relacion entre este Pg y los operadores Pz (¢ € {se, so, te, to}) se encuentra en la Tabla 2.3, donde
aparece el operador P, que actda de manera tal P |r{sf1r2s2tp) = |rpsptorsty). Ademds, tenemos
definido el momento angular total J como |j| — j»| < J < j| + j», siendo jj + jp +J necesariamente un
entero.

Tabla 2.3: Relaciones entre los operadores de espin-isoespin P¢ y el operador proyector Pg.

Pe Definicién

Py 2 [1= (/1727 Py P

Pso {1 = (0)/1%2% o] - [1 = (-)/1492 Pyy] Pg)
P H{[1+ (/17727 Ppg] = [1+(-)i1%2% Py] Py}
Pio 31+ (-)/1%2% Py, | Py

En este trabajo, la fuerza central serd la tinica interaccion entre dos nucleones. Esta estard compuesta

por la interaccion de Coulomb:

e2

Veoul(r) = — (2.39)

y por una interaccion fenomenoldgica llamada gaussiana que efectivamente tiene la forma de una campana

de Gauss:
2

22

Ve(r) = Vgo e Pe

(2.40)

donde ¢ = {se, so,te,to} y r = |r; —rp|.
En las préximas secciones, analizaremos la funcién de onda de dos cuerpos y los elementos de matriz
para cada interaccion.
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2.1.2.1. Funciones de onda de dos cuerpos

En primer lugar, para trabajar la funciéon de onda de dos cuerpos debemos reescribir la funcién de
onda de un cuerpo tanto desacoplada

ug(r my
@a(r,s) = %)Xs,msylala (7) (2.41)
como acoplada al momento angular total j
ug(r ) my.
@a(r,s) = alr) Z <5mslamla|]ama>)(s,msYlala (7) (2.42)
ms,mla

s = "Dy @) (2.43)

Pall, . Xs¥l, jama .

donde a = {ng, l4, ja}, 7 representa a los dngulos 6, ¢ de r en coordenadas esféricas, (smgslm;|j,my) es
un coeficiente de Clebsch-Gordan [69], y [],m,
La funcién de onda de dos cuerpos va a poder ser escrita en el acople SL o en el acople jj. Ambos

es una manera simplificada de notar el acople.

serdn necesarios durante diferentes momentos del trabajo, por lo que a continuacién presentamos las
funciones de onda ya antisimetrizadas y normalizadas. Para el acople SL, la funcién serd

JiM; _ 1
ab,S;,L; (x1,%2) = V2(1+6,4p)
a

donde por simplicidad x = (r,s), i se incorpora para notar explicitamente a los pares de nucleones:

¥ ((x1,X2llalpS;Li, JiM;) — (X2, X1|lalpS;L;, JiM;)) (2.44)

neutréon-neutrén (nn), protén-protén (pp) y protén-neutrén (pn), y hemos definido:

Ug(ry) up(r
(x1,X2|lalpSiLi, JiM;) = a(ry) up(ra)
r1 ry

(2.45)
: [[)(1)(2]51- [Yla(fl)Yzb(fz)]L.]
11J; M;
Para el caso del acople jj [80], la funcién de onda normalizada y antisimetrizada es
Ji M; .o i — ..
v, (X1,xp) = Nab(Ji)(<Xl’X2|Ja]baJiMi> — (=1)Jarip=! <X1,X2|JbJaJiMi>) (2.46)
donde nuevamente hemos definido
- uq(ry) up(ra)
(X1, X2 jajp. JiM;) === -2
r 2
(2.47)
(Y, (PO [XZYZ (fz)]. ]
[[ “ ]]a b Jb JiMi
y
V1+6,(=1)7
Nap(Ji) = +——2 (248)

1+6ab

Si definimos al operador de permutaciones P de manera que (—1)F = 1 si no hay permutaciones y
(-D)P = (=1)/a* b~Iitl g hay permutaciones, podemos reescribir las funciones de onda como

WMy 0) = Nap 3 (<1 Ploa(enen()] (2.49)
P
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Notemos que para el caso protén-neutrén, N,p(J;) = 1 y no hay permutaciones posibles. En notacién de
Dirac, tendremos entonces que para particulas idénticas le corresponde la funcién de onda

Jﬂ'
w;;zz;) = Napieay 9. (=07 Plleao) [esa)] (2.50)
P

mientras que para protén neutrén tenemos

Ion
Yae > = [lea) lec) im (2.51)

Estas funciones de onda de dos cuerpos definidas hasta ahora representan el caso particular donde
el par de nucleones tiene a disposiciéon inicamente a los estados de particula simple a y b, los cuales
pueden ser ligados, resonantes o de dispersiéon. Si ampliamos esta definicién para incluir todas las
correlaciones posibles, para el caso de particulas idénticas, definimos la funcion de onda de dos cuerpos
correlacionada como

n VA A
)= > X llfalg> (2.52)
b<a
T T
i) = 3 X ‘I‘ZZ> (2.53)
d<c
Jﬂ'
siendo Xai((gc)i) las amplitudes de las funciones de onda de dos cuerpos, y normalizadas en el sentido del

producto escalar de Berggren como

T\ 2
Z (X:fz ) ~1 (2.54)

b<a
Jr\?
Z x| =1 (2.55)
c<d
mientras que para el caso protén-neutrén tendremos

7 Jr
W) = Xl

ac

J7T
‘Pa’C’”> (2.56)
la cual estd normalizada como
JT \2
Z (Xafn) =1 (2.57)
ac

La gran ventaja de estas funciones de onda respecto a aquellas presentes en otros modelos, es que permiten
la correlacion entre estados ligados o resonantes con estados del continuo no resonante, importante a la
hora de asegurarnos la completitud de la base y la capacidad de descripcion de nicleos en el borde de la
estabilidad.
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Es asf que las ecuaciones de Schrodinger para dos nucleones quedan

H, w0\ = £ [
Hy [W77) = E [0'7) (2.59)
J7 J7
Hpn [#7Pn) = £ |w/on) (2.60)
pn

siendo H), = hp(r1) + hp(r2) +Vy(r), Hy = hy(r3) + hy(rg) + Vi (r) y Hpp = hp(r1) + hy(r3) + Vpu(r)
(1y 2 indican protones, y 3 y 4 indican neutrones), con V), (r) la interaccién central (2.36) con forma
gaussiana més la interaccion de Coulomb (2.39) para el caso de protones. Notemos que estas autofunciones
también dependen de la proyeccion M, que fue quitada inicamente para simplificar notacion.

2.1.2.2. Elementos de matriz de dos cuerpos

Ahora vamos a calcular los elementos de matriz para una dada interaccion central entre nucleones.
En primer lugar, vamos a trabajar con la interaccién gaussiana definida en las ecuaciones (2.36) y (2.40),
tomando como base las funciones de onda en el acople jj hasta ahora definidas en la ecuacién (2.46).
El elemento de matriz entonces sera:

JiM;
<‘Pab

J; M; J;M; J; M; J:M;
V()| = (WP Vi ()| wl00) 4 (i
J; M;

+ <‘Pa’b !

donde en lugar de notar los nucleones 1, 2, 3, 4 notamos sus estados cudnticos a, b, ¢, d.

J: M;
Pso Vso(”)‘q’cld l> 2.61)

J; M; J; M;
Pro Vie ()21 )+ (Wi

J:M:
Pro Vto(r)“PC’d l>

Trabajando con esta expresion (ver Apéndice A), uno llega a que los elementos de matriz de la
interaccion gaussiana seran: parann'y pp

JiM;
<Tab

Vo)) 2NgpNeg

) {Z [Flie(abcd) - F}(O(abcd)] flf(abcd)
k

— (=)Jetia=] zk: [er(ade) - F;tco(abdc)] flf(abdc) (2.62)

+ Z F(abed) fi(abed)
k

~()feHa™! ) R abde) fk<abdc>}
k
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mientras que para pn

JpnMpn 1
(v cd 2

ab

Ve(r)

\prnMpn> _

: {Z [F$(abed) — F®(abed) + Fi°(abed) — Fi(abed)| f5 (abed)

k

— (=)Jetia=Tpn Z [F{¢(abdc) — F}°(abdc) — F{°(abdc) + Fi (abdc)] f,f (abdc)
k

+ Z [F]tco(abcd) + F,tce(abcd)] fx(abcd)
k

—(=)/etia~Ipn Z |Fi°(abdc) — Fi(abdc)] fk(abdc)}
k

siendo los coeficientes definidos como

_(r%+r%)
& ﬁ§ k.o, L 2rr
Fy (abed) =Ve uq(ry) up(ra) e i k(=i 2 Yuc(ry) uq(ry) dridry
3

fi(abed) =(=)/dMitib W (jajeipia kJi)
1+ (=)la+k+e ]

5 JajeCicl/2ja = 1/21k0)

71 + (_)lb+k+ld 1

> Ip Jalial/2jp — 1/2]k0)

AAAAAAAA

W(lafalbjb’ 1/2-]1') W(lcjcldjd, 1/2Ji)
1+ (—)la*ktle | 4 (—)lb+k+ld]

2

2
(101,010 (1,01 J0|kOYW (Ialclply, kJ;)

fueron desarrollados en el apéndice A,y k = kpip - - - kmax, con

kin =max{0, |lg = Ilc|, |z = Ip|}

kmax =min{(lg +1c), (lg+1p)}

en los términos que contengan f]f y

kmin = méx{O, |]a - jb|’ |]d _jC|’ |]a - jCla |]d - jb|’ |la - lC|’ |ld - lbl}
kmax = min{(ja + jp), (Ga +Jje), Ga +Jje), Ga+Jp)s Ua+1c), (Ig+1p)}

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)
(2.68)

(2.69)
(2.70)

para aquellos términos con f;. Notemos que el canal de isoespin T = 0 de la interaccién gaussiana,

solamente serd efectivo para el caso protén-neutrén.
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Asimismo, para la interaccion de Coulomb, los elementos de matriz se escribirdn de la siguiente
manera:

IpM IpM
<‘Pa1; p‘VcOul(r)“PCZ p> =2NgpNed

. {Z choul(abcd) fr(abed) — (_)jc+jd—Jp Z choul(abdc) fk(abdc)} (2.71)
k K
donde fj (abcd) mantiene la expresion (2.65) y en el apéndice A se desarroll6
Coul e? rlé
B = / / ta(ry) up(ra) ) uc(ry) ug(ry) drydry (2.72)

con k dentro de los limites definidos en las expresiones (2.69) y (2.70).

2.1.2.3. [Estados resonantes de dos cuerpos y los contornos de particula simple

Durante este trabajo, los estados de dos cuerpos identificados por sus nimeros cudnticos J con
T = n, p, pn y funciones de onda definidas en la seccién 2.1.2.1 podrin ser ligados (Re (E JT) < 0),
resonantes o de dispersion (Re (E JT) >0y3Im(E 7) < 0). Enestaseccién prestaremos especial atencion
a la descripcion de los estados del continuo, ya sean resonantes o no. Los estados del continuo de dos
cuerpos se encuentran compuestos por estados de particula simple ligados y/o del continuo. Lo que nos
interesa particularmente es poder aislar aquellos estados de dos cuerpos compuestos mayoritariamente por
polos de la matriz S de particula simple (Ilamados resonancias de dos cuerpos), de aquellos compuestos
unicamente por estados de dispersion de particula simple (llamados estados del continuo no resonante
de dos cuerpos). Estudios previos [81-83] demuestran que para que esto sea posible, los contornos de
las resonancias de particula simple deben ser rectangulares (ver Figura 2.3 (a)) y estar discretizados de
tal manera que se observe una estabilidad en el valor de la parte imaginaria de la energia del estado de
dos cuerpos en funcion de la cantidad de estados del contorno N,.

Im(E)
Im(¢) T a2a p atb 2bdatd b+d, zq Re(E)
(o,mT (a,0) (b,0) (d:,O) Re(¢) 5
-C
“T @0 (b.-¢) 2c

(a) (b)

Figura 2.3: (a) Representacion esquematica del contorno L™ rectangular respecto a un estado de
resonante de particula simple. Los estados de dispersion se definen de manera discreta sobre el contorno.
(b) Contorno resultante en el plano de energia de dos cuerpos obtenido a partir de la Figura (a). La
region tachada se encuentran superpoblada por estados del continuo de dos cuerpos, mientras que el drea
blanca se encuentra liberada de estados de dispersién de dos cuerpos. Imdgenes tomadas de Ref. [81]
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Teniendo en cuenta esta consideracion, observemos en la Figura 2.3 el correspondiente mapa de
los estados de dos cuerpos consecuencia del contorno discreto de particula simple. En el drea rayada,
se ubicardn principalmente estados del continuo no resonante de dos cuerpos, por lo cual resultard
especialmente dificil aislar las resonancias de dos cuerpos en esta zona. En cambio, el drea blanca
resultante encerrada en el rectangulo delimitado por los puntos (2a, 0), (2a, ¢), (b, ¢), (b, 0), se encuentra
libre de estados del continuo no resonante de dos cuerpos. Es en esta zona donde limitaremos nuestra
bisqueda de los estados de dos cuerpos resonantes, siendo de interés fisico aquellos en los que su funcién
de onda se encuentre constituida por lo menos de algin polo de la matriz S de particula simple [83].

2.1.3. Los estados de cuatro particulas

Presentadas hasta ahora las funciones de onda de uno y dos cuerpos, estas serdn nuestros cimientos
para la construccion de los estados de cuatro cuerpos, de la misma manera que hemos pensado nuestro
problema hasta este punto: un carozo inerte, y uno, dos y ahora cuatro nucleones sobre €l que interactian
entre si y con el carozo mismo.

Primero introduciremos la funcién de onda de cuatro cuerpos, donde presentaremos nuevas notaciones
a tener en cuenta. Luego, se establecerdn los elementos de matriz necesarios para la construccién del
sistema. Y finalmente, introduciremos la ecuacién de autovalores a resolver.

2.1.3.1. Funciones de onda de cuatro cuerpos

La funcién de onda de cuatro cuerpos serd calculada utilizando el modelo de nucleones débilmente
acoplados o weak-coupling [67, 84, 85]. La idea principal de este modelo es diagonalizar el Hamiltoniano
de cuatro cuerpos H por secciones, es decir, diagonalizar primero los hamiltonianos de dos cuerpos y
luego utilizar estos estados como base, ya sea de manera completa o truncando el espacio de Hilbert, de
manera que diagonalizar H se reduzca a inicamente el canal pn.

Escribamos en primer lugar el Hamiltoniano del sistema de cuatro cuerpos como:

H=Hp+Hy+Vpy (2.73)

siendo Hp y Hy los Hamiltonianos de dos protones y dos neutrones definidos en la seccion 2.1.2.1,
respectivamente; y Vp, = V(ry,r3) + V(ry,rg) + V(rz,r3) + V(rp,r4) notando la interaccién proton-
neutron de forma gaussiana (2.36), un avance respecto a estudios previos [23, 65]. De la seccién 2.1.2,
para dos protones y dos neutrones tenemos las ecuaciones de Schrodinger definidas en las expresiones
(2.58) y (2.59), respectivamente.

Para construir el estado de cuatro cuerpos |‘I‘J M ) debemos definir la base de cuatro cuerpos Lyp
de dimensidn N4p en la cual este serd representado. Entonces, definimos a los estados que conforman la
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base L4p como:

Ip I

ot =[5,

TEIRIM) (2.75)

haciéndose efectivo el acople JM, donde J g y JJ son aquellas soluciones de las ecuaciones de Schrodinger
(2.58) y (2.59) que se incorporan en la base de dos cuerpos de dimensiones Np y Ny:

Ly = (I8, 5, TE (N} (2.76)

Lo = {IE),IFQ@), . T3 (N} 2.77)

y respetan junto con J la desigualdad triangular

JT-Jr

< J < Jj +Jj. Recordemos que mantenemos
la notacién [ | de secciones anteriores.
La ecuacién de Schrodinger para el problema de cuatro cuerpos entonces sera

H “P*’M > _ g/ |leM > (2.78)

cuyos autovectores se escriben en término de las funciones de onda (2.74) como

M J
‘T >: Z Zyr
jrgr P
p n

TR IR IM) (2.79)

normalizados en el sentido

2
AR ,T) =1 2.80
Y, (s 250

TR

donde las amplitudes son solucién de la ecuacién de autovalores

7, J,Q,JM}]ZJ =£'z] 2.81)

i

Notar que quitamos la paridad & para simplificar notacién. De la dltima ecuacién, solo los elementos de
matriz

7JM _

Vil = (Jp I, TM|Vip

Ry (2.82)

no representan una informacién contenida en la base de dos cuerpos. Por lo tanto, hemos reducido un
problema de cuatro cuerpos a construir la matriz Vl{,]l” .

Una aproximacion usualmente utilizada para simplificar la ecuacion (2.81) es suponer que Vp,, = 0,
por lo cual estaremos trabajando con funciones de onda a orden cero. En este caso, las energias del
estado de cuatro cuerpos simplemente son

Ely = JZ; (E Jp+E ,n) (2.83)
pJn
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con E IpY Ej,, definidos en las ecuaciones (2.58) y (2.59), y la funcion de onda sera

) = 3V dn M) (2.84)
Indp

=y > xpxh

Jn,Jp b<a,d<c

[Wﬁi?f@]f@ (2.85)

Otra simplificacion de los célculo se obtiene si se aplica la restriccion de main-configuration o
configuracion principal (MC). Esta aproximacion es efectiva cuando se trabaja con nucleos pesados [86—
92], e implica que a nivel de dos cuerpos, de todos los acoples posibles [|nqlqja) — |nplpjp)] asociados
a un estado de dos cuerpos |‘I’JT>, solo consideraremos aquellos donde I, = I, y ja = Jp, esto es, los
dos nucleones posean los mismos momentos angulares orbitales y totales. A diferencia de los trabajos
citados, nosotros permitiremos acoples cuando el nimero cudntico principal de los estados sea diferente,
gracias a lo cual seremos aun capaces de tener acoples entre estados ligados o resonancias con estados
del continuo no resonante.

2.1.3.2. Elementos de matriz proton-neutrén

A continuacién, resolveremos explicitamente los elementos de matriz VI{,]}/I dados en la ecuacion
(2.82). Utilizando las ecuaciones (2.52), (2.53) y (2.74), podemos escribir los elementos de matriz en
funcién de los estados de dos cuerpos definidos en la seccion 2.1.2.2:

Y _ Jp ];7 In I
TpdidMy =3 3NN X EXh X
b<a b'<a’ d<c d’<c’ (2.86)

Ip il VAN
<[Tab chZl]JM [lpa'b’ ch’}d’ M

Teniendo en cuenta que trabajamos con particulas idénticas, podemos reescribir:

Jp J J;) J’ _ Jp J;
<[lpab \PCZ]JM [\Pa’b’ \Pc?d’ M =4 [\Pab lIICZ]JM V(ry,r3)

Si incorporamos la expresion 2.49, podremos reescribir la ecuacion (2.87) como:

<[Tab TCZ]JM

P <[‘Pa90b]Jp [¢c<ﬁd]1n;JM'V(l‘1,l’3)

(7 Jns M|V

byl
[‘Pa, o d’]m> (2.87)

Vpn

J! J!
[‘Pal,)b, ‘Pcild/] > =4Ngp Neq Nyrpr N g Z (—)P
M P (2.88)

[‘Pa/‘Pb/]JI/J [¢crgod/]J’,1;JM>

Para simplificar, pasaremos a notacién Dirac [¢,(r])¢p(1r2)] IiM; = (r1r21jajp, JiM;) de forma que

<[lpab \PC’Z{]JM

PGl Ip) Gedas In): M|V (1 03)| G o Tp) G s T20: IM)

Vpn

J! 7
[\Pal;b/ ‘Pcl/qd/] > = 4Nab NCdNa'b' Ncld/ Z (—)P
IM P (2.89)

24



VJM

En resumen, pasamos de tener que calcular los elementos de matriz V",

a tener que calcular los
siguientes:

T = (Gadv: Tp) Gedas In): IMV @1, 03| Gt o Ip) Gt s T3 TM) (2.90)

Realizando un re-acople de las funciones de onda para pasar de nn'y pp a pn (ver apéndice B), llegamos
a

. Ja Jv Ip || oy Ip

V13 = Z Je Ja JIn Jer Jar J;z

J13J2a4 | J13 Jog T Jiz Jug J
SpprSaar (Jales JisM3|V (x1,13)|jarjers J13M13) (2.91)

Finalmente, debemos calcular los elementos de matriz

=S S S S Xkt i,

b<a b'<a’ d<c d'<c’ (2.92)
4Nap Nea Norpy Nev gr Z (_)PP(VljSM)
P

donde Y p (—)P P implica 16 permutaciones de los nimeros cudnticos. El detalle de estas se encuentra
en el apéndice B.

A nivel computacional, el cdlculo de estos elementos de matriz es costoso desde la siguiente perspec-
tiva: un elemento de matriz VI{,Q/I queda definido por los nimeros cudnticos {J p>JInsJ ;), J), ¢, los cuales
definen la cantidad de estados de particula simple {a, b, c,d,a’,b’,c’,d’} de las primeras sumatorias
de la ecuacion (2.92). Ahora bien, para cada combinacidn posible de estos estados de particula simple,
debemos realizar las 16 permutaciones sobre cada elemento de matriz V1J3M re-acoplado a pn.

En la presentacion de resultados, cada estado de cuatro cuerpos va a estar caracterizado por su nimero
cudntico J, el isoespin 7" (ver apéndice C) y las diferentes amplitudes de cuatro cuerpos pr I Estés

ultimas amplitudes estardn presentadas dentro de 22 entendida como la contribucién de cada amplitud
parcial J; (de dos cuerpos) a la funcién de onda de cuatro cuerpos, definida como:

2% = Z(z{ )2 (2.93)

donde Zl.J = Z}p In viene de la funcién de onda de cuatro cuerpos correlacionada (2.79), i identificando a
todas las configuraciones [‘PJ P, W/n] ;1. Definiremos a Z% como la suma de las amplitudes al cuadrado.
2.2. El tiempo de vida media en decaimiento alfa

En esta seccion nos centraremos en los principales modelos que nos permiten, partiendo de las
energias y funciones de onda de cuatro cuerpos desarrolladas en la seccion 2.1, obtener un tiempo de
vida en decamiento alfa a nivel microscépico de nuestros nicleos bajo estudio.
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Nuestro acercamiento al tiempo de vida media en decaimiento alfa parte principalmente de la expresion
de Arima [61, 66, 93]:

Iy = SLFSLP (2.94)

donde Sy es el factor espectroscopico renormalizado, mientras que el ancho aboluto de particula simple
P se obtiene a partir de un modelo simplificado de dos cuerpos. Entonces, el tiempo de vida media
(para el caso L = 0) serd

TP
1/2
Tip=—o (2.95)
donde Bn(2)
sp n
Ty), = = (2.96)

La ecuacion (2.94) surge como una alternativa de la ecuacion de Thomas del ancho absoluto, obtenida
en el marco de la Matriz-R [39, 44]

TL(r) = 2y3 (r)PL(r) (2.97)

siendo Py (r) la penetrabilidad de la barrera de potencial y y; (r) el ancho reducido. Notemos que en la
principal diferencia respecto a la expresion que nosotros utilizaremos durante el trabajo, es la dependencia
con la distancia r entre el nicleo residual A y la particula a.

En primer lugar, presentaremos la descripcidn tedrica de los anchos sz y su relacion con las secciones
previas. Luego, analizaremos los factores espectroscopicos convencionales Sy y su relacién con las
amplitudes de formacién convencionales g (r) pensada como una superposicion de funciones de onda.
Finalmente, estudiaremos la renormalizacion de estos valores convencionales, para obtener la ampltud de
formacion renormalizada G (r) y el factor espectroscopico renormalizado o “cantidad de clusterizacion”

St

2.2.1. El decaimiento alfa como un fenémeno de dos cuerpos

En esta seccion presentamos el primer acercamiento tedrico para describir al decaimiento alfa en
un nucleo atémico. El modelo de esta seccién consiste en aproximar a la particula alfa como una
entidad puntual e indivisible, de forma que su interaccion con el nucleo residual A se modelice por un
Hamiltoniano de dos cuerpos. Asumimos que la particula alfa y el niicleo residual se encuentran a una
distancia limite en la cual no existe ninguna interaccidén que pueda generar excitaciones o desexcitaciones
del nicleo A. Tomando la interaccién como un potencial central V(r), y como la particula alfa posee
momento angular nulo / = 0 [46], el Hamiltoniano ser4:

2
H = —%V% +V(r) (2.98)
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M . . . ..
donde u = mm;Jr A/f: es la masa reducida del sistema @ + A, y la interaccion es [39]:

2

r 272
7

r

27 e?

3 —
2r¢

V(r)==Vof(r)+6(r—rc)

+0(re —r)

(2.99)

siendo Z es la carga del nticleo A, f(r) = [1+ex p(%)] ~1 ¢l potencial de Woods-Saxon, 6(r) la funcién
escalon, y r. es el radio de la distribucion de carga asumiendo densidad constante.

Para poder establecer la intensidad V{), primero debemos definir la energia de la particula alfa.
Partamos de que para la reaccion (N +2,Z +2) — A + «, la cantidad de energia absorbida o liberada en
funcidn de las energias cinéticas de los fragmentos es

Qo = (Kp +Ka) — Kats (2.100)
la cual puede escribirse en funcién de las masas
Q¢ = (Mapq — Mp — Mg)c? (2.101)

Si tomamos que el nicleo madre A + 4 estd inicialmente en reposo (K 4.4 = 0), por conservacion del
momento lineal, la energia EY de la particula alfa sera:
go = Ma

Mp4

Qu (2.102)

... M .
donde el factor de correccion 7 A_ aparece por haber asumido que K 4.4 = 0.

La definicion del Q, dada en la ecuacion 2.101 es la expresion tedrica, de un observable que puede ser
medido en laboratorios. Las mediciones experimentales difieren minimamente de esta definicién porque
en la realidad, se trabaja con nicleos que se encuentran dentro de dtomos, por lo cual hay una nube
electronica de por medio. Es entonces que debemos incorporar la correccidn por el apantallamiento [46]

AEge = 65.327/5 - 802%/5 eV (2.103)
Entonces, la energia corregia de la particula alfa es

go = Ma
Mayq

(Qa — AEge) (2.104)

Esta energia se encuentra relacionada al valor experimental que uno puede obtener de diferentes fuentes

[1].

Volviendo a nuestro hamiltoniano (2.98), debemos resolver la ecuacion de Schrodinger para la par-
ticula alfa con la condicién de borde saliente u®(R) — e %R con k complejo (pues serd un estado
resonante) y obtener asi la autofuncién u®(R). Por nuestra condicion de borde, vamos a obtener una
energfa compleja e = e§ —iI"™P /2, donde I'*P es el ancho del estado alfa resonante. El superindice sp se
incluye para notar que lo valores obtenidos corresponden al modelo del alfa como particula simple. Para
construir la parte real de la energia €% que debe ser ajustada por la intensidad V|; del potencial central del
hamiltoniano #H, utilizaremos la ecuacién

M
Re (s7) = ML“‘E“ +AEse = Qq + AEge (2.105)
A

27



la cual es vdlida si el estado fundamental es inestable por decaimiento alfa, es decir, si Q, > 0. Para el
caso contrario (Q, < 0), uno puede calcular Re (sf’) para los estados excitados JT a través de

Re (‘91('[) = E(Jlﬂ) — E(gs) + Qa + AEe (2.106)

donde E(J l” ) es la energia del estado J l” de cuatro cuerpos y E(gs) es la energia del estado fundamental,
ambas respecto al niicleo A. Los valores de EY o Q, son experimentales y dependen de cada niicleo
madre A +4.

Destaquemos que para un tiempo de vida media TlS 5’2 del orden de los microsegundos, el ancho
P = nIn(2) /TlS ;’2 serd del orden de los nano-electrén voltios. Resolver la ecuacién de autovalores
con esta resolucion requiere de cierta precision numérica y computacional. Una manera mds estable de
obtener los anchos I'P(r) (L = 0) es a través de la ecuacion de la corriente [94-97]:

2« |u(r)|?

IP(r) = —

SANTA N 2.107
¢ |HE (. xr)? @107

donde utilizamos la relacion de dispersion E, = kczl/c, siendo ¢ = 2u/H2, k = Re (ko). H(J)r (x,kr)esla
funcidn esférica saliente de Coulomb-Hankel, mientras 7 es el pardmetro de Sommerfeld-Coulomb

B 2/,(262
hi2k

n ) (2.108)

En principio, la expresion aproximada del ancho a través de la ecuacién de la corriente converge para
r > ry, donde rjs es tal que el potencial nuclear que utilizamos (Woods-Saxon) se aproxima a cero
cuando r > ryy. Es por esto que la expresion (2.107) es valida para todas las coordenadas r > rj;. Otra
aproximacion que se utiliza es asumir que

M 5
I(ry) = / lu®(r)|“dr = 1 (2.109)
0

es decir, la funcién de onda de la particula alfa se encuentra normalizada dentro de una esfera de radio
ry-

Como completitud, veamos que podemos escribir el ancho I'*P en funcién de la penetrabilidad P(r)
de la barrera de potencial [33] y el ancho reducido y5P(r) [39]:

P(r) = 2P(r)y2(r) (2.110)
Kr

P(r) = IHg(n—Kr)IZ (2.111)
@ 2

Yy = 0P (f:)l 2.112)
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donde |u®(r)|? es pensada como la probabilidad de encontrar a la particula alfa en la posiciéon R. Uno
puede generalizar para el caso L # 0, quedando:

2
() =2 (v () 2.113)
Kr
Pp(r) = IHZ(n—Kr)IZ (2.114)
s 2 ud(r)?
(pr(r)) = % (2.115)

La funcién de onda u‘L”(R) asociada a la energia s% por el hamiltoniano H debe respetar la cantidad
de nodos N establecidos de la siguiente manera [63, 98—100]: pensemos en el modelo de capas con
autovalores del oscilador arménico, donde los nucleones de valencia poseen N; = 2n; + [; cuantos (por
ejemplo, N; = 1 si estamos en la capa Op, N; = 2 si estamos en la capa 150d, etc.). Si el clister que se
estd simulando como una particula puntual tiene v nucleones teniendo N; cuantos, entonces la energia
total de éste serd v/N;fiw. Por otro lado, si la configuracion interna de este cluster tiene Njp¢ = 2nin¢ + Lint
cuantos, tendremos que el movimiento del cldster-carozo con momento angular L tendrd N nodos (sin
contar el origen ni el infinito) que aseguran la conservacion de la energia

(2N + L)hw + Nipthw = vNihw (2.116)
(2N + L) + N = YN (2.117)

esta ecuacion es también considerada como de Wildermouth [63, 98]. En este trabajo, tendremos siempre
dos neutrones y dos protones integrando el cluster, con la particularidad de que la funcién de onda de la
particula alfa se encontrard siempre en su estado s, por lo cual Nj, = 0. Es asi que el nimero de nodos
en la funcién de onda u®(r) de la ec. (2.107) sera

N:2Nn+22Np—L

con N, y Nj cuantos correspondientes a la capa del oscilador arménico ocupada por el neutrén y el

(2.118)

protén de valencia, respectivamente.

2.2.2. La amplitud de formacién y el factor espectroscépico

Siguiendo en la linea del calculo de la vida media del decaimiento alfa, a continuacién presentamos
el modelo principal de este estudio, el cual justifica la necesidad de el modelo de la seccion 2.1, pues su
principal diferencia respecto al formalismo de la seccidn previa es la incorporacion de la estructura de la
particula alfa. De esta manera, incorporamos al problema un aspecto importante a la hora de modelizar
el fendmeno.

Esta seccion estara dividida en dos partes: primero, presentaremos la amplitud de formacion g7 (R),
indicador de la posible existencia de la particula alfa @ dentro del nicleo madre A + 4. Luego, introduci-
remos el factor espectroscopico, el cual buscard modelar la probabilidad de encontrar a esta estructura @
dentro de A + 4, pero que atin no podremos asociarlo a la “cantidad de clusterizacién"del nucleo.
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2.2.2.1. La amplitud de formacién convencional

En 1954, Thomas [39] parti6 de la teoria de la matriz-R independiente del tiempo para reacciones
nucleares para obtener la relacion entre el ancho absoluto I'; (R) y los anchos reducidos ’y% (R), presentada
en la ecuacién (2.97), la cual volvemos a notar

T(r) = 2y7 (r)PL(r) (2.119)

donde Pj (r) fue definida en la seccién anterior. La principal diferencia respecto a la seccién previa, es
que la amplitud de ancho reducido y; (r) ahora se expresa como

K2
Y1) =5 81.() (2.120)
u

donde r es la distancia relativa entre los dos fragmentos (@ y A en nuestro caso), u la masa reducida
definida de manera usual y g7 (r) es la llamada amplitud de formacion [48]

gL(r) = / dQ, Y, L (Q,)g(r) (2.121)

1
g(r) = / déq / dég ‘PJM*A[F—Z%(@) D), (£4) (2.122)

JM
donde ¢ es la funcién de onda de la particula alfa en coordenadas internas &,, @

ro=r
jam 4 la funcién de
onda del nicleo residual en coordenadas internas &4, WM la funcién de onda del nicleo A + 4 descrita
con la teoria de la seccion 2.1.3, Y7 la parte angular del movimiento del centro de masa del compuesto
A+ a, Qg el dngulo asociado al vector r, y r la distancia entre @ y A. Esta amplitud de formacién busca
describir la probabilidad de que la estructura A + « constituida por la particula alfa y el niicleo residual
ubicados a una distancia R se encuentre contenida en la funcién de onda ¥/ .

Todas las funciones de onda utilizadas estin normalizadas respecto a sus coordenadas internas [101]

y a las coordenadas del centro de masa:

/ déalba(éa)l = 1 2.123)

2
[ dealjmyen] =1 (2.124)

/dfa/de/dr)‘PJM‘zzl (2.125)

La expresion (2.121) debe tener en cuenta la normalizacién y antisimetrizacion entre los nucleones
que componen la particula alfa y aquellos que componen al nicleo residual [101, 102]. Para esto, debe
incorporarse una suma sobre las diferentes permutaciones posibles de tomar dos neutrones y dos protones
del nicleo madre, junto con un factor de normalizacion. En nuestro modelo, el niicleo madre y el residual
comparten la misma capa cerrada, por lo cual podemos considerar solamente los neutrones N, y los
protones Z, de valencia. Asi, la amplitud de formacién ya proyectada se reescribe [48, 101]

1/2
Ny /

Zy
2 2

1/2
gL<r)=( [ a0, [ ae. [ dfle’M*A[riz(pa(fa) ®;, (E4) YL(Q)

IM
(2.126)
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La funcién de onda intrinseca de la particula alfa ¢, (&4) se define como el estado Os del oscilador
armonico (ver apéndice D)

da(p1P203,01020304) = ¢(p1P203) X00(102) X00(0304)
xo0(o102) = Lx1/2(01) x1/2(02)]00

9/4
g AR 22
¢(p1p2p3) = (7’8) PN 2.127)

siendo p; sus coordenadas internas, o y o el espin de los dos protones, y 03 y o4 el espin de los
neutrones. Realizando reescrituras y sustituciones sobre la expresion 2.121 (ver apéndice D), llegamos a
que la expresion mds general para la amplitud de formacién para el canal de espin mds importante S = 0
es [53]

Ny! Zy! JnJp J *
gL<r>=«/§\/ \/ > )
21 (Ny =2)!'\2! (2, -2)! L J1J273 74
(Ny -2) (Zy )Jan]1]2]3J4
(_1)Jn+Jp—j1—j3—12—l4+l j1f2f3f4
2

W(l1j1l2j2;1/200)W (13 j3lajs; 1/2J)p)
M
/dQRr/dpldpzdm #(p1p2p3)Y; ©(Q)

|s[@j3],, s[@305]

(2.128)

JP]LML

donde @;(r) = go,-(r)Ylml (€,) son las funciones de onda de particula simple tridimensionales, S es el

operador de simetrizacién y normalizacién, y W son los coeficientes de Racah [38, 103]. Se defini6
IndpJ
J1.J273 J4 _, L .

poder separar la configuracion de cuatro nucleones de aquella encontrada en la funcién de onda del nicleo

como el producto de las amplitudes de dos y cuatro cuerpos, definido apropiadamente para

madre

i v s is = XXZ (2.129)

Es decir, para cada estado J de cuatro particulas, se definen n° amplitudes b cuya cantidad dependerd
de las dimensiones de las representaciones de particula simple y de dos cuerpos que utilicemos. Una
caracteristica importante de este trabajo es la inclusiéon del continuo no resonante como completitud
de las representaciones de particula simple, lo cual genera que las dimensiones de éstas se amplien
significativamente. La inclusion del continuo no resonante como autofunciones del potencial de Woods-
Saxon destaca a nuestro trabajo del resto, ya que en la bibliografia solo existen casos que trabajan con la
representacion de Berggren pero truncada [56, 57, 64].

Notemos también que las integrales tenemos funciones de onda definidas en coordenadas intrinsecas,
que deben pasarse a coordenadas relativas (ver seccion D.1 del apéndice D). Ademads, notemos que se
simplifican las integrales en ¢ pues asumimos una simetria esférica del sistema. Estas transformaciones
de coordenadas junto con las integrales tiene como consecuencia grandes tiempos de computo. En las
aplicaciones veremos ejemplos de diferentes cantidades de amplitudes b y como esto se relaciona con
tiempo de cdlculo. Ademds, propondremos alternativas para disminuir éste tiempo.
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2.2.2.2. El factor espectroscépico convencional

Como se menciond en la introduccién de la seccidn 2.2, bien el ancho absoluto puede ser obtenido a
través de la ecuacion (2.97) y depender de la coordenada r, como asi también a través de la ecuacion 2.94.
En este dltimo caso, vemos que necesitamos tener definidos los anchos de particula simple ISP (seccién
2.2.1), pero también necesitamos los factores espectroscopicos renormalizados S. Antes de pasar al factor
renormalizado, es necesario calcular los factores espectroscdpicos convencionales Sy, que definiremos a
continuacion.

El factor espectroscopico convencional S, contiene informacién sobre la formacién de un cldster alfa
dentro del nicleo madre A + 4 [66]:

5=l 03, )

ug(r) M
donde ¢, My (r) = Lr Y, L@, representa el movimiento relativo entre una particula alfa y el nicleo

residual. Es decir, S, debe indicarnos que tan probable es encontrar dentro de nuestro nicleo inicial A +4
una estructura del tipo @ + A. Si asumimos que g7 (r) definida en la ecuacién (2.128) estd expresando
esta probabilidad para cada r, podemos relacionar ambas cantidades a través de [3, 63, 94]:

SL=/r2gL(r)2dr 2.131)

De esta manera, obtenemos una expresion que nos permite independizarnos del radio r. Estas definicio-
nes convencionales tanto del factor espectroscépico como de la amplitud de formacién no se encuentran
correctamente normalizadas [59], lo cual impide que uno realmente relacione las ecuaciones presen-
tadas hasta este punto con la definicién fisica de probabilidad. En la préxima seccién presentaremos
formalmente la nocién de renormalizacién que ya hemos comentado, y la aplicaremos a la amplitud

gr(r).

2.2.3. La renormalizacion

En esta seccidn realizaremos un andlisis para llegar a la expresion correcta de la amplitud de formacion,
y por ende, el factor espectroscopico. Partimos de ideas que surgen durante la década de 1970, en primer
lugar con la publicacién de Fliessbach en 1975 [58]. La seccidn estd organizada tal que presentamos el
problema encontrado en la amplitud de formacion convencional, para luego analizar la solucién propuesta
y finalizar con las nuevas magnitudes renormalizadas.

2.2.3.1. La norma de las funciones de onda.

Volvamos entonces a nuestra expresion original de la amplitud de formacién dada en la ecuacion
(2.122). En notacién de Dirac, esta expresion puede escribirse como [59, 63]

g(r) = <~A[l2¢aq)jA5(ra - r)] ‘PJM> (2.132)
r

JM

32



la cual, como se menciona anteriormente, intenta describir la probabilidad de encontrar dentro de la
funcién de onda WM al conjunto @ y nicleo residual a una dada distancia r entre ellos [61]. Sabemos
que para una funcién g(r) serd interpretada como una amplitud de probabilidad siempre que esta se
encuentre correctamente normalizada. Es decir, necesitamos que en su expresion (2.132) el bra se
encuentre normalizado a una delta de Dirac 6(r — r’) y su ket a la unidad.

Como vimos previamente en la seccién 2.1.3 la funcién de onda W/ que describe el movimiento del
nucleo A +4 construida con el formalismo del modelo de capas se encuentra correctamente normalizada
y antisimetrizada. En cambio, cuando vamos a calcular la norma del bra, tendremos que [3, 58-61]

1 1
<A[r—2¢a®j,45(ra - r)] A[rTszaq)jAé(ra - r/)]> = Mr,1’) (2.133)

Es decir, necesariamente debemos normalizar la funcién de onda }A[%(f)a@ a0 (rg — r)] JM> a la delta
r

6(r —r’) antes de poder pensar en una amplitud de probabilidad.
A partir de la ecuacion (2.133), Fliessbach propuso [58, 59] que la funcién de onda correctamente
normalizada sea

AN (0,200, 6(rg - r)]JM> (2.134)

mediante la cual definiremos la amplitud de formacién renormalizada como
G(r) = <A[J\f 2 )29 @), 6(ra - r)]JM)leM > (2.135)

El operador N(r,r’) se denomina norm-kernel.

2.2.3.2. El norm-kernel

A continuacién, buscaremos una expresion calculable del operador M(r, r’). Por simplicidad, trabaja-
remos con la expresion de la amplitud de formacién renormalizada (2.135) pero proyectada al momento
angular orbital L asociado a la funcién de onda ¢y, My (r) del movimiento relativo a-carozo

GL(r) = (AN P01 200, 160 - r)]JM“I’JM ) (2.136)

la cual en notacién integral se define en funcién de (2.126) como

G (r) :/Ooor'zNil/z(r,r')gL(r')dr' (2.137)

de manera que el factor espectroscépico renormalizado Sy asociado a la “cantidad de clusterizacion” sera
® 22
St :/0 r*Gy(r)dr (2.138)

= [ [N P e i ar (2.139)
0 0
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La clave de nuestro problema es poder trabajar el operador N7 (r,7’) o /\/i 12 (r,7"), el cual se obtiene
a partir de

N (rr') = <.A[r_2¢ad)jAYL6(m - r)]JM‘.A[r'_2¢a<DJ~ACDJ-AYL6(ra - r')]JM> (2.140)

expresion compleja que envuelve no solo la antisimetrizacion .4, sino que se define ademds en un espacio
continuo (r, r’). A priori, este operador tendrd autovalores n, y autofunciones ul,;(r) obtenidas de

/ dr’ Np(r,r') uk(r') = ny uk(r) (2.141)

Pero volviendo a su expresion (2.140), vemos que involucra a ¢, cuya forma funcional es la de una
gaussiana, por lo cual decidimos expandirlo en una base ortonormalizada de gaussianas (shifted gaussian
basis o SGB por su siglas en inglés) pues nos permite convertir las funciones de onda en coordenadas
intrinsecas a coordenadas nuclednicas, definidas como [59, 62] (ver apéndice E)

Frirorg) =y (N;I/ z)kk/FL(r, ") (2.142)
k/

en un intervalo (0, Rpax) discretizado con M puntos r} equidistantes separados una cantidad AR, siendo
M la dimension de la base. Ademas

3/4
8 _ 2.2
Fr(r,rg) _47T( p ) A e 2 L]L( —i 86'rry) (2.143)
y
(NF)gr =4m e 2 k’) L (=i 4 ryryr) (2.144)
En esta nueva base, tendremos que
M _
ZNf(rk, rkz)cg (ryr) = nvcllj(rk) (2.145)
k

donde los autovectores ¢, L (r4) se relacionan a los uy L (r) mediante

M
ub(r) = > b (re) FL(rmp) (2.146)
k
y
d S (172 F o (N=1/2
NE (i) = 3 (NE2) NEL (V) (2.147)

nn’

siendo NV, LIZ  un producto de determinantes de Slater por tomar 8’ = 48 de la ecuacién (2.127) [54, 62]
(ver ecuaciones (E.12) y (E.13) del apéndice E).
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Como conocemos la forma funcional de los autovectores u{;(r) de la ec. (2.146) y podremos calcular
los autovalores n,, a partir de la ec. (2.145), vamos ahora a escribir el operador N (r, r’) en su notacion
espectral tal que [59, 65]

NL(r,r) = Z nyujL(r)uf(r') (2.148)

v
y entonces

NL_I/z(r, e Z n;l/zuT,L(r)u‘Ij(r') (2.149)
4
Siguiendo las ecuaciones (E.17) y (E.19) del apéndice E junto con la ecuacién (2.137), vemos que la

amplitud de formacion renormalizada serd
-1/2
G =Y n,'%gl(r) (2.150)
v
donde gj (r) son los coeficientes de expandir a la amplitud convencional g7(r) en la nueva base SGB
(ver ecuaciones (E.20) y (E.21) del apéndice E). Entonces, el factor espectroscépico renormalizado Sy,
serd

2
Sy = Z /rZMdr (2.151)

Notemos que este factor espectroscépico depende de los autovalores n, en su denominador. Estos
autovalores pueden ser muy pequefios [20, 99], causando divergencias en la expresion (2.151) y haciendo
que esta magnitud carezca de sentido fisico. En particular, usando funciones de onda del oscilador
armonico, existen casos para los cuales estos autovalores son nulos [59, 104]. Estos son definidos como
estados prohibidos pues violan el principio de exclusion de Pauli (en la seccion E.1 del apéndice E
se presenta un ejemplo de esto) y se excluyen de la suma en la ec. 2.151. En nuestro caso, trabajamos
con funciones de onda de Woods-Saxon, por lo cual en su lugar tendremos autovalores casi nulos, que
constituyen los estados casi prohibidos [59], los cuales también deben ser excluidos de la suma. En el
capitulo 2.2 estableceremos un protocolo con criterios generales, el cual aplicado a diferentes nicleos
estudiados, permite calcular sin ambigiiedad la cantidad de clusterizacién S.

2.3. Los codigos computacionales

En esta seccion presentamos los diferentes codigos computacionales utilizados a lo largo del trabajo
de Tesis. Estos codigos son en su mayoria de produccion propia, a partir del proyecto que comenzo en
2012 [65]. Con el comienzo del presente trabajo en el afio 2020, se han implementado multiples mejoras
tanto a nivel de cédlculo como a nivel fisico que detallaremos a continuacién. Todos los cédigos son
desarrollados en el lenguaje computacional Fortran a menos se indique lo contrario. Esta seccion esta
ordenada de forma que iremos presentando los programas correspondientes a cada seccidn tedrica de este
capitulo.

Antes de pasar a analizar cada uno de los cédigos, destacamos que los resultados presentes en este
trabajo fueron obtenidos utilizando los recursos del Centro de Cémputos de CCT-Rosario [28] y del
CCAD de la Universidad Nacional de Cérdoba [27], miembros del Sistema Nacional de Computacion de
Alto Desempeifio (SNCAD, MincyT- Argentina).
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El modelo de capas nuclear

A continuacién detallaremos los c6digos que se utilizan para la construccion del modelo de capas

desarrollado en la seccion 2.1:

2.1.1.

2.1.3

La construccion de los estados de particula simple sobre un carozo particular se realiza utilizando
dos cédigos: GAMOW [105] y ANTI [106]. En particular, GAMOW data de 1982, cuya construc-
cion se realiz6 para resolver la ecuacion radial de Schrodinger en un potencial central 6ptico. Como
detallamos previamente, en nuestro caso este potencial es una mezcla de la interaccién Woods-
Saxon con espin-6rbita, y Coulomb para el caso de protones. Durante nuestro trabajo, GAMOW es
utilizado para calcular los estados ligados de protones y neutrones de cada una de las familias de
nucleos. Por otro lado, el codigo ANTI es un poco méds moderno (1995), cuyo objetivo es también el
de resolver la ecuacion radial de Schrodinger, pero éste es capaz de trabajar con estados antiligados
y de dispersion. Es por esto que para calcular los estados de particula simple que pertenecen al
continuo en este trabajo se utiliza ANTL

. El célculo de los estados de dos particulas se realiza utilizando un cédigo de produccién propia.

Este se desarrollé por primera vez para el proyecto de la Ref. [65] con una interaccién delta entre
nucleones. El c6digo toma como punto de partida los estados de particula simple generados por
GAMOW y ANTI para construirse la funcién de onda correlacionada (2.52,2.53,2.56) para un
estado J; de un determinado par de nucleones. En nuestro trabajo actual, la interaccion delta de la
Ref. [65] fue sustituida por la gaussiana (2.40), mientras que a nivel computacional se realizaron
optimizaciones para disminuir los tiempos de cédlculo. En particular, se paralelizé la subrutina que
construye los elementos de matriz de la seccion 2.1.2.2 utilizando OPENMP4. 5 [107].

Finalmente, la construccion del modelo de capas finaliza con el cédlculo de los estados de cuatro
particulas. Para ello, utilizamos también un cédigo de produccién propia que utiliza tanto los
estados de particula simple calculados por GAMOW y ANTI como los de dos particulas, para de
esa manare establecer las bases con las que se construyen los estados de cuatro cuerpos. En él
se calculan los elementos de matriz (2.92) para resolver la ecuacion de autovalores (2.81) y asi
obtener las funciones de onda y energias de los estados de cuatro cuerpos. Ademds, durante nuestro
trabajo de tesis se implemento en este programa la capacidad de calcular numéricamente el isoespin
asociado a cada autovalor E” . Para ello, primero se realizé un andlisis matematico del isoespin (ver
apéndice C) y luego se codifico.

Notemos que los cédlculos numéricos tanto de los elementos de matriz (2.92) como de los valores
esperados del isoespin (C.18) implican sumas anidadas de gran cantidad de elementos cuando las
representaciones son grandes, por lo cual se requiere de un correcto tratamiento a nivel compu-
tacional, no solo para evitar que los errores se propaguen, sino también para realizar los cédlculos
de la manera més eficiente posible.

Durante el proyecto actual se realizaron mejoras significativas a nivel computacional para disminuir
el tiempo de cdlculo, las cuales son resumidas en el apéndice F. Ademds, se implementé un cédigo
complementario desarrollado en el lenguaje computacional Python que se utiliza para ajustar los
autovalores E7 a las energias experimentales necesarias.
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En los proximos dos capitulos, aplicaremos estos tres cddigos para la construccion final de los estados

de cuatro cuerpos del Polonio-212, Titanio-44 y Telurio-104.

El tiempo de vida media en decaimiento alfa A continuacion detallaremos los codigos que se utilizan

para la construccién de los modelos desarrollados en la seccion 2.2:

2.2.1.

2.2.2.

2.2.3.

El célculo del decaimiento alfa pensado como un fenémeno de dos cuerpos se realiz6 a partir de
una modificacién al programa ANTI [106]. Este fue modificado de manera tal que el proyectil sea
una particula con la masa de dos protones mds dos neutrones y la carga de dos protones. Asi, el
codigo resuelve entonces la ecuacion de Schrodinger utilizando un potencial del tipo (2.99) para
obtener la energia £ y la correspondiente funcion de onda u®(r). A partir de esta, la construccion
del ancho absoluto de particula simple se realiza a través de la ecuacion de la corriente 2.107,
en la cual la funcion esférica saliente de Coulomb-Hankel Ha' se calcula utilizando el programa
COULCC [108].

La construccion de la amplitud de formacion se realiza utilizando un cédigo de fabricacién propia.
Para calcular g(r) se codificé la ecuacién 2.128. Esta depende de las amplitudes bj’; 1]5 ]J3 gy
como vimos en la seccién 2.2.2.1, la cantidad de b puede llegar a ser importante. Es por ello que
durante este trabajo de tesis, al cédigo computacional se le realizé una paralelizacién hibrida (MPI
[109] + OPENMP4. 5 [107]) de manera tal que al trabajar en los cluster disponibles, cada nicleo de
cada nodo trabaje con una tnica amplitud parcial b. Esto permite reducir el tiempo de cdlculo en

varios ordenes de magnitud si se trabaja con la mdxima capacidad disponible de los cluster.

Finalmente, el cdlculo de la renormalizacién de g(r) también se realiza utilizando un cédigo
de produccién propia. Este construye los autovalores y autovectores del norm-kernel habiendo
codificado las expresiones presentes en la seccion 2.2.3.2 y en el apéndice E. Luego, calcula los
valores renormalizados G(r) y S a través de las expansiones (2.150) y (2.151). El tiempo de
computo de este programa es minimo, por lo cual durante el trabajo de tesis nos centramos en
mejorar la manera de obtencién resultados, ya que buscamos realizar multiples comparaciones
del norm-kernel que no se hicieron en trabajos previos. Para ello, se desarrollaron c6digos en el
lenguaje Python que realizan cdlculos de G(r) y S variando los limites de las expansiones (2.150)
y (2.151) como también los pardmetros de la base gaussiana SGB. Esto es utilizado en el capitulo
5, en el cual un andlisis completo de la renormalizacion y del norm-kernel nos permite establecer
un protocolo de para evitar ambigiiedades.

En el capitulo 5 se presentardn las aplicaciones de estos ultimos tres c6digos para obtener finalmente

el tiempo de vida en decaimiento alfa de los estados de interés de los nicleos Polonio-212, Titanio-44 y
Telurio-104.
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CAPITULO 3

PRUEBA DEL FORMALISMO SOBRE UN NUCLEO AMPLIAMENTE ESTUDIADO
EXPERIMENTAL Y TEORICAMENTE

De la tabla de nucleidos, son multiples los niicleos en los cuales fue observado experimentalmente
su decaimiento alfa, y muchos més los que han sido modelizados con esta idea. Pero probablemente el
mads estudiado es el Polonio-212, cuya primer observacién experimental del decaimiento alfa de su estado
fundamental data de 1948 [110], cuya vida media fue estimada en 0.3 usec. En esta primera etapa del
problema, estudiaremos la funcién de onda del niicleo Polonio-212 y sus respectivos nicleos base que
conforman a la familia de ndcleos que podremos construir encima del carozo doble magico Plomo-208
(298pp) (ver Figura 3.1).

210P0 211P0 212PO

a a o

ZOQBi 21OBi 21lBi
o B- o

208Pp 209Pb 210P
o B-

B_

Figura 3.1: Familia de los nticleos construidos con el modelo de capas sobre el Plomo-208. Ademads, se
notan sus modos de decaimiento. Fuente: Ref. [29].

La descripcion de estos nucleos a partir del modelo de capas también tiene una larga trayectoria
[23, 51, 63-65, 92], en la cual se ha buscado tener una estructura nuclear que permita llegar a un tiempo
de vida media que se acerque al experimental, el cual fue medido de manera precisa. Estos trabajos previos
encuentran problemas con la descripcion de la funcién de onda del Polonio-212 ya sea por prescindir de
la interaccién proton-neutrén, como dejar de lado la contribucién del continuo no resonante, necesario
para la completitud de la base. Es por eso que, a continuacion realizaremos paso a paso la construccion
de nuestro formalismo del modelo de capas introducido en la seccién 2.1, con el objetivo principal de
mejorar los resultados tedricos hasta ahora obtenidos con el modelo de capas. Ademads, durante el camino
de la construccion se destacardn caracteristicas estructurales de esta familia de nucleos, cumpliendo
ciertos objetivos secundarios de nuestro trabajo.

Los apéndices F y G cuentan con informacién complementaria a este capitulo y seran citados durante
las distintas secciones.
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3.1. Estados de particula simple sobre el carozo Plomo-208

A nivel estructura, el Polonio-212 (2!2Po) es pensado como dos neutrones y dos protones sobre el
carozo doblemente magico Plomo-208 (298pp), el cual consta de 126 neutrones y 82 protones. Es por esto
que en primer lugar debemos construir los estados ocupados por un neutrén y un protén sobre el 208py,
Para ello, buscaremos describir los estados de los niicleos Plomo-209 (209Pb = n+208 Pb) y Bismuto-209
(299Bj = p +298 pp), utilizando el potencial central descrito en la seccién 2.1.

Como la idea de los modelos microscépicos es que dependan de la menor cantidad de parametros
ajustables, fijamos el radio reducido r( a partir del radio cuadratico medio experimental r; = \/%RT
(t ={n,p}),con R = rOAl/ 3 el radio de los potenciales de Woods-Saxon (2.6) y Espin—()rbita (2.9): de
la Ref. [111], el radio cuadrético medio experimental del neutrén es r,;, = 5.860 fm, el cual coincide con
las Refs. [57, 65], mientras que de la Ref. [112], el radio cuadratico medio experimental del protén es
rp = 5.444 fm. Con ellos, construimos el radio reducido rg =r¢/ Al 3\/% que serd nuestra forma de
presentar resultados, obteniendo: r(')l =1277fmy rg =1.186 fm.

En la Tabla 3.1 se presentan los estados de protones y neutrones experimentales [1, 113] y aquellos
calculados utilizando el c6digo GAMOW [105] con los pardmetros de la Tabla 3.2. En particular, V),
Vso y a fueron optimizados con el algoritmo de Levenberg-Marquardt [114, 115] de manera que se
reproduzcan las energias de los tres primeros estados de los nucleos estudiados. Observamos que los
errores relativos de la Tabla 3.1 son minimos para los estados fundamentales y crecen para los exitados.
En particular, notemos que para los 3 estados optimizados de cada nucleo (excepto el 1 f7/, de protones)
se tiene Ope) < 8 Jo.

Tabla 3.1: Energias experimentales [1, 113] para neutrones y protones (en MeV) en el carozo 208py,
Las energias calculadas se obtuvieron a partir de los pardmetros de la Tabla 3.2. §,¢] es el error relativo
porcentual respecto a los valores experimentales.

209pp 209R;
Estado | &exp &n Ore]( %) || Estado | &exp Ep Orel( %)
lgg/p | =3.937 | -3.960 1 Ohgp | —3.799 | —3.793 0
Oiy1yp | —3.154 | -3.129 1 Lf7/0 | —2.827 | =3.310 17

0jisja | —2.507 | -2.336 | 7 Oij3jy | —2.065 | -1.924 | 7
2dsjy | 2370 | -1.939 | 18 1fs;y | 0746 | —0.216 | 71
3510 | ~1.904 | -1261 | 34 | 2p3p | -0.676 | —0.322 | 52
lg7/p | —1.446 | —0.698 | 52
2d3/; | —1.400 | —0.606 | 57

Ampliando el espacio de las funciones de onda calculadas, y siguiendo el diagrama del modelo de
capas, podemos ver en la Tabla 3.3 las energias para diferentes numeros cudnticos n/;. Notemos que
aparecen las primeras resonancias, caracterizadas por parte real positiva y parte imaginaria negativa. Para
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Tabla 3.2: Pardmetros para Woods-Saxon y Espin-Orbita para 209pp=208pp 1y, y 209Bi:ZOSPb+p
optimizados mediante el algoritmo de Levenberg-Marquardt [114, 115] a los tres primeros estados de la
Tabla 3.1. Ademds, el radio de Coulomb es el mismo que el Woods-Saxon y su difusividad es tomada
cero. Errores entre paréntesis.

Vo(MeV)  Vgo(MeV fm) a(fm) ro(fm)
n | 43.936(0.6) 16.798(3) 0.652(0.1) 1.277
65.785(1) 19.147(4) 0.708(0.1) 1.186

restringir las representaciones de particula simple a utilizar, incorporaremos a nuestra base solo aquellas
resonancias cuya parte imaginaria no supere los 100 keV.

Los estados de dispersién que componen la base de particula simple son definidos de la siguiente
manera: en primer lugar, vamos a definir 6 estados de dispersion discretizados en el segmento [0, 12] MeV
puramente reales con [ = 0y [ = 1, por la importancia de estos sobre la funcién de onda de dos cuerpos
[81, 82]. En segundo lugar, para las resonancias 2f; 5, 1hgp y lhg /> de neutrones y 27/, de protones,
definimos contornos puramente reales discretizados con N = 4, con mayor densidad en las cercania
de la parte real de la energia (recordemos que estas resonancias no se incluyen en la base como polo
pues su Jm > 100keV). Finalmente, tomamos contornos del estilo de la Figura 2.2 para las resonancias
cuya parte imaginaria cumpla la condiciéon Im < 100keV), los cuales discretizaremos en cantidades
independientes N¢ = N, ; utilizando el método de cuadratura de Gauss-Legendre. Este numero N, ; es
fijado de manera que la parte imaginaria del estado fundamental de los nucleos 210py, y 210pg sea por lo
menos cinco ordenes de magnitud menor que la parte real. Para estos nicleos en particular, es necesario
incluir 44 y 60 estados de dispersion de neutrones y protones, respectivamente, para poder cumplir esta
condicion.

De esta manera, las representaciones de particula simple que quedardn definidas para este nicleo se
encuentran en la Tabla 3.4. La representacion de Polo (RP) de neutrones es mds grande que la utilizada
en la referencia [65], ya que incorpora 2 nuevas resonancias con [ = 8,9. Respecto a RP de protones,
pese a que tenemos la misma cantidad de estados que en la referencia [65], incorporamos al estado
Okq7 /2 el cual es importante en la construccion del nacleo. Respecto a las Ref. [23, 51, 92], presentamos
representaciones mucho mas grandes, mientras que respecto a la Ref. [64], tenemos una representacion
mayor para protones (16 contra 14) y menor para neutrones (11 en lugar de 13). La mejora de nuestro
trabajo actual respecto a todos los previos es la inclusion del continuo no resonante, que nos lleva a tener
60 y 71 estados de particula simple para neutrones y protones, respectivamente.

3.2. Estados de dos particulas sobre el carozo Plomo-208

Aqui presentamos las optimizaciones y los niveles de energia calculados para los tres nucleos con
un par de nucleones sobre el carozo 208pp: Plomo-210 (210Pb = nn +208 Pb), Polonio-210 (2]OP0 =
pp +208 Pb) y Bismuto-210 (210Bi = pn +208 Pb). Como rango S de la interacciéon Gaussiana (2.40)
tomamos los datos de las publicaciones de Glendenning y Harada [23], y de Kim y Rasmussen [116].
Ademéds realizamos una comparacion tanto de las intensidades de los potenciales como de las energias
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Tabla 3.3: Energias de todos los niveles de particulas simple calculados utilizando el c6édigo GAMOW
[105] con los pardmetros de la Tabla 3.2.

Estado gn (MeV) Estado gp (MeV)

189/2 ~3.960 Ohg /2 ~3.793

0i11/2 -3.129 1f7/2 -3.310

0j15/2 -2.336 0i13/2 -1.924

2ds ~1.939 1152 -0.322

3512 ~1.261 2032 -0.216

1g7/2 -0.698 2p1)2 0.892

2d32 ~0.606 lggy | 4.350-i5x1078

2f1/2 2.280 —i1.030 0i11 /2 5511 —i1x 1078

1hy1)2 2.288 — i0.026 0j15/2 5.913 -8 x 107

Oky7/2 | 4.541 —i0.538 x 1073 || 2ds5,y | 7.222-i3.885x 1073

0j13/2 | 5.122-i6.029 x 1073 | 355 8.342 — i0.062

Lhy s 5.622 — i0.762 1g7/2 | 8.525-i1.514x 1073

liy3)n 7.828 —i1.032 2d3), 9.043 — i0.046

0l19/2 11.549 — i0.065 1hy1)2 11.812 — i0.027

Ok1s/2 13.549 — j0.344 2f112 13.298 — i0.782

0my1 /2 18.682 — i0.408 Ok17/2 | 14.077 = i0.690 x 1073
0j13/2 | 15.302 —i4.750 x 1073
1hg 16.554 — i0.448
liy3) 18.694 — i0.625

obtenidas.

Analicemos a continuacién los resultados para cada nicleo. Para este caso, el carozo no solo presenta
la relacion N > Z, sino que los neutrones de valencia se ubican en una capa superior a los protones de
valencia. Ademads, las referencias y comparaciones bibliograficas de este caso son abundantes, siendo las
Ref. [23, 65, 116] las principales fuentes de comparacion.

En primer lugar, estudiamos al nicleo 219Pb, pensado como dos neutrones sobre el carozo. Para este,
el rango de la interaccién gaussiana (2.40) es tomado de la Ref. [23]: Bse = 1.9 fm. Esta referencia solo
activo la parte singlete-par del potencial (2.36), dejando la parte triplete-impar desactivada. Gracias a un
andlisis realizado en el apéndice G, sabemos que para mejorar la descripcion de los estados es necesario
activar el canal triplete-impar, lo cual realizamos en este trabajo.

Entonces, debemos construir los elementos de matriz (2.62) para cada estado J/T de dos neutrones que
calcularemos. Para ello, realizamos una optimizacion de las intensidades de la interaccién gaussiana con el
algoritmo de Levenberg-Marquardt [114, 115] buscando que se reproduzcan las energias experimentales
de los cuatro primeros estados ligados del 210py, presentes en la Tabla 3.6. Las energias calculadas
se obtiene al diagonalizar cada matriz que fue construida para distintos estados J] de dos neutrones.
Entonces, presentamos en la Tabla 3.5 las intensidades obtenidas en las representaciones RL, RP y
RC. Alli también vemos que a medida que aumenta nuestra representacion, las intensidades tienden
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Tabla 3.4: Representacion ligada (RL), de polo (RP) y completa (RP) de los estados de particula simple.
Estados ligados y resonancias se nombran como nl/;, los estados de dispersion quedan c/. Los estados
ligados y aquellos de dispersion puramente reales estdn en negro, mientras que las resonancias y los
estados de dispersion con energia compleja estdn en azul.

Repr. Estados de neutrones Estados de protones
RL 189/2, 0i11/2, 0j15/2, 2ds;2 | Ohgja, 1f7/2, 0i13/2, 1f5)2
3s1/2, 1872, 2d3)» 2p3)2
RL + RL +
RP Lhy1/2, 0k17/2, 0j13/2- Ol19/2 | 2P1/2, 1892, Oit11/2. 0J15)2
2ds), 351)2, 1872, 2d3)2
11112, 0k17/2, 0j13)2
RP + RP +
chyyy, cki7/2, €j13/2s cligyn | €p1/2s €89/2, Ci11/25 CJ15)2
RC CS1/2, €P1/2> €P3)2 cds o, €81/, €87/2, €d3 )
cf12, chgpo chyiyo, cki7/2. cj13)2

cp3/2s Cf7)2

a disminuir, efecto causado tinicamente por el tamafio de las bases de particula simple. Ademads, el
ajuste a los estados excitados (excepto al 2+) mejora los valores obtenidos por la Ref. [23]. En la Figura
3.2 podemos confirmar de manera visual estas afirmaciones, a la vez que mostramos los resultados
experimentales comparados con los de la Ref. [23] y los nuestros utilizando la representacion RC.

Tabla 3.5: Intensidades (en MeV) de los potenciales para el caso de dos neutrones utilizados en las tres
bases. Ademads, se presenta la intensidad que utiliza la Ref. [23]. Las intensidades fueron optimizadas
con el algoritmo Levenberg-Marquardt [114, 115] a los cuatro primeros estados pares del 210py,
presentes en la Tabla 3.6. Los rangos de la interaccion gaussiana fueron Sse = 1.9fmy Sio = 2.92 fm.

Ref. [23] RL RP RC
Vse | —36.07 | —40.677 | =37.717 | =36.558
Vio - 5.564 4.580 4.490

Veamos ahora los resultados del nicleo 21OPO, en este caso dos protones sobre el carozo. También
para éste, tomamos el rango de la interaccion gaussiana de la Ref. [23]: Bge = 1.4fm y Bio = 2.15 fm.
Notemos que en esta Ref., la parte triplete-impar solo se activa para el estado J = 0% buscando simular
el efecto de una fuerza tensorial, pero nosotros, tal cual realizamos en el 210pp, 1a activamos para todos
los J calculados esperando mejores ajustes a los valores experimentales de energia.

Entonces, volvemos a construir los elementos de matriz (2.62), ahora sumada la interaccién de Cou-
lomb (2.71), para cada estados J g de dos protones, donde nuevamente las intensidades son optimizadas
con el algoritmo de Levenberg-Marquardt [114, 115] para describir las energias experimentales de los
cinco primeros estados pares del 210pq presentes en la Tabla 3.8. En la Tabla 3.7 se presentan estas
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Tabla 3.6: Energias (en MeV) experimentales [1] y calculadas utilizando los pardmetros de la Tabla 3.5
relativas al carozo inerte 208Pb, como resultado de la optimizacion de las intensidades de los
potenciales. Se presentan los resultados para cada una de las representaciones utilizadas.

J®  Exp. | Ref.[23]| RL RP RC
0t —9.122 | -9.12 | =9.129 | =9.129 +i0.006 | —9.128
2t -8323 | -831 | -8.268 | —8.261 +i0.001 | —8.262

4* -8.025| -8.08 | —8.040 ~8.043 ~8.042
67 -7.928 | -7.99 | -7.970 ~7.975 ~7.975
8t —7.845 - ~7.936 ~7.941 ~7.941
- 8+
1.2 G+ 8t -
===
, L
= 08| ot ot 20
[} - 4
=)
\CG i 1
B 0.4F .
<) - i
=]
[S3
0.0 o+ 0 0+
i Exp Ref. [24] Calc
ys ?

Figura 3.2: Niveles de energia del nucleo 210py, experimentales, de la Ref. [23] y calculadas con la
representacion completa. Los potenciales fueron optimizados utilizando los cuatro primeros estados
pares.

intensidades, para cada una de las representaciones estudiadas. Al igual que el caso anterior, no existen
discrepancias significativas respecto a los valores obtenidos por la Ref. [23], y también se observa una
disminucién de la intensidad a medida que aumenta la representacioén. Asi, en la Tabla 3.8 presentamos
los resultados obtenidos utilizando esta interaccion, donde podemos apreciar que las tres representaciones
de particula simple generan energias similares, y RC corrige la parte imaginaria de RP. Ademas, en la
Figura 3.3 se encuentran los resultados en la base completa comparados con los experimentales y los
de la Ref. [23]. Se observa un comportamiento similar al obtenido en el niicleo 210py, pues perdemos
precision en el estado 2* pero ganamos en los demads estados excitados.

Finalmente, analizaremos los resultados para el nicleo 2108, el cual posee un neutrén y un protén
encima del carozo. Para este caso, la Ref. [23] utiliza los potenciales Vs, y Vi con rangos Bse = 1.58 fm
y Bte = 1.30fm. En nuestro estudio, observamos que la inclusién del potencial Ve no disminuia los
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Tabla 3.7: Intensidades (en MeV) de los potenciales para el caso de dos protones utilizadas en las tres
bases. Ademads, se presenta la intensidad que utiliza la Ref. [23]. Las intensidades fueron optimizadas
con el algoritmo Levenberg-Marquardt [114, 115] a los cinco primeros estados pares del nicleo 210pg,

presentes en la Tabla 3.8. Los rangos de la interaccion gaussiana fueron Sge = 1.4fmy Bio = 2.15 fm.

Ref. [23] RL RP RC
Vse | —64.54 | =59.274 | =52.010 | -51.742
Vio 12.84 14.421 14.562 14.547

Tabla 3.8: Energias (en MeV) experimentales [1] y calculadas utilizando los pardmetros de la Tabla 3.7
relativas al carozo inerte 208Pb, como resultado de la optimizacion de las intensidades de los
potenciales. Se presentan los resultados para cada una de las bases utilizadas.

J®™  Exp. | Ref.[23] RL RP RC
0t -8.782| -8.78 | —8.795 | —8.795+i0.002 | —8.795
2t -7.601 -7.60 | =7.530 | =7.530+i0.001 | =7.530
4+ -7.356 | -7.41 —7.385 —-7.386 —-7.386
6t -7.299 | -7.34 | -7.330 —7.325 -7.325
8% -7.226 - —7.252 —7.256 —7.256
1.6 + .
[ S . &
4+ 4+ 4t
i ot
1.2 ot ot N
% L |
=) 0.8~ 7
N
23 i l
= 04r ]
5]
0.0 ; O+ O+ 0.»,_ |
I Exp  Ref. [24] Cal

Figura 3.3: Niveles de energia del nticleo 210p, experimentales, de la Ref. [23] y calculadas con la
representacion completa. Los potenciales fueron optimizados utilizando los cinco primeros estados
pares.

residuos de las energias calculadas, a la vez que las intensidades tenian valores mds arbitrarios que se
alejaban de los presentados en la Ref. [23]. Es por ello que, tal cual se muestra en la Tabla 3.9, para las
tres bases solo optimizamos el canal triplete-par de manera que se describan las energias de los primeros
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tres estados pares (excepto el 0) y primeros cinco estados impares del niicleo 210B;4 presentes en la
Tabla 3.10. Al ser este nicleo del tipo protén-neutrdn, los elementos de matriz construidos son los de la
ecuacion (2.63).

Cuando comparamos en la Tabla 3.10 con las energias experimentales y calculadas en la Ref. [23]
observamos que, pese a no incluir el canal singlete-par de la interaccion, logramos reproducir los valores
experimentales con gran precision, como se aprecia también en los promedios de los residuos al cuadrado
presentes en la Tabla 3.9. Ademds, al igual que lo presente en la citada referencia, al no incluir la
fuerza tensorial entre el par proton-neutrén, no se reproduce la inversion de los estados 0~ y 17. Esto
lo observamos en la Figura 3.4 para RC. Por otro lado, logramos un mejor ajuste a los estados impares
excitados, incluso siendo capaces de describir la “degeneracion”que se observa entre los estados 5™y 7™

Tabla 3.9: Intensidad (en MeV) del potencial triplete-par con rango St = 1.3 fm para el caso de un
neutrén y un protén utilizadas en las tres bases. Ademds, se presenta la intensidad que utiliza la Ref.
[23], que suma también la parte singlete-par con parametros Ve = —43.07 MeV y Bte = 1.58 fm. Las
intensidades fueron optimizadas con el algoritmo Levenberg-Marquardt [114, 115] a los primeros tres
estados pares (excepto el 07) y cinco estados impares del nicleo 210B; presentes en la Tabla 3.10.

Ref. [23] RL RP RC
Vie | —96.05 | =97.776 | —=92.071 | —89.569

Tabla 3.10: Energias (en MeV) experimentales [1] y calculadas relativas al carozo inerte 208pp, como
resultado de la optimizacién de las intensidades de los potenciales. Se presentan los resultados para cada
una de las representaciones utilizadas.

J®  Exp. |Ref.[23]| RL RP RC
1= -8.404 | -837 | —8.370 | —-8.371 +i0.001 | —8.370
0~ -8.367 | -8.64 | —8.748 | —8.762 +i0.003 | —8.757
9~ -8.132 | -8.17 | -8.144 ~8.143 ~8.138
2~ -8.084 | -8.09 | —-8.120 | -8.120 +i0.001 | —8.115
3~ -8.057| -7.98 | -8.037 ~8.034 ~8.030
77 -7.968 | -7.94 | —7.969 ~7.966 ~7.963
5 -7.965| -7.91 | -7.964 ~7.965 ~7.962
4= -7.901 | -7.88 | -7.949 ~7.947 ~7.944
6~ -7.854| -7.82 | —7.882 —7.881 ~7.878
8~ -7.821| -7.78 | -7.982 ~7.976 ~7.969

Las diferencias respecto a la Ref. [23], 1a cual utilizé estados del oscilador arménico, provienen de uti-
lizar estados de Woods-Saxon como los de particula simple, asi como también de utilizar representaciones
significativamente mds grandes.
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Figura 3.4: Niveles de energia del nicleo 219Bi experimentales, de la Ref. [23] y calculadas con la
representacion completa. Los potenciales fueron optimizados utilizando los primeros tres estados pares
(excepto el 01) y cinco estados impares, cuyo promedio de los residuos al cuadrado es de 4 x 1075.

3.2.1. Formalismo de la configuracion principal en los nicleos par-par en la representacion
completa

A continuacién, vamos a implementar una forma de truncamiento de las bases para reducir las
dimensiones del problema. Esto se basa en que pasamos de tener 222 y 253 estados en las bases de
dos cuerpos (2.76-2.77) para las representaciones RL y RP respectivamente, a tener 354 en RC, lo cual
incrementard enormemente el tamafio del sistema de cuatro cuerpos L4p (2.74) a calcular (de 1134 y
1437 para RL y RP, respectivamente, pasamos a 12926 en RC). Esto dificulta las posibles interpretaciones
fisicas que uno pueda hacer, pues se obtendrian inmensidad de estados de cuatro cuerpos, la mayoria sin
contraparte experimental, y funciones de onda enormes que impedirian realizar un andlisis de ellas.

Es por esto, como se menciond en la seccién 2.1.3.2, podemos recurrir a la aproximacién de configu-
racion principal (MC). A nivel de dos cuerpos esto nos permite simplificar los elementos de matriz de la
siguiente manera:

de (WIMWVRIN) = 2NopNeg |1 = (<Y Peg| s IMIV e s M) (3.1)
1 ;e .. ..
pasamos a <‘P£%b V‘Pﬁ%d> = 5[1 - (_)2Jc JPncnd] GaJas IM|Vjeje; IM) (3.2)
laja leje
con
<]a]a; JM|V|]C]C; JM> = <nala]a nbla]a; JM|V|nclc]c ndlcjc; JM> (3.3)

lo cual reducird el tamaiio del espacio de Hilbert. Esto implica también, que solo se creardn estados de dos
cuerpos con J” par. Recordemos que esta aproximacion es efectiva siempre que trabajemos con nucleos
pesados. Por otro lado, al permitir que los nimeros cudnticos principales sean distintos n, # np, se
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conservan las correlaciones entre una resonancia y su estados de dispersion. Estas correlaciones, aunque
bastante menor en importancia que la correlacion resonancia-resonancia, pueden llegar a ser significativas
[[811].

En la Tabla 3.11 presentamos las nuevas intensidades del canal 7 = 1 optimizadas para describir los
mismos estados de la seccion 3.2, donde también se mantuvieron los valores de 8 de la misma seccidn.
Respecto a las Tablas 3.5 y 3.7, vemos que la principal diferencia se encuentra en los valores de la
parte triplete-impar, cuyas intensidades se vieron disminuidas hasta en un 50 %. Este reajuste del canal
triplete-par a causa de las nuevas bases, logra contrarrestar el efecto de la reduccion del espacio de Hilbert
en los estados fundamentales, pues vemos que sus energias se mantienen en las obtenidas en la seccion
anterior.

Tabla 3.11: Intensidades (en MeV) de los potenciales para el caso de dos neutrones y dos protones
utilizados en la representacién completa, con el formalismo de la configuracién principal. Las
intensidades fueron optimizadas con el algoritmo )(2 [115] a los primeros estados pares de cada nucleo.

210pp 210PO
Vse | =35.717 | =50.398
Vio | 2.394 9.671

Utilizando estas nuevas intensidades, podemos calcular los niveles de energia, los cuales son pre-
sentados en la Tabla 3.12 y en la Figura 3.5 compardndolos con los de la seccién previa. Vemos que
las diferencias en todos los casos son menores a unas decenas de keV, lo cual se corresponde con los
nuevos residuos obtenidos en la optimizaciéon. Notemos también, que la mayor de las discrepancias se
da en los estados excitados, particularmente en el 2*, que ya era pobremente ajustado con los resultados
de la seccion previa. Estos niveles obtenidos en la representacion completa con configuracion principal
(RC-MC) constituirdn una de las bases a la hora de trabajar con cuatro cuerpos.

Tabla 3.12: Energias (en MeV) experimentales[1] y calculadas en el formalismo MC para la
representacion RC, relativas al carozo inerte 208pp como resultado de la optimizacion de las
intensidades de los potenciales. Se presentan los resultados en la representacion completa.

210130 210Pb

J®| Exp. RC-MC| Exp. RC-MC
0" | —8.782 —8.792 | —9.122 —9.129
2t | =7.601 -7.525 | -8.323 —8.247
4% | —7.356 -7.402 | -8.025 —8.052
6% | =7.299 -7.354 | —=7.928 —7.985
8% | —=7.226 —7.288 | —7.845 —7.941
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Figura 3.5: Niveles de energia de los nicleo 210py, y 210p, experimentales, calculados con la
representacion completa utilizando el formalismo completo (FC) y con configuracion principal (MC).

3.3. Estados del nucleo Polonio-212

A continuacion presentaremos los resultados de la funcién de onda de cuatro cuerpos sobre el carozo
208pp ytilizando las bases correlacionadas con los estados construidos en la seccién 3.2. En este caso,
ajustamos la interaccién protén-neutrén hasta describir el estado fundamental del 212py. con energia
Egs(212Po) = —19.341 MeV [1] respecto al carozo. Este ajuste se realiza sobre el canal 7 = 0 (Vi¢) de la
interaccion V), utilizando el algoritmo de minimos cuadrados de la libreria scipy de pyTHON!, de manera
que la energia calculada se corresponda con la experimental en las cifras presentadas.

Trabajamos en una primera instancia con las representaciones RL y RP. Para cada una de estas, vamos a
resolver la ecuacidn de Schrodinger (2.81), donde vamos a establecer una constante y de proporcionalidad
a la interaccion Vie proton-neutron de la Tabla 3.9 de manera que se corrijan los elementos de matriz

(2.82) y asi obtener una energia EM

en el estado de cuatro cuerpos de —19.341 MeV. Entonces, las
constantes para las representaciones RL y RP resultan: ygp, = 1.1310 y yrp = 1.1972, a través de las

cuales se obtienen las intensidades de la Tabla 3.13.

Tabla 3.13: Intensidades (en MeV) de la interaccion proton-neutrén que reproducen la energia del
estado fundamental del nicleo 212Po para las dos primeras representaciones. Las intensidades son
proporcionales en yry, = 1.1310y ygrp = 1.1972 a las de la Tabla 3.9.

RL RP
te | =110.585 -110.227

1https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.1east_
squares.html
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Observamos que las intensidades son practicamente iguales, ya que la dispersion entre ellas es de unas
centenas de keV. En este niicleo en particular, la interaccion V), representa aproximadamente 200 keV.

Ahora compararemos las funciones de onda y las energias de los cuatro primeros estados 0%. Recor-
demos que para caracterizar un estado de cuatro cuerpos podemos utilizar su energia, su nimero cudntico
J 'y sus amplitudes parciales Z%,T definidas en la ecuacion (2.93). Entonces, en la Tabla 3.14 presentamos
estos resultados.

Tabla 3.14: Energias (en MeV) y cuadrado de las amplitudes parciales de onda de cuatro cuerpos (2.93)

de los cuatro primeros estados 0% del 212pg obtenidos en las dos primeras representaciones. El resto de

las amplitudes se encuentran localizadas en los estados de dos cuerpos no mencionados (aquellos con J
impar o J > 8), pero en general estas representan menos del 1 % del total.

Rep z%,r EOJf EOer Eog EoI
-19.341 ~18.432 ~18.025 ~17.495
Zg+ 0.850 0.715 0.545 0.367
Z§+ 0.096 0.211 0.202 0.153
RL Z§+ 0.029 0.049 0.108 0.116
Z§+ 0.013 0.014 0.080 0.159
Z§+ 0.009 0.007 0.058 0.202
X2 0.997 0.996 0.993 0.997

(-19.341,0.012) (—18.434,0.009) (—17.960,0.006) (—17.448,0.004)
22 (0.851,0.000)  (0.716,-0.001)  (0.497,0.001)  (0.406,-0.002)
22 (0.097,0.001)  (0.207,0.001)  (0.211,0.002)  (0.144,-0.003)
RP | 22 (0.028,0.000)  (0.050,0.000)  (0.121,0.002)  (0.103,-0.002)

22 (0.012,0.000)  (0.015,0.000)  (0.093,0.002)  (0.147,-0.002)

22 (0.008,0.000)  (0.009,0.000)  (0.070,0.002)  (0.197,-0.002)
25| (0.996,0.001)  (0.997,0.000)  (0.992,0.009)  (0.997,~0.011)

Los calculos realizados a este punto en las representaciones ligada y de polo implicaron trabajar con
dimensiones en la base de cuatro cuerpos L4 g del orden de 1000. Desde un punto de vista computacional,
si este problema se trabaja de manera secuencial (en un tnico nicleo del procesador) se tienen tiempos de
célculo que incluso exceden la semana. Es por ello que, para poder disminuir los tiempos de célculo, fue
necesario realizar un estudio profundo del funcionamiento del c6digo computacional que era utilizado
con este fin. En el apéndice F se presenta la optimizacion detallada que debid realizarse para trabajar con
los sistemas de cuatro cuerpos de esta tesis, con pruebas realizadas sobre representaciones de “juguete”.
Con estos cddigos mejoras, los tiempos reales de cdlculo en las representaciones ligada y de polo se
disminuyeron al orden de minutos.

Volviendo a las dimensiones del problema, en la Tabla 3.15 se presenta un resumen de los tamafios
de las bases de dos (2.76-2.77) y cuatro (2.74) cuerpos en cada una de las representaciones utilizadas

49



hasta este punto. La dimension de la representacion completa RC lleva a tiempos de célculo vuelven a
ser del orden de la semana, pese a que estamos trabajando con un cédigo computacional optimizado en
los claster disponibles [27, 28]. Es por esto que para la representacion completa de particula simple es
necesario realizar alguna aproximacién que nos permita reducir el espacio de Hilbert. A continuacion,
presentamos dos aproximaciones que nos permitirdn trabajar con espacios de Hilbert manejables a nivel

computacional.

Tabla 3.15: Dimensiones de las bases de dos (2.76-2.77) y cuatro (2.74) cuerpos de cada representacion
de particula simple introducida hasta ahora.

RL RP RC
Np+Np | 222 253 354
Nyp | 1134 1437 12926

3.3.1. Aproximacion truncando el espacio de Hilbert

Los resultados de la seccion anterior fueron obtenidos partiendo del hecho de que las bases de dos
cuerpos (2.76-2.77) incluian a todos los estados correlacionados nn 'y pp ligados posibles, los cuales son

mostrados en la Fig. 3.6.

Ej:(MeV)

o
[a W)
=
~
Q0
[a W)
=)
=

Figura 3.6: Energias de los estados ligados de los ntcleos 210py, y 210pg calculados utilizando la
representacion completa. El nimero cudntico J” de cada linea no estd explicito para mantener la figura
simple.

A fin de determinar si es necesario la incorporacion de todos estos estados, y visto y considerando que
el tamafio del problema al pasar a la representacion completa aumenta en més de un orden de magnitud
(ver Tabla 3.15), se realiza un andlisis de las energias y funciones de onda para saber hasta que punto
podemos disminuir la cantidad de estados utilizados en las bases de dos cuerpos. Este estudio realizado
en la representacion RP es presentado en la Tabla 3.16, en la cual mostramos el porcentaje de la amplitud
total de la funcién de onda que es perdida respecto a aquella de la Tabla 3.14 al truncar el espacio de
Hilbert de dos cuerpos. Los truncamientos del espacio son llevados a cabo de la siguiente manera (EHT:

espacio de Hilbert truncado):

= EHT(): Se limitan los espacios de manera que las bases de dos cuerpos no contengan aquellos
estados con paridad negativa. Esto es equivalente a incoporar todos los estados dentro de los

primeros 5 MeV de excitacion en ambas bases.
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= EHTUD: Se limitan los espacios de forma que la base de dos cuerpos contenga los primeros y
segundos estados con J par y « positivo. Esto es equivalente a incorporar todos los estados dentro
de los primeros 2 MeV de excitacion.

Tabla 3.16: Porcentaje (wf %) de la amplitud total de la funcién de onda de los estados 0% del 212pg en
la representacion de polo perdida al truncar el espacio de Hilbert. Ademds, se explicita la variacion
absoluta de la energia AE (en keV).

Espacio 07 07 0% 0}

EaT(D) wf% | 2.1% 6.7% 1.8% 2.1%
AE 0 117 57 36

—TT) wf% | 2.4% T7.9% 4.5% 3.5%

0 136 8 14

Como nuestro principal interés es el estado fundamental del 212p,, y necesitamos a su vez incorporar
la mayor cantidad que nos sea posible de estados del continuo no resonante en la funcién de onda, el
estudio con la representacion completa se llevard a cabo con el espacio EHT), pasando entonces a
un problema donde las dimensiones de las bases de dos cuerpos son N, = N, = 16, y una base de
cuatro cuerpos de dimensién N4p = 32. Los resultados utilizando este espacio de Hilbert truncado son
presentados en la Tabla 3.17. La principal diferencia con los resultados de la Tabla 3.14 es que los
estados de cuatro cuerpos se localizan mds en las amplitudes presentadas (observar que ) Z% ~1a
consecuencia de que el resto de J de la base de dos cuerpos fueron quitados el truncar la base. Respecto
a la configuracién de cada uno de los estados, tenemos que el fundamental se encuentra principalmente
localizado en las amplitudes Z(z) +» aligual que el primer excitado. En cambio, los estados O; y OZ presentan
alguna distribucion de su funcién de onda, donde cada onda parcial aporta por lo menos un ~ 10 %. Este
es uno de los primeros acercamientos a la colectividad o clusterizacion de un estado, visto desde el punto
de vista de su funcién de onda.

En un andlisis detallado, vemos que en la Tabla 3.18 se discriminan las funciones de onda en funcién
del tipo de estado de particula simple que compone a la amplitud parcial. Asi, B-B implica que las cuatro
particulas ocupan estados ligados, B-R implica que por lo menos una ocupa una resonancias y el resto
ligados, y P-C implica que por lo menos una ocupa un estado de dispersion. Alli observamos que la
contribucién de las interacciones entre estados ligados y aquellos de energia positiva llegan a representar
poco mas del 2 %. Pese a que este es un valor que resulta pequefio, en las préximas secciones aplicadas al
decaimiento alfa ser verd el real impacto de la incorporacion del continuo de energia. Si podemos concluir,
que para este nucleo en particular a nivel funcién de onda, el aporte del continuo es insignificante, pero
si es capaz de afectar a las energias de los estados.
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Tabla 3.17: Energias (en MeV) y suma de los cuadrados de las amplitudes parciales de cuatro cuerpos

(2.93) de los cuatro primeros estados 0% del 212pg obtenidos con la representacion completa RC a nivel

particula simple y con el espacio de Hilbert truncado EHT),

L S S
~19.341 -18.234 -18.024 —17.482
Zo, | 0857 0754 0477 0416
22, | 0099 0217 0211 0.095
22, | 0026 0013 0124  0.082
22, | 0011 0008 0102  0.162
Zg, | 0.007 0006  0.085  0.245
Y2 1 0.998  0.999 1

Tabla 3.18: Suma de los cuadrados de las amplitudes parciales de cuatro cuerpos para los primeros

cuatro estados 0% discriminadas en funcién de las configuraciones de particula simple, como fue

explicado en el texto. Las contribuciones de las amplitudes compuestas por estados de dispersion son
del orden de 107°.

Eqy+ (MeV) -19.341 —-18.234 —-18.024 -17.482

Z%,T BB B-R PC | BB BR PC|B-B B-R PC | B-B B-R PC
o+ 0.834 0.020 0.002 | 0.744 0.019 0 | 0.456 0.005 0.001 | 0.470 0.007 0.001

2t 0.098 0.001 0 0.196 0.002 0 | 0.206 0.001 0 0.090 0.001 0

4+ 0.026 0 0 0.016 0.001 0 |0.117 0.001 0 0.069 0 0

6* 0.012 0 0 0.012 0 0 |0.113 0 0 0.145 0 0

8+ 0.008 0 0 0.009 0 0 | 0.099 0 0 0.216 0.001 0
2 Z% 0.975 0.021 0.002 | 0.977 0.022 0 | 0991 0.007 0.001 | 0.990 0.009 0.001

3.3.2. Aproximacion de configuracion principal

Otra forma de aproximar la funcién de onda para el cédlculo en la representacion completa de particula

simple, es utilizar el formalismo de configuracién principal, que presentamos en el caso de dos cuerpos

en la seccion 3.2.1. Alli mencionamos que, para este nicleo pesado, tenemos la particularidad de que la

representacion completa tiene una gran cantidad de estados de particula simple, por lo cual las dimensiones

de las matrices a calcular y diagonalizar se vuelven inmanejables. Esto trae acarreado que los autovalores

y autovectores de estas matrices que son interpretados como funciones de onda sean muy complejos.

Asi, al incorporar tnicamente la configuracién principal, podemos reducir la dimensién de la base

de cuatro cuerpos de 12926 a 119 configuraciones. En la Tabla 3.19 presentamos un comparativo de las
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tres posibilidad de la representacion completa. Alli notamos que utilizando la configuracion principal,
obtenemos una base un poco mds grande y completa que si aplicamos el truncamiento de la seccién
anterior, y también, que las dos reducciones aplicadas disminuyen enormemente los tamafios de las

bases.

Tabla 3.19: Dimensiones de las bases de dos (2.76-2.77) y cuatro (2.74) cuerpos de la representacion
completa RC de particula simple con los dos truncamientos posibles: RC-CO: espacio de Hilbert
truncado EHT(), RC-MC: disminucién del espacio de Hilbert al forzar inicamente la configuracién
principal como correlacién en la base de dos cuerpos.

RC RC-CO RC-MC
Np+N, | 354 32 52
Nip | 12926 32 119

En la Fig. 3.7 vemos como esto afecta a los niveles de energia de dos cuerpos, donde vemos una
clara disminucion en la cantidad de estados cuando comparamos con la Fig. 3.6 de la seccion previa.
En la Tabla 3.20 mostramos la pérdida energética (en keV) y porcentual de la funcién de onda de cada
estado respecto al calculado con la representacion RP en la seccién 3.3. Alli vemos que, pese a que la
variacion de las funciones de onda no representa valores significativos, energeticamente los estados se
encuentran mds corridos que lo obtenido en la seccién 3.3.1. Finalmente, en la Tabla 3.21 presentamos las
energias obtenidas utilizando la representacion completa RC con la configuracién principal. Las mismas
caracteristicas que fueron observadas en la seccion anterior respecto a las funciones de onda siguen
siendo visibles en este caso. Lo que si podemos notar es que la distribucion de las amplitudes tiende a ser
un poco mds equitativa en este caso, por lo que cuando en futuras secciones comparemos las cantidades
de clusterizacion S, esperamos confirme esta observacion preliminar.

—9—8 —7—6—‘5 —4—3 —2—10
Ej;(MeV)

QIOPO

210Pb

Figura 3.7: Energias de los estados ligados de los niicleos 219Pb y 210Po calculados utilizando la
representacion completa y main-configuration. El nimero cudntico J”™ de cada linea no estd explicito
para mantener la figura simple.

En la Tabla 3.22 comparamos el aporte de diferentes configuraciones (B-B: solo estados ligados,
B-R: estados ligados y resonancias, P-C: Polos y estados de dispersion) a la funciéon de onda de los
cuatro estados 07 calculados con el formalismo de configuracién principal. De la misma manera que lo
observado en la seccidn previa, el aporte de las configuraciones estado ligado més estado del continuo
ronda el 2 %.

En la Figura 3.8 compara estos resultados, con aquellos obtenidos en la seccién 3.3.1 y los calculados
con las representaciones Ligada y de Polo al principio de la seccion. Esta Figura nos permite hacer
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Tabla 3.20: Porcentaje (wf %) de la amplitud total de la funcién de onda de los estados 07 en la

representacion de polo perdida al truncar el espacio de Hilbert. Ademas, se explicita la variacion

absoluta de la energia AE (en keV) respecto a la Tabla 3.14.

Estado | wf% AE
OJ{ 1.8% 0
05 3.1% 86
0J3r 39% 101
OZ 54% 67

Tabla 3.21: Amplitudes de onda de cuatro cuerpos (2.93) de los cuatro primeros estados 07 del 212p,

obtenidos con la representacion completa aplicando main-configuration, y sus energias en MeV.

Eor Eor Eox Eor
22, | -19.341 -18.507 -18.073 —17.522
Z5, | 0846 0.693 0493 0.446
22, | 0100 0226 0207  0.120
ZZ, | 0032 0055 0119  0.089
22, | 0014 0017 0097  0.144
Ze, | 0.007 0009 0084  0.200
Y725 0.999 1 1 0.999

Tabla 3.22: Suma de los cuadrados de las amplitudes parciales de cuatro cuerpos para los primeros

cuatro estados 0* discriminadas en funcién de las configuraciones de particula simple, como fue

explicado en el texto. Las contribuciones puramente del continuo no resonante son del orden de 1079.

Ey+ (MeV) -19.341 -18.509 -18.074 -17.523

Z%,T BB B-R PC | BB BR PC| BB BR PC | BB B-R PC
Z(z)+ 0.824 0.018 0.002 | 0.676 0.016 0 | 0.486 0.005 0.001 | 0.439 0.006 0
Z§+ 0.100 0 0 0.225 0.001 0 | 0.207 0 0.001 | 0.119 0 0.001
Zi+ 0.032 0 0 0.054 0 0 |0.119 0 0 0.089 0 0
Zé_ 0.014 0 0 0.017 0 0 | 0.097 0 0 0.144 0 0
Z§+ 0.007 0 0 0.009 0 0 |0.084 0 0 0.200 0 0

2 Z?, 0.982 0.019 0.002 | 0.982 0.017 0 | 0.993 0.006 0.001 | 0.992 0.006 0.001

la siguiente comparacion energética entre cada representacion: como todas fueron ajustadas al estado

fundamental, este es un nivel para el cual no hay problema de descripcién, en cambio, los estados

excitados se comportan diferente. Las dos primeras bases y aquella de RC con el espacio de Hilbert

truncado, presentan un estado 03’ que parece alejarse de su posible compaiiero experimental (de lineas
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Figura 3.8: Comparacién entre las energias experimentales [1] y calculadas en las tres representaciones
de los primeros cuatro estados 0% del 212po, utilizando dos formalismos (MC indica configuracion
principal y CO que el espacio de Hilbert fue truncado) diferentes para describir la representacion
Completa. En linea punteada negra se incluyen los estados experimentales que fueron observados una
Unica vez en un decaimiento alfa pero no poseen un nimero cudntico asociado [1, 117].

punteadas con energia 1.249 MeV respecto al fundamental [1, 117]), mientras que la representacion
completa con configuracién principal corrige este comportamiento. Esto mismo es observado para el
estado 01 con respecto a su compafiero experimental (de energia 1.801 MeV respecto al fundamental
[1, 2], que recordemos decae en alfa). Como conclusién, la aproximacion de configuracién principal
aplicada a la representacién completa hace un buen trabajo a la hora de describir energéticamente los
estados excitados del 212Po, pese a que es una simplificacién importante del problema.

En resumen, en este capitulo pudimos construir los estados 0% del Polonio-212, cuyas funciones de
onda serdn utilizadas en el capitulo 2.2 para establecer la clusterizacién alfa de cada uno de ellos. Ademas,
pudimos realizar un andlisis puntual de las representaciones de particula simple, pudiendo individualizar
la importancia del continuo resonante como no resonante. Asi también, hemos implementado dos aproxi-
maciones como son el truncamiento del espacio de Hilbert o la aplicacién de la configuracién principal,
a través de las cuales pudimos obtener resultados con la representacion completa.

55



CAPITULO 4

APLICACION DEL FORMALISMO A DOS NUCLEOS CON N = Z

En este capitulo aplicaremos el formalismo del modelo de capas que fue desarrollado durante la
seccioén 2.1 del capitulo MARCO TEORICO y probado en el Polonio-212 en el capitulo 3 a dos nicleos
que comparten la caracteristica estructural de tener misma cantidad de protones que de neutrones N = Z:
el Titanio-44 (**Ti), el cual es pensado como dos neutrones y dos protones sobre el nicleo Calcio-40
(40Ca), por lo cual construiremos la familia de nicleos sobre éste (ver Figura 4.1a); y el Telurio-104
(104Te), el cual es construido de la misma manera pero sobre el Estafio-100 (1OOSn) (ver Figura 4.1b).

42Ti 43Ti 44Ti 104Te

B+ B+ e- capture o

4lsc 425C 43SC 1OZSb 103Sb
P P

B+ B+ B+

40Ca 41Ca 42Ca IOOSn IOISn IOZSn

2B+ e- capture Stable B+ B+ B+

(a) Familia de los nidcleos construidos con el (b) Familia de los nidcleos construidos con el
modelo de capas sobre el Calcio-40. modelo de capas sobre el Estafio-100. Notemos que
los nicleos Antimonio-101 (101Sb) y Telurio-102
(102Te) necesarios para la construccion de los
estados de uno y dos protones, respectivamente, no
fueron observados experimentalmente.

Figura 4.1: Familia de los nicleos construidos construidos en este capitulo sobre los carozos N = Z. Se
notan ademas los modos de decaimiento de sus estados fundamentales. Fuente: Ref. [29].

En primer lugar, trabajaremos sobre el Titanio-44, el cual es de gran interés a nivel astrofisico, pues
se encuentra directamente implicado en el colapso del nicleo de una supernova [118-121]. A nivel
estructural, éste resulta de gran interés, ya sea por su similitud con el Ne6n-20, su caracteristica de poseer
misma cantidad de neutrones y protones, o de construirse sobre un nicleo doblemente mégico estable
como es el Calcio-40. En cuanto a la aplicabilidad de nuestro formalismo a este nucleo, tendremos en
cuenta que existe un tnico estado ligado para los protones, por lo cual esperamos que una parte significativa
de la funcién de onda tanto del nicleo Titanio-42 (42Ti) como del mismo 4Ti se encuentre construida
por estados del continuo. Es por esto que debemos trabajar correctamente tanto las resonancias como
los estados de dispersion de protones. Por otro lado, a nivel de dos cuerpos tendremos la caracteristica
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N = Z, por lo cual forzaremos que estos nucleos respeten la simetria de isoespin.

En segundo lugar, construiremos el Telurio-104 realizando comparaciones tanto con el Titanio-44
como con el Polonio-212. Al igual que el 44T, este niicleo pertenece a una familia caracterizada por
una cantidad N = Z de nucleones, lo cual lleva desde el punto de vista estructural a poder compararlo
justamente con el 44Ti. Como observamos en la Figura 4.1b, la dificultad de este nucleo es que se
encuentra sobre la linea de goteo de protones, por lo cual tanto el Antimonio-101 (101Sb) como el
Telurio-102 (192Te) se ubican completamente en el continuo. Un correcto tratamiento de estos estados es
sumamente necesario para poder establecer la estructura del 104 e

El capitulo estd ordenado de la siguiente manera: en la seccion 4.1 construiremos los estados dispo-
nibles de un neutrén y un protén sobre los carozos N = Z Calcio-40 y Estafio-100; luego, en la seccion
4.2 construiremos los estados de dos nucleones sobre los mismos carozos, haciendo uso de los resultados
previos; y finalmente en la seccién 4.3 construiremos los estados 0% de los niicleos N = Z Titanio-44 y
Telurio-104. Los apéndices C, F y H cuentan con informacién complementaria a este capitulo y serdn
citados durante las distintas secciones.

4.1. Estados de particula simple

De manera similar al estudio realizado en el 212Po, la construccién de los estados de cuatro cuerpos
necesitan de el primer ladrillo: los estados de particula simple. En esta seccion aplicaremos el formalismo
desarrollado en la seccién 2.1.1 del capitulo MARCO TEORICO a los niicleos construidos como un
neutrén y un protén sobre los carozos N = Z Calcio-40 y Estafio-100.

4.1.1. Carozo Calcio-40

El *Ti es pensado como dos neutrones y dos protones sobre el carozo doblemente méagico Calcio-40
(4OCa), cuyas energias de particula simple se ubican en la capa p f tanto para neutrones como para proto-
nes. Para establecer los niveles de energia disponible, buscaremos describir los estados experimentales de
los nicleos Calcio-41(*!1Ca = n +%0 Ca) y Escandio-41 (41Sc = p +%0 Ca), utilizando el potencial central
descrito en la seccion 2.1. En esta familia de niicleos también decidimos fijar los radios R de los potencia-
les de Woods-Saxon (2.6) y Espin—()rbita (2.9) en funcidn de sus valores experimentales: rr = \/%RT
(t = {n, p}), donde r¢ es el radio cuadrético medio experimental r, = 3.375fm o r,, = 3.385 fm [122]
de protones y neutrones, respectivamente. Con ellos, construimos el radio reducido rg =r¢/ Al 3\/%
que serd nuestra forma de presentar resultados, obteniendo: rg =1.274fmy rg =1.278fm

Los niveles de energia experimentales de particula simple son adquiridos de toda la informacién
disponible en la Evaluated Nuclear Structure Data File tomada de la Ref. [1], de forma que los factores
espectroscopicos de particula simple C 2§ estén normalizados a un mismo valor en el estado fundamental:
C2S = 0.77 de 1a Ref. [123]. A partir de estos datos, se realiz6 entonces un promedio ponderado de las
energias en funcion de los factores espectroscopicos [124]. La energias de particula simple fueron
calculadas utilizando el c6digo GAMOW [105]. Los potenciales fueron optimizados con el algoritmo de
Levenberg-Marquardt [114, 115] a los cuatro estados pertenecientes a la capa p f, tanto para neutrones
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como para protones. Todos estos valores se encuentran en las Tablas 4.1 y 4.2. El ajuste a los valores
experimentales es en general muy bueno, donde todos los estados calculados (excepto el 1p3/, de
protones) se encuentran a menos de un ~ 10 % del valor experimental, lo cual indica un mejor ajuste que
el observado para en la seccion 3.1. Todas las energias posibles calculadas dentro del modelo de capas se
encuentran en la Tabla 4.3.

Tabla 4.1: Energias de particula simple experimentales [1] y calculadas [105] (en MeV) respecto al
carozo *OCa. Las energfas calculadas se obtuvieron con los parametros de la Tabla 4.2. Ore] €5 €l error
relativo porcentual respecto a los valores experimentales.

41Ca 4lSC
Estado | gexp En Ol (%) || €exp | Re(ep) | Orel( %)
0f7/2 || —8.363 | —8.354 0 -1.085 | —1.105 2
lp3;p || —6.246 | —6.277 0 0.633 0.707 12
1p1y | —4.225 | -4.188 | 1 2386 | 2178 | 9
0fs/> || —1.560 | —1.573 1 4.668 4.690 0

Tabla 4.2: Pardmetros de campo medio para neutrones y protones (errores en MeV entre paréntesis)
optimizados con el algoritmo de Levenberg-Marquardt [114, 115] a los cuatro estados de la capa p f
presentes en la Tabla 4.1. El ancho reducido r( fue fijado del radio medio cuadrado experimental [122]

del 'Ca y Hge.
7 | Vo(MeV) Vio(MeV fm) a(fm) ro(fm)
52.311(1) 17.847(5) 0.861(0.2) 1.274
51.671(1) 15.272(5) 0.786(0.2) 1.278

Tabla 4.3: Niveles de neutrones y protones sobre el carozo 40Ca calculados con el codigo GAMOW
[105], utilizando los pardmetros optimizados de la Tabla 4.2.

Estado en (MeV) ep (MeV)
0f7/2 -8.354 ~1.109
1p3)2 -6.277 (0.707,-0.003 x 1073)
Ip12 -4.188 (2.178,-0.037)
0fs/2 -1.573 (4.690, —0.057)
0gg/2 | (1.407,-0.002) (8.047,-0.230)
0g7/2 | (7.967,-1.546) (14.195, -2.580)
2ds;, | (0.631,-0.092) (6.088,—1.737)
2d3), | (1.764,-1.101) (6.961, -3.708)
Ohy1/2 | (10.040,-1.075) (16.718,-2.126)
Ohg/p | (16.927,-7.285) (23.944,-8.722)
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Para armar las diferentes representaciones de particula simple que caracterizardn nuestro trabajo, de
los estados de la Tabla 4.3 incorporamos solo aquellas resonancias cuya parte imaginaria no supere los
100 keV, tal cual fue realizado en el capitulo previo. En cuanto a los estados de dispersion, estos se
establecieron tomando como referencia el proceso realizado en el caso de los nicleos 209py, y 209Bi: en
primer lugar, se definieron 4 estados de dispersion puramente reales con [ = 0y [ = 1 en el segmento
[0, 12] MeV, por la importancia de estos sobre la funcién de onda de dos cuerpos [81, 82]. En segundo
lugar, se construyeron los contornos de cada resonancia al estilo de la Figura 2.2, los cuales se discretizaron
en una cantidad N”lj utilizando cuadratura de Gauss-Legendre, donde anj es fijado de manera que la

parte imaginaria del estado fundamental de los niicleos *2Ca y 2Ti sea por lo menos cinco ordenes de
magnitud menor que su parte real. Para este caso en particular, esta condicion se cumple si incluimos 32
estados de dispersion en cada base, llevando a un total de 64.

Asi, en la Tabla 4.4 presentamos las tres representaciones de particula simple utilizadas durante el
estudio de esta familia de nticleos. Notemos la diferencia de tamafo entre la representacion de Polo y la
Completa, donde pasamos de tener 11 estados de particula simple totales a tener 75. Esto tendrd un gran
impacto no solo en los resultados, sino también en el tiempo de computo necesario.

Tabla 4.4: Representacion ligada (RL), de polo (RP) y completa (RC) de los estados de particula simple
utilizadas para construir las representaciones de dos y cuatro cuerpos. Estados ligados y resonancias se
notan nl;, mientras que a los estados de dispersion le corresponde la notacién cl;. Estados ligados y de
dispersion con energia real se encuentran en negro, mientras que resonancias y estados de dispersion
con energia compleja se encuentran en azul.

Bases Estados de neutrones v Estados de protones 7«
RL 0f7/2, P32, 1p1/2: 0f5)2 0172
RL + RL +
RP
2ds)7, 0892 1p3/2. 1p1)2, 052, 089/2
RC RP + RP +
cds ), €892, €812, CP1/2, €P3)2 | €P3/2, €P1)25 € f5/2: 089/2, €512

4.1.2. Carozo Estano-100

A continuacidn, comenzaremos con la construccion de los estados de particula simple ubicados sobre
el Estafio-100. La particularidad de los isétopos en la region del Estafio-100 es que practicamente no
existe observacion experimental de ellos. Es por ello, que trabajar con nuestro formalismo tomando al
1008 como carozo se presenta como una gran dificultad a la hora de establecer los pardmetros de campo
medio a utilizar.

El primer paso es establecer las energias de particula simple experimentales a las cuales vamos a
ajustar nuestro modelo. El valor de la energia de separacién de un neutrén Sy, (101Sn) = 11.23(0.38) MeV
es tomado de la Ref. [125], mientras que el valor de la energia de separacién de un protén S p(101 Sb) =
—2.75(1.13) MeV es el promedio de diferentes modelos tedricos presentados en la Ref. [126] (ver Tabla).
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Notemos que el valor de §) obtenido se encuentra en concordancia con los encontrados en las Ref.
[127-129], y ademds, implica que la representacion de particula simple de protones esté formada por
estados puramente del continuo. De este modo, la representacion de Berggren [30] es de fundamental
importancia pues permite separar la parte resonante de la no resonante del continuo. A diferencia de los
célculos anteriores [65], este trabajo incluird en su representacion los estados del continuo no resonantes
y utilizard una interaccion efectiva entre todos los tres pares de nucleones.

A diferencia de la construccion realizada en el capitulo 3 para la familia de nicleos del Plomo-208,
en este caso nos encontramos completamente inmersos en la linea de goteo de protones. Ademds, incluso
respecto a la familia de nicleos del Calcio-40 construidos en la seccién 4.1.1, todos nuestros estados de
un protén serdn del continuo, por lo cual esperamos que la influencia de los estados de dispersion sea
la mayor de las tres familias estudiadas. Por dltimo, destacamos que la similitud con la construccion de
los estados en la seccion 4.1.1 surge de que en la familia de nicleos aqui trabajada también tenemos la
particularidad de que su carozo tendra la misma cantidad de neutrones que de protones.

Fijada entonces la energia del estado fundamental de los nicleos 101gp y 101gh en funcién de S,
y Sp, respectivamente, es necesario establecer los nimeros cudnticos de cada uno de los niveles que
esperamos calcular. Asi, tomaremos como estado fundamental tanto de protones como neutrones al
lds />, mientras que el ordenamiento de los estados excitados se seguird segtn lo siguiente: para el
1015, existe un valor experimental del 0g7 /> (86g7/2 = —11.058 MeV [1]); mientras que para protones

realizamos una extrapolacién de los vecinos con Z = 51 y N € [54,62]. A partir de un ajuste con un
polinomio de grado 2 a los datos existentes del estado 0g7/, en los otros nucleos con Z = 51 (con un

coeficiente de determinaci6n de 2 = 0.998), obtuvimos que para el 101gp este estado tendria una energia

p
E
0872

neutrones, optimizamos las intensidades V,,5 y Vi, utilizando el algoritmo de Levenberg-Marquardt
[114,115],cona =0.7fmy rg(rg) = 1.374(1.275) fm fijos a sus valores tomados de la Ref. [130].

= 3.022 MeV. Entonces, teniendo los valores de referencia de dos estados tanto en protones como

Tabla 4.5: Pardmetros para Woods-Saxon y Spin Orbit para 101gpy =100 gy 4 y 101gp =100 g 4 p
optimizados con el algoritmo de Levenberg-Marquardt [114, 115] a los estados 1ds5/, y 087/, de
neutrones y protones. Se fijaron a = 0.7 fm y rg(rg) = 1.374(1.275) fm a los valores de la Ref. [130].
Ademds, el radio de Coulomb es el mismo que el de Woods-Saxon y su difusividad es tomada cero.
Errores en MeV entre paréntesis.

T V()( MCV) Vso( MeV fm)
46.602(1) 15.365(7)
p | 51.833(1) 12.508(6)

Tomando todo esto en cuenta, en la Tabla 4.5 se presentan las intensidades de Woods-Saxon y
espin-Orbita ajustadas para describir las energias de los estados 1ds5/, y 0g7/2 en ambos niicleos. Con
estas intensidades se obtienen los niveles de energia de la Tabla 4.6. A partir de estos, armamos las
representaciones de polo RP y completa RC que utilizaremos a lo largo de los cdlculos de esta familia de
nucleos. Tengamos en cuenta que las resonancias fueron limitadas a un ancho no mayor a los 200 keV,
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tal cual realizamos en los nucleos previos. Observamos también como se diferencian las capas sdgh y
pfhi, separandose los niveles de particula simple Ok, y 17/, unos ~ 4 MeV, en ambas bases.

Tabla 4.6: Niveles de neutrones (v) y protones () sobre el carozo 1008y calculados con el codigo
GAMOW [105], utilizando los pardmetros optimizados de la Tabla 4.5.

state en MeV) ep (MeV)

1ds ~11.230 (2.750, -5 x 107°)
0g7/2 -11.058 (3.022,-1x 1077)
25172 —9.432 (4.147, -0.006)
ld3 )y -9.155 (4.554,-2.5 x 1073)
Ohy1/2 ~7.834 (6.798, 5.6 x 1074)
1f12 ~3.700 (9.473,-0.411)
2p3)2 —2.306 (9.196, —1.753)
Ohg /7 ~1.785 (12.401, -0.093)
2p1)2 —1.439 (9.687, -2.327)
1f5/2 -0.919 (11.477,-1.141)
Oiy3/2 | (0.050,-5x 10712

1gg/2 | (2.794,-0.203)

Oy | (7.477,-0.137)
0j15/2 | (7.986,-0.055)

Tabla 4.7: Bases de particula simple agrupadas segtin polos (RP) y completa con estados de dispersion
(RC), para generar las representaciones de dos y cuatro cuerpos. Estados ligados y resonancias se notan
nlj, mientras que a los estados de dispersion le corresponde la notacion c/;. Estados ligados y de
dispersion con energia real se encuentran en negro, mientras que resonancias y estados de dispersion
con energia compleja se encuentran en azul.

Rep. Estados de neutrones Estados de protones
1ds/2,087/2.251/2,1d3/2.0h1 /2 | 1d5/2,087/2,2512,1d3/2,0h11 )2
RP | 1/7/2.2p3/2.0h9/2.2p1 /2.1 f5)2 Ohg >
0i13/2.0/15/2
RP + RP +
RC Ci13/2-CJ15/2:€89/2:CI11 /2 cds/2,87/2,¢512-¢d3/2,Ch11 2

chgp.cp1/2.¢P3/2:C f71/2:¢ f5)2

En la Tabla 4.7 se presentan las dos representaciones de particula simple que utilizaremos en la
familia de ndcleos de dos nucleones sobre el 190Sn constituida por el Estafio-102 (IOZSn = nn +100 Sn),
el Antimonio-102 (192Sb = pp +190 §p) y el Telurio-102 (102Te = pn +100 gp). Respecto a los estados
de dispersion, seguimos el proceso de construccion de las dos familias de nicleos previas: se definieron
6 estados para neutrones y 4 para protones puramente reales cuyos nimeros cudnticos son los de las
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resonancias no incluidas en las representaciones por presentar anchos mayores a nuestro limite: 1gg />
y 0i11/2 de neutrones, y 2py /2, 2p3/2, 1f7/2 ¥ 1f5/2 de protones. Respecto a los estados de dispersion
asociados a las resonancias que si fueron incluidas en las representaciones, para el caso de neutrones
estos fueron definidos sobre contornos de forma triangular, tal cual se realizé en los nicleos previos
(ver Tabla 4.8). Pero por otro lado, para el caso de protones los estados de dispersiéon complejos fueron
definidos sobre contornos rectangulares con vértices { (0, 0), (1,0), (1,-0.5), (18, -0.5), (18,0), (20,0)}
de manera que las resonancias de dos cuerpos se encuentren dentro de esta region (ver seccion 2.1.2.3). La
cantidad de estados discretos N, definidos sobre este contorno rectangular estd intimamente relacionado
a los estados de dos cuerpos, por lo cual dejamos un andlisis detallado para la préxima seccion.

Tabla 4.8: Vértices (en MeV) ubicados en el plano complejo de energia para estados resonantes de
neutrones y la cantidad de estados de dispersiéon N, por segmento.

ciy3/2 cJj15/2
Vértice N, | Vértice N¢
(0,-0.5) 1 | (0,0) 1
(2,0) 1 | (7,0) 2
(5,0) 1 | (8,-0.8) 2
(10,0) 1 |(9,0) 1
(16,0) - | (16,0) —

4.2. Estados de dos particulas

En esta seccion se construyen los niveles de energia y funciones de onda de dos cuerpos sobre
los carozos N = Z Calcio-40 y Estafio-100 a partir del formalismo desarrollado en la seccién 2.1.2
del capitulo MARCO TEORICO. En particular, se optimizan las intensidades de los potenciales de
dos cuerpos (2.40) de manera que se reproduzcan los niveles experimentales de los distintos nucleos
estudiados.

4.2.1. Carozo Calcio-40

En esta seccion presentamos los resultados de la optimizacion de los potenciales Gaussianos de dos
cuerpos (2.40) de manera que se reproduzcan los niveles experimentales de los nucleos par-par Calcio-
42 (42Ca = nn +% Ca) y Titanio-42 (42Ti = pp +40 Ca) presentes en la Tabla 4.10. A diferencia del
212p5 como las bases de particula simple son idénticas pues el carozo es de tipo N = Z, utilizaremos
el formalismo del isoespin, lo que implica que las intensidades de la interaccién gaussiana (2.40) de
dos cuerpos son idénticas para cada par nn, pp y pn. El nicleo Escandio-42 (42Sc = pn +0 Ca) que
pertenece a esta familia se utiliza para optimizar el canal 7" = O (singlete-impar y triplete-par) de la
interaccion Gaussiana. Para estos tres nucleos, se utilizaron todos los rangos de la interaccion iguales con
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valor 8 = 1.6 fm tomados de la Ref. [131], y se tomar como base los estados de particula simple definidos
en la seccidn anterior.

En base a esto, tendremos que los estados con J par de los tres nicleos 42Ca, 42Sc y 42Ti deben
reproducirse por un mismo par de potenciales 7 = 1 (singlete-par y triplete-impar). Para el canal singlete-
par, su intensidad fue optimizada con el algoritmo de Levenberg-Marquardt [114, 115] a los primeros
estados 0* por un lado y 2* por otro lado de los nicleos 42Ca y 427Ti, de forma que tendremos diferentes
intensidades en funcion del momento angular J™ de dos cuerpos. Ademads, en la practica se observo
que incorporar la parte triplete-impar no generaba ninguna ventaja en la descripcién de las energias
experimentales, por lo que se mantuvo Vi, = 0, tal cual lo realizan los trabajos [116, 131]. De esta
manera, se obtienen las intensidades del canal 7 = 1 para cada una de las representaciones, las cuales
son mostradas en la Tabla 4.9.

Para el canal T = 0 del potencial, éste se optimiza de manera que se reproduzcan los estados impares
del #2Sc, en particular al 1* y el 7*. La inclusi6n de la intensidad singlete-impar es fundamental para que
se respete el orden de los dos estados optimizados. Los resultados también se encuentran en la Tabla 4.9.

Tabla 4.9: Intensidades de dos nucleones (en MeV) de la interaccidn espin-isoespin para cada una de las
representaciones. Las intensidades fueron optimizadas utilizando el algoritmo de Levenberg-Marquardt
[114, 115] a los niveles de energia mencionados en el texto. Los rangos fueron fijados al valor de
B = 1.6 fm utilizado por la Ref. [131]. Ademas, el potencial Vi, se fija a cero en todas las

representaciones.
J RL RP RC
Vo | =0]-58.565 -52.169 -50.872
*1>01]-70.659 -66.497 —62.418
Veo —4.947 4579 -4.462
Vie ~8.679 -8.676 —8.700

Para la intensidad singlete-par observamos lo mismo que sucede en las intensidades del capitulo
anterior: aumentar la representacion implica que los potenciales bajen su intensidad. Ademas, se observa
que necesitamos un mayor valor para describir los estados J # 0 que para los estados J = 0. Utilizando
entonces estos valores, obtenemos las energias de la Tabla 4.10, las cuales son presentadas también en
la Figura 4.2 los demads niveles de energia para los tres nicleos calculados con la representacion RC.
Notemos que para el estado fundamental de los nucleos par-par, la diferencia respecto a los valores
experimentales es menor a los 100keV en la representacion RC, mientras que los excitados 4% y 6% se
obtienen mucho més ligados que los datos experimentales. Este comportamiento de los estados excitados
es una indicacién de que la intensidad singlete-par deberia disminuir en estos casos. Respecto al nicleo
impar-impar 423¢, notemos la consecuencia en la reproduccién de los niveles pares experimentales al no
haber sido estos ajustados con las intensidades 7' = 1. Sin embargo, como se observa en la seccion H.1 del
apéndice H la reproduccién del espaciado entre niveles de este niicleo si respeta los datos experimentales.

Respecto a los resultados de diferentes representaciones de particula simple, a diferencia de lo que
ocurria en los nicleos 298Pb + NN, aqui las mejoras generadas por pasar de la representacion RL a la RP
son significativas en cuanto al ajuste a los valores experimentales. Esto se debe a que la diferencia entre
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las representaciones de neutrones y protones son menores en la representacion RP, y tal como vemos en el

apéndice H, esto es importante para la descripcion del isoespin. En cuanto a la representacion completa,

vemos que perdemos un poco de precision en el caso de los estados 0, pero mejora el ajuste de los

estados 11y 77 del 428¢. Ademds, se corrigen las intensidades de las partes imaginarias.

Tabla 4.10: Energias (en MeV) experimentales [1] y calculadas, relativas al carozo inerte 40Ca, como

resultado de la optimizacién que fue explicada en el texto. RL, RP y RC se corresponden a las 3

representaciones de particula simple utilizadas.

J* Exp. | RL RP RC
42Ca
0" -19.843 | —20.107 -19.927 +i0.012 —-19.950
2t —18.319 | —18.428 —18.315+i0.007 —18.322
42Ti
0t -4.836 —4.492  —-4.743 +i0.091 —-4.713
2t -3.282 -2.993 —3.285 +i0.035 -3.279
4ZSC
0t -10.411 | -12.201 -12.540+i0.058 —12.519
2t —8.825 | —10.715 -10.966 +i0.025 -10.961
1" -9.799 -9.800 —-9.800 +:0.001 -9.799
7t -9.795 -9.793 -9.794 -9.795
o1 pr— 3j+ | 4,57, or n 5T ]
Por——r 1 3+ 1 o4 i 5 31:?1 ]
4 _ - 2 B 4 " 2t 3t
=M 2 3 1 2 | — 2t ]
;%; 3; 4 i 1 g 1 " Syt zggyr g 3:7 2+ " 7
< of ] = of o 1 ] S oo U
'_5331: r ot ot 950 Exp. Calc. ot %D [ ot o+
.'-S l:* — LS —1F - r_g 1} |
07 Exp. v Calc. o —r " O; Exp. " Cale. " ]
—1l -3l -1t
(a) *2Ca (b) 42Sc () *2Ti

Figura 4.2: Energias de dos cuerpos experimentales y calculadas en la representacién completa.

4.2.2. Carozo Estaio-100

En esta seccion construiremos los estados de dos cuerpos correlacionados sobre el carozo Estafio-100.

Se presentan entonces los resultados de la optimizacién de las intensidades de los potenciales de dos

cuerpos con el algoritmo de Levenberg-Marquardt [114, 115] de forma que se reproduzca la energia de
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ligadura experimental del nucleo 10281, La eleccion de trabajar inicamente sobre el 10281 resulta de que
es el inico de la familia para el cual uno experimentalmente conoce los nimeros cudnticos de su estado
fundamental, y la energia de separacion de dos neutrones Sp,. Ademds, al ser esta familia de nicleos
construida sobre un carozo con N = Z, se justifica que las mismas intensidades de la interaccion de dos
cuerpos sean utilizadas para cada nicleo con nn, pp y pn, tal cual fue realizado en la seccion 4.2.1. Asi,
las intensidades del canal 7 = 1 de la interaccion gaussiana optimizadas en el Estafio-102 se usardn en
el Telurio-102 y en el Antimonio-102. Respecto al canal T = 0 de la interaccién, del cual tomaremos
solamente la parte triplete-par tal cual se realizé en la familia del Plomo-208, su intensidad sera fijada
para ajustar a la energia del estado fundamental del Telurio-104 en la préxima seccion.

Para esta familia de ntcleos ubicados sobre el Estafio-100, se utilizaron todos los rango iguales 5 =
1.6 fm [131] para todos los potenciales, de la misma manera que se implemento en la familia del Calcio-
40. Para poder optimizar las intensidades de la interaccidn, tenemos los siguientes datos experimentales:
de [1, 125] obtenemos valores de la energia de separacion de dos neutrones S, = —23.93(0.26) MeV y
J™ = 0% para el estado fundamental del 1028n, mientras que no existen datos experimentales de estados
excitados. Entonces, como solo se conoce experimentalmente el estado fundamental del 102Sn, decidimos
optimizar Unicamente el canal singlete-par de la interaccion de pares para reproducir la energia de ese
estado. Esta decision se tomo en base a que el singlete-par suele ser el mds intenso [23, 116], ademds
de que los estados fundamentales de los niucleos estudiados en la secciéon 4.2.1 eran igualmente bien
ajustados utilizando solamente ese canal de la interaccion.

Establecidas estas condiciones, optimizamos la intensidad del canal singlete-par utilizando el algorit-
mo de Levenberg-Marquardt [114, 115] de manera que se obtenga la energia del estado fundamental del
10281, Asi, obtenemos los valores de la Tabla 4.12 y las energias de la Tabla 4.13. El valor teérico del
102Te con el que comparamos es un promedio de multiples modelos (ver Tabla 4.11) tomados de la Ref.
[132]. Notemos que los estados fundamentales de los tres niicleos tienen nimeros cuénticos J™ = 0%, tal
cual sucedia en la familia de nucleos del Calcio-40 construidos en la seccion 4.2.1.

Tabla 4.11: Diferentes valores teéricos de la energia de separacion de dos protones S, tomados de la
Ref. [132].

Modelo | (A) B) () @O & & (G H)
S2p 5.28 441 558 424 389 5.15 471 4.19
(A) Finite Range Droplet Model [133]  (B) Extended Thomas-Fermi Strutinsky Integral [134]
(C) Relativistic Mean Field [135, 136] (D) Hartree—-Fock—-Bogolubov fitted to the fission data [137]
(E) Hartree—Fock—Bogolubov fitted to the mass data [138]  (F) Duflo-Zucker mass formula [139]

(G) Image Reconstruction Nuclear Masses [140]  (H) Koura-Uno-Tachibana-Yamada mass formula [141]

Si analizamos los resultados utilizando la representacion de polo RP, notamos que para los casos nn
y pn, sus estados fundamentales tienen partes imaginarias espurias que deben ser disminuidas en cinco
ordenes de magnitud respecto a su parte real cuando se incorporan los contornos. Ademds, el estado
fundamental del 192Te calculado con RP presenta una parte imaginaria positiva, pero sabemos que por
Ser una resonancia, su parte imaginaria necesariamente debe ser negativa.
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Tabla 4.12: Intensidades de dos nucleones (en MeV) de la interaccidn espin-isoespin para cada una de
las representaciones. Las intensidades fueron optimizadas utilizando el algoritmo Y2 [115]. Los rangos
fueron fijados al valor de 8 = 1.6 fm utilizado por la Ref. [131].

RP RC
Vse | =32.605 —32.287

Tabla 4.13: Energias de los estados fundamentales (en MeV) experimentales [1] o tedricas (el valor
teérico del 102Te es un promedio de multiples modelos tomados de la Ref. [132]) cuyos errores o
desviaciones estdndar se encuentran entre paréntesis, y calculadas en este trabajo, relativas al carozo
inerte 199Sn, como resultado de la optimizacién que fue explicada en el texto. RP y RC corresponden a
las dos representaciones de particula simple utilizadas.

Nucleo Exp/Teo RP RC
102gn | —23.93(0.26) | —23.928 +i0.001 ~23.928
102 4.7(0.6) 4.642 +i0.004  4.640 —i0.011
1025 | -9.30(0.65) | —9.750 +i0.003 ~9.748

A partir de las observaciones del parrafo anterior, pasamos a la representacién completa buscando co-
rregir los resultados de la representacion RP. Al trabajar con estados de dos protones que son resonancias,
debemos tomar contornos de protones con forma rectangular (ver seccién 2.1.2.3). Estos se definen en la
Tabla 4.14, mientras que los contornos de neutrones ya fueron definidos en la Tabla 4.8. De esta manera,
la parte imaginaria del estado fundamental del 192Sn es corregida, tal cual vemos en la Tabla 4.13. Esta
misma correccion se observa para el estado fundamental del 102Sb, el cual también es ligado, y ademas,
observamos que el estado fundamental del 102T¢ tiene parte imaginaria negativa, en total acuerdo con lo
esperado.

Si analizamos las dimensiones de las bases de particula simple, notemos que en RP tenemos 12
estados de neutrones y 6 de protones, mientras que teniendo en cuenta la incorporacién de los contornos
definidos en las Tablas 4.8 y 4.14, junto con la incorporacion de contornos puramente reales mencionados
en la seccidn previa, para la representacion RC finalmente tendremos 34 estados de neutrones y 76 de
protones.

Tabla 4.14: Vértices (en MeV) ubicados en el plano complejo de energia para estados resonantes de
protones y la cantidad de estados de dispersion N, por segmento.

Vértice cdspp cg72 csip cdzpp chyyp chyp
(0,0) 1 1 1 1 1 1
(1,0) 2 2 2 2 2 2
(1,-0.5) 4 4 2 2 2 4
(18,-0.5) 2 2 2 2 2 2
(18,0) 1 1 1 1 1 1
(20,0) - - - - - -
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Finalmente, la Figura 4.3 presentamos todos los niveles de energia calculados dentro de los primeros
5MeV de excitacion. Esta imagen nos serd util para notar la cantidad de estados que tendremos en
la representacién completa cuando trabajemos en la préxima seccién el estado fundamental del 104Te,
Notemos que las energias del 102Te son todas positivas, destacdndose en rojo aquellos estados que son
resonancias de dos cuerpos. Las partes imaginarias de éstos son menores a los 100 keV.
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Figura 4.3: (Izq.) Energias de dos cuerpos de los nticleos 100Sn + NN calculadas en la representacion
completa. Todas se encuentran ordenadas respecto al estado fundamental para facilitar la apreciacion
visual. Notemos que los estados son ligados hasta los ~ 24 MeV y ~ 9 MeV de excitacion para los
niicleos 192Sn y 102gp, respectivamente, mientras que para el 102Te todos los estados se ubican en el
continuo respecto al carozo 100gn. Ademds, las resonancias de dos cuerpos del nicleo 102Te se destacan
en rojo.

4.3. Estados de cuatro particulas

En esta seccion construiremos los estados J™ = 0% de dos neutrones y dos protones construidos
sobre los carozos N = Z Calcio-40 y Estafio-100. Para ello, utilizamos el formalismo de la seccion
2.1.3 del capitulo MARCO TEORICO, de forma que ajustaremos las intensidades de la interaccién
protén-neutrén para recuperar las energias experimentales de los nicleos Titanio-44 y Telurio-104.

4.3.1. Titanio-44

A continuacion presentamos los resultados del espectro de energia y funciones de onda del nicleo
44T, estudiado como cuatro nucleones sobre el carozo *OCa. Siguiendo la idea del trabajo realizado
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en el 212Po, vamos a ajustar! el canal 7 = 0 de la interaccion protén-neutroén de forma que la energia
calculada del estado fundamental del **Ti reproduzca el valor experimental E;::;Ti(OJr) = —33.423 MeV
[1]. A diferencia de lo que sucedia en el Polonio-212, en este caso el canal T = 0 de la interaccién
gaussiana tiene activa tanto su parte singlete-impar como triplete-par. Es por ello, que a la hora de ajustar
las intensidades, se establecié una constante de proporcionalidad y de manera que la relacion Vg /Vie se
mantuviese constante a la de cada representacion de la Tabla 4.9.

En primer lugar, vamos a resolver la ecuacién de Schrodinger (2.81), para la cual ajustamos la
interaccién protén-neutrén hasta que la energia de menor valor obtenida se corresponda con la del
estado fundamental del **Ti. Notemos que en este caso, esta interaccion protén-neutron debe aportarnos
aproximadamente 8 MeV, pues la energia a orden cero se encuentra en los ~ —25MeV. Tomando
las tres representaciones de particula simple, se utilizan las siguientes constantes de proporcionalidad
XRL = 8.6340, yrp = 8.8212 y yrc = 8.9420 respecto a las intensidades de la Tabla 4.9 para obtener
los nuevos potenciales T = 0 presentados en la Tabla 4.15. Alli podemos observar que al aumentar
la representacion utilizada en la base, la interaccion singlete-impar disminuye, mientras que la parte
triplete-par aumenta. Recordemos que en el caso del 212pg, observdbamos que la interaccion triplete-
par se mantenfa constante a través de las representaciones. Esto indica una mayor sensibilidad de esta
interaccidn respecto a la representacion en sistemas con N = Z. Una alternativa de ajuste de la interaccion
protén-neutrén cuyo resultado no es compatible con el isoespin del estado fundamental se presenta en la
seccion H.3 del apéndice H, lo cual indica que ciertos minimos de la optimizacion pueden dar resultados
no fisicos.

Tabla 4.15: Intensidades (en MeV) de la interaccion protén-neutrén que reproducen la energia del
estado fundamental del nicleo **Ti para cada una de las representaciones. Las intensidades son
proporcionales a las de la Tabla 4.9 siguiendo las constantes mencionadas en el texto.

RL RP RC
so | —42.714 -40.390 -39.897
te | =74.935 -76.533 -77.795

Utilizando los potenciales de la Tabla 4.15, calculamos las energias y funciones de onda de los estados
0t del *4Ti correspondientes, y realizamos una comparacién entre cada una de las representaciones
utilizadas en la Tabla 4.16. Notemos que utilizamos la notacién de la suma de los cuadrados de las
amplitud de ondas parciales definida en la ecuacidn (2.93). Ademas, gracias a la caracteristica particular
de enmarcarse dentro del formalismo de isoespin, también presentamos para cada nivel de energia el
valor aproximado del valor medio del isoespin 7" (ver apéndice C). Estos valores son aproximados en el
sentido numérico, pues del apéndice C vemos que su valor es obtenido como una suma de elementos
que dependen de la funcién de onda, por lo cual su resultado no necesariamente sea cero, sino un valor
cercano a cero.

I Utilizando 1la libreria scipy de PYTHON https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/
generated/scipy.optimize.least_squares.html
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Respecto a las funciones de onda, podemos notar que el estado fundamental es algo més colectivo que
el estado fundamental del 212Po, que los estados O; y O;r calculados son los mds colectivos, entendiendo
como colectivos a aquellos estados que tienen amplitudes comparables en cada una de las configuraciones
posibles. El espectro de energia de RL es muy diferente al de las otras dos, generado esto por la
gran diferencia de tamafio entre las representaciones. Observemos también que agregar los estados no
resonantes del continuo, afectan a las energias excitadas del nicleo, moviéndolas casi ~ 200keV en la
mayoria de los casos, lo cual es muy significativo y enfatiza la importancia de los estados de dispersion
en un nucleo cuya representacion de particula simple de protones se encuentra en gran parte embebida
en el continuo.

Respecto al isoespin de los estados, estos fueron calculados numéricamente a partir de la funcién de
onda obtenida para cada estado (ver apéndice C). Notemos en primer lugar que el fundamental posee
el valor fisico T = 0 (T; = (N — Z)/2), por lo que podemos decir que el ajuste de la intensidad Vj;p,
solo en el canal 7T = 0 nos lleva a resultados fisicamente correctos. Por otro lado, existen diferencias en
la identificacion de los estados con su respectivo isoespin entre la representacion ligada y las dos més
grandes, pero las representaciones RP y RC si logran reproducir seis estados en los primeros 10 MeV
de excitacion como la Ref. [4], con valores similares de isoespin. En particular, nosotros obtenemos dos
estados mds con 7 = 1 entre el fundamental y el primer 7 = 2 que la Ref. [4]. También obtenemos un
estado T = 1 sobre el T = 2, tal cual la Ref. [4], pero nuestra representacion no captura los estados 7 = 0
sobre el T = 2 que se observan en dicha referencia. Notemos que un ajuste diferente de las intensidades
del potencial central de un cuerpo a los niveles de particula simple experimentales (Tablas 4.1 y 4.2)
puede llevar a una modificacién del isoespin de los estados 0; y 0; [142].

En la Figura 4.4, presentamos los niveles de energia calculados en cada base comparados con los
datos experimentales. Observamos que nuestro estado 0; en RC se encuentra practicamente por encima
del valor de Q, exactamente a 339 keV del altimo estado experimental por debajo del Q. Pero también,
experimentalmente [143], se observé un estado con energia —28.118(2) MeV al cual no se le identificd
un momento angular J, que se encuentra a ~ 100 keV de nuestro valor, siendo entonces posible identificar
ese estado con nuestro O;. También puede verse que el estado 0; es el que se encuentra en las cercanias
del experimental (0,2)*, por lo cual es un estado candidato para decaimiento alfa. Respecto a nuestro
estado mds colectivo, el O;’, vemos que no se ha observado experimentalmente ningin estado en ese
orden, mientras que el estado Og se encuentra en la zona del cimulo experimental de estados 07 de los
9 MeV.

Una informacién complementaria que resulta importante para poder estimar la importancia de los
estados resonantes y de dispersion en la base de particula simple es generada siguiendo la idea de la Tabla
3.18. Recordemos que B-B implica que las cuatro particulas ocupan estados ligados, B-R implica que
por lo menos una ocupa un estado resonante y el resto ligados, y P-C implica que por lo menos una ocupa
un estado de dispersion. En la Tabla 4.17 observamos que, a diferencia de lo ocurrido para el nicleo
212pg 1a contribucién de las interacciones entre estados ligados y aquellos del continuo representan mds
del 10 %, llegando incluso al 40 %. Esto indica que este nicleo en particular se encuentra mas cerca del
continuo, por lo cual la incorporacién de estados resonantes y de dispersidn es importante para poder
describir correctamente la fisica del mismo.
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Tabla 4.16: Energia (en MeV) y suma de los cuadrados de las amplitudes de onda parciales (2.93) para
el estado fundamental y excitados 0% del nicleo 447Tj obtenidos en las diferentes representaciones,
ajustando el canal T = 0 de la interaccion V), para obtener la energia experimental del estado
fundamental del **Ti.

Z.| RL RP RC Z.| RL RP RC
Eqg+ | =33.423 (=33.423,0.174) -33.423 | Ep+ | —27.354 (-28.022,0.137) -28.244
1 2
Zo, | 0616 (0.615,0.000)  0.606 | Z5, | 0.164  (0.086,0.000)  0.098
2>, | 0318  (0.325,0.0000 0332 | 25, | 0497  (0.670,0.010)  0.710
Z2,| 0058  (0.054,0.001) 0056 | 2%, | 0.024  (0.083,0.001)  0.086
ZZ, | 0007  (0.0050000) 0005 | 2 | 0316  (0.157,0.021)  0.104
T 0 0 0 T 0 1 1
Eqg+ | =25.731 (=26.743,0.112) —26.860 Eqt ~25.567 (-25.603,0.063) —25.607
3
Zo, | 0188 (0.213,-0.008)  0.218 | 23, | 0.037  (0.029,-0.001)  0.025
Z3,| 0168  (0.437,-0.005) 0396 | 23, | 0044  (0.196,-0.002)  0.173
22, | 0048 (0.039,0.003) 0027 | 2%, | 0898  (0.605,-0.001)  0.680
22, | 059  (0.281,0.000) 0328 | ZF, | 0.022 (0.162,-0.019)  0.114
T 2 1 1 T 1 0 0
Eg+ | —25.067 (-25.310,0.073) -25.230 | Eq+ | —22.504 (-24.032,0.121) -24.223
5 6
Zo,| 0352 (0232,0003) 0270 | 23, | 0507  (0.385,0.000) 0371
Z3,| 049  (0.137,0.006)  0.187 | 25, | 0378  (0.430,0.008)  0.404
22, | 0107 (0.313,-0.012) 0200 | 23, | 0.105  (0.135-0.002)  0.153
ZZ, | 0046 (0308,0.000) 0339 | 2 | 0010 (0.011,-0.001)  0.026
T 1 2 2 T 1 1 1

4.3.1.1. Aproximacion truncando el espacio de Hilbert

En los célculos realizados hasta este punto, todos los estados ligados de dos cuerpos correlacionados
eran incluidos en las bases £, y L, definidas en las ecuaciones (2.76-2.77). Esto implicé que las
dimensiones del sistema sean las presentes en la Tabla 4.18.

Tal cual realizamos en la construccién del 212Po en la seccién 3.3.1, podemos restringir los tamafios
de las bases L, y £, para disminuir el tiempo de célculo sin afectar significativamente a la energia y/o
la funcién de onda de cada estado, ademads de identificar la dependencia de los resultados con el tamaiio
final del problema. En la Tabla 4.19 se presenta que porcentaje de la funcidn de onda total de cada estado
0* del **Tienla representacion de polo se pierde al truncar el espacio de Hilbert respecto a los resultados
de la Tabla 4.16. Los truncamientos al espacio de Hilbert se realizan de la siguiente manera:

» EHT(): Se limita el espacio de forma que no contenga estados de dos cuerpos con paridad 7 = —,
ni aquellos con excitaciéon mayor al J~ mds ligado. Esto es equivalente a incluir todos los estados
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Figura 4.4: Energias experimentales [1] y calculadas de los primeros estados 07 del 44Ti. Ademds, se
comparan los resultados obtenidos en las distintas representaciones y se presentan los valores del
isoespin T para cada nivel.

Tabla 4.17: Amplitudes de onda de cuatro cuerpos para los primeros seis estados 07 del 4Ty
discriminadas en funcion de las configuraciones de particula simple, como fue explicado en el texto. Las
contribuciones de las amplitudes compuestas por estados de dispersion son del orden de 107°. Estos
resultados son obtenidos utilizando la representacion completa.

Ey+ (MeV) —33.423 —28.244 —-26.860
Z%,T BB B-R PC | B-B B-R PC | BB B-R PC
Z(Z)Jr 0.543 0.042 0.003 | 0.087 0.006 0.002 | 0.195 0.015 0.002
Z§+ 0.264 0.059 0.003 | 0.392 0.299 0.007 | 0.264 0.122 0.003
ZiJr 0.050 0.005 0 0.054 0.030 0.001 | 0.022 0.005 0
Z§+ 0.005 0 0 0.101 0.003 0 0.317 0.009 0
2 Z% 0.862 0.106 0.006 | 0.634 0.338 0.010 | 0.798 0.151 0.005
Eg+ (MeV) -25.607 -25.230 —24.223
Z%,T BB B-R PC | B-B B-R PC | BB B-R PC
Z(z)+ 0.022 0.002 0 0.242 0.018 0.001 | 0.332 0.023 0.005
Z§+ 0.113 0.056 0.001 | 0.154 0.029 0.002 | 0.109 0.284 0.005
Zi+ 0.620 0.051 0.002 | 0.178 0.019 0 0.058 0.091 0
Z§+ 0.110 0.003 0 0.327 0.010 0 0.025 0.001 0
2 Z% 0.865 0.112 0.003 | 0.901 0.076 0.003 | 0.524 0.399 0.010

de dos protones, pues alli no existen estados con J—, y permitir estados de dos neutrones dentro de
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Tabla 4.18: Dimensiones de las bases de dos (2.76-2.77) y cuatro (2.74) cuerpos de cada representacion
de particula simple introducida hasta ahora.

RL RP RC
Np+N, | 34 73 463
Nig | 20 83 1651

los primeros 10 MeV de excitacion.

= EHTUD: Se limita el espacio de forma que contenga solo dos estados por cada J par. Esto es
equivalente a incluir todos los estados de dos neutrones dentro de los primeros 5 MeV de excitacion,
mientras que todos los estados ligados de dos protones dentro de los 4.5 MeV de excitacién deben
ser incluidos.

Tabla 4.19: Porcentaje wf % de la funcién de onda de los estados 07 del #Tienla representacion de
polo perdida al truncar el espaccio de Hilbert. Ademds, se explicita la variacion absoluta de la energia

AE (en keV).
Espacio 07 0% 03 0} 0% 0f
Bl wf% | 0.1% 0.1% 02% 0.0% 02% 0.5%
AE 0 6 18 6 17 38
EHT(D wf% | 09% 9.6% 16% 3.9% 3.0% —-%
AE 0 369 663 103 147 -

A partir de estos resultados, notemos que el estado fundamental incluso sigue siendo bien descripto con
el espacio de Hilbert truncado EHTUD | mientras que todos los excitados se ven totalmente perjudicados
con este truncamiento. En cambio, si utilizamos el espacio EHT), vemos que todos los estados calculados
pierden menos del 1 % de su funcién de onda, y sufren variaciones energéticas por debajo de los 50 keV.
Para entender su efecto a nivel computacional, mostramos en la Tabla 4.20 las diferencias de tamafio de
las bases de la representacién completa en cada uno de los espacios de Hilbert truncados. La ventaja méds
importante que se obtiene al aplicar el truncamiento al espacio de Hilbert es la disminucién del tiempo
de calculo, pues esta reduccién del tamafio Ngp en un par de 6rdenes de magnitud nos lleva a tiempos
que rondan el minuto, cuando los célculos sin truncar pueden demorar doce horas.

Tabla 4.20: Dimensiones de las bases de dos (2.76-2.77) y cuatro (2.74) cuerpos en la representacion
completa de particula simple con diferentes espacios de Hilbert truncados.

RC RC-(I) RC-(II)
Np+Ny, | 463 43 20
Ny | 1651 76 8

Utilizando el espacio EHTU ), volvemos a calcular los autovalores y autovectores de la ecuacion de
Schrodinger del 4Tien representacion completa, los cuales presentamos en la Tabla 4.21. Ademds, una
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comparacion visual con los resultados de la Tabla 4.16 se encuentra en la Figura 4.5. Quitando al estado
fundamental, las diferencias a nivel energético son menores a 100 keV, siendo el estado Og el de mayor
discrepancia (81keV) y el OZ el de menor (0 keV). Respecto a las diferencias a nivel funcién de onda,
podremos identificarlas con mayor precision cuando estemos calculando las amplitudes de formacion,
pero por lo pronto, no aparentan ser significativas. Si nos centramos inicamente en lo energético, podemos
decir que para los estados OJlr y Oz podemos aplicar un limite a la base de dos cuerpos pues la diferencia es
nula, mientras que el resto de los estados poseen pérdidas al restringir la base de dos cuerpos, generando
posibles diferencias significativas a la hora de calcular el decaimiento alfa en el formalismo de dos
cuerpos.

Tabla 4.21: Amplitudes de onda de cuatro cuerpos de los seis primeros estados 0 del 447Ti obtenidos
con la representacion completa con el espacio de Hilbert truncado EHTO), y sus energias en MeV.

O S S S W S
—33.423 -28.194 -26.823 -25.607 -25.196 -24.142
Z2 0.607 0.093 0.218 0.024 0.262 0.373
Z2 0.331 0.707 0.402 0.176 0.182 0.422
z2 0.055 0.085 0.028 0.676 0.214 0.146
z2 0.005 0.114 0.326 0.116 0.338 0.023

2 Z% 0.998 0.999 0.974 0.992 0.996 0.964
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Figura 4.5: Comparacion entre las energias experimentales [1] y calculadas utilizando la representacion
completa, con el espacio de Hilbert completo (RC) y truncado (RC-CO).
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4.3.2. Telurio-104

Finalmente, en esta seccidn presentamos los resultados de la funcién de onda de cuatro cuerpos sobre
el carozo 1908n utilizando los resultados de la seccién 4.2.2. En este caso, ajustamos el canal triplete-par
de la interaccion proton-neutrén para describir el estado fundamental del 104Te, con energia experimental
E;:p(104Te) = —23.17(0.55) MeV de las Ref. [1, 18]. Este ajuste se realiza utilizando el algoritmo de
minimos cuadrados de la libreria scipy de pyTHON? para obtener la intensidad necesaria en el canal
triplete-par de la interaccién proton-neutrén.

En primer lugar, vamos a trabajar con la representacion de polo inicamente a fin de establecer las
dimensiones necesarias de las bases de dos cuerpos para que la energia del estado fundamental del 1041
no varie. Asi, es necesario definir la cantidad de estados a incorporar dentro de las bases de dos cuerpos
Ly y Lp. Para el par de neutrones, como su estado fundamental es ligado, podemos definirla de la manera
usual: se incluyen todos los estados correlacionados cuya energia sea menor a la energia de separacién
de dos neutrones S»,, = 23.93(0.26) MeV. En cambio, para protones la estrategia debe ser diferente pues
el estado fundamental ya pertenece al continuo de energia. Como nos ubicamos en la representacion RP,
todos los estados de dos protones pertenecen al continuo resonante de dos cuerpos.

Es entonces que podemos realizar un andlisis de estabilidad de los resultados de la energia de cuatro
cuerpos en funcién del tamafo de las bases Ly, L, y L4p. Si dejamos fijo el tamafio de la base L, en
Ny = 302, restringimos el tamafio de £, en funcion de la parte real de las energias de dos protones. En la
Figura 4.6 vemos que la energia del estado fundamental de cuatro cuerpos se estabiliza cuando tenemos
mads de N4p = 2000 elementos en la base de cuatro cuerpos, lo que equivale a incluir todos los estados del
102Te con una energia de excitaciéon menor a los 10 MeV. Si comparamos este tamaiio con los obtenidos
en la representacion de polo de los nucleos 212p, y 4474, vemos que 2000 elementos supera la cantidad
de 1437 en la Tabla 3.15 y 83 en la Tabla 4.15, valores que ya implicaban tiempos de célculo altos. Por
lo cual, decidimos limitar la base de cuatro cuerpos a aproximadamente N4 = 1000 elementos, o una
cota de 5MeV de excitacién en el 102Te. Para estos valores, la energia del estado fundamental del 1041
ya comienza a estabilizarse, como vemos en la Figura 4.6.

A partir de esto, en la representacion de polo llevamos la intensidad del canal triplete-par (7" = 0)
de la interaccion Vy, a Vie = —58.797 MeV para obtener la energia experimental del estado fundamental
del 194Te. En la Tabla 4.22 presentamos la suma de los cuadrados de las amplitudes parciales obtenidas
para el estado fundamental del 104Te. Allf observamos que por la distribucién de estas amplitudes, la
mayor localizacion se da en los estados 07 de dos cuerpos, y el resto se encuentra casi equitativamente
distribuido en las otras amplitudes alli mostradas. Notemos que se muestra un ~ 90 % de la amplitud
total, lo cual indica que aproximadamente un 10 % de la funcién de onda se encuentra localizada en otros
estados J de dos cuerpos que no aparecen en la Tabla (J impar o J par mayor a seis). Esta localizacién
por fuera de los J pares representa valores superiores a los observados en los estados fundamentales del
212p, y del 44Ti. Finalmente, notemos que el valor del isoespin es el mismo que en el caso del nucleo
447Ti, donde ambos comparten la caracteristica N = Z. Recordemos que este valor esperado del isoespin

2https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.least_
squares.html
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Figura 4.6: Evolucion de la energia de cuatro cuerpos Egg en funcion del tamafio de la base de cuatro
cuerpos. Cdlculos realizados con al representacion de polo de particula simple.

surge de un calculo numérico, tal cual se desarrollo en el apéndice C, por lo cual podemos decir que su

resultado es aproximadamente cero.

Tabla 4.22: Suma de los cuadrados de las amplitudes parciales de onda para el estado fundamental del
niicleo 1%4Te obtenido utilizando la representacion de polo. El valor esperado del isoespin en este estado

€S Cero.
2, RP
Egs | (~23.168,0.016)
3(2)+ (0.535,0.000)
z§+ (0.227,0.000)
Z§+ (0.100, 0.000)

Z2 (0.123,0.001)

Para pasar a los cdlculos en la representacion completa, nos vemos obligados a realizar un estudio
sobre el truncamiento del espacio de Hilbert en este nicleo. Esto no solo se debe a que en £, tendremos
N, = 925 estados en la representacion completa de particula simple si incluimos a todos los ligados de
dos neutrones correlacionados, sino que también para dos protones, existirdn tanto estados del continuo
resonante como no resonante, por lo cual el truncamiento de esta base es de suma necesidad para
obtener un problema de dimensiones manejables a nivel computacional. Es asi que seguiremos los pasos

realizados en las secciones 3.3.1 y 4.3.1.1 de los nucleos previos.
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4.3.2.1. Aproximacion truncando el espacio de Hilbert

En primer lugar, intentemos establecer limites l6gicos al espacio de Hilbert generado por los estados
de dos cuerpos, basdndonos en la Figura 4.3. All{ se aprecia que existen saltos marcados entre los niveles
de energia de los nticleos 1026y y 102Te alrededor de los 2 MeV y 4 MeV de excitacion. Teniendo esto en
cuenta, definimos los siguientes espacios de Hilbert truncados en funcidn de la energia de excitacion de
los estados de dos nucleones:

» EHT(): Se limita el espacio de forma que se incluyan todos los estados dentro de los 4 MeV de
excitacion, tanto en nn como en pp.

= EHTUD: Se limita el espacio de forma que se incluyan todos los estados dentro de los 2 MeV de
excitacion, tanto en nn como en pp.

Siguiendo la idea de lo realizado en los nucleos previos, utilizando la representacién de polo, en la
Tabla 4.23 comparamos que porcentaje de la amplitud total del estado fundamental se pierde cuando se
limita el espacio, respecto a la funcién de onda de la Tabla 4.22. Ademds, presentamos el tamafio N4p de
la base de cuatro cuerpos en la representacion de polo. Alli podemos observar que con estos espacios de
Hilbert truncados se pierde el 2.1 % y 12 % de la funcién de onda, respectivamente, y la base de cuatro
cuerpos pasa de tener 1160 elementos a tener 115 y 29, respectivamente.

Tabla 4.23: Porcentaje wf % perdido de la amplitud total de la funcién de onda de la Tabla 4.22 al
utilizar distintos espacios de Hilbert truncados para calcular el estado fundamental del 104Te con 1a
representacion de polo. Ademads, se nota el tamafio de la base de cuatro cuerpos, el cual es Nyp = 1160
para los célculos con el espacio de Hilbert completo.

EAT() EHTUD
wif% | 2.1% 12 %
Nyg | 115 29

Si ahora pasamos a trabajar con la representaciéon completa, como mencionamos previamente, ten-
dremos estados de dos protones que pertenecen al continuo resonante y no resonante. Como sabemos
que las resonancias de dos cuerpos tienen partes imaginarias de su energia que no supera los 100 keV,
decidimos incorporar a la base todos los estados cuya parte imaginaria sea menor a los 100 keV, tal cual se
realizé en el espacio de particula simple, buscando ademads incorporar a la base de dos cuerpos la menor
cantidad de estados correlacionados con el continuo no resonante de particula simple, pues estos influyen
minimamente en el resultado de la funcién de onda final [75, 81]. De esta manera, las dimensiones de
la base de cuatro cuerpos serdn de Ngyp = 348 y N4p = 68 cuando limitamos los espacios de Hilbert
EHT() y EHTUD), respectivamente.

Teniendo todo esto en consideracion, presentamos en la Tabla 4.24 la suma de los cuadrados de las
amplitudes parciales del estado fundamental del '94Te obtenidas en la representacién completa con el
espacio de Hilbert truncado. Notemos que las amplitudes se ven levemente modificadas al pasar del
espacio (/) al (/I). Mas aun, utilizando el espacio EHTUD e pierde el 9 % de la funcién de onda total
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obtenida con el espacio EHT), valor que es sumamente significativo. Es por ello que en los cédlculos
correspondientes al decaimiento alfa de este nicleo utilizaremos los resultados obtenidos con el espacio
de Hilbert truncado EHT(/),

Tabla 4.24: Suma de los cuadrados de las amplitudes de ondas de cuatro cuerpos para el estado
fundamental del niicleo 194Te obtenido utilizando la representacion completa, con diferentes espacios
de Hilbert truncados.

z2, EHT() EHTUD
Egs —23.168 ~23.168
22, | (0.584,0.000) (0.570,0.000)
22, | (0.221,0.000)  (0.213,0.000)
22, | (0.063,0.000) (0.064,0.000)

22, | (0.165,0.000) (0.149,0.000)
T 0 0

En resumen, en este capitulo no solo se calcularon las funciones de onda de los estados fundamentales
del Titanio-44 y del Telurio-104, ambos doblemente magicos con N=Z, sino que también se obtuvieron
los resultados de los estados excitados del Titanio-44. De esta manera, se identifico al estado O; del 44Ti
como candidato al decaimiento en alfa. Ademas, se identificé la importancia del continuo no resonante
en ambos nucleos, con mayor significancia en el Telurio-104. Finalmente, destacamos que los estados de
cuatro cuerpos construidos durante este capitulo se utilizardn en el préximo no solo para identificar la
clusterizacion alfa, sino también para calcular los tiempos de vida media en decaimiento alfa.
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CAPITULO 5

DETERMINACION MICROSCOPICA DEL TIEMPO DE VIDA MEDIA EN DECAIMIENTO
ALFA

En este capitulo vamos a calcular el tiempo de vida del decaimiento alfa de los tres nucleos estudiados
utilizando los resultados de los dos capitulos previos.

En primer lugar, describiremos el decaimiento alfa del estado fundamental del Polonio-212 tomando
como base la construccién de la funcién de onda realizada en la seccion 3.3 del capitulo 3, utilizando
la representacién completa de particula simple. A nivel experimental, multiples observaciones se han
desarrollado a lo largo de los afios en este ntcleo, estableciendo hoy dia el valor mds exacto del tiempo
de vida media en Tle;(g(ZIZPogs) =0.2943(8) us!.

Luego, nos centraremos en los estados excitados del Titanio-44, a fin de estudiar la clusterizacion
del estado fundamental y poder establecer un tiempo de vida media del decaimiento alfa de nuestro
estado candidato para describir el estado excitado (0,2)* experimental con una energia de excitacion de
6.8 MeV. Respecto a la evidencia de una estructura « constituida en este nicleo [147-149], son multiples
las reacciones nucleares que han observado esta caracteristicas, incluso con energias de excitacion
superiores al limite del Q4. En cuanto a nivel tedrico, multiples calculos se han realizado utilizando el
modelo de capas con autofunciones del oscilador arménico o incluso el modelo de clister [99, 150-153].

Finalmente, estudiaremos el decaimiento alfa del estado fundamental del Telurio-104. Para ello,
tomaremos la funcién de onda construida en la seccién 4.3.2.1 del capitulo 4. Notemos que la zona de
la tabla de is6topos ubicados en las cercanias del Estafio-100 no solo cuenta con resultados recientes
a nivel experimental de otros nucleos [16, 17], sino que también existen estimaciones del tiempo de
vida principalmente del Telurio-104 [18, 19]. Estos ultimos resultados que datan del 2019 establecen un
tiempo de vida media menor a los 4 ns, es decir, tres 6rdenes de magnitud menor que el decaimiento
alfa en el Polonio-212. Es por este motivo que el decaimiento alfa del Titanio-104 sea considerado
“superpermitido" (superallowed alpha decay en inglés) [6-8].

El capitulo estd ordenado de la siguiente manera: en la seccién 5.1 construiremos el decaimiento
alfa pensado como un problema de dos cuerpos, cuyo formalismo fue introducido en la seccién 2.2.1,
aplicado a los tres nucleos deseados; en la seccién 5.2 calcularemos la amplitud de formacién y los
factores espectroscopicos, antes y después de renormalizar, partiendo del formalismo de las secciones
2.2.2'y 2.2.3; y finalmente en la seccion 5.4 calcularemos los anchos absolutos y los tiempos de vida
media en decaimiento alfa de los tres nucleos a partir de la ecuacidon de Arima (2.94). Los apéndices E y |
cuentan con informacién complementaria a este capitulo y serdn citados durante las distintas secciones.

'Promedio ponderado de 293.9 ns de la ref. [144] y 294.7 ns de la Ref. [145], con incertezas sistem4-
ticas y estadisticas combinadas en cuadratura previo a haber tomado el promedio ponderado. Un estudio
reciente [146] reporta una vida media de 298.8 ns, y si se incorpora este valor, el promedio ponderado
queda en 295.2 ns. Informacion sacada de la Ref. [1].
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5.1. Modelo de dos cuerpos

En esta seccidn, calcularemos los anchos absolutos de particula simple I'*P desarrollados en el modelo
de dos cuerpos del decaimiento introducido en la seccién 2.2.1 del capitulo MARCO TEORICO. Los
calcularemos para los estados fundamentales de los nucleos Polonio-212 y Telurio-104, y uno de los
estados excitados del Titanio-44.

5.1.1. Polonio-212 como Plomo-208 mas o puntual

Para el Polonio-212, tendremos que el valor O, = 8.954 MeV, por lo cual su estado fundamental
decae en alfa espontaneamente. A partir de la ecuacion (2.105), vemos que la energia de la particula alfa
& depende también del apantallamiento electrénico. El valor en este caso es AEge = 31.8keV, por lo
cual, la energia de la particula alfa en el estado fundamental sera:

8gs = 8.986 MeV (5.1)

Entonces, en nuestro modelo de dos cuerpos buscamos obtener la misma energia. Asi, utilizando el
codigo computacional ANTI [106], calculamos la energia de la particula alfa en el modelo de dos cuerpos.
Notemos que egs > 0, por lo cual decimos que el estado fundamental se encuentra en el continuo de
energia del decaimiento alfa, y siguiendo la idea de nuestro modelo de capas complejo, esta energia
tendrd una parte imaginaria no nula.

Para modelizar la interaccion entre la particula alfa y el carozo, como se definié en la seccién 2.2.1,
utilizaremos un potencial de Woods-Saxon con pardmetros de difusividad a y radio reducido ry tomados
de la Ref. [154], junto con la interaccion coulombiana. La intensidad del potencial se establece de manera
que la funcion de onda de particula simple u® obtenida respete la cantidad de nodos N definidos teniendo
en cuenta la conservacion de cuantos del oscilador armoénico definida en la ecuacién (2.117). Para esta
caso, tendremos

L=0 (5.2)
Ny =4 (5.3)
Ny, =5 5.4)
Entonces,
N =11 (5.5

Antes de presentar los resultados, notemos que existe una dependencia importante de los resultados
modelados con los pardmetros a y rq del potencial (ver apéndice I y Ref. [154]). Teniendo en cuenta lo
realizado por la Ref. [154], fijamos r( de forma que R = 7.79 fm y la difusividad sera limitada por (0.60 <
a < 0.75) fm, valores que aseguran un ajuste aceptable a los datos experimentales. Por esto, decidimos
presentar nuestros resultados calculados con a = 0.65 fm, y al finalizar la seccién incorporaremos los
resultados con los maximos y minimos amax = 0.75 fm y a,i, = 0.6 fm, respectivamente, de manera tal
que podamos estimar una cota de error.
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Teniendo esto en cuenta, el potencial que describe la energia de la particula alfa ubicada en el estado
fundamental serd V(j = 143.465 MeV. Notemos que éste valor es del orden de los obtenidos en la Ref.
[154]. Utilizando este valor de intensidad, obtenemos que la energia del estado fundamental serd

Re (2;) = 8.986 Mev (5.6)
Im (5,) = -0.619 x 1071° Mev (5.7)

La funcién de onda correspondiente a la particula alfa en el estado fundamental se presenta en la Fig.
5.1a. A partir de esta funcién de onda, partimos de la ecuacion de la corriente (2.107) con L = 0 para
obtener el correspondiente ancho de particula simple (ver su convergencia en la Figura 5.1b)

P =0.123 x 10712 MeV (5.8)
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(a) Parte real de la funcién de onda de la particula (b) Convergencia del ancho en el modelo de dos
alfa en el modelo de dos cuerpos correspondiente a cuerpos correspondiente a la energia del estado
la energia del estado fundamental del 212py. La fundamental del 212Po calculada con una
parte imaginaria no se aprecia en estos ordenes de difusividad a = 0.65 fm.

magnitud.

Figura 5.1: Comportamiento de la funcién de onda y el ancho del estado fundamental del nicleo 212p,,

Si consideramos las posibles variaciones en la determinacion del pardmetro a en el potencial de
Woods-Saxon, podemos determinar que el ancho absoluto de particula simple se encuentra limitado por
las siguientes cotas: F2p=0.75 i (88) = 0.322% 10712 MeV y szzoﬁfm(gs) =0.076 x 10712 MeV. A partir
de esto, podemos establecer que el ancho absoluto de particula simple para el estado fundamental del
212pg serd:

P = (0.12318-.532) x 10712 MeVv (5.9)
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Este ancho serd combinado en las préximas secciones con el factor espectroscépico renormalizado S a
través de la ecuacion de Arima (2.94) para finalmente obtener una estimacién del tiempo de vida medio
en decaimiento alfa del estado fundamental del 212Po.

Como curiosidad, notemos que en la Ref. [154] se comenta que tomar funciones de onda que
difieran en un nodo, modifica el resultado en un 25 %. Ademads, en la Ref. [63], se menciona que
cuando uno de los elementos es pesado, la ecuacién de Wildermuth se vuelve ambigua, pues las capas
del oscilador comienzan a mezclarse y la identificacién ya no es tan obvia. Teniendo esto en cuenta,
calculamos ISP para el estado fundamental, pero ahora la funcién de onda tendra 12 nodos. Asi, obtenemos
[P (gsy=12) = 0.177 X 10712 MeV, por lo que efectivamente aumentar el nimero de nodos aumenta el
ancho, pero en nuestro caso la diferencia es de més del 40 %.

5.1.2. Titanio-44 como Calcio-40 mas o puntual

En este nicleo en particular, como mencionamos en la seccion 4.3.1, nuestro candidato a decaimiento
alfa es el estado 0;“ obtenido con la representacion completa, que se encuentra en las cercanias del estado
experimental (0,2)*.

La principal diferencia respecto al Polonio-212 es que el estado fundamental del 4Ti no decae en
alfa pues Qo = —5.127 MeV. Recordemos que este valor fue marcado en la Figura 4.4. Asi, a partir de la
ecuacion (2.105), y como AEge = 4.7 keV, tendremos que una particula alfa puntual asociada a nuestro
estado OJSr de la representacion completa tendrd una energia

8%” = 1.437 MeV (5.10)

Entonces, tal cual realizamos para el estado fundamental del Polonio-212, utilizando el cédigo
computacional ANTI [106], calculamos la energia de la particula alfa en el modelo de dos cuerpos. Del
andlisis realizado en el apéndice I y su aplicacion al 212p;, sabemos que existe una dependencia entre
los pardmetros a y r( del potencial central y los tiempos de vida media de particula simple obtenidos. Es
por ello que para este nucleo proponemos dos parametrizaciones posibles de estos: (I): rg = 1.278fm y
a = 0.786 fm correspondientes al campo medio utilizado para protones (ver Tabla4.2),y (Il): ro = 0.68 fm
y a = 1.05 fm tomados de la Ref. [155].

Por ultimo, antes de calcular la funcién de onda de particula simple correspondiente al estado 0%,
debemos establecer la cantidad de nodos que esta funcién debe tener a partir de la ecuacién (2.117). Para
esta caso, tendremos

L=0 (5.11)
Np =3 (5.12)
Ny =3 (5.13)
Entonces,
N=6 (5.14)
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Teniendo esto en cuenta, las intensidades del potencial de Woods-Saxon en cada parametrizacion que

describen correctamente a una particula alfa con energia 8(3* = 1.437MeV serdn V(gl) = 124.341 MeV y

V(;H) = 276.740 MeV. Utilizando estas intensidades obtenemos las siguientes energias

Re (sgs) (I, 1) = 1.437 MeV (5.15)
Sm (ggs) (I) = =0.517 x 10~13 MeV (5.16)
Sm (sgs) (I1) = -0.238 x 1013 Mev (5.17)

Mientras que en la Figura 5.2a presentamos la funcion de onda obtenida con las dos parametrizaciones
posibles del potencial de Woods-Saxon. Notemos que la parametriacion de la Ref. [155] tiene el efecto
de comprimir la funcién de onda obtenida con los pardmetros de la Tabla 4.2 y localizarla més en el pico
a la vez que pierde probabilidad a distancias méas cortas.
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alfa en el modelo de dos cuerpos correspondiente a cuerpos correspondiente a la energia del estado
la energia del estado 0‘3" del 44Ti obtenida con 0*3 del 44Ti calculada con diferentes conjuntos de
diferentes conjuntos de pardmetros. parametros.

Figura 5.2: Comportamiento de la funcién de onda y el ancho del estado 0;’ del nicleo **Ti obtenidos
con los pardmetros de Woods-Saxon da la Tabla 4.2 (azul) y de la Ref. [155] (naranja).

Tomando entonces las funciones de onda calculadas, podemos utilizar la ecuacién de la corriente
(2.107) para obtener los anchos de particula simple I'P() = 0.104 x 10712 MeV y I'P(I11) = 0.048 x
10712 MeV (ver su convergencia en la Figura 5.2b). Notemos que la diferencia de los resultados obtenidos
con las dos parametrizaciones son importante. Cuantitativamente, los pardmetros rg y a de la Ref. [155]
generan anchos absolutos que valen la mitad que los obtenidos utilizando los pardmetros ry y a de la
Tabla 4.2. Es por ello que estableceremos un valor I'*P como el promedio de ambas parametrizaciones,
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y estimaremos una cota de error en funcion de los valores individuales. De esta manera, obtenemos el
siguiente ancho absoluto de particula simple

'Y = (0.076 +0.028) x 10712 MeV (5.18)

5.1.3. Telurio-104 como Estaiio-100 mas o puntual

Para este nucleo en particular, tenemos que Q, = 5.1(2) MeV de la Ref. [18], lo cual indica que el
estado fundamental decae espontdneamente en alfa. Este valor difiere minimamente del utilizado en la
Ref. [65], y es mayor que aquel extrapolado en la Ref. [156]. Asi, podemos construir la energia de una
particula alfa en el estado fundamental a partir de la ecuacion (2.105). Ademads, AEge = 16.1keV, por lo
cual, la energia serd:

sgs =5.116 MeV (5.19)

Tengamos en cuenta que Q, estd indeterminado en 200 keV. Por ello, podemos obtener un rango también
de energias alfa tal que: 4.916 MeV < &£%(gs) < 5.316 MeV.

Utilizando el c6digo ANTI [106], modelizamos el problema como una interacciéon de dos cuerpos,
donde la intensidad del potencial central es ajustada a la energia £, (gs) a fin de obtener la parte imaginaria
correspondientes a estas energias que pertenecen al continuo del alfa. Como vimos durante el trabajo
realizado con los dos nicleos previos, la modelizacion de la interaccion a través de Coulomb+Woods-
Saxon depende de los parametros a y rq. Para el estado fundamental de este nicleo en particular,
utilizaremos los mismos pardmetros del 212pg tomados de la Ref. [154], teniendo en cuenta sus tres
valores a = 0.65 fm, amax = 0.75fmy ap,;, = 0.6 fm. La decision de utilizar los datos de la Ref. [154] es
que nos permitird realizar una comparacién con la Ref. [65]. En cuanto al nimero de nodos de la funcién
de onda u® asociada a &%, partiendo de la ecuacién (2.117) con:

L=0 (5.20)
Ny =4 (5.21)
N = 4 (5.22)
Entonces,
N=38 (5.23)

La correspondiente funcién de onda se presenta 5.3a.
Si calculamos entonces el ancho absoluto de particula simple para una energia € = 5.116 MeV del
estado fundamental del l04Te, obtenemos:

*P(gs) = 0.079 x 10712 MeV (5.24)

cuya convergencia se presenta en la Figura 5.3b. Tal cual realizamos para el caso del estado fundamental
del Polonio-212, podemos estimar una cota minima y maxima del ancho absoluto en funcién de los limites
del pardmetro a establecidos por la Ref. [154]. Entonces, obtenemos que el ancho absoluto de particula
simple estard limitado por FZP=0.75 frm(gs) =0.190 x 10712 MeV y FZPZO_6fm(gs) =0.052 x 10712 MeV.
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De esta manera, podemos establecer que el ancho absoluto de particula simple para el estado fundamental
del 1%Te con Qo = 5.1 MeV sera:

P = (0.079*0 1) 5 10712 Mev (5.25)
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(a) Parte real de la funcién de onda de la particula (b) Convergencia del ancho en el modelo de dos
alfa asociada al estado fundamental del 194Te con cuerpos correspondiente a la energia del estado
la representacion completa. La parte imaginaria no fundamental del 104Te.

se distingue en estos ordenes de magnitud.

Figura 5.3: Comportamiento de la funcién de onda y el ancho del estado fundamental del niicleo 194 Te.
El area pintada encierra los maximos y minimos presentados en las ecuaciones calculados con los
diferentes valores de la difusividad a.

Si consideramos que el valor QO presenta una cota de error de 200 keV, podemos construir el ancho
I'P del estado fundamental a través de la ecuacién de la corriente (2.107) dependiente del Q, o &2.
Asi, presentamos en la Figura 5.4 los resultados obtenidos. Alli notamos que la dependencia del I'*P con
Q. es exponencial, lo cual implica que nuestros resultados estardn fuertemente ligados al valor de él.
Ademds, en la misma Figura se denota como un drea pintada los valores encerrados por los mdximos y
minimos obtenidos con los diferentes valores de la difusividad a. En préximas secciones, combinaremos
estos anchos absolutos con el factor espectroscopico renormalizado S para obtener los tiempos de vida
media en decaimiento alfa estimados del nicleo Telurio-104.

5.2. Amplitud de formacion

En esta seccién construiremos la amplitud de formacién g (r) definida en la ecuacién (2.128) para
los estados bajo estudio de los tres nicleos Polonio-212, Titanio-44 y Telurio-104. Como estos siempre
serdn estados de momento angular J® = 0% y la funcién de onda de la particula alfa corresponde al
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Figura 5.4: Anchos absolutos de particula simple I'P en funcién del Q, para el estado fundamental del
104Te. La linea punteada indica los valores calculados con a = 0.65 fm, mientras que las dreas pintadas
encierran los mdximos y minimos obtenidos con los diferentes valores de la difusividad a.

estado Os del oscilador armoénico, tendremos que L = 0. Ademds, calcularemos los respectivos factores
espectroscOpicos convencionales S.

5.2.1. Polonio-212

Comenzaremos en esta seccion con la construiremos la amplitud de formacién g; (r) para los estados
0% del 212Po obtenidos utilizando las tres representaciones de particula simple. Recordemos que para
este nucleo tenfamos dos aproximaciones para estudiar la representacion completa: MC, aplicando la
configuracion principal a la funcién de onda (seccioén 3.3.2); y CO, truncando el espacio de Hilbert
(seccion 3.3.1).

En las Tablas 3.14, 3.17 y 3.21 de la seccién 3.3 pudimos caracterizar los diferentes estados del nicleo
212pg en funcién de sus amplitudes parciales. A partir de estas podremos calcularemos las amplitudes
de formacién correspondientes a partir de la ecuaci()n (2.128). Antes de pasar a los resultados, vamos
a puntualizar la importancia de las amplitudes b]1 Jn iz i’ en particular a la cantidad de ellas. En
el caso de este nicleo, tendremos n° =~ {83000, 1400000, 4200000, 14000000} amplitudes b para las
representaciones RL, RP, RC-MC y RC-CO, respectivamente. Esto implica que debemos realizar las
integrales f dp1dpordps con sus respectivos cambios de variable (ver seccion D.1 del apéndice D) unas
106 veces. Esto tiene como consecuencia tiempos de cdlculo extremadamente largos, incluso superiores al
mes de cdculo con la representacion RC — CO, por lo cual debemos establecer una manera de limitar esta

cantidad. Para fijar un limite de manera que afecte los menos posible al resultado fisico ﬁnal probamos
JndpJ

J1J2J3J4° y

calculamos la amplitud total del estado de cuatro cuerpos en cada caso, el cual debe estar normalizado a

diferentes cotas b™?* a los valores de la parte real y parte imaginaria de las amplitudes b,

uno. En la Tabla 5.1 se muestra como ejemplo la norma correspondiente que obtenemos con cada valor de
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b™M3X 'y la cantidad de amplitudes parciales que se incorporan n°, para el estado fundamental utilizando

la representacién RC-CO. Notamos como Full aquellos resultados que se obtienen sin limite alguno.

Tabla 5.1: Norma (notar que Im (Norma) X 103) y cantidad de amplitudes parciales n° que se tienen en
cuenta con diferentes cotas aplicadas a la parte real e imaginaria de las amplitudes del estado
fundamental del 212Po. Sus amplitudes y energia fueron introducidas en la Tabla 3.17.

pmax n® Norma

Full | 14435078 (1,0.023)
1076 | 67193  (1,0.023)
1075 | 18551  (1,0.023)
1074 | 4212 (1,0.021)
1073 768 (1,0.006)

En funcién de este andlisis, vemos que las diferencias de las normas son minimas en la parte real
y en la segunda cifra en la parte imaginaria, para todos los limites »™#* excepto el mayor 1073, La
diferencia significativa estd en la cantidad de amplitudes parciales que tendremos que calcular, lo que
implica tiempos de cdlculo del orden de la veintena de horas en lugar de la veintena de dias. De esta
manera, decidimos aplicar a ambos casos la cota 10~4. Este mismo comportamiento que fue observado
para la representacion RC-CO, sucede con las demds, y para los estados excitados, por lo cual la cota
p™MaX = 104 es la misma.

En la Figura 5.5a se presentan las amplitudes de formacion de los estados del Polonio-212 calculadas
con la representacion RC-CO, mientras que en la Figura 5.5b se presentan las amplitudes del estado
fundamental obtenidas para cada una de las representaciones de particula simple. El comportamiento
general de g(r) se corresponde con observaciones previas [65], donde se nota que su forma funcional no
se corresonde a la funcién de onda de particula simple de la Figura 5.1a, ni mantiene un nimero de nodos
constante. En particular, notemos que el estado fundamental posee la amplitud de formacién que mds
probabilidad ocupa para R > 8 fm, pero no es la mas intensa y localizada. Estas caracteristicas pertenecen
al primer estado excitado, con un maximo cercano a los R = 6 fm. Los demas estados excitados presentan
un comportamiento mds oscilatorio. Respecto a la comparacion entre las representaciones, vemos en
la Figura 5.5b que para el caso del estado fundamental, el primer maximo de g(r) se observa que las
representaciones RL y RC-CO tiene una intensidad practicamente igual, mientras que las representaciones
RP y RC-MC tienen un primer maximo mads intenso. Ademds, vemos que en el segundo médximo la
representacion RP es la mds intensa, mientras que la representacion completa en sus dos aproximaciones
tiene intensidades similares.

Estas amplitudes se traducen entonces en los factores espectroscopicos de la Tabla 5.2. De manera
general, notemos que todos los § son menores o iguales a 1072, por lo que indican una clusterizacién de
estos estados por debajo del 1 %. Si comparamos con la bibliografia los valores del estado fundamental,
vemos que nuestros S son dos 6rdenes de magnitud mas intensos que los de la Ref. [3] y un orden de
magnitud mayor que los obtenidos en la Ref. [63] con el modelo de capas, cuya principal diferencia
entre estos modelos y el nuestro es el tamafio de la representacién de particula simple y la inclusién
del continuo no resonante. Igualmente, estos valores aun se ubican lejos del 30 % de clusterizacion
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Tabla 5.2: Energias de cuatro cuerpos E jx (en MeV) y factores espectroscopicos convencionales S de
los estados 0% del 212Po calculados a través de las funciones de onda construidas en la seccién 3.3 con
las representaciones de particula simple utilizadas.

RL RP RC-MC RC-CO
i| Ep S| Re(Ep) S Ex s Ex s
[ —19.341 0.0047 | —19.341 0.0071 | —19.341 0.0058 | ~19.341 0.0052
2| —18.432 0.0095 | —18.434 0.0119 | —18.507 0.0102 | ~18.234 0.0107
3| -18.025 0.0012 | —17.960 0.0012 | —18.073 0.0011 | ~18.024 0.0011
4| -17.495 00005 | -17.448 0.0006 | —17.522 0.0005 | ~17.482 0.0006

obtenido con el modelo de cluster [63]. Este principal dilema es el que nos lleva a pensar en la necesidad
una renormalizacién de la amplitud de formacién introducida, tal cual fue presentada en la seccién
2.2.3. Respecto a una comparacion entre representaciones, notemos que en los dos primeros estados la
inclusion del continuo no resonante actia como corrector del factor espectroscopico obtenido en RP,
pues los valores de la representacion completa se ubican entre aquellos de la representacion ligada y la
de polo. En cambio, para el estado OJ3r practicamente no hay diferencias entre las representaciones de
particula simple, mientras que para el estado 0%, el valor de S varia mucho en funcién de la aproximacion
que se haya tomado.
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(a) Amplitudes de formacién de los diferentes
estados 0™ del nicleo 212Po obtenidas utilizando

la representacién RC-CO de particula simple.

(b) Amplitudes de formacién del estado
fundamental obtenidas utilizando diferentes
representaciones de particula simple.

Figura 5.5: Diferentes amplitudes de formacion g(r) obtenidas con las representaciones de particula

simple utilizadas en la construccién del 212py,



5.2.2. Titanio-44

A continuacién calculamos g (r) para los seis primeros estados 0% del 4411, El proceso de andlisis
es similar al desarrollado en el 212Po, por lo cual centraremos nuestro estudio tnicamente en los resul-
tados obtenidos con la representaciones de polo y completa de particula simple. Esto también pues la
importancia del continuo resonante se determind en la seccion 4.3.1 al apreciar la variacion del espectro

de energia entre RL y RP.

JndpJ
J1J273J4
que tenemos en este nuevo ndcleo. En particular, tendremos n° ~ 8 x 107 amplitudes b para los estados

Tal cual realizamos para los estados del 212ps, vamosa restringir la cantidad de amplitudes b

estudiados, por lo cual es de suma necesidad limitar esta cantidad a la hora de calcular la amplitud de
formacion g(r) a través de la ecuacién (2.128). En la Tabla 5.3 mostramos como ejemplo la amplitud total
obtenida en el estado fundamental calculado con la representacion completa a medida que se limitan la
cantidad de amplitudes parciales en funcion de una cota b™?* a los valores de su parte real e imaginaria.
Notamos como Full aquellos resultados que se obtienen sin cota alguna.

Tabla 5.3: Norma (notar que JIm (Norma) X 103) y cantidad de amplitudes parciales n° que se tienen en
cuenta con diferentes cotas aplicadas a la parte real e imaginaria de las amplitudes del estado
fundamental del Titanio-44. Sus amplitudes y energia fueron calculadas con la representaciéon completa
de particula simple introducidas en la Tabla 4.16 y la Figura 4.4.

pmax n® Norma

Full | 79489996 (1,-0.129)
1070 | 183846  (1,-0.129)
107> | 47550  (1,-0.129)
1074 | 9029  (1,-0.134)
1073 1292 (1,-0.237)

A partir de este andlisis, notamos que las diferencias de las normas son nulas en la parte real y en la
segunda cifra significativa en la parte imaginaria, para todas las cotas excepto la mayor 1073, El beneficio
de este proceso estd en la cantidad de amplitudes parciales que tendremos que calcular, ya que sin cota
tenemos cerca de 10”, mientras que para la cota 1074 logramos disminuir esta cantidad en casi 4 6rdenes
de magnitud, y tal cual sucedia con el Polonio-212, esto implica tiempos de célculos reducidos. El mismo
comportamiento es observado en los estados excitados, por lo cual la cota b™3* = 10~* es la misma para
todos los estados y todas las representaciones.

Asi, obtenemos las amplitudes de formacién de la representacion RC para los estados bajo estudio, las
cuales son presentadas en la Figura 5.6a. Si analizamos la forma funcional de la amplitud de formacion, el
comportamiento es similar al observado en el estudio del nicleo 212p, y valen las mismas consideraciones
del caso. En particular, vemos que el estado fundamental posee la amplitud mds intensa, cuyo maximo se
localiza antes de los 4 fm, mientras que el primer excitado también presenta un tinico pico pero localizado
mds cerca de los 3 fm, y el resto de las amplitudes tienen caracteristicas mas ondulatorias. Notemos
también la particularidad del estado 01 cuya amplitud es casi nula, y solo presenta alguna intensidad
antes de los 4 fm. De las funciones de onda de la Tabla 4.16 teniamos que el estado O; era uno de
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los que aparentaba mayor colectividad, pero su g(r) aun no aparenta esta caracteristica. A diferencia
de lo ocurrido para el 212p, donde se observaba que la amplitud que mds perduraba a medida que se
aumentaba la distancia r era la del estado fundamental, aqui vemos que la amplitud del estado Og es
la que luego de los 5fm es mads intensa. Para completar la informacién, en la Figura 5.6b realizamos
una comparacion para el estado fundamental y el OJ3r de interés de decaimiento una comparacion de sus
amplitudes obtenidas en las dos representaciones de particula simple que incluyen el continuo. Notamos
asi que las diferencias no son apreciables en ninguno de los dos estados.

A e B e
— o} 1

0 1
_—— 0; ]
_ OI‘:
-— 0of ]

0

0.15

r- g(r)(fnfl/z)

0,00 BT NPT e
: N
IA J'.

005 E

0 2 4 6 8 10

r(fm) r(fm)
(a) Amplitudes de formacion de los diferentes (b) Amplitudes de formacién del estado
estados 01 del nicleo **Ti obtenidas utilizando la fundamental y el 0; del niicleo #4Ti obtenidas

representacion completa de particula simple. utilizando diferentes representaciones de particula

simple.

Figura 5.6: Diferentes amplitudes de formacion g(r) obtenidas con las representaciones de particula
simple utilizadas en la construccion del AT,

A partir de la amplitud de formacién g(r) podemos calcular los factores espectroscopicos S de estos
estados siguiendo la ecuacion (2.131), cuyos valores se presentan en la Tabla 5.4a. Respecto al estado
fundamental, notemos que sus valores son del orden de 0.05 en ambas representaciones, el cual es superior
incluso al renormalizado del 212Po. Respecto a los estados excitados, tenemos las particularidades del
0:[, cuyo valor se encuentra por debajo de 0.0002, y del Og, cuyos valores son los segundos mas intensos.
El resto de los excitados presentan valore similares entre si. Con respecto a la inclusién del contorno no
resonante en la representacion de particula simple, notemos que corrige el valor del estado fundamental
en un 3 %, mientras que en los estados excitados OJZr y 0*5 afecta de manera significativa. Notemos
la particularidad del OF, para el cual su valor se disminuye en un orden de magnitud al pasar de
representaciones. Ademds, nuestro estado candidato 0; no se ve afectado por la inclusién de los estados
de dispersion.

Para completar el andlisis, veremos como se modifican los resultados hasta ahora obtenidos cuando
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(a) Energias de cuatro cuerpos E jr (en MeV) y (b) Energias de cuatro cuerpos Ejr (en MeV) y

factores espectroscépicos convencionales S de los factores espectroscdpicos convencionales S(x10%)
seis primeros estados del 44T calculados con los de los seis primeros estados del 44T calculados
resultados de la seccién 4.3.1. con los resultados de la seccion 4.3.1.1.
RP RC RC-CO
i ine(E,;r) s Ejn s i | Egn S
1| -33.423 0.0516 | —33.423 0.0499 1] -33.423 0.0513
2| -28.022 0.0018 | —28.244 0.0030 2| -28.194 0.0029
3| -26.743  0.0027 | —26.860 0.0028 3| -26.823 0.0025
4| -25.693 0.0002 | —-25.607 0.0001 4 | -25.607 0.0001
5| -25.310 0.0024 | -25.230 0.0038 5| =25.196  0.0027
6| -24.032 0.0119 | —24.223 0.0104 6 | —24.142 0.0100

Tabla 5.4: Factores espectroscopicos convencionales S del 447Ti calculados con representacion completa
de particula simple.

se trunca el espacio de Hilbert en la representacion completa. Para ello, partimos de los resultados de la
seccion 4.3.1.1, a partir de los cuales construiremos la amplitud de formacion y el factor espectroscopico
de los estados. En la Tabla 5.4b presentamos los factores espectroscopicos S calculados habiendo utilizado
los resultados de la Tabla 4.21. Si comparamos con los resultados de la Tabla 5.4a, vemos que para el
estado fundamental obtenemos un valor un ~ 3 % mayor, mientras que para los excitados las variaciones
son de ese orden, excepto para el OZ y 075, donde el truncamiento modifica en mas de un 30 % el valor
de S. Notemos que estas variaciones del factor espectroscopico al truncar la base son incluso mayores
que la parte de la funcién de onda total perdida que ddbamos en la Tabla 4.19.

5.2.3. Telurio-104

En esta seccién calculamos g (r) para el estado fundamental 0% del 104Te tomando los resultados de

la seccion 4.3.2.1. De la misma manera que realizamos para los dos nucleos previos, buscamos limitar la
IndpJ

. L J192J3 J4 . . .
sin perder precision en las funciones de onda. Equivalente a las Tablas 5.1 y 5.3 de los nticleos previos,

cantidad de amplitudes b presentes en la ecuacion (2.128) para limitar los tiempos de célculo
en la Tabla 5.5 se muestra este analisis para Telurio-104 en la representacion completa. Notamos como
Full aquellos resultados que se obtienen sin cota alguna.

Vemos que la norma difiere recién con el limite 5™3 = 1073, solo en la tercer cifra significativa. Al
igual que en los nicleos previos, la ganancia de este proceso estd en la cantidad de amplitudes parciales
que tendremos que calcular, ya que sin limite alguno tenemos cerca de 108, mientras que si limitamos
en 1074 logramos disminuir esta cantidad en 4 6rdenes de magnitud, lo que implica muchisimo tiempo
computacional ahorrado. Este mismo comportamiento que fue observado para la representacion de polo,
por lo cual la cota b™2* = 104 es la misma.

Con esta condicion sobre los coeficientes b, obtenemos las amplitudes de formacion del estado
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Tabla 5.5: Norma (notar que Im (Norma) X 103) y cantidad de amplitudes parciales n° que se tienen en

cuenta con diferentes cotas aplicadas a la parte real e imaginaria de las amplitudes del estado
fundamental del 104Te (ver Tabla 4.22).

pmax n° Norma
Full | 72489841  (1,0.016)
1070 | 145995 (1,0.016)
107 | 38094 (1,0.016)
1074 | 7833 (1,0.016)
103 1389 (0.999,0.015)

fundamental del 1%4Te presentadas en la Figura 5.7. Si analizamos la forma funcional de estas, el

comportamiento es bien distinto a los observado en los estados fundamentales de los nicleos anteriores.

Notemos que en este caso g(r) tiene forma ondulatoria, la cual era observada en los excitados del 212p, y

44Ti. En particular, vemos ahora tienen tres mdximos, donde el dltimo se encuentra ubicado mads alld de

R = 6 fm. Al comparar entre las representaciones usadas, vemos que en RP el médximo del medio es mds

intenso que los otros dos, mientras que en RC, el maximo mads intenso es el primero y luego disminuyen

mondtonamente. Mds ain, vemos que la representacion completa genera una amplitud de formacion que

por encima de los 6 fm es mds intensa que la obtenida con la representacion de polo.
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Figura 5.7: Amplitud de formacion del estado fundamental del nicleo 104Te calculada con ambas

representaciones de particula simple.

Respecto al factor espectroscopico convencional asociado a este estado fundamental, lo calculamos a

través de la ecuacion (2.131), con la cual obtenemos que en la representacion de polo vale

Srp = 0.0069 (5.26)
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mientras que para la representacion completa el valor es
Src = 0.0058 (5.27)

Notemos que los valores difieren minimamente entre si. Estos son comparables con los obtenidos en
la Tabla 5.2 para el estado fundamental del 212po, Si uno compara las funciones de onda del estado
fundamental del 194 Te (ver Tabla 4.24) con las del estado fundamental del 212p, (ver Tablas 3.17 y 3.21),
uno podria esperar que en el 194Te se observe mayor clusterizacién que en el 212Po, lo cual no sucede.
Veremos como se comporta esta relaciéon cuando renormalicemos los resultados actuales.

5.3. Renormalizacion del factor espectroscopico

En esta seccion estudiaremos el proceso de renormalizacién de g(r) y S definido en la seccién 2.2.3
del capitulo Marco Teérico, de forma que estableceremos un protocolo de discretizacion de la base SGB
y determinacion de los autovalores prohibidos y casi-prohibidos que se aplicard a los tres nicleos bajo
estudio.

5.3.1. Analisis general del problema

A continuacion, aplicaremos a los resultados previos los conceptos e ideas desarrollados en la seccién
2.2.3. Para ello, primero analizaremos la dependencia del operador con los pardmetros y su posterior
convergencia, y luego presentaremos las nuevas amplitudes de formacion renormalizadas G(R) y sus
respectivos factores espectroscépicos renormalizados S. Todos estos andlisis son realizados sobre el
estado fundamental.

5.3.1.1. Determinando los parametros Ar y rpax de la base gaussiana

Las expresiones para G (r) (2.150) y Sy, (2.151) dependen de la discretizacién que hemos utilizado
(ver apéndice E). El proceso fue discretizar la variable r en rj puntos, teniendo en cuenta los pardmetros
Ary rmax 0 M = rmax/Ar. Ademas, como fue mencionado en la seccién 2.2.3.2, no todos los autovalores
del norm kernel son vélidos para representar fisicamente las cantidades G (r) y Sy. Es por esto que se
debe definir un valor maximo vpax de autovalores que impacta directamente en la suma Zzglf‘x de las
expresiones (2.150) y (2.151).

Es decir, la amplitud de formacién renormalizada y el factor espectroscépico renormalizado pueden
pasar a notarse como Gy (7, Ar, rmax, Vmax) ¥ S (Ar, rmax, Vmax), respectivamente. En esta seccion,
presentaremos un andlisis cualitativo en el Polonio-212 del comportamiento del factor S7, en funcién de
Ar y rmax. Este andlisis es igualmente valido para los tres nucleos estudiados.

En la Figura 5.8, tomando como caso testigo el 212pg, podemos ver diferentes superficies de Sy en
funcién de los pardmetros (Ar, rmax ) que discretizan la base SGB. En particular, en la Figura 5.8a presen-
tamos estos resultados pero en escala logaritmica, donde notamos que cada “superficie” se corresponde
con los resultado de Sy, al limitar la suma en la ecuacién (2.151) hasta un determinado 7y, . Alli vemos
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Figura 5.8: S en funcion de Ar, rmax y 1y, para el 212p,,

que, en acuerdo con lo establecido en las Ref. [59, 60] que trabajaron sobre el Polonio-212, las superficies
se estabilizan cuando Ar — 0.4 fm. Si observamos las dos superficies que se encuentran mds cercanas
a S = 1 en las Figuras 5.8b y 5.8c, alli podemos observar esta estabilizacion, cuya meseta abarca un
mayor espacio de Ar para la superficie de la Figura 5.8c que la de la Figura 5.8b. En éstas figuras también
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podemos aprecias que la dependencia con rmax indica que este pardmetro debe ser el menor posible
para poder obtener resultados en la zona de estabilidad de Ar. Por ello, tomaremos rmax = 9.43 fm, que
implican M = 23.

Determinados los pardmetros Ar y rmax, aun nos falta identificar el correcto valor de vpax, de forma
tal que podamos establecer, por ejemplo, si la superficie correcta es la de la Figura 5.8b o 5.8c.

5.3.1.2. Estableciendo un protocolo

A continuacién buscaremos determinar el correcto valor de vpax sin ambigiiedades. Para lograr
esto estableceremos un protocolo que sea general para los tres nicleos estudiados. De la bibliografia
disponible, existen ciertas condiciones necesarias que tanto G(r) como S deben cumplir cuando se
determina el valor de vinax. En particular, tenemos que:

= Lainclusion del término v,k en la descripcion de G (r) y S implica que la mayor parte de la fisica
se encuentre en vmax [59, 62]. Dicho de otra manera, el término G, () = n;élﬁ gzmax (r) dela
expansion (2.150) tiene la mayor parte de la contribucion al valor de G(r) o S.

= Cuando uno analiza el comportamiento de los valores de n, versus v, tenemos que ny,,,x S€
encuentra en las vecindades de un quiebre de pendiente [59, 62, 65, 99].

» De las Ref. [54, 59, 104], vemos que aquellos autovalores n;j con j > vmax corresponden a
autoestados casi prohibidos que vulneran el principio de exclusion de Pauli.

= Por ser & un valor probabilistico, debe estar restringido entre O y 1, y en particular entre el factor
espectroscopico convencional S'y 1.

= La cantidad de nodos de G(r) se corresponde, en buena aproximacién, con la establecida por la
ecuacion de Wildermuth (2.117) para el sistema. Esto fue aplicado por las Ref. [59, 63, 99] en el
niicleo 212Po. En los nicleos estudiados en esta tesis, hemos encontrado que se verifica en forma
aproximada.

Teniendo esto en cuenta, para determinar el valor de vipax nosotros seguiremos los siguientes pasos:
1. Se establece el valor de v’ para el cual G (r) respeta la cantidad de nodos seguén la ec. (2.117).

[g{(r)]z
n.y,

4

2. Si para este v/, la contribucién de al factor espectroscopico es maxima, se concluye que

/
V' = Vmax-

3. Si en cambio v/ no se corresponde con una contribucién méxima, vmax €s el primer autovalor
v"" > v/ para el cual la contribucién sea maxima.

La altima condicién del protocolo es la que nos permite ser flexibles a la hora de definir el nimero de
nodos de G(r). Este protocolo serd aplicado a cada niicleo en particular para lograr que la amplitud
de formacién renormalizada y el factor espectroscépico renormalizado queden independizados de las

variables (A7, Ymax, Vmax)-
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5.3.2. Polonio-212

A continuacidn, aplicaremos el protocolo establecido en la seccion anterior para el estado fundamental
del 212Po. En primer lugar, notemos que con v = 12 la funcién G(r) cuenta con los n = 11 nodos
establecidos por la ecuacion de (2.117) (ver seccién 5.1.1). En la Figura 5.9, vemos el comportamiento
de Sy ny en funcién del valor de v para el estado fundamental en las diferentes representaciones de
particula simple utilizadas. Alli, notemos que si v = 12 se cumple la segunda condicién del protocolo,
por lo cual podemos concluir que vipax = 12.

Notemos ciertas particularidades de la Figura 5.9: los autovalores n, con v € [1, 3], son mayores a
uno, lo cual contradice la condicidn de la teoria. Pese a esto, a lo sumo influyen en un orden de 10%enel
factor espectroscépico S, por lo cual podemos despreciarlos. Ademads, también obtuvimos un autovalor
ny ~ -1079 < 0, indicando el limite de la precision de cédlculo. Este también observado en la Ref. [20],
y de la misma manera nosotros lo incluimos tomado positivo.
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Figura 5.9: Evolucién del factor espectroscopico renormalizado del estado fundamental del 212pg con
respecto a los autovalores del norm-kernel N. Los pardmetros de la SGB son Ar = 0.41 fm y
I'max = 9.43 fIIl.

De esta manera, queda S totalmente independizado, habiendo fijado los siguientes valores de sus

parametros:
(Ar = 0.41 fm, rmax = 9.43 fm, vmax = 12) (5.28)

Este andlisis es valido para todos los estados calculados del 212p5. Tomando entonces los resultados
de la seccidn 5.2.1 aplicaremos las condiciones actuales para calcular cada una de las amplitudes de
formaciones renormalizadas y los correspondientes factores espectroscopicos renormalizados. En la
Figura 5.10a, vemos las G (r) para los cuatro estados del 212p4 calculados con la representaciéon RC-
CO. Notemos que todas estas amplitudes si tienen el comportamiento observado en las Refs. [63-65],
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presentando un méaximo en el ultimo pico alrededor de » ~ 8 fm. En cuanto a su nimero de nodos, vemos
que tiene 11, mismo valor que las Refs. [54, 64, 65, 157]. Mientras tanto, en la Figura 5.10b observamos
G (r) para el estado fundamental en todas las representaciones de particula simple. Alli podemos ver que
practicamente no hay diferencias entre las representaciones RP y RC-CO, las cuales tienen los maximos
mads intensos, mientras que luego le siguen la representacion RC-MC y finalmente RL.
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Figura 5.10: Diferentes amplitudes de formacion renormalizadas G (r) respecto a las convencionales
g(r) de la Figura 5.5a correspondientes al niicleo 212p,,

En cuanto a los nuevos factores espectroscopicos S, estos se presentan en la Tabla 5.6. Si los
comparamos con los obtenidos en la Tabla 5.2, para el estado fundamental y el excitado OZ vemos que
los nuevos factores son entre dos y cinco veces mayores, para el estado OJZr vemos que son practicamente
iguales, mientras que para el estado 0;’ vemos que pueden llegar a ser casi un orden de magnitud
mayor. Si comparamos entre las representaciones, vemos que para el estado fundamental la inclusién del
continuo resonante implica casi triplicar la clusterizacion del sistema, mientras que si incorporamos el
continuo no resonante, tenemos diferencias significativas en funcién de la aproximacién que utilicemos:
con MC, notamos que se corrige de manera significativa el valor de la representacion RP, obteniendo
una clusterizacion final del 2 %; mientras que con CO la correccién es minima, obteniéndose una
clusterizacion final del 2.5 % del sistema. Estos valores son cercanos al 2.6 % de la Ref. [3], pero aun se
encuentran por debajo en un orden de magnitud de la clusterizacién esperada por el modelo de cluster
[62]. Finalmente, notemos la particularidad del estado O; en RC-CO, que recordemos no era bien descrito
por esta representacion (ver seccion 3.3.1): el factor S es practicamente dos ordenes de magnitud menor
que el S. Esto es causado justamente por la incorrecta representacion de este estado.

96



Tabla 5.6: Energias de cuatro cuerpos E jx (en MeV) y factores espectroscépicos renormalizados S de
los estados 0% del 212Po calculados a través de las funciones de onda construidas en la seccién 3.3 con
las representaciones de particula simple utilizadas.

RL RP RC-MC RC-CO
Er S | Me(Epx) S | Ep S | En S
I L L L

~19.341 0.0103 | —19341 0.0262 | ~19.341 0.0205 | —19.341 0.0255

18432 00115 | —18.434 0.0121 | —18.507 0.0153 | —18.232 0.0001

-18.025 0.0055 | -17.960 0.0097 | —18.073 0.0080 | —18.024 0.0071
-17.495 0.0007 | —-17.448 0.0009 | —=17.522 0.0010 | —17.482 0.0015

~.

AW N =

5.3.3. Titanio-44

A continuacidn, aplicaremos a los resultados hasta ahora construidos para este nucleo en la seccion
5.2.2 los conceptos e ideas desarrollados en la seccion 2.2.3. Partiendo del andlisis desarrollado en la
seccién 5.3.1.1, un mismos andlisis en el *4Ti nos lleva también a que los parametros de la base gaussiana
SGB que expande al operador N definido en la seccién 2.2.3.2 sean:

(Ar = 0.41 fm, rmayx = 9.43 fm) (5.29)

Para establecer la cantidad de autovalores permitidos en la expansion del factor espectroscopico
renormalizado (2.151), seguimos los pasos determinados en la seccién 5.3.1.2 que fueron aplicados para
el caso del 212Po. Para el **Ti, tenemos que la cantidad de nodos deben ser N = 6 a partir del analisis
realizado en la seccion 5.1.2, valor que se obtiene para G (r) cuando vipax = 17. Asi, en la Figura 5.11,
mostramos el comportamiento de Sy n, en funcién del valor de v, para el estado fundamental. All{
vemos que efectivamente v = 17 respeta la segunda condicién del protocolo. De esta manera, queda S
totalmente independizado, habiendo fijado los siguientes valores de sus pardmetros:

(AI’ = 041 fm, Fmax = 943 fm, Vmax — 17) (530)

Notemos que, al igual que sucedia en el Polonio-212, existen autovalores n, con v € [1,4] superiores
a uno, pero con un efecto del orden de 1070 sobre el factor espectroscopico, por lo cual podemos
despreciarlos. Notamos que también existen 2 autovalores n, < 0, los cuales son del orden de ~10%¢
incluidos positivos en la representacion. Tanto en el 212p6 como en la Ref. [20] se observa este mismo
efecto, entendido que es causado posiblemente como resultado de la diagonalizacion de matrices grandes.

Teniendo esto en cuenta, construimos la amplitud de formacién G (r) a partir de la ecuacién (2.150).
Estas son presentadas en la Figura 5.12a para los seis estados 0 del 444 bajo estudio, los cuales
fueron calculados utilizando la representacién completa de particula simple. Podemos observar que el
comportamiento general es similar al observado en la Figura 5.10a del Polonio-212. En este caso, notemos
que el maximo de los estados se ubica cerca de los 5 fm, valor que es superior al del S (ver Figura 5.6a) e
inferior a los 8 fm observados en el Polonio-212. Notemos también que el estado que posee el mdximo més
grande es el Og, lo cual indicaria un estado excitado con mayor clusterizacién alfa que el fundamental.
Respecto a nuestro estado candidato 0%, su amplitud de formacién renormalizada es similar a la del
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Figura 5.11: Evolucién del factor espectroscopico renormalizado del estado fundamental del 44Ti con
respecto a los autovalores n,, del norm-kernel N. Los pardmetros de la SGB son Ar = 0.41 fm y
I'max = 9.43 fm.

fundamental y del 0F, que también poseia una funcién de onda que aparentaba colectividad (ver Tabla
4.16).
Ademads, en la Figura 5.12b realizamos una comparacion para el estado fundamental y el O; de interés
de decaimiento con las amplitudes de formacién renormalizadas obtenidas en las dos representaciones
que incluyen al continuo. A diferencia de lo que observamos en la Figura 5.6b, ahora si se aprecian
diferencias cuando se incorpora el continuo no resonante: para el estado fundamental, la G(r) presenta

pico de menor intensidad, mientras que para el estado O; la amplitud tiene picos de mayor intensidad,

respecto a la representacion RP.

Asi mismo, en la Tabla 5.7a se presentan los factores espectroscépicos renormalizados calculados.

De manera general, se observa la misma sistemadtica del nicleo 212p, y de estudios previos [3, 63, 65],

donde la renormalizacién aumenta en 6érdenes de magnitud el valor de los factores al comparar respecto
al convencional S. Al renormalizar los resultados, se hace mds evidente la importancia de la inclusion
del continuo no resonante. No solo que disminuye la clusterizacién del estado fundamental en un 30 %,
sino que corrige a los estados excitados de manera que el estado Og tenga finalmente un valor fisico, ya
que en RP su valor era de S = 1.63, el cual es corregido para determinar una clusterizacion final del
100 %, aproximadamente. Mds aun, la inclusion del continuo no resonante aumenta la clusterizacion del
esto O; en un orden de magnitud, aumenta un 8 % de clusterizacion del estado 0;, mientras que corrige
los resultados de los estados 0} y O%.

Este valor de clusterizacién que obtenemos para el estado fundamental se encuentra en el orden de

observaciones previas en un nucleo de similares caracteristicas como es el 0Ne = @ +100 [5], es cuatro
veces mayor que el valor dado por la Ref. [153] y es un orden de magnitud mayor que la clusterizacion
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Figura 5.12: Diferentes amplitudes de formacion renormalizadas G (r) respecto a aquellas presentes en
la Figura 5.6a del nicleo 44Ti.

del estado fundamental del Polonio-212 y el valor dado en la Ref. [155] para el 44, Respecto al estado
excitado 0J3r, su clusterizacion sigue siendo menor al fundamental, pero en este caso la diferencia con
el fundamental es de aproximadamente la mitad. Esta relacion entre el excitado y el fundamental se
corresponde con lo observado en la Ref. [155].

Para completar el andlisis, tal cual se realizé con los factores espectroscopicos convencionales, en la
Tabla 5.7b se presentan los factores renormalizados S para los resultados habiendo truncado el espacio
de Hilbert (ver seccién 4.3.1.1). A comparacion de lo que observdbamos para el S en la seccién previa,
aqui truncar la base afecta en una mayor medida. En particular, vemos que las clusterizaciones del estado
fundamental y del excitado de interés variarian un 25 %, lo cual es significativo si uno busca obtener
resultados cuantitativos, mientras que para el estado Og se obtienen resultados no fisicos.

5.3.4. Telurio-104

A continuacién, aplicaremos a las amplitudes de formacién convencionales del estado fundamental
del 194Te obtenidas los conceptos e ideas desarrollados en la seccion 2.2.3. Siguiendo lo realizado en el
212p, yenel 44Ti, un mismo andlisis concluye que podemos tomar los mimos pardmetros de la seccién
5.3.1.1

(Ar = 0.41 fm, rmax = 9.43 fm) (5.31)

como pardmetros de la base gaussiana SGB que expande al operador A definido en la seccién 2.2.3.2.
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(b) Energias de cuatro cuerpos E jr (en
MeV) y factores espectroscopicos

(a) Energias de cuatro cuerpos E jr (en MeV) y factores renormalizados S de los estados 07 del 44Ti
espectroscopicos renormalizados S de los estados 07 del 44Ty calculados con los resultados de la seccién
calculados con los resultados de la seccién 4.3.1. 43.1.1.
RP RC RC-CO
i | Re(E Jl;r) S Ejn S i| Epn S
1| —-33.423 0.87 -33.423  0.56 1| -33.423 0.69
2| —=28.022 0.0015 | —28.244 0.0035 2 | —28.194 0.0015
3| —26.743 0.21 -26.860 0.29 3| -26.823 0.22
41 -25.693 0.0085 | —25.607 0.0014 4 | =25.607 0.0040
5| —25.310 0.43 -25.230 0.46 5| -25.196 0.40
6 | —24.032 1.63 -24.223  0.99 6 | —24.142 1.35

Tabla 5.7: Factores espectroscopicos renormalizados S del 44Tj calculados con representacion completa
de particula simple.

En cuanto a la cantidad de autovalores que incorporamos en la suma del factor espectroscopico
renormalizado 2.151, seguimos los pasos determinados en la seccién 5.3.1.2 que fueron aplicados a
los dos nicleos previos. Como vimos en la seccién 5.1.3 la cantidad de nodos es N = 8, por lo cual
buscamos que nuestra amplitud de formacion renormalizada G (r) tenga esta cantidad, lo cual se satisface
si Ymax = 15. Pero si analizamos el comportamiento de Sy n, en funcién del valor de v en la Figura
5.13 para el estado fundamental del 104Te, notamos que v = 15 no cumple la segunda condicion del

N o ao)?
protocolo, que pide un médximo aporte al factor espectroscépico del término —m Es por ello que
pasamos al tercer punto del protocolo, por el cual nos movemos a v = 16, lo que nos asegura que el aporte

2
" [an(:)]

nodos de G (r) pasan a ser 8.

sea maximo. Notemos que al establecer esta cantidad maxima de autovalores, la cantidad de

De esta manera, queda S totalmente independizado, habiendo fijado los siguientes valores de sus
parametros:
(Ar = 0.41 fm, rmax = 9.43 fm, vimax = 16) (5.32)

Definidos los pardmetros correctos de la renormalizacién, en la Figura 5.14 presentamos la amplitud
de formacién renormalizada del estado fundamental del 1%4Te calculada con ambas representaciones.
Vemos que el comportamiento es el mismo que fue observado en los otros dos nucleos, solo que en este
caso la funcién G(r) tiene un nodo menos que la funcién de onda u® de la Figura 5.3a. Si comparamos
la representaciones entre si, vemos que ahora el mdximo de RC es mayor al maximo de RP, ademds de
que la intensidad de la amplitud de formacién calculada en RC es mds intensa que la calculada con RP
cuando r > 6 fm.

A partir de la ecuacién (2.151) construimos el factor espectroscopico renormalizado para el estado
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Figura 5.14: Amplitud de formacién renormalizada del estado fundamental del 104Te calculada con
ambas representaciones de particula simple.

fundamental del 104 Te, cuyo valor con la representacion de polo es:

Srp =0.21 (5.33)

101



mientras que con la representacion completa tenemos
Src =0.35 (5.34)

Notemos que la inclusion del contorno no resonante nos lleva a una clusterizacion de un 14 % mas del
sistema. Asi podemos observar que este nicleo es de la misma familia del HTi 0 20Ne [5], pues la
clusterizacion de su estado fundamental es de un 35 %. Este valor de Sgc = 0.35 se encuentra de acuerdo
con la idea de decaimiento alfa superpermitido [6—8], triplicando ademads el valor dado por la Ref. [7].
Ademds, es un orden de magnitud mayor que el obtenido en el estado fundamental del Polonio-212.
Estos dos estados comparten la caracteristica de decaer en alfa espontdneamente. Es por ello que con un
valor de clusterizacion de estas caracteristicas, es posible esperar un decaimiento alfa mas rapido que el
observado en el 212Po, pues la formacién de la particula alfa dentro del sistema es muy significativa.

5.4. Calculo de tiempos de vida media

En esta seccion aplicaremos la ecuacién de Arima (2.94) para obtener los anchos absolutos y partir
de alli los tiempos de vida media 77 /> (2.95) para: los estados fundamentales de los niicleos Polonio-212
y Telurio-104, y el estado excitado O;“ del Titanio-44. Para ello, tomaremos como punto de partida el
trabajo realizado en las tres secciones previas con las representaciones de particula simple completas de
cada nucleo.

5.4.1. Polonio-212

Recordemos que para este nucleo, el valor mds exacto del tiempo de vida media experimental es
TEXP
1/2
la ecuacién (5.9) con los factores espectroscopicos de la Tabla 5.6 a través de la ecuacién de Arima

(212Pogs) = 0.2943(8) us. En esta seccién combinaremos entonces los valores del ancho I'*P de

(2.94). De esta manera, obtenemos que para el estado fundamental del 212pg ¢] tiempo de vida media en
decaimiento alfa calculado con la representacion completa con configuracion principal (RC-MC) es:

— +0.112
T = (0.180*9113) s (5.35)

mientras que el tiempo de vida media calculado con la representaciéon completa habiendo truncado el
espacio de Hilbert (RC-CO) es:
0.090
Ty = (0.145°099) s (5.36)

Vemos que con la representacién RC-MC el tiempo de vida media méximo estimado es Ty, =
0.292 us, el cual se encuentra a 2 ns del valor experimental. Recordemos que este fue calculado tomando
el pardmetro de difusividad a = 0.6 fm en el potencial de Woods-Saxon del modelo de particula simple de
la seccion 5.1.1. Este valor de difusividad ha sido utilizado por otras referencias bibliogréaficas [3, 158].
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5.4.2. Titanio-44

En esta seccion calcularemos el tiempo de vida media del estado excitado O; del Titanio-44. Para ello,
combinaremos los resultados de la Tabla 5.7a con el ancho I'P dado en la ecuacién (5.18) utilizando la
expresion de Arima (2.94). Asi, podemos obtener que el tiempo de vida media en decaimiento alfa del
estado 07 del Titanio-44 serd

Ty = (12.46 £4.59) ns (5.37)

Notemos que el tiempo de vida media obtenido para este estado es del orden de la decena de
nanosegundos, aproximadamente veinticinco veces menor que el experimental del estado fundamental
del Polonio-212. Ademas, recordemos que el estado 0J3r tiene una energia de excitacion de 6.559 MeV
sobre el carozo, por lo cual uno puede asociarlo al estado experimental (0,2)* con energia 6.8 MeV.
Podemos entonces estimar que este estado, de decaer en alfa, tendria un tiempo de vida medio maximo
de aproximadamente 17 ns, lo cual lo hace observable experimentalmente.

5.4.3. Estado fundamental del Telurio-104

Las ultimas mediciones del tiempo de vida media [19] del estado fundamental del Telurio-104
establecen un maximo en Tle;(g (104Te) < 4ns. Previos resultados experimentales [18] establecian un
tiempo de vida media de 18 ns. Célculos tedricos han obtenido los siguientes tiempos de vida media:
T{jg([156]) = 50ns, T{jg([65]) =550ns, T{jg([159]) =1500ns y T{jg([S]) = 8.87ns.

En esta seccion calcularemos finalmente el tiempo de vida media del estado fundamental del 1041,
Partiendo del factor espectroscépico renormalizado S = 0.35 para el estado fundamental en la represen-
tacion completa, calcularemos el tiempo de vida media en decaimiento alfa a partir de la ecuacién de
Arima (2.94) tomando el valor del ancho I'P dado en la ecuacién (5.25). El tiempo de vida media en
decaimiento alfa del estado fundamental del '%4Te con Oq = 5.1 MeV es:

_ +8.922
Ty = (164095222 ns (5.38)

Notemos que el valor 71, = 16.409 ns se encuentra a 1.6 ns del experimental 77 /> ([18]) = 18 ns, mientras
que la dltima cota experimental de 4 ns dada en la Ref. [19] se encuentra incluso fuera de las cotas de
error. Respecto a otros resultados tedricos, nuestro tiempo de vida media estimado es menor que el de las
referencias [65, 156, 159], y engloba al valor de la Ref. [8] dentro de su rango de error.

Teniendo en cuenta esta la comparacion con la Ref. [19], y partiendo de lo observado en la seccién
5.1.3 donde los anchos I"*P dependen exponencialmente del valor de Q,, seguimos la idea de la Figura
5.4 para construir la Figura 5.15 con los valores de Iy T , obtenidos a través de la ecuacion de Arima
(2.94). A partir de esta informacién, nuestro modelo permite estimar que cuando Q, — 5.3 MeV, se
obtiene un tiempo de vida media de

Ti/2(gs, Qo = 5.3MeV) = (34735857 ) ns (5.39)

el cual respeta la condicién Tle 75 (1%Te) < 4ns dada por la Ref. [19]. En este mismo sentido, nuestro

modelo indica que el decaimiento alfa del 1041 puede ser observado experimentalmente con un maximo
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tiempo de vida media de 130 ns si O, — 4.9 MeV. Esta cota mdxima es menor que los tiempos de vida

media de las Ref. [65, 159].

Figura 5.15: Tiempos de vida Ty /> y anchos absolutos I' en funcion del O, calculados con la
representacion completa. Las lineas indican los valores 7'/, y I" obtenidos con una difusividad
a = 0.65 fm en el modelo de dos cuerpos. Las dreas pintadas encierran los maximos y minimos
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Figura 5.16: Tiempos de vida en decaimiento alfa 77 /, calculados para de los estados fundamentales de

los nucleos Polonio-212 y Telurio-104, y un estado excitado del Titanio-44. Ademads, se destacan los
valores experimentales en los casos donde se dispone de esta informacion.

En resumen, para finalizar este capitulo destacamos que con la correcta renormalizacion del factor
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espectroscopico S'y teniendo en cuenta diferentes parametrizaciones en el modelo de decaimiento de dos
cuerpos, pudimos establecer los tiempos de vida media en decaimiento alfa de los estados fundamentales
de los nicleos Polonio-212 y Telurio-104, y estimar el tiempo de vida media de un estado excitado del
Titanio-44. Estos resultados se encuentran resumidos en la Figura 5.16, en la cual podemos observar
que: en el caso del Polonio-212, la representacion RC-MC genera el resultado que més se acerca al
experimento. Para el Titanio-44, predecimos que el estado de energia de excitacion 6.559 MeV decaera
en alfa con un tiempo de de vida media en el rango de 8 ns a 17 ns. Finalmente, para el fundamental del
Telurio-104 obtenemos ordenes de magnitud comparables con los del Titanio-44, y logramos reproducir
el valor experimental de la Ref. [18], pero no logramos incluir el limite establecido por la Ref. [19].
Los tiempos de vida media obtenidos para el 104Te son consistentes con el cardcter de decaimiento alfa
superpermitido esperado para este nicleo de la linea de goteo con N = Z.
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CAPITULO 6

DISCUSIONES Y CONCLUSIONES

El decaimiento alfa como fenémeno fisico ha sido ampliamente estudiado dentro del marco de la
fisica nuclear, tanto tedrica como experimentalmente. Uno de esos acercamientos tedricos que intentan
describir la fisica del decaimiento se da en el marco del modelo de capas nuclear, combinando expresiones
para la estructura del niicleo @ + A con la penetrabilidad introducida por Gamow [33].

En este trabajo hemos realizado una breve presentacion de los diferentes hechos histéricos que han
llevado a la construccion del modelo actual para el decaimiento alfa. Luego se desarrollé un formalismo
para la descripcion del decaimiento alfa, partiendo del modelo de capas que incluye estados del continuo,
discriminado en su parte resonante y no resonante, para construir los estados de cuatro particulas ubicadas
sobre el ndcleo hijo A de manera a formar asi el niicleo madre A + 4 del decaimiento. La clave de esta
construccion se encuentra en la utilizacién del modelo de Berggren para la representacion de particula
simple, la cual permiti6 incluir no solo estados ligados y resonancias, sino también los estados del continuo
no resonante o de dispersion, los cuales fueron esenciales para describir los niicleos inestables. La segunda
parte del proceso tedrico se baso en la descripcion de los fendmenos relacionados al decaimiento alfa
propiamente dicho: tanto la clusterizacion de estas cuatro particulas iniciales para formar un nicleo 4He
a través del factor espectroscopico convencional S y renormalizado S, como también la simplificacion del
modelo a un fendmeno de dos cuerpos, pensando a la particula @ interactuando como un ente indivisible
con el nicleo hijo A, para obtener los anchos P y tiempos de vida media en decaimiento alfa T\ . De

1/2°
esta manera, pudimos construir los dos términos que componen la expresion principal de nuestra teoria:

I'=S8I°P [61, 66, 93].

Armado el marco tedrico, estudiamos tres ndcleos particulares: el Polonio-212, niicleo con 128 neu-
trones y 84 protones, el cual ha sido ampliamente estudiado tanto tedrica como experimentalmente, con
la particularidad de que su estado fundamental decae espontdneamente en alfa, donde hemos fundamen-
tado y probado nuestro modelo; el Titanio-44 con 22 neutrones y 22 protones, con la particularidad de
depender del isoespin en su representacion fisica, cuyo estado fundamental es ligado en alfa, no obstante
predecimos un estado excitado que si decae; y finalmente, el Telurio-104, con 52 neutrones y 52 proto-
nes, el cual también depende del isoespin como el Titanio-44, posee un estado fundamental que decae
espontdneamente en alfa y se ubica en la region de la linea de goteo de protones, por lo cual la inclusiéon
del continuo de energia en la representacion de particula simple es esencial.

La construccién de los niveles de particula simple sobre el carozo Plomo-208 se realiza tomando
los estados ligados experimentales disponibles de los nicleos Plomo-209 y Bismuto-209. Utilizando una
interacciéon de Woods-Saxon junto con Espin-Orbita, se reproducen estas energias, y se construyen los
estados del continuo. Este mismo proceso fue realizado para la construccién de los estados de un neutrén
y un proton sobre el carozo Calcio-40, y un neutrén sobre el Estafo-100. En cambio, para los estados de
un protén sobre el Estafio-100 no se contaba con datos experimentales del Antimonio-101. Por ello, se
realizé una extrapolacién de los niveles disponibles en los nicleos vecinos. Es aqui donde se noté una
de las primeras diferencias entre las tres familias de nicleos construidas: sobre el carozo Plomo-208,
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contamos con una gran cantidad de estados ligados tanto de un protén como de un neutrén, por lo que
la influencia del continuo no resonante no fue significativa, mientras que para los estados de un protén
construidos sobre el carozo Calcio-40, y mds aun sobre el Estafio-100, la inclusiéon de los estados de
dispersion fue decisiva.

Definidos los estados de particula simple, se comenzé con la construccion de los estados de pares de
nucleones sobre los tres carozos. Para aquellos construidos sobre el Plomo-208 se obtuvieron espectros de
energia comparables con los de la Ref. [23]. Se mostré también que la inclusion del canal de interaccién
gaussiana triplete-impar mejoraba el ajuste a los estados excitados de los nicleos Plomo-210 y Polonio-
210. Ademads, hemos aplicado la configuracion principal, donde pudimos apreciar minimas diferencias
a nivel energético, pero una gran disminucién en tiempo de célculo. Una posible mejora futura de esta
parte del trabajo es la inclusion de la fuerza tensorial, particularmente para la descripcidn de los estados
del Bismuto-210, lo que nos permitiria realizar la inversion de los estados 0~ y 17 de éste nucleo.

La construccion de los niveles de los pares de nucleones sobre el carozo Calcio-40 presentaba una
diferencia principal respecto a los calculados sobre el Plomo-208: como N = Z, aplicamos el isoespin
a la interaccion, por lo cual mismas intensidades se utilizaron reproducir los tres pares nn, pp y pn. En
particular, se ajust6 el canal T = 1 de la interaccién a los estados 0% y 2% de los nicleos Calcio-42 y
Titanio-42, mientras que el canal T = 0 se ajust6 a los estados impares 11 y 7* del Escandio-42.

Para aquellos estados de dos cuerpos construidos sobre el carozo Estafio-100, el cual también tenia la
particularidad N = Z, se sigui6 la misma idea utilizada para los estados construidos sobre el Calcio-40,
pero con una dificultad mayor: el par de protones constituia un nicleo no observado experimentalmente
ubicado en la linea de goteo de protones (Telurio-102). Esto implicé que modifiquemos la forma de
los contornos de las resonancias de particula simple que veniamos utilizando para que pasen a ser un
rectangulo, y asi poder trabajar correctamente con los estados del Telurio-102 en nuestra representacion.
La determinacion de los niveles se realiz6 ajustando la intensidad del canal 7 = 1 de la interaccién de
pares al estado fundamental experimental del Estafio-102, y con esas mismas intensidades se calculd
el estado fundamental del Telurio-102. La energia de éste resulté comparable a otros modelos tedricos
[132]. En cuanto a la intensidad del canal T = 0, esta se fijé mds adelante de manera tal que se describa
la energia del estado fundamental del Telurio-104.

La construccién del modelo de capas finalizé con los célculos de las energfas de los estados J™ = 0
de los nicleos Polonio-212, Titanio-44 y Telurio-104. En el Polonio-212 se observé que el estado fun-
damental bien puede ser descrito por cualquiera de las representaciones de particula simple, mientras
que los excitados son corregidos cuando trabajamos con al representacion de Berggren completa, es
decir, incorporamos el continuo no resonante. A nivel cuantitativo, observamos un estado O; con energia
—18.073 MeV en la representacion RC-MC que se ubica cercano a un estado experimental de ener-
gia —18.092 MeV que no tiene un nimero cuéntico asociado. Ademads, el estado 0" experimental de
energia —17.540 MeV es reproducido nuevamente por nuestra representacion RC-MC con una energia
—17.522 MeV. A nivel energético podemos entonces concluir, que la representaciéon completa aplicando
la configuracion principal hace un buen trabajo a la hora de describir resultados experimentales.

En cuanto a los estados obtenidos para los niveles de energia del Titanio-44, a nivel interaccién vimos
que ajustando las intensidades del canal T = 0 de la interaccién V), se obtiene un estado fundamental
con valor esperado del isoespin (T') = 0, en acuerdo con la Ref. [4]. A nivel cuantitativo, no se logré
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reproducir ningin estado excitado por debajo de la energia Q,, siendo el estado 0" experimental de
energia —28.583 MeV el mds cercano a nuestro primer estado excitado de energia —28.244 MeV en la
representacion completa. Nuestro candidato al decaimiento alfa tanto por su funcién de onda como por
su ubicacion energética respecto al Q, fue el ()J3r de energia —26.864 MeV en RC que se ubicé en las
cercanias del experimental (0, 2)* de energia —26.613 MeV. Ademds, se observoé que los estados excitados
modificaban su energia en aproximadamente 200 keV cuando pasdbamos de la representacion de polo a
la completa, lo cual indic6 la importancia del continuo no resonante en la descripcién de estos estados
del nicleo Titanio-44. En trabajos futuros, la inclusion de los estados resonantes de dos protones podria
permitirnos ampliar las bases de dos cuerpos gracias a lo cual esperamos ser capaces de describir estados
de cuatro cuerpos con energia menor al Q.

Finalmente, el estudio de los niveles de energia de cuatro cuerpos finalizé con el caso del Telurio-
104. Como mencionamos previamente, se ajusto la intensidad del canal T = 0 de la interaccion V), para
reproducir la energia experimental del estado fundamental, gracias a lo cual se obtuvo un isoespin (') = 0.
Para este nucleo se observé que la funcion de onda correspondiente es mds colectiva que la observada
en los dos ntcleos previos. Ademds, en la representacion completa de particula simple apreciamos que
un 10 % de su funcién de onda se localizé en estados de dos cuerpos con nimero cudntico J impar, algo
no observado en los dos niicleos previos. Contar con datos experimentales del Antimonio-102 para una
correcta optimizacion de las intensidades V), podria corregir las funciones de onda de cuatro cuerpos
obtenidas en este trabajo, y ademds, nos daria una base mds firme para poder calcular estados excitados
con sentido fisico.

La construccién del tiempo de vida media en decaimiento alfa comenz6 a partir del modelo de dos
cuerpos, entendiendo a la particula alfa de manera puntual e indivisible ubicada en el nicleo madre.
Una de las particulares del andlisis de este modelo en los tres niicleos bajo estudio fue la dependencia
del resultado con los pardmetros de la interaccion de Woods-Saxon. Para el Polonio-212, partimos con
que experimentalmente Q, = 8.954 MeV [1], por lo cual su estado fundamental decae en alfa. Para é1
se obtuvo un ancho absoluto de particula simple I'*P = (0.123J_r(())})?3) x 10712 MeV, donde las cotas de
error se definieron en funcién del parametro de difusividad a del potencial de Woods-Saxon [154].

En el modelo del decaimiento alfa de dos cuerpos, el Titanio-44 se diferencia respecto al Polonio-212
en que su valor experimental es Q, = —5.127MeV [1], es decir, su estado fundamental no decae en
alfa. Es por ello que construimos el decaimiento en este modelo pero para el estado excitado O; en la
representacion completa, el cual si se encontrd en el continuo del alfa con una parte real de la energia
con valor sg = 1.437MeV. En cuanto a su tiempo de vida media, se probaron dos parametrizaciones
diferentes de la interaccion de Woods-Saxon, siendo el ancho absoluto de particula simple presentado
como un promedio del resultado con ambas parametrizaciones y una cota de error definida. Asi, obtuvimos
ISP = (0.076 + 0.028) x 10712 MeV, el cual era del orden del obtenido en el estado fundamental del
Polonio-212.

Para concluir el estudio del decaimiento alfa como un modelo de dos cuerpos, al trabajar con el
Telurio-104 se utilizaron también los parametros de la Ref. [154]. En este nucleo, al igual que en el
Polonio-212, de datos experimentales sabiamos que Q, = 5.1(2) MeV, por lo cual él decae en alfa.
Calculamos en primer lugar para el estado fundamental su ancho absoluto de particula simple para el cual
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obtuvimos I'*P = (0079t%%)5%) x 10712 MeV. Por otro lado, para este nucleo en particular realizamos
un andlisis del comportamiento del ancho con respecto al valor Q, y el pardmetro de difusividad a de
Woods-Saxon. Se observé que I'P(Q,,) tiene un comportamiento exponencial.

La inclusién de la estructura nuclear en la construccion del decaimiento alfa se realizé a través de
la amplitud de formacion y el factor espectroscopico. Se introdujo la correcta renormalizacion de ellos
a través de una expansion del norm-kernel en la base gaussiana SGB. La parametrizacion de esta base
se realizd en primer lugar para el estado fundamental del Polonio-212, determindndose los pardmetros
Rmax = 9.43fm y AR = 0.41 fm de la misma, los cuales son igualmente validos para los otros dos
nucleos. Por ultimo, se determindé de manera individual para cada nucleo los autovalores del norm-
kernel permitidos siguiendo un protocolo establecido. Asi, para el estado fundamental del Polonio-212
se seleccionaron 13 autovalores n, permitidos en la expansién del norm-kernel, gracias a lo cual se
obtuvo una clusterizacién del 2 % o S = 0.02 en la representacién completa con configuracién principal,
que se encuentra en correspondencia con la Ref. [3]. Pese a que este valor es un orden de magnitud
mayor al obtenido previa renormalizacion (S = 0.005), aun se encuentra debajo de la clusterizacion
esperada por el modelo de clister [62], que la sitda en un 30 % del sistema. En cuanto a la inclusion
del continuo resonante en la representacion de particula simple, practicamente triplicé la clusterizacién
obtenida con estados ligados (1 %), mientras que la inclusién del continuo no resonante vimos que
actué mas bien de manera correctiva, llevando a un clusterizacién final del 2 % o 2.5 % dependiendo
de la aproximacion empleada. Por ultimo, queremos notar que la disponibilidad de mayores recursos
computacionales podrian permitirnos trabajar con la representacién completa de particula simple sin
aplicar ningun tipo de aproximacion.

Para el caso del Titanio-44, se calcul6 la clusterizacion de los seis primeros estados 0%. En particular,
centramos nuestro anélisis tanto en el estado fundamental como en el excitado O;’ obtenidos con la
representacion completa de particula simple, para los cuales se obtuvo que S = 0.56 y S = 0.29,
respectivamente, con una cantidad de autovalores permitidos ny,,,, = 17 superior a la observada en el
Polonio-212. Notemos que la clusterizacion del estado fundamental no solo es un orden mayor que la
obtenida en el Polonio-212, también supera en la misma cantidad a la obtenida por la Ref. [155], y se
encuentra en el orden de observaciones previas en un nicleo similar como es el Ne6n-20 (Sye = 0.91) [5].
Ademads, la relacion entre la clusterizacion del excitado y el fundamental se corresponde con la observada
en la Ref. [155]. Con respecto a la inclusion del continuo no resonante en la representacion de particula
simple, en este ndcleo causé un efecto més significativo que en el Polonio-212, pues vimos que no solo
corrigid la clusterizacion del estado fundamental, llevando de un 87 % a un 56 Y%, sino que influy6 de
manera que todos los estados calculados tengan un valor fisico del S. Esto se hizo notar en el estado 07,
el cual con RP tenia un & = 1.63 y fue corregido a un S = 0.99 con RC. Un posible trabajo futuro que
surgiria de ampliar la base de dos protones para incluir estados resonantes seria trabajar con los estados
excitados cuya energia sea superior a los 10 MeV de excitacidn, tal cual se realiza en la Ref. [155], los
cuales tienen mayor incidencia a nivel astrofisico [118-121].

Se concluy6 con esta seccion de la tesis cuando aplicamos estos conceptos al estado fundamental
del Telurio-104. Para éste en particular, tuvimos 16 autovalores n, permitidos en la expansién del norm-
kernel, con los cuales se obtuvo un factor espectroscopico renormalizado de S = 0.35 en la representacion
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completa de particula simple. Este valor da la idea de un decaimiento alfa superpermitido [6—8], pues es
un orden de magnitud mayor que el calculado para el estado fundamental del Polonio-212. Ademas, este
valor de clusterizacion obtenido triplica el dado por la Ref. [7]. Notemos que la inclusién del continuo
no resonante de particula simple en la descripcidn de este nicleo afect6 a la clusterizacion del sistema
en forma contraria a lo observado en el Titanio-44: en el Telurio-104, esta inclusion lleva el sistema de
un 21 % de clusterizacién alfa a un 35 %, esto es, un 14 % mas de la funcién de onda. Estos niveles
de clusterizaciéon también se corresponden con lo observado en el 44Tj 0 20Ne [5]. Notemos que un
ajuste distinto de las intensidades de la interaccién protén-neutrén si se tuviesen datos experimentales
del Antimonio-102 podria modificar levemente estos resultados, y esperamos también que nos permita
estimar la clusterizacion de ciertos estados excitados del Telurio-104.

Nuestro trabajo finaliz6 con el calculo de los tiempos de vida media en decaimiento alfa. A través de
la ecuacién de Arima I' = SI™P que nos enmarcé en un estudio microscépico que combina un modelo de
dos cuerpos I'P con una idea estructural/microscépica S, pudimos calcular los tiempos de vida media en

decaimiento alfa Ty /» = i InF(Z) . Esto fue aplicado a los estados fundamentales de los nticleos Polonio-212

y Telurio-104, por estos decaer en alfa, y al estado excitado 0;' del Titanio-44. Para el estado fundamental
del Polonio-212, nuestra mejor aproximacion al valor experimental del decaimiento la obtenemos con
la representacién RC-MC, con un valor de 77/, = (O.lSOf%'. 111121) (s, cuya cota superior se encuentra a
2 ns del valor experimental. Notemos que una clusterizacién mayor al 2 % nos llevaria a tiempos de vida
media mds alejados del experimento. En el caso del Telurio-104, encontramos que su estado fundamental

-9.538
2 ns de la observacion experimental de la Ref. [18], pero queda fuera de la mds reciente cota dada por

tendria una vida media de T p = (16.409+8'922) ns, cuyo mejor valor que se encuentra a menos de

la Ref. [19]. Para respetar esta cota experimental que establece un tiempo de vida media menor a los
4 ns, nuestro modelo indica que Q, — 5.3 MeV, para el cual tendriamos un tiempo de vida media de
T1)2(gs, Qa = 5.3MeV) = (34733%?1) ns. Independientemente de estas particularidades, notemos
que los tiempos de vida media calculados para el estado fundamental del Telurio-104 son dos ordenes de
magnitud mds rdpidos que los del estado fundamental del Polonio-212, lo cual da una idea del decaimiento
alfa superpermitido [6—8]. Finalmente, destacamos que trabajamos con estados excitados, siendo el 0;
del Titanio-44 nuestra aplicacion para estimar su tiempo de vida media. Alli se obtuvo que su tiempo de
vida media en decaimiento alfa es de 7 /p = (12.46 + 4.59) ns. Este implica un decaimiento en alfa del
orden del calculado para el estado fundamental del Telurio-104, y por ende, un orden de magnitud mds

rapido que el observado para el estado fundamental del Polonio-212.

110



APENDICES

111



APENDICE A

ELEMENTOS DE MATRIZ DE DOS NUCLEONES

En este apéndice continuaremos con la demostracién de los elementos de matriz para la interaccién
de dos nucleones, partiendo de la ecuacién (2.61) de la seccion 2.1.2.2.
De manera general, para un potencial central V¢ cualquiera tendremos que

JiM;
<‘Pab

J,~M,-> _ 1
cd \/2(1 +6ab) (Al)

.. I M: N A I M
L e (e e

Vé:‘P

Calculemos el primer término < Jaip; JiM; Vf“PZZM" >, el cual da

Ve W

Jl-Ml-> _ 1

“ I \2(T+600)

| Gados M Ve jejas M) = (Va1 G s Ml Ve e Ji) |
(A.2)

<jajb; JiM;

mientras que para el segundo <jbja; JiMi)Vg‘LI‘Z’;jM"> el resultado es

@i Mi > 1

“ T \2(T+60q)
| s TMilVeljejas M) = (<Y a Gy s JiMilVeljajes M)
(A.3)

(7o im{Vve

Por el hecho de que el potencial es invariante frente a inversiéon V(ry,rp) = V(rp, ry), tendremos

(Gbias JiMilVeljejas JiMyy = (=)Ja*Ib=li (o) Jera™ i (o s JiMiIVel jajes JiM) (A.4)
y . . . .
Gpias JiMilVeljaje; JiMiy = ()7 Ib=T (o) Jeria= (o jps JiMilVe jejas JiMi)) (A.5)
Finalmente

J:M; J:M;
<Talb I)Vé:)qlcld l> —ON,pN,q

| Gados TiMilVel e as JiMid + (<Y G s JiMil Vel jajes JiMy)
(A.6)

donde hemos usado la definicion N, = para el coeficiente de normalizacion.

1
\/2(1+5ab)

Pasaremos a calcular ahora si los elementos de matriz para cada término del potencial V.- dado en la
ecuacion (2.61).

112



A.1. Elementos de matriz para las interacciones singlete par y singlete impar

Para particulas idénticas, de la seccién anterior tendremos que

JiM; JiM; i —J: .. .
(W V| W) =2 Napy Nea{ |1 = (<Y a7 Pog | Gadio JiMilVIjejar M| (AT)
De la Tabla 2.3 podemos reescribir los casos & = {se, so} en funcién del operador Pg, de forma que
.. . . .. Vsefo(r)
(Jadps JiMiVse o(r) Psejolicia, JiMi) = {jaJjp, JiMil Pgljcja, JiMi)

- Veeso(r) (A8)
T ()IHai (o diMi 2L

Psljaje. JiM;)
donde — es para singlete-par y + para singlete-impar.

Reemplazando en (A.7) tendremos

iy [ 2Nap Neg (jajb,JiMi|Vse(r)[1 _ (=)Je*ia=di P.a|Psljcja, JiM;i) se
<VS€/0(r) PSC/O)abcd -

0 SO
(A.9)
donde hemos usado la notacion
J:M: J:M: J:M;
<lpalb l‘vg(wcld l> = (V)M (A.10)

Notemos que los elementos de matriz singlete-impar serdn nulos para el caso de particulas idénticas.

Para el caso de una interaccion protén-neutrén, tendremos que:

JiM; o —J .. ..
(VeY ooty =2 Nap Nea{ |1 = (a7 Pog| (Gajor JiMilVeljeja TiMD} (AL
= Jadps JiMilVe¢ljcia, JiMi) (A.12)

donde hemos usado la relacién 2N, N4 [1 - (—)jC+jd_JiPcd] =1.
Entonces, los elementos de matriz para este par seran:

. % i) .
LM <Jan,JiMi|—Sez(r) 1 = (=)/e*a~i Poy|Psljcja. JiM;) se—pn
<Vse/o(7’) PSC/0>abcd - .. Vso(r) Jevig=J; .o
(Jajps JiM;|=5=11 = (=) i Peq|Pslicia,JiMi) so—pn
(A.13)

Por lo cual, a nivel interaccion entre dos cuerpos, una de las principales diferencias entre la interaccion
entre particulas idénticas e interaccidn entre no-idénticas es que el canal singlete-impar de la interacciéon
gaussiana solo actda para el caso de particulas distintas.

A.2. Elementos de matriz para las interacciones triplete par y triplete impar

Siguiendo el andlisis realizado en la seccién anterior, para particulas idénticas, partimos de la
ecuacion (A.7), donde ahora la interaccion sera:

Vte/o(r)

5 {[1 + (=)Jctiat Pcd] _ [1 + (=)Jetiat] Pcd] PS} (A14)

V§ = Vte/o(r) Pte/o =
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Entonces,

(Vieso(r) Pte/°>abcd =2 N, Ny [1 — (=)Jctia=di Pcd]

te/o( r)

{(]a]b, J; M;| [i + (=)Jetiati Pcd] ljejas JiMi) (A.15)

.. Vieso(r)
—{Jajp>JiM;] /o

[J_r + (=)feriarli Pcd] PS|jcfd’JiMi>} =

Vte/o(r)
2

te/o( r)

=2 Ngp Neg {(1 F D{jajp.JiM;| ljcja JiM;)

(=) e d™i(+1 = 1) (Gajp, JiM;]

ljaje, JiM;)
(A.16)
te/o( r)

+(=1 £ 1) (ajps JiMi| =2

Pgljcja, JiM;)

o Vi /o (r)
H(=)IHTI i (F 1+ 1) G, JiMi| —2L2

PSljdjc,JiMi>}

Es asi que el canal triplete-par se anula

J; M;
Vie(r) Pre) .y =0 te (A.17)

y el canal triplete-impar queda

(Vio(r) Pt0> =2Ngp Ned
{<jajb, TiMi\Vio () |1 = (<Y Pog | e ja, JiM)
b TiMilVio(r) |1 = (Y ai oy | Poljcja JiMd} o (A18)

Mientras que para la interaccion protén-neutrén, partimos de la ecuacion (A.12) utilizando la

interaccion (A.14), de forma que para el canal triplete-par tendremos

% () ot ) ..
Vie(r) Pre),pety =(asios JiMI S 14 (<Y*a* Py e ja, JiM)
Vt ( ) (A.19)
e j ] . ..
= (Jajp- JiM;] [1 + (-)/etlat Pcd] Psljcja. JiMi) te = pn
y la interaccion del canal triplete-impar quedara
V (r) i .
(Vio(r) Po), ety =(abs JiMil =5 |1 = (=)e*1a*i Pog | | jas JiMy)
(A.20)
V (r) et j -
~ (Gadp» JiMi] == [1 — (=)/etlati Pcd] Psljeja. JiMi) to—pn
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A.3. Elementos de matriz de la interaccion central escritos en funcion de los
proyectores Psy Py.

JiM; JiM;
<vc<r)>ﬁ’;fi’2=<vse—(” [---]—PS> +<Vt°(” G —PS>> +
2 abcd 2 abcd (A 21)
Vie(r) TiMi [ Veo(r) TiMi '
abcd abcd

JiM;
:<{Vsez(r) (] — Vtoz(r) ] - Vtez(r) [...]++ Vsoz(") [~-]+}PS> +
abcd
(A.22)

+ <Vto(r) + Vie(r) [“.]+>JiMi

[.]-
2 2 abcd

donde por simplicidad definimos [...]5 = [1 F (=)/c*d =i p ;).
Asi, para el caso de nucleones idénticos, los elementos de matriz de la interaccion central quedaran

J: M: .. ..
<Vc(”)>albcéi :2Nachd{<Jan§ JiMi|(Vse = Vio) Pslicia; JiMi) —
— (=) eHa™ iy s JiMi| (Vse = Vo) Psljajes JiMi)+

. .. (A.23)
+ {Jajb; JiMilVioljcjas JiMi)—
(=Y o i TiMiViol s JiMi) |
mientras que para proton-neutron tendremos que
JiM; L,. . . .o
<VC(F>>abcd :§{<]an’JiMi|(Vse —Vio = Vte + Vso) Psljcia; JiM;) —
— (=) Hdi o jiy; JiMil (Ve = Vio + Vie = Vso) Psljajc: JiMi)+ (A24)

+ (Jajbs JiMiVio + Vieljejas JiMi) =
(Y G s JMilVio = Vielfajes JiM) |

Estas expresiones coinciden con las de la pdgina 1714 de la Ref. [116].

115



A.4. Elementos de matriz de la interaccion de Coulomb

Realizando el mismo andlisis de las secciones anteriores, pero ahora para la interaccién de Coulomb

2

Veoul(r) = eT = h’leTzP llegamos a

IiM; 2\t
<Vcoul(r)>albcél = — = (A.25)

Ir1 =12 abcd

2
o+ g—J: . e-. . .

=2Nap Ned [1 = ()P g | Gy TiMil— \feTa- JiMi) = (A.26)

2 2
. e~ . . ST e~ . .
=2Nup Neg {<JanJiMi|—r leda» JiMiy — (=)JetiaJi <]a]b»JiMl'|_r |JdJCaJiM,'>}

(A.27)

A.5. Expansion multipolar del potencial de Coulomb y del potencial gaussiano

De las Referencias [160](pag. 259), [161](pag. 242),[162] y [163](pag. 497), tenemos que la expansién
multipolar de la expresion

2
e
V. , = — A.28
coul(T1,12) I — 1] ( )
sera
2 dr I"ﬁ %
Veoul(ry, 12) =e T mYkK(Hl’QSI)YkK(H%(pZ) (A.29)
kk >
2 r li
—e Z wel Py (cos 6) (A.30)
k >
= Z Ve (1, r2) Py (cos ) (A.31)
k

donde ¢ es el dangulo entre los vectores ry y rp, r<(») es la menor (mayor) de las distancias ry y rp,
e? = 1.43996508 MeV fm y

62
e _ A32
hc @ ( )
e? =(he)a (A.33)

1

- A34
Y =137.036 (A-34)
fic =197.327053 MeV fm (A.35)

Si consideramos la interaccion Gaussiana, la expansion en los polinomios de Legendre sera

Ve(ry, ) = Z Vi (r1,r2) Py (cos ) (A.36)
k
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donde, gracias a la ortogonalidad de los polinomios de Legendre, tenemos que

2k+1 !
VE(ry ) = / PV m) e = (A37)
2,.2
a1, 2l ey
= Voe B /Pk(x)e B* dx (A.38)
-1

conx = cos .
De la pagina 792 de la Ref. [164], obtenemos la siguiente identidad

1
/ Pi(x) el gy = 2k Ji(a@) (A.39)
-1

donde j (x) son las funciones de Bessel irregulares definidas como j; (x) = %J pal (x), siendo J (x)
2

las funciones de Bessel cilindricas, o funciones de Bessel de primer tipo.
Si aplicamos esta identidad (A.39) en la ecuacién (A.37), tendremos que

~ (r%+r%)

2
VE(rir) = Qk+ D Voe B ik (=i 22;»2

) (A.40)

la cual coincide con la ecuacién (32) de la Ref. [165].

Ahora bien, cuando el argumento es complejo, en lugar de j; (x) tendremos que utilizar la funcién de
Bessel modificada de primer tipo, o funcién hiperbolica de Bessel, i, tal que (ec. (10.2.2), pag. 443 en
Ref. [166])

—I 1(z)=e "2j(ze2)=i"j(iz) (A.41)
ZZ n+§
para — < arg(z) < %; y en particular, en la ecuacién (A.40) tomamos z = Zrl% € R*.

Entonces, tendremos que la funcién radial Vlg (r1,rp) es el producto entre la funcién gaussiana de
decaimiento y una exponencial creciente obtenida a travs de la funcién de Bessel modificada. Cuando
x € RY, ik Ji(—ix) es real. Asi, la ecuacion (A.36) serd (ver ec. (31) de la Ref. [165])

(r%+r§)
Ve(rprg) =Voe B2 3T 2k +1)i* ji(-i
k

2
2;2) Py (cos 6) (A.42)

Para calcular los elementos de matriz dados en las secciones previas, serd conveniente escribir a

V(r;,rp) en funcién de tensores. Utilizando el siguiente teorema de los arménicos esféricos

Pileost) = 5 D s P Vi (72 (A43)
tendremos que
(r3+r3)
Virnr) =4rVpe B3k (=i 22; 2) Vi (P1) Vi (72) = (A44)
k x
=S V() Ve (1) Y (72) (A45)
e 2k +1 Kk
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donde 7] y 7> son las direcciones de los vectores r; y rp, respectivamente, tomadas respecto a un eje z
arbitrario.

A.6. Expansion multipolar de los elementos de matriz Pgy Py

A.6.1. Expansion multipolar de los elementos de matriz de Wigner Py = 1

Para cada canal ¢ = {se, so, te, to} de la interaccién Gaussiana, veremos a continuacion la expansién
multipolar de los elementos de matriz (A.22) con parte Py = 1

(Vé:(r)PW>abC L= (Vg(;’))a = (A.46)
= > adp: JiMi\V (r1,72) Pic(cos 0)\jcja; JiMi) (A47)
k

= Z«oa(n) b (r)IVE (r1,72)|e (1) 94 (r2))

(A.48)
([salal jq [splp] j, JiM me) FDIselcl e [salal jg» JiM;)

= Z Fi(abcd) fi(abed) (A.49)
k

tomando Py = 1y |jcjgz;JiM;) es la funcion de onda de dos cuerpos acoplada sin antisimetrizar ni
normalizar, dada en la ecuacién (2.47).
Los coeficientes radiales Fj, y angulares f; son

1
Fy (abed) === (@a(r1) @p(r)IV; (r1.r2)lec(r1) @a(r2) (A50)

Je(abed) =4n ([salaljq [splpl ;. JiMi] Z Y F) Yy (P [sclel je [salaljg» JiMi) (A.51)

Los elementos de matriz dados coinciden con aquellos de la Ref. [167]. Ademads, la definicion de Flf
coincide con la dada por en la Ref. [131] si la reescribimos en su forma integral

d(cos(Q))

;i = [ ran [ Bdrgar epraiecr) gatr) / VE(Ir —12) Py (cos(6)) (A.52)

Si también reescribimos esta dltima expresion en término de funcion de onda radial u(r) (¢(r) = u(r)/r)

1
F,f = r a1 /dﬁ/drz uq(ry) up(ra) V,f(ﬁ,rz) ue(ry) uq(ra) (A.53)
tendremos que, para cada canal de la interaccion Gaussiana, los coeficientes radiales serdn
_(r%+2r§)
B: k., .2rr
F,f = Vg / / ua(r)up(rp)e "6 ik jr(—i /3122) uc(r1) uq(rp) dridry (A.54)
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Realizando el mismo andlisis, podemos llegar a que para la interaccion de Coulomb, estos coeficientes

radiales seran

2 k
e r
= [ talr1) () g 1))

(A.55)

Para la parte angular f (A.51), realizando la deduccidn, se llega a la misma expresién que la dada

en la Ref. [167]

fi =(=)YdT¥Ib W(jajejpia kJ;)
B +(_)za+k+zc"

5 Jajejel/2ja — 1/2[k0)

[ 1+ (—)lb+k+ld ]

7 i Jalial/2jp — 1/2|k0)

donde los factores entre corchetes nos aseguran que k + [, + [. y k + [, + [; sean pares. Ademas, por la

presencia de los coeficientes W (j,jcjp 4, kJi), se deben seguir las siguientes restricciones triangulares

lja = Jbl <k < ja+Jp
lja = Jel <Ji < ja+je
ljp = Jal <Ji < jp+Ja
lja — Jel <k < ja+je

(A.56)
(A.57)
(A.58)
(A.59)

Mas aun, los coeficientes (j-1/2j, —1/21k0) y (jz1/2jp — 1/2]k0) nos fuerzan a respetar las siguientes

relaciones triangulares

lja = Jel <k < ja+je

lja = Jjpl <k < ja+Jp

(A.60)
(A.61)

Las ultimas relaciones triangulares que deben respetarse se obtienen al recurrir a la ecuacion (A.2.81) de

la Ref. [? ]
L D N R AR I R B
12 -1/2 0 210 o0 1, 112

lla —lc| <k <lg+1c

y son

llg—1p| <k <lg+1p
Por lo tanto, k = kpip - - - Kmax, con

kmin = méx{(), |ja - jb|, |Jd - jC|, |ja - jc‘|, |Jd - ]'b|’ |la - lc|, |ld - lb|}
kmax = min{(ja + jp), (Ja + Je)s Ua +Je)s Ga +Jp)s Ua +1c), (lg+1p)}
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A.6.2. Expansion multipolar de los elementos de matriz del singlete Pg

Siguiendo la deduccién de la seccién previa, uno puede tomar

(Galo: JiMi\Ve(r) Psljeja: JiMiy = Y Fi(abed) £ (abed) (A.65)
k

donde los coeficientes radiales F lf son los mismos de la seccidén anterior dados en las ecuaciones (A.50),
(A.54) y (A.55), mientras que los coeficientes angulares si se diferencian:

AAAAAAAA

1 D=1 A A A 4
5 25(—)’d”l+”’ YadbJejalalylely
Wlajalpjp1/2J)) W(lcjelaja, 1/2J;)
1+ (_)lb+k+ld] (A66)
2

1 + (_)la+k+lc
2

(1,01:01k0) (1,010 kOYW (Ilclply, kJ;)

expresion que es igual a las dadas en las Ref. [131, 167].

Las relaciones triangulares que deben respetarse salen de los coeficientes seis-j y de los Clebsch-
Gordan, y son

lla —lc| <ki <lq+Ic (A.67)
lla = Ipl <Ji <la+1p (A.68)
llg = Ipl <ki <lg+1p (A.69)
g —1c| <J; < lg+1, (A.70)

Por lo cual, la sumatoria en k se realiza entre los extremos
kmin =max{0, |lo — lc|, |1z — Ip|} (A.71)
kmax =min{(lg + 1), (Iz+p)} (A.72)

A.7. Expansion multipolar de la interaccion gaussiana completa

Insertando en la ecuacién (A.22) los resultados de la seccion previa, llegamos a que la expansion
multipolar de los elementos de matriz para nucleones idénticos es
Ji M; JiM;
<\Palb llvG(r)PPCZd "y =2NgpNea

{Z[Fge(abcd) ~ Fi°(abcd)] f3 (abed)
k

— (=)etiai Zkl[Flie(abdc) - F}(O(abdc)] f/f(abdc) (A.73)

+ Z F(abcd) fi(abed)
k
—(=)Jctia=di Z F]tco(abdc) fk(abdc)}
k
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mientras que para protén-neutrén queda
JiM; JiM;
@G (el =

= % {Z [Fi¢(abcd) — F°(abed) + F°(abed) — Fi(abed)] f (abed)
k

_ (<)letiadi zk:[ F*(abdc) - F°(abdc) — F{°(abdc) + F{(abdc)] f; (abdc) (A74)

+ Z [Fi°(abed) + F(abed)] fi (abed)
k

—(=)Jetiat Z[F,?(abdc) — Fi(abdc)] fk(abdc)}
k

A.8. Expansion multipolar de la interaccion de Coulomb

Insertando en la ecuacién (A.27) los resultados de la seccién A.6, llegamos a que la expansion
multipolar de los elementos de matriz de la interaccion de Coulomb es

J:M; I M:
() IVeou (MWL) =2 Nap Nea {Z FE(abed) fi(abed)
¢ (A.75)

—(=)Jetia~i Z choul(abdc) fk(abdc)}
k
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APENDICE B

LOS ELEMENTOS DE MATRIZ DE LA INTERACCION PROTON-NEUTRON

Este apéndice se encuentra ordenado en dos etapas: en primer lugar, presentaremos la obtencion de
los elementos de matriz ‘71]3M introducidos en la seccién 2.1.3.2; y luego, a partir de estos elementos
calcularemos los 16 términos posibles de la interaccion proton-neutrén partiendo de la ecuacion (2.92)
de la seccién 2.1.3.2.

B.1. Elementos de matriz \7113M

Retomando el desarrollo realizado en la seccién 2.1.3.2, habiamos llegado a que calcular los elementos
de matriz VPJ,QVI se reducia a obtener los elementos de una matriz protén-neutrén con la siguiente forma:

T = (Gado: Ip) Gedas In): IMYV 1,03 |Gir s Ip) Gt s T3 T M) B.1)

los cuales vamos a reescribir realizando un re-acople de las funciones de onda de particulas idénticas
nn'y pp para pasar a una notacion de funciones de onda pn, pues la interacciéon V(ry, r3) es justamente
entre protones y neutrones. Entonces, podemos escribir:

Ja Jb Jp Ja' Jp Jl’y
—JM . . . .
Vi = Z je  Ja JIn Z Jer Jar In
N3ha | iz Joa T |30 | s e Y
(GaterD13) UbdasJ24): IMV (e, 03)|(Garders I13) Gt dars J54)s IM) (B.2)
ja ]b Jp ja/ _]bl JII7
= > e da || e dw T
J13 924 i J13 Jug J | Jiz Jug J

SpprOaar (Jajes J13M13|V (X1, 3)|jgr jors J13M13) (B.3)
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donde hemos utilizados las siguientes condiciones:

ja jb Jp o ja jb Jp
Je Ja JIn | =IpInd13J24 Je  Ja  In (B.4)
Ji3 Joa J Ji3 Joa J
J=V27+1 (B.5)
(GadesI13) Ubids J2a)s IM|V (01, 03) |G jern I13) Gprdars Jog): IM ) =
011307400415, Obb O (Jajes JisM3|V(r1,13)|jorjors J13M13) (B.6)
lja = Jel <13 < ja+ Je (B.7)
liw = jer| T3 S Jar + e (B.8)
ljb = Jal < Joa < jb+Ja (B.9)
by = Jarl < Joy <y +dar (B.10)
M

Es asi, que los elemento de matriz Vpn quedan

=S S S S Xkt iy,

b<a b'<a’ d<c d’'<c’
4Nyp Neg Nrpr Nergr Z (—)PP
P
. . . . , (B.11)
]a ]b Jp Jal ]b/ Jp
Do | ie da || de da T
J13J2a | J13 Jos T Jiz Jog J

SpprSaar (Jajer JisM3|V (e, x3)|j s jers J13M13)

B.2. Términos de la interaccion protén-neutron

A continuacién, vamos a calcular los 16 términos posibles de la interaccién proton-neutron obtenida
en la ecuacién (B.11). Por simplicidad de notacién, haremos el cambio {a,b,c,d,a’,b’,c’,d'} —
{1,2,3,4,1",2/,3,4'}.

Entonces, a partir del operador P, y como tenemos 4 pares de particulas idénticas, tendremos 16

permutaciones posibles:
I. No se realiza ninguna permutacién
II. Se realiza una permutacién a la vez en cada par
= (J1,J2),
= ()3, ]4),
= (7))
= (J3J3)-
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por lo cual quedan cuatro términos.

III. Se realizan dos permutaciones a la vez en cada dupla de pares
. G105 = Gl s

(35 Ja) = (G5 J3)

(J1>72) = (35 73)

(j3+4) = (i} 75).

(1.72) = (] j}). and

(J1:J2) = (j3. Ja)

por lo cual quedan seis términos.

IV. Se realizan tres permutaciones a la vez en cada tripla de pares

(1. 72) = (35 Ja) = (G}5 J3)s
(1. 72) = (35 Ja) = (G5 J3)s
(3, ja) = (- J5) — (7%, jy), and
(J1:72) = (15 d5) = (5 7))

quedando asi cuatro términos

V. Se realizan cuatro permutaciones en simultaneo en la cuadrupla: (ji, j2) — (J3,ja) — ( ji, jé) -
(4 70
A continuacidn, se muestra el detalle de cada una en particular, llegando a diferentes expresiones de
los elementos VIJ3M :

L. Sin permutaciones: (j1j2)(j3j4) — (j175) (U373 — (i1j2)(G3ja) — (7175)(j57;). por lo cual la
ecuacion (2.91) queda idéntica
oy v Ju || Jr I,
Vi = Z J3 Ja Jaa || Uy iy Ty
N394 | J13 Jog T Jiz Jug J (B.12)
81, 97411, 173 Ji3Mis IV (r1.13) 1173, J13M13)

II. Una permutacion:

= (J172)(3ja) = (7175 (G375) = (i) (3ja) = (j173)(j374), por lo cual la ecuacién (2.91)
queda

Y 1 +i=J 1o+ sl I
v =(-)/1t72~12* Z 73 Ja I Jg jA/L 154 1
T304 | Joz Jia I || J23 J1a I (B13
INEIN (23: J23M3|V (r1, 13)1 71 J3, J23M23)
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= (J12)(3ja) = (7175 (G375) — Griz2)(aj3) = (j173)(j374). por lo cual la ecuacién (2.91)
queda
) - i oI,
VIV =() 3t N e s || 0 Ty
B.14)
J14923 | Jig Jo3 J Jig Jz J (B.
811ty 813, (4 J1aM1alV (r1. 1)1 3. J14M14)
= (J12)(3ja) = (7173 (G375) = Griz2)(G3ja) = (j571)(j374). por lo cual la ecuacién (2.91)
queda
1 o2 Ju || Jy 0 I
_ N
VM =(—y1M2 71t Z J3 Ja s || Jy Jy Iy
B.15)
J13doa | iz Ju J J1z Jy J (
.. <) -/
Sjni! 6j4j4’1<]1]3,J13M13|V(r1’r3)|]2]3’J13M13>
o (i) Gada) = LG4 = i) Gada) = (173 (74 74), por lo cual Ta ecuacién (2.91)
queda
1 o2 Jue || i i I,
_ T
VIM =(-)/3"4 ! Z J3 Ja Jaa || Jy Ty Iy
B.16)
J13do4 | 13 Juu J Jiz Jy J (B.
5]'2]66j4j§<jlj3’J13M13|V(rl’r3)|jij:1aJ13M13>

III. Dos permutaciones:

» (j172)(G3Ja) = (7175 (G57y) — (G172)(G3ia) = (571)(j473), por lo cual la ecuacién (2.91)
queda
i1 o2 Ju || Jy 0 I
_ il gt il i ]! . ‘ ‘ .
VM (TS s N s || B T
J13do4 | J13 Jou J Jiz Ju J (B.17)

81011 9jas (173 J13M13|V (r 1, 03)1 7574, J13M13)

. G172 Uaia) = G4 = (i) (ads) = (173 (4%). por lo cual la ecuacion (2.91)
queda

—JM jatig—Jas+il+i" =T, jl j2 J12 Ji Jé JiZ
Vi]3 :(_)J3 J47I34%3 %473y Z Ja  J3 Jag ]:1 ]é J:,’,4
J13doa | Jig Jr3 J Jig Joz J (B.18)

Oyt O3t 1 Ja Ji3Mi3|V (r, r3)|/1/4 J13M13)
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= (J12)(3ja) = (7175 (G375) = (i) (3ja) = (j173)(j473), por lo cual la ecuacién (2.91)
queda

o PP 2 0 Ju || 0 I,
VIM () TRTINETR Ny e || 0L Ty
J13d24 | Jp3 Jia J Jyz Jig J (B.19)
5j1jé5j4j§<jzj3,J13M13|V(1‘1,1‘3)|J'{J'4'1,J13M13>
= (j172)(U3ja) — (7175 (G574 — (G172)(Jaj3) — (j571) (j573)s por lo cual la ecuacién (2.91)
queda

—JM intig—J +-/+-/__]/ Jl 12 J12 ‘]é ]i Jiz
PIM = (oyJ3HiamT3ari 1+~ Z Ja 73 || Uy Uy 5
N3ha | Jig Joz T || s Joz T (B:20)
- (1) Gaja) = (i 5) = GainUaja) = (7571 (753), por lo cual la ecuacién (2.91)
queda
V- AT B S M
5 M i1+ =T 1o+i! +jh=T" ; ; - '

VI =(—-)/ 12y Z 3 Ja J34 J5oJy Ty

1324 | Jpz J14 T Joz Jia (B2
511 5j4j2<j2j3,J13M13|V(1'1’1‘3)|f§f§’J13M13>

= (J12)(3ja) = (7175 (G374) = (i) (ajz) = (j173)(j374). por lo cual la ecuacién (2.91)
queda

o o 2 0 Ju || Jy Jy I,
VIJ3M =(=)/1*/2~ 12+73+ia= T34 Z ja 3 Ja Aoy
N394 | Jpy J13 J Jowu J1z3 J (B.22)
81,4 8137, (2da J13Mi3lV (r1. 1)1 /3. J13M13)
IV. Tres permutaciones:
= (J12)(3ja) = (7175 (G375) = (i) (Gaj3) = (j571)(j374), por lo cual la ecuacién (2.91)
queda
. . . . ./ -/ ’
‘—/i]3jw :(_)]1+]2—J12+]3+]4—J34+]1+]2—112+1
2 0 Ju || 7y J I
Dol s s B Ty (B.23)
J13D24 | Jog J13 T Jz Jig J

S 5j3j2<jzj4,113M13|V(1‘1,l‘3)|j§j§,113M13>
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» (J12)(3ja) = (7175 (G375) = (i) (Gaj3) = (j173)(j473). por lo cual la ecuacién (2.91)
queda

\71]3M :(_)jl+j2—J12+j3+j4—.]34+jé+j£‘_—J§4+1

2 g1 Je || J I,
DR N7 R VR B I /A A (B.24)
J1392a | Ty J13 T Jig Jz J

5]-1]55]-3]-5(12]4,113M13|V(r1,l‘3)|j{ji,J13M13>
= (J12)(G3ja) = (7175 (G375) = (i) (aj3) = (j571)(j473), por lo cual la ecuacién (2.91)
queda
e D T A R A e
i1 o2 Ju || Jy 0 I
Dioolis s || B B Ty (B.25)
J13do4 | Jig Jp3 J Jowu J1z J
N7 5]-3]-3(11]4,113M13|V(r1,l‘3)|j§j2,J13M13>
= (j172)(G3ja) — (7175)(G574) — (G2i1)(37a) — (j571) (G47%), por lo cual la ecuacién (2.91)
queda
Y At AR AN
2 0 Ju || Jy 0 I
Dol s oda || A i Ty (B.26)
J13924 | Jp3 Jia J Jowu J1z3 J
S 5j4j§<jzj3,113M13|V(1‘1,l’3)|j§j£,J13M13>

V. Cuatro permutaciones: (j12)(j3j1) — (j175) (474) = (1) (aj3) = (7} (7475, por lo cual
la ecuacién (2.91) queda

M :(_)1'1+J'2—112+J'3+J'4—134+ji+J‘§—Jiz+j§+j§1—fg4
2 0 Jue || i 0 I,
. . -/ -’ ,
Solis s || A B Ty (B.27)
J13924 | Joy J13 T Jou J1z J

IV AINA (J2Jas J1i3M13|V (r1,03)1 574, J13M13)

De esta manera, la suma ), P que se hace efectiva en la definicién de los elementos de matriz \7}{,11”
en la ecuacion 2.92 indica que deben realizarse las dieciséis permutaciones indicadas en este apéndice,
donde cada una de ellas depende de elementos de la matriz \7]]3M .
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APENDICE C

VALOR ESPERADO DEL ISOESPIN

En este apéndice vamos a demostrar como obtener el valor espetado del isoespin (T') para un dado
estado |‘PJ M > de cuatro cuerpos. En primer lugar, notemos que para llegar a (T') primero es necesario
calcular <T2>, pues el valor esperado del isoespin 7 serd la solucion de la ecuacién

() (D) +1) = (12) =0 (oA
donde conocemos la relacion
2 2 2 2
T =T; +Ty +T; = (C.2)
=Ty +T- Ty +T2 = (C.3)
y hemos usado
1
T2 = 2 (Tf + T2+ T T + T_T+) (C.5)
1
17 =5 (12 + 12 -1 -1 (C6)
T4, T-] = 2T, (C.7)
Ademds, de [168], tenemos que
Ty = Z 5v7r5mym7rcimycvmy (C.8)
m}jgm
I- = Z 5vn5mvmﬂcjrmﬂcﬂmﬂ (C.9)
m:gur

donde v refiere a neutrones y & a protones, y definimos los operadores de creacion ci y destruccion ¢,

que deben respetar las siguientes condiciones de permutacion [69]:

{Cimpr kg ) = 00 Al } = 00 {Cimpn €y } = SikOmpm, (C.10)
— (i,k) estados de protones o de neutrones
{Cﬂ-mﬂ" Cymv} = 0; {ermﬂ, Cimy} = 0; {Cﬂ'mﬂ., CImV} = O (C.ll)

podemos escribir <T2> en funcién de operadores de creacion y destruccion. Por simplicidad de notacion,
quitaremos las proyecciones m de los operadores de creacion y destruccidn, pero remarcamos que actian
sobre todos los niimeros cudnticos asociados al estado 7.
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La delta 6,4 estd explicita para asegurar que, en 7}, el neutron creado tenga los mismos nimeros
cudnticos que el protén destruido, y lo inverso para 7—. De esta manera, el operador T2 de isoespin queda:

Z 8yrarbvncl e chen + T2 4T, (C.12)
Para el caso de trabajo nuestro, donde el estado de cuatro cuerpos posee la misma cantidad de protones
que de neutrones, tendremos que:

(Pt - () ) o

= <WJM)T_T+(\PJM> (C.14)

T;

‘I’JM> - (C.13)

Partiendo de la expresion de la funcién de onda de cuatro cuerpos (2.79), vamos a reescribir las
funciones de onda que conforman la base de cuatro cuerpos de forma que:

JT Jr JEMT T
T P TTAfTT T AT P )4
J Jp,JM> xnxr <J ManMp‘JM>H‘I’ ny ]JM> (C.15)
< /4
Yo
T

donde, en funcién de los operadores de creacion c; y destruccion ¢, podemos reescribir

JTMr JEM
H\Pcd b P] JM>: >
nig, VI+64p\1+ 604

mcmd

(jeme jamalTEMEY (Fama jomp | I ME)

cichelel 0y (c6)

Para evitar confusiones entre los operadores de creacion y destruccién y la nomenclatura de los elementos
de particula simple, pasamos a la notacién {a, b, ¢, d} — {m|, 72, v{, v2}, donde recordemos que estos
indices notan el conjunto de nimeros cuanticos {n;, [;, ji}, quedando la proyeccién m; de j; de manera
independiente. Es asi, que la funcién de onda de cuatro cuerpos nos queda escrita como:

ngv Xipﬂ
12 172
)= 3N Y Ty ()
lelr‘[g vo<vy mp<my \/1 6V1V2 \/1 + 6”1”2 (C.17)

M;{Mg szmVl mnzmnl

<jv1mv1jv2mv2 J;TM771T> <j7r1m711j7r2m712 JﬂMﬂ> Cilcizcjrlcjrzl(»

Dejando de lado la paridad 7 de los estados de dos cuerpos para simplificar notacion, tenemos que el
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valor esperado del observable T2 en el estado de cuatro cuerpos WM sera:
J J Ip J
X" X" X X,P
IM| 72 (\@w/M\ _ J J v3V4 Y12 374 Tm
<lP ‘T |\P > B Z ZJ,’,J' ZJan Z Z X
1’11];7 v3<vy m3<7my
X Y Oprny Y TRMy Ty, My TM) (Jn M d M| M)
v'n MnMp
i MpMj,

X Z Z <V3mV3V4mV4|JrIzMI,1><V1mv1 Vzmv2|JnMn>><

My My, MMy
MysMy MMy

X (3mmpy Mgt | I, M) ima, womay | Jp Mp) X
oo T T T
X (O|C,T4c,r3cy4cy3cﬂ,cv,cvc”cvlcv2cﬂ1c,r2|0)
(C.18)
A continuacioén, trabajaremos el término

(W) = (O|C,T40,T3cv4€y3 cjr,cv,cic,rcil cizcjrl erz |0) (C.19)

aplicando sobre él el teorema de Wick [69, 169]. Teniendo en cuenta las condiciones de anticonmutacion
(C.10) y (C.10), en primer lugar tendremos las siguientes combinaciones de pares de protones posibles

posibles:
g 7w
n3 m (C.20)
Uy
Asi, tendremos los primeros seis términos:

(_)57r47r’ <cn3cv4cv3cv,cicncilcizcjrlcjrz> =(A) (C.21)
(—)5ﬂ4ﬂ1(+)5ﬂ3ﬂ/(+)5ﬂﬂ2<cv4cv3cv,cicilciz> — (B) (C.22)
(Hdrymy (o (D0rry (€4,005¢,¢he] 1) = (O) (C.23)

(+)57r3n’ <cn4cv4cv3cv,cicncilcizcjrlcjrz> = (D) (C.24)
(Hdr3my (Do (D, (€4,005¢ che) €l ) = (B) (C.25)
(=037 (+)8, 7 ()07, <cv4cy3cv,cicilc12> — (F) (C.26)

Volvemos ahora a aplicar Wick sobre los términos (A) y (D), de forma que, para (A) tendremos las
{ 3 } (C.27)
T )
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quedando entonces los siguientes dos términos:

(=)0742 (=)0m3my (+)0nmy <CV4CV3CV/CICIICT/2> =(Ay) = (E)

(—)6ﬂ4n/(+)5n3ﬂ2 (+)07r, <CV4CV3CV’C1011 c12> = (Ay) = (F)

Mientras que para (D), las combinaciones posibles son:

T4 T
oM
quedando entonces los siguientes dos términos:

()03 (=)0mgm; (+)0nm, <CV4CV3CV’CiCi1"i2> =(D1) = (B)

(960 (Dorymy (Dorry (€y,005¢,chel ]y} = (D2) = (O)

Asi, los seis términos se reducen a cuatro:

()8mg; SOy (v) = (1)

()43 SOy (v) = (1D

(+)8re3e) OOy (v) = (1)

(=)8r330 /Oy () = (IV)
donde

vy = <cv4cy3cv,c:r,cj,1 C1‘;2>

Para aplicar ahora Wick sobre (v), tenemos las siguientes combinaciones posibles:

V4 vV

vy "

AR

por lo que nos quedan los siguientes nueve términos:

(+)0vyv <cy3cy,cj,1c:r,2> = (a)
(Vorgry (evzepelely) = ()
(+)0vyv, <CV3CV/CICI1> = (c)
(g (erye,eh ely) = (@
(Hovpm (erye,ciely) = (@)
(Dvyry (evge el ) = ()
(D6yry (evyevsehich,) = @)
(I8, {exyevelely) = ()
(D673, (evyengeiel, ) = )
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(C.28)
(C.29)

(C.30)

(C.31)

(C.32)

(C.33)
(C.34)
(C.35)
(C.36)

(C.37)

(C.38)

(C.39)
(C.40)
(C.41)
(C.42)
(C.43)
(C.44)
(C.45)
(C.46)

(C.47)



Si aplicamos Wick por tultima vez, cada uno de estos términos genera dos términos, por lo que obtenemos
doce términos:

(16140 (2)8v30, (16,1, = (a1) (C.48)
(481 (H)y3, ()81, = (a2) (C.49)
(9)8y4v, (By3y ()81, = (b) (C.50)
(D)By4vy (F)Sy3ry (D31, = (b2) (C.51)
(48747, ()3 (H)8,1,, = (c1) (C.52)
(H)8vy (Dyzv; (10,0, = (¢2) (C.53)
(2)0v3 ()ugny (H)8yry,, = (d)) = (by) (C.54)
(=)8v30(H)8ug0y (18,7, = (d2) = (c1) (C.55)
(+)8y3v, (2)by4r ($)6,,, = (e1) = (a1) (C.56)
(H)8y3v, (H)8y4vy ()8, = (€2) = (c2) (C.57)
(2)8v305 (2)6rgy ()8, = (f1) = (a2) (C.58)
(2)8y30y (F)Byyyy ()81, = (2) = (b) (C.59)
()8, (2)By4v, ($)0yv, = (g1) = (b2) (C.60)
()8, (H)By 40y (H)Sv3v = (82) = (c2) (C.61)
()8, (D)8uy0(+)By3v, = (h) = (a2) (C.62)
()87, (6r0y ($)8y3y = (h2) = (c1) (C.63)
(16,13, (2)8ugn (+)6v30y = (i) = (ar) (C.64)
($)8,1y,y (H)8ug0y (D)8 = (i) = (b) (C.65)

Por lo tanto, los doce términos se reducen a seis términos correspondientes al elemento (v):

(=)8v4v6v3v, 8,1y, = (@) (C.66)
(+)8y4v8v3v2 87y, = (B) (C.67)
(40847 v306y7y, = () (C.68)
(2)8ygv; 63y, 8yt = (8) (C.69)
(=)8v4020v3r8,1, = () (C.70)
(+)6v4v,8v3v, 8,7y = (6) (C.71)

Si combinamos los cuatro términos (I), (II), (IIT), (IV) con los seis términos (@), (B), (v), (8), (w), (0),
tendremos los 24 términos:

67(4”1671'37T’67”T26V4V6V3V16V/V2 = (1) (C72)
_57'[471'157-[371-/571'7726)/4)/51/3)/251/1/1 = (2) (C.73)
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_67.[4”16”37T,67rﬂ26V4V16V3V6V,V2 = (3) (C74)

571'47{16ﬂ37r/(5ﬂ7r25y4y1(sv3y2(sylv = (4) (C.75)
67‘[47{1 67T37T,57T7T26V4V26V3V6V’V1 = (5) (C.76)
_67[4”167T37T,67T7T26V4V26V3V16V,V = (6) (C77)
_571-4”267'[37[,5””16V4V5V3V15V’V2 = (7) (C.78)
67'[471'257{37'[,671'7'[16V4V6V3V26V’V1 = (8) (C.79)
67‘[471'26”37.‘./671'7{16y4y161/3y6v/v2 = (9) (CSO)
_571'47{2(571.37.[/(57[7715y4yl6v3y25V/V = (10) (C.Sl)
_67'[471'25”3”/571711 6V4V26V3V6V’y1 = (1 1) (C.82)
67‘[47{26”37‘./67{7{16)/41/261/3‘/1 — (12) (C83)
_571'371'1(5”471-/5717725)/4)/(51/3)/1 V V2 - (13) (C.84)
67‘[37{16”4”/67”{26)/4)/61/3)/2 V Vl - (14) (CSS)
67‘[37{1 6ﬂ4ﬂ/6ﬂﬂ26y4y1 6V3V5V’V2 = (15) (C86)
_571'371'15ﬂ47r’5ﬂ7726V4V15V3V26V’V = (16) (C.87)
_571'371'1(5ﬂ4ﬂl(5ﬂﬂ25y4y2(5v3yéylvl = (17) (C.88)
67[3”167T47T,67T7T26V4V26V3V16V,V = (18) (C89)
6ﬂ37{26ﬂ4ﬂ/5nﬂ16y4yéy3y1 V V2 (19) (Cgo)
_671371'25”471-/6”7716)/4)/51/3)/2 V Vl - (20) (C.91)
_571'37{2(5”47.[/57{7716y4yl(sv3y6V/V2 = (21) (C.92)
67‘[37{26”47‘./6””16y4y161/3y26v/v = (22) (C93)
67‘[37{267[4”/571711 6V4V26V3V6V’V1 = (23) (C94)
_571'371'26”471-/67'[71'16)/41/251/3)/1 5V,V = (24) (C.95)

Si tenemos en cuenta las deltas cruzadas 0,7,/ y 07y de la expresion (C.18), los 24 términos se ven
reducidos a 20 términos finales:

Sy v3Ovyn30m 140y, = (P1PA.1) (C.96)
~8y, 130vyv30m 740myvy = (P1PA.2) (C.97)
~6y1v40vyn3 0 nyOnyvs = (P1P4.3) (C.98)
26y,v40vyv30m m40mym3 = (P1PA.4) (C.99)

Sy x30vyv40n140myv3 = (P1PA.S) (C.100)

~28y | v36v5v, 6, 74 Omyry = (P1P4.6) (C.101)
~6y,v30vyn30n v4Onyny = (P2P4.1) (C.102)
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Sy, 730vyv30m, vy 0mymy = (P2PA.2) (C.103)

Sy vy Ovyn30n,v30mymy = (P2PA.3) (C.104)
=26y, v40vyv30n n30myny = (P2P4.4) (C.105)
~6y n30vyvy0n v30mymy = (P2P4.5) (C.106)
26y, v30vyv40x 730m9my = (P2P4.6) (C.107)
~6y1v30vymy O n30myvy = (P1P3.1) (C.108)
Sy, x40vyv30m 130myv, = (P1P3.2) (C.109)
Sy vy OvynyOnm30myvy = (P1P3.3) (C.110)
—8y 74 0vyvy O 730myv3 = (P1P3.4) (C.111)
Sy v3OvynyOnyvyOnyny = (P2P3.1) (C.112)
~8y 74 0vyv3 0 vy Omymy = (P2P3.2) (C.113)
8y v40vymy 0, v30myny = (P2P3.3) (C.114)
Sy, 740vyv40n,v30myny = (P2P3.4) (C.115)

Finalmente, de la expresion (C.18), vemos que para cada combinacién posible
{Jn, Jp’ Jylp JII)s Vl’ V27 V3, V47 7[17 7T2, 7r3a ﬂ4’ Ml’la Mp’ M]{p M[’)’ mvl s mV27 mV3, mV4a mﬂ'l ) mﬂ'za m7T3a mﬂ'4}

debemos aplicar las 20 combinaciones de deltas, para finalmente llegar al valor esperado <T2> en el
estado J de cuatro cuerpos, por lo tanto al valor del isoespin (7).
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APENDICE D

LA MATEMATICA EN LA CONSTRUCCION DE LA AMPLITUD DE FORMACION

En este apéndice describiremos la deduccién matemdtica que nos llevo a obtener la expresion (2.128)
para la amplitud de formacién. Ademads, se presentardn las relaciones entre las coordenadas intrinsecas
y las del centro de masa, asi como también la deduccién de la expresion de la funcién de onda de la
particula alfa.

D.1. Relacion entre las coordenadas relativas y las internas

La expresion (2.128) de la amplitud de formacion implica integrales en coordenadas intrinsecas de la
funcién de onda de la particula alfa p;. Estas se encuentran relacionadas con las coordenadas nuclednicas
r; mediante:

ry—r
S —— D.1
P1 NG (D.1)
1’3 — 1'4
= D.2
) 7 (D.2)
_(rp+rp) —(r3+714)

D.3

> (D.3)
I‘l +I‘2+l‘3 +I‘4
—

Si definimos también la coordenada del centro de masa R = podemos invertir las

relaciones para llegar a expresiones de las coordenadas nuclednicas en funcién de las intrinsecas,

. 2R + p32+ V2pi (D4)
Py = 2R+ P32— V2p; D.5)
py= 2R 32+ V2, (D.6)
ry = 2R - P32— V2p; D7)

Notemos con tilde~a las componentes de las coordenadas intrinsecas p; = (%, J;, Z;) 0 pi = (i, 0;, @)
y sin tilde a las componentes de las coordenadas nucleénicas r; = (x;, i, zi) o r; = (pi,0;,¢i), ¥
R=(X,Y,Z)oR = (R,0,®d), donde

X; = p; sinf; CcoSQ; (D.8)
Vi = pi sinéi sing; (D.9)
Zi = pi cosO;, (D.10)
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X; =rj sinf; cosy; (D.11)
yi = r1; sinf; sing; (D.12)
Zi =ri cosb; (D.13)

donde el indice i va de 1 a 3 para las coordenadas intrinsecas y de 1 a 4 para las nuclednicas.

Para llegar a las coordenadas nuclednicas polares escritas en término de las intrinsecas polares,
debemos seguir tres pasos. Primero, escribimos las coordenadas r; = (pj, 6;, ¢;) en término de sus
coordenadas cartesianas r; = (x;, y;, Zi),

r2=x? 4yt e ? (D.14)

cosf; = 2 (D.15)
ri

tany; = i (D.16)
X

Luego, escribimos las componentes x;, y;, z; en término de las intrinsecas X;, y;, Z; utilizando las relaciones
(D.4-D.7). Finalmente, escribimos las coordenadas cartesianas intrinsecas X;, ¥;, Z; en término de las
coordenadas polares intrinsecas (p;, 6;, ¢;). En resumen, el proceso es:

r x X P R
r(p,R) : 3 0 t =3y —>137F ¢.3Y >4 6, e (D.17)
@ z z Z @ @
Como ejemplo, tomemos la coordenada r
rf=a ey vg = (D.18)
2Ry + 53+ V25)2  (2Ry+93+V251)? (2R, +73+V27))2
— + + (Dlg)
4 4 4
) AR? +p3+2p7 +4V2R - pi +4 R p3++2V2 p3 - p)
= 1 (D.20)

Para obtener el cuadrado de las coordenadas radiales debemos utilizar la relacion general (a+b + c)2 =
a?+b%+c?+2a-c+2a-b=2b-cen las coordenadas nuclednicas r; en las ec. (D.4-D.7).
El producto escalar serd a - b = a b cos(ab) con

cos(a’B) = sin(0,)sin(0p)cos(pq — ¢p) + cos(0y)cos(0p) (D.21)
Entonces,
\/4R2 +p3+207 £2V2 p3 pi cos(p3p1) +4 R | p3 cos(Rp3) £ V2 py cos(Rpy)
r2=
’ 2
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\/4R2 +p3+203 F2V2 p3 p cos(P3p2) — 4 R |p3 cos(Rp3) £ V2 p3 cos(Rp2)

r34 =

2
siendor; >0,y
(2R cos(O f3) + V2 )|
61 = cos™! cos(0) + p3 cos(03) + V2py cos(f)) (D.22)
2r1n
(2R cos(@) - 63) + V2 i |
634 = cos™! cos(0) — p3 C;S( 3) £ V2pj cos(fy) (D.23)
34

con 0 < §; < x. A nivel computacional, la funcién intrinseca ACOS de Fortran para 6 = cos™ ! (u)
genera resultados entre [0, 7].
Por dltimo,

o1 a = tg_l | 2R sin(0)sin(®) + p3 sin(83)sin(@3) £ V2py sin(6y)sin(@;) _ (D.24)
’ | 2R sin(@)cos(®@) + p3 sin(83)cos(@3) + V2pq sin(él)cos(cﬁl)_ '
o34 = tg_l [ OR sin(0)sin(®) — p3 sin(03)sin(F3) + V2py sin(0y)sin(F) - (D.25)
’ | 2R sin(O)cos(®@) - p3 sin(83)cos(@3) = V2py sin(fy)cos(@) | '

donde 0 < ¢; < 2m. A nivel computacional, la funcién intrinseca ATAN de Fortran para 6 = tg_l(u)
genera resultados entre [—7x/2, /], por lo cual, si u = )XC tendremos las siguientes transformaciones

X y u tg‘1 (u) ® transformacion
+ 0,31  [0,3] tg~! (u)
-+ - [FZo0 [Zal m+tgTiw
- -+ (03] [n ] a+igT ()
+ - [-%,0] [3F.27] 27w+t ()

D.2. Funcion de onda de la particula alfa en coordenadas intrinsecas

A continuacioén, definiremos la funcién de onda de la particula alfa pero en sus coordenadas intrinsecas.
De [46] tenemos que

ba(P1P203, T1020304) = ¢(010203) X00(102) X00(030%4) (D.26)
xo0(o102) = [x172(1) x1/2(02)]00 (D.27)

83\94 a0 2. 2.2
¢(p1p2p3)=(7ﬁ) o~ HlPTHY ) (D.28)

donde las relaciones entre las coordenadas p y r son las presentadas en las ecuaciones (D.1-D.3).
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Esta funcién de onda se encuentra normalizada de la siguiente manera
/ d*p; / d*p; / d*p3lp(p10203)1* = 1 (D.29)

y el parametro § = 0.055 f m=2 se elige de forma que se reproduzca el radio-cuadratico-medio de la
particula alfa

9

/ oy / & p3 / @ psl6(p1p203) Pl =R = 2 = (1.6/m)’ (D.30)

D.3. Deduccion de la ecuacion (2.128)

En funcién de las construcciones realizadas en las dos secciones previas, vamos a desarrollar la
amplitud de formacién (2.128). La funcién de onda de cuatro cuerpos correspondiente al nicleo madre
A + 4 puede ser expandida a través de los coeficientes de parentesco fraccionario tal que [103, 170]

JaInJp J
WM 4,6, = V8 Z Z bj?j;jfmp”
JaInJp Jpn J1 J2 J3 J4

(D.31)
enen [ o], |

JM

JiInJpJ
donde p°4 " P P"
Jl -]2 13/ -]4 ., :z . 1
des de la funcion de onda de cuatro cuerpo, permitiendo esta separacion entre diferentes configuraciones,

representan al producto de los coeficientes de parentesco fraccionario y las amplitu-

y hemos prescindido de las paridades 7 para simplificar la notacién. El factor V8 aparece porque el nicleo
madre debe estar normalizado a las coordenadas intrinsecas &, = {p1, p2, 3} y al centro de masa R,
pero se encuentra normalizado a las coordenadas nuclednicas ry, rp, r3, rq [171].

Si reemplazamos en la ecuacion (2.126), y luego de integrar en las coordenadas intrinsecas &, solo
sobreviven los acoples con Jo = j and Jp, = L

_ N, ! Zy! JIndp L\
gL(R) = \/g\/z! (NV—Z)!\/2! (ZV—Z)! Z Z (bj1j2j3j4)

JnJdp J1J2 7374

[ a0 [ dew sate) vy @) [winmwo ] (D32)

LMy

pero como trabajaremos con el decaimiento en estados J = 0%, tendremos que J, = 0, por lo cual es un
indice que podemos quitar.
Transformando las funciones de onda de dos cuerpos del acople jj al LS, y realizando el producto
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interno entre las funciones de onda S = 0 neutrén-neutrén y proton-protén [53], llegamos a

Ny! Z,! Indpd ¥
R) =V8 (b. (o )
gL(R) \/_\/2! (NV—Z)!\/Z! (Zy, —-2)! Z . Z ] J1J273J4
Jndp J1J2J3J4
(_I)Jn+]p—j1—j3—12—l4+l f1j2f3f4
2

W(l1j1l2j2;1/200)W (13 j3l4ja; 1/2J)p)

M
/dQR/dmdpzdm ¢(p1p203)Y; L(QR)

|sl@jos],,5[@305], |

(D.33)

LMy
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APENDICE E

AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DEL NORM KERNEL

A continuacion, desarollaremos el proceso que nos permite calcular formalmente el operador N, y

por ende, la amplitud de formacién renormalizada (2.136).

Para poder calcular los autovectores y autovalores de N7, realizamos un cambio de base a la base

ortonormal de Gaussianas corridas (SGB por sus siglas en inglés)

. -1/2
Fr(r,r’) = / ridry Ny, 2 1) Fr(ror)

donde

FL(r rl) =4r

3/4 )
() et s

con B’ = 4 de la ecuacién (2.127), y el factor de normalizacién

Np(r',r) = / rdr Fy(r,r’) Fp(r,ry)

=2 ("2 +r3) iL

=dr e (=i 457" r)

En la nueva base, el norm-kernel se escribe como

./\/‘LF(r,r') :/r%drl/rgdrzfdf/df'

NG 2 () Fy (1, NG P FLG r)N P (g, 1)

quedando entonces la ecuacion de autovalores y autovectores (2.141) reescrita como
2 F L L
/ r'“dr’ Ny (r,r") ey (r') = ny ¢y (r)
donde los autovectores c‘% (r) se relacionan a los u,%(r) (2.141) mediante

ue(r) = / ¥ dr’ ce(r') Fr(r,r’)

(E.1)

(E.2)

(E.3)

(E.4)

(E.5)

(E.6)

(E.7)

A este punto, logramos realizar el cambio de base, pero aun no somos capases de calcular los auto-

vectores y autovalores del operador A/ LF (r,7’) pues seguimos dependiendo de N7 (r,r’). Para enfrentar

esta situacion, pasamos a una base discreta de la SGB, definida por

Fr(r,ry) = Z (N;l/z)kk/FL(r, rir)
k/

donde

Fr(r,ry) =

7\ 3/4 B )
471(8%) 4p' (r4r ) L]L( -i 88’ rry)
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con M puntos rj equidistantes separados una cantidad AR en el intervalo (0, Rmax). Es decir, el espacio
r queda discretizado en M puntos rj. Aproximando las integrales f r2dr por la suma » r,%a) k. €l factor
de normalizacion es

(NF) ik = 1k NORNF(F s i )T pr s (E.10)

En esta base discreta, el operador V. f (rk, ryr) puede reescribirse como

NEGriorp) = i (V:2) N (VR (E.11)

nn’

donde gracias a haber tomado 8’ = 48 en la ecuacién (E.1), el operador NV, LI; o S€ reduce a una simple
expresion (ne: neutrones, pr: protones)

N :(< (ne)L¢(ne)L>)2(< (pr).L (

(™ 0" )) = (540) = 2 o (1] e) (Re

con q?,%(r) = Fr(r,rn)(B — B), Ra(r) = uq(r)/r la funcién de onda radial de particula simple con

¢(’,”)’L>)2 (E.12)

donde

g > (E.13)

ndmeros cudnticos a = {ng, ja4,la}. Aqui aparece el gran beneficio de pasar a una base SGB discreta:
logramos definir un operador norm-kernel en funcion de cantidades que podemos calcular.
En esta notacion discreta, la ecuacion de autovalores y autovectores (E.6) queda

M

D NF i el (ri) = nyek () (E.14)
k

donde los autovectores c‘% (ry) se relacionan a los u‘% (r) mediante

M

ub(r) =" cb(re) Fr(rry) (E.15)
k

Asi, la amplitud de formacién renormalizada serd
G (R) :/ R? dR' NP (R,R') gr(R) = (E.16)

=> n, 12 / R2dR w*L(R) uk(R") g1.(R') (E.17)

y COMO cONOCemos u;, L (1), podemos reescribir la amplitud de formacién renormalizada como

G100 =3 ! [ rar S i) Fi o) ke Fulor) g0 = (B9

kk’

- Z ' 2gY (r) (E.19)
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donde

M
gy (r) = > ) B (rori) ek (r) gL (ry) (E.20)
kk’
con
gr(ryr) = / r'zdr'FL(r’, rer) gL (r") (E.21)

En la préxima seccion, presentaremos un ejemplo de diferentes autovalores obtenidos de manera
analitica, y que sucede con aquellos prohibidos en el sentido del principio de exclusion de Pauli [104].

E.1. Ejemplo

Con este ejemplo tomado de la Ref. [104], buscamos mostrar el significado del operador .

Sea Wy 4o la funcién de onda total del sistema a + a, asumiendo que una de ellas es el proyectil y
otra el blanco. Si denotamos como P al operador que proyecta Wo4 en una funcién de onda donde las
particulas alfa se encuentran separadas y en su estado fundamental, la funcién de onda u(rg) que describe
el movimiento relativo entre las particulas alfa se obtendra de:

PY i = A{u(r)go(ry,rs, ... r3)} (E.22)

donde .4 implica antisimetrizacion, ¢ es el producto de las funciones de onda de las particulas alfa en
su estado fundamental:

$o(r1, 12, ..., T8) = Xaq (X1, T2, T3, T4) Xa, (T5, T6, 17, T8) (E.23)

y r es el vector relativo entre los centros de masa f‘al y f'az.
Como la funcién de onda P, satisface PP 4y [E — H] =0, la ecuacién para u seré:

(¢olE — H[A{ugo}) =0 (E.24)

siendo E la energia del sistema y H el hamiltoniano efectivo. La integracion de los elementos (E.24) se
realiza en las coordenadas internas de ¢. A partir de esta ecuacion, uno puede definir el operador A de

manera mas simple:
4

N x) = 1= (=17 (g,
J=1
donde j indica el nimero de nucleones permutados por la antisimetrizacion y ¢; la funcién de onda

¢j. 1) (E.25)

permutada, por ejemplo con j = 2:

$2(r1, 12, ..., T8) = Xay (s, T6, T3, T4) Yo, (1, T2, 17, T8) (E.26)

Por simplicidad, vamos a asumir que las particulas alfa se encuentran en su estado fundamental, por
lo que la parte espacial de su funcién de onda vendra simplemente dada por la funcién gaussiana:

—é24 r2
¢i(ry,rp,...,rg) =€ 27/=1J (E.27)
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A partir de esto, podemos calcular el operador A/ tomando la ec. (E.25):

3/2 5,284 5422 32 0 o p
N(r,r'):1—32(§’8) ¢ 2P =3 pr +24(2ﬁ) e Pro—pr (E.28)

Vs /s

siendo r y r’ las coordenadas relativas entre las particulas alfa.
Definido el kernel, la integral homogénea asociada a €l es

uy(r) =ny / N, v)u, (r')dry’ (E.29)

Las autofunciones u, (r) pueden expandirse en autofunciones u,,;(r) del oscilador arménico y armoénicos
esféricos Y}, como:

uy(r) = (“”’r (r) Ylm) (E.30)

I par
conociendo la expresion de u,, (r), uno puede resolver explicitamente la ecuacion de autovalores, para asi
obtener:
ny =1—4""120 - Zan,oal,o (E.31)

Recordemos que las particulas alfa constituyentes se encontraban ambas en su estado fundamental s.
Entonces, si/ =0yn=0,1,0l =2y n =0, vemos que n = 0, es decir, esos tres estados del oscilador
armonico se encuentran prohibidos para la descripcion del sistema. Fisicamente, esto implica que no mas
de cuatro nucleones pueden ocupar el estado fundamental Os del oscilador arménico para el caso del
8Be = @ + . En otras palabras, estos estados violarian el principio de exclusion de Pauli para el caso del
niicleo 8Be.
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APENDICE F

OPTIMIZACION DEL CODIGO DE CUATRO CUERPOS

En este apéndice veremos el estudio de la performance y mejoras que se realizaron sobre el cddigo de
cuatro particulas desarrollado en Fortran buscando un mejor rendimiento y utilizacién de los recursos
computacionales disponibles. El programa basa su funcionamiento en las descripciones del modelo de
capas desarrolladas en la seccién 2.1 del Capitulo MARCO TEORICO. Una breve descripcién del
mismo se realiza en la seccion 2.3 del mismo capitulo.

Las pruebas de este apéndice fueron realizadas considerando tres representaciones de particula sim-
ple, la cuales presentamos en la Tabla F.1. Estas buscan asemejarse a las representaciones realistas
incorporando los diferentes tipos de estados. Los contornos de las resonancias fueron discretizados como
se presenta en la Tabla F.2. La particularidad de estas representaciones es que nos permiten realizar las
pruebas y calculos correspondientes, donde el tiempo de ejecucion no sea excesivo.

Tabla F.1: Representaciones utilizadas durante el andlisis de performance y optimizaciones. En azul se
encuentran las resonancias.

ModelSpace | Estados Neutrones Estados Protones
ToyModell 0g9/2, 0h11 /2 Ohg2. 2p1 2
ToyModelz | 089/2 012 Ofsya | Ohoa. 1172, Oitsja

Oh11/2: 272 2p172. 0i11/2
ToyModel3 08972, Oi11/2 Ohg /2, 1f7/2

01172, 2f7,2- 0j13/2 | 2P172- Oi11/2, 189)2

F.1. Descripcion del hardware utilizado

Los célculos y resultados, como las herramientas utilizadas, fueron llevados a cabo en el cldster
ZX81 correspondiente a la Facultad de Matematica, Astronomia, Fisica y Computacion de la Universidad
Nacional de Cérdoba [27].

Dicho cluster, cuenta con las siguientes caracteristicas:

CPU: Intel Xeon E5-2680 v4 @ 2.40GHz

Cores: 28

Memoria: 126 GB

Sistema Operativo: GNU/Linux 5.10.0
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Tabla F.2: Discretizacién de los contornos de las resonancias presentes en las representaciones de la

Tabla F.1.
MS Estados Neutrones Estados Protones
Ohy1/2 2p1p2
—i0.001 2 —i0.0001 2
T™1 0.7 -1i0.001 2 0.75 -i0.0001 2
2 2 225 2
6 - 8 -
0h11/2 2f12 2p1)2 Oi11/2
—i0.001 4 0 2 —i0.0001 4 0 2
™D 0.7-1i0.001 4 1.1-i05 2 0.75 -i0.0001 4 1.8 2
2 4 25 2 225 4 3.3-0.0001 2
6 - 6 - 8§ - 48 2
8 —
01172 2172 0j13/2 2pip2 0i11/2 1gg 2
—i0.001 8 0 8 0 2 —i0.0001 8 0 2 0 2
™3 0.7 -i0.001 8 1.1-i0.5 8 1.4 8 |0.75-i0.0001 8 1.8 8 1.8 8
2 2 25 2 29-i0.005 8 225 2 3.3-0.0001 8 3.5-i0.0001 8
6 - 6 - 44 2 8§ - 48 2 48 2
6 - 8 - 8 -

F.2. Analisis preliminar de la performance

El cédigo analizado es de una construccién paulatina desde el aio 2012, incorporando subrutinas y
funciones que datan desde 1980. Esta comunidén de subrutinas y funciones nos permite obtener resultados
reales y completos de la estructura nuclear. El hilo principal y més reciente, se encuentra desarrollado en
Fortran90, mientras que ciertas subrutinas y funciones se encuentran escritas en Fortran77.

Para estudiar su funcionamiento, tomaremos las tres representaciones de particula simple para proto-
nes y para neutrones descritas en la seccion previa, las cuales no son mas que modelos de juguete que nos
permitirdn estudiar el c6digo sin que el tiempo de ejecucion sea extremadamente largo. Las dimensiones
de dichas representaciones son: ToyModell, cuenta en la base con un estado ligado, una resonancia 'y 6
estados de contorno, tanto para protones como para neutrones; ToyModel2, cuenta con 3 estados ligados,
dos resonancias, y 18 y 20 estados de contorno para neutrones y protones, respectivamente; y el mds
grande ToyModel3, con 2 estados ligados, 3 resonancias, y 56 y 58 estados de contorno para neutrones y
protones, respectivamente. Como veremos mds adelante, no existe una relacion directa entre la cantidad
de estados y el tiempo demandado. Esto se debe a que los niveles de energia pueden ser de diferente
tipo [30] (ligados, resonancias y de dispersion), tener distintas caracteristicas fisicas (diferente espin
o distintos momentos angulares) y pertenecer a distintos nucleones (neutrones o protones), por lo que
pensar en una relacién directa entre el tiempo de ejecucion y la cantidad de niveles en la base no se
presenta a priori como algo factible.

En un primer lugar, veremos las optimizaciones logradas con distintas banderas y versiones del
compilador GCC. Luego, a la mejor version obtenida, la analizamos con el Empirical Roofline Toolkit de
IntelAdvisorRoofline [172], que nos permite mejorar significativamente el cddigo gracias a poder
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visualizar el tiempo demandado por cada etapa. Finalmente, realizamos una comparacion entre el antes
y el después de haber analizado el cédigo con el Roofline.

F.2.1. Optimizacion mediante banderas

Para el cédigo realizado en Fortran, utilizamos dos versiones de GCC/GFortran: GCC10.2.1y
GCC6.5.0. La decision de utilizar la version 6 radica en que el cluster que tuvimos a disposicion para
utilizar durante el doctorado (PILUSO - CCT-Rosario [28]) contaba con esa version. En esta primera
aproximacion a la optimizacién, utilizamos la base mds pequeia (ToyModell), de forma que podamos
establecer rdpidamente la combinacién adecuada compilador-banderas.

De las pruebas con distintas banderas, las combinaciones que mostraron cierta ventaja o no sufrian
errores de compilacion fueron las siguientes:

= -m=n-01 := -march=native -O1
= -m=n-01-u-1 :=-march=native -O1 -funroll-loops

Aquellas banderas que incorporaban mayor grado de optimizacién, como por ejemplo -02 u -03,
funcionaban significativamente peor que -01, o directamente generaban errores de compilaciéon. También
se probd la bandera -flto, ya que el programa cuenta con distintos archivos, cada uno con multiples
subrutinas. Esta, para GFortranl0 no generaba una mejora de la performance respecto a -m=n-01-u-1,
mientras que para GFortran6 obteniamos un SegmentationFault al ejecutar el programa.

En la Figura F.1a presentamos los primeros resultados tomando las banderas que comentdbamos para
los distintos compiladores. Ademds, como informacién complementaria, en la Figura F.1b mostramos
las instrucciones por ciclo para cada caso. Se realizaron quince mediciones para cada caso, y lo que
presentamos es un promedio de estas, ademds del error que es la desviacion estandar de cada caso.

En cuanto al tiempo de ejecucidn, para ambas versiones del compilador, observamos una mejora
significativa cuando incorporamos las primeras banderas, pasando de 199(3) sec con -00 a 69(1) sec con
-m=n-01 para GFortranl0, y de 181(3) sec con -01 a 53.2(5) sec con -m=n-01 para GFortran6. Esto
implica una mejora del ~ 65 % y ~ 70 % para GFortranl@ y GFortran6, respectivamente. Si ademds,
incorporamos la bandera - funroll-1loops, las mejoras aumentan a un ~ 67 % para GFortranlQ@y a
un ~ 74 % para GFortran6. Como vemos, la mejor performance se obtiene con GFortran6, lograndose
un tiempo de ejecucion minimo de 47.0(2) sec.

Si ahora pasamos a analizar las instrucciones por ciclo, podemos encontrar una de las principales
explicaciones de porqué GFortran6 mejora la perfomance con respecto a GFortranl0. Independiente-
mente de las banderas, GFortran6 nos permite realizar mayores instrucciones por ciclo. Si comparamos
los resultados con la mejor combinacién de banderas (-m=n-01-u-1), vemos que para GFortranl@
tenemos 2.195(5) IPC, mientras que para GFortran6 pasamos a realizar 3.02(1) IPC. Porcentualmente,
esto es una mejora del ~ 40 %.

Se recomienda entonces utilizar la version 6 del compilador GCC con la siguiente combinacion de
banderas: -march=native-01-funroll-1loops.
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(a) Tiempo de ejecucién en segundos. (b) Instrucciones por ciclo.

Figura F.1: Mediciones para el programa compilado con banderas que incorporaban optimizaciones, y
dos versiones diferentes del compilador.

F.2.2. Analisis de Intel Advisor Roofline

Utilizando la mejor combinacién de banderas y versién del compilador obtenido en la seccién
anterior (gfortran-6-march=native-01-funroll-loops), pasamos a analizar la performance y
el comportamiento del cédigo con el Empirical Roofline Toolkit de IntelAdvisorRoofline. Esto
nos permite estudiar el cédigo internamente, para poder identificar si existe una mala perfomance por
problemas propios del cédigo o por limitaciones del hardware.

En la Figura F.2 presentamos el grafico obtenido con el Empirical Roofline Toolkit. Como podemos
observar, el programa se encuentra mayormente limitado por memoria. Pero ademds, lo sorprendente se
encuentra en el tinico punto rojo que vemos: ese punto, que pertenece a un bucle interno de una subrutina,
consume el ~ 70 % del tiempo de ejecucion del programa. Para entender porque esto es asi, tuvimos que
analizar el codigo fuente. A grosso modo, el programa se encuentra realizando continuamente integrales
en dos dimensiones. Estas integrales, son realizadas por el método de Gauss-Legendre, cuyos puntos de
integracion ya se encuentran predefinidos. El problema radica en que las funciones de onda a integrar, no
se encuentran definidas en los mismos puntos donde el método de Gauss integra. Para sanear esto, cada
vez que el programa iba a integrar, buscaba los puntos més cercanos entre donde se define la funcién y
donde integra el método. Este trabajo era el del lazo que nos consume un ~ 70 % del tiempo de ejecucion.

Como independientemente de las variables de entrada al programa o del conjunto de estados, los
puntos a integrar por el método de Gauss y los puntos donde se definirdn las funciones se encuentran
fijos se decidi6 lo siguiente: al comienzo del programa, se construyé un arreglo que mapea los puntos
de Gauss con los puntos donde se definen las funciones. Gracias a esto, el lazo que generaba un alto
consumo solo se realiza una tnica vez, en lugar de realizarse cada vez que se integraba. Como veremos en
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la pr6xima seccion, esto genera una mejora en la performance altisima, sin perder precision y estabilidad
en los resultados fisicos.

Sd0149

100 SP Vector FMA Peak: 92.07 GFLOPS

DP Vector Add Peak: 11.16 GFLOPS

FLOP/Byte(Arithmetic Intensity)
0.001 0.01 0.1 1 10

Figura F.2: Resultados del Empirical Roofline Toolkit para la mejor combinacién de banderas.

F.2.3. Version final optimizada

Ya corregido el principal consumo de tiempo del programa, realizamos una medicién para com-
parar el antes y después de la correccion realizada gracias al Empirical Roofline Toolkit, utilizando la
combinacion de banderas y compilador gfortran-6-march=native-01-funroll-loops. Ademsis,
para puntualizar en lo notorio de la diferencia, incorporamos al cdlculo los dos conjuntos més grandes:
ToyModel2 y ToyModel3. En la Figura F.3a se presentan los resultados de tiempo de ejecucion para los
conjuntos, comparando los dos cédigos para los dos mds chicos. Para tener una visién mds completa,
tomamos al escala logaritmica en el eje vertical.

Si nos quedamos primero con el ToyModell, vemos que si el tiempo de ejecucion para la version
de la Sec. F.2.1 era de 47.0(2) sec, la nueva version tiene un tiempo promedio de 10(2) sec (obsérvese
que al disminuir el tiempo, aumenta la dispersion entre mediciones). Esto es una mejora del ~ 80 %, o
un codigo ~ 5 veces mds rapido. Esto es atin mds sorprendente cuando ampliamos el conjunto y nos
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Figura F.3: Mediciones para el programa compilado con banderas que incorporaban optimizaciones, y
dos versiones diferentes del compilador.

vamos al ToyModel2: pasamos de 4580(20) sec = 76.3(3) min a 236(3) sec = 4.93(1) min, es decir, la
ejecucion es ~ 20 veces mds rapida. Esto es un muy buen resultado, teniendo en cuenta que cdlculos
con modelos reales estdn mds cerca del ToyModel2 que del ToyModell. Por una cuestion de tiempo de
ejecucion excesivos, no se tienen datos para el ToyModel3 en la versién del programa previa al Roofline.

Al analizar las diferencias en tiempo de ejecucion para cada conjunto utilizado con la nueva version del
c6digo, vemos que para el ToyModell demora 10(2) sec, para el conjunto ToyModel2 demora 236(3) sec.
Esto implica que para un conjunto que incorpora 30 estados mds a la base, o dicho de otra forma, es 3 veces
mayor, el tiempo de ejecucion se se ve incrementado ~ 24. Si ampliamos mds la base e incorporamos
78 estados sobre el conjunto ToyModel2 para formar el ToyModel3, el tiempo de ejecucion pasa a ser
de 185000(3000) sec = 51.4(8) hs. Este tiempo es veces 700 mds grande que el que nos costaba el
ToyModel2. Como vemos, no hay una relacion directa entre el tiempo de ejecucion y el tamafio de la base.
En todo caso el tiempo de ejecucion tiende a crecer de manera exponencial a medida que agrandamos el
tamafio de la base. Esto se debe a que el tamafio de las matrices y la cantidad de estas que el programa
debe formar, no solo dependen de la cantidad de estados en la base, sino del tipo de estado y de la
caracteristica fisica de cada uno de los que componen la base.

Si ahora nos centramos en la Figura F.3b, vemos que para el ToyModell 1a caida de instrucciones
por ciclo es significativa: de 3.02(1) IPC a 1.38(2) IPC. Vale decir, que el tiempo de ejecucion es tan
pequefio para la nueva version, lo cual se ver reflejado en tan pocas IPC. Si en cambio nos paramos en el
ToyModel2, vemos que la diferencia ya no es tan significativa, y obtenemos una cantidad de IPC para la
nueva version (2.55(4) IPC) similar a la vieja version en el ToyModell (3.02(1) IPC), y ya un poco mas
lejos para el ToyModel2 (3.288(4) IPC). Finalmente, para el ToyModel3 las IPC se mantienen al nivel del
ToyModel?.
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F.3. Paralelizacion mediante OpenMP

Como pudimos ver en la seccidn anterior, pese a que hemos tenido una amplia ganancia al corregir
el cédigo secuencial, el tiempo de ejecucion sigue siendo alto para conjuntos grandes. Es por ello que
decidimos pasar a realizar una paralelizacion utilizando OPENMP4.5 [107]. Como el cd6digo contiene
una gran cantidad de subrutinas y funciones, se decidi6 paralelizar dos subrutinas puntuales: en primer
lugar, aquella que se encarga de construir la matriz para un sistema de dos particulas (ver seccion 2.1.2).
Esta subrutina es llamada varias veces durante la ejecucion del cédigo y depende intimamente del tipo
de funcién de dos particulas (neutrén-neutrén, proton-protén o proton-neutrén) y de las caracteristicas
fisicas que forman la base del sistema. Como a la hora de paralelizarla se realiza independientemente
del tipo, veremos mds adelante que para diferentes estados de la base, tendremos distintos resultados. La
segunda subrutina a paralelizar es aquella que se encarga de formar la matriz correspondiente a cuatro
particulas incorporando la interaccion proton-neutrén (ver seccién 2.1.3.2). Esta subrutina es ejecutada
una unica vez durante el cédigo.

En una primera instancia, nos centramos en el comportamiento interno de cada una de las subrutinas
paralelizadas. Para ello, mostramos la variacién del tiempo de ejecucion y del speedup y la eficiencia en
las Figuras F.4a y F.4b, respectivamente. Todos estos cdlculos fueron realizados para el ToyModel2.
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Figura F.4: Mediciones para distinta cantidad de hilos para casos particulares de las subrutinas
paralelizadas.

Para la subrutina de dos particulas (TB), se tomaron tres casos testigos, para los cuales con un hilo el
tiempo de ejecucion era distinto. Observamos que para el caso mds rapido (J = 07), el tiempo de ejecucion
con un hilo era de 8.9(5) - 1072 sec. Al ser tan infimo, paralelizarlo solo genera un empeoramiento del
tiempo: para 14 hilos tarda 2(1) - 1073 sec y para 28 hilos tarda 7(3) - 1073 sec. Pese a que el tiempo
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de ejecucion sigue siendo del orden de los milisegundos, creemos que una de las mejoras que entonces
podemos realizar en un futuro es que la paralelizacién de la subrutina TB solo se realice cuando vale
la pena. Si nos paramos en los casos J = 4~ y J = 4T, cuyo tiempo con un hilo es mds significativo,
vemos que el Speedup y la eficiencia es mucho mas aceptable. Para estos dos casos, logramos tener una
eficiencia superior al 80 % con 22 hilos y al 70 % con 28 hilos, el cual es un resultado muy bueno.

En cuanto a la segunda subrutina paralelizada, la que corresponde a cuatro particulas (Four Body
ME), el comportamiento es similar a los mejores casos de la primer subrutina: como con un hilo demora
21.4(4) sec, y como el lazo interno es lo suficientemente grande para este conjunto que estudiamos, vemos
una eficiencia por encima del 70 % para cualquier cantidad de hilos utilizada. En cuanto al SpeedUp,
vemos que es muy bueno hasta los 14 hilos, siendo este casi 13, y luego comienza a amecetarse. Este
comportamiento es muy similar para los mejores casos de la primera subrutina paralelizada.
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Figura F.5: Mediciones para distinta cantidad de hilos y distintos conjuntos del tiempo de ejecucion total
del programa.

Si pasamos a analizar el tiempo de ejecucién completo del programa, debemos nuevamente distinguir
entre los dos conjuntos més importantes: ToyModel2 y ToyModel3. En un primer lugar, observamos en
las Figuras F.5a y F.5b el tiempo de ejecucion para distintas cantidades de hilos para ambos conjuntos.

Para el ToyModel2 variamos la cantidad de hilos entre 2 y 28. Vemos que el comportamiento es
similar al visto en la Figura F.4a para las subrutinas, pero la ganancia de incorporar hilos no es tan
significativa. Si recordamos, para un solo hilo el tiempo de ejecucion era de 236(3) sec, y por ejemplo
ahora demora 129(2) sec para dos hilos y 31.2(6) sec para catorce hilos. Esto habla de una eficiencia en
caida importante, en contraste con lo que observdbamos en la Figura F.4b para las subrutinas paralelizadas.
Esto es confirmado cuando graficamos en la Figura F.6 la eficiencia y el speedup totales. Alli vemos
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Figura F.6: Resultados de speedup y eficiencia para las mediciones realizadas en las Figuras F.5a y F.5b.

que para este conjunto mediano, la caida de la eficiencia por debajo del 75 % ya se da con seis hilos.
Estimamos que esto sucede pues el tiempo de ejecucion de las subrutinas paralelizadas para este caso no es
significativo, y existe un tiempo de ejecucion de subrutinas no paralelizadas que es fijo independientemente
de la cantidad de hilos. Por ello también el speedup no presenta un crecimiento muy importante.

Si ahora pasamos a la Figura F.5b, y en la Figura F.6 nos centramos en el conjunto mds grande, las
cosas son contrapuestas y mas alentadoras. Como el tiempo de ejecucién con un hilo era extremadamente
alto (51.4(8) hs), se decidié hacer un andlisis de la paralelizacion a partir de los 14 hilos. En cuanto
al tiempo de ejecucion, vemos por ejemplo que con 14 hilos nos demora 246(1) min = 4 hs, mientras
que con 28 hilos la ejecucion se toma 137(1) min = 2.3 hs. Esto se traduce en un speedup con gran
comportamiento lineal, y una eficiencia que se mantiene por encima del 80 % para cualquier nimero de
hilos que probamos. Mds aun, vemos que tomando entre 14 y 22 hilos, la eficiencia se encuentra muy
cercana al 90 %. Esto confirma nuestra hipétesis de la seccion anterior, ya que aqui las subrutinas que
no se encuentran paralelizadas demandan un tiempo de ejecuciéon mucho menor en comparacion con el
tiempo demandado por las subrutinas paralelizadas.

Estas mejoras realizadas en el cdigo de cuatro cuerpos fueron trasladadas también al cédigo de dos
cuerpos. La utilizacién de estos codigos mejorados en el proyecto de tesis aceleré enormemente la obten-
cién de resultados y nos permitié probar multiples alternativas que anteriormente eran impracticables.
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APENDICE G

EL CANAL TRIPLETE-IMPAR DE LA INTERACCION GAUSSIANA EN EL NUCLEO
PLOMO-210

En este apéndice, probaremos dos tipos de ajuste de la interaccién neutrén-neutrén en el 210Pb. Este
apéndice surge como complemento de la seccién 3.2.

Partimos en primer lugar del hecho de que la Ref. [23] desactiva el canal triplete-impar para este
nucleo, dejando solo activa la parte singlete-par. Nosotros decidimos probar dos casos para establecer
el mas optimo. En el Caso I, solo se activo la parte singlete-par, mientras que en el Caso II se activé el
canal T = 1 de la interaccién V,;, de manera completa. En cada caso, se realiz6 la optimizacién de las
intensidades con el algoritmo de Levenberg-Marquardt [114, 115] para describir la energia experimental
de los cuatro primeros estados del ntcleo.

Tabla G.1: Intensidades (en MeV) de los potenciales para el caso de dos neutrones utilizados en las tres
bases. Ademads, se presenta la intensidad que utiliza la Ref. [23]. Las intensidades fueron optimizadas
con el algoritmo de Levenberg-Marquardt [114, 115] a los cuatro primeros estados pares del 210pp, con
los residuos presentados. Los rangos de la interaccion gaussiana fueron Sse = 1.9fmy Sio = 2.92 fm.

Ref. [23] RL RP RC

Caso | Caso Il Caso | Caso Il Caso | Caso II
Vee | —36.07 | =37.265 -40.677 | -35.306 -37.717 | -34.245 —-36.558
Vio — 0 5.564 0 4.580 0 4.490

Tabla G.2: Energias (en MeV) experimentales[1] y calculadas utilizando los pardmetros de la Tabla G.1
relativas al carozo inerte 208Pb, como resultado de la optimizacion de las intensidades de los
potenciales. Se presentan los resultados para cada una de las representaciones utilizadas.

J®  Exp. | Ref.[23] RL RP RC

Casol Casoll Caso I Caso II Casol Casoll
0t -9.122 | -9.12 | -9.095 -9.129 | -9.110+i0.005 -9.129 +i0.006 | —9.108 —9.128
2t -8.323| -831 | -8.350 -8.268 | —8.338 +i0.001 —8.261+i0.001 | —8.336 —8.262

4* -8.025 | -8.08 | -8.127 -8.040 -8.119 —-8.043 -8.118 -8.042
6t -7.928 | -7.99 | -8.051 -7.970 —-8.045 =7.975 -8.025 -7.975
8+ -7.845 - -8.024 -7.936 -8.019 —=7.941 -8.017 -7.941

Es enla Tabla G.1 en la cual comparamos las intensidades de los dos casos. Vemos que solo activando
la parte singlete-par (Caso I), la optimizacion converge a intensidades cercanas a las utilizadas en la Ref.
[23]. Ya la presencia de la parte triplete-impar (Caso II) (el valor de By, = 2.92fm fue seleccionado
de forma que la relacién Bge/Bio = 0.65 sea la misma en los nicleos 210py, y 210po), modifica las
intensidades de ambas partes. Para confirmar cual es el mejor ajuste, mostramos en la Tabla G.2 las
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energias calculadas en cada caso. Alli se observa que utilizando el Caso II, logramos un mejor ajuste al
estado fundamental y los excitados, excepto el 2*. Esta mejora no solo es respecto a nuestro Caso I, sino
también en comparacion con la Ref. [23]. Es por ello, que en nuestro trabajo optamos por el Caso II de
la interaccion V.
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APENDICE H

EL ISOESPIN EN LA FAMILIA DE NUCLEOS DEL CALCIO-40

En este apéndice analizaremos diferentes particularidades respecto a las intensidades de dos cuerpos
y como se relacionan estas con el isoespin del sistema. Este andlisis se realizard sobre los nicleos que
pertenecen a la familia del Calcio-40: 42Ca, #2Sc, 42Ti y 44Ti. Este apéndice es un complemento de la
seccién 4.2.1.

H.1. Elisoespin y su dependencia de la representacion

A continuacion, analizaremos la capacidad del modelo en describir los niveles de energia de dos cuer-
pos utilizando diferentes representaciones de particula simple. En primer lugar, notemos el ordenamiento
de los niveles de energia disponibles que se encuentran en la Figura H.1, donde para la representacion
completa RC tenemos ademads los estados de dispersion asociados a cada resonancia. Podemos estimar que
la incapacidad del modelo de reproducir los estados fundamentales de dos cuerpos con mejor precision
asumiendo la simetria de isoespin, surge de la diferencia entre la energia de los estados fundamentales
de particula simple. En otras palabras, cuando S, y S, son muy diferentes, la intensidad necesaria para
ajustar las energias de los estados fundamentales depende del par de nucleones que se esté tomando.

10¢ :
8 ’ —099/2€

. i f 0fs5/2
E 2* (1339/2 1]?1/27
| S e pp————- P32
:ED —2 Ofsy2 Protén Of7/2*
S ST /2 E
—61 1pso =
-8 0f 7/2 E

10 E Neutrén

Figura H.1: Estados de particula simple en relacion al carozo 40Ca.

Supongamos ahora que reducimos la base de neutrones de tal modo que nos quede la misma cantidad
de estados (excluyendo los de dispersion) en ambas bases de particula simple. Profundizando esta idea,
tomaremos también solo la capa p f en ambas bases, lo cual implicard que para neutrones tendremos
cuatro estados ligados y para protones solo uno y tres resonancias.
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Sirealizamos nuevamente la optimizacion de las intensidades de dos cuerpos y recalculamos con estas
nuevas representaciones las energias, obtenemos los niveles de la Tabla H.1. Vemos que al comparar con la
representacion completa, se mejora el ajuste a los niveles fundamentales experimentales (excepto para el
428¢). Ademds, en la Figura H.2 presentamos el espaciado entre niveles para dos de las representaciones.
Observamos que con la representacion méas simétrica (capa p f), logramos un mejor ajuste a los estados
experimentales y una descripcioén mejor del isoespin del sistema, lo cual se aprecia por la correspondencia

que existe entre los niveles pares de los tres nicleos.

Tabla H.1: Energias (en MeV) experimentales [1] y calculadas relativas al carozo inerte 40Ca, para
diferentes simetrias en la base de particula simple.

J* Bxp. | RC  Capapf+0g9, Capapf
2,
0t -19.843 | —19.950 —-19.934 —19.885
2t —18.319 | —18.322 —18.303 —18.290
42Ti
0t -4.836 | —-4.713 —4.733 -4.790
2t -3.282 | -2.279 —-3.298 -3.314
4ZSC
0t -10.411 | —-12.519 -12.540 —-12.538
2t -8.825 | —10.961 —10.968 —-10.968
42 v 5 E 4 4T ot 3t 4+ 5t
g 2+ 2+ 2+7 3+7 4+7 5+ g 2+ 2+
; 2+ 2+
—3F 37,57 = . 3T 57
5 | o LT = o+ 17
= ! i g 2 T § g
= 2F 47 = 4
%0 2" 2" + 5 2 2" 2+
1 2 5
0; + 0t 0" 0" 0F 0*
F 20, 25¢ 427 205 8¢ 4274

(a) Utilizando la representacién completa.

Figura H.2: Energias de dos cuerpos experimentales (J par) y calculadas utilizando la representacion

La ubicacién de los estados impares no se corresponde con los experimentales en este caso pues no

completa o la capa p f.
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se respeta su distancia al fundamental, pero como vimos en la Figura 4.2b, si ajusta a la energia de los
estados experimentales respecto al carozo 40Ca.

Por ultimo, vemos en la Figura H.3a, como afecta la energia de Coulomb a nivel dos cuerpos: alli
se aprecia como quitando Coulomb entre los protones de valencia, se acomodan las energias del 42T lo
suficiente para hacer més visible la caracteristica de isoespin del sistema, y la capacidad de reproduccién
del mismo por parte del codigo, y también en la Figura H.3b, como quitando totalmente Coulomb, los

niveles de energia son exactamente iguales.
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(a) Sin fuerza de Coulomb entre protones de (b) Sin fuerza de Coulomb entre ningtn protén.
valencia.

Figura H.3: Energias de dos cuerpos experimentales y calculadas utilizando la representacion completa
o la capa p f apagando la interaccién coulombiana.

H.2. Calculos de las energias de dos cuerpos desactivando el isoespin

En esta seccidn, realizamos nuevamente el ajuste de las intensidades de dos cuerpos para describir los
estados experimentales pero sin imponer la simetria del isoespin. Es decir, cada par de nucleones tendra
sus propias intensidades de los potenciales involucrados, tal cual fue realizado para la familias de nicleos
del 298Pb en la seccion 3.2.

En cuanto a los rangos de la interaccion gaussiana, se utilizaron los mismos parametros S¢ de la
seccion 3.2. En primer lugar trabajamos en el 42Ca = nn +*0 Ca ajustando a sus tres primeros estados
0%, 2% y 4%, por lo que en la Tabla H.2 presentamos los potenciales obtenidos en cada una de las
representaciones trabajadas. Para el caso del 4274 = pp +0 Ca se ajustaron a los estados 0%, 2%, 4F
y 67, presentados estos en la misma Tabla H.2, mientras que en las Figuras H.4a y H.4c se comparan
estos dos resultados con sus respectivos valores experimentales y los obtenidos al principio de la seccion.
Por otro lado, en la Tabla H.2 también se presentan los potenciales obtenidos para el escandio-42, y la
comparacion de sus niveles con los experimentales en la Figura H.4b. Para este nicleo en particular, la
interaccion Ve se fijo con el estado fundamental, mientras que las interacciones de isoespin 7 = 0 fueron
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fijadas para mantener el espacio y orden entre los estados 1% y 7%, tal cual se realizé al principio de la
seccion.

Tabla H.2: Intensidades (en MeV) de los potenciales para el caso de dos cuerpos sobre el 40Ca
utilizados en las tres representaciones. Estas fueron optimizadas con el algoritmo )(2 [115] tal cual fue
presentado en el texto. Los residuos obtenidos en la representacion completa son: 0.127 para nn, 0.423

para pp y del orden de 1076 para ambos canales de pn.

NN Br(fm)| RL RP RC

nn 1.9 | —42.650 -40.298 —39.236
Vee pp 14 | -83.334 -67.332 -66.075

pn 158 | -20.755 -19.004 -18.876
Veo pn 1476 | —4.773 -4.062 —4.049
Vie pn 13 | -14.078 -14.366 —-14.055

Notemos nuevamente que la intensidad de Vge se ve disminuida cuando aumenta la dimensién de
la representacion utilizada. Respecto a los célculos realizados con isoespin, vemos que en nn'y pp
obtenemos actualmente valores que promediados se encuentran en las cercanias de aquellos de la Tabla
4.9 paraJ = 0. También podemos ver que entre los tres pares, la diferencia de intensidades es significativa,
lo que explica el ajuste que se observa utilizando una tnica intensidad para los tres pares. Para el caso de
las intensidades de isoespin 7' = 0, vemos nuevamente que no existe variacion entre representaciones.
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Figura H.4: Energias de dos cuerpos experimentales y calculadas en la base completa sin forzar el
formalismo de isoespin (“Actual"), y su comparacion con los resultados de haber incorporado esta
condicion (“Isoespin").

Para los casos de particulas idénticas (nn 'y pp), los ajustes a los niveles experimentales y la diferencia
entre las dos parametrizaciones, como observamos en la Figura H.4, implican una minima ganancia
que se encuentra en el ajuste al nivel fundamental, pues el resto de los niveles excitados dentro de
los primeros 3 MeV se modifican levemente. Vale decir que el ajuste al estado 2% empeora pues para
la parametrizacion que incluia el isoespin, este J poseia intensidades independientes a las de J = 0.
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Notemos la particularidad del 427Ti, donde por encima de los 3 MeV de excitacion, aparece una cantidad
de estados mayor a la observada cuando se implementaba el isoespin.

Para el caso de pn, los resultados presentas diferencias: al poder ajustar ahora los estados pares, la
descripciones del estado fundamental se ve completamente mejorada. Respecto a los J impares, vemos
que el comportamiento es similar entre ambos métodos. Notemos también la particularidad de que al no
incorporar isoespin, no se encuentran estados entre 1 MeV y 2MeV, cuando previamente se observaba
un 2% que se ubicaba en las cercanias de uno experimental.

H.3. Diferentes ajustes de la interaccion protén-neutrén en el modelo de cuatro

cuerpos

Impulsados por los resultados de las secciones previas, aqui realizamos diferentes ajustes de la inter-
accion protén-neutrén para describir el estado fundamental del Titanio-44. En la Tabla H.3 presentamos
dos parametrizaciones de la intensidad V), una desarrollada en la seccion 4.3.1 y otra que resulta de mul-
tiplicar a la interaccién completa de la Tabla 4.15 por las nuevas constantes: yry, = 2.3500, yrp = 2.5377
y Xrc = 6.0893. Vemos que asi la proporcionalidad es menor y la interacciéon predominante es la parte
singlete-par (T = 1). Las diferencias que esto generard a nivel de cuatro cuerpos la veremos méds adelante.
A priori, utilizar esta parametrizacion puede ser cuestionable pues la parte 7 = 1 de la interaccién Vy,
tiene un ajuste sumamente pobre a los datos experimentales del 423c.

Tabla H.3: Intensidades (en MeV) de la interaccidn proton-neutron que reproducen la energia del estado
fundamental del niicleo **Ti para cada una de las representaciones. Las intensidades son proporcionales
a las de la Tabla 4.9 siguiendo las constantes mencionadas en el texto.

Ajuste V(T = 0)

RL RP RC
SO -42.714  -40.390 —-39.897
te -74.935 -76.533  -77.795
Ajuste V(T =0, 1)
RL RP RC

J=0|-137.626 -132.389 -132.820

750 -166.045 —164.324 —162.965
so | —11.626 —11.620 —11.649
te 220396 -22.017 -22.714

Si utilizamos las intensidades de la Tabla H.3 que surgen de optimizar completamente V), para
calcular el espectro de energia del Titanio-44 con la representacion completa, obtenemos lo presente en
la Figura H.5. En cuanto a la energia, podemos notar que la mayor diferencia entre ambos ajustes es que
el primer estado excitado se mueve para ubicarse debajo del Q.. Ademds, ahora nos encontramos con dos
estados encima del Q, que estdn practicamente degenerados. Pero el principal contrapunto de la nueva
optimizacién se encuentra en el isoespin: en primer lugar, notemos que para el estado fundamental se
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obtiene T' = 1, el cual no respeta el valor fisico que deberia tener [4]; y en segundo lugar, notar que todos

los estados tendrdn un caracteristico 7 = 1, lo cual es mds que llamativo.
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Figura H.5: Comparacion de los diferentes niveles de energia del Titanio-44 mostrando los resultados de
las dos parametrizaciones mencionadas: Vy, (T = 0) solo parte T = 0 de la interaccion, Vy, (T = 0, A)
interaccion completa.

H.3.1. Utilizando los estados de la seccion H.2 como base.

En esta seccion, realizaremos los mismos célculos de cuatro cuerpos, pero tomando como base de
dos cuerpos los resultados de la secciéon H.2, donde no se forzaba el formalismo del isoespin a nivel
interaccion NN, sino que se tenian intensidades independientes.

En primer lugar, presentamos en la Tabla H.4 las nuevas intensidades para el caso T = 0 de forma
que se ajuste al estado fundamental experimental del 44Ti. Las constantes de proporcionalidad de cada
representacion ahora son: yRry, = 10.067, yrp = 10.156 y yrc = 10.535. Si comparamos con la Tabla
4.15, vemos que el comportamiento de la parte singlete y triplete entre si se repite: a medida que
ampliamos la representacion, el singlete-impar tiende a disminuir y el triplete-par a aumentar; en cambio,
si comparamos intensidades, mientras el singlete-impar mantiene valores similares a los de la seccién
4.15, el triplete-par casi los duplica.

En la misma Tabla H.4, también presentamos los potenciales que salen de optimizar la interaccion Vp,,
completa, donde las constantes de proporcionalidad son: YRy, = 5.823, yrp = 6.003 y yrc = 6.0893.
Pese a las conclusiones que obtuvimos luego de la Figura H.5, en este caso puede cobrar sentido esta
parametrizacion pues Vj,, entera se ajusto para respetar los niveles del 42Sc. Ms adelante, veremos como
esto afecta a los resultados de cuatro particulas.

Utilizando entonces las intensidades de la Tabla H.4, presentamos las energias y sus correspondientes
funciones de onda de los primeros seis estados 0" del niicleo 447Tj en la Tabla H.5. También se nota el
1soespin asociado a cada nivel de energia. Tal cual lo observado en la Figura H.5 de los calculos previos,
la optimizacién con la interaccién protén-neutrén completa implica que no se respete 7 = 0 para el
estado fundamental. Centrdndonos en la optimizacion bajo el canal T = 0 de V), vemos que la diferencia
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Tabla H.4: Intensidades (en MeV) de la interaccidn protén-neutrén que reproducen la energia del estado
fundamental del niicleo *4Ti para cada una de las representaciones. Las intensidades son proporcionales
a las de la Tabla H.2 siguiendo las constantes mencionadas en el texto.

RL RP RC
so | —48.044 -41.257 -42.673
te | —141.727 -145.900 -148.134

Ajuste V), completo

RL RP RC
se | —120.859 —-114.091 -114.944
so | —27.791 -24.389 -24.654
te | —81.981 —-86.246 —85.587

respecto a los resultados de la Tabla 4.16 es que no se observa un estado con 7' = 2, que si se obtiene en
la Ref. [4]. Ademds, vemos que en los estados excitados, las amplitudes parciales Z;+ con J € [0, 2,4, 6]
empieza a bajar su proporcionalidad de la funcion de onda, llegando a representar menos del 90 % en el
estado Og, lo que implica que se empezaron a localizar otros estados de dos cuerpos.

Establecido entonces que ajustar al estado fundamental del 4471 1a interaccién Vpn completa no es
correcto pues se destruye el isoespin correspondiente al estado fundamental, comparamos en la Figura
H.6 los resultados de la seccidn actual y la seccidn 4.3.1 obtenidos utilizando la representacion completa.
Alli vemos que el calculo actual logra reproducir un estado debajo del Q,, pero como fue mencionado,
pierde el estado con 7' = 2. Ademds, localiza un estado de mayor energia, a la vez que se aproxima mds

al estado experimental (0,2).

10

8

D

Energia (MeV)
o

Do
T

T=1 T=1
=2 r=
— T=0 7
r=o0 =1
0,2)* T=1  ceeensin RPN
T=1
......... Gnnnn
O+ r=0 ... T :0 ........ —
Experimental Con Isoespin Sin Isoespin

Figura H.6: Comparacion entre las energias experimentales [1] y calculadas utilizando la representacion
RC, donde las energias de dos cuerpos fueron ajustadas con y sin isoespin.
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Tabla H.5: Amplitudes de ondas parciales (2.93) para el estado fundamental y excitados del nicleo 44Ty
obtenidos en las diferentes representaciones.

Ajuste Vp, (T = 0) Ajuste V), completo
Zn RL RP RC RL RP RC
Eg+ | =33.423 (-33.423,0.142) -33.423 || -33.423 (-33.423,0.109) -33.423

Zo+ | 0.648  (0.644,0.000)  0.616 | 0342  (0.376,0.000)  0.348
Zy+ | 0295  (0.301,0.007)  0.321 0.281  (0.283,0.011)  0.284
Zye | 0048  (0.046,0.002)  0.048 | 0.194  (0.175,0.012)  0.178
Zgr | 0008 (0.005,0.001)  0.005 | 0.182  (0.148,0.012)  0.151
(T) 0 0 0 1 1 1

Eg+ | =27.611 (-28.293,0.079) -28.504 | -29.105 (-29.016,0.079) -29.054

Zyr | 0208  (0.127,0.001)  0.136 | 0493  (0.411,0.000)  0.392
Zw | 0458  (0.551,0.003)  0.602 || 0.014  (0.030,-0.001)  0.043
Zu | 0039 (0.075,0.002)  0.077 0.150  (0.168,-0.008)  0.164
Zer | 0296 (0.237,0.009)  0.132 | 0343 (0.349,-0.009)  0.340
(T) 0 1 1 2 2 2

Ey+ | —25.613 (-26.366,0.076) —26.588 || —25.891 (-26.285,0.101) —26.532

Zo+ | 0029 (0.232,-0.017) 0240 | 0.142  (0.147,-0.011)  0.199
Ze | 0175 (0.399,-0.012) 0350 || 0.664  (0.669,0.016)  0.613
Zu | 0590  (0.128,0.009)  0.101 0.021  (0.128,-0.002)  0.136
Zer | 0206 (0.189,0.000)  0.254 | 0.174  (0.030,0.003)  0.014
(T) 0 1 1 0 1 2

Ey+ | —24.755 (-25.467,0.043) -25.539 || —24.563 (-25.689,0.068) —25.696

Zge | 0489 (0.095,0.006)  0.080 | 0.449  (0.217,0.016)  0.184
Zy+ | 0369  (0.295,0.015)  0.281 0.345  (0.554,0.010)  0.581
Zye | 0124 (0.543,0.001)  0.604 | 0204  (0.076,0.009)  0.049
Zgr | 0.018  (0.060,-0.005  0.054 || 0002  (0.125,0.001)  0.146
(T) 1 0 0 1 1 1

Eg+ | —23.058 (-23.954,0.101) -24.222 || -24.111 (-24.455,0.025) -25.580

Zyr | 0.125  (0.417,0.003)  0.440 | 0.001  (0.060,-0.002)  0.066
Zye | 0287  (0.407,0.010)  0.428 0.069  (0.171,-0.003)  0.174
Zu | 0283 (0.088,0.008)  0.065 0.647  (0.197,-0.002)  0.175
Zer | 0305 (0.063,0.006)  0.076 | 0283  (0.022,0.000)  0.030
(T) 1 1 1 0 1 1

Ey+ | —22.534 (-23.283,0.040) -23.392 || —22.264 (-24.224,0.121) -24.219

Zye | 0289  (0.118,0.004)  0.108 | 0.227  (0.005,-0.001)  0.007
Zy+ | 0266  (0.311,-0.009) 0300 | 0.095  (0.075,-0.002)  0.082
Zy | 0153 (0.283,-0.011) 0310 | 0678  (0.626,0.001)  0.632
Zer | 0292 (0.165,-0.004)  0.178 || 0.000  (0.279,-0.003)  0.261
(T) 1 1 1 1 0 0
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APENDICE I

PARAMETRIZACION DE WOODS-SAXON EN EL MODELO DE PARTICULA SIMPLE DEL
DECAIMIENTO ALFA

En este apéndice se analiza la dependencia del modelo de decaimiento alfa de dos cuerpos con los
parametros a y rq del potencial de Woods-Saxon. Este andlisis en el Polonio-212 se hace siguiendo los
resultados de la Ref. [154].

En la referencia [154], se realiza un estudio meticuloso de la dependencia del ancho I'*P con la
difusividad a del potencial de campo medio. Allf, se fija el valor del radio reducido en rg = 1.315fm, y se
analiza el comportamiento para valores de a entre 0.6 fm y 0.8 fm. Se establece, que la minimizacién del
x? para el ajuste de la seccién eficaz experimental se da con a = 0.65 fm. Independientemente de esto,
en dicha referencia se afirma que lo que se puede establecer es un limite inferior del I'*P, y que la forma
funcional de este es exponencial. Ademads, tengamos en cuenta que para realizar los ajustes, se asume un

error del 10 % en los datos experimentales.

1074 1 /II
— 4 4
10’122% :g
5 St .
1078 £ T
= ol . ]
1[]—14 ~ .
1.45 Pl
0.60 1.40 P ]
0.65 o
@ (19'70 1.30 1'\?@\
1}1) 0.75 ’ [()).6[) 0:")') 0.17(] (],175 0.80
0.80 1.25
a (fm)
(b) Valores obtenidos para el ancho I'P para
(a) Valores obtenidos para el ancho I'SP para diferentes a habiendo fijado ry = 1.315 fm, donde
diferentes (r(, @), donde la cruz roja marca el valor la cruz roja marca el valor obtenido con el
obtenido con los parametros de la Ref. [154]. parametro a = 0.65 fm de la Ref. [154]

Figura I.1: Andlisis de la dependencia del ancho I'*P con los parametros (r(, a) del potencial de
Woods-Saxon utilizado para la interaccion a + A.

Por todo esto, a continuacién presentaremos nuestro andlisis de la dependencia de I'P con el radio
reducido y la difusividad del potencial de Woods-Saxon utilizado para describir la energia de una
particula alfa en el estado fundamental sobre el carozo 208pp. Para esto, para cada par (rg, a), se ajustd
la intensidad V[ para describir la energia €% (gs) = 8.986 MeV [1]. En la Figura I.1a presentamos los
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resultados obtenidos, donde vemos claramente que el comportamiento es exponencial, por lo que leves
movimientos de los pardmetros r( y a implican grandes cambios en I'P. En la Figura I.1b, mostramos
también el comportamiento respecto a la difusividad, habiendo fijado r( al valor de la Ref. [154], donde
estd marcado el valor correspondiente a los pardmetros de dicha referencia. Alli vemos que en un rango
a € (0.6,0.8) fm, pasamos de un I'P = 0.076 x 10712 MeV a un valor de TP = 0.524 x 10712 MeV.
Mientras que para los valores (rg, a) de Ref. [154], obtenemos FEDS 4= 0.123 x 10712 MeV.

Esto motiva a que presentemos nuestros resultados entre mdximos y minimos, teniendo en cuenta
que la condicién que pondremos sobre el a: buscaremos que el )(2 que se observa en la Fig. 1 de la Ref.
[154] sea menor a 2. Esto implica, que amax = 0.75 fm y ay;, = 0.6 fm (Otras referencias bibliograficas
también utilizan a = 0.6 fm [3, 158]). Notemos que los extremos tienen un )(2 = 2, mientras que el ideal
tiene un y2 =~ 1.5, es decir, el ajuste en los extremos es un ~ 30 % peor. La notacién que aplicaremos
entonces sera:

sp — (5P +max Sp _ [(+SP +max
= (Fa=0.65 fim —min) Ty = (Tl /2, a=0.65 fm —min) (LD
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PUBLICACIONES EN REVISTAS CIENTIFICAS Y CONFERENCIAS

A continuacidn, se detallan las diferentes publicaciones en revistas cientificas y sus resimenes rela-
cionadas al tema de tesis realizadas durante los afios 2020 y 2023, organizadas cronoldgicamente de la
mads reciente a la més antigua.

“a-decay form ATi: A study of microscopic cluterization”
A.C. Dassie and R. M. Id Betan
Physical Review C 108, 044314 (2023) [142]

Background Microscopic determination of alpha-decay half-lives requires structure and reaction
calculations. The structure part is given by the microscopic distribution of the constituent
nucleons, while the relative motion of the product’s decay provides the reaction part.

Purpose This paper studies the clusterization of the 0% excited states of Ty arising from the
nucleonic degrees of freedom.

Method The continuum spectra of proton and neutron are incorporated through the Gamow
Shell Model formalism. The alpha-like wave function is calculated in the weak-coupling
approximation. Gaussian effective interaction in each pair of nucleons is included.

Results The 0% ground and excited states are compared with experiment and shell model calcu-
lations. The wave function amplitudes are obtained and discriminated by their resonant and
non-resonant contributions. The influence of a four-body truncated basis is analyzed.

Conclusions Inclusion of the continuum spectra produces a gain in the excited states of a few
hundred keV of energy. One candidate for alpha decay was identified near the experimental
unresolved state (0,2)" of 6.8 MeV excitation energy, with a lower limit for the half-life of
~ (0.8 ns.

“Efecto de la renormalizacion del factor espectroscopico en el decaimiento del 212py»
A. C. Dassie y R. M. 1d Betan
Anales AFA Vol. 34 Nro. 2 (Junio 2023 - Septiembre 2023) 33-37 [173]

En el siguiente trabajo describimos el decaimiento alfa del niicleo 2!2Po mediante el
formalismo del modelo de capas con estados de energia compleja. Las representaciones de
un protén y un neutrén se determinan por un potencial de Woods-Saxon. Para la interaccion
entre nucleones se utiliza un potencial efectivo con factor de forma Gaussiano dependiente
del espin e isoespin. El factor espectroscopico de cuatro nucleones y el ancho de particula
simple son calculados microscépicamente para el decaimiento alfa. Se estudia la estabilidad
del protocolo de renormalizacion del factor espectroscopico, garantizando asi su significado
fisico de probabilidad, y la influencia del mismo sobre el decaimiento alfa calculado. Se
observa que la renormalizacién corrige el tiempo de vida media calculado en un ~ 40 %,
obteniéndose asi un valor tres veces mayor al experimental inicamente utilizando los grados
de libertad de los nucleones y su interacciones.
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“Ilustrations of loosely bound and resonant states in atomic nuclei”
A. C. Dassie, F. Gerdau, F. J. Gonzalez, M. Moyano and R. M. 1d Betan
American Journal of Physics 90 (2), February 2022 [73]

Using the one-dimensional potential well with realistic parameters for atomic nuclei, we
illustrate the movement of the poles of the S-matrix, and the transmission coefficient when
the well supports an anti-bound state. We calculate the phase shift of the atomic nuclei He
using the three-dimensional potential well, and compare it with the experimental one. The
paper gives a glance of some of the properties found in realistic loosely and resonant nuclear
systems, using equations at the level of undergraduate students.

“Estimate of the location of the neutron drip line for calcium isotopes from an exact Hamiltonian
with continuum pair correlations”
A. C. Dassie and R. M. Id Betan
Physical Review C 102, 064301 (2023) [124]

Background The eastern region of the calcium isotope chain of the nuclei chart is, nowadays, of
great activity. The experimental assessment of the limit of stability is of interest to confirm or
improve microscopic theoretical models.

Purpose The goal of this work is to provide the drip line of the calcium isotopes from the exact
solution of the pairing Hamiltonian which incorporate explicitly the correlations with the
continuum spectrum of energy.

Method The modified Richardson equations, which include correlations with the continuum spec-
trum of energy modeled by the continuum single particle level density, is used to solve the
many-body system. Three models are used, two isospin independent models with core *°Ca
and *8Ca, and one 1sospin dependent model.

Results One and two-neutron separation energies and occupation probabilities for bound and
continuum states are calculated from the solution of the Richardson equations.

Conclusions The one particle drip line is found at the nucleus >7Ca, while the two neutron drip
line is found at the nucleus %°Ca from the isospin independent model and at 66Ca from the
isospin dependent one.

En el mismo sentido, a continuacién nombramos las diferentes charlas o posteres presentados en reuniones
cientificas que han sucedido durante los afos 2020 y 2023:

1. “Decaimiento alfa en los niicleos 212Po y ATy
Charla de Division y Péster, RAFA 107, Bariloche, 2022

2. “Decaimiento alfa en los isétopos 212Po y 44T
Péster, X VI Jornadas de Ciencias, Tecnologia e Innovacién, UNR, 2022

29

3. “Andlisis microscépico de la clusterizacién alfa en los niicleos **Ti y 212Po
Charla de Division, RAFA 106, Virtual, 2021
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. “Estudio de resonancias con aplicaciones en nucleos atdmicos”
Péster, X1V Jornadas de Ciencias, Tecnologia e Innovacién, UNR, 2020

. “Determinacién microscépica de la linea de goteo de los isétopos del Calcio”
Charla de Division, RAFA 105, Virtual, 2020
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