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Introduccion

A principios del siglo XX, Albert Einstein propuso su teoria de la relatividad especial,
construida sobre la geometria lorentziana. Durante la década de 1970, la Geometria pseudo-
riemanniana se habia convertido en un area de investigacién activa en geometria diferencial y
sus aplicaciones a una variedad de temas en la matemadtica y también en la fisica. Por lo tan-
to, los investigadores se centraron en la geometria lorentziana, la teoria matemética utilizada
en la relatividad general. Desde entonces, ha habido un progreso considerable en el nimero de
trabajos que conectan geometria diferencial, fisica matematica y relatividad general.

En un primer curso de geometria diferencial se estudian propiedades geométricas locales
y globales de curvas y superficies utilizando herramientas del analisis matematico, del dlgebra
lineal y la topologia. Una vez introducidos los conceptos de superficie, plano tangente y campos
en superficies, se considera a R? como un espacio vectorial con producto interno, con el producto
interno usual, y se induce esta métrica para poder definir y estudiar, por ejemplo, los conceptos
de primera y segunda forma fundamental, orientabilidad de superficies, aplicaciéon de Gauss y
operador de forma, geodésicas en superficies y derivada covariante.

El objetivo principal de esta tesina es sentar las bases para el estudio de curvas y super-
ficies en el espacio de Lorentz-Minkowski 3-dimensional, que denotaremos L3. Un antecedente
de esto es el trabajo en arXiv de R. Lépez, Differential Geometry of Curves and Surfaces in
Lorentz-Minkowski Space [L608], en el cual el autor afirma que no hay un libro de texto con un
estudio sistematico de curvas y superficies en el espacio de Lorentz-Minkowski como ocurre en
el espacio euclidiano. Para abordar su trabajo es necesario tener conceptos basicos de geometria
pseudo-riemanniana. Suponemos que los conocimientos del lector no superan un primer curso
de geometria diferencial, mas especificamente, estd motivado en su mayoria por el libro de M.
P. do Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces [dC17].

La dificultad de estudiar las superficies en el espacio lorentziano L3 es que la métrica de L3 no
es un producto interno. Por lo tanto, la restriccién de la métrica de L3 a los espacios tangentes de
una superficie puede definir una métrica o no. Las superficies donde la restricciéon de la métrica de
L? define una métrica, las llamaremos superficies no degeneradas. A su vez, dada una superficie
no degenerada S, puede ocurrir que la restriccion de la métrica en cada espacio tangente define un
producto interno o es una métrica con signo. En el primer caso, diremos que S es una superficie
espacial y en el segundo diremos que S es una superficie temporal. Nos enfocarnos en estudiar la
familia de superficies no degeneradas. En particular, en las superficies espaciales vamos a tener
resultados geométricos similares a los ya conocidos para las superficies en el espacio euclideo.
En el caso de las superficies temporales veremos que hay algunas diferencias con lo ya conocido.
Esto se vera mas especificamente en el capitulo 4.

En el primer capitulo introduciremos los espacios vectoriales lorentzianos lo que nos permitira
definir el espacio de Lorentz-Minkoswki 3-dimensional y definiremos un producto vectorial.

En el segundo capitulo definiremos un triedro de Frenet-Serret en el espacio lorentziano L3.

En el tercer capitulo definiremos la primera forma fundamental y veremos cuando esto es
posible. También definiremos el normal unitario a una superficie y caracterizaremos la nocién
de orientacién en el sentido de la métrica de L3.

En el cuarto capitulo definiremos los conceptos de operador de forma, segunda forma funda-
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mental, curvaturas gaussiana y media, direcciones y curvaturas principales.

En el quinto capitulo vamos a definir los conceptos de isometrias, geodésicas, derivada cova-
riante y curvatura geodésica.

En el capitulo final daremos una version del teorema egregium de Gauss, probaremos que no
existen superficies compactas y orientables en L3, y definiremos y clasificaremos las superficies
umbilicales.

En el primer apéndice recordamos algunas nociones basicas de la geometria diferencial de
superficies.

En el segundo apéndice hay referencias histéricas de algunos matematicos que tuvieron apor-
tes importantes a la geometria diferencial y la geometria pseudo-riemanniana.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo recordaremos las definiciones referentes a formas bilineales en un espacio
vectorial real (para mds detalles se puede consultar [HK71]). Particularmente nos interesan
aquellas formas bilineales que resultan no degeneradas y, por lo tanto, definen un producto
escalar, lo que nos permite considerar una nociéon de ortogonalidad. Haremos foco en un producto
escalar particular en el espacio R? que nos permitira definir el espacio de Lorentz-Minkowsky
3-dimensional, objeto principal de estudio de este trabajo.

1.1. Formas bilineales simétricas

Sea V un espacio vectorial real de dimension finita n € N. Recordemos que una funcién
b:V xV — R es una forma bilineal en V si verifica

» b(u+ v, w) = b(u,w) + b(v,w),
» b(u,v+w) = blu,v) + blu,w),

= b(nu, v) = b(u, nv) = nb(u,v),

para todo u,v,w € V' y n € R. Decimos que una forma bilineal b es simétrica si b(u,v) = b(v, u)
para todo u,v € V.

Daremos las definiciones de rango y nicleo de una forma bilineal. Luego vamos a construir
ejemplos de formas bilineales a partir de las matrices de R™*™.

Sean ug, vy € V dos vectores fijos. Observemos que la aplicacién v — b(ug, v) define un fun-
cional lineal en V. Como esta aplicacién depende de la eleccién de wug, define una transformacion
lineal de V' en su espacio dual V* que vamos a denotar por

L(ug) = b(ug,-).
Si fijamos la segunda componente, de manera analoga, podemos definir una transformacion lineal
R:V — V* dada por
R(Uo) = b(-, Uo).
El siguiente resultado puede verse en [HK71, Teorema 2, Seccién 10.1]. Nos permite definir
el rango de una forma bilineal como el rango de una de las transformaciones lineales R y L.

Recordemos que si T : V. — W es una transformacién lineal, el rango de una transformacion
lineal es la dimensién del conjunto imagen como subespacio de W y lo denotamos por rank(7).

Lema 1.1. Sea b una forma bilineal en V. Sean L y R las transformaciones lineales de V' en

V* definidas por (L(u))(v) = b(u,v) = (R(v))(u). Entonces rank(L) = rank(R).
El rango de b es el rango del funcional lineal R, y lo denotamos con rank(b).

La siguiente proposicién nos permite caracterizar las formas bilineales de rango completo,
las cuales vamos a llamar formas bilineales no degeneradas. La demostracion la omitimos pero
puede verse en [HK71, Corolario 2, Seccién 10.1].

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Proposiciéon 1.2. Sea b es una forma bilineal en V. Son equivalentes:
1. rank(b) = n,
2. para cada vector no nulo u € V, existe un vector v € V tal que b(u,v) # 0,
3. para cada vector no nulo v € V, existe un vector u € V tal que b(u,v) # 0.

Una forma bilineal b en V' es no degenerada si satisface alguno de los items de la proposiciéon
1.2. En caso contrario se dice degenerada.
El subespacio
ker(b) = {v e V: b(u,v) =0 para todo u € V'}

se llama nicleo de b. La dimensién de ker(b) se llama nulidad de b y la denotamos por
nullity (b).

A continuacién, construiremos formas bilineales a partir de matrices reales n x n. Sea B =
{e1, ..., en} una base ordenada de V. Podemos escribir a todo vector v € V' de la forma

n
u = § uje;,
i=1

donde los coeficientes u; son nimeros reales. Vamos a denotar con [u]yg al vector de coeficientes

(U, .oy up)L.
Sea A una matriz en R™"*". La funcién b: V x V — R definida por

b(u,v) = ([u))" Alv]w (1.1)
es una forma bilineal. Mdas aun, la matriz A es simétrica si y sélo si la forma bilineal b es
simétrica.

Por lo tanto, fijada una base ordenada de V', tenemos que toda matriz A en R"*" define una
forma bilineal. En particular, tenemos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.3. Supongamos que V= R" y B = {ey,...,e,} es la base canénica de R™. Si
consideramos en (1.1) que A es la matriz identidad en R™*", tenemos que

b(u,v) = Zn:uivi
i=1

es el producto interno usual de R™, que vamos a denotar por b = (-, -) 5.

Ejemplo 1.4. Supongamos que V =R" con n > 2,y B = {ey,...,e,} es la base candnica de
R™. Si consideramos ahora en (1.1) que A es la matriz

-1 0 0

0 1 0
A= . )

0 0 1

entonces

n
b(u,v) = —ujv + Z U V; -
i=2

En este caso b define una forma bilineal simétrica no degenerada en R™ que vamos a denotar
conb=(,);.



1.2. Métricas en espacios vectoriales )

Supongamos que b es una forma bilineal arbitraria en V' y sea B = {ey,...,e,} una base

ordenada de V. Sean u,v € V dos vectores tales que [ulg = (u1,...,un)t v [v]m = (v1, ..., v0)%.

Entonces

n n n n n n
b(u,v) =b Z uie;, Z vje; | = Z Z uvjb(ei, ;) = Z Z u;vjbij,
=1 =1

i=1 j=1 i=1 j=1

donde b;; := b(e;, e;) para i,j = 1,...,n. Luego

b11 bin UL

V2

b(u,v):(ul, U9, ..., un) : )
bnl bnn )

Un,

Por lo tanto, el valor b(u,v) queda determinado si conocemos los coeficientes b;; para i,j =
1,...,n. La matriz [b]ly = (b;;) es la matriz de b en la base ordenada B. Mds an, la forma
bilineal b es simétrica si y sélo si [b]g es simétrica, y el rango de b coincide con el rango de [b]ay.

Observemos que, fijada una base ordenada en V', tenemos una relacién biunivoca entre las
formas bilineales en V' y las matrices en R™*",

1.2. Meétricas en espacios vectoriales

Sea (V,b) un espacio vectorial real de dimension finita n junto con una forma bilineal simétrica
b en V. Podemos definir una nocién de ortogonalidad en el espacio vectorial V.

Definicién 1.5. Sean u,v € V. Decimos que u es ortogonal a v si b(u,v) = 0, y lo denotamos
con u 1 v. Decimos que dos conjuntos no vacios A, B C V son ortogonales si para todos u € A
y v € B se verifica b(u,v) = 0. Sea A C V no vacio, llamamos subespacio ortogonal a A al
conjunto

At ={v eV : blu,v) =0 para todo u € A}.

El conjunto AL es un subespacio de V. En efecto, sean u,v € A+ y n € R. Sea w € A,
entonces

b(nu + v, w) = nb(u,w) + b(v,w) = 0.

Como el w € A es arbitrario tenemos que nu +v € A+. Por lo tanto, A* es un subespacio de V.

El siguiente resultado es conocido como Ley de inercia de Sylvester en honor al matematico
James Joseph Sylvester, que en 1852 publicé el trabajo [Syl52] en el cual se define la ley de inercia.
Esta dice que todas las matrices que representan a una forma cuadratica tienen el mismo ntimero
de autovalores positivos, el mismo de autovalores negativos y el mismo de autovalores nulos. La
siguiente proposicién es un resultado maés general cuya demostracién la omitimos y puede verse
en [HK71, Teoremas 4 y 5, Seccién 10.2].

Proposicién 1.6 (Teorema de Sylvester). Sea b una forma bilineal simétrica en V. Entonces
existe una base B = {u1, ..., Uy, ..., Uptp, ..., Un } tal que

0, siij 0, stt=1,...,u
b(ui,uj):ei&-j, donde 5,']': { 17 Siifj' Y €= -1, ste=p+1,..,p+v
’ - 1, sii=p+v+1,..,n
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Matricialmente,

In—(ptv)

Mds aun, los valores p y v no dependen de la base elegida.

Esta proposicién nos dice que en un espacio vectorial V munido de una forma bilineal simétri-
ca b, existen bases distinguidas en las cuales la matriz asociada a b es una matriz diagonal.
El subespacio
0._
V"= span{uy,...,u,}

verifica la relacion V0 = V+. Sean
+ _ - _
VT =span{uytnti, - un} y V7 =span{uyi1, ..., Uptn}-

La dimensién de VT es la mayor dimensién que puede tener un subespacio de manera que la
restriccion de b es definida positiva. De igual manera, la dimensién de V'~ es la mayor dimension
de un subespacio de manera que la restricciéon de b sea definida negativa. Més atn,

rank(b) = dim(V™") + dim(V ™).

Definicién 1.7. Sean V un espacio vectorial y b una forma bilineal simétrica y no degenerada
en V.

» Un subconjunto finito A = {uy,...,ux} de V es ortogonal si
b(ui, u;) =0
para todos i,j = 1, ...,k con i # j.
» Una base ortonormal de V es una base ortogonal B = {ey,...,e,} de V tal que
b(e;,e;) = £1
para todo i = 1,...,n.
Observemos que en la proposicion 1.6, cuando p = 0, la base B es una base ortonormal de
V.

Definicion 1.8. Supongamos que b es una forma bilineal no degenerada en V. Sea 5 una base
dada como en el Teorema de Sylvester. El valor v se llama indice de b, y el vector (g1, ...,&p)
se llama signatura de b.

Recordemos que, dados dos subespacios W1 y Wy de V', decimos que V' es suma directa de
W1 y Wa, v denotamos V = W & W, si todo vector v € V' se puede escribir de manera tnica
€omo

V= w1 + w2

con wy € W1 y we € Wo. Més atun, V es suma directa de Wy y Ws si y sélo si se verifica
n V=W; 4+ Wy,
s WiNWy = {0}

En la siguiente proposicién tenemos algunas caracterizaciones de los subespacios no degene-
rados de V.
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Proposiciéon 1.9. Sean b una forma bilineal simétrica en' V.y W un subespacio de V. Se tiene:
1. V. ={0}+,

2. V+ = {0} siy sélo sib es no degenerada,

o

rank(b) = dim(V) — dim(V ),

Si dim(W) = m, entonces dim(W+=) > n —m. Mds atin, si b es no degenerada, entonces
dim(W+t) =n —m,

-.k

R

La restriccion de b a W, blys, es no degenerada si y sélo si W N W+ = {0},
6. La restriccion bly es no degenerada si y sélo si V=W @ W,
7. Si la restriccion bl es no degenerada, entonces (W)t =W,

Demostracion. Dado que b(u,0) = 0 para todo u € V', tenemos el item 1. Los {tems 2 y 3 surgen
del lema 1.1 y la proposicion 1.2.

Veamos el item 4. Sea B = {ey, ..., €, } una base ordenada y ortogonal de W. Consideremos
la aplicacién F': V — R™ definida por

F(u) = (b(u,e1), ..., b(u, em))".
Observemos que F es lineal, pues b es lineal en su primer componente, y
ker(F) = W+.
Luego
dim(ker(F)) = n —rank(F) > n — m.

Supongamos que b es no degenerada. Entonces {ey, ..., €,,} es una base ordenada y ortogonal
de W que verifica

b(ei, 62‘) 75 0

para todo ¢ =1, ..., n.
Vamos a probar que F es un epimorfismo. En efecto, sea (11, ...,mm)! € R™ y definimos

m

_ mo
v= Z b(ei, ei) €

=1

El vector u verifica

Fu) = (b(u, 1), ..., b(u, em))’ = (Z b(:ie‘)b(ei,el),...,z 1 b(ei,em)>
i=1 19 “1 .

i—1 b(ei, ei)
= (7717 -~-777m)t'

Luego, F' es un epimorfismo. Por lo tanto, rank(F) =m y
dim(ker(F)) = n — rank(F) = n — m.

Para probar el item 5, vamos a probar que bl es degenerada si y sélo si W N Wt £ {0}.

Supongamos que bl es degenerada. Por la proposicién 1.2, existe uw € W no nulo tal que
b(u,v) = 0 para todo v € W, esto es u € W, Luego u € W N W+ y u es no nulo.

Supongamos ahora que WNW+ # {0}. Sea u € WNW+ no nulo. Luego, u € Wy b(u,v) = 0
para todo v € W, lo que implica que b|y es degenerada.
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Veamos el ftem 6. Supongamos que b|y es no degenerada, entonces W N W+ = {0}. Por el
ftem 4, si dim(W) = m, entonces dim(W+) = n — m. Luego, V. =W & W+,
Reciprocamente, si V =W @ W+ es claro que W N W+ = {0}.

Para probar el item 7, primero veamos que W C (W)L, Sea v € W. Luego por definicién
b(u,v) =0,

para todo v € W+. Esto es, u € (W+)+.
Por otro lado, por el mismo razonamiento hecho en el item anterior,

dim(W) = n — dim(W+) = dim((W+)1).

Por lo tanto, W = (W+)+. O

En lo que sigue vamos a trabajar con formas bilineales no degeneradas en V', que vamos a
llamar métricas en V.

Definiciéon 1.10. Una métrica en V es una forma bilineal simétrica no degenerada ¢ definida
en V. Una métrica g se dice

» lorentziana si tiene indice v =1y n > 2,
= euclidea si tiene indice v = 0.

Si la métrica g es lorentziana, el par (V,g) se llama espacio vectorial lorentziano, y si g es
una métrica euclidea, el par (V, g) se llama espacio vectorial euclideo.

Recordemos los ejemplos 1.3 y 1.4 dados al principio del capitulo. La forma bilineal simétrica
(-,-) tiene a la identidad como matriz asociada en la base candnica. Esta matriz estd en la forma
dada por el teorema 1.6, y se verifica que v = 0 y es no degenerada. Luego (-, ) es una métrica
euclidea en V = R".

Definicién 1.11. El espacio (R", (-, );) se denomina espacio euclideo n-dimensional y lo
denotamos por E™.

Por otro lado, la forma bilineal simétrica (-,-); tiene matriz asociada

-1 0 0
0 1 0
0 O 1

en la base canénica. Entonces v = 1 y es no degenerada. Luego, (-, -); es una métrica lorentziana
en V =R", paran > 2.

Definicién 1.12. Supongamos que n > 2. El espacio (R", (-, -); ) se llama espacio de Lorentz-
Minkowski n-dimensional y lo denotamos por L™.

Sea g una métrica en V' y consideremos la forma cuadrética asociada

Iy(u) = g(u,u).

Cuando el indice v = 0, I4(V) C Ra’ y cuando v = 1, I4(V) = R, con lo cual tenemos varios
tipos de vectores en V.
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Definicién 1.13. Sean (V, g) espacio vectorial lorentziano y u € V. Decimos que u es
» espacial si I;(u) > 0,
v luz si Iy(u) =0y u#0,
= temporal si [j(u) <0,

El “tipo” de vector determinado arriba se denomina cardcter causal de wu.

Observacion 1.14. Esta definicién puede variar dependiendo del autor (ver, por ejemplo,
[O’N83, CC13, L608]). Algunos autores consideran que el vector u = 0 es un vector espacial
o llaman vectores nulos a los vectores luz y al vector u = 0.

1.3. Espacios vectoriales lorentzianos

En esta secciéon vamos a suponer que (V,g) es un espacio vectorial lorentziano. Daremos
algunas propiedades y definiciones referentes a dichos espacios.

Gracias a la definicién 1.13, tenemos tres familias de vectores en V: la familia de vectores
espaciales, la familia de vectores temporales y la familia de vectores luz. Vamos a distinguir
algunos conjuntos particulares.

Definiciéon 1.15. El conjunto de vectores luz en V se llama cono nulo o cono de luz, y lo
denotamos con A. Esto es,

A={ueV: g(u,u) =0} —{0}.

En el espacio L2, un vector u pertenece a A si y sélo si v # 0 y verifica la ecuacién
—u%—i—u%—&-u% =0,

donde (u1,uz,u3) es la representacion de u en la base candénica de R3. Entonces los vectores luz
en L3 forman un cono centrado en el origen sin incluir al vector nulo.
Sea u un vector temporal en L3 con representacion (u1,uz,us) en la base canénica de R3.
Entonces
2 2 2
—U1+u2+U3 <0

Luego, u; # 0.

El conjunto de vectores temporales en L3 estd formado por dos componentes conexas. Una
componente estd formada por el conjunto de vectores temporales u que verifican u; > 0, y la
otra componente conexa esta formada por el conjunto de vectores temporales v que verifican
u1 < 0. Esto se puede ver en la figura 1.1.

Esto se puede generalizar al siguiente resultado. La demostracién puede verse en [O’N83,
Seccién 7, Capitulo 5.

Proposicion 1.16. El conjunto de los vectores temporales en V estd formado por dos compo-
nentes conexas. Las componentes conexas del conjunto de vectores temporales de V' se llaman
conos temporales.

Sea W un subespacio de V. Entonces W es un espacio vectorial real de dimension finita y
podemos considerar la métrica del espacio ambiente restringida a W. Tenemos dos posibilidades:
la forma gl es degenerada sobre W o es una métrica sobre W. Més atn, si g|y es una métrica,
entonces puede ser una métrica euclidea o lorentziana.
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Vectores
espaciales

Vectores

Figura 1.1: Tipos de vectores.

Definicién 1.17. Sea W un subespacio de V. Decimos que W es un subespacio luz o degene-
rado si gl es degenerada. En caso contrario, decimos que W es no degenerado.
Dado W un subespacio no degenerado, decimos que W es

» espacial si gy es una métrica riemanianna,
» temporal si g|y es una métrica lorentziana.

El “tipo” de subespacio determinado arriba se llama caracter causal de W.

Supongamos que W es no degenerado, entonces tenemos la descomposicion
V=Waew.
Esto implica que W+ es no degenerado. En efecto, por la proposicién 1.9, (W)L = W. Luego,
V=wtewht

Lo que implica que W+ es no degenerado. Una consecuencia de esto es la siguiente: W es un
subespacio no degenerado si y sélo si W+ es un subespacio no degenerado.

Observemos que en este caso W y W+ no pueden tener el mismo cardcter causal pues V es
un espacio vectorial lorentziano. Esto puede resumirse en el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.18. Sea W un subespacio de V. Se tiene:
= W es degenerado si y solo si W es degenerado,
» W es espacial si y sélo si W es temporal,

» W es temporal si y solo si W es espacial.

Ahora vamos a dar algunas caracterizaciones de los subespacios temporales y los subespacios
degenerados. La siguiente proposicién puede encontrarse en [O’N83, Lema 27, Capitulo 5].

Proposicién 1.19. Sea W un subespacio de V' con k = dim(W') > 2. Son equivalentes:
1. W es temporal,
2. W contiene dos vectores luz linealmente independientes,

3. W contiene un vector temporal.

Antes de dar la prueba, vamos a enunciar el siguiente lema que nos ayudara en la prueba.

Lema 1.20. Sean u,v € V' dos vectores luz, entonces u y v son linealmente dependientes si y
sélo si g(u,v) = 0.
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Demostracion. Supongamos primero que u y v son linealmente dependientes, entonces podemos
suponer que existe n € R no nulo tal que u = nv. Luego
9(u,v) = ng(v,v) = 0.

Reciprocamente, supongamos que g(u,v) = 0. Sea {ey,...,e,} una base ortonormal de V
donde e; es un vector temporal y es, ..., €, son vectores espaciales. Sea W = span{e; }. Entonces
W es un subespacio temporal y, por la proposicién 1.9, tenemos la descomposicién

V=WaoWw.

Luego,
u=u+mne y v="10+¢&e,

con u,v € W+ y n,€ € R. Entonces,

0= g(“?“) = g(ﬂaﬂ) - 7]27
0= g(U,U) = 9(675) - 527
0= g(“)”) = g(ﬂaﬁ) —né
Combinando estas igualdades, tenemos que
9(7,)? = 9@, W)g(3,7). (1.2)

El subespacio W es espacial. Luego, la métrica ¢ restringida a W+ define un producto interno.
Entonces, vale la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y por la relacién (1.2), tenemos que @y v son
vectores linealmente dependientes. Luego, existe v € R tal que

U = vu.
Observemos que v # 0, pues & y U son vectores no nulos. Luego,
né = g(u,v) = vg(u,u) = v’
Dado que 5 # 0, tenemos que
&E=wn.

Por lo tanto,
v =710+ €e; = vu+ vne; = vu,

esto es, u y v son linealmente dependientes.

A continuacién, daremos la prueba de la proposicién 1.19.

Demostracion de la proposicion 1.19. Primero veamos que 1 implica 2. Supongamos que W es
temporal. Sea B = {ey,...,ex} una base ortonormal de W tal que e; es un vector temporal y
ea, ..., €L Son vectores espaciales. Entonces los vectores e; + e3 y e; — eg son vectores luz lineal-
mente independientes.

Probaremos que 2 implica 3. Supongamos que W contiene dos vectores luz linealmente
independientes que vamos a denotar con u y v. Como u y v son linealmente independientes, por
el lema 1.20, tenemos que g(u,v) # 0. Observemos que

glutv,utv)=glu,u)+ g(v,v) £2g9(u,v) = £2g(u,v).

Entonces, uno de los vectores u — v y v + v es un vector temporal.

Finalmente, veamos que 3 implica 1. Sea u € W un vector temporal, entonces W+ C {u}L El
subespacio {u}L es espacial, lo que implica que W es espacial. Por lo tanto, W es temporal. []



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES
No presentaremos la demostracién de la siguiente proposicion que puede encontrarse en
[O'N83, Lema 28, Capitulo 5].
Proposicién 1.21. Sea W un subespacio de V. Son equivalentes:
1. W es luz,
2. W contiene un vector luz, pero no contiene vectores temporales,

3. WnNA=L-{0}, donde L es un subespacio de W de dimension 1 y A es el cono nulo.

Supongamos que 7 es un subespacio de R? de dimensién 2. Las proposiciones 1.19 y 1.21 nos
dan una idea geométrica de la posicién en el espacio de m dependiendo de su caracter causal.
Consideremos el cono nulo

A={uel®: (u,u), =0} —{0}.

Si mNA # () tenemos dos posibilidades: si 7 interseca a A en una recta que no contiene al origen,
entonces 7 es un subespacio luz, y si 7 interseca a A en dos rectas que no contienen al origen,
entonces 7 es un subespacio temporal. Si 7 N A = () tenemos que 7 es un subespacio espacial.
Como podemos ver en la figura 1.2.

Figura 1.2: A la izquierda tenemos al cono nulo junto con un plano degenerado, en el centro
junto con un plano espacial y a la derecha junto con un plano temporal.

1.4. Producto vectorial en el espacio L?

El objetivo de esta seccién es definir un producto vectorial en el espacio loretnziano 3.

En la seccién 1.1 definimos en R3 dos métricas distintas: la métrica euclidea (-, v la
métrica lorentziana (-,-);. Entonces tenemos definidas dos nociones de ortogonalidad en R3.
Para evitar confusién, dados dos vectores u, v € R? denotaremos con u Lz v cuando (u,v) =0,
y dado un conjunto A C R? no vacfo, vamos a denotar al subespacio ortogonal con AL, Para
el caso euclideo, vamos a utilizar un subindice E, esto es, por ejemplo v Lg vy A2, Vamos a
denotar a la norma euclidea inducida por (-, ), como ||| 5.

Recordemos que, dados u,v € R?, tenemos definido el producto vectorial usual en E? que
vamos a llamar producto vectorial euclideo y lo denotaremos con u X g v. Este producto vectorial
nos permite construir un vector perpendicular a u y v.

Se define usualmente a u X g v como sigue:

= el vector nulo, si w y v son paralelos,

» ¢l tnico vector ortogonal a u y v que verifica que {u,v,u Xg v} es una base orientada
positiva y tiene médulo |[ul| ; ||v|| 5 sin(€), donde 6 es el angulo que forman u y v, si u y v
no son paralelos.
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La definiciéon anterior no es buena para definir un producto vectorial lorentziano pues no
tenemos bien definido el médulo del producto vectorial. Por este motivo recurrimos a la siguiente
caracterizacién del producto vectorial euclideo:

Sean u,v,w € R3 tales que u y v son dos vectores linealmente independientes. En-
tonces w = u X g v si y solo si w es el inico vector que verifica

<UJ, x>E = det[u7 v, x]v

para todo = € R3, donde [u, v, z] representa a la matriz que tiene como columnas a
la representacién de u, v y x en la base candnica.

Observemos que esta caracterizacién depende explicitamente de la métrica del espacio E3.
Esto motiva el siguiente resultado.

Proposicién 1.22. Sean u,v € R? dos vectores linealmente independientes. Entonces existe un
tinico w € R? tal que
<U), x>L = det[ua v, l‘]

para todo x € R3, donde [u,v,x] representa a la matriz que tiene como columnas a la represen-
tacion de u, v y x en la base canonica.

Demostracion. Supongamos que w es un vector que verifica la tesis. Si desarrollamos el deter-
minante por las filas de las matrices en las coordenadas de la base candnica tenemos que

uy V1 1 u v
» —w; = (w,e);, =det [ug vy 0] =det (uz vi) .
us vs 0

» wg = (w,ey);, =det | uy vo

= det <u1 Ul> .
uz V2
Ug U Uy v uy v !
wz(—det<2 2),—det( ! 1>,det< ! 1)) .
us U3 us V3 Uz V2

Veamos que w asi definido verifica la tesis. En efecto, dado x = (21, 72, 23)°,

(w,z); = —det <u2 ZQ> x1 — det <Zl Ul) 29 + det (Zl 1}1> x3 = det|u, v, z].

us 3 3 U3 2 U2

up U1 0 u v
w wy = (w,ez); =det | ug vy 1| = —det <u; vé) .
us vs 0
up U1 0
0
1

uz 3

Por lo tanto

O]

Observacién 1.23. Se desprende de la demostracion de la proposicion anterior que el vector
w tiene la siguiente representacién en la base candnica de R3:

t
[w] = (— det (u2 U2> , —det (u1 Ul) ,det <u1 Ul)) .
us U3 us U3 Uz V2
Supongamos que B es la base candnica y B’ es otra base, y sea P la matriz cambio de base

tal que P[z]y = [z]s para todo z € R3. Luego,

(w,z), = detfu, v, ] = det (Plula, Pl Plals) = det(P) (), [v], [a}w) -
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La proposicién anterior nos permite definir un producto vectorial lorentziano en el caso en
que u y v sean dos vectores linealmente independientes. Para el caso en que u y v sean linealmente
dependientes podemos tomar el vector nulo como en la definicién del producto vectorial euclideo.

Definicién 1.24. Sean u,v € R3. Definimos el vector u x, v € R? de la siguiente manera

WXLy = { 0, siu,v son linealmente dependientes (1.3)

w, si u,v son linealmente independientes

donde w es el vector dado en la proposicion 1.22. El vector u X 1, v se llama producto vectorial
lorentziano de u y v.

Observemos que, de la definicién anterior, tenemos que
(u,u xp v); = detfu,v,u] = 0.

De igual manera,
(v,u xg v); = detfu,v,v] = 0.

El producto vectorial lorentziano, al igual que el producto vectorial euclideo, tiene la propie-
dad de ser lineal en sus componentes y antisimétrico. Estas propiedades surgen de la linealidad y
la antisimetria de det(-) como funcién lineal de la filas o columnas. Mdas atn, tenemos el siguiente
resultado.

Proposicién 1.25. Sean u,v,w € R3. Se tiene:
1. uxpv € {u,v}tr,
UXpv=—vX[u,

(u+v) Xpw=uXpw+v X w,

Sean u,v € R3 dos vectores ortogonales tales que € = (u,u);, n = (v,v); ye,n € {-1,1}.
Entonces
(uXpv,uxgpv), =—en.

Demostracion. Basta con probar 4. Supongamos que [u] = (uy,u2,u3)! y [v] = (v1,v2,v3)" en la
base candnica, entonces tenemos que

(uxpv,uxgv), =detlu,v,u Xr, v
= u%v% — 2urvauguy + u%vg — 2uv3usvy — u%vg + 2ugv3ugve + u%v% + ugv% — u%v%

en la base candnica. Por otro lado,

(u,u)p (v,0), = (—ui + uj +u3)(—v} + v3 + v3)

2,2 2,2 2,2 2,2 2,2

1.4)
2.2 2.2 2.2 2.2 ( :
= Ul'l)l — U1U2 — Ul'U?) — U2'Ul + UQ'UQ + UQ'U?) — US'Ul + U3'U2 + U3'U3.

Como los vectores u y v son ortogonales, tenemos que

—u1v1 + ugvy + ugzvy = 0.

Reemplazando en (1.4), tenemos que

<u7 u)L <1), U>L =
= (upvy + uzv3)? — udvs — utv3 — udvd 4 (urv; — uzws)? + udvs — udvd + udv3 + (v — Usvy)?

= 2u3v3 + 2uouzuzvy + 2uivs — utvs — uivs — usvi + 2uivi — 2uvzuzv;

2,2 2.2 2 2
+ u3v3 — uzv] + u3v; — 2u1v2u2v1.
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Luego, tenemos que

(uxpv,uxgv), + (u,u) (v,v), =

=2 (—2u1v2u2v1 — 2uv3u3v1 + 2ugvsusgve + u%v% + u%v% + u%v%)
= 2(—u11)2 + ugv9 + U31)3)2

=0.

Por lo tanto,
(uxpv,uxpv), =—(u,u); (v,v), =—en.

O]

Sea m un subespacio de R de dimensién 2 y {u,v} una base de 7. Entonces 7% es un
subepacio de R? de dimensién uno y tenemos que u X, v es un vector no nulo, que pertenece a
7L, Luego u x 1, v forma una base de 71 y tenemos que u X7, v y 7L tienen el mismo cardcter
causal. Esto junto a la proposicién 1.18 nos da el siguiente resultado.

Proposicién 1.26. Sean 7 un subespacio de dimension 2 de R? y {u,v} una base de 7. Entonces
m 7T es un subespacio espacial si y solo st u X v es un vector temporal,
= 7T es un subespacio temporal si y solo si u Xy v es un vector espacial,

= 7 es un subespacio luz si y solo si u X v es un vector luz.

Ahora, definiremos una norma en el espacio L3.

La aplicacién p — (p, p); , definida en R3, asume todos los valores reales. Entonces no pode-
mos usar la expresion y/(p,p); para definir una norma, pues puede asumir valores complejos.
Para resolver este problema vamos a dar la siguiente definicién que puede encontrarse en [O'N83,
Pégina 50].

Definicién 1.27. Sea p € R3. La norma asociada al espacio L3 es

HPHL = \ <pup>L ’

Decimos que un vector p € R? es unitario si ||p||; = 1.

Vale observar que la definicion anterior en realidad no define una norma sino que es una
seminorma en R3. Pues podemos considerar que p es un vector luz, y en este caso p es no nulo
y verifica ||p||, = 0.

1.5. Isometrias lorentzianas

En esta seccion vamos a definir las isometrias en el espacio lorentziano L. En particular,
vamos a caracterizar a las isometrias en el espacio L2.

Definiciéon 1.28. Sea f : R™ — R" una funcién biyectiva. Decimos que f es una isometria
lorentziana si

(f(u) = f(v), f(u) = f(v) = (u—v,u—v),
para todos u,v € R™.
El conjunto de isometrias lorentzianas junto con la composicién de funciones forman un
grupo.
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Supongamos que f es una isometria lorentziana tal que f(0) = 0. Tomando v = 0 en la
definicién anterior tenemos que

(f(u), f(u))p = (u,u)y

para todo u € R™.

Definicion 1.29. Sea g : R® — R una funcién biyectiva. Decimos que ¢ es una transforma-
cion ortogonal lorentziana si

(9(u), g(u)), = (u,u)y,

para todo u € R™.
El conjunto de transformaciones ortogonales lorentzianas forman un subgrupo del grupo de
isometrias.

Veamos que una transformacion ortogonal lorentziana es una transformacion lineal biyectiva,
esto es, una transformacion ortogonal lorentziana es un isomorfismo lineal.

Proposicion 1.30. Sea g una transformacion ortogonal lorentziana. Entonces g es un isomor-
fismo lineal.

Demostracion. Basta probar que g es una transformacion lineal. Sean u,v,w € R" y nn € R.
Como g es biyectiva, existe wg € R" tal que g(wg) = w. Luego

(9(nu +v), w), = (g(nu + v), g(wo)) , = (nu + v, wo) ;, = n {u, wo) .+ (v, wo) ;, = n{g(u),w) +{g(v),w), -
Por lo tanto,
{g(nu+v) —ng(u) — g(v),w), =0
para todo w € R™. Como (-, -); es no degenerada, tenemos que
g(nu+v) —ng(u) — g(v) = 0.

Luego g es lineal. O

Por lo tanto, toda isometria lorentziana f que fija al origen, esto es f(0) = 0, es un isomor-
fismo lineal.

Sea f una isometria lorentziana arbitraria y z = f(0). Definimos la aplicacién g : R" — R"
por

Entonces g es una funcién biyectiva que verifica
(g(u),g(u)), = (f(u) — 2z, f(u) = 2), = (f(w) = f(0), f(u) = £(0)), = (u—0,u—0) = (u,u),.
Luego g es una transformacion ortogonal lorentziana.

Proposiciéon 1.31. Sea f una isometria lorentziana. Entonces existen unicos p € R™ y g una
transformacion ortogonal lorentziana tales que

f(u) =p+g(u)

para todo u € R™.
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Sea g una transformacién ortogonal lorentziana. Sea [g] la matriz asociada a g en la base
canénica de R". Luego,

(g(u), g(w)), = [g(w)]"Slg(u)] = u'[g]'Eg]u

para todo u € R3, donde

~1 0 0
0 1 0
5= ,
0 0 1

Por otro lado,
(u,u),; = u'Su.

Como esto vale para todo u € R3, tenemos que
[9]'2[g] = =

Proposicién 1.32. El grupo de transformaciones ortogonales lorentzianas es isomorfo (como
grupo) al grupo de matrices

O1(n) = {A € R™" . A'SA = %),

donde
-1 0 0
0 1 0
Y= )
0 0 1

Corolario 1.33. El grupo de isometrias lorentzianas es isomorfo (como grupo) al producto

semidirecto
G=R"x 01 (n)

Observemos que si postmultiplicando por la matriz inversa de [g],
9]’z =2[g] "
Por lo tanto,

Lo que implica que |det([g])| = 1.

Supongamos que n = 2. Para caracterizar a las isometrias en L2, basta con caracterizar al
grupo O1(2).

Sea A € 01(2) tal que
a b
4= <c d) .
en la base canénica B = {e1, ez} de L2. Luego,

A4_2N2_(“ _ﬂ.

Por otro lado, observemos que
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(N -=(5 D)

Por lo tanto, se verifica que a = ed, b = ec donde ¢ = det(A). Por lo tanto,

a b
A_<5b 5a>'

M4ds ain, A verifica que | det(A)| = 1. Luego,

Luego, tenemos que

a2 —bv? =1,
lo que implica que a = =+ cosh(f) y b = sinh(#) para algin 6 € R. Por lo tanto,

_ (£cosh(f)  sinh(8)
A= <5sinh(0) +e cosh(ﬂ)) '

Dado que la matriz A definida arriba pertenece al grupo O1(2), tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.34. Se verifica la igualdad:

01(2) = {(;;Z}if% ;gg;%) ’ C;ﬁh((ae)) —iile(l:s(ﬁ()e)) OeRe=-t 1}'



Capitulo 2
Teoria local de curvas en L3

En este capitulo definiremos un Triedro de Frenet-Serret en el sentido de la métrica loren-
tziana de L3.

2.1. Reparametrizacion por longitud de arco

Comenzaremos recordando los elementos basicos de la teoria local de curvas en el espacio
euclideo E? (para més detalles se puede ver [dC17]).

Dado un intervalo abierto I de R que contiene a t = 0 y una curva o : I — R3 regular, esto es,
o/(t) # 0 para todo t € I, podemos parametrizar « por longitud de arco, es decir, consideramos
una reparametrizacién 3 : J — R? de « tal que ||3'(t)||z = 1 para todo t € J.

Dada una curva « : I — R3 parametrizada por longitud de arco, el vector T(t) = o/(t) es un
vector tangente a la curva. Ademds, existen dos vectores N(t) y B(t), llamados vector normal
y binormal de « en t, respectivamente, tales que en cada ¢t € I el conjunto {7, N, B} forma
una base ortonormal de R? orientada positiva, en el sentido de la métrica euclidea. Junto a la
curvatura k y la torsién 7, el sistema {T, N, B, k, 7} se llama triedro de Frenet-Serret. Mas atn,
el sistema anterior verifica las ecuaciones:

T = kN
N'= —kT 7B
B = TN

El Triedro de Frenet-Serret determina univocamente a la curva, salvo por su posicién en el es-
pacio. Esto se puede ver en [dC17, Seccién 1.5]

Para definir los vectores tangente y normal de manera andloga a la teoria clasica de curvas en
R3 es necesario considerar curvas que estén parametrizadas por longitud de arco. A continuacién,
vamos a definir una reparametrizacién por longitud de arco en el sentido de la métrica lorentziana
de R3.

Supongamos que « : I — R? es una curva regular. Sea ty € I fijo. Podemos definir la
aplicacién S : I — R dada por

S(t) = /t lo/(s)], ds,

que viene a jugar el papel de la aplicacién longitud de arco lorentziana. Si ||/, # 0 en I,
entonces la funcién ||o||; es positiva en I, lo que implica que la funcién S es estrictamente
monotona en I. Luego, la restriccién S : I — S(I) es biyectiva en I, y resulta invertible. En este
caso, definimos la aplicacién 8 : S(I) — R? dada por

B(t) =a (571(1)).

Esta aplicacién verifica que ||5’||, = 1, y la llamamos reparametrizacién por longitud de
arco lorentziana de a.

19
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Dado que «a es una curva regular, tenemos que o (t) # 0 para todo ¢t € I. Luego, ||&/(t)||;, =0
si y sélo si @(t) es un vector luz. Por lo tanto, no podemos reparametrizar por longitud de arco
lorentziana a curvas que verifican que ' (t) es luz para algin t € I.

Definicién 2.1. Sea o : I — R? una curva diferenciable. Decimos que o estd parametrizada
por longitud de arco lorentziana si

'@l =1
para todo t € 1.

El subespacio generado por el vector o/(t) es el espacio tangente a a en t. Siguiendo la
notacién en [O’N83] tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.2. Sea o : I — R? una curva diferenciable. Decimos que « es
» espacial en t, si (d/(t),d/(t)); >0,
» temporal en ¢, si (¢/(t),d/(t)); <0,
» luz en t, si (o/(t),a/(t)), = 0.

Decimos que « es espacial, temporal o luz, si es espacial, temporal o luz para todo t € I,
respectivamente.
El “tipo” de subespacio determinado arriba se llama caracter causal de a.

Por lo tanto, del analisis anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.3. Toda curva espacial o temporal admite una reparametrizacion por longitud
de arco lorentziana.

Para el caso en que « sea una curva luz tenemos que ||o/(t)||;, = 0 para todo ¢t € I. Por
lo tanto, cualquier reparametrizacién 3 de « verifica que ||5'(s)||;, = 0 para todo s. Entonces
no tiene sentido pensar en una reparametrizacién por longitud de arco para estas curvas. En
la ultima seccién de este capitulo veremos que estas curvas admiten una reparametrizacion por
pseudolongitud de arco y es posible definir un triedro de Frenet-Serret para estas curvas.

Ejemplo 2.4. Daremos algunos ejemplos de curvas espaciales, temporales y luz.

1. Sean u,v € R3 tales que v # 0. Sea o : R — R la curva definida por a(t) = u + tv.
Entonces o/(t) = v, y tenemos que « y v tienen el mismo cardcter causal. Luego, « estd
parametrizada por longitud de arco lorentziana si |jv||; = 1.

2. La circunferencia definida por a(t) = (0,cos(t),sin(¢)) es una curva diferenciable que
verifica o/(t) = (0, —sin(t), cos(t)) que es un vector espacial para todo t. Entonces « es
una curva espacial contenida en el plano x = 0.

3. Sea a(t) = (sinh(t), cosh(t),0) una hipérbola. Entonces o/(t) = (cosh(t), sinh(t),0) que es
un vector temporal para todo t. Luego a es una curva temporal contenida en el plano
z=0.

4. Sea a(t) = (sinh(t),cosh(t),t). Entonces o/(t) = (cosh(t),sinh(¢),1) que es un vector luz
para todo t. Luego «a es una curva luz.
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2.2. Triedro de Frenet-Serret

Sea a : I — R3 una curva diferenciable parametrizada por longitud de arco lorentziana. Por
analogia con la teoria local de curvas en el espacio euclideo, resulta natural definir la curvatura
lorentziana de o como el nimero real no negativo ||’ (t)||; . Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.5. Sea a : I — R? una curva diferenciable parametrizada por longitud de arco
lorentiana.

= El vector
Th(t) = o/ (t)

se llama vector tangente lorentziano a a en t.

= El valor [|[o(t)||; se llama curvatura lorentziana de a en ¢ y la denotamos con k% (t).

En la teorfa cldsica de curvas en el espacio euclideo E3, para poder definir el Triedro de
Frenet-Serret consideramos las curvas parametrizadas por longitud de arco con curvatura no
nula, pues en caso contrario, no podemos normalizar al vector o/’(t). En el espacio euclideo
tenemos que las Unicas curvas parametrizadas por longitud de arco que verifican la relacion
|&”||z = 0 en I son segmentos de recta. Luego, descartamos del andlisis a estas curvas. Para el
caso lorentziano, tenemos que los segmentos de recta no son las tUnicas curvas que verifican la
relacion anterior como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.6. Sea a: R — R la curva definida por

*) t2 WLy 21
o) =—=—+=,t,——=].
2 2772 2
La traza de la curva a no es un segmento de recta. Mas atin, a es una curva espacial parame-

trizada por longitud de arco y
o =(1,0,1)

en R. Luego, o (t) es un vector luz para todo ¢ € R.

Por lo tanto, podemos tener curvas con curvatura lorentziana nula que no son segmentos
de recta. En la tdltima secciéon de este capitulo, veremos que es posible definir un triedro de
Frenet-Serret para estas curvas.

En lo que sigue de esta seccién, vamos a suponer que o : I — R3 es una curva diferenciable
parametrizada por longitud de arco con curvatura lorentziana k” nunca nula en I.

Observemos que (T*(t), T*(t)), es una funcién constante en I, igual a 1 o —1. Entonces

L
(o (t),T"(t)), = 0.

Luego, o (t) € {T*(t)}*£. Més atin, dependiendo del cardcter causal de T*(t) tenemos que
o' (t) puede tener distintos caracteres causales: si o/(t) es un vector temporal, entonces o’ (t) es
un vector espacial, y si o (t) es un vector espacial, entonces o (t) puede ser un vector espacial
o temporal.

Nuevamente, haciendo una analogia con la teoria cldsica de curvas en el espacio, tenemos la
siguiente definicion.

Definicién 2.7. Sea « : I — R3 una curva parametrizada por longitud de arco lorentziana y
curvatura lorentziana k¥ nunca nula en I.
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s FEl vector normal unitario lorentziano de o en t es el vector

NE(t) = (T (1).

= El vector binormal a « en t se define por

BE(t) = TE(t) xp NE(¢).

Observemos que el sistema {T%, N*, BL} es una base ortonormal de IL3. Luego, tenemos que

(TL)I — ]{:LNL
(NL)/ =g <<NL)/,TL>L TL + &9 <(NL)/,NL>L NL +e3 <(NL)/,BL>LBL
(BL)/ = <(BL)’,TL>L TL + &9 <(BL)/,NL>LNL + &3 <(BL)/,BL>LBL

donde
= <TL’TL>L7 €2 = <NL>NL>L ye3= <BL’BL>L

Observemos que los vectores BY(t) y NZ(t) son unitarios. Luego
((NEY (1), NE (1)), = (BY)(8), B (1)), = 0.
Como los vectores N*(t) y T*(t) son ortogonales, tenemos la relacién
((NBY (1), (1)), = = (NF(0), (TH) (1)), = —k" (D)=
Por otro lado tenemos la relacién
(B"(t), T*(t)), =0.
Derivando respecto de t, tenemos que
((BYY (), TH(t)), = — (B (1), (T")' (1)), = — (B (), K" ()N (1)) , = 0.

Por lo tanto,

(Th)(t) = K"(t)N"(t)
(NLY(t) = —ereakP())TE(E) + &3 ((N2) (1), BL(t)), BL(#)
(BY)'(t) = ea ((BY)'(8), N*(2)), N (t)

Definicién 2.8. Sea a : I — R? una curva parametrizada por longitud de arco lorentziana y
curvatura lorentziana kL nunca nula en I. La torsién de « en t es el nimero real

L= <(NL)/(t)7 BL(t)>L .

De la relacién
(B"(t),N*(t)), =0

tenemos que

((B")(), N*(t)), = — (B"(t) (1), =
Por la proposicion 1.25, tenemos que €3 = —e1e2. Entonces
(T ) (t) =k"(ON()
(NEY(t) = —e1e9kP(t)TE(t) — e1eom BL(t) (2.1)
(BY)'(t) = —ear™N*(t)

Las ecuaciones anteriores son similares a las ecuaciones de Frenet-Serret en el caso euclideo.
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Definicién 2.9. Sea o : I — R? una curva parametrizada por longitud de arco con curva-
tura lorentziana no nula en I. Sean N¥ y B’ los vectores normal y binormal lorentzianos de
a, respectivamente. Sean k¥ y 7% la curvatura y torsién de «, respectivamente. El sistema
{T* Nt B k¥ 1} se llama Triedro de Frenet-Serret lorentziano de a.

Teorema 2.10. Sea o : I — R3 una curva parametrizada por longitud de arco con curvatura
lorentziana no nula. Sea {TL,NL,BL,kL,TL} el Triedro de Frenet-Serret lorentziano de «. Se
verifican las ecuaciones

(TL)/ — kLNL
(NL)/ = —Elé‘gkLTL —61627’LBL
(BL)/ — —EQTLNL

donde 1 = <TL,TL>L Yy €9 = <NL,NL>L. Mds atin, {T* N B} es una base orientada
positiva si €162 < 0 y es orientada negativa si €169 > 0.

Demostracion. Ya probamos que el triedro de Frenet-Serret verifica las ecuaciones en (2.1).
Basta analizar en qué casos el triedro es una base orientada positiva y negativa.

det[T*(t), N*(t), B*(t)] = (B"(t), B*(t)), = —e1¢a,
donde [Tt (t), NL(t), BL(t)] es la matriz formada por las columnas definidas por los vectores

TE(t), NE(t) y BL(t). Por lo tanto, la base es orientada positiva (resp. negativa) si y sélo si
—e189 > 0 (resp. —g169 < 0). O

Veamos algunos ejemplos.
Ejemplo 2.11. Sea o : R — R? la curva definida por
a(t) = (cosh(t), 0, sinh(t)).
Observemos que su vector tangente es
TL(t) = (sinh(t), 0, cosh(t))
y se verifica
(T (), T (1)), = 1.
Luego «(t) es una curva espacial parametrizada por longitud de arco. Mas ain, su curvatura
lorentziana es
L
k5 (t) = || )], = 1.
Sus vectores normal unitario y binormal son
NE(t) = (cosh(t),0,sinh(t)) vy BE(t) = (0,1,0).
Luego, su torsién verifica 77 = 0.
Ejemplo 2.12. Sea ahora o : R — R la curva definida por
a(t) = (2t, cos(t),sin(t)).
Luego
TL(t) = (2, —sin(t), cos(t))
y tenemos que
(T (), T"(t)), = —1.
Luego, 8 es una curva temporal parametrizada por longitud de arco. Més aun, su vector normal
y binormal son

NE(t) = (0, — cos(t), —sin(t)) y BE(t) = (—1,2sin(t), —2 cos(t)),

y su curvatura y torsiéon son
Kety=1y rF@1t) =2
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2.3. Curvas luz y curvas con curvatura lorentziana cero

Para definir el triedro de Frenet no consideramos a dos familias de curvas: las curvas luz
y la familia de curvas parametrizadas por longitud de arco con curvatura lorentziana nula. El
problema de estas curvas es que « puede no ser reparametrizada por longitud de arco o su cur-
vatura puede ser nula. Entonces no podemos hacer una analogia con la teoria cldsica de curvas
en el espacio euclideo. En el trabajo de R. Lépez [L608], se define un triedro de Frenet-Serret
para estas curvas por separado. El objetivo de esta seccion es mostrar que es posible definir un
triedro para estas curvas, siguiendo el trabajo de Lépez.

Para el caso en que « es una curva luz, observemos que

{a'(t), o/(t)>L =0

para todo t € I. Derivando respecto de ¢, tenemos que

(a”(t),d/(t)), =0,

entonces o’ (t) € {o/(t)}*£. El subespacio {o/(t)}* es luz, entonces, por la proposicién 1.21,
tenemos dos posibilidades: o/ (t) es un vector espacial o luz.
Si ’(t) es un vector luz, entonces o’(t) es proporcional a o/(t) por el lema 1.20, esto es,
existe A € R tal que
() = X (¢).

Entonces existen u,v € R3, con u vector luz, tal que
a(t) = ue +v.

Es decir, la traza de « es un segmento de recta.
Si o' (t) es un vector espacial, entonces podemos reparametrizar a de modo que ||o”(t)]|;, =1
para todo t € I, como vemos en el siguiente resultado, que puede verse en [L608, Lema 2.1].

Proposicién 2.13. Sea o : I — R3? una curva diferenciable y luz tal que o”(t) es un vector
espacial para todo t € I. Entonces existe una reparametrizacion de o dada por B(s) = a o ¢(s)
tal que ||8"(s)|l;, =1 para todo s € I. En este caso, decimos que 3 estd pseudoparametrizada
por longitud de arco.

Definiremos el vector tangente lorentziano como sigue.

Definicién 2.14. Sea « : I — R3 una curva luz pseudoparametrizada por longitud de arco. El
vector

se llama vector tangente de « en t.

Sea « una curva diferenciable y luz, pseudoparametrizada por longitud de arco. Definimos
el normal a o en ¢ como el vector

NE(t) = (TH)' (1),

que es un vector espacial unitario. Definimos el binormal a « en ¢ como el tnico vector luz
ortogonal a N (t) tal que (T (s), BL(S)>L = —1. Observemos {T*(t), N*(s), BL(t)} no es una
base ortogonal de L3 pues contiene vectores luz. Las ecuaciones de Frenet-Serret tienen la forma

(TL)/ — NL
’TLTL —I—BL
(BL)/ — TLNL

—
2
h
~
I
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donde el pardmetro 7" estd definido por 72(t) = — ((N*)'(¢), BL(t)>L, y lo llamamos pseudo-
torsién de a en t.

Supongamos ahora que « es una curva diferenciable y espacial tal que « estd parametrizada
por longitud de arco y [[&”(t)||, = 0 para todo ¢t € I. También vamos a suponer que T'(t) y
(Thy (t) no son proporcionales para todo t € I para evitar que « sea un segmento de recta.

Definimos el normal a a en t como el vector N(t) = (T%)(t), y el binormal a o en t
como el tnico vector luz ortogonal a T'"(t) que verifica (B (t), NL(t)>L = —1. En este caso las
ecuaciones de Frenet-Serret son

(TL)/ — NL
(NL)/ — ’I‘LNL
(BL)I — TL —TLBL

donde el pardmetro 7% estd definido por 72(t) = — ((N*)'(¢), BL(t)>L, y lo llamamos pseudo-
torsion de a en .

Si bien seguimos el trabajo [L608] de J. Lépez para definir el triedro de Frenet-Serret, para
este tipo de curvas, como bien dice en su trabajo, hay varias formas de definir el Triedro para
curvas luz y no todos los autores coinciden. Por ejemplo, en el articulo [FGL01] de A. Ferrédndez,
A. Giménez y P. Lucas, los autores construyeron un Triedro de Frenet-Serret para una subfa-
milia de las curvas luz pseudoparametrizadas por longitud de arco, llamadas curvas de Cartan.
El objetivo de los autores es que el triedro contenga la menor cantidad de curvaturas y que
sea invariante por transformaciones lorentzianas. A diferencia del triedro anterior, en este caso
tenemos definida una nocién de curvatura de la curva.
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Capitulo 3
Primera forma fundamental
lorentziana

Sea S un subconjunto de R? con la topologia inducida. Decimos que S es una superficie si
verifica que para cada punto p en S existe una funcién x : U — R? diferenciable definida en un
abierto de R? tal que x(U) C S y es un homeomorfismo sobre su imagen (Para mas detalles ver
el apéndice A).

En una superficie S tenemos objetos que no dependen de la métrica definida en R? sino
que dependen de R3 como espacio vectorial real y/o como espacio topolégico con la topologia
usual. Algunos de estos objetos se encuentran definidos en el apéndice A. También tenemos
conceptos que dependen de la métrica del espacio como, por ejemplo, la primera y segunda
forma fundamental euclidea. En lo que sigue de este trabajo vamos a definir algunos de estos
conceptos en el espacio lorentziano L3. En particular, el objetivo de este capitulo es definir la
primera forma fundamental y caracterizar la orientacién de superficies en relacién a la métrica
lorentziana (-, -); de R3.

3.1. Primera forma fundamental

Sea S una superficie y p € S. La primera forma fundamental euclidea de S en p, que vamos
a denotar por If , se define como la forma cuadrética inducida por la métrica (-, ), de R? en el
espacio tangente 7),S. Esto es, la primera forma es la aplicacién If : 7,8 — R definida por

L (v) = (v,v)p

para todo v € T},S. En este caso, If define una métrica en 7,5.

Sea g la restriccién de la métrica lorentziana (:,-); al espacio tangente 7),S. Observemos
que la restriccién de una métrica lorentziana a un subespacio propio no necesariamente es una
métrica. Puede pasar que esta forma bilineal sea degenerada o, equivalentemente, que su forma
cuadratica asociada sea degenerada. Esto genera un problema a la hora de definir la primera
forma fundamental, pues necesitamos que g sea no degenerada para poder inducir una métrica
en el espacio tangente. Para resolver este problema veremos que podemos restringirnos al sub-
conjunto de puntos de S que verifican que los planos tangentes asociados son subespacios no
degenerados, siempre que este sea no vacio. Primero vamos a estudiar al conjunto de puntos de
S que tienen planos tangentes degenerados.

Sea (U,x) un parche coordenado de S tal que p = x(ug,vp). Sea {xy(uo, vo),Xy(uo,vo)} la
base del plano tangente 7,5 inducida por este parche. En esta base g tiene una matriz asociada
que vamos a denotar con [g].

Observemos que la matriz de [g] tiene la forma

(x4 (10, v0), Xy (u0,v0)) 7 (Xu(uo,v0), Xy (10, v0))
9] = <<xu(uo,vo),xv(u0,u0)>i <Xv(U07U0),Xv(uo,vo)>i) : (3.1)

27
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Entonces g es degenerada si y sélo si det[g] = 0. Por lo tanto, estudiar el determinante de la
matriz [g] nos permite determinar el caracter causal del espacio T),S.

Continuaremos con algunos ejemplos de superficies que vamos a considerarlas como superfi-
cies del espacio lorentziano L3 y clasificaremos el conjunto de puntos donde el espacio tangente
es un subespacio luz.

Ejemplo 3.1. Sea 7 un plano en R3. Entonces podemos escribir a 7 de manera tinica como
T = p + 7o,

donde p es un punto de R? y 7y es un subespacio vectorial de R? de dimensién dos. Sea {wy, ws}
una base ortogonal lorentziana de .
Podemos cubrir a 7 con un tnico parche x : R? — 7 definido por

x(u, v) = p + uwy + vws.

Luego
Xu(u,v) = w1 y Xy(u,v) = ws.

o= ("5 )

Tenemos que det([g]) = 0 si y sélo si mp es un subespacio luz.

Por lo tanto,

Recordemos que en el espacio euclideo E? decimos que un vector p € R? es unitario si verifica
que ||p||; = 1. Entonces p es unitario si y sélo si p verifica la ecuacién

pi+p3+pi=1

donde (p1, p2, p3) son las componentes de p en la base canénica de R3. El conjunto de vectores
unitarios en E3 se llama esfera y la vamos a denotar con S2.

Ejemplo 3.2. Consideremos la esfera S? definida por
S*={peR®: p{+p5+p;=1}
Recordemos que S? es una superficie que puede ser cubierta por los parches

x1(u,v) = (u,v, V1 —u? —0?2), x3(u,v) = (u,v,—/1—u2—0v?),

Xg(u,’U) = (ua 1- u2 - 1)2,1}), X4(U,U) = (uv_ 1- u2 - ’1)2,1}),

x5(u,v) = (V1 —u? =02 u,v), x¢(u,v)=(—v1-—u?—0v%u,v),

donde (u,v) € D := {(z,y) € R?: 22 +¢% < 1}.
En particular consideremos a

x1(u,v) = (u,v, V1 —u? — v?2).

Este parche verifica

(x1)u = (1’0’_\/1—ZTU2> v (x1)y = <0,1,—\/1_ZT02>.
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Entonces la matriz de g asociada a la base {(x1)y, (x1)v} de Ty, (4,s)S es

2

1+ u uv

1 —wu2 — 2 1 —u2 — 2

l9] = 2

o wo 1_|_U7

1 —wu2 —2? 1 —u2 —?

Por lo tanto,
2 2

u“ —v 1
det =14+ —F——-=0<|ul = —.
etlg) =1+ T =0 ful =

La imagen x1 (D) es el “casquete superior” de la esfera. Por lo tanto, los puntos donde los planos
tangentes son degenerados en el casquete superior son los puntos (x,%,z) € S? que verifican

2| = 1/V/2.

Consideremos la parametrizacién xs(u,v) = (u, v, —v1 — u? — v2). Entonces
p M M )]

u v
e = (10 =) k= (01 =)

y
1+ u? uv
1—u2—92 1—u2 -2
l9] = )
Uv L+ v
1—u2 -2 1 —u2 — 2

Por lo tanto, los puntos con planos tangentes degenerados en xo(D), el “casquete inferior”
de S?, son los puntos (z,y,z) € S que verifican |z| = 1/v/2.

De manera analoga podemos considerar las parametrizaciones x3 4(u, v) = (u, £v1 — u? — v2, v).
Entonces estas parametrizaciones verifican

U v
st = (17 =) 0= (07 =)

y la matriz asociada a g es nuevamente

1+ u U
1 —u2 — 2 1—u2 -2
l9] = )
o w 1_{_”7
1 —u2 -2 1 —u2 — 2

Los puntos con tangentes degenerados en x3(D)Ux4(D) son los puntos (z,y, z) € S? que verifican
1
Finalmente, consideremos las parametrizaciones x5 ¢(u, v) = (£v1 — u? — v, u,v). Entonces

U v
(X5,6)u = <:Fma 1,0> ) (X5,6)u = <:Fm507 1)
y la matriz asociada a g es

2

1 U uv
1 — w2 — 2 1 — w2 — 2
[9]: 2
ow v
1 —u2 — 2 1—wu? —2?
En este caso ) )
u” + v 9 5 1
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Entonces, en las parametrizaciones x tenemos que los puntos (z 2) € S? con tangentes
; p 5,69 q b 'Y, g

degenerados verifican
1
zl=vV1-u?—0v?=—F—.
= V2

Por lo tanto, como estos parches cubren a S?, tenemos que el conjunto de puntos degenerados

de S? es

So = {(x,y,z) eS?: |z = \}i}

Observemos que ||p||; =1 si y solo si

| (p,p) | = | —pT +p3+p3| =1

Esto trae problemas a la hora de definir una esfera en el espacio L3 pues depende de la eleccién
del signo. La siguientes definiciones pueden verse en [O’N83, Definicién 23, Pagina 110].

Definicion 3.3. Llamamos pseudoesfera al conjunto

{p€R3: (p,p); =1}

2
y lo denotamos por S7.

La pseudoesfera se define por la ecuacién cartesiana de un hiperboloide de una hoja definido
por la ecuacién
—2* Yyt + 27 =1

Figura 3.1: Pseudoesfera.

Ejemplo 3.4. Consideremos la pseudoesfera
St ={(z,y,2) eR®: —a® + y* + 2* = 1}.

Sea p = (x,y, z) un punto en S?, entonces valen las siguientes igualdades

lyl = V1+a22—22 y |z|]=+1+22—y2
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Sea A= {(z,y) eR?: 1+22—9y?>>0}yx;: A —S? coni=1,2,3,4, dadas por

Xl(ua U) = (U,’U, V1+u? — Uz)? Xg(’u,,’U) = (U, V1+wu?— U2vv)7
xo(u,v) = (u,v, —vV1+u? —v?), x4(u,v) = (u, —V1+ u? —v2,v).

Estas parametrizaciones hacen de S} una superficie.
Para simplificar las cuentas vamos a denotar a estas parametrizaciones como

x12(u,v) = (u,v,£V1+u?—0?) y x34(u,v) = (u,£V1+u?—0v2,0).
Las primeras parametrizaciones verifican

u

(X1,2)u = (LOFEm

v
> y (X1,2)u = <0,173¥:m> .

Entonces la matriz de g es

" u uv
o 2_ .2 2 _ .2
e e (32)
- 1+
1+ u2 — v? 1+ u2 — 02
y por lo tanto
2 _ .2
- -1
det(lg]) = 1+ — % = <0

para todo (u,v) € A.
De igual manera

u v
-0 x34)p = (0, F—u— 1.
/71—%112—’02 ) Yy (3,4)1} < + /71_{_“2_@2 >

Nuevamente la matriz asociada a g es (3.2). Por lo tanto, como todos estos parches cubren
a S%, tenemos que g es una métrica en todos los planos tangentes de Sf.

(x34)u = (1, +

Definicion 3.5. Llamamos espacio pseudohiperbdélico al conjunto

{peR’: (p,p), =—1}

y lo denotamos por 2.

El espacio pseudohiperbdlico se define por la ecuacién de un hiperboloide de dos hojas dado
por la ecuacién
2?4277 = -1

A diferencia de la pseudoesfera, el espacio pseudohiperbélico es no conexo. Esto se puede ver en
la figura 3.2.

La componente conexa de H? que contiene al versor canénico e; = (1,0,0) es el espacio
hiperbélico, y lo denotamos con H?.

H? = {(z,y,2) € H*: x > 0}.
Ejemplo 3.6. Consideremos el espacio pseudohiperbélico
H? = {(z,y,2) € R : —a® + 3% + 22 = ~1}.

Sea p = (z,y, z) € H?, entonces

|z| = 1+ y? + 22
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Figura 3.2: Espacio pseudohiperbdlico.

Podemos cubrir a H? con los parche inducidos por las parametrizaciones

Xl(u7v) :(V 1—|—U2+U2,’LL,U) y XQ(U,’U) = (_V 1+U2+’U2,U,U)-

definidas para (u,v) € R2. Los parches definidos por las parametrizaciones anteriores hacen de
H? una superficie. Més atin, el espacio hiperbélico H? es una superficie que puede ser cubierta
por el parche (R?,x1), y el parche (R?,x5) cubre la otra componente conexa de H2.

Para simplificar las cuentas, consideremos le expresion

x12(u,v) = (V14 u? + 02, u,v).

Entonces

u v
X12)y = | F—,1,0 X12)y = | +——,0,1]),
(e1.2) ( 14 u? + 02 > v (az) < 14+ u? + 02 )

y la matriz asociada a g es

L U B Uv

o 1+ w2 +02 1+ u2 + 02
[9]— 2
uv v

St I
1+ u?+ 02 1+ u?+ 02
y su determinante es

2 2

uc+v 1
det =1- = >0
et(lg]) 14+u2+0v2  14u2+402

Los parches definidos por las parametrizaciones anteriores cubren a 2. Luego H? es una super-
ficie que no tiene planos tangentes degenerados. Mds ain, como el determinante es positivo y el
coeficiente

1 u? 1+ v? 0
Sl w2402 14 u 402 e

la forma cuadrética en cada punto es definida positiva. Esto es, en cada plano tangente la métrica
de L3 restringida define un producto interno.
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Ejemplo 3.7. Finalmente, consideremos el cono nulo
A={(z,y,2) eR3: —2? + > + 22 =0} — {0}.

Como A no contiene al vector nulo, dado (x,y, z) € A se verifica x # 0, pues si existe (0,y, z) € A,
entonces
P+ 22 =0.

Luego y = z = 0, lo cual es absurdo. Entonces dado (x,y, z) € A,

2| = Vy? + 22

Esta ecuacion define dos parametrizaciones x; : R? — {(0,0)} — A definidas por

x1(u,v) = (Vu?2 +v2u,v) y xo(u,v) = (—Vu? + 02, u,v).

Como los parches anteriores cubren a A tenemos que A es una superficie.
Nuevamente denotamos
x1,2(u,v) = (£Vu? + v2,u,0).

Entonces

U

v
(Xl,z)u = <i\/m, 17()) y (X1,2)v = <i\/m70; 1) )

y la matriz asociada a g es

) u? uw
. u2 + v? u2 + v?
[9] = 2
uw v
u? + v? u? + v?

Por lo tanto, su determinante es det([g]) = 0 para todo (u,v) € R? — {(0,0)}, y resulta que
todos los puntos de A tiene planos tangentes degenerados como subespacios vectoriales de R3.

Dada una superficie tenemos tres posibilidades: la superficie no tiene tangentes degenerados,
tiene tangentes degenerados pero no son todos, o todos sus planos tangentes son degenerados
como es el caso del cono nulo.

Definicion 3.8. Sean S una superficie y p € S. Decimos que S es degenerada en p si el plano
tangente 7,5 es un subespacio degenerado en 3. Decimos que S es

= degenerada o luz si S es degenerada en p, para todo p € S,

= no degenerada si S no es degenerada en p, para todo p € S.

Observemos que esta definicion no depende de los parches elegidos para cubrir a S, pues
miramos a 7,5 como subespacio de R? sin fijar ninguna base en 7,,S.

En lo que sigue daremos algunos criterios para determinar los puntos degenerados de dos
familias de superficies: la familia de las superficies dadas por el grafico de funciones diferenciables
y la familia de superficies dadas por la preimagen de un valor regular.

Primero, sea S una superficie dada por el grafico de una funcién diferenciable, esto es,
supongamos que S = x(U) donde U es un abierto de R?,

x(u,v) = (u,v, f(u,v))
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vy f:U — R es una funcién diferenciable. Entonces

XU(U7U> = (1707fu(u7v)) y XU(U,’U) = (O’ Lfv(u’ ’U)),

of

fo = =—. En este caso

ov
_ _1+f3 fufv
M_<ﬁm 1+ﬁ>

of

donde f, = R

Luego
det([g]) = —1+ f - f7.

Por lo tanto, Ty (y, )5 €s degenerado si y sélo se verifica
2 _ g2
1+ £ (uo, vo) = fi(uo, vo)-

Observacion 3.9. Si consideramos las otras familias de graficos de funciones diferenciables,
esto es, superficies dadas por las parametrizaciones

X(uvv) = (uvf(uvv)av) 0 y(u’ U) = (g(u,v),u,v),

tenemos que la condicién anterior se traduce a
fi(uo,v0) = 1+ f2(uo,v0) o gir(uo,v0) =1 = g (uo,vo),

respectivamente.

Supongamos ahora que S es una superficie dada por la preimagen de un valor regular, esto
es, S = f~!(a) donde f : U — R es una funcién diferenciable definida en un abierto U de R? y
a es un valor regular de f.

De la proposiciéon 1.9 podemos caracterizar a los subespacios degenerados de la siguiente
manera:

Sea W un subespacio de R3. Son equivalentes:

1. W es degenerado,

2. W es degenerado,

3. WnWwe £ {0}.
Esta caracterizacién nos permite determinar el cardcter causal del espacio tangente 7,5 si te-
nemos un vector normal no nulo a la superficie en p. Vamos a construir un vector normal a S

para poder utilizar esta idea. Recordemos que, si S es la preimagen de un valor regular de una
funcién diferenciable f : U — R definida en un abierto U de R3, tenemos la siguiente propiedad:

grad f(p) € T,S"7,

para todo p € S. Por lo tanto, podemos usar al vector gradiente grady f(p) para construir un
vector normal lorentziano.
Observemos que para todo v € T},S, con v = (v1,v2,v3) en la base candnica,

0= (gradg f(p),v)p = fo(p)v1+ fy(P)v2+ f2(p)vs = —(—fa(p))v1+ fy(P)v2+ f2(P)vs = (wp,v)

donde wy, = (—f(p), f4(p), f-(p)). Por lo tanto, w, € T,S+~.
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Lema 3.10. Sean U un abierto de R® y F : U — R una funcién diferenciable en p € U.
Entonces existe un tinico vector w € R? tal que

dFp(v) = (w,v)

para todo v € R3. El vector w se llama gradiente lorentziano de F en p y lo denotamos por
grady f(p).

Demostracion. Supongamos que w existe y tiene la representacion w = (wq, w2, w3) en la base
canénica. Entonces, si tomamos v = (1,0,0), tenemos que

OF
o dFy(v) = (w,v);, = —wi.

De manera anéloga, si consideramos los vectores canénicos v = (0,1,0) y v = (0,0, 1), tenemos

or_ . or_

Por lo tanto,

:< OF OF 6F>. (3.3)

oz’ 9y’ Bz
Probamos que si existe, entonces tiene la forma (3.3), y por lo tanto es tinico. Sélo basta probar

que w dado en (3.3) verifica la tesis. En efecto, sea v € T,S, con v = (v, v2,v3) en la base
candnica, entonces

OF OF OF
dF,(v) = v1dF),(1,0,0)+v2dF,(0,1,0)+v3dF},(0,0,1) = —v; <—6$> —i—vga—y—l—vl— = (w,v); .

Observacion 3.11. En la demostracién anterior obtenemos una expresion para grad; F' en la
base canénica de R3, a saber

prad F( OF OF 8F>
L = .

9z’ Oy’ 9z

Volviendo, tenemos que el vector wy, es el gradiente lorentziano de f en p. Por lo tanto,
gradp f(p) € TS
Observemos que

(gradg f(p), gradp f(p)), = (grady f(p), grad(p)), -

Luego, los vectores grad; f(p) y gradgf(p) tienen el mismo cardcter causal. Esto implica que
los espacios T,S*% y T,S*F tienen el mismo cardcter causal. Por otro lado, el subespacio T),S
es luz si y sélo si TpSLL es un subespacio luz.

Por lo tanto, son equivalentes:

» 73,8 es un subespacio luz,
] TpSLL es un subespacio luz,

w T pSLE es un subespacio luz.
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3.2. Normal unitario

Sean S una superficie no degenerada y (U,x) un parche coordenado de S. Los vectores
Xu(u,v) ¥ %y (u,v) forman una base del espacio tangente Ty, ,S. El producto vectorial loren-
tziano de los vectores x,(u,v) y X,(u,v) define un vector no nulo y normal a S. Observemos
que

Iul, 0) 2 %00, )], £ 0,

pues 1,5 es no degenerado lo que implica que 7,5 1L es no degenerado. Definimos la funcién

Xy (U, v) X1, Xy (u, v)

L
n u,v) =
() = el ) <z %o (1, 0],

que es una funcién diferenciable en U y verifica que
HnL(u,v)HL =1y nL(u,v) S TX(W})SLL.

Definicién 3.12. Sean S una superficie no degenerada y (U, x) un parche coordenado de S. La
aplicacién n’ : U — R3 definida por

Xy (U, v) X1, Xy (u, v)

L
n u,v) =
() = i (w0) X2 %00, 0]

se llama normal unitario lorentziano a S en (u,v).

Observemos que esta definicion depende del parche elegido, pues si cambiamos el parche
podemos obtener otro normal unitario lorentziano que es el opuesto al anterior.

De igual manera tenemos definido un vector normal unitario euclideo por
Xy (U, V) X g Xy (0, v)

nE(

u,v) = .
) = T (u0) x5 %0 (1,0 5

Por la representacién de - Xz, - en la base canénica de R?, dada en la proposicién 1.22,
que difiere en la representacién del producto vectorial euclideo por un signo en la primera
componente. Entonces, tenemos la relacién

(T, XL Ty Ty, XL Ty) = (T, XE Ty Ty XE o) - (3.4)

Luego,

2
Xy (U, v) X1, X (U, v
(nF nP), = 1% (1, v) X1 %o (, )”5 ("),
¢u (1, ) X B %0 (u, )

y los vectores n” y n tienen el mismo caracter causal. Esto implica que los espacios TpSLL y
T pSlE tienen el mismo caracter causal.

Por otro lado, por la proposicién 1.18, los espacios T,,S y 7, pSLL son ambos subespacio luz
o ambos son no degenerados y tienen distinto caracter causal.

Esto se puede resumir en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.13. Sean S una superficie y p € S. Son equivalentes:
1. T,S es un subespacio espacial (resp. temporal),
2. TpSLL es un subespacio temporal (resp. espacial),
3. TpSLE es un subespacio temporal (resp. espacial).

Por otro lado, son equivalentes:
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4. TpS es un subespacio luz,
. TpSLL es un subespacio luz,

0. TpSLE es un subespacio luz.

Daremos la definicién de primera forma fundamental lorentziana para la familia de superficies
no degeneradas. Observemos que ya dimos algunos criterios que nos permiten determinar qué
puntos de una superficie tienen planos tangentes degenerados.

Definicién 3.14. Sean S una superficie no degenerada y p un punto en S. La forma cuadratica
II’;J : 7,8 — R definida por

Ly (v) = (v,0)

se llama primera forma fundamental lorentziana de S en p.

En los ejemplos 3.1, 3.4 y 3.6 tenemos que la aplicaciéon g definida es la primera forma
fundamental de la superficie en cada ejemplo. En el ejemplo 3.2, caracterizamos al conjunto
de puntos degenerados de la esfera S?, que llamamos Sy. Si queremos definir la primera forma
fundamental lorentziana en S? tenemos que quedarnos con el conjunto de puntos no degenerados
de S2. Esto nos lleva a pensar si el conjunto S — Sy es una superficie no degenerada.

Miés especificamente, sean S una superficie y Sy el conjunto de puntos degenerados de S tal
que S — Sy es no vacio. Nos preguntamos si el conjunto S — Sy es una superficie. Vamos a probar
que, efectivamente, S — Sy es una superficie. Sean p € S — Sy y (U, x) un parche de S en p tal
que p = (ug,vp). La funcién

o(u,v) = <nL(u, v), nL(u, v)>L
definida sobre U, es composicién de funciones diferenciables y resulta una funcién diferenciable.
Como p no es un punto degenerado, ¢(ug,vp) # 0 y por conservacién local de signo existe un
entorno abierto W de (ug, vo) en R? tal que W C U y ¢ no cambia de signo en (ug, vo). Entonces
¢ no se anula en Wy (W,x) es un parche coordenado de S — Sy. Por lo tanto, S — Sp es una
superficie.

Por lo tanto, en toda superficie S que no sea no degenerada, podemos considerar el subcon-
junto de S de puntos no degenerados que resulta una superficie no degenerada.

Proposicién 3.15. Sean S una superficie y Sy el conjunto de puntos degenerados de S. Si
S — Sy es no vacio, entonces S — Sy es una superficie.

Ahora vamos a dar una representaciéon de la primera forma fundamental lorentziana en
coordenadas locales.

Sean S una superficie no degenerada y (U, x) un parche coordenado en S. La matriz asociada
a la métrica (-,-); en la base {x,,x,} de T),S es la matriz [g] que calculamos en 3.1. A saber, es

((XU7XU>L <XU7X1}>L)
(Xu7XU>L <Xv>Xv>L .
Los coeficientes
Ef(u,v) = (xu(u,v), Xy (u,v))
FL(U7U> = <XU(U7U)7X’U(U7U)>L y (35)
G*(u, v) = (x0(u, ), 30 (u, )
se llaman coeficientes de la primera forma fundamental lorentziana de S en x(u,v).
La matriz
Er(u,v) FE(u,v)
FL(u,v) GF(u,v)

es la matriz de la primera forma fundamental lorentziana de S en x(u,v).
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3.3. Superficies degeneradas

Los 1nicos ejemplos de superficies luz que vimos hasta ahora son el cono nulo A y los planos
luz. Se han obtenido algunos resultados de clasificacién para familias de superficies luz, como
por ejemplo, en el trabajo [BFLI8| tenemos la siguiente caracterizacién.

Teorema 3.16. Las unicas superficies dadas por graficos de funciones diferenciables que son
degeneradas y tienen curvatura media igual a cero son planos.

En el trabajo [iIL09], el autor prueba que las tnicas superficies luz de revolucién, utilizando
las rotaciones del grupo de isometrias de L3, son planos y conos de luz, como enunciamos en el
siguiente resultado.

Diremos que dos superficies S; y Sz son congruentes (en IL3) si existe una ismoetria loren-
tziana f tal que f(S1) = Ss.

Teorema 3.17. Todas las superficies degeneradas de revolucion en IL? son congruentes a planos
o al cono nulo.

En el trabajo [iIL.09] también se afirma que todas las superficies degeneradas son superficies
regladas por curvas luz. Esto nos da una idea geométrica de estas superficies. Recordemos que
una superficie reglada S es la superficie generada por una recta de direccién variable wy que
se mueve sobre una curva a en R3. Mds precisamente, sean o : I — R? una curva regular y
wo : I — S? una funcién diferenciable. Sea S el conjunto imagen dado por la parametrizacion
x : I x R = R? definida por

x(t,v) = a(t) + vwy(t).

Si los vectores xy(t,v) y X, (t,v) son linealmente independientes para cada (t,v) € I x R, S es
una superficie que llamaremos superficie reglada generada por la familia {«(t),wo(t)}. La curva
a se llama directriz de S'y, para cada tg € I, la recta x(to, -) es una regla de S. Para mas detalles
ver [dC17, Seccién 3.5]

Teorema 3.18. Sea S una superficie degenerada. Entonces S es reglada por curvas luz.

En el ano 2013, en el articulo [CC13], B. Carlsen y J. N. Clelland utilizaron el llamado
método de equivalencia de Cartan para calcular invariantes locales para una subfamilia de las
superficies luz que generaliza a las anteriores, llamadas superficies de tipo constante en L3.
Ademids, obtuvieron una clasificacion local de estas superficies y se construyeron nuevos ejemplos
no candnicos. El siguiente resultado puede verse en [CC13].

Teorema 3.19. Sea S una superficie degenerada, conexa y de tipo constante en 3. Entonces,
existe una isometria de L3 tal que S es isométrica a

1. Un plano,
2. El cono nulo A,

3. Una superficie parametrizada localmente por
x(t, v) = " Go(v) — / Go(7) dr — Go(0),
0

donde Go(v) es la tinica solucion de

Go'(v) = 2f(0)Go(v) = f'(v)Go(v) =0
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que satisface las condiciones iniciales

Go(0) = NG (1) , Go(0) = ? y Gp(0) = \/g(f((l))—z)

y f(v) es una funcion diferenciable arbitraria de una variable.

A continuacién mostraremos algunos ejemplos no canoénicos de este trabajo. La prueba de
que efectivamente son superficies degeneradas puede verse probando que el vector

n = Xy XE Xy

es un vector luz.

Ejemplo 3.20. La siguiente superficie se obtiene del teorema anterior suponiendo que f(v) =0
y resolviendo la ecuacién diferencial para obtener Go(v).

1 ﬁ(e“(?w? +4v +4) — (v3 4 202 + 4v + 4))

x1(u,v) = 12ﬁ(eU(—3v2 + 120 + 12) + (v3 — 60% — 120 — 12))
F(e"(3v% + 6v) — (V3 + 30%))

Tenemos que
1 1 1
n= (8\@62“(3112 +4v +4), §\/§62“(02 —4v —4), —562“0(1) + 2)) ,

y este vector efectivamente verifica (n,n); = 0. Es decir, n es un vector luz.

Figura 3.3: Gréfica de x; en el cuadrado [—1, 1] x [-2,2].

Ejemplo 3.21. Para f(v) = 1 tenemos la parametrizacion.

L (eV2((5v/2 + 4)e" — 5 — 2V/2) + e V(52 — 4)e" + 5 — 2v2) + 22w — e — 2)) \'
xa(u,v) = %(e\/ﬁ”((ﬂ F At —1—2V2) + e V((V2 — 4)e" + 1 — 2v/2) + 2v/2(—3v + 3¢¥ — 2))
LeV?((2v2+2)e" —2 = V2) + e V2 ((—2V2 + 2)e* — 2+ v2) +4(v — e* + 1))

En este caso

(%ﬁ_‘_ i)eﬁv-ﬂu + (%\/5 _ %)e—\/iv-iﬂu _ %\/QGQU
n = (_TIG 9 %)eﬁv—i—Zu + (_%\/54_ %)e—ﬁv-ﬂu _ g\@ezu
\/5 o 1)6—\/§v+2u + %eQU

6
(V2 = 1eV g i
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Figura 3.4: Gréfica de x2 en el cuadrado [—1,1] x [-1, —1].

Ejemplo 3.22. Para f(v) = —1 tenemos la parametrizacion.

$(V2(2 — €*) cos(V20) + (1 + 4e*) sin(v/2v) — V2(5v — 5e + 6))
x3(u,v) = | 3(V2(2 + 3¢¥) cos(v2v) + (=3 + 4e¥) sin(v/2v) — V2(v — e* + 6))
2((2 — 2e*) cos(v2v) + v2(1 + 2€%) sin(v/2v) — (20 — 2€* + 2))

Finalmente, en este caso

t

e?"(\/2 cos(v/2v) — 4sin(v/2v) — 5v/2) !
n= | —L1e?"(3v2cos(v/2v) + 4sin(v/2v) + /2)
—2e2(— cos(v2v) + V2sin(v2v) + 1)

Figura 3.5: Gréfica de x3 en el cuadrado [—1, 1] x [—1,1].

La dificultad de estudiar estas superficies es que en cada punto de la superficie la interseccion
del plano tangente y su subespacio ortogonal es no vacia y no tenemos una descomposicién de
la forma

L3 = T,S @ T,S**.
Por lo tanto, no tiene sentido definir un campo de vectores normales a la superficie. Por este
motivo en el resto de este trabajo vamos a trabajar con la familia de superficies no degeneradas.
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3.4. Aplicacion de Gauss y orientacion
Sean S una superficie no degenerada. Tenemos la descomposicién
L3 = T,S @ T,S*".

para todo p € S Entonces el espacio normal a S estd bien definido para todo p € S.
Recordemos que S es orientable en el sentido de la métrica euclidea de R? si existe una
aplicacién N¥ : S — R? continua tal que

NE(p) Lg T,S y NE(p) e s?

para todo p € S, llamada aplicacion de Gauss euclidea. En analogia con la teoria clasica de
superficies en el espacio euclideo resulta natural definir la aplicacién de Gauss lorentziana como
sigue.

Definicién 3.23. Sea S una superficie no degenerada. Una aplicacién N* : S — R3 continua
que verifica

INE()||, =1 v NE(p) € TS+,

para todo p € 9, se llama aplicacién de Gauss lorentziana de S.
Decimos que S es orientable si existe una aplicacién de Gauss lorentziana definida en S.

En una superficie orientable en el sentido euclideo podemos definir exactamente dos aplica-
ciones de Gauss, las cuales verifican que una es la aplicaciéon opuesta de la otra.

Observemos que el espacio T, pSLL es un subespacio no degenerado de dimensién uno. Luego
podemos generar al espacio TpSLL con un vector no nulo. Por lo tanto, normalizando este vector
tenemos que el espacio TpSLL tiene exactamente dos vectores unitarios que verifican que uno es
el opuesto del otro. Luego, por continuidad es posible definir exactamente dos aplicaciones de
Gauss lorentzianas en una superficie no degenerada orientable.

Supongamos que S es una superficie orientable y fijemos una aplicacién de Gauss lorentziana
NE de S.
Sea (U, x) un parche coordenado en S. Tenemos definido el vector normal unitario

Xy XL Xy
nt(u,v) = —L =Y
% X1 X[,
Como los vectores n”(u,v) y NL ox(u,v) son vectores unitarios en 7,S+, tenemos la relacién

NEox(u,v) = £n*(u,v). (3.6)

Observemos que la aplicacién n”(u, v) es diferenciable pues la aplicacién - x, - : R? x R3 — R3
es diferenciable. En efecto, en la base canénica de R3 tenemos que por definicién

u X v = (—(ugv3 — vous), —(u1v3 — v1uz), U1v2 — V1U2),

que es una funcién diferenciable.
Esto nos lleva al siguiente resultado.

Proposicién 3.24. Sean S una superficie no degenerada orientable y N* una aplicacién de
Gauss lorentziana de S. Entonces NL es diferenciable.
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Fijado un parche coordenado tenemos que la aplicacién de Gauss lorentziana es igual al nor-
mal unitario definido por el parche o su opuesto. Si cambiamos el parche puede cambiar el vector
normal unitario. Esto genera un problema, pues si tomamos un atlas en la superficie entonces
el normal unitario puede no ser continuo cuando pasamos de un parche a otro. Ahora vamos a
probar que en toda superficie no degenerada orientable existe un atlas que verifica que el normal
unitario cambia de manera continua. Pero primero veamos qué relaciéon hay entre los normales
unitarios definidos por dos parches distintos.

Supongamos que (U,x) y (V,y) son dos parches de S en un punto p € S. Luego
W =xU)ny(V) #0,
pues p € W. Sean Uy = x L{(W) y Vo =y H(W).

Figura 3.6: Ilustracién de Uy y V.

Luego (Up,x) v (Vp,y) son dos nuevos parches en p que verifican que para todo (u,v) € Uy
existe un unico (u,v) € Vp tal que

x(u,v) = y(@,7). (3.7)
Dado que x es invertible, podemos pensar que u y v son funciones de (u,v). Esto es
(u(.0).v(,9)) =x " o y(@ D)
Derivando (3.7) respecto de @ y de T, tenemos que
ou L+ ov
. 22 4 2T
M TR
ou n ov
o 2 T
Y TR T
Entonces
" ou . ov " ou n v Oudv 0Ovdu "
T 7= | Xu=— + xp— Xy—+Xp— | = ————— | x X
YumL Yy “ou ' Cou) P\ TMov T TUow ouow  ouov) T
donde

O(u,v)  Oudv Ovdu
o@v) "~ owov  owom
es el jacobiano del cambio de coordenadas. Si el jacobiano del cambio de coordenadas es
positivo los normales unitarios definidos por los parches (Up,x) v (Vo,y) apuntan en la misma

direccién.
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Observemos que para el producto vectorial euclideo tenemos una propiedad similar:

iy = (2% OV Ou Ov) _ (Oudv dvou)
Yu X B Yo = \Xugy TXvan ) CE\*var T s ) T \Guow  omon ) T

Lema 3.25. Sea S una superficie no degenerada. Entonces S es orientable si y sdlo si existe una
familia {(U;,x;)}icr de parches coordenados de S que cubren S de modo que para cada p € S,
st tomamos dos parches que contengan a p entonces el cambio de coordenadas de estos parches
tiene jacobiano positivo.

Demostracidn. Supongamos primero que existe una aplicacién de Gauss lorentziana N* definida
en S. Para cada p € S, sea (Up,,x,) un parche coordenado de S en p tal que x,(Up) es conexo.
El conjunto

Ay = {(Upvxp)}pes

es una familia de parches que cubren S. Sea (U, x) € Aj, entonces para cada (u,v) € U tenemos
definido un vector normal unitario en x(u,v), dado por

Xy (U, V) X1 Xy (0, v)

€ Th(uw)STE.
e (u, 0) 3¢ (w, o)~ X0
Luego
NL ox — Xu XL XU
%0 XL %ol 1,
Observando que
X (U, v) X1, Xy (0, v) _ Xy (u, v) X1, Xy (u, v)
[ (1, v) XL X (u,v)], [[%0 (1, v) XL Xu(u, v,

podemos intercambiar u con v de ser necesario para construir una nueva familia A de parches
que cubren S de modo que para todo (U,x) € A,

Xu XL Xy

Niox=_"22270
llxu X1 %0l

Veamos que el jacobiano de cambio de coordenadas es siempre positivo. Sean (U, x) y (V,y) dos
parches coordenados de A tales que x(U)Ny(V) # (), y supongamos que existe p € x(U) Ny (V)
tal que p = x(u,v) = y(u,v) y el jacobiano del cambio de coordenadas verifica

O(u,v)
0
d0(u,v) <
Observemos que
NE(p) = xu(u, v) Xp Xo(u,v) e (yu(@, D) % 1, yo(@, 7))
Icau v) xe ot vl |Gty (@,5) 2 yo (@ D)l

_ yu(ﬂvﬁ) XL YU(ﬂvﬂ) —_ _nL
a HYu(ﬂﬂﬂ) XL YU(ﬂvﬂ)HL N (p)7

lo cual es absurdo pues N%(p) # 0.

Reciprocamente, supongamos que existe una familia A = {(U;, x;) };er de parches que cubren
a S de modo que en cada punto de S, el cambio de coordenadas de estos parches tiene jacobiano
positivo. Entonces en cada parche (U, x) € A tenemos definido un normal unitario dado por

Xy XL Xy

_ (3.8)
llxu X1 %ol



44 CAPITULO 3. PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL LORENTZIANA

Definimos la aplicacion N : § — R3 por

Xu(ua ’U) XL Xv(u> U)

L —
N*¥(p) = [|%u(u,v) X1 XU(U,U)HL’

donde (U,x) € A es un parche que verifica p € x(U). La aplicacién N es continua pues (3.8) es
continuo como aplicacién de U, y es un campo de vectores normales unitarios. Basta con probar
que N estd bien definida, pues depende de la eleccién del parche (U,x). Supongamos que
tomamos otro parche (V,y) € A que verifica p € y(V). Como el jacobiano de la transformacién
es positivo tenemos que

O(u,v — _
X (U, v) X1, Xy (0, v) _ aga,ag (yu(@,0) X1 yo(T, ) _ yu(,0) X1 yo(u, )
O(u,v — — .7 .7 ’
l| % (w, v) X1, %0 (u,v)]|, ‘agmﬁg lyu (@, 0) X1, yo(@,0)||, llyw(@,v) xr, yo(@,v),
Luego N¥ est4 bien definida. O

Un atlas que verifica la condicion del lema anterior se llama atlas compatible. Por lo tanto,
podemos reescribir el lema anterior de la siguiente manera: una superficie S es orientable en el
sentido de la métrica lorentziana si y sélo si existe un atlas compatible en S.

El lema anterior nos dice que una superficie no degenerada es orientable en el sentido de la
métrica lorentziana si y sélo si es orientable en el sentido de la métrica euclidea, pues recordemos
que tenemos un lema similar al anterior para el caso euclideo:

Una superficie S es orientable (en el sentido de la métrica euclidea) si y sélo si existe
un atlas compatible en S.

Por ese motivo, dada una superficie no degenerada S, decimos simplemente que S es orientable
y no hacemos referencia a la métrica del espacio.

Ma3s atn, esta caracterizacién nos permite generalizar la nocién de orientabilidad dada en la
definicién 3.23 a una superficie arbitraria.

Definicion 3.26. Sea S una superficie. Decimos que S es orientable si existe un atlas compatible
en S.

Recordemos que en la demostracién de la proposiciéon 3.13 construimos un vector normal
euclideo a partir de un vector normal lorentziano. Esa construccion nos da una idea para construir
una aplicacién de Gauss respecto de la métrica lorentziana, a partir de una aplicacién de Gauss
eulcidea, y viceversa.

Sea N' una aplicacién de Gauss lorentziana tal que N* = (N1, Na, N3) en la base candnica
de R3. Entonces, por el mismo razonamiento que hicimos en la proposicién 3.13, el vector N =
(—Nl, NQ, N3) verifica

<NL(p)a U>L = <W(p), u>E )

para todo u € R3. Dado que N* no es el vector nulo, tenemos que N # 0. Luego

NEo N
IV
es una aplicacién de Gauss euclidea. Observando que HNH E= HN L H » tenemos que
E N

Nl
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Por otro lado, sea NE aplicacién de Gauss euclidea tal que N¥ = (N1, N3, N3) en la base
canénica. El vector N = (—Ny, Ny, N3) verifica

<NE(17)7U>E = (N(p),u), ,
para todo u € R3. Luego, N(p) € TpSJ-L y como S es no degenerada, HWHL # 0. Més atn,
HNHL = HNEHL Por lo tanto,
N N
N, NP,

es una aplicacién de Gauss lorentziana para S.

NL =

Teorema 3.27. Sea S una superficie no degenerada orientable.

= Sea N* : S — R3 una aplicacion de Gauss lorentziana en S tal que N* = (N1, N2, N3)

en la base candnica y definimos N = (—Ny, No, N3). Entonces la aplicacion N¥ : S — R3
definida por o
g N

INHl g

es una aplicacion de Gauss euclidea de S.

(3.9)

= Sea N¥ : S — R3 una aplicacién de Gauss euclidea en S tal que N¥ = (N1, No, N3) en
la base candnica y definimos N = (—Ny, No, N3). Entonces la aplicacion N* : § — R3
definida por o
. N
INFl,

es una aplicacion de Gauss lorentziana de S.

(3.10)

En cada uno de los ejemplos vamos a calcular una aplicacion de Gauss lorentziana para la
superficie.

Ejemplo 3.28. La esfera S? no es una superficie no degenerada. En el ejemplo 3.2 caracterizamos
al conjunto de puntos degenerados de S. A saber,

Sy = {(az,y,z) €s?: x:i\}i}.

Por la proposicién 3.15, el conjunto S2 := S? — S es una superficie no degenerada, que resulta
no conexa. M4&s aln, sus componentes conexas son:

= C1={(z,y,2) €S’ v < -5},

C={(oy2) e —L <a< Ly,

» C3={(z,y,2) €S?: % <z}

Recordemos que una aplicacién de Gauss euclidea para la esfera es NP (p) = p. Luego una
aplicacién de Gauss lorentziana para S? es

1
NE(p) = ——(—p1,p2, p3).-
ol

Observemos que

2, .2 4 2 2
—Pitpstp 1—-2p
(N ), N () = = o =
| =t + p5 + 3 11— 2pq|
Luego N%(p) es un vector temporal (resp. espacial) si y sélo si [p1| < 1/v/2 (resp. |p1| > 1/v/2).

Por lo tanto, de las tres componentes conexas que definen a S2, la componente “del medio”
tiene una aplicacién de Gauss temporal y en las otras dos la aplicacion de Gauss es espacial.
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S2

Figura 3.7: Componentes Cy, Co y Cs.

Ejemplo 3.29. Consideremos la superficie S = S%. Sean p € S? y o : I — R3? una curva
diferenciable tal que a(I) C S y «(0) = p. Entonces

(afs), a(s)), =1

para todo s € I. Derivando respecto de s y tomando s = 0, tenemos que

<p, o/(())>L =0.

Como esto vale para toda curva «, tenemos que p € 1,5 Lz Definimos
N:p)=p

para p € S2. Luego N’ es una aplicacién de Gauss lorentziana de S?. Luego, S? es una superficie
orientable.

De manera completamente aniloga a la anterior, en el espacio pseudohiperbdlico H? podemos
probar que la aplicacion

NE(p)=p

definida en H? es una aplicacién de Gauss lorentziana de la superficie H2. Resulta que H? es
una superficie orientable.

Ejemplo 3.30. Sea S una superficie no degenerada dada por el grafico de una funcién diferen-
ciable, esto es, S = graf(f) donde f : U — R es una funcién diferenciable definida en un abierto
U de R2. Observemos que S es una superficie que puede ser cubierta por un tinico parche (U, x)
definido por

x(u,v) = (u,v, f(u,v)).

Luego, el vector normal unitario

L _ 1 _
SV oy T A

inducido por el parche define una aplicacién de Gauss lorentziana en S.
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Ejemplo 3.31. Sea S una superficie no degenerada dada por la preimagen de un valor regular,
esto es, S = f~1(a) donde f : U — R? es una funcién diferenciable definida en un abierto U de
R3 v a es un valor regular de f. El vector gradiente lorentziano verifica

grad; f(p) € TpSlL
para todo p € S y no es un vector luz. Entonces la aplicacién

L grady f

 llgrad, Il

definida sobre S, donde grad; f estd definido en el lema 3.10, es una aplicaciéon de Gauss loren-
tziana para S.

Ejemplo 3.32. Sea 7 un plano, entonces existen p € m y mg subespacio de dimensién 2 tal que

™ =P+ 7.

L es no degenerado y podemos

Sea n € 710L L. Si suponemos que S es no degenerado, entonces ﬂé
tomar n € ﬂ'é‘L de forma tal que ||n||; = 1. Luego, el campo NL(p) = n definido en 7, es un

campo de vectores unitarios normal continuo.

Observemos que la aplicaciéon de Gauss no puede pasar de forma continua de un cardcter
causal a otro, en una superficie conexa. Esto surge de la continuidad de la aplicaciéon de Gauss
y la continuidad de la norma lorentziana. Por lo tanto, una superficie conexa, no degenerada y
orientable tiene que tener una aplicacién de Gauss que es un vector espacial o temporal en todos
los puntos de la superficie. Luego, todos los planos tangentes de la superficie tienen el mismo
caracter causal.

Recordemos que un subespacio W de L3 es espacial o temporal si la métrica de L3 restringida
a W es espacial o temporal, respectivamente.

Definicion 3.33. Sea S una superficie no degenerada. Decimos que S es una superficie
= espacial, si T),S es espacial para todo p € S,

» temporal, si 7,5 es temporal para todo p € S.

Observemos que toda superficie no degenerada orientable y conexa es espacial o temporal.
M4ds atn, una superficie S no degenerada orientable es espacial (resp. temporal) si y sélo si su
aplicacién de Gauss es un vector temporal (resp. espacial) en todos los puntos de S.

Un ejemplo de una superficie espacial es el espacio pseudohiperbdlico H? pues es facil ver
que la aplicacién de Gauss definida en el ejemplo 3.29 es temporal en todos los puntos de H?2.
En el mismo ejemplo se puede ver que la pseudoesfera es un ejemplo de una superficie temporal.

Ahora vamos a dar algunos criterios sobre las familias de superficies ya vistas para determinar
su caracter causal. Primero sea S es una superficie no degenerada dada por el grafico de una
funcién diferenciable, esto es, S = x(U) donde

x(u,v) = (u, v, f(u,v))

y f : U — R es una funcién diferenciable definida en un abierto U de R?. Entonces S es orientable
y el vector
xu(u, U) XL X’U(u7 U) = (fua _f’U? 1)

estd contenido en T,S+~. Entonces T (uw)S es espacial (resp. temporal) si y sélo si N Lox(u,v)
es temporal (resp. espacial). Observemos que

(X (1, 0) X1, Xy (1, ), X0 (U, 0) X1, Xy (U,0)) ;= =2+ f2 41
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Supongamos ahora que S es una superficie dada por la preimagen de un valor regular, esto
es, S = f~!(a) donde f : U — R es una funcién diferenciable definida en un abierto U de R3
y @ € R es un valor regular de f. Entonces tenemos que grad; f(p) € TpSLL para todo p € S.
Por lo tanto, el cardcter causal del vector gradiente lorentziano de f en p determina el caracter
causal de T),S.

Tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.34. Sea S una superficie.

= Supongamos que S es una superficie dada por el grdfico de una superficie diferenciable,
esto es, S =x(U) donde
x(u,v) = (u, v, f(u,v))
y f:U — R es una funcién diferenciable definida en un abierto U de R?. Entonces S es
espacial (resp. temporal) si y sdlo si f verifica

—f3+f3+1<0 (resp. —f3+f3+1>0).

= Supongamos que S es una superficie dada por la preimagen de un valor regular, esto es,
S = F~1(a) donde F : U — R es una funcién diferenciable definida en un abierto U de
R? y a € R es un valor reqular de F. Entonces S es espacial (resp. temporal) si y sélo si
grad; F'(p) es temporal (resp. espacial) para todo p € S, o equivalentemente que gradyF(p)
es temporal (resp. espacial) para todo p € S.



Capitulo 4
Segunda forma fundamental
lorentziana

En este capitulo definiremos los conceptos de operador de forma, segunda forma fundamental
y las curvaturas gaussiana y media, en el sentido de la métrica lorentziana. Luego observaremos
algunas diferencias y relaciones que hay con la teoria clasica de superficies.

4.1. Operador de forma

Sea S una superficie no degenerada orientable. Para poder definir los conceptos asociados
a la segunda forma fundamental es necesario fijar una aplicaciéon de Gauss, al igual que en la
teoria clasica de superficies.

Cuando la superficie es espacial, se puede considerar una aplicacion de Gauss particular,
como se puede ver en el trabajo [AC17]. Se considera una aplicacion de Gauss futuro orientada.
Supongamos que S es conexa, entonces N*(S) es un conjunto conexo contenido en el conjunto de
vectores unitarios respecto de la métrica lorentziana. Si N es una aplicacién temporal entonces
NT(S) es un subconjunto del espacio pseudohiperbélico.

El espacio pseudohiperbdlico es no conexo. Més aun, las componentes conexas son:

H? = {(x,y,2) € H? : x> 0},
H2 = {(2,y,2) € H?: = < 0}.

H2 H2

Definicién 4.1. Sean S una superficie espacial orientable y N* : § — #H? una aplicacién de
Gauss lorentziana de S. Decimos que N es una aplicacién de Gauss lorentziana futuro
orientada (resp. pasado orientada) si N(p) € H? (resp. N(p) € H?) para todo p € S.

Observaciéon 4.2. La nocién de orientacién anterior puede desarrollarse en un marco tedrico
més general. En el espacio lorentziano L3 uno puede definir una relacién de equivalencia en las
bases ordenadas de L3, que induce una orientacién temporal del espacio.

49
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En lo que sigue del trabajo, dada S una superficie no degenerada orientable, vamos a fijar
una aplicacién de Gauss lorentziana N©.

Ahora vamos a definir el operador de forma, lo que nos permitird definir la segunda forma
fundamental. Primero, vamos a probar que deL(TpS ) C Tp,S.

Sean p € Sy a: I — R? una curva diferenciable contenida en S tal que «(0) = p. Conside-
remos la expresién

1, si S es temporal en af(s)

L L —
(N oa(s), N"o a(s)>L N { —1, si S es espacial en «fs) (4.1)

Como «() es conexo, entonces la expresion (4.1) es constante en I. Derivando la expresién
anterior respecto de s y tomando s = 0,

<dNIfa'(O), NL(p)>L = 0.

Luego,
AN}/ (0) € T},S.

Como esto vale para toda curva diferenciable « tal que a(0) = p, tenemos que
ANI(T,S) C T,S.
Definiciéon 4.3. Sean S una superficie no degenerada orientable y p € S. El operador
L.
—dN, :T,S = T,S

se llama operador de forma lorentziano o aplicaciéon de Weingarten lorentziana, y lo
denotamos por A£ .

Una vez definido el operador de forma lorentziano, podemos definir a la segunda forma
fundamental lorentziana como la forma cuadratica asociada a Aﬁ y las nociones de curvatura
principal y direccién principal, a partir de los autovalores y autovectores de AIQ .

Recordemos una importante propiedad del operador de forma euclideo: el operador es auto-
adjunto y como 7,5 es un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno podemos
asegurar que es diagonalizable sobre R. Pero ahora tenemos el problema de que 7,5 puede no
ser un espacio vectorial con producto interno. Cuando S es espacial tenemos que 7,5 con la
métrica restringida de L3 es un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno. Pero
cuando 73,5 es temporal no podemos asegurar que el operador de forma sea diagonalizable sobre
R pues la métrica restringida al espacio tangente es lorentziana.

Para empezar, demostraremos que el operador de forma lorentziano es un operador autoad-
junto.

Teorema 4.4. Sean S una superficie no degenerada orientable y p € S. Entonces Aﬁ es un
operador autoadjunto.

Demostracion. Tenemos que probar que para todo u,v € 1,95,
L L
<Ap (u),v>L = (u, Ay (U)>L :

Sea (U, x) un parche coordenado en p tal que x(ug,vg) = p. Consideremos la base de 7),S dada
por los vectores x,,(ug, vo) ¥ Xy(uo, v). Basta probar que

<A£(Xu(uo, v0)), Xy (uo, v0)>L = <xu(uo, Vo), Aﬁ(xv(uo, vo))>L )

Observemos que

<NL o x(u,v), xu(u,v)), =0.

L
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Derivando respecto de v, tenemos que

<—A£(xv(u, v)), Xy (u, v)>L + <NL o x(u,v), Xy (u, v)>L =0.
De manera andaloga, se puede ver que

<—A5(xu(u, v)), Xy (u, v)>L + <NL o xX(u, v), Xyy(u, v)>L =0.
Restando las dos ecuaciones anteriores y evaluando en (u,v) = (ug, vo), tenemos que

(A} (xu)(u0, v0)), X0, v0) ), = (Xu(uo,v0), Ay (%o (10, v0))) , -

O]

Dado que el operador de forma es un operador autoadjunto, tiene una forma cuadratica
asociada, la cual para el caso euclideo llamamos segunda forma fundamental. En analogia con la
teoria clasica, resulta natural definir a la segunda forma fundamental lorentziana como la forma
cuadratica asociada a A[’}.

Definiciéon 4.5. Sean S una superficie no degenerada orientable y p € S. Entonces la forma
cuadratica definida en 7,5 por
L L
1L (v) = (Ay (v), U>L
se llama segunda forma fundamental lorentziana de S en el punto p.

Sea o : I — R? una curva diferenciable contenida en S tal que a(0) = p. Observemos que
tenemos la descomposicién
L? = T,S & T,S*~.

Entonces existen tnicos v € T,,S y n € R tales que
a”(0) = v+ Nt o a(0).

Definicion 4.6. El valor n se llama curvatura normal lorentziana de « en p, y la denotamos
por k (v, p).

Entonces
<o/’,NLoa>L = 77<NLoa,NLoa>L =en,
donde ¢ es una funcién de p que se define como

1 si S es temporal en
. I L . , p p
€= <N (p), N (p)>L a { —1, i S es espacial en p

Por lo tanto,
kl(v,p)=e¢ <o/’,NL o O‘>L'

Por otro lado, dado que o/(s) € T,(5)S para todo s € I,

<NLoa,o/>L =0.

Derivando respecto de s y tomando s = 0,

(A7 (e/(0)),(0)), = (N*(p),a"(0)),, -

Por lo tanto,
I, (</(0)) = (A} (a(0)),0/(0)) , = ekyy (v, p)-
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Concluimos que la curvatura normal no depende de la curva « sino de la direccién v = o/(0) y
el punto p = «(0).

Por otro lado, recordemos que fijada una aplicacién de Gauss lorentziana N, en (3.9) tene-
mos definida una aplicaciéon de Gauss euclidea N¥ que verifica la relacién

L L E(
(NH(p),u), = [IN* )] 5 (N (p) )
para todo u € T),S. Con kZ vamos a denotar a la curvatura normal euclidea, definida por

ky (v,p) = (2" (0), N®(p)) -
Luego

1

E o Oz” E -
' (v.0) = (o"(0. N*(0) 5 = ez

(a”(0), N*(p)) ki(v,p). (4.2

€
L INE) g
Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.7. Sean S una superficie no degenerada orientable y N* una aplicacion de Gauss
lorentziana definida en S. Sean p € S y v € T,S. Entonces vale la relacion

ki (v,p) = € [N (D) p k' (v, ), (4.3)

donde
e=(N"(p),N"(p)), .
Mds aun

15 (v) = | N5 (p) || x 115 (v), (4.4)

donde Hf es la seqgunda forma fundamental euclidea de S en p asociada a la aplicacion de Gauss

euclidea definida en (3.9).

Demostracion. Ya probamos la relacién (4.3). Por otro lado,

IS (v) = ekl (v, p) = [|[N"(0)|| x & (v, p) = | N (p)|| , 117 (v).

O]

Ahora vamos a dar la expresion del operador de forma lorentziano y la segunda forma
fundamental lorentziana en coordenadas locales. Esto es, vamos a fijar un parche coordenado y
vamos a ver qué representacién tienen en la base del plano tangente inducida por él.

Sea (U,x) un parche coordenado en un punto p de S tal que n” = N* ox. Sea v € T,S tal
que v = v1X, + v2X,. Entonces

IIZI;(U) = <A£(v1xu + vaXy ), V1Xy + vng>L
=] <AI€(X“)’X“>L + 2v102 <Az€(xu)7 XU>L + 3 <A£(Xv)v xv>L :

Los coeficientes

el = <Aﬁ(xu),xu>L, fr= <A£(xu),xv>L y gt = <A£(X’U)7X’U>L

se llaman coeficientes de la segunda forma fundamental lorentziana. Observemos que
estos coeficientes dependen del parche elegido y son funciones diferenciables definidas en U. Mas
aun, tenemos que

<Xu,NLox>:O y <xv,NLox>:O. (4.5)
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Derivando la primera ecuacién respecto de u tenemos que

0= <XUU,NL ox>L — <xu,A,l(’(xu)>L = <xuu,NL OX>L —el,

lo que implica que

el = <xuu,NL o X>L.
De manera anéloga derivando la primera y la segunda ecuacién de (4.5) respecto de v, o la
segunda respecto de u y v, tenemos las igualdades

=

Por lo tanto, los coeficientes de la segunda forma fundamental son la componente normal de
las derivadas segundas de x, esto es, e”, fy g* son la componente normal de Xy, Xuv ¥ Xoo,
respectivamente.

<xm,,NLox>L y ¢F = <XUU,NLOX>L.

Por otro lado, supongamos que, en la base {x,,x,}, el operador deL tiene una matriz

asociada .
5

deL(xu) = alleu + a%lxv y deL(xv) = alL2xu + a%zxv.

[dNL] — (afl
P al
21

Entonces

Los coeficientes {aiLj}ij:Lg se llaman coeficientes de Weingarten lorentzianos.
Haciendo producto lorentziano con los vectores coordenados tenemos que

=a B + ol FL,
a/llF + CL21GL

= <deLxu,xu> = afy (X, Xu)p + aby (%0, %0)

L —
Xuy Xy L+a2 <X7.)7X”U>L
22 < >L

{ )
(AN} %y, %y) = aty (X, Xu)  + aby (Xp, Xu) ;= alo BV + ady FL
—g" = (dNyxu,X0) = afy (Xu, Xo)p, + ady (%o, X0), = a1 FF + apGF.

donde E*, FL y G son los coeficientes de la primera forma fundamental lorentziana definidos

n (3.5).
) )
G az1 A

Por lo tanto, tenemos el sistema
el fL EL
- fL gL —\ gL
Como S es no degenerada, la primera forma fundamental es no degenerada lo que implica
que la matriz

(4.6)

EL FE
(FL GL>
es invertible. Luego
afl a1L2 _ EL pL\ 7! /L fr _ 1 GL  _FL el fL
afy  af FtoGh fEogr ELGL — (FL2 \—FL EL ) \fL 4*

de donde concluimos que

I fLFL _ eLGL
M T LGl _(FL)2
. elFL_ fLpl
“1 = BLGL — (FL)2

L gLFL _ fLGL
2T LGl —(FLy2
I fLFL _ gLEL
“2 7 BLGL _(FL)2
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Las ecuaciones en (4.7) se llaman ecuaciones de Weingarten lorentzianas.

El teorema 4.7 nos permite relacionar los coeficientes de la segunda forma lorentzianos con
los euclideos. En efecto,

eL = <A£Xuaxu>L = Ilﬁ(xu) = HNL(p)HEIIE(Xu) = HNL(p)HEeEa

gL = <A£(Xv)aXU>L = H;[)/(Xv) = HNL(p)HEHf(Xv) = HNL(p)HEgE

Observemos que
Hﬁ(xu +x,) = Hg(xu) +2 <A£xu, X’”>L + Hzg(xv),

tenemos que

(IS (% + %) — 11 (x0) — 11 (x0)) -

fs <A£(xu),xv>L = %

De igual manera tenemos la relacién

= <A5XU,XU>L = (IIE(XU +xy) — Hf(xu) — Hf(xv)) )

1
2
Por lo tanto, haciendo un razonamiento andlogo al anterior tenemos que f* = HN L (p)H B fE.

Proposicién 4.8. Sean S una superficie no degenerada orientable y (U,x) un parche en S. Sea
nL(p) el normal unitario lorentziano inducido por el parche. Entonces

= ef = ntllge”,
= JE= At s

= 9" ="z 9"

Recordemos que en la teoria cldsica de superficies, una direcciéon asintdtica es un vector
tangente unitario en el cual la segunda forma fundamental es nula, o equivalentemente, que la
curvatura normal es cero.

Definicién 4.9. Sean S una superficie no degenerada y p € S. Un vector unitario (en el sentido

de la métrica lorentziana) v de 7),S se llama direccién asintética lorentziana si la curvatura
normal en v es cero, o equivalentemente si Hﬁ (v) =0.

De la ecuacién (4.4) tenemos el siguiente resultado.
Proposicién 4.10. Sean S una superficie no degenerada, p € S yv € T),S.

» Siv es una direccion asintdtica lorentziana, entonces v/ ||v|| g es una direccion asintdtica
euclidea.

» Siv es una direccion asintdtica euclidea y v no es un vector luz, entonces v/ ||v||; es una
direccion asintdtica lorentziana.
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4.2. Curvaturas gaussiana y media

En esta seccién definiremos las curvaturas gaussiana y media. Luego vamos a ver su repre-
sentacion en coordenadas locales. Recordemos que para el caso euclideo tenemos la relaciéon

KP(p) = det(AF) y H"(p) = Jtr(AD),

donde K¥(p) y H(p) son las curvatura gaussiana y media euclidea de S en p, respectivamente,
y Af es el operador de forma euclideo en p. Parece natural definir de forma completamente
andloga las curvaturas gaussiana y media lorentzianas. Sin embargo, en este caso no vamos a
hacer una analogia con la teoria clasica de superficies y vamos a dar la siguiente definicién.

Definiciéon 4.11. Sean S una superficie no degenerada orientable y p € S. El valor

» K% (p) = ¢ det(AL) se llama curvatura gaussiana lorentziana de S en p,

5
= Hl(p) = 3 tr(Aﬁ) se llama curvatura media lorentziana de S en p,

donde ¢ = (N*(p), NL(p)>L.
Observacion 4.12. La definicién anterior surge de una teoria mas general y cuando nos restrin-
gimos a una superficie no degenerada en el espacio L2 obtenemos la anterior. Para més detalles
ver, por ejemplo, [L608, Corolario 3.3].

La curvatura media depende de la eleccion de la aplicacion de Gauss, pues si reemplazamos
N por la aplicacién —N%, entonces HY cambia por —H". La curvatura gaussiana no depende
de la eleccién de la aplicacién de Gauss. En efecto, tenemos que las tnicas aplicaciones de
Gauss que podemos definir sobre una superficie S espacial orientable son Ny —NZ. Luego las
diferenciales de la aplicaciéon de Gauss que podemos tomar sobre .S son deL y —dNé:, y tenemos
que
det(A}%) = det(—Aﬁ).

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 4.13. El espacio pseudohiperbélico H? es una superficie espacial orientable con apli-
cacién de Gauss lorentziana

N%(p) = p.

Entonces deL es la identidad en 7},S para todo p € S. Luego A£ es el opuesto de la identidad y
L 1 L
det(A,) =1y itr(Ap) =—1.

Por lo tanto, el espacio pseudohiperbdlico es una superficie con curvatura gaussiana loretnziana
constante igual a —1.

Ejemplo 4.14. La pseudoesfera S? es una superficie temporal orientable con aplicacién de
Gauss lorentziana
N*(p) = p.

Entonces deL es la identidad en 7,5 para todo p € S. Luego
det(AL) = 1 y tr(AL) = —1
et(AR) =1 y gor(Ak) = 1.

Por lo tanto, la pseudoesfera es una superficie con curvatura gaussiana constante igual a 1.
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Observemos que si definimos de manera andloga a la euclidea la curvatura gaussiana, la
definicién no es buena, pues en la literatura el espacio hiperbélico H?, que es una componente
conexa de H?, es un espacio con curvatura —1, y en este caso el determinante del operador de
forma asociado a H? es igual a 1.

De las ecuaciones de Weingarten definidas en (4.7), tenemos el siguiente resultado que permite
expresar a las curvaturas gaussiana y media en coordenadas locales.

Proposicién 4.15. Sean S una superficie no degenerada orientable y (U,x) un parche coorde-
nado en S. Entonces

o o = (1P

Demostracion. Surgen de la definicién de curvatura media y gaussiana, y de las ecuaciones
(4.7). O

Recordemos que, en la teoria cldsica de superficies, tenemos la relacién

E (fE)Z

E —
K~ ox = EEGE _ (FE)2’

que puede verse en [dC17, Seccién 3.3]. Entonces
L L _ (fL\2 E\2 pEGE _ (pE)?
KLongeg (%) :€HNLpH2€9 (f) (£)
ELGL — (FL)2 E pLQL FL)Z EEGQE — (FE)2
EEGE _ (FE
H]QE G (F ) KE o
ELGL — (FL)Z

(4.8)

= ||N"(p)

Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.16. Sean S una superficie no degenerada orientable y (U,x) un parche en S. Sea
NL una aplicacion de Gauss lorentziana de S. Entonces

9 EEGE _ (FE)Q 5
E ELGL _ (FL)Q K

KLOX:é‘HNLOXH 0X,

donde € = <NL ox, NF ox>L.

Corolario 4.17. Sean S una superficie no degenerada orientable y p € S. Entonces

sig(K"(p)) = —sig(K” (p))

donde sig(-) es la funcion signo definida por

1, st x>0
siglx) =<¢ -1, six<0 (4.9)
0, stx =20

Demostracion. Sean S una superficie no degenerada orientable y p € S. Sea (U, x) un parche
coordenado de S en p tal que n* = NFox.
Por el teorema 4.16, tenemos que

9 EEGE _ (FE)Q 5
E ELGL _ (FL)2 K

KLOX:€HNLOXH o X,
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donde ¢ = <NL ox, Nt OX>L.
Por otro lado, por la proposicién 3.13, los espacios 1,5 y TpSJ-L tienen distinto caracter

causal. Entonces
sig(ELGE — (FF)?) = —¢.

Luego

sig(BPGP — (FP)?)
sig(FLGL — (FL)2)

sig(KE(p)) = e sig <HNLOXH2E) sig(KF o x)

= —sig(K"(p)).

O

Ahora vamos a definir la nocién de punto eliptico, hiperbdlico, parabdlico y planar. Primero
veamos un lema similar a un resultado clédsico de la teoria local de superficies.

Lema 4.18. Sean S una superficie no degenerada orientable y N una aplicacion de Gauss
lorentziana en S. Si N es constante, entonces S estd contenida en un plano.

Demostracion. Supongamos que N'(u,v) = N¥ en S. Sea p € S tal que x(ug,v9) = p y
consideremos la funcién

f(u,v) = (x(u,v) —p,NL>L.
Entonces

fulu,v) = <Xu(ujv),NL>L =0,

y de igual manera f, = 0. Por lo tanto, f es constante y f(ug,v9) = 0 lo que implica que f es
la funcién nula. Luego, S estd contenida en el plano p 4+ {NF}Lr, O

La reciproca también es verdadera, en el sentido de que si S estd contenida en un plano,
entonces N es constante.

Recordemos que en la teoria cldsica de superficies, decimos que un punto p en una superficie
S es eliptico si K¥(p) > 0, es hiperbdlico si K¥(p) < 0, es parabdlico si A”(p) # 0y K (p) =0,
y es planar si A¥(p) = 0. Luego uno puede dar una caracterizacién geométrica de esto: un punto
es eliptico si existe un entorno de p en S tal que todos los puntos se encuentran en uno de los
semiespacios de R? que define el plano p + T,S, un punto es hiperbdlico si para todo entorno de
p en S existen puntos en ambos semiespacios que define 7},S. La prueba de esto puede verse en
la proposiciéon A.7.

Tomaremos la caracterizacién como definicién. Luego daremos una nueva caracterizaciéon a
partir de la curvatura gaussiana lorentziana.

Definicién 4.19. Sean S una superficie no degenerada orientable y p € S. Sea N¥ una aplica-
cién de Gauss euclidea de S. Sea ¢ : S — R la funcién definida por

d(q) =(a—p,N"(p)) -
Decimos que p es un punto

= eliptico si existe un entorno V' de p en S tal que todos los puntos de V' estan del mismo
lado del plano tangente 7,5, esto es, $ >0en V —{p} o ¢ <0en V — {p},

= hiperbdlico si para todo entorno de V' en p existen puntos de un lado y del otro del plano
tangente T),S, esto es, para todo entorno V' de p en S existen ¢1,¢2 € V tal que ¢(q1) <0

y ¢(q2) > 0,
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= planar si Ag =0,

= parabdlico si no es un punto eliptico, hiperbdlico o planar.

Del corolario 4.17, tenemos el siguiente resultado.
Teorema 4.20. Sean S una superficie no degenerada y p € S. Entonces
= p es un punto eliptico si y solo si KL(p) <0,
= p es un punto hiperbolico si y solo si KT (p) > 0,
= p es un punto parabélico si y sdlo si K*(p) =0y Azfj(p) #0,

= p es un punto planar si y sélo si A£ =0.

El motivo por el cual es conveniente tomar la definicién 4.19 y luego probar el teorema 4.20,
es que en la prueba de la equivalencia A.7 en la teoria clasica de superficies, necesitamos utilizar
que el operador de forma euclideo es diagonalizable pues necesitamos las curvaturas principales
euclideas. En el caso en que p es un punto temporal de S podemos tener que el operador de
forma lorentziano no es diagonalizable sobre R, como veremos en la siguiente seccién.

4.3. Direcciones y curvaturas principales

En esta seccién vamos a definir las curvaturas y direcciones principales, veremos cuando esto
es posible.

Recordemos que en el teorema 4.4 probamos que el operador de forma Aﬁ es autoadjunto
en 1,S. Si S es espacial en el punto p, entonces 7,5 munido de la restriccién de la métrica
lorentziana es un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno. Por lo tanto, el
operador A£ es diagonalizable sobre R. Vamos a enunciar el siguiente corolario que surge del
teorema 4.4.

Corolario 4.21. Sean S una superficie espacial orientable yp € S. Sea A£ el operador de forma
de S en p. Entonces Aﬁ es diagonalizable sobre R, esto es, existe una base ortonormal {ef, e%}
de T,S y escalares My M tal que

Ap(ef) = Met, Ap(ed) = Ayey.

Cuando S es temporal en p, entonces no podemos asegurar que el operador de forma es
diagonalizable sobre R. Vamos a ver algunos ejemplos de superficies temporales cuyos operadores
de forma no son diagonalizables. M&s aun, en el ejemplo 4.22 el operador de forma es una matriz
nilpotente. Este ejemplo se puede encontrar en el trabajo de L. K. Graves, [Gra79, Seccién 3],
en el cual el autor da una familia de superficies llamadas B-scroll que tienen operador de forma
nilpotente. En los ejemplos presentamos un operador de forma nilpotente, un operador de forma
con autovalores reales y otro con autovalores complejos conjugados. Las cuentas fueron hechas
con un software, pero la prueba se basa en calcular los coeficientes de Weingarten para dar la
representacion matricial del operador de forma.

Ejemplo 4.22. Sea S la superficie dada por la parametrizacién

4 4 11
x(u,v) = <3v3 + v, gvg - v,2v2> +u <2, 2,0)
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con (u,v) € R2. Esta superficie es temporal y el operador de forma asociado al normal unitario

tiene la representacion matricial
0 4
L
[Ax(uvvﬂ - <0 0> ’

Ejemplo 4.23 (Superficie de Enneper). Sea S¢ la superficie dada por la parametrizacién

e 1 u3 u3 9 1 1}3 ,03 )
X(’U,,U):§ U"‘?,_U_"E,—EU +§ _U_ga_v+§7_v )

la cual es una matriz nilpotente.

donde ¢ = —1,1y (u,v) € {(z,y) € R? : |xy| < 1}. La superficie, conocida como superfi-
cie de Enneper, verifica que el operador de forma asociado al normal unitario local tiene la
representacién matricial en la base {x,, X, },

2
0 -
L _ 1+ euv)?
|:Axs(u,v):| - ¢ ( 0 )
(14 euv)?

El polinomio caracteristico asociado a la matriz del operador de forma es

4e
PN =X - —
=N (1 + euv)*
entonces las curvaturas principales son
4¢e
My=%+——
12 (14 cuv)?
que son complejos conjugados si € = —1, y son reales si € = 1.

El hecho de tener superficies temporales que tienen operador de forma no diagonalizable sobre
R genera un problema a la hora de definir curvatura y direccién principal pues puede ocurrir
que los autovalores y los autovectores sean complejos, o puede ocurrir que no sea diagonalizable
sobre C y tengamos un unico autovalor.

En el trabajo [Cle10], J. N. Clelland clasificé a las superficies que verifican que el operador de
forma es no diagonalizable sobre C en todos sus puntos. Mas atin, tenemos la siguiente definicién
que puede encontrarse en [Clel0, Definiciones 1.1 y 1.2 |.

Definiciéon 4.24. Sean S una superficie temporal y p € S. Decimos que p es quasi-umbilical
si el operador de forma A]’;“ no es diagonalizable sobre C. Decimos que S es totalmente quasi-
umbilical si todo punto p € S es quasi-umbilical.

El siguiente resultado puede verse en [Clel0, Teorema 4.3].

Teorema 4.25. Sea S una superficie totalmente quasi-umbilical. Entonces S es reglada por
rectas nulas con la propiedad adicional de que cada recta luz o en S verifica que o/ y o son
linealmente independientes en cada punto.

Por otro lado, si o es una curva luz que verifica que o y o son linealmente independientes,
y F es un campo de vectores luz a lo largo de o que es linealmente independiente con o, la
superficie dada por la parametrizacion

x(u,v) = a(u) + vF(u)

es totalmente quasi-umbilical.
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Los puntos quasi-umbilicales tienen la propiedad de que el autovector del operador de forma
es un vector luz.

Proposiciéon 4.26. Sean S una superficie no degenerada y p € S un punto quasi-umbilical.
Entonces los autovectores del operador de forma AIQ son vectores luz.

Demostracion. Sean e € T,S un autovector de A]’;J y A el autovalor asociado. Vamos a probar
que e es un vector luz. Supongamos que e no es un vector luz.
Sea w € T},S un vector no nulo ortogonal a e.

0=A(e,w); = <A£(e),w>L = <e,A£(w)>L.

Entonces Aﬁ(w) es un vector ortogonal a e. Luego, Aﬁ(w), w € TpS N {e}tr.

Observemos que e ¢ {e}*Z, pues e no es un vector luz. Luego, 7,5 N {e}1~ es un subespacio
de dimensién uno. Entonces, existe n € R tal que

L
Ap (w) = nw

y resulta que w es un autovector de Ag ortogonal a e.

El punto p es quasi-umbilical, entonces Aﬁ es no diagonalizable. Luego, AI% tiene un Unico
autovalor )\ y el autoespacio asociado tiene dimension uno. Entonces, e y w son linealmente
dependientes, esto es, existe £ € R no nulo tal que

w = e.
Entonces,
0= <w7€>L = §<67€>L
Luego, (e,e); = 0 lo cual es absurdo. Por lo tanto, e es un vector luz. ]

Observemos que, si p es un punto quasi-umbilical, entonces Aﬁ tiene un tnico autovalor A
y el autoespacio asociado a A lo podemos generar por un autovector luz e, por la proposicion
4.26. En este caso,
L L
I (e) = <Ap (e),e>L =A(e,e); =0.

Por lo tanto, los autovectores del operador de forma anulan la segunda forma fundamental.

Recordemos que en una superficie temporal el operador de forma A}% no siempre es diagona-
lizable sobre R. Daremos un criterio que nos permita decir si un punto p en una superficie no

degenerada tiene operador de forma A}f diagonalizable sobre R, sobre C o sea no diagonalizable
sobre C.

Proposicién 4.27. Sea S una superficie no degenerada orientable. Sean H" y K las curvaturas
media y gaussiana de S, respectivamente. Si A es un autovalor del operador de forma A£7
entonces sobre C,

AN=cHY £ /(HL)? — eKL,
donde € = <NL,NL>L.

Demostracion. Fijada una carta local (x,U), tenemos que

L L L L L L €, L L
K~ =¢(apjay —apyay) v H :_§(a11+a22)a

L L
az; Qg

donde
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en la matriz de dNL

x(u) € la base {xu(u,v), %y (u,v)}.

Si A es un autovalor de Ag, entonces es raiz del polinomio

L L
P(z) = det (allL—'— v e

L L L L 2 L L
a21 CL%Z + QB) = ((111 + m’)(CLQQ =+ .’17) — a12a21 = — 2EH T + €K .

Entonces
A=ceHl 4+ /(HE)2 — eKEL.

O]

La proposicién 4.27 nos da un criterio para determinar si una superficie temporal tiene
operador de forma diagonalizable sobre R, sobre C o no diagonalizable sobre C.

Proposicién 4.28. Sean S una superficie temporal orientable y p € S. St
= (HY)2(p) — KL(p) > 0, entonces el operador de forma S en p es diagonalizable sobre R,

» (HY)?(p) — K%(p) < 0, entonces el operador de forma S en p no es diagonalizable sobre
R, pero es diagonalizable sobre C,

» (HY)?(p) — KL (p) = 0, entonces el operador de forma de S en p puede ser diagonalizable
sobre R o puede ser no diagonalizable sobre C.

Demostracion. Por la proposicién 4.27, un autovalor A del operador de forma verifica la relacion
A=-H"+,/(HL)? - KL

Si (H%)2(p)—K*(p) > 0, entonces los autovalores del operador de forma son reales y distintos
de donde concluimos que es diagonalizabe sobre R.

Si (H¥)%(p)— K*(p) < 0, entonces los autovalores son complejos conjugados y el operador de
forma no es diagonalizabe sobre R, pero si sobre C pues los autovalores son complejos conjugados.

Por tltimo, para el caso (H%)2?(p) — K*(p) = 0 podemos considerar los ejemplos 4.22 y 4.14.
Ambas superficies verifican la condicién, pero uno tiene operador de forma que es diagonalizable
sobre R y el otro no. ]

El operador de forma puede ser no diagonalizable sobre R, y en este caso los autovalores
son complejos conjugados o puede haber un tinico autovalor con multiplicidad uno. Definiremos
curvaturas y direcciones principales en el caso en que el operador de forma sea diagonalizabe
sobre R.

Definicion 4.29. Sean S una superficie no degenerada orientable y p € S. Supongamos que
A£ es diagonalizable sobre R. Los autovectores el y el del operador de forma A£ se llaman
direcciones principales lorentzianas de S en p, y los autovalores asociados A\l y A\ se
llaman curvaturas principales lorentzianas de S en p.

Recordemos que en la teoria clasica de superficies, las curvaturas principales son el minimo y
el maximo de la segunda forma fundamental euclidea sobre el conjunto de vectores unitarios del
plano tangente. El maximo y el minimo se asumen en las direcciones principales. A continuacion,
daremos algin resultado similar para las curvaturas y direcciones principales lorentzianas.

Supongamos que A£ es diagonalizable sobre R. Sea {el el'} la base de T,S formada por las
direcciones principales. Entonces se verifica

Ap(er) = Atet y Ap(ey) = Ayey.
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Los vectores el y el son ortogonales y resultan vectores no luz, pues el espacio T,S es no

degenerado y {elL, e%} es una base ortogonal de 7,,S. Por lo tanto, podemos suponer que elL y

el son vectores unitarios. Luego, {eX, el} es una base ortonormal de T},S.

Sea v € T,S con |jv||, =1, entonces
v=net +(es
con 7,( € R.

Supongamos que p es un punto espacial en .S. Entonces

1= ol =n*+¢2

Luego existe un tnico 6 € [0,27) tal que

Por lo tanto,

v = cos(f)el + sin(0)ek.

Por otro lado,
IIIE(U) = <A£(7761L + Ceb),nel + Ce§>L = 1P AF + AL = cos?(O)NE + sin?(9) N,

Por lo tanto, AL y AL son los valores minimo y méximo que asume IIZ en el conjunto de vectores
s M 2 P
unitarios de v € T},S. Mas atin, se asumen en el autovector asociado al autovalor correspondiente.

Supongamos ahora que p es un punto temporal en S. Entonces

(v,v); = %1.
Observemos que como {elL, eQL} es una base ortonormal de T},S subespacio temporal, entonces

elL y 65 son vectores no luz con distinto cardcter causal. Supongamos sin pérdida de generalidad

que elL es espacial y e% es temporal. Si v = nelL + fe%, entonces

<Uav>L = 772 - 52'

y vale 1 si v es espacial o —1 si v es temporal.

Supongamos que v es espacial, entonces existe § € R tal que n = cosh(f) y £ = sinh(0).
Luego
I} (v) = A (p) cosh?() — A (p) sinh?(6).

Si M (p) < AE(p), entonces
ITE(v) < Ak (p) cosh(8) — AF(p) sinh(8) = AL (p).

Luego, el maximo sobre el conjunto de vectores unitarios espaciales se asume en v = e

Por el contrario, si A¥(p) < A(p), entonces
I (v) 2 MY (p) cosh?(6) — Af (p) sinh?(6) = Af (p).

Luego, el minimo se asume en v = ef.
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Supongamos ahora que v es temporal, entonces existe 6 € R tal que £ = cosh(6) y n = sinh(6).
Luego
I, (v) = A (p) sinh?(0) — A3 (p) cosh?(6).

Si Al (p) < A\ (p), entonces
II; (v) < A7 (p) sinh?(8) — A (p) cosh®(8) = —A (p)

y el maximo sobre el conjunto de vectores unitarios temporales se asume en v = e% .

Por el contrario, si A% (p) < A(p), entonces
II; (v) > A7 (p) sinh?(0) — A (p) cosh®(8) = —A% (p)

y el minimo se asume en v = e%.

Por lo tanto, tenemos que las direcciones principales son extremos de la funcién H]’;’ en el
conjunto de vectores unitarios de 7,5, dependiendo del cardcter causal de la direccién principal.

Proposicion 4.30. Sea S una superficie no degenerada orientable con operador de forma Aﬁ
diagonalizable sobre R. Sean p € S y

U={veTl,S: |v|, =1}

m 50 S es espacial en p, entonces las curvaturas principales de S en p son el mdximo y el
minimo absoluto de la sequnda forma fundamental lorentziana de S en p restringida al
conjunto U, y se asumen en las direcciones principales correspondientes.

= 51 S es temporal en p, entonces las curvaturas principales de S en p o sus opuestos, son
un mdzximo o un minimo local de la sequnda forma fundamental lorentziana de S en p
restringida al conjunto U, y se asumen en las direcciones principales correspondientes.

Recordemos que el teoria cldsica de superficies, una linea de curvatura en una superficie S
es una curva regular en S tal que el vector tangente de la curva es una direccién principal de S.
En analogia con la teoria clasica, tenemos la siguiente definicién.

Definicion 4.31. Sean S una superficie no degenerada orientable y o : I — S una curva regular
tal que ||@/||; # 0 en I. Si para todo s € I el vector o/(s) es una direccién principal lorentziana
entonces « se llama linea de curvatura de S.

Proposicion 4.32. Sean S una superficie no degenerada orientable y o : I — S una curva tal
que |||, # 0. Entonces a es una linea de curvatura si y sélo si

9 /
%NL oa(s) =—=A(s)'(s)

donde X\ : I — S es una funcion diferenciable. En este caso A(s) es la curvatura principal
lorentziana asociada a o/(s).

Demostracion. Supongamos que « es una linea de curvatura, entonces

gSNL oa(s) = —Ag(s)(o/(s)) = —A(s)d/(s).

Tomando producto lorentziano con o/(s)

<§SNL o as), 0/(8)> = _A(s) (@ (5). (), -

L
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Por lo tanto,

de donde tenemos que A es diferenciable.
La reciproca surge de la igualdad

9 N"oa(s) = AL (@/(s)).



Capitulo 5

Geometria intrinseca

Recordemos que la primera forma fundamental euclidea de una superficie S se puede usar
para calcular conceptos métricos en S. Tales calculos se pueden hacer sin “abandonar” la super-
ficie, una vez que se conoce la primera forma fundamental euclidea. Debido a esto, se dice que
estos conceptos son intrinsecos de la superficie S. Muchas propiedades locales importantes de
una superficie pueden expresarse solo en términos de la primera forma fundamental. El estudio
de tales propiedades se llama geometria intrinseca de la superficie.

En este capitulo definiremos algunos conceptos de la geometria intrinseca en superficies
no degeneradas en el sentido de la métrica lorentziana de R®. En particular, definiremos las
isometrias, la derivada covariante y las geodésicas.

5.1. Isometrias

Recordemos que un difeomorfismo entre superficies F': S; — Sy es una aplicacién biyectiva
y diferenciable con inversa diferenciable. Una isometria euclidea es un difeomorfismo entre su-
perficies que preserva la métrica, esto es, un difeomorfismo F': §7 — S5 entre superficies es una
isometria euclidea si para todos p € 1y u,v € T),51, vale que

(dFpu, dF,v) p = (u,v) g -

Para definir una isometria lorentziana, podemos cambiar el producto interno usual por el pro-
ducto lorentziano. Esto nos lleva a la siguiente definicién.

Definicién 5.1. Sean S; y S2 dos superficies no degeneradas y F': 51 — S5 un difeomorfismo.
Decimos que F' es una isometria lorentziana si para todos p € S1 y u,v € 1,51, vale que

(dFpu, dFyv), = (u,v)p .

En este caso se dice que S7 y S2 son isométricas.

Decimos que F' es una isometria local lorentziana si para todo p € S7 existe un entorno
U de pen Sy tal que F' : U — F(U) es una isometria lorentziana. En este caso, se dice que Sp y
Sy son localmente isométricas.

Una isometria preserva la métrica entre superficies, entonces parece natural que no exista una
isometria entre superficies de distinto cardcter causal. En efecto, sean S; y So dos superficies
isométricas. Probaremos que S; es espacial (resp. temporal) si y s6lo si Sy es espacial (resp.
temporal).

Sean F' : S; — Sy una isometria lorentziana y p € Si. Entonces F' es un difeomorfismo y
resulta dFy no singular para todo g € S1. Sea u € T'r(,)S2, entonces existe ug € TS tal que

dFyug = u.

65
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Sean Iﬁ la primera forma fundamental en p de S y if,(p) la primera forma fundamental en F'(p)
de Ss. Luego

L (wo) = {uo, uo)y, = (u,u)y, = T, (u).
Por lo tanto, el caracter causal de las métricas en los espacios T),51 y T'r(,)S2 coinciden. Dado

que F' es biyectiva, tenemos que todos los espacios tangentes de S7 son espaciales (resp. tempo-
rales) si y sélo si todos los espacios tangentes de Sy son espaciales (resp. temporales).

En la prueba anterior probamos que para todo u € T,,S se verifica
1 (u) = T (dFpu).

Esto es, las isometrias preservan la primera forma fundamental. Reciprocamente, si F' : S1 — Ss
es un difeomorfismo que preserva la primera forma fundamenta, entonces

1 1 1= 1~
(u,v)p, = ZIgg(u +v) - ZIZI;J(U —v) = ZI%?(p) (dFp(u+v)) — ZIIL?(p)(de(U —v)) = (dFpu,dFpv)
y por lo tanto F' es una isometria.

Proposicién 5.2. Sean Sy y So dos superficies no degeneradas. Supongamos que existen (U, x)
y (U,X) parches de S1 y Sa, respectivamente, tales que los coeficientes de la primera forma
fundamental EY, F¥ y GF de S1, y B, FL y G* de Ss, verifican

Et=pFL, FL=FL y Gt =G*.
Entonces la funcion F : x(U) — %(U) definida por F = X ox "1 es una isometria local.
Demostracion. Sean p € x(U) tal que p = x(ug,vp) y w € T,,51 tal que
w = w1Xy (U0, vo) + waXy(Uo, Vo).
Observemos que
F ox(ug + s,v9) = x(ug + s,v0)
para todo s € R tal que (ug + s,v9) € U. Derivando respecto de s y tomando s = 0,
dFpxy(ug, vo) = Xy (uo, Vo).
De manera andloga se puede ver que
dFpx,(ug, vo) = Xy (ug, vo).
Luego
dFpyw = wiXy(ug, vo) + waXa(ug, vo).
Por lo tanto
_ 2L L 2 ~L
I (w) = wiE™(ug, vo) + 2wiwaF™ (uo, vo) + w3G™ (uo, vo)
= w%EL(uo, U()) + 2w1w2FL(u0, ’Uo) + ’w%éL(Uo, ”Uo) = iF(p) (dew).
Luego F' es una isometria local. O
Observacién 5.3. Observemos que la vuelta de la proposicién anterior es verdadera. Esto es,

sean F' una isometria entre dos superficies no degeneradas S; y Sz, y p € S1.
Sea (U, x) un parche coordenado de S; en p, y definimos la aplicacién y : U — R? por

y(u,0) = F(x(u,v)).

Entonces (U,y) es un parche coordenado de Sz en F(p).
Sean EX, FL, Gl y E*, FL, G los coeficientes de la primera forma fundamental lorentziana
asociados a (U,x) y a (U,y), respectivamente. Entonces,

gt =Ft FL=FF y GF=G"
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A continuacién, vamos a definir los simbolos de Christoffel lorentzianos.

Sean S una superficie no degenerada y (U,x) un parche coordenado en S. Tenemos la base
{Xu, Xy, nk } de R? inducida por el parche, donde n’ es el normal unitario local. Luego existen
coeficientes FiLM, 1,7,k = 1,2 tales que

L L L _L
qu = Fn,lxu + Fll’zxv + gen B

L L L L
Xuy = 119 1%u + 10Xy +ef707, -
_ FL FL L _L ( : )
Xpu = 191 1Xu + T 9% + 707,

L L L _L
X’U’U = F2271Xu + 1—‘2272X'U “I‘ Eg n 5
donde ¢ = <nL,nL> ;- Observemos que los FiLj  son funciones definidas en U que verifican
L _ 7L Coan
ka = sz‘,k para ¢, 5,k =1,2.

Los coeficientes {I';; 1.} definidos en (5.1) se llaman simbolos de Christoffel lorentzianos.

Tomando producto lorentziano de x,, con x, tenemos que
L L L L
<XUU7XU>L = 1—\11,1E1 +F11,2F .

Por otro lado, EL = 2 (x4, %,);, entonces
Lo L pL_ pL pL

Tomando producto lorentziano de x,, con x, y de las otras derivadas parciales segundas de x
con X, y X,, obtenemos seis ecuaciones que podemos escribir matricialmente como

(5080 G- () (55 20) () - (3
FLo Gl ) \I'fy, F.—3E,)" \Ft G*)\I'ly, 16, )’

EL FEN\ (Th\  (F,— 131G,

FtoGE)\I'h,) — \ 3G, )7
Por lo tanto, los simbolos de Christoffel dependen de los coeficientes de la primera forma fun-
damental y sus derivadas. Mas aun, dado que los coeficientes de la primera forma fundamental

son diferenciables tenemos que los simbolos de Christoffel son diferenciables como funciones
definidas en U.

5.2. Geodésicas y derivada covariante

En la teoria euclidea de superficies, decimos que una curva diferenciable o : I — R® contenida
en una superficie S es una geodésica si o’ (s) € Tjy( 59 L& para todo s € I. Esto motiva la siguiente
definicién.

Definicién 5.4. Sean S una superficie no degenerada y o : I — R? una curva diferenciable
contenida en S. Decimos que « es una geodésica (lorentziana) si o’(s) € Ta(s)SLL para todo
sel.

Proposicién 5.5. Sea o : I — R3 una geodésica en una superficie no degenerada S. Entonces
|l&'||; es constante en I.
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Demostracién. Como o es normal a S tenemos que

<o/,o/'>L =0.
Por otro lado,
N/ A 1d o
(o' a >L_§% o'sal)p .
Luego, (¢/, /), es constante en I. Por lo tanto, ||/||, es constante en I. O

La derivada covariante en el sentido de la métrica lorentziana puede definirse como la pro-
yeccién al plano tangente de la derivada de un campo de vectores tangentes a lo largo de una
curva. Observemos que, si el espacio tangente 7),S es no degenerado, entonces tenemos la des-
composicion

L3 = T,S @ T,S*r.

Luego, la proyeccién al espacio tangente 7,5 estd bien definida y es la componente tangencial
de la descomposicion.

Definiciéon 5.6. Sean S una superficie no degenerada y W un campo de vectores tangentes
diferenciable a los largo de una curva « : I — R3 diferenciable contenida en S. La derivada
covariante (lorentziana) de W a lo largo de a se define como la proyeccién en L3 de W'(s)
al planto tangente T;,(,)S, y se denota

Dfw
ds

(5) = proyz, sW'(s).

Ahora vamos a dar una representaciéon en coordenadas locales de la derivada covariante.

Sean S una superficie no degenerada y W un campo de vectores tangentes diferenciable a lo
largo de una curva « : I — R3 diferenciable contenida en S. Sea (U,x) un parche coordenado
y supongamos que a(I) C x(U). Sea B(s) = x ! o a(s) con s € I. Entonces existen funciones
diferenciables a y b en I tales que

W(s) = a(s)xu(B(s)) + b(s)%s(6(s))- (5.3)
Supongamos que 3(s) = (51(s), f2(s)). Derivando respecto de s tenemos que

W'(s) = a'(s)xu(B(5)) + V' (5)x0(B(s)) + a(s) (xuu(B(5))B1(s) + Xuu(B(s)) B3(5))
+ b(S) (Xvu(ﬁ(s))ﬁi(s) + Xy (ﬁ(s))ﬁé(s)) .

Luego,
L
DI (6) = a/(s)u(Bs)) + ¥ (s)x(8(5))
+a(s) (Ph 1 (8()) xu8(5)) + Th a(B(5)) x(8(5)) B3
+a(s) (hoa (8(6)) xul5(5)) + Phaa(B(5)) xo(3(5)) £i(5)
+0(s) (T, (B(5)) xu(B(5)) + Thaa(8(6)) x0(5(5)) 1 (5)
+0(s) (Tha (B(5)) %u(B5)) + Thaa(5(5) xa(B(5))) B4(5).

Definiciéon 5.7. Sean S una superficie no degenerada y W campo de vectores tangentes a lo
largo de una curva diferenciable o : I — R? contenida en S. Decimos que W es paralelo si
Diw
ds

(s) =0,

para todo s € I.
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Sea W como en la ecuacién (5.3). Luego, W es paralelo si y sélo si verifica el sistema
FL FL 5/
—d = (a b ( 11,1 12,1) < 1)
@ ey, rha) 4

I‘\L FL /B,
¥ =(a b ( 11,2 12,2> ( 1>
@ ek o) o

Por el Teorema de existencia y unicidad de Picard tenemos el siguiente resultado.

(5.4)

Proposicién 5.8. Sea S una superficie no degenerada. Sea o : I — R3 una curva diferenciable
contenida en S con p = «(0) € S y wy € T,S. Entonces existe un unico campo de vectores
paralelo W definido en un entorno de s =0 tal que W(0) = wy.

Sean S una superficie no degenerada y o : I — R? una curva diferenciable contenida en S.
Observemos que

W (s) :=d/(s)

es un campo de vectores tangentes en S a lo largo de a.

Lema 5.9. Sean S una superficie no degenerada y o : I — R? una curva diferenciable contenida
en S. Entonces a es una geodésica si y sélo si o’ es paralelo.

Demostracién. Observemos que por definicién « es geodésica si o/(s) € Ta(s)SLL para todo
s € I o, de manera equivalente, que su proyeccion al espacio Tj,(5)S sea el vector nulo, lo cual es
equivalente a que
DY/
ds

(s)=0.
Ul

Sea (U,x) un parche coordenado en S. Sea a : I — R3 es una curva diferenciable contenida
en S tal que

a(s) =x(Bi(s), B2(s)).
Entonces

o/(s) = B1(s)xu 0 B(s) + By(s)xv © B(s),

y las ecuaciones (5.4) en este caso tienen la forma
L L
o= ) (ppt 1) ()
- /
oy Tai/ \B

FL FL B/
—ﬂ”: 6/ l@/ (11,2 12,2) ( 1)
=0 e, k)

Nuevamente por el Teorema de Picard tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5.10. Sean S una superficie no degenerada, p € S y wo € T,,S. Entonces existe
una Unica geodésica o en S definida en un entorno de s = 0 tal que «(0) =p y &/(0) = wy.

Definiremos la curvatura geodésica de una curva en una superficie. Para esto primero defi-
niremos el vector normal intrinseco a la curva en el sentido de la métrica lorentziana.

Sean S una superficie no degenerada orientable, N una aplicacién de Gauss lorentziana de
Sy a: I — R? una curva regular contenida en S. Luego, tenemos dos posibilidades: podemos
parametrizar a « por longitud de arco o o es una curva luz. Vamos a estudiar estos casos por
separado.
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Supongamos que « estd parametrizada por longitud de arco. Podemos tomar el producto
vectorial

D(s) = NFoa(s) xp a'(s),

y de esta forma construimos una base ortogonal {/(s), N¥ o a(s), D(s)} de L3.
Observemos que (o/(s),/(s)); es constante igual 1 o —1. Derivando respecto de s tenemos
que

<o/’(s), o/(s)>L =0.
Por lo tanto, o’ (s) L o'(s).
Luego la curva o se puede expresar como

o (s) =nD(s) + kX(s)N* o a(s),

donde n € Ry kZ(s) denota a la curvatura normal lorentziana de S en el punto a(s) y direccién
a/(s).
Tomando producto lorentziano de o’ y D, tenemos que
n=20(a"(s),D(s)),
donde 6 = (D, D); es una constante igual a —1 o 1. Por lo tanto,

a”(s) =0 <a"(s)7 D(s)> D(s) + kﬁ(s)NL o as),

L

Definicién 5.11. Sean S una superficie no degenerada orientable y o : I — R3 un curva
parametrizada por longitud de arco contenida en S. El vector

D(s) = NEoa(s) x1 &/(s)
se llama vector normal intrinseco a « en s y el valor
) <o/'(s), D(s)>L ,

donde § = (D, D), , se llama curvatura geodésica de a en sy se denota por kg(s).

Supongamos que « es una curva luz. Podemos tomar nuevamente el producto vectorial

D(s) = Nt oa(s) xp a(s).

En este caso, {a/(s), N* o a(s), D(s)} no es una base ortogonal de L3, pues o/(s) es un vector
luz. Esto nos genera un problema para definir la curvatura geodésica.
Para resolver este problema consideremos la descomposicién

LS = Ta(s)S ) Ta(S)SLL.
Luego, existe u(s) € T,(5)S tal que
o' (s) = u(s) + kE(s)NL o a(s),

donde kZ(s) denota a la curvatura normal lorentziana de S en el punto a(s) y direccién o(s).
Dado que a es una curva luz, tenemos que

<o/(s), o/(s)>L = 0.

Derivando respecto de s,

0= <o/'(s),o/(s)>L = <u(s),o/(s)>L.
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Observemos que si u(s) y /(s) son vectores linealmente independientes, entonces {u(s), a/(s)}
es una base ortogonal de TS formada por al menos un vector luz, lo cual es absurdo pues
T,(s)S es un subespacio no degenerado. Luego, u(s) y o/(s) son vectores linealmente depen-
dientes. Por otro lado, {/(s), D(s)} no es un conjunto linealmente independiente, pues estd
contenido en T,,(5)S y es un conjunto de vectores ortogonales. Luego o/(s) y D(s) son linealmen-
te dependientes.

Por lo tanto, D(s) y u(s) son linealmente dependientes, y D(s) = 0 si y sélo si u(s) = 0.
Luego, existe 7(s) € R tal que

o'(s) = n(s)D(s) + kX (s)NT o a(s). (5.5)

Definicién 5.12. Sean S una superficie no degenerada orientable y o : I — R3 una curva
regular y luz. El vector
D(s) = Nt oa(s) xp a/(s)

se llama vector normal intrinseco a « en sy el valor 7(s) definido en (5.5) se llama curvatura
geodésica de a en s y lo denotamos por k:gL(s).

Observemos que la definicién es andloga al caso en que « estd parametrizada por longitud de
arco. La diferencia es que aqui no podemos obtener la curvatura geodésica a partir del producto
interno entre o” y D.

Dada una curva regular « : I — R3 contenida en una superficie no degenerada orientable S,
tenemos la descomposicién
o = kéD + kINE o a.

Los siguientes resultados surgen directamente de esta descomposicién.

Proposicién 5.13. Sean S una superficie no degenerada orientable y o : I — R3 una curva
regular parametrizada por longitud de arco lorentziana o una curva regular y luz. Entonces o es
una geodésica si y solo si k:gL =0.

Proposicién 5.14. Sean S una superficie no degenerada orientable y o : I — R3 una curva
reqular parametrizada por longitud de arco lorentziana. Entonces

(k") = 18(kg)? + ki),

donde k" es la curvatura lorentziana de la curva o definida en la definicion 2.5, § = (D, D),y

€= <NLoa,NLoa>L.

Finalmente, vamos a caracterizar a todas las geodésicas de las superficies H? y S?2.

Ejemplo 5.15 (Geodésicas en H?). El espacio pseudohiperbélico #? es una superficie espacial
orientable y N (p) = p es una aplicacién de Gauss en H2. Entonces

(T,H2)+ = span{p}.

Sea p € H? y supongamos que « : I — H? es una geodésica tal que a(0) =py o/(0) =v €
T,S. Entonces o'(s) es linealmente dependiente con N o a(s) = a(s). Luego existe n(s) € R
tal que

a'(s) = n(s)a(s). (5.6)

Observemos que 7)(s) es difenrenciable, pues tomando producto lorentziano con a(s) en (5.6),
tenemos que

n(s) = — (a"(s),als)),
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Por otro lado, por la proposicién 5.5 tenemos que (¢, o), es constante en I. Luego, derivando
respecto de s dos veces, obtenemos que

<O//,O//>L + <a///’ O/>L — 0
Luego, por (5.6),
—n*+n{a,a), =0.
Por lo tanto, para cada s € I tenemos que

n(s) =0 o nls) = (a/(s),0/(s)), -

Como (o, a’); es constante en I y 7 es una funcién continua en I, tenemos que 7 es constante
en I y es idénticamente nula o igual a (¢/, @) ;. Supongamos que 7(s) =n en 1.

Entonces a es solucién del problema

{ ' —nx =0
z(0) =p, 2/(0) =v

Luego
peos(y/=ns) + = sin(y/=ns),  sin <0
a(s) = ¢ pcosh(\/ns) + smh(\fs) sin>0
P+ sv, sin=20

Supongamos primero que 1 < 0, entonces
. 1
{als), a(s)), = —cos®(v/=ns) — Sln2(\/—n8)5 (v,v)p,

Por lo tanto, « esté contenida en H? si y sélo si (v, v); = 1. Esto es, v es un vector temporal en
T,S lo cual es absurdo ya que 7?2 es una superficie espacial.
Supongamos que 1 > 0, entonces

(a(s), a(s));, = — cosh®(y/77s) + sinh2(\/ﬁs)717 (v,0) ;.

Por lo tanto, « estd contenida en S siy sélo si (v,v); = n. Por unicidad de las geodésicas, fijado
p v v, tenemos que todas las geodésicas en H? son de la forma

a(s) = peosh (Jlvfl s) + sinh ([[v]l ),

[loll,

para s € R.
Para el caso n = 0, tenemos que

(a(s),a(s)), = —1+° (v,0),,

y tenemos que « estd contenida en H? si y sélo si (v, v) 7, = 0. Luego descartamos el caso n = 0.
Por lo tanto, tenemos que todas las geodésicas en H? que pasan por p son de la forma

a(s):pCOSh(HUHL ) H H Slnh(HvHL )

con v € T,S.
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Ejemplo 5.16 (Geodésicas en S?). La pseudoesfera S? es una superficie temporal orientable.
Una aplicacién de Gauss de S% es la aplicacién NE (p) = p. Supongamos que « : I — R3 es una
geodésica en S? tal que a(0) = p y o/(0) = v € T,S?. Entonces

O//(S) € (Ta(s)S%)LL .

Observemos que
(Ta(s)ST) ™ = span{a(s)},

entonces para cada s € [ existe n(s) € R tal que

Haciendo un razonamiento andlogo a lo hecho en el ejemplo 5.15, tenemos que 7 es constante
enly

pcos(y/—ns) + \/1}—77 sin(/=ns), sin<0
a(s) = pcosh(\/ns) + ﬁ sinh(,/ns), sin>0
P+ sv, sin=20

Supongamos que 1 < 0, entonces « estd contenida en S? si y sélo si

entonces

cos?(v/—ns) — <U’:>L sin?(y/—ns) =1

lo que implica (v,v); = —n. Esto es, v es un vector espacial.
Supongamos que 7 > 0, entonces « estd contenida en S? si y sélo si

entonces

cosh?(y/ns) + <U’7:>L sinh?(/ns) = 1

lo que implica (v,v); = —n. Esto es, v es un vector temporal.
Finalmente, supongamos que 1 = 0, entonces « esta contenida en S% si y solo si

14 5% (v,0); =1

lo que implica que (v,v); = 0. Esto es, v es un vector luz.
Juntando todo tenemos que las geodésicas en S? son de la forma

peos(||v||; s) + m sin(||v|| ), si v es espacial
a(s) = ¢ pcosh(||v]|, s) + W sinh(||v]|; s), siv es temporal
p + sv, si v es luz

para s € R.
Mais atin, dado que existen sélo dos direcciones luz en TPS% tenemos que existen exactamente
dos geodésicas luz que pasan por p y son rectas, para todo p € S%.
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Capitulo 6
Geometria diferencial global

La geometria diferencial global se ocupa de las relaciones entre las propiedades locales y
globales de curvas y superficies. En este capitulo, vamos a dar algunos resultados sobre las
superficies compactas, definiremos a las superficies umbilicales en el sentido de la métrica loren-
tziana de R3, y daremos una versién andloga al teorema egregium de Gauss en el sentido de la
métrica lorentziana.

6.1. Superficies compactas

Una superficie compacta es una superficie que es un subconjunto compacto de R3 con la
topologia usual. Un ejemplo de una superficie compacta es la esfera S2. La esfera es una superficie
que contiene puntos degenerados, como probamos en el ejemplo 3.2. Luego, no podemos definir
los conceptos de primera y segunda forma fundamental lorentziana y aplicacién de Gauss sobre
toda la esfera.

La esfera no es un caso particular, como veremos a continuacién. Vamos a probar que una
superficie S orientable y compacta contiene puntos degenerados. Observemos que vamos a con-
siderar que S es orientable segin la definicién 3.26.

Teorema 6.1. Sea S una superficie orientable y compacta, entonces existen puntos degenerados

en S.

Demostracion. Sea S una superficie orientable y compacta. Vamos a probar que existe un punto
p € S tal que T},S es degenerado.

Como S es orientable, para la métrica euclidea podemos considerar una aplicacién de Gauss
euclidea N¥ definida en S. Sea v € S? un vector luz, por ejemplo

1
v = 5(1,1,0).

Basta con probar que existe un punto p € S tal que N¥(p) = v, pues en este caso TS es
un subespacio luz, lo que implica que 7},S es un subespacio luz por la proposicién 3.13.
Sea I : R? — R la funcién definida por

F(g) = {¢,v)p -

La funcién F es continua y S es un subconjunto compacto de R?, entonces F' restringida a S
asume su maximo en un punto p € S.

Sea w € T,S y a : I — R? una curva diferenciable contenida en S tal que «(0) = p y
a/(0) = w. Definimos la funcién g : I — R por

g(t) = {a(t),v) -
La funcién g es diferenciable y asume su maximo en ¢t = 0. Luego
0=g'(0) = (w,v)p.

Entonces v L g w para todo w € T),S. Por lo tanto, NE(p) = +v, y NE(p) es un vector luz. [
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Dado que en una superficie no degenerada, las nociones de orientabilidad euclidea y loren-
tziana coinciden, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 6.2. En L3 no existen superficies no degeneradas, orientables y compactas.

6.2. Superficies umbilicales

Recordemos que en la teoria clasica de superficies, decimos que una superficie S es umbilical
en p € S si la segunda forma fundamental es proporcional a la primera forma fundamental. Esto
es, si existe un escalar A(p) tal que

E E
12 = A(p)1Z.

Esto es equivalente a que las curvaturas principales euclideas coincidan, o sea, A (p) = A\¥(p).

Definicion 6.3. Sean S una superficie no degenerada orientable y p € S. Decimos que p es un
punto umbilical (en el sentido de la métrica lorentziana) de S si existe A(p) € R tal que

L L
X = A(p)IL.

Decimos que S es totalmente umbilical (en el sentido de la métrica lorentziana) si todos

sus puntos son umbilicales. Esto es, si p es umbilical en S para todo p € S.

Observemos que la definicién anterior no depende de la eleccién de la aplicacién de Gauss.
En efecto, si cambiamos la aplicacién de Gauss, cambia el signo de Aﬁ y podemos tomar la
constante opuesta a \(p).

Una interrogante que nos surge es si la definicién de punto umbilical es equivalente a pedir
que los autovalores del operador de forma lorentziano en p verifiquen la relacién A (p) = A\l (p).
A continuacién, probaremos que si el operador de forma es diagonalizable sobre R, la relacién
se verifica.

Lema 6.4. Sean S una superficie no degenerada orientable y p € S. Entonces p es umbilical si
y sdlo si A£ es diagonalizable sobre R y A(p) = A\ (p).

Demostracion. Sea (U,x) un parche en p tal que p = x(ug, vo) y n(ug,vo) = N¥(p).
Supongamos primero que p es un punto umbilical, entonces existe A(p) € R tal que

I} (u) = A(p)L; (u)
para todo u € T),S. Luego
e” (uo, vo) = I (xu(uo, v0)) = A(P)I (xu (o, v0)) = A(p) E* (uo, vo).
Si suponemos ahora que u = X,(ug, vg) podemos ver de manera aniloga que
g% (ug,v0) = Mp)GE(ug, vo).
De las relaciones

FL(UO, vp) = (Iﬁ(xu(uo, o) + Xy (Uo, v0)) — I;%(XU(“Ov Vo)) — I;%(Xv(u()a UO))) y

Al Bl NCY

FE(ug, vo) =

(Hé(xu(uo, vo) + Xy (ug,vo)) — IIZ[;(XU(U(), vo)) — II£(XU(u0, v0)))

tenemos que f%(ug, vo) = M(p)F(ug, vo).
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Por lo tanto,

(Guiom) Sl <o) (Fulto) L), 6.1

fE(uo, vo) (u0,v0) FE(ug, vo) (uo,v0)

Por la proposicién 1.6, existe una base B de 7,5 donde la matriz asociada a IIE es

-1 0 10
we (o 3) o)

dependiendo del cardcter causal de T},S.
Por la relacién (6.1), si U es la matriz de cambio de base de {xy(ug,vo), %y (ug,v0)} a B,
entonces

el (uo,v0)  f*(uo,v0)\ ;-1 _
U<fL(u0,v0) gL(uo,'Uo)>U — \(p)H. (6.2)

Por otro lado, por (4.6) tenemos la relacién

el fL EL FL aﬂ a1L2
- (fL 9L> B <FL GL) <a§1 a§2> ’

donde la matriz de los aiLj es la matriz de de(u v)

anterior y (6.2) tenemos que la matriz asociada a A]I; en la base 9B verifica

en la base {x,,X,}. Luego, de la relacién

Ap)H = H[A}]s.
Luego,
L -1 10
Al = =0 (5 1)- (63)
Por lo tanto, A£ es diagonalizable y A\(p) = A\(p) = A\ (p).

Supongamos ahora que Aﬁ es diagonalizable y que A(p) = Ay (p). Sea

Sean el y eZ las direcciones principales lorentzianas de S en p. Entonces en la base B = {ef, e}
de T},S la matriz asociada al operador de forma lorentziano de S en p es

4] =20 g 1)

Entonces
[Ay (W)l = A(p)[uls-
Luego
Ap(u) = A(p)u

para todo u € T),S. Por lo tanto,

I (u) = (AL (u),u), = A(p) u,u), = A(p)IE (w).
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Recordemos que para el caso euclideo, un punto p es umbilical si y sélo si (HF(p))? = K(p),
la prueba es una consecuencia directa de la relacién

2

Para el caso lorentziano,

2 2
(/\1L;)‘%> _ </\1L‘;‘)‘§> AL — (Y — oKD

donde € = <N L NL > .- Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 6.5. Sea S una superficie no degenerada orientable. Sea p € S tal que A£ es
diagonalizable sobre R. Entonces p es un punto umbilical si y sélo si (H"(p))? = eK"(p), donde

e = (NE(p), Nt(p)), -

Recordemos el ejemplo 4.22. La superficie de este ejemplo verifica la condicién )\f = )\é en
todos sus puntos pero no tiene puntos umbilicales. Se puede ver que el operador de forma no es
diagonalizable, lo cual nos dice que esa condicién es importante en las proposiciones anteriores.

Ejemplo 6.6. Sea S la superficie dada en el ejemplo 4.22. Esta superficie se define por la

parametrizacion
4

4 11
x(u,v) = (3113 + v, 51)3 — v72v2> +u <2, 2,0)

con (u,v) € R2. Entonces los coeficientes de la primera forma fundamental lorentziana en x(u, v)
son
Ef(u,v) = FE(u,v) =0 y GF(u,v) = —4,

y los coeficientes de la segunda forma fundamental lorentziana en x(u,v) son
e (u,v) = g"(u,0) =0y fH(u,0) = —1.

Luego
L (@) = —dwr y 10, (w) = —wiws,

para todo w € Ty(y,)S con w = w1xy(u, v) + waXy(u, v).
Por lo tanto, no existe A € R tal que

L, =&

x(u,v) x(u,v)*

Tenemos que S es una superficie que no tiene puntos umbilicales.
Por otro lado, en el ejemplo 4.22, calculamos el operador de forma en coordenadas locales, a

saber
L _ (0 4
[Ax(u,v)] - (0 0> :

Luego, las curvaturas principales lorentzianas verifican
A (x(u, ) = 0 = A (x(u, v)).

Este ejemplo nos dice que la condicién A\(p) = A(p) no necesariamente implica que p sea

un punto umbilical.

Tenemos un resultado que caracteriza a las superficies totalmente umbilicales en la teoria
clasica de superficies:
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Si S es una superficie totalmente umbilical y conexa, entonces S estd contenida en
un esfera o un plano.

Este resultado se puede ver en [dC17, Proposicién 4, Seccién 3.2]. Daremos un resultado similar
para las superficies totalmente umbilicales en el sentido de la métrica lorentziana.

Sean S una superficie totalmente umbilical y conexa, y p € S. Sea (U, x) un parche coorde-
nado de S. Tenemos definido el vector normal unitario n” y podemos tomar la base ortonormal
{el e} de T %(uw)S formada por las direcciones principales lorentzianas. Luego, la matriz aso-
ciada a la diferencial de la aplicacién de Gauss dada por el vector normal unitario tiene la

forma ank, ] = (/\(16,@> A(va))

Mu,v) = =M (x(u,v) = =M (x(u,v)).

donde

Entonces para todo w € Ty(,,,)S tenemos la relacion
dn(Luw)w = Mu,v)w.

Vamos a probar que A es una funcién constante en U.
Sea w € Ty (S con w = nxy(u,v) + (X, (u, v), entonces

Udn(Lu,U)Xu (u,v) + Cdnfuw)xv (u,v) = (nxu(u, v) + (X (u, v))A(u, v).

Como esto vale para todo w € Ty(y,,,)S, y por lo tanto para todo n,( € R, tenemos que

{ dn(Lu 0 Xu = Xy A

dn(Lu nXo = Xy A

Derivando la primera ecuacién respecto de v y la segunda respecto de u,

(dnf’u v)xu)v = Xy + Xy
(dn(Lu v)xy)u = Xpu + Xp Ay

Observando que (dn(Lu v)xu)v = (dn(Lu v)xv)u Y Xuy = Xyu, y Testando las ecuaciones anteriores
tenemos que
XyAy — XpAy = 0.

Como x, ¥ X, son linealmente independientes tenemos que A, = A, = 0. Por lo tanto, A es una
funcién constante en U. Supongamos que A(u,v) = A para todo (u,v) € U.

= Si A = 0, entonces n’

4.18.

es constante en U. Luego x(U) es parte de un plano por el lema

= Si A\ # 0, entonces la funcién definida en U por

o(u,v) = x(u,v) — %nL(u, v)

verifica ¢, = ¢, = 0 en U. Luego ¢ es constante en U. Supongamos que ¢(u,v) = ¢ en U.
Entonces

1
St (u,v)

en U. Tenemos que x(U) esta contenido en el conjunto

1x(u, v) =l =

L A

b+ {veR: oll, = A} = ¢+ A Hu e RS o]l = 1} (6.4)
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Probamos que S localmente esté contenida en un plano o el conjunto de la ecuacién (6.4).
Extenderemos este resultado a toda la superficie S. Sea ¢ € S un punto arbitrario de S. Como
S es conexa existe una curva « : [0,1] — S continua tal que «(0) = p y a(1) = ¢. Para cada
s € [0,1], sea (Us, x5) un parche coordenado en a(s). Entonces el conjunto

{XS(US)}se[O,l]

es un cubrimiento abierto de a([0,1]), que es un conjunto compacto pues es la imagen continua
de un compacto. Entonces existen sy < s; < ... < s, puntos en [0, 1] tal que

{Xsk (Usk)}kzo,...,n

es un cubrimiento de «([0,1]), y podemos suponer sin pérdida de generalidad que sp = 0 y
Sp = 1.

Ahora, cada xg, (Us,) estd contenido en un plano o el conjunto de la ecuacién (6.4). Va-
mos a probar que podemos reordenar a {xg, (U, )}k=0,... n para formar un cubrimiento finito
{¥k(Vi) }e=0,..n de a([0,1]) de modo que

Yi (Vi) N ¥rr1 (Vi) # 0
para k = 1,...,n — 1. En efecto, como {x;, (U, )}r=0,..n €s un cubrimiento de «([0,1]), existe
k1 €{1,...,n} tal que
P € Xy (Ukl).
Sea

(yla Vl) = (xkn Ukl)

Vamos a probar que existe kg € {1,...,n} —{k1} tal que xx, (Ug, ) "Xk, (Ug,) # 0. Supongamos
que Xy, (U, ) Nx;(U;) = 0 para todo j € {1,...,n} — {k1}. Entonces podemos cubrir a «([0, 1])
con dos abiertos disjuntos

n
A=xy,(Uy) vy B= U Xj(Uj)'
j=1
J#k1
Lo cual es absurdo, pues «([0,1]) es conexo. Luego, existe ky y sea

(y2a VQ) - (Xk‘ga Uk‘g)

Repetimos este proceso hasta construir la familia {yx(V%)}. Como estos parches se solapan
tenemos que todos estdn contenidos en el mismo plano o el conjunto de la ecuacién (6.4).
Observemos que

{veR’: |oll, =1}

es el conjunto de vectores unitarios de 3. Luego, si S es espacial, entonces S estd contenida en
el conjunto

6+ AT,
y si S es temporal, entonces S estd contenida en
¢+ |A7'St.
Enunciamos el siguiente resultado.

Teorema 6.7. Sea S una superficie totalmente umbilical y conexa. Entonces S estd contenida
en un plano o el conjunto de la ecuacion (6.4). Mds ain, si S es espacial entonces estd contenida
en un plano o en el conjunto u + pH? para algin uw € R® y p > 0, y si S es temporal entonces
estd contenida en un plano o en el conjunto u + pS? para algin u € R y p > 0.
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6.3. Teorema egregium de Gauss

Un resultado fundamental de la geometria diferencial global es el teorema egregium de Gauss.
El teorema egregium se introduce en el ano 1828 en el trabajo Disquisitiones generales circa
superficies curvas, de Gauss. El teorema egregium de Gauss se puede enunciar de la siguiente
manera:

La curvatura gaussiana (euclidea) de una superficie es invariante por isometrias lo-
cales (euclideas).

Una prueba de este resultado se basa en poder escribir a la curvatura gaussiana euclidea
s6lo en términos de los coeficientes de la primera forma fundamental euclidea (la prueba puede
verse en [dC17, Seccién 4.3]). A continuacién, daremos un teorema egregium en el sentido de la
métrica lorentziana.

Sean S una superficie no degenerada y (U,x) un parche coordenado en S. En la base
{Xu, Xy, nk } de R3, donde n’ es el normal unitario local, tenemos la representacién

1L L L,L
Xyu = I'7) 1 X0 + 17 9X0 + €707,

— 1L L L, L
Xup = ' %0 + T oxy +f707, n

_ 1L L L, L
Xy = D9 1Xu + I'gh 90Xy + 29707,
donde ¢ = <nL, nk > X Derivando x,,, respecto de u

Xuvu = (F%Q,l)uxu + F%2,1qu + (F{JQ,Q)uxv + F%Q,vau + €fuLnL + 5an£
= (Fle,l)uXu + 111L2,1 (FleXu + 111L1,2Xv + EGL”L) + (Ff272)uxv + Ffzz (Flexu
+ Ffmxv +eftn L) +efinl 4 eft (aflxu + a%lxv)
= ((Ffz Du + I‘12 ' 1t I‘1L2,2F1L2,1 + f‘?fLalLl)Xu (Fm Ih 2T (F12 9)u + Ff272rf2,2
+ 5LfLa21)Xv + 5(6 Fle + fLFf2,2 + fuL)nL

De igual manera, derivando x,, respecto de v

L L L L L, L
Xuuv = (Fll,l)vxu + I‘11,1Xuv + (Fll,z)’uxv + I‘11,2X'uv + 56 n" +ce Ty

= (Ffm)vxu + Ffu (Ffmxu + F%Q,QXU +efin® )+ (T 2)uXy + F11,2 (F§2,1Xu
+ F%Q oXy + 5gLnL) + 86LTLL + eel (a{@xu + a22xv)
= (P 1) + T T + T ol 51 +eetaly)xu + (T 1Tz + (DT 0)o + 11 oT50 0
+ €L6La§2)xv + E(f F11 1+ gLF11,2 + %)”L~

Dada la igualdad de las derivadas cruzadas tenemos que Xy, = Xyup- Igualando las componentes
de x,,

L 1L L 1L L L L L 1L L 1L L L
(F12 Du+Tio 0711 + Tioolie s +ef ary = (011 1)e + 11110101 + 1119109 1 +eears.
Luego
L L L
e(f an —erapy) = (Fn Do (F12 VDu + F11 2F22 1 F12 2F12 1
Observemos que, por las ecuaciones de Weingarten,

L (f1)? —etg"

fLFL _ eLGL I gLFL _ fLGL )
ELGL — (FL)2

L L _L L
“(r*at = etoly) = <(1* rgr— iy ~ ¢ Frar—(Fip
= -FrKlox.

=cF
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Por lo tanto
FFEKY ox =Ty )u — (T111)y + T ol oy — T ol

De manera andloga, si igualamos la componente x, de Xy ¥ Xuuw, ¥ 1as componentes x,, y
X, de Xypy ¥ Xouw Obtenemos las ecuaciones de Gauss lorentzianas:

E'K'ox = (F%1,2)v (Ffm) + F11 1F12 2T N 2F22 2~ Ffmrfm - (F1L2,2)2
FFKY ox = (Fle)u (Ffm) 12 1 F 2F22 1
FFKFox = (Fle)v (F§2,2) 12 2 F 1F11 2
G'KFox = (F§2,2)u (F1L2,1) + F22 1F11 L+ 15 2F12 1= (F1L2,1)2 - I‘f2,21ﬂ2L2,1

Si igualamos las componentes normales de Xyuy V Xupu, ¥ de Xpup ¥ Xowu, Obtenemos las
ecuaciones de Mainardi-Codazzi lorentzianas:

oL L L L L L
{ v — [l =T e" + (Tl — T ) f" —Thiag
L L
gy — 7 = (Tloy =T o) /¥ + T1apg" — T3 "
Las ecuaciones de Gauss relacionan la curvatura gaussiana con los simbolos de Christoffel
y sus derivadas. Luego, la curvatura gaussiana depende sélo de la primera forma fundamental

pues los simbolos de Christoffel dependen de los coeficientes de la primera forma fundamental.
Mas atn, por la observacion 5.3, tenemos un resultado analogo al Teorema Egregium de Gauss.

Teorema 6.8. La curvatura gaussiana lorentziana de una superficie no degenerada es invariante
por isometrias locales lorentzianas.



Apéndice A
Funciones diferenciables y superficies

En este apéndice vamos a recordar algunas definiciones béasicas de diferenciabilidad de funcio-
nes, superficie, plano tangente y de diferenciabilidad de funciones definidas en superficies (para
més detalles se puede consultar [dC17, dL16]).

Funciones diferenciables

Sea A C R™ un conjunto abierto, decimos que una funcién F : A — R™ es diferenciable en
un punto p € A si F tiene derivadas parciales continuas de cualquier orden en p, esto es, F' es
de clase C*° en p. Decimos que F' es diferenciable si es diferenciable en todo punto p € A.

Supongamos que F(p) = (F1(p), ..., Fm(p)), entonces F' es diferenciable en p si y sélo si F;
es diferenciable en p para todo i =1, ..., n.

La derivada o diferencial de F' en p € A es una transformacion lineal de R™ en R™ que
denotaremos por dF),. La diferencial verifica la igualdad

F(p+v) = F(p) + dFp(v) + [lv][ g r(v),
donde la funcién r : R™ — R, llamada resto, verifica

lim r(v) = 0.

v—0

Consideremos la base candnica de R", en esta base la diferencial dF), tiene una matriz aso-
ciada [dF},] € R™*™ cuyos coeficientes son las derivadas parciales de F' en p, esto es,

oF o
ET,CI(P) T%(p)
[dF p] = : t. :
oF,, oF,,
TN (p) ... oz, ()

Esta matriz se llama matriz jacobiana de F' en p.
Cuando m = 1, entonces podemos identificar a la matriz jacobiana de F' en p con un unico
vector de R™, llamado vector gradiente de F' en p y lo denotamos con grad F(p). A saber,

gradp F(p) = (§£<p>, gj;@) |

Entonces en la base canénica tenemos la siguiente relacién

de(U) = (gradg F'(p), U>E7

para todo v € R", donde (-, ) es el producto interno usual de R"™.
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Sea F' una funcion definida en un abierto U de R™. Decimos que F' es un homeomorfismo
si F' es biyectiva, continua en U y su inversa F~! es continua en F(U); Decimos que F es un
difeomorfismo si F es biyectiva, diferenciable en U y su inversa F~! es diferenciable en F(U).

Finalmente, vamos a enunciar tres teoremas importantes relacionados con el concepto de
derivada.

Teorema A.1 (Regla de la cadena). Sean U C R™ y V' C R™ dos conjuntos abiertos. Sean
F:U—=R™yG:V — RF dos funciones diferenciables en p € U y F(p) € V, respectivamente,
tales que la composicion G o F : U — R* estd bien definida, entonces G o F' es diferenciable en
p y vale la igualdad

d(G ©] F)p — dGF(p) @] de

Teorema A.2 (Teorema de la funcién inversa). Sean F : U — R™ una funcion diferenciable
definida en un abierto U de R"™ y p € U. Supongamos que dF, es un isomorfismo lineal, esto
es, dF}, es biyectiva y lineal, entonces existen V.C U y W C F(U) abiertos tales que p € U,
Flp)e W y Fly : V — W es un difeomorfismo.

Teorema A.3 (Teorema de la funcién implicita). Sea U un conjunto abierto en R™t™ = R™ x
R™. Sea F : U — R™ una funcion diferenciable en (p,q) € U, con p,€ R" y q € R™, tal que
F(p,q) = c € R™. Supongamos que la restriccion de dF(pq) @ {0} x R™ es un isomorfismo sobre
R™, entonces existen V.C U y W C R" tales que (p,q) € V, p € A y valen las siguientes
condiciones:

1. Para cada x € A, existe un unico u = &(x) € R™, tal que (x,&(x)) € V y F(x,{(x)) =¢;

2. La aplicacion & : A — R™ es diferenciable.

Superficies

Sea S un subconjunto de R3. Decimos que S es una superficie si para todo p € S, existe
un abierto U de R?, un entorno abierto V de p en R3, y una funcién x : U — R3 tal que

» x(U)C SNV,
= x es diferenciable,
= X es un homeomorfismo sobre su imagen,

= La diferencial dx(, ) es no singular para todo (u,v) € U. Esta condicién se llama condi-
cién de regularidad.

La funcién x se llama parametrizacién en p de S, y el par (U, x) se llama parche coordenado
en p de S. Sea (up,vp) € U fijo, entonces las curvas a(v) = x(up,v) y f(u) = x(u, vg) se llaman
curvas coordenadas en (ug,vg). Decimos que una superficie S es conexa si es conexa como
subconjunto de R? con la topologfa usual.

Una familia de parches coordenados de una superficie S que cubre a S se llama atlas. Ob-
servemos que toda superficie admite un atlas por definicién.

Sea g € U tal que x(q) = p. Supongamos que x(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)), entonces

dx _(9z dy 92\ Ox Oz dy O
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Luego, la matriz de dx, en la base canénica es

ox ox

%(Q) %(Q)
ax) = | 20 S
0z 0z

%(Q) %(Q)

Por lo tanto, la condicién de regularidad de la definiciéon anterior es equivalente a que el
conjunto {%, %} sea linealmente independiente.

Vamos a dar dos ejemplos muy importantes de familias de superficies.

Ejemplo A.4 (Gréficos de funciones diferenciables). Sea f : U — R una funcién diferenciable
definida en un abierto U de R?. El gréfico de f es el conjunto

graf(f) = {(u, v, f(u,v)) : (u,v) € U}.

Este conjunto es una superficie que puede ser cubierta por un tinico parche x : U — R? definido
por

x(u,v) = (u,v, f(u,v)).

Ejemplo A.5 (Superficies dadas por la preimagen de un valor regular). Sea F' : A — R una
funcién diferenciable en un abierto A de R3. Sea a € R un valor regular de F, esto es, un
punto para el cual la diferencial dF, es no singular para cada p € F~!(a). Entonces el conjunto
S = F~!(a) es una superficie. Este es un resultado llamado Teorema de la funcién implicita
(ver [dC17, Proposicién 2, Seccién 2.2]).

Cambio de coordenadas

Sean S una superficie y (U, x) un parche coordenado de S. Sea h : V' — U un difeomorfismo.
Vamos a probar que (V,y), con y = xoh es un parche coordenado de S. En efecto, es claro que
y es diferenciable y es un homeomorfismo sobre su imagen. Sea p € V', entonces

dyp = dxpp)dhy.

Como dh,, es invertible, ya que h es un difeomorfismo,y dxp,,) es no singular, entonces dy,, es
no singular.

Las funciones h y h~! se llaman cambios de coordenada. Supongamos que (U,x) y (V,y)
son dos parches coordenados en p. Sea

W =x(U)ny(V),

entonces la funcién h : y~1(W) — x~ (W) definida por h = x~! oy es un difeomorfismo, en
otras palabras, h es un cambio de coordenadas.

Plano tangente

Sean S superficie y p € S. Sean (U, x) parche coordenado de S enpy g € U tal que x(q) = p.
El espacio tangente de S en p, y lo denotamos con 7,5, se define como el subespacio dxq(R2)
de R3. Como (U, x) es un parche coordenado, la diferencial dx, es no singular. Luego, T,,S es
un subespacio de dimensién dos.
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Observemos que la definicién de T),S parece depender de la eleccién de un parche coordenado
de S en p, esto no asi. En efecto, sean (U,x) y (V,y) dos parche coordenados en p tales que
x(q) = py y(w) = p, entonces existe h : Vj — Uy difeomorfismo de Vj C V entorno abierto de
w a Uy C U entorno abierto de ¢, tales que y = x o h y h(w) = q. Entonces

dy = dxqdh,,

como h es un difeomorfismo, la diferencial dh,, es un isomorfismo lineal de R? en R?, lo que
implica que dh,,(R?) = R2. Luego,

dyw(R?) = dxp () dh(R?) = dxp () (R?).

Funciones diferenciables en superficies

Sean S una superficie y f : S — R" una funcién. Decimos que f es diferenciable en p € S,
si existe un parche coordenado (U, ¢) en p tal que f o ¢ es diferenciable. Si f es diferenciable
para todo p € S, decimos que f es diferenciable en S.

Vale observar que esta definicion de diferenciabilidad en superficies parece depender del
parche elegido. Nuevamente, esto no es asi. En efecto, sean (U, ¢) y (V1) parches coordenados
en p tales que p(q) = p, entonces existe h : Vj — Up diferomorfismo de V) C V entorno abierto
de w a Uy C U entorno abierto de ¢, y vale 1) = ¢ o h. Entonces, ¢! o1 = h es diferenciable en
p. Luego

foyp=Fo(pop o= (fop)o(p ' o1)
es diferenciable en p. Por lo tanto, la definicién anterior no depende del parche elegido.

Ahora vamos a mostrar un teorema que nos permite relacionar la nocién de diferenciabilidad
clasica en R? con la nocién de diferenciabilidad en superficies. La prueba puede verse en [dL16,
Proposicién 8, Seccién 2.2].

Teorema A.6. Sean S una superficie, f : S — R"™ una funcion y p € S. Entonces, f es
diferenciable en p si y solo si existe una extension local diferenciable de f a un abierto U C R3,
esto es, existe F': U — R™ diferenciable tal que F|snu = flsnu-

Sean S una superficie y (U, x) un parche coordenado de S. Entonces la funcién x ! : x(U) —
U es diferenciable, pues existe (U, x) parche coordenado en S tal que la funcién

xlox
es la funcién identidad que es diferenciable.
Sea a: I — S una curva diferencaible en S con a(0) = p. Sea (U, x) un parche coordenado en p
y supongamos que «(I) C x(U). Entonces

es una curva en U. Por el teorema anterior y el hecho de que x~! es diferenciable, 3 es una curva
diferenciable. Supongamos que ¢ = x~!(p), entonces 3(0) = q y

o(s) = dxp(s)8'(s).
Tomando s = 0,
o' (0) = dx,/3'(0).
Por lo tanto, o/(0) € T,S.
Recfprocamente, sea v € T,S, entonces v € x,(R?), si ¢ = x71(p). Sea w € R? tal que

dx4,w = v. Definimos la curva
a(s) = x(q + sw),
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con s € (—¢g,e) y € > 0 lo suficientemente chico para que ¢ + sw € U para todo s € (—¢,¢).
Entonces a es una curva diferenciable con derivada

o (8) = dX (g4 suw)w

Tomando s = 0
o/ (0) = dxqw = v.

Por lo tanto, tenemos la siguiente caracterizacion del plano tangente.
T,S = {a’(0) : a: I — S es una curva diferenciable con «(0) = p}.

Ahora vamos a introducir el concepto de derivada o diferencial de una funcién diferenciable
f S — R" definida sobre una superficie. Para esto, sean p € S, V un entorno abierto de p en
Sy F,G : O — R"™ dos extensiones diferenciables de f|y/, de un abierto O de R?® que contiene a
V', tales extensiones existen gracias al teorema A.6. Vamos a probar que

dFy(w) = dGp(w)

para todo w € T},S.
Sea a : I — R3 una curva diferenciable tal que a(I) C ON S, a(0) = py ' (0) = w € T,S.
Luego F(a(t)) = G(«(t)) para todo t € I. Entonces derivando respecto de ¢ y tomando ¢ = 0,

0 0

9il, F ) = 5| _ Gla(t).

Por lo tanto, dF,(w) = dGp(w). Como esto vale para toda curva a tal que a(0) = p, entonces
dF,(w) = dG,(w) para todo w € T),S.
Entonces definimos la derivada o diferencial de f en p a la aplicacién df, : 17,5 — R"
definida por
dfp(w) = dFy(w),

donde F' es una de las extensiones de f dada por el teorema A.6. Esto es, df, es la restriccion de
la diferencial en p de una extensién de f al plano tangente 7},S. Observemos que, si w € 1,5,
entonces

_g
_ds s=0

dfy(w) fla(s)),

si a: I — R? es una curva diferenciable contenida en S tal que a(0) =p y o/(0) = w.
Cuando n = 1, entonces por el teorema de representacién de Riesz, existe un vector en 7,5
que vamos a llamar vector gradiente de f en p, y lo notamos grady f(p), tal que

dfp(w) = (gradpg f(p), w)g ,
para todo w € T),S, donde (-, -) ; es el producto interno usual de R3. Observemos que
(gradp f(p), w) g = dfp(w) = dFy(w) = (gradp F (p), w)g ,

de donde obtenemos que gradg f(p) es la proyeccién euclidea de gradp F'(p) sobre T),S.

Sean S una superficie y V un conjunto abierto en S. Decimos que un campo vectorial
f:V —=R3esun

= campo de vectores tangentes si para todo p € V se verifica f(p) € T,5;

» campo de vectores normales en E? si para todo p € V se verifica f(p) € TpSLE.
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Dadas dos 57 y So superficies, y un punto p € S7. Decimos que una funcién f : .S; — Sy es
diferenciable en p si existen (U, x) parche de S en p, y (V,y) parche de Sy en f(p), tal que la
composicion

x lofoy
es diferenciable en x~1(p).

Esta definicién, nuevamente, parece depender de los parches elegidos pero podemos pro-
bar que si tomamos otros parche, la composicién es diferenciable. En efecto, supongamos que
tomamos otros parche (U, %) y (V,¥) de p y f(p), respectivamente. Supongamos que

x'p)=q¢ x'P)=4¢ y '®)=w y 7' () =

Por un lado, existen entornos abiertos Uy de ¢ y Uy de ¢, y un difeomorfismo hy : Up — Uo
dado por hy = xox L. Por otro, existen entornos abiertos Vy de wy Vj de @, y un difeomorfismo
ho : Vo — Vp, ha = ¥ o y~ L. Entonces, la composicién

-1 -1

xlofoy=(xtox)o(xtofoy)o(y toy)

es diferenciable, pues es composicién de funciones diferenciables.

Puntos elipticos, parabdlicos, hiperbdlicos y planares

Sean S una superficie orientable y p € S. Sea N¥ : § — R? una aplicacién de Gauss euclidea
de S en p. Recordemos que en la teoria clasica de superficies en el espacio euclideo, decimos que
p es un punto

» eliptico si det(de) > 0,

= hiperbdlico si det(dN}) < 0,

» parabdlico si det(dNF) = 0, con dNJ # 0,

= planar si dN;,E =0.

La siguiente proposicion da una interpretacién geométrica de la definicién anterior.

Proposicién A.7. Sea S una superficie orientable. Sea (-,-) el producto interno usual de R3.
Sea ¢ : S — R la funcion definida por

é(q) =(a—p,N®(p)),, -
Entonces

= p es un punto eliptico si y sdlo si existe un entorno V de p en S tal que todos los puntos
de V estdn del mismo lado del plano tangente T),S, esto es, ¢ >0 en V —{p} 0 ¢ <0 en

vV —{p}.

= p es un punto hiperbdlico si y solo si para todo entorno de V en p existen puntos de un

lado y del otro del plano tangente T,S, esto es, para todo entorno V de p en S existen
q1,q2 €V tal que ¢(q1) <0 y ¢(q2) >0,
Demostracion. Sea (u,x) un parche coordenado de S en p tal que el normal unitario euclideo
n¥ asociado al parche (U,x) verifica N¥ o x(u,v) = nf(u,v) y p = x(0,0). Sea F : U — R la
funcién definida por

F(u,v) := ¢ ox(u,v) = (x(u,v) — p, nE(O,O)>E.
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Como ¢ y ¢ son funciones diferenciables, entonces F' es una funcion diferenciable. Consideremos
el desarrollo de Taylor de ¢ en (0,0), esto es,

1
x(u,v) = p+ xu(0,0)u + x,(0,0)v + 5 (xuu (0, 0)u? + 2%y, (0, 0)uv + X4y (0,0)0?) + R(u, v),

donde R verifica

lim R(u,v) =
(u,0)—(0,0) || (u, v)]]
Luego
FE(u,v) = % ((%uu(0,0),77(0,0)) , u* + 2 (xu(0,0),27(0,0)) , uv + (X4 (0,0),1(0, 0)) ; v*)

+ <R(u7 U)? n(oa 0)>E
1
= ST2 () + (R(u,0), n(0,0))
donde Hf es la segunda forma fundamental de S en p y w = ux,(0,0) + vx,(0,0).

Si p es un punto eliptico entonces Hf(w) no cambia de signo para todo w € T,S con w # 0.
Luego para (u,v) muy préximo a (0,0), los signos de II;)E (w) y F coinciden. Esto es, existe
un entorno de p donde ¢ no cambia de signo. Reciprocamente, si ¢ no cambia de signo en un
entorno, por la ecuacion anterior, tenemos que Hf (w) no cambia de signo para todo w € T),S
con w # 0. Luego p es un punto eliptico.

Si p es un punto hiperbdélico entonces existen puntos w1, ws € 7,5 no nulos donde Hf (w1/ [Jwi]])
y HE (wa/ |Jw2||) tienen signos distintos. Luego ¢ asume signos distintos en todo entorno de p.

Reciprocamente, si ¢ asume signos distintos, por la ecuacién anterior tenemos que IIE (w) asume
signos distintos. Luego p es un punto hiperbdlico. O
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Apéndice B
Biografias

Karl Friedrich Gauss

Karl Friedrich Gauss (Karl o Carl Friedrich Gauss;
Brunswick, actual Alemania, 1777 - Gotinga, id., 1855)
fue un matematico, fisico y astréonomo alemén. Nacido
en una familia humilde, desde muy temprana edad Karl
Friedrich Gauss dio muestras de una prodigiosa capaci-
dad para las matemdticas (segin la leyenda, a los tres
anos interrumpié a su padre cuando estaba ocupado en
la contabilidad de su negocio para indicarle un error de
célculo), hasta el punto de ser recomendado al duque
de Brunswick por sus profesores de la escuela primaria.

El duque le proporcioné asistencia financiera en sus
estudios secundarios y universitarios, que efectué en la Universidad de Gotinga entre 1795 y 1798.
Su tesis doctoral (1799) hablé sobre el teorema fundamental del dlgebra, que Gauss demostro.

En 1801 Gauss publicé una obra destinada a influir de forma decisiva en la conformacién de
la matematica del resto del siglo, y particularmente en el ambito de la teoria de ntimeros, las
Disquisiciones aritméticas, entre cuyos numerosos hallazgos cabe destacar: la primera prueba de
la ley de la reciprocidad cuadrética; una solucién algebraica al problema de cémo determinar si
un poligono regular de n lados puede ser construido de manera geométrica (sin resolver desde
los tiempos de Euclides); un tratamiento exhaustivo de la teoria de los nimeros congruentes; y
numerosos resultados con numeros y funciones de variable compleja que marcaron el punto de
partida de la moderna teoria de los nimeros algebraicos.

Otros resultados asociados a su interés por la geodesia son la invencion del heliotropo, vy,
en el campo de la matemaética pura, sus ideas sobre el estudio de las caracteristicas de las
superficies curvas que, explicitadas en su obra Disquisitiones generales circa superficies curvas
(1828), sentaron las bases de la moderna geometria diferencial. El resultado mds importante
de esta obra maestra en la literatura matematica es el Theorema egregium. También merecio
su atencién el fenémeno del magnetismo, que culminé con la instalacién del primer telégrafo
eléctrico (1833). Intimamente relacionados con sus investigaciones sobre dicha materia fueron
los principios de la teoria matematica del potencial, que publicé en 1840.

Otras areas de la fisica que Gauss estudié fueron la mecénica, la acustica, la capilaridad vy,
muy especialmente, la 6ptica, disciplina sobre la que publicé el tratado Investigaciones didptricas
(1841), en las cuales demostré que un sistema de lentes cualquiera es siempre reducible a una
sola lente con las caracteristicas adecuadas.

Figura B.1: Karl Friedrich Gauss
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Hendrik Antoon Lorentz

Hendrik Antoon Lorentz (Arnhem, 1853 - Haarlem,
1928) fue un fisico holandés. Estudié en la Universidad
de Leyden. En 1875 publico en holandés un primer tra-
bajo sobre la reflexién y la refraccién de la luz en los
metales y otras investigaciones suyas de fisica tedrica,
aparecidas en Archives Néerlandaises. Tales estudios le
valieron en 1878 la catedra de fisica matematica de la
mencionada universidad.

Tras largos anos de experimentos e investigaciones
public6 en 1892 la famosa memoria La théorie élec-
tromagnétique de Mazxwell et son application aux corps
mouvants. En tal obra, y como complemento a los estudios de Fresnel y Maxwell, afirma que
los fenémenos de la electricidad son debidos a movimientos de particulas elementales eléctricas,
por él denominadas “electrones”, término creado anteriormente por George Johnstone Stoney.

Hendrik Lorentz descubrié que si en lugar de las transformaciones de Galileo se utilizan
otras especiales (llamadas luego por Einstein, en su honor, transformaciones de Lorentz), las
ecuaciones de Maxwell referentes a la propagacién de la luz resultan invariables, con lo que no
debe acudirse al éter como sistema de referencia. Sin embargo, las transformaciones de Lorentz
hacen variables las ecuaciones de la mecéanica, lo cual parecia entonces absurdo. Einstein de-
mostré que tales transformaciones pueden aplicarse también a estas ecuaciones; ello contribuyod
a la formulacién de la teoria de la relatividad.

Figura B.2: Hendrik Antoon Lorentz

En su teoria, la materia aparece como un complejo de dtomos formados por electrones nega-
tivos (poco después, en efecto, se afirmé que el dtomo estd integrado por electrones de tal signo
que recorren 6rbitas elipticas en torno al nicleo). Con ello Lorentz, invertia la teoria de Thom-
son: para este, la electricidad se explica mediante la materia; Lorentz, en cambio, fundamenta
en aquélla la explicacion de esta. En 1895 publicé Ensayo de una teoria sobre los fenémenos
eléctricos y épticos en los cuerpos en movimiento, texto que seniala una etapa importante en
las investigaciones del gran cientifico sobre la electricidad y la 6ptica. Los resultados de tales
estudios le valieron en 1902 el Premio Nobel, que se le concedié al mismo tiempo que a Zeeman,
por haber previsto el fenémeno que este comprobd experimentalmente y que, a causa de ello,
fue denominado “efecto Zeeman”.

Hermann Minkowski

Hermann Minkowski (Aleksotas, Lituania, 1864 -
Gotinga, Alemania, 1909) fue un matemadtico y fisico
alemdan de origen lituano y judio, su familia emigré de
Rusia a Alemania con el objeto de escapar de las restric-
ciones a la educacién impuestas por el régimen zarista.

Tras estudiar en Konigsberg y Berlin, Hermann
Minkowski fue profesor en Bonn, Zurich (donde tuvo
como alumno a Albert Einstein) y Gotinga. A los die-
ciocho afios obtuvo el gran premio de la Academia de
las Ciencias de Paris gracias a un trabajo sobre la des-
composicién de un nimero entero en la suma de cinco Figura B.3: Hermann Minkowski
cuadrados.

Interesado en la fisica matemaética, Minkowski ofrecié una interpretacion geométrica de la
primera teoria de la relatividad (la relatividad restringida, enunciada por Einstein en 1905), ba-
sada en un espacio de dimensién 4 (espacio de Minkowski); su nombre permanece indeleblemente
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asociado al concepto de espacio-tiempo.

Albert Einstein

Albert Einstein (Ulm, Imperio alemén; 14 de mar-
zo de 1879 - Princeton, Estados Unidos; 18 de abril de
1955) fue un fisico aleman de origen judio, nacionali-
zado después suizo, austriaco y estadounidense. Se lo
considera el cientifico mas importante y popular del si-
glo XX.

Durante 1905, publicé cinco trabajos en los Anna-
len der Physik: el primero de ellos le vali6 el grado de
doctor por la Universidad de Zirich, y los cuatro res-
tantes acabarian por imponer un cambio radical en la
imagen que la ciencia ofrece del universo. De estos cua- Figura B.4: Albert Einstein
tro, el primero proporcionaba una explicacién tedrica en
términos estadisticos del movimiento browniano (asi llamado en honor a su descubridor, Robert
Brown), y el segundo daba una interpretacién del efecto fotoeléctrico basada en la hipdtesis
de que la luz estd integrada por cuantos individuales, mas tarde denominados fotones. Los dos
trabajos restantes sentaban las bases de la teoria restringida de la relatividad, estableciendo la
equivalencia entre la energia I de una cierta cantidad de materia y su masa m en términos de
la famosa ecuacién E = mc?, donde c¢ es la velocidad de la luz, que se supone constante.

El esfuerzo de Einstein lo situé inmediatamente entre los mas eminentes de los fisicos eu-
ropeos, pero el reconocimiento publico del verdadero alcance de sus teorias tardé en llegar; el
Premio Nobel de Fisica, que recibié en 1921, le fue concedido exclusivamente «por sus traba-
jos sobre el movimiento browniano y su interpretacién del efecto fotoeléctrico». En 1909 inicié
su carrera de docente universitario en Zurich, pasando luego a Praga y regresando de nuevo a
Ztrich en 1912 para ser profesor del Politécnico, en donde habia realizado sus estudios.

En el plano cientifico, su actividad se centro, entre 1914 y 1916, en el perfeccionamiento de la
teoria general de la relatividad, basada en el postulado de que la gravedad no es una fuerza sino
un campo creado por la presencia de una masa en el continuum espacio-tiempo. La confirmacién
de sus previsiones llegd en 1919, al fotografiarse el eclipse solar del 29 de mayo; The Times
lo presenté como el nuevo Newton y su fama internacional crecid, forzandole a multiplicar sus
conferencias de divulgacién por todo el mundo.

Durante la siguiente década, Einstein concentrd sus esfuerzos en hallar una relaciéon ma-
tematica entre el electromagnetismo y la atraccién gravitatoria, empenado en avanzar hacia el
que, para él, debia ser el objetivo dltimo de la fisica: descubrir las leyes comunes que, supuesta-
mente, habian de regir el comportamiento de todos los objetos del universo, desde las particulas
subatomicas hasta los cuerpos estelares, y agruparlas en una tinica teoria “de campo unificado”.
Tal investigacién, que ocupé el resto de su vida, resulté infructuosa y acabd por acarrearle el
extranamiento respecto del resto de la comunidad cientifica. A partir de 1933, con el acceso
de Hitler al poder, su soledad se vio agravada por la necesidad de renunciar a la ciudadania
alemana y trasladarse a Estados Unidos; Einstein pasé los ultimos veinticinco anos de su vida
en el Instituto de Estudios Superiores de Princeton (Nueva Jersey), ciudad en la que murié el
18 de abril de 1955.
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Georg Friedrich Bernhard Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann (Breselenz, ac-
tual Alemania, 1826 - Selasca, Italia, 1866) fue un ma-
tematico alemén. Su padre era pastor luterano, y su
primera ambicién fue la de seguir sus pasos. Ingresé en
el liceo de Hannover, donde estudié hebreo y traté de
probar la certeza del libro del Génesis por medio de
razonamientos matematicos. En 1846 ingres6 en la Uni-
versidad de Gotinga, que abandoné un ano después para
trasladarse a la de Berlin y estudiar bajo la tutela de,
entre otros, Jakob Steiner, Carl Gustav Jacob Jacobi
y Peter Gustav Lejeune Dirichlet, que ejercié una gran
influencia sobre él.

Su carrera se interrumpié por la revolucion de 1848,
durante la cual sirvié al rey de Prusia. En 1851 se doctord en Gotinga con una tesis que fue muy
elogiada por Gauss. En ella Riemann estudié la teoria de las variables complejas y, en particular,
lo que hoy se denominan superficies de Riemann.

Las obras de Bernhard Riemann, pese a su numero reducido, tienen todas un valor fun-
damental. En su corta vida contribuyé a muchisimas ramas de las matematicas: integrales de
Riemann, aproximaciéon de Riemann, método de Riemann para series trigonométricas, matrices
de Riemann de la teoria de funciones abelianas, funciones zeta de Riemann, hipdtesis de Rie-
mann, teorema de Riemann-Roch, lema de Riemann-Lebesgue, integrales de Riemann-Liouville
de orden fraccional, etc.

Pese a la importancia de todas estas contribuciones, la méas conocida aportacion de Bernhard
Riemann fue su geometria no euclidiana, basada en una axiomatica distinta de la propuesta por
Euclides, y expuesta detalladamente en su célebre memoria Sobre las hipdtesis que sirven de
fundamento a la geometria (1867). Esta geometria se sigue si se considera la superficie de una
esfera y se restringen las figuras a esa superficie. Medio siglo méas tarde, Albert Einstein demostro,
en virtud de su modelo de espacio-tiempo relativista, que la geometria de Riemann ofrece una
representacion mas exacta del universo que la de Euclides.

Figura B.5: Georg Friedrich Bernhard
Riemann

James Joseph Sylvester

James Joseph Sylvester (Londres, 1814 - Oxford,
1897) Matemaético britdnico. Formado en la Universi-
dad de Cambridge, no pudo graduarse ni ampliar sus
estudios por ser de religiéon judia; pese a ello ejercié
la docencia en las universidades de Londres, en la de
Virginia (Estados Unidos) durante un breve periodo y
luego, entre 1855 y 1869, en la Real Academia Militar
de Woolwich.

Entre 1877 y 1883 ensefié matematicas en la Univer- ~ Figura B.6: James Joseph Sylvester
sidad de Johns Hopkins de Baltimore (Estados Unidos),
donde fundé la primera revista matemética del pais; a su regreso a Inglaterra ocupé la céte-
dra Saviliana de geometria en Oxford. En colaboracién con su amigo A. Cayley, James Joseph
Sylvester establecié la teoria de las invariantes algebraicas y la de los determinantes. Descubrié
un método para eliminar una incégnita entre dos ecuaciones y creé un importante vocabulario
matematico.




Jean Frédéric Frenet

Jean Frédéric Frenet (7 de febrero de 1816 - 12 de
junio de 1900) fue un famoso matemético que introdujo
la Teoria de Curvas junto a Joseph Serret. En recono-
cimiento a su trabajo, se denomina a la base espacial
definida por los vectores tangente, normal y binormal,
triedro de Frenet-Serret.

En Toulouse, Frenet realizdé una investigacién en
geometria y alli escribié su tesis doctoral que presentd
en 1847. Su tesis se titulaba Sur les fonctions qui ser-
vent a déterminer [’attraction des sphéroides quelcon-
ques. Programme d’une thése sur quelque propriétés des
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Figura B.7: Jean Frédéric Frenet

courbes a double courbure y fue publicada en Toulose en 1847. En su tesis, Frenet presenté la
idea de unir a cada punto de una curva arbitraria en el espacio una base. A medida que esta
base se mueve a lo largo de la curva, podemos observar su velocidad de cambio para determinar
como gira y se tuerce la curva, dos ideas que realmente describen la geometria completa de la
curva. La parte de la tesis que contiene la teoria de curvas en el espacio da las ecuaciones ahora
conocidas como ecuaciones de Serret-Frenet. Frenet dio sélo seis ecuaciones, mientras que Serret
dio las nueve. En otro articulo, Théorémes sur les courbes gauches, publicado en las Nouvelles
annales de mathématige en 1853, Frenet explicé cémo se podrian aplicar las férmulas.

Joseph Alfred Serret

Joseph Alfred Serret (Paris, Francia, 30 de agosto de
1819 - Versalles, Francia, 2 de marzo de 1885), més co-
nocido como Joseph Serret, fue un matematico famoso
por desarrollar junto a Jean Frenet la teoria de curvas.

Serret realizé grandes aportes a la geometria dife-
rencial. Junto con Pierre Bonnet y Joseph Bertrand,
realizo sus avances mas importantes en este tépico. Se-
rret también publicé articulos sobre teoria de niimeros,
calculo, teoria de funciones, teoria de grupos, mecanica,
ecuaciones diferenciales y astronomia.

Figura B.8: Joseph Alfred Serret
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