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CAPITULO VI
PROPAGACION DE ONDAS DE CRECIDAS

Pedro A. Basile

VII.1 INTRODUCCION

La propagacion de una crecida se define, en forma basica, como el procedimiento de calculo
requerido para determinar el hidrograma en una determinada seccion del curso de agua,
partiendo de un hidrograma conocido en una seccion aguas arriba. El calculo se efectia
mediante la implementacion de modelos matematicos los cuales resuelven numéricamente
las ecuaciones que gobiernan la dinamica del proceso fisico.

Desde el punto de vista hidraulico el transito de una crecida establece un régimen de flujo
impermanente gradualmente variado. La descripcion unidimensional completa del proceso
puede efectuarse en funcién de dos variables dependientes del tiempo t y del espacio x:
Q(x,t) y h(x,t), donde Q y h son el caudal y la profundidad de la corriente hidrica
respectivamente. Evidentemente es necesario contar con dos ecuaciones para poder
resolver el problema. En el caso de los modelos hidrodinamicos, las mismas estan
representadas por las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento, conocidas como
ecuaciones de Barré de Saint Venant debido al desarrollo efectuado por el mismo autor en
1871.

Existen ademas modelos simplificados de propagacion del tipo “hidrolégico” los cuales se
basan en la ecuacion de continuidad integrada en un segmento elemental de traslado y en
una funcion de almacenamiento, como por ejemplo, el modelo desarrollado por Mc Carthy
(1938) y aplicado por primera vez en el rio Muskingum, el cual es conocido como Método de
Muskingum.

En este Capitulo se describen los distintos tipos de modelos hidrodinamicos, analizando las
ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento con sus posibles simplificaciones. Se
realiza, ademas, una breve introduccién a la técnica de diferencias finitas utilizada para
resolver las ecuaciones. Finalmente se presenta el método de propagacion del tipo
hidroldgico.

VIil.2 CONCEPTUALIZACION DE LA PROPAGACION DE UNA ONDA DE CRECIDA

Una onda superficial es un cambio en la superficie del agua que se propaga temporal y
espacialmente. Una onda de crecida que se propaga en un rio o en un embalse originara
cambios espacio-temporales de las variables relevantes del flujo como la velocidad, el
caudal y la profundidad.
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Para ilustrar cualitativamente el proceso consideremos una cuenca genérica como se
muestra en la Figura VIII.1, compuesta por una subcuenca superior S1 y una subcuenca
inferior S2. Supongamos que debido a una precipitacion la subcuenca S1 genera un
determinado hidrograma en x; (ver Figura VIII.1).

Figura VIII.1: cuenca genérica e hidrogramas en diferentes secciones x1 y Xo.

Para t < t; el caudal en el tramo xx, sera constante e igual a Q,, donde Q, es el caudal de
base generado sustancialmente por el aporte subterraneo. En estas condiciones el flujo en
dicho tramo sera permanente. A los efectos de clarificar mejor el proceso de propagacion
supondremos que es ademas uniforme.

Para t>t; el caudal en x; comenzara a aumentar hasta alcanzar el maximo valor Q1 para
t=t,4. Dichos caudales se propagaran aguas abajo como se muestra esquematicamente en la
Figura VIlIl.2(a). De consecuencia la profundidad aumentara gradualmente en el tiempo y el
espacio como se observa en la Figura VIII.2(b). En estas condiciones el flujo sera
impermanente gradualmente variado, con el caudal y la profundidad funciones continuas del
espacio y el tiempo.

Para t>t ;4 el caudal maximo Q¢ ya ha transitado a través de x; y ha comenzado la fase
propagatoria de la rama descendente del hidrograma. Los caudales en x; van disminuyendo
progresivamente en el tiempo y el proceso de propagacion continla como se observa en las
Figuras VIII.3(a) y VIII.3(b). El caudal en x, alcanza el valor maximo Q, < Qp en el tiempo
t=t,»>t ,;. Es decir la onda de crecida experimenta una atenuacion AQ, un retardo Aty
generalmente una cierta difusién, dependiendo sustancialmente de las caracteristicas
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topobatimétricas del cauce, que determinan la magnitud y la permanencia de los volimenes
almacenados longitudinal y lateralmente, y de las rugosidades del mismo.

Q 4 h A (b)

Qb

v

X1 X2 X1 X2

Figura VIII.2: evolucion espacio-temporal esquematica de: (a) caudales y (b) profundidad, durante la
fase propagatoria de la rama ascendente del hidrograma en xi.

—_——

v

X4 X2 X1 Xo X

Figura VIII.3: evolucion espacio-temporal esquematica de: (a) caudales y (b) profundidad, durante fase
propagatoria rama ascendente y descendente del hidrograma en x1.

En el caso de flujo permanente uniforme los caudales y las profundidades en una seccion
estan relacionados mediante una funcién unica. Sin embargo, en condiciones de flujo
impermanente, como las descriptas precedentemente, los caudales y las profundidades
estan relacionados mediante dos funciones, una para la fase de creciente y otra para la fase
de bajante. La curva h-Q asume una forma de lazo como se muestra esquematicamente en
la Figura VIIl.4. Se observa que el caudal maximo precede en el tiempo a la profundidad
maxima. Es posible demostrar ademas que la velocidad maxima precede en el tiempo a los
dos valores anteriores. Es decir, considerando una seccion fija en el espacio, durante la
propagacion de una onda de crecida se presentaran en sucesion temporal los valores
maximos de velocidad, caudal y profundidad respectivamente.
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L e flujo uniforme

creciente

T >

Qo Quir. Q Qmax Q

Figura VIIl.4: curva h-Q para flujo impermanente gradualmente variado y flujo permanente uniforme.

VIIl.3 MODELOS HIDRODINAMICOS
VIIL.3.1 Ecuaciones gobernantes

Los modelos hidrodinamicos se basan en las ecuaciones de continuidad y cantidad de
movimiento de Barre de Saint Venant (1871), las cuales brindan la representacion
unidimensional completa del flujo impermanente gradualmente variado en funcién del caudal
Q(x,t) y de la profundidad h(x,t). Ambas variables dependen del tiempo t y del espacio x.

A los efectos de comprender mejor el significado fisico de las ecuaciones y sus diferentes
términos, las mismas seran derivadas a partir del lenguaje normal de las palabras, para
luego expresarlas matematicamente en términos discretos y arribar finalmente a la
representacion en el medio continuo.

Las hipotesis basicas utilizadas en |la derivaciéon de las mismas son:

e El flujo es unidimensional, es decir en cada seccién del rio se considera un Unico valor
de velocidad (con distribucion uniforme) y la superficie del agua es horizontal.

e El flujo es gradualmente variado, por lo tanto, las aceleraciones verticales pueden
despreciarse y de consecuencia la presion es la hidrostatica.

e Elflujo no presenta curvatura acentuada en planta (eje longitudinal aprox. recto).

e El angulo a que forma el fondo del cauce con la horizontal es pequefio, por lo tanto,
cos a =1, sen a = tg a = pendiente del fondo.

e Elflujo es incompresible y sin estratificacion (no existen variaciones de densidad).

e Para describir los efectos de resistencia al escurrimiento se asumen como validas las
ecuaciones utilizadas en el caso de flujo permanente, por ejemplo, ec. de Manning.
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VI111.3.1.1 Ecuacion de continuidad

Consideremos un volumen de control (v.c.) en un tramo de longitud Ax y area A, como se
observa en la Figura VIII.5. La ecuacion de continuidad establece la conservaciéon del
volumen en el mismo y puede expresarse en palabras como:

Entrada de Salida de Variacion temporal del
volumen liquido | — | volumen liquido | = almacenamiento (VIILT)
al v.c. del v.c. en el v.c.

(i) (i) (iii)

B e
Q) ve, | QxA%) h
X x+Ax X

Figura VIIL.5: esquematizacion del volumen de control para establecer continuidad.

La expresioén (VIII.1) puede ser escrita matematicamente en forma discreta como:

[Q(x)At] - [Q(x + Ax)At] = [A(t+ At)ax — A(t)ax] (VIIL.2)
H_Jk ~ A N ~— J
(i) (i) (iii)

Reordenando y dividiendo la ec. (VIII.2) por Ax At se obtiene:

A(t+ At)— A(t) . Q(x+Ax)-Q(x)
At AX -

donde el primer término del miembro izquierdo de la ec. (VIII.3) representa el cociente
incremental del area respecto al tiempo y el segundo representa el cociente incremental del
caudal respecto al espacio. Pasando al limite para Ax—0, At—0 se obtiene la ecuaciéon de
continuidad en forma diferencial:

oA  0Q
+ — =

0 (VII1.3)

0 (VIIL.4)
ot ox
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De la ec. (VII.4) se observa que 0A/ot=-0Q/ox . Por lo tanto si el gradiente espacial del
caudal es negativo: 6Q/dx <0 (entra mas de lo que sale), el gradiente temporal del area es
positivo: 6A/ét > 0 . Por el contrario, si el gradiente espacial del caudal es positivo: 60Q/éx > 0
(sale mas de lo que entra), el gradiente temporal del area es negativo 6A/6t <0 .

El ingreso o egreso de un caudal lateral q, por unidad de longitud Ax puede ser facilmente
representado incorporado respectivamente la correspondiente contribucion en los términos
(i) o (ii) en la ecuacioén (VIII.2). El area es funcion de la profundidad: A=f(h), por lo tanto, la
ecuacion de continuidad (VIII.4) puede escribirse también como:

OAch aQ_, oh Q_, (VIIL5)
ch ot ox ot 0ox

donde B es el ancho de almacenamiento. Para flujo permanente la derivada temporal de la

profundidad es nula oh/ét =0, por lo tanto, de ec. (VII.5):6Q/ox =0, es decir, el caudal es

constante para todo valor de x.

- B

VI11.3.1.2 Ecuacion de cantidad de movimiento

Consideremos un volumen de control en un tramo de longitud Ax y area A, como se observa
en la Figura VIII.6. La ecuacién de cantidad de movimiento plantea la conservacion de dicha
propiedad y puede expresarse en palabras de la siguiente manera:

Variacion temporal de Flujo neto de cantidad Sumatoria de
cantidad de movimiento | = de movimiento + las fuerzas (VIIL6)
enelv.c enelv.c externas
(i) (ii) (iii)
A X AX x+Ax
< N
z AVARN) g
D FL\
-4
Fq
Fp (X) T A
Fo (x+AX) h
‘F\
fondo
o X
« %y plano de referencia

Figura VIII.6: Volumen de control para derivar ecuacion de cantidad de movimiento.



159
Propagacion de Ondas de Crecidas

Se define cantidad de movimiento como el producto de la masa por la velocidad:

[Cantidad de movimiento] = pAu

donde p es la densidad y u la velocidad. El flujo de cantidad de movimiento se obtiene
mediante el producto entre cantidad de movimiento y velocidad:

[Flujo de cantidad de movimiento] = pAu?=pQu

Por lo tanto la variacién temporal de cantidad de movimiento en el volumen de control,
expresada matematicamente en forma discreta, es igual a:

()= {lpAuly, o — [pAU]; jAx (VIIL.7)

El flujo neto de cantidad de movimiento, es decir la diferencia entre el flujo de cantidad de
movimiento en entrada al v.c. y salida del v.c, en el tiempo At, se expresa como:

(i) : {[pQul, ~[pQul. ax At (VIIL8)

Asumimos que las fuerzas externas mas importantes, actuantes en el mismo instante At, son
las de presion, friccion y gravedad. De consecuencia el término (iii) estara compuesto por la
sumatoria de las tres fuerzas mencionadas precedentemente:

(i: Fo + Fr + Fyg (VII.9)
La resultante de las fuerzas de presion es:

Fo ={IFo], - [Fo ], , At (VII1.10)
La fuerza de friccién, dirigida en sentido contrario al del escurrimiento, se expresa como:

Fr=—1,PAXxAt=—p g A S; Ax At (VII.11)

donde 1, = p g R S; es la tension de corte sobre el contorno, P el perimetro mojado, R el radio
hidraulico y S¢ es la pendiente de friccién, la cual se asume igual al gradiente de energia
necesario para superar las resistencias friccionales en flujo permanente.

La fuerza de gravedad actuante en el sentido del escurrimiento es igual a:

Fy = pgAAX S, At (VII.12)

donde S,=-dz,/dx es la pendiente del fondo. La misma es igual a menos el gradiente
espacial de la cota del fondo z,, dado que esta ultima disminuye en el sentido positivo de x.
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Incorporando las ecuaciones (VIIL.7), (VIII.8), (VIII.10), (VIIL.11) y (VIII.12) en la expresion
(VI11.6) reordenando, dividiendo por Ax Aty pasando al limite para Ax—0, At—0 se obtiene la
ecuacion dinamica en forma diferencial:

oF
oA oQu) o s L pgAS, <0 (VIIL13)
a P T ox

El gradiente de la fuerza de presion se deduce a partir de la integracién vertical de la
distribucion hidrostatica de la presion. En el caso mas general cuando el ancho B=f(x,z), el
mismo resulta ser igual a (Cunge et al., 1980; Chow et al., 1994):

oF, oh
P
P _H5gAZ
OX PS OX
Una de las hipotesis fundamentales consiste en describir los efectos de resistencia al
escurrimiento de un flujo impermanente utilizando las ecuaciones validas en el caso de flujo

permanente. Es decir, la pendiente de friccion S; puede ser obtenida a través de la ecuacion
de Manning como:

(VIII.14)

n*QlQ
= A2RY3

. (VIII.15)

donde n es el coeficiente de rugosidad de Manning.
Introduciendo (VII1.14) y una de las (VIII.15) en (VIII.13) y recordando que Q=U A se obtiene:

oQ olQ?/a) , ah n’QQ
U= +gAZ_gAS,. +g— 110 VIll.16a
o x9N 9SO Ras ( )

La ecuacién de continuidad (VIll.4) conjuntamente con la ecuacion dinamica (VIIl.16a)
constituyen las ecuaciones de Saint Venant para el flujo impermanente gradualmente
variado. La suposicion de distribucion uniforme de velocidad puede ser flexibilizada
considerando la velocidad media de una distribucidon no-uniforme y corrigiendo el segundo
término de la ecuacion (VIIl.16a) mediante la introduccion del coeficiente § de Boussinesq.

La adicién de cantidad de movimiento debido al ingreso de un caudal lateral g, puede ser
representada incorporando la correspondiente contribucion en el término (ii) en la ec.
(VIIL.8). Sin embargo, dicha contribucién es generalmente despreciable, excepto cuando se
trata de caudales sumamente elevados. Asimismo, el efecto de la fuerza del viento actuante
sobre el area superficial BAx puede ser representado considerando la tension de corte
efectiva producida por el viento e incorporando dicha contribucién en el término (iii) en la ec.
(VI1.9).
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En el caso de flujo impermanente rapidamente variado, como por ejemplo un resalto
hidraulico mévil o una onda de frente abrupto provocada por la rotura de una presa, etc., las
ecuaciones diferenciales de Saint Venant no son validas en las inmediaciones de la
discontinuidad. En efecto, la curvatura pronunciada de la superficie libre genera
aceleraciones verticales que no pueden ser despreciadas y la distribucidon de la presion no
es la hidrostatica, violandose de esta manera una de las hipétesis fundamentales. Ademas,
dichas discontinuidades se desarrollan en longitudes reducidas, menores generalmente que
el paso de integracion espacial Ax que se utiliza para resolver numéricamente las
ecuaciones. Por lo tanto, las mismas se tratan generalmente con leyes hidraulicas y métodos
especificos, como el de shock-capturing (Godunov, 1959); que se incorporan como
condiciones de borde internas. Aguas arriba y aguas abajo de las discontinuidades las
ecuaciones de Saint Venant continuan siendo validas. Otras condiciones de borde internas
son asimismo necesarias cuando se presentan singularidades, tales como confluencias,
expansiones o contracciones abruptas, estructuras (puentes, alcantarillas, etc.).

En el punto VIII.2 se menciond que la curva h-Q en flujo impermanente gradualmente
variado asume una forma de lazo, tal como se esquematiza en la Figura VIIl.4, donde se
observa que, para un dado h, el caudal en fase creciente es mayor que el caudal de flujo
uniforme y el caudal en fase bajante es menor. Efectivamente, despreciando los términos de
inercia (aceleracion local y convectiva) en la ecuacion dinamica (VIll.16a) y despejando el
caudal Q se obtiene:

1/2
Q = Qunit [1—812)'3 (VIIl.16b)
b
donde Q. = 1AR2/3 S!? es el caudal en condiciones de flujo uniforme (permanente). Por
n
lo tanto:
. oh
Creciente:— < 0= Q> Q.
1 0" o
Q=Q,y. (FJ - (VIl.16c)
S, ox

Bajante:a—h>0:>Q<Q
oX

unif.

Obsérvese que en flujo impermanente, para valores elevados de la pendiente de fondo,
respecto al gradiente espacial de la profundidad, el efecto de lazo tiende a desaparecer. Es
decir, si el lazo tiende a estrecharse, el flujo impermanente puede ser tratado como un flujo
impermanente “localmente uniforme”. A continuacion veremos que esta situacidon pude
representarse a partir de una cierta simplificacion de la ecuacion (VIIl.16a).
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VIII.3.2 Clasificacion de modelos hidrodinamicos

En algunas situaciones fisicas no todos los términos que constituyen la ecuacién dinamica
tienen peso relevante. La eliminacion de algunos de ellos da lugar a diferentes modelos de
propagacion de ondas de crecidas. Obviamente a cada ecuacién dinamica simplificada se le
debe asociar la ecuacién de continuidad (VII1.4).

Aceleracion  Aceleracion Gradiente de  Accion de la Resistencias
local convectiva presion gravedad friccionales
2
a , oda?/a) on n* QQ
— 4+ / + gA— - gAS, + g % =0
ot ox ox ARY

Modelo de onda cinematica

Modelo de onda difusiva

Modelo de onda cuasi-dinamica

Modelo de onda dinamica

VI11.3.2.1 Modelo de onda dinamica

Cuando todos los términos tienen igual orden de magnitud estamos en presencia del
modelo de onda dinamica, el cual representa el caso mas general.

Se demuestra que las celeridades de propagacion de las perturbaciones en el modelo de
onda dinamica son: c= u + (gh)". Es decir, existen dos celeridades reales que determinan
como se transmite la informacion en el plano (x,t):

e En flujo subcritico (nUmero de Froude F<1) u<(gh)”2, por lo tanto una celeridad positiva
¢’ transmite informacién aguas abajo y la otra celeridad negativa ¢ transmite informacién
aguas arriba.

e En flujo supercritico (numero de Froude F>1) u> (gh) ™, por lo tanto las dos celeridades
son positivas y la informacion se transmite solamente hacia aguas abajo.

12
)

Para la resolucion de las ecuaciones del modelo de onda dindmica se requieren condiciones
iniciales y al contorno. Las condiciones iniciales (para t=0) se representan como
Q(x,0)=constante y h(x,0)=perfil flujo permanente.

Con respecto a las condiciones al contorno, en caso de flujo subcritico se especifica
generalmente el hidrograma de entrada Q(x4,t) en el contorno aguas arriba (x=x4) y la curva
h(xz,t)=f (Q) en el contorno aguas abajo (x=x;). En caso de flujo supercritico se especifica
generalmente: Q(x4,t) y h(x4,t)=f(Q), es decir ambas condiciones en el contorno aguas arriba.

Si se desprecia el término de aceleracién local se obtiene un modelo ligeramente diferente
denominado de onda cuasi-dinamica, adecuado para simular ondas que crecen lentamente
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en el tiempo y se propagan en cauces donde la variacion espacial de energia cinética es
comparable a la pendiente de la superficie libre y a la pendiente de friccion.

VI11.3.2.2 Modelo de onda difusiva

El modelo de onda difusiva se obtiene cuando se desprecian los términos de aceleracion
local y convectiva en la ecuacién dinamica. La inclusién del término de gradiente de presion
en este modelo es importante ya que permite simular todavia los efectos de remansos
creados por estructuras, afluentes u otras singularidades, su ulterior eliminacién, como se
vera mas adelante, no permitira simular tales efectos.

Combinando la ecuacion de continuidad (VIIl.4) con la ecuaciéon dinamica simplificada, es
decir sin los términos de inercia, se obtiene:

2
@J’_C@—D Q

- VIILA7
ot ox  Moax? ( )

La (VIII.17) es una ecuacion diferencial a derivadas parciales de segundo orden con una
variable dependiente Q(x,t). Representa un proceso tipico de conveccion-difusion
unidimensional, donde el caudal Q es propagado con celeridad ¢ y difundido con un
coeficiente de difusion hidraulica Dy,. Donde ¢ y Dy, son iguales a:

c-dQ D, - 2
dAl, " 2BS;

(VIIl.18a y b)

Si los términos de inercia son en efecto despreciables la ec. (VIII.17) representa un buen
modelo para propagar crecidas. Para resolver dicha ecuacién se necesitan dos condiciones
al contorno, una aguas arriba y otra aguas abajo. Por lo tanto es capaz de simular efectos de
remansos. Las condiciones al contorno son generalmente Q(x4,t) y Q(xo,t)=f(h) y la condicién
inicial Q(x,0). Con la ecuacion (VII1.5) es posible determinar h(x,t).

Segun Ponce, Li y Simons (1978) el modelo de onda difusiva puede ser utilizado cuando se
satisface la siguiente desigualdad:

TS, (g/ho)' > 30 (VIII.19)

donde T es el periodo de la onda de crecida y h, es la profundidad media del flujo, la cual
puede calcularse mediante una ecuacion de flujo uniforme utilizando un caudal de
referencia Qp = (2/3)Qp, donde Qp es el caudal pico (Miller, 1984). Si la expresion (VII1.19)
es menor que 30 debe utilizarse el modelo de onda dinamica o cuasi-dinamica para obtener
resultados satisfactorios en cuanto a celeridad y atenuacién de la onda.

VI11.3.2.3 Modelo de onda cinematica

La simplificacién mas drastica se realiza cuando se desprecian los términos de aceleracion
local y convectiva y el término de gradiente de presion. De esta manera se obtiene el modelo
de onda cinematica. En este caso la accion de la gravedad se balancea con las resistencias
friccionales, es decir, la ecuacién dinamica se reduce a una ecuaciéon de flujo uniforme
(Sp=Ss), quedando descartada la posibilidad de simular efectos de remansos.
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En definitiva el modelo de onda cinematica se basa en la ecuacion de continuidad y en una
ecuacion de flujo uniforme, como por ejemplo la de Manning:

oA Q_ (VIll.20a)

ot ox

Q- AR?3s"? (VI11.20b)
n

Al postularse flujo localmente uniforme, localmente existe una relacion biunivoca entre A 'y
Q, por lo tanto, la derivada temporal del area A puede escribirse como:

oA _dAl 2Q (VII1.21)

ot dql, at
Introduciendo la expresion (VII1.21) en la ecuacién (VIII.20a) y reordenando se obtiene:

@+c@:0 (VI1.22)

ot OX
La (VIlI.22) es una ecuacién diferencial a derivadas parciales de primer orden con una
variable dependiente Q(x,t). La misma representa un proceso de conveccién donde el caudal
Q es propagado aguas abajo con una celeridad c. Donde c esta representada por la
ecuacion (VII.18a) y es funcién de la velocidad u(x,t). Efectuando la derivada del caudal Q,
dado por la ec. (VIIl.20b), respecto al area A, asumiendo canal rectangular ancho, se
obtiene: ¢ = (5/3) u.

Las condiciones iniciales son del tipo Q(x,0) y se necesita una sola condicion de borde
Q(x4,t) especificada en el contorno aguas arriba. Por lo tanto no se pueden simular efectos
de remansos. Las profundidades h(x,t) se obtienen a partir de la relacién h-Q una vez
calculados los caudales Q(x,t).

Al no incorporar los términos de inercia y el gradiente de presion, el modelo de onda
cinematica simula ondas que se propagan sin experimentar practicamente atenuaciones ni
difusiones (conveccién pura). Debido a que las celeridades en proximidad del pico (el cual
no se atenla) son mayores que las celeridades en el frente de la onda (el cual no se
difunde) la onda se empina cada vez mas a medida que se propaga aguas abajo. Este
fendmeno evoluciona en el tiempo y el espacio pudiendo alcanzar lo que se denomina shock
cinematico, es decir la onda se ha empinado de manera tal que el pico supera al frente, lo
cual invalida obviamente la solucion.

Sin embargo, los esquemas en diferencias finitas utilizados para resolver las ecuaciones (los
cuales se describiran sucesivamente) siempre incorporan, en mayor o menor medida, una
cierta difusién numérica y por lo tanto el shock cinematico no se presenta.

Segun Ponce, Li y Simons (1978) el modelo de onda cinematica puede ser utilizado cuando
se satisface la siguiente desigualdad:

T Sp (Uo/ho) = 171 (VII1.23)
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donde uq es la velocidad media del flujo asociada a Qq y hg, definidos precedentemente.

Henderson (1963) observé que las crecidas en rios con pendientes de fondo S,>0.002, los
términos inerciales (aceleracion local y convectiva) y el gradiente de presion son mucho
menores que los términos de accion de la gravedad y resistencia por friccion. Es decir, la
mayoria de las ondas de crecidas son gobernadas sustancialmente por friccion y gravedad.

Vill.4 METODO NUMERICO DE DIFERENCIAS FINITAS

Las ecuaciones diferenciales descriptas precedentemente constituyen modelos matematicos
tedricos de propagacién de ondas de crecidas reales. Dichas ecuaciones expresan ciertas
leyes basicas que gobiernan la evolucion del proceso propagatorio en el continuo.

La solucion analitica exacta de las ecuaciones puede obtenerse solo en algunas situaciones
ideales, es decir, considerando en forma extremadamente simplificada las condiciones
iniciales y al contorno, los coeficientes, la geometria de las secciones, etc.. Por el contrario,
en situaciones reales las condiciones iniciales y al contorno son bastante complejas, los
coeficientes no son constantes, etc.. En esta ultima situacién es posible encontrar soluciones
aproximadas, es decir, caudales y profundidades en un nimero finito de puntos del dominio
(x,t), mediante la utilizacién de métodos numéricos, como por ejemplo, el método de
diferencias finitas (MDF).

Los fundamentos tedricos del MDF son ciertamente amplios y relativamente complejos. El
desarrollo exhaustivo de los mismos supera los alcances del presente Capitulo. Aqui se
desarrollaran algunos conceptos basicos para poder comprender ciertos aspectos del
método numeérico. Para ulteriores profundizaciones se puede consultar Abbot et al. (1989),
Cunge et al. (1980).

El MDF permite basicamente reemplazar las ecuaciones diferenciales (modelo tedrico del
continuo) por sus correspondientes representaciones discretas, en forma tal de obtener una
ecuacion algebraica analoga, la cual puede ser resuelta con una computadora (modelo
numeérico de simulacién del continuo). Por lo tanto las derivadas de funciones de argumentos
continuos deben ser aproximadas en términos discretos en un ndmero finito de puntos
computacionales en el dominio espacio-tiempo.

VIIl.4.1 Discretizaciéon del dominio espacio-tiempo

Se define grilla computacional al conjunto del nimero finito de puntos computacionales (x;,t,)
que resultan de efectuar la discretizacion de los argumentos continuos (x,t). La discretizacion

a lo largo de x se expresa simbdlicamente como: x;=j Ax con j=0,1,23, ..... , N-1, N; de
manera que la longitud total es: L = x5 = N Ax. La discretizacién a lo largo de t se expresa
simbdlicamente como: t,= n At con n = 0,1,2,3, ..... , M-1, M; de manera que el tiempo total

es: T=ty=M At . En la Figura VIII.7 se presenta un ejemplo de grilla computacional utilizada
en el MDF para problemas unidimensionales.
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En la propagacion de una crecida los valores x; representaran las posiciones de las distintas
secciones del tramo de rio de longitud total L. Asimismo, los valores t, representaran los
distintos tiempos de caélculo, con T igual al tiempo total de simulacion numérica de la
propagacion. Los indices j=0 y j=N representaran el contorno aguas arriba y aguas abajo
respectivamente, mientras n=0 representara la condicion inicial.

A
t
contorno contorno
M aguas arriba aguas abajo
Ax
e——
M-1 |
n+1 _|_
T At
n _| v_
n-1 |
1 T
0 | | | | | | >
I I I I I I -
0 i1 j j+1 N-1 N X

Figura VIIL.7: grilla computacional en MDF para Ax y At constantes.

VIIl.4.2 Esquemas en diferencias finitas

Utilizando expansiones en series de Taylor es posible aproximar las derivadas de funciones
de argumentos continuos en un numero finito de puntos y definir ademas el orden de dicha
aproximacion. Por ejemplo, la funcién caudal Q puede ser expandida en series de Taylor
considerando los puntos j y j+1 al tiempo n como:

n 2A\" Ay 2 3A\" A3
h=Qf +(2Q) Ax+(a Qj Ax +[6 Qj Ax +0(Ax*) (VII1.24)
j i i

X i OX 2 2! OX 3 3!

donde Q? significa el valor del caudal Q en el punto j al tiempo n. Reagrupando y dividiendo
la (VIII.24) por Ax se obtiene:
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Q)" _Ql,-Q] (2%Q)ax (2°Q)ax?
[6)() B MAX - ol |2 | o Ty ~omx?) (VIIL.25)

j

si truncamos la expansion para obtener la aproximacion o “regla de traduccion” del continuo
al discreto:

N, _Qn
QY MM o) (VIII.26)
5 A
X j X

todos los términos restantes en (VII.25) asumen la forma de un error y se los denomina
colectivamente “error de truncamiento”. La (VII.26) constituye un esquema del MDF
progresivo en el espacio con una exactitud de aproximacion de primer orden O(Ax), es decir
la mas baja posible. El orden significa en este caso la potencia de Ax que multiplica la primer
derivada eliminada de la expansioén. Si se consideran mas términos de la expansion el error

de truncamiento obviamente disminuye y de consecuencia aumenta la exactitud de
aproximacion del esquema.

Operando en manera analoga pero considerando los puntos jy j-1 al tiempo n:

o g () s [0Q) & _[aQ) ax] +O(AxY) (VIIL.27)
e Lex ), x2) 2 |ax®) 3 '
n Qn_ n 2 n 3 n 2
(m] JS T [0 Ax O AXT ) (VIIl.28)
ox ) AX ox? j 2 ox3 j 3!
noQroQn
[(ZQJ < o) (VIII.29)
X ) X
J

La (VIII.29) constituye un esquema del MDF regresivo en el espacio con una exactitud de
aproximacion de primer orden O(AXx).

Sumando miembro a miembro (VIII.25) y (VII1.28), dividiendo por 2 y eliminando términos se
obtiene un esquema centrado en el espacio con exactitud de segundo orden O(sz):

n n A"
(mj < S TEE oAk (VII1.30)
oX i 2AX
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En comparacion con los esquemas anteriores, el esquema centrado presenta un mayor
orden de exactitud sin incorporar términos adicionales. En este caso, a medida que Ax tiende
a cero el error de truncamiento tendera mas rapidamente a cero que en los casos
precedentes. Sin embargo, al considerar los puntos j-1 y j+1 el esquema centrado presenta
un mayor error de discretizacion.

El mismo procedimiento realizado anteriormente con las derivadas espaciales puede
efectuarse con las derivadas temporales. Para las mismas se utiliza generalmente un
esquema progresivo en el tiempo:

n n+1 n
(0(3) S R VY (VIIL31)

6tj~ At

VIIl.4.2.1 Esquemas explicitos

Un esquema en diferencias finitas es explicito cuando el valor de la funcién en el tiempo n+1
se calcula con informacion proveniente exclusivamente del tiempo n. Por ejemplo la
ecuacion de onda cinematica (VII1.22) puede ser resuelta utilizando un esquema regresivo
en el espacio progresivo en el tiempo (REPT) de tipo explicito:

ar-q er-ar) g

(6 (VIII.32)
At AX
con C = (c;‘ +ciy )/2 , explicitando el caudal en Q?” de la (VII1.32):
» AL
S L (VIIL.33)

De esta forma, con las condiciones iniciales (n=0, j=1,2,....,N) y las condiciones al contorno
(7=0; n=0,1,2,....,M), el célculo avanza en el tiempo y se desarrolla desde el contorno aguas
arriba hacia aguas abajo, utilizando siempre informacion del nivel de tiempo inferior.

Los modelos numéricos basados en esquemas explicitos deben satisfacer ciertas
condiciones a los efectos de asegurar su estabilidad. La estabilidad se refiere a la capacidad
que tiene el modelo (en definitiva el esquema) para evitar que los errores crezcan
ilimitadamente en forma incontrolada. La condiciéon a satisfacer es que en cada punto
computacional el numero de Courant c sea menor o igual que 1:
c;At
o =——<1 (VI11.34)
AX
experimentos numeéricos con ¢ = constante muestran que para o<1 el modelo numérico dado
por la (VIII.33) es estable pero difusivo, para ¢ =1 es estable y no difusivo y para c>1
inestable. Es decir, los modelos numéricos basados en esquemas explicitos deben trabajar
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en el limite de estabilidad. La condicion (VII1.34) establece un criterio para la seleccion de las
dimensiones de la malla Ax, At. Generalmente Ax es fijo, por lo tanto implica una limitacién
en la seleccion de At.

Los esquemas en diferencias finitas deben ser ademas consistentes y convergentes. La
consistencia se refiere a una comparacion entre ecuaciones. Un esquema sera consistente
si, partiendo de la ecuacion discretizada y realizando expansiones en series de Taylor, se
obtiene la ecuacion diferencial original para Ax, At que tienden a cero.

La convergencia se refiere a una comparacion de soluciones. En este caso puede ser Uutil
una solucién analitica conocida para realizar la comparacion. Efectuando simulaciones
numéricas con Ax—0, At—0 manteniendo la relacién Ax/At=constante, las mismas deberian
converger a la solucion exacta. Esto es solo una guia ya que no existe solucién conocida en
caso de crecidas reales.

VIIl.4.2.2 Esquemas implicitos

Un esquema en diferencias finitas es implicito cuando en el tiempo n+1 existen mas
funciones incognitas que ecuaciones algebraicas disponibles. Una manera usual de generar
esquemas implicitos es partiendo las derivadas mediante coeficientes de peso.

La ecuacion de onda cinematica (VI111.23), discretizada utilizando un esquema implicito seria:

Q' _qQ" QM —Q" n._Q" Q-
1—y) B e 1 () I e A e it B VIIL.35
(=v)— Vg (1=0)— Ax ( )
.o C?:11 + C?+1 C?H + C? -
donde: =01 4 (1-0)*L_") y los coeficientes de peso asumen valores en el

2
rango 0 <y <1, 0<0<1.

Para y=6=0 se obtiene un esquema explicito similar al (VII1.32). Para y=6=1/2 se obtiene un
esquema implicito y perfectamente centrado en (j+1/2, n+1/2). Generalmente se adopta
y=1/2 y se demuestra que para 0>1/2 el esquema es estable para cualquier valor del
numero de Courant. Esto representa una ventaja respecto a los esquemas explicitos ya que
no existe limitacién en la seleccién de At.

Las ecuaciones discretizadas utilizando esquemas implicitos deben ser resueltas empleando
algoritmos matriciales, ya que la solucién esta “implicita” dentro de un sistema simultaneo
de ecuaciones algebraicas.

En algunos casos se utilizan métodos iterativos para resolver esquemas implicitos. En el

caso particular de la ecuacién (VIII.35) tenemos como incognitas Q?:f y c?j’f, para

resolverla se puede utilizar un método iterativo de predicciéon-correccion, efectuando la
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primer prediccion con un esquema explicito y corrigiendo sucesivamente con un esquema
implicito, hasta que la solucién converge en cada punto computacional (Basile, 1996).

VII.5 DATOS NECESARIOS PARA LA IMPLEMENTACION DE MODELOS

Los datos necesarios para implementar los modelos numéricos de propagacion son de dos
tipos: topograficos (pendientes del cauce, geometria de las secciones, tipos de lechos, etc.)
e hidraulicos (relaciones profundidad-caudal, hidrogramas, coeficientes de rugosidad,etc.).
Los mismos deben ser oportunamente elaborados cuando se realiza la discretizacion del
tramo objeto del estudio.

Antes de aplicar un modelo numérico es conveniente efectuar la calibracion y la validacion
del mismo. En la calibracién se buscara de reproducir datos observados (hidrogramas o
limnigramas) en algunos puntos del tramo. En el proceso de calibracion el anico parametro
de ajuste es el coeficiente de rugosidad de Manning, el cual, una vez ajustado, debe
mantenerse invariado cuando se realiza la validacion.

La validacion se realiza para verificar la capacidad que tiene el modelo de simular otro
evento distinto del utilizado en la calibracion. Por lo tanto la misma debe efectuarse con
datos de otro u otros eventos. Ulteriores detalles sobre datos necesarios, discretizacion,
calibracion, etc., pueden consultarse en Cunge et al., 1980.

VII.6 MODELOS DE PROPAGACION DE CRECIDAS “HIDROLOGICOS”
Los modelos de propagacion de crecidas “hidroldgicos” o cero-dimensionales se basan en:

e Ecuacion de continuidad integrada a lo largo del tramo de propagacion.

e Funcién de almacenamiento.

Estos modelos tienen la ventaja de requerir menor cantidad de datos que los modelos
hidrodinamicos unidimensionales vistos precedentemente. Sin embargo, los mismos no
pueden ser utilizados para simular efectos de remansos creados por puentes u otras
estructuras, etc. Generalmente resultan Utiles para simular en forma simplificada la
propagacion en embalses y se aplican con ciertas limitaciones a tramos de rios o canales.

La ecuacion de continuidad unidimensional para un flujo impermanente (VIIl.4), integrada
entre los puntos extremos del tramo x; y x, (Figura VIIl.1) puede ser expresada como:

X2 X2
I%dx+ j@dx:o (V111.36)
ot ;, O

X1
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0 ¢ 0'? dVv(t)

li= = | Adx == |dV(x,t) = VIII.37

! atJ X atI D ="4 ( )

X4 X1

X2

= [ Pax = Q,()- Q1) (VIII.38)
M OX

Reemplazando (VIII.37) y (VI11.38) en (VIII.36) y reordenando se obtiene:
d\ét(t) =Q(t)-Q,(1) (VI1.39)

donde V(t) es el almacenamiento (volumen) en el tramo, Q4(t) es el caudal de entrada en la
seccion aguas arriba x; y Q3 (t) es el caudal de salida en la seccion aguas abajo x,. La
ecuacion (VII.39) es una ecuacion de continuidad cero-dimensional (la variable
independiente x ha sido eliminada en el proceso de integracion).

Para realizar la propagacion la ecuacion (VII1.39) no es suficiente. En efecto, conocido el
caudal de entrada Q(t) tenemos dos incognitas: el caudal Q(t) y el almacenamiento V(t).
Por lo tanto es necesario contar con una ecuacién adicional. La misma se denomina funcién
de almacenamiento y puede ser expresada en forma general como:

V() = f[Qu(t) , Qa(t) ] (VI11.40)

VIIl.6.1 Modelo de Muskingum

En el caso del modelo de Muskingum (Mc Carthy, 1938), la relacién (VII1.40) es determinada
considerando que el area es directamente proporcional al caudal y, por lo tanto, se plantea
un almacenamiento de prisma y un almacenamiento de cuia como se esquematiza en la
Figura VIII.8.

r Qi-Q

’ Almacenamiento Cufa
Q
—
1 @ - Q

> Almacenamiento Prisma 5

\ X

1 2

Figura VIII.8: Esquematizacion del almacenamiento de cufia y de prisma.
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El almacenamiento de prisma se expresa como: KQ,, mientras que, el almacenamiento de
cufa es KX(Q4-Qy). Por lo tanto, la funcidon de almacenamiento se plantea como:

V(t)=KQy(t)+K X[Q4(t)-Qa ()] = K[XQ4(t)+ (1- X)Q, (t)] (VIIL41)

Donde K y X son parametros constantes del modelo. K es un coeficiente de
almacenamiento, que desde el punto de vista fisico representa el tiempo medio de traslado
de la onda en el tramo. Por otra parte, el parametro X pondera los efectos relativos de los
caudales Q; y Q, en el volumen almacenado por prisma. En particular, para X=0 la (VIIl.41)
representa la funcion de almacenamiento para un embalse con superficie del agua
horizontal.

En definitiva el modelo de Muskingum se basa en las ecuaciones (VIII.39) y (VIII.41).
Derivando la (V111.41) respecto al tiempo e introduciendo el resultado en la (VII1.39) se obtiene:

dQ,(t)
dt

+Q,(t) = Qy(t) - kx I (VIIl.42)

K(1-X) .

La discretizacion de la ecuacion (VII.42) puede realizarse utilizando las siguientes
expresiones:

dQ,(t) _ Q3" -Qj dQy(t) _ Q"' -Qf
dt At ’ dt At
(VII1.43)
Q,()=(Q3"+Q})/2 ., Qt)=(Q]""+Qf)/2

reemplazando las expresiones (VII1.43) en (VIII.42) y operando algebraicamente se obtiene:
Q' =c,Q]""+C, Q7 +C, Q) (VIII.44)

con:
Cq=(- KX +0.5At)/ Cy
C,= (KX +0.5At)/C, (VIII.45)
Cs=(K—-KX-0.5At)/Cy
Ca = (K—KX + 0.5At)

En (VII1.45) se verifica que C1 + C, + C; = 1. Determinadas las constantes C4, C;, C3, y C4
(para lo cual es necesario conocer el valor de Ky Xy el valor de At), la ecuacion (VII1.44)
permite calcular explicitamente los caudales incognitas Q[nAt] con n=1,2,3,.....,M; en funcion
del hidrograma dato en la seccién x; y la condicion inicial Q; (n=0). El esquema de calculo
avanza en el tiempo como se observa en la Figura VIII.9.
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t A
1t
_— +
st o —
3at - :
2At
1At
1 2

Figura VIIL.9: esquema de calculo en el modelo de Muskingum.

Para garantizar la estabilidad numérica del esquema de diferencias finitas, el parametro X
debe satisfacer la siguiente condicion:

0<X<05 (VII.46)

Ademas, los coeficientes C; y C; deben ser positivos. Por lo tanto, de las correspondientes
expresiones de C; y C; en (VII1.45), se obtiene la siguiente condicion:

2X <%t<2(1—x> (VIIL.47)

Dependiendo de los valores que adopta X, en el rango dado por la (VIII.46), el modelo
numeérico dado por la ec. (VIIl.44) introduce, en mayor o menor medida. una cierta difusion y
consiguiente atenuacion de onda.

VIIl. 6.1.1 Determinacion de parametros: Método grafico

Si existen datos de hidrogramas de entrada y salida para el tramo de rio en estudio, los
valores de Ky X pueden determinarse graficamente.

El parametro K se estima como el tiempo entre los centros de gravedad de los hidrogramas
(ver Figura VIII.9). Ademas, graficando la relacion: V= f [X Q; + (1-X) Q] se observa una
curva en forma de lazo para los distintos valores de X que se adopten. Cuando la curva en
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lazo se aproxime lo mejor posible a una recta, el valor de X sera el seleccionado y de la
pendiente de la misma se obtiene K (ver Figura VIII.11).

Para graficar cada curva para un valor particular de X se deben calcular los valores
acumulados en el tiempo:

Qp' = Q)+ X(@FT - Q)+ (1- X)(@5" - Q) (VIII.48)
VT SV 05[Q1 +Q)) - Q)+ Q))] At (VIN1.49)

donde Q, para n=0 es igual al caudal base Q.

A

Q.

»
»

n="0"'1'2 ... etc. t

Figura VIII.10: hidrogramas existentes observados en x1 y xa.

Figura VIIL.11: relacién Q, - V
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VIII.6.1.2 Método de Muskingum-Cunge (MC)

Una alternativa es utilizar los valores de K y X proporcionados por Cunge (1969). El autor
discretizd la ecuacion diferencial (VIII.22) del modelo de onda cinematica, asumiendo
c=constante, de la siguiente manera:

-]

A +(1-X)

=0 (VII1.50)

n+1 n n n n+1 n+1
Qj1 —Qjq 4 o] -Q) +Qjy -Q
At 2Ax

n+1

explicitando de la (VIII.50) el caudal incégnita QJ+1 obtuvo una ecuacion igual a la ec.

(VIll.44) del modelo Muskingum, generalizada para un tramo de longitud L dividido en
secciones equidistantes j, j+1 (j=0,1,2,...,etc):

" =C,Q)""+C,Q" +C, QY (VIII.51)

donde el parametro K, que interviene en los distintos coeficientes definidos por las
expresiones (VIII.45), es igual a:

K=Ax/c (VIII.52)

Como la ec. (VIIl.44) es idéntica a la (VIII.51), la difusidon que produce el modelo Muskingum
puede ser asociada al esquema en diferencias finitas que utilizé Cunge para resolver la
ecuacion diferencial del modelo de onda cinematica. Esto le permitié obtener una expresiéon
para X basada en caracteristicas fisicas definidas del tramo y de la onda de crecida.

La difusidon numérica que genera un esquema de O(Ax) en el MDF esta asociada al error de
truncamiento y en particular a las derivadas de segundo orden que han sido truncadas. A los
efectos de determinar la difusién numérica que introduce el esquema dado por la (VIII.50),
Cunge expandié en series de Taylor los diferentes términos de la misma, truncando las
expansiones a partir de las derivadas de tercer orden. Es decir, reteniendo solamente las
derivadas de primer y segundo orden. De esta manera obtuvo:

2
Q __aQ chX[CAt _XJGQ (VIIL53)

2 AX Ox2

donde el término que multiplica a la derivada segunda en la ec. (VIII.53) representa el
coeficiente de difusion numérica D,, del esquema dado por la (VIII.50).

Para obtener el valor de X Cunge igual6 el coeficiente de difusién numérica D, con el
coeficiente de difusién hidraulica Dy, del modelo de onda difusiva (ec. (VIII.17)):
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CAt
D,=cAx| —-X|=D VIII.54
n (ZAX J h ( )

donde c y D, estan representadas por las ecuaciones (VIll.18a) y (VIIl.18b) respectivamente.
Considerando Ax = c At, de la (VIII.54) se puede despejar el coeficiente X:

x_1_Dn 1 1 (VII1.55)
2 cax 2 Py

donde se ha introducido el numero de Peclet: P, = ¢ Ax / Dy, que representa la relacion entre
los efectos convectivos y difusivos. El parametro X debe ser siempre positivo y varia en el
rango establecido por la condicion (VII1.46), por lo tanto P.>2. Se observa que si D,<<cAx,
P>>2, X—0.5, preponderan netamente los efectos convectivos sobre los difusivos y el
modelo Muskingum-Cunge representara ondas cinematicas. Por el contrario, para P.—2,
X—0, es decir, el modelo MC representara ondas que se difunden y atentan.

El modelo Muskingum-Cunge queda definido por la ecuacion (VIILL.51) con los coeficientes
(VIIl.45) y las condiciones (VIII.46) y (VIII.47). Los valores de K y X estan dados por las
ecuaciones (VIII.52) y (VIII.55) respectivamente. Para calcular los parametros K y X es
necesario estimar la celeridad ¢ de la onda y el coeficiente de difusion hidraulica D;. Este
ultimo puede estimarse como:

_ 9
" 2B, S,

(VIII.56)

donde Qq es un caudal de referencia, préximo al caudal pico Qp del hidrograma de entrada,
ya definido en la seccidon VIIl.4.2.2 como: Qp = (2/3) Qp. By es el ancho de la seccion
asociado a Qg y S, es la pendiente del fondo.

El caudal Q genérico puede expresarse mediante la ecuacion de Manning como:

Q=1AR%3$ (VIIL.57)
n

La celeridad c se define como (ver ec. VIIl.18a):

c.49Q _5Q 5 (VIII.58)
dA 3 A 3
Por lo tanto la celeridad de la onda asociada al caudal Qq, (c=cy) puede ser estimada como:
5,.5Q

c=>u,

= (VIII.59)
3° 3A,
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donde el subindice 0 se aplica a variables asociadas con Q,, como por ejemplo velocidad uy,
area Ay, profundidad hy, etc..

Para aplicar el método de MC se debe seguir el siguiente procedimiento:

Con el caudal pico del hidrograma de entrada calcular Qg = (2/3) Q,.
De la curva h-Q aguas arriba (o con ec. de Manning) estimar hy.
Con las caracteristicas geométricas de la seccién estimar By, Ao.
Estimar la pendiente con S, (pendiente de fondo).

Calcular celeridad con la ec. (VIII.59).

Calcular coeficiente de difusién hidraulica con la ec. (VIII.56).
Adoptar Ax (tramo de longitud L discretizado como: L=N Ax ).
Calcular el parametro K con la ec. (VII1.52).

Calcular el parametro X con la ec. (VIII.55). Verificar la condicion dada por la ec.
(VIII.46). Si no se cumple recomenzar de 7).

© ® NGO R DN

10. Seleccionar At utilizando la desigualdad dada por la ec. (V111.47).

11. Calcular los coeficientes C4, C, y C; dados por la ec. (VIII.45). Verificar que la
sumatoria de dichos coeficientes sea igual a la unidad.

12. Utilizando la ec. (VIII.51) calcular los hidrogramas en: x; = j Ax , t, = n At, conociendo
la condicion de borde aguas arriba (hidrograma de entrada en j=0 para
n=0,1,2,....,M) y la condicion inicial (caudal base para n=0, j=1,2,.....,N).
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