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Presentacion

Este texto contiene el material minimo correspondiente a la asignatura Matemdtica Aplicada
de las carreras de Ingenierfa Electrénica e Ingenierfa Eléctrica (Plan 2014) de la Facultad de
Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura de la Universidad Nacional de Rosario. Fue escrito
principalmente con el objetivo de ordenar, focalizar y hacer méas accesible, en un mismo texto,
los temas principales de esta disciplina correspondientes al programa vigente de la asignatura.
Cabe aclarar que éste no es un trabajo finalizado y que se encuentra en proceso revision. Debe
considerarse como borrador y material de uso interno para la catedra.

Matematica Aplicada contribuye a completar la formacion matematica del estudiante y
utiliza un enfoque aplicado a ejemplos de interés directo en asignaturas correlativas posteriores
de las carreras de Ingenieria Electronica e Ingenieria Eléctrica. Dicho enfoque entiende a la
Matematica como un lenguaje y una herramienta para el modelado preciso de senales, sistemas
y fenémenos de interés en dichas carreras. Asimismo, la asignatura fomenta el empleo de los
soportes informaticos de la tecnologia actual, tanto como herramientas de cémputo como de
visualizacién.

Este material de estudio estd organizado en seis capitulos. Los capitulos 1, 2, 3 y 4 corres-
ponden al estudio de la variable compleja que son temas fundamentales del Analisis Complejo.
El capitulo 5 versa sobre la transformacion de Laplace; un método importante para la reso-
lucion de ecuaciones diferenciales ordinarias y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales con coeficientes constantes. Por tltimo, en el capitulo 6, se hace una introduccion a los
métodos numéricos para la resolucién de ecuaciones no lineales, sistemas de ecuaciones lineales
y no lineales y soluciones numéricas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Cada capitulo de este texto se divide en diferentes secciones. Al final de cada capitulo se
presenta la ejercitacién correspondiente.

Agradecemos la colaboracién de Alicia Kurdobrin en la lectura del material y de Melanie
Barrios y Maria Gracia Cornet en la resolucién de los ejercicios propuestos de cada capitulo.

José Semitiel y Luciano Ponzellini Marinelli
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Capitulo 1

El sistema de los niimeros complejos

En este capitulo estudiaremos la estructura algebraica y geométrica de los nimeros complejos,
fundamental para el desarrollo de la teoria de la variable compleja.

1.1 El cuerpo de los niimeros complejos

Un niimero complejo es toda expresion de la forma z = z + iy donde x,y € R e i se define
por la relacién 2 = —1. El conjunto de todos los ntimeros complejos se representa por C, es
decir

C={x+iwy:z,y eR}.

Al ntimero real z se lo llama parte o componente real de z y se denota por x = Re(z); al
numero real y se lo llama parte o componente imaginaria de z y se denota por y = Im(z).
Dos nimeros complejos z; = x1 + 1y v 22 = X2 + iy se dicen iguales si tienen iguales las

partes real e imaginaria, es decir x1 = x5 € Y1 = Yo.

La suma y el producto de dos niimeros complejos se definen respectivamente por

(1 +iyr) + (22 +iy2) = (21 + x2) + 1 (Y1 + y2)
(21 +iy1) (2 +iye) = (2172 — Y1y2) + i (T1y2 + T2y1)

Adoptamos las siguientes convenciones con el fin de simplificar el uso de los nimeros com-
plejos:

1. Los miembros de la derecha de la suma y el producto de ntimeros complejos recién defi-
nidos, se pueden obtener formalmente manipulando los términos de la izquierda como si
s6lo contuvieran nimeros reales, y sustituyendo 72 por —1 cuando aparezca.

2. El simbolo i recibe el nombre de unidad imaginaria. Es usual, en Electrénica, representar
a la unidad imaginaria con el simbolo j.

3. Los nimeros complejos de la forma x + i0 se representan simplemente por x. Es evidente
que forman un subconjunto de C algebraicamente idéntico a R. Por lo tanto, tales nimeros
seran numeros reales.

Matematica Aplicada 2024 6



CAPITULO 1. EL SISTEMA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

4. Los nimeros complejos de la forma 0 + iy se representan simplemente por iy y se llaman
imaginarios puros. El nimero 0 + 0, aunque también responde a esta descripcion se
representa por 0, como en el primer caso.

El conjunto C dotado de las operaciones suma y producto definidas anteriormente, tiene
estructura de cuerpo conmutativo pues se verifican las siguienten propiedades:
Sean z, z1, 2o v 23 € C entonces,

e Clausuras: 21 + 29 € C ; 2125 € C.

Conmutativas: z1 + 29 = 2o + 21 ; 2122 = 2221.

Asociativas: (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23) ; (2122) 23 = 21 (2223).

Existencia de elementos neutros:

1. Dado z € C, existe 0 = 0 + 70 (elemento neutro de la suma) tal que z + 0 = z.
2. Dado z € C, existe 1 = 1+ i0 (elemento neutro del producto) tal que z1 = z.

e Existencia de elementos inversos:
1. Dado z = z + iy € C, existe —z = —x — iy (elemento inverso aditivo) tal que
z+(—2)=0.
x

2. Dado z =z + iy # 0, existe 271 =

25 + ixQ:L 7 (elemento inverso multiplica-
tivo) tal que 227! = 1.

Observar que 27! = — _ _ w ‘
e v+iy  (v+iy)(z—iy) a4y a2 Hy? 224 y?

e Distributiva del producto respecto de la suma: 2z (25 + 23) = 2129 + 21 23.
A partir de la existencia de elemento inverso aditivo y multiplicativo en C, quedan definidas
las operaciones de resta y division respectivamente de la siguiente manera:
Sean z; = w1 + iy Vv 22 = Xg + 1Y, entonces
n— =2+ (—2)=(v1—22) +1 (1 — ¥2).
Si zo # 0 entonces:

2wty (z1 +iy1) (w2 —iy2) (2122 +1192) + 0 (172 — T13)

2y Xo+iys  (mg Fiys)(we —iy) x3 + 3
T2+ YiYe | Y1T2 — X1l
= 2 .2 2 .2
T3 + Y3 Ty + Y3

2
Ejemplo 1.1.1. Para obtener Im (z) siendo z = ‘Z, calculemos
—1

243 _ (24303 +1) _6+20+9-3_ 3 11
z = = = = — —1
31 (3-)B+9) 10 10" 10"
. 11
por lo que se tiene que Im (z2) = E.A
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CAPITULO 1. EL SISTEMA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

1.1.1 Potenciacién de niimeros complejos

Sean n € Ny z € C. Se define la potencia n—ésima de z como:

2" =zz..z, (n veces).

Si z # 0 entonces

1

"= —

Z?’L

y 20 =1.
. . _2 - . _2 1
Ejemplo 1.1.2. Para calcular (14 1)~%, notemos primero que (14 1)"* = ——— y como
(1+414)2

A+ =0+)1+i)=1+2i+i*=1+2i—1=2

. N_9 —21 -2 1.
entonces se tiene que (1 +1i)~% = 5 = 2i(—2i) =0 = —§Z.A
? 1(—21

Se puede comprabar facilmente que las sucesivas potencias de la unidad imaginaria ¢ se
repiten peridédicamente con periodo 4:

V=1, i't=iq *=-1, P=ii=—i; *=di=—ti=1, P=iti=1li=1

S =Pi=il=—1; i =i%i=-li=—i; ¥=ii=—ii=1 =i =1=71;

A partir de este reconocimiento es posible enunciar el siguiente teorema:

Teorema 1.1.1. Sean € N con n > 4. FEntonces i" = i" donde r es el resto de la
division entera de n por 4 (r =0,1,2,3).

Demostracion. Ejercicio. O

Ejemplo 1.1.3. Por el Teorema 1.1.1 se sigue que,

1
21 1 - -—121 __
17T =1 =1 Yy 7 = _2‘121

= —i.A

S| =

1.2 El plano complejo

1.2.1 Forma de par ordenado de un niimero complejo

Los ntimeros complejos pueden ser identificados como el conjunto de pares ordenados z = (z,y)
de nimeros reales donde z = Re(z) e y = Im(z). Con ellos se definen:

o Igualdad: (z1,y1) = (22,%2) & T1 = T2, Y1 = Yo
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CAPITULO 1. EL SISTEMA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

e Suma: (:vl,yl) + ($2,y2) = (!E1 + T2, Y1 + yz)
e Producto: (z1,y1) (w2, y2) = (z122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122)

Segun esta definicién se establece una correspondencia biunivoca entre los pares (z,0) y los
numeros reales . De esta manera el conjunto de los nimeros reales R se identifica con un
subconjunto C’ de C y esta correspondencia se establece también, entre sumas en R y sumas
en C' y entre productos en R y productos en C'.

La unidad imaginaria se define por ¢ = (0, 1), que verifica
i =(0,1)(0,1) = (=1,0) = —1.
Por otra parte (z,y) = (z,0) + (0,y) = (x,0) + (0,1) (y,0) de lo que se tienen que:

(2,y) =z + iy.

Esta tltima igualdad muestra la equivalencia entre dos formas de expresion de un mismo
ntimeros complejo, como par ordenado z = (z,y) y en forma binémica z = x + iy.

Observacion 1.2.1. No es posible establecer una relacion de orden en el conjunto de los
numeros complejos, es decir el conjunto C con las operaciones de suma y producto definidas
anteriormente es un cuerpo conmutativo no ordenado.

En efecto, supongamos que fuese posible definir una relacion "<’ como en R. Dado que
1 # 0 entonces se tiene que 1 < 0 ¢ bien 0 < i. Supongamos que 0 < i, entonces 0.1 < 1.7 es
decir 0 < —1 lo cual es un absurdo. Andlogamente si suponemos que 1 < 0.

1.2.2 Representacion geométrica de los nimeros complejos

Sabemos que fijado un sistema de ejes cartesianos ortogonales en el plano, se establece una
correspondencia biunivoca entre puntos del plano y pares ordenados de niimeros reales.

Esta correspondencia es adecuada para representar los ntimeros complejos, atendiendo a
que cada z = x + iy es un par ordenado de ntimeros reales z = (z,y). Entonces cada nimero
complejo z se corresponde con un punto P del plano y reciprocamente:

P+ z=(z,y) =z +1y.
En virtud de esta correspondencia biunivoca entre puntos del plano y niimeros complejos,

se identifica a C con el plano que por este motivo se llama plano complejo.

En este plano, el eje x de las abscisas se llama eje real y el eje y de las ordenadas, se llama
eje imaginario.

A cada numero complejo z = (z,y) = = + iy le corresponde el vector O—}>7, denominado
vector asociado a z, de origen O y extremo el punto P llamado afijo de z, como se observa
en la Figura|l.l
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CAPITULO 1. EL SISTEMA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Eje Imaginario

o €T Eje real

Figura 1.1: Plano complejo

Definicién (Complejo conjugado). Sea z = x + iy € C. Se llama conjugado de z,
y notamos z, al numero complejo Z = x — iy.

A partir de este concepto, se tienen las siguientes propiedades de niimeros complejos conjugados:

Teorema 1.2.1 (Propiedades del complejo conjugado). Sean z,z1 y zo € C. Entonces
se verifican las siguientes propiedades:
1. z=Z<z€R S. 1+ 2m=21+72
2. 24+ 7Z =2 Re(z) 6. 12 =71 7
7 —2=-Z
3. z—7Z=2i Im(z)
p y 1 . 0
4. 2Z = Re*(z) + Im?(2) \Z) T 37 7

Demostracion. Ejercicio.

Corolario 1.2.1. Si 21 y 2o € C entonces se verifica que:
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CAPITULO 1. EL SISTEMA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Demostracion. Probaremos sélo (1) mientras que (2) queda como ejercicio.

Dados los complejos 21 y 29, entonces

2 —z=2n+(—2)=Z1+—22=7 — Z.

Definicién (Médulo). Sea z = x + iy € C, se llama mddulo de z, y denotamos |z,
al numero real no negativo

2| = |OP| = Va2 + 2.
Geométricamente, el mdédulo de z es la distancia del afijo P de z al punto 0.

Ejemplo 1.2.1. Si z = —1 + 3i entonces |z| = v10. A

Ejemplo 1.2.2. Para determinar el conjunto de puntos z del plano complejo que verifican la
ecuacion |z — 1| = 2, consideremos z = x + iy, luego

p—il = |z + (y— il = Va2 + (y — 12 =2
o equivalentemente

2?4 (y— 1) =4. (1.1)

Eje Imaginario

2 =i =

0 Eje real

Figura 1.2: Representacion de |z —i| = 2

La ecuacion (1.1) es la ecuacidon cartesiana en el plano xy de una circunferencia de centro
(0,1) y radio 2 como se observa en la Figura[1.9

Por lo tanto, la ecuacion |z —i| = 2 representa una circunferencia en el plano z de centro
w=1yradio 2. A
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CAPITULO 1. EL SISTEMA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Teorema 1.2.2. Sean z,2z; y 2o € C. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

~
™
I
!
N
I
]
I
!
]

IS
IS
N
|
N
no

3. |z122] = |21]22]
o3 = Bl s, 20
z9 |22|
9. Re(z) < [Re(z)| < [2] y Im(2) < [Im(z)| < [2]

D

2+ 2| < zn] + 2|

Demostracion. Probaremos aqui sélo la propiedad (6) conocida con el nombre de desigualdad
triangular. Las demas quedan como ejercicio.

’Zl + 22’2 = (Zl + 22) 21+ 20 = 2121 + 2122 + 2921 + 2920 = ‘21‘2 + 2120 + 2129 + ’2’2’2 =
= |z1]* + 2 Re (Z122) + |22]” < |21 + 2[F120] + |22” = |21 + 2|21 |22] + |2 = (J2a] + |22])°

Luego, se tiene que |21 + 22| < |21| + |22]. O

Definicién (Argumento). Sea z € C — {0}. Se llama argumento de z a todo dngulo
0 que forma el vector posicion de z con el semieje real positivo.

Observaciéon 1.2.2. El argumento de un nimero complejo z # 0 no estd univocamente deter-
minado pues si 0 y 0" son argumentos de z entonces 0 — 0 = 2kn, k € Z como se observa en la

Figura[1.5

Al conjunto de todos los argumentos de un complejo no nulo z lo indicamos Arg(z). El
valor principal de Arg(z), denotado arg(z), se define como el unico valor de Arg(z) € (—m, 7],
llamado argumento prinicipal de z. Luego,

—m < arg(z) < .

Notar ademds que,
Arg(z) = arg(z) + 2km, k€ Z.
Ejemplo 1.2.3. Sea z = —3i. Entonces arg(z) = —g y Arg(z) = —g +2krw, ke€Z. A
Observacién 1.2.3. Sea z = x + iy # 0. Entonces
1. x>0,y=0=arg(z) =0

2. 2<0,y=0=arg(z) =7
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CAPITULO 1. EL SISTEMA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

3. =0,y >0=arg(z) =

bo |

4. x:(),y<0$arg(z):—g

arctan(y/x) si z€lcd z€lVe

5. x#0,y#0=arg(z) = ¢ arctan(y/z)+m si z€ Ilc
arctan(y/x) —m si z € Illc

Eje Imaginario

0//
Q Eje real

Figura 1.3: Argumento de un nimero complejo

3
Ejemplo 1.2.4. arg(—1 — i) = arctan(l) — 7 = % =T A

Teorema 1.2.3. Sean 2z, y zo complejos no nulos. Entonces:

1. Arg(z122) = Arg(z1) + Arg(zq)

21

2 Arg (—) — Arg(y) — Arg(2)

z2

Observaciéon 1.2.4. Las formulas anteriores no son vdlidas para argumentos principales. En

efecto, sean z; = —1 y z5 = i. Se tiene que arg(z12;) = arg(—i) = —g mientras que arg(z;) +
™ 3
arg(ze) = m+ 5 =35
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CAPITULO 1. EL SISTEMA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

1.3 Otras formas de representar nimeros complejos

1.3.1 Formas trigonométrica y polar de un niimero complejo

Sea z = x +1iy € C—{0}. Sean (r,0) las coordenadas polares del punto (z,y) que corresponde
a la forma de par ordenado del complejo no nulo z.

Como la relacién entre las coordenadas polares de un punto en el plano (r,6) y sus coorde-
nadas cartesianas (x,y) estd dada por

{ T =r7rcosf

y = rsen 0

donde r > 0 entonces podemos expresar al complejo z de las formas:

z =r(cosf + isen 0)

denominada forma trigonomeétrica de z, y

Z =Ty
llamada forma polar de z. Notar que r = |z| y 0 € Arg(z).
Ejemplo 1.3.1. Sea z = 1 —i. Se tiene que |z| = /2 y arg(z) = —2 Entonces las formas

trigonométrica y polar de z son:

e 2 () i ()

Z = \/5_1
respectivamente. A

Observaciéon 1.3.1 (Igualdad en forma polar). Sean zy = ry, y 29 = ry,- Entonces zy = z3 si
y solo sir=r"y 0, — 0y =2k, k € Z.

Teorema 1.3.1 (Producto y cociente en forma polar). Si zy = 19, y 22 = 1, entonces:

1. z129 = (rr*)g, 10,

Z1 T
£ 3=
29 %/ 61—6,

Demostracion. Ejercicio. O

Teorema 1.3.2 (Férmula de De Moivre). Sean el nimero complejo z =19 yn € Z.
Entonces
2" =rn, =1r"(cosnb + isen no).
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1.3.2 Raiz n—ésima de un complejo
Sea z € C y n € N, se llama raiz n—ésima de z, y notamos {/z a todo complejo w tal que
w" = z.

El siguiente teorema nos brinda una féormula que nos permite calcular las n raices n—ésimas
de un nuimero complejo z. Previamente necesitaremos expresar al complejo z en forma polar.

Teorema 1.3.3. El numero complejo z = ry tiene exactamente n raices n—ésimas

complejas, y estan dadas por:
Wy, = /T os2mx

donde k =0,1,2,....,n — 1.

Ejemplo 1.3.2. Para obtener v/—8i, comencemos expresando z = —8i en forma polar como
z =8_z. Entonces las raices cubicas de z estan dadas por

3
Wy = \/g7%+2k7r

3

donde k = 0,1,2. Luego, se tiene que las raices cubicas de z = —8i son:

w0:2_%:\/§—@', w1:2g:2i Y wy = 77r:—\/§—i,

Eje Imaginario

"LU1:2i

Eje real

wng\/g—i /w(]:\/g_i

Figura 1.4: Representacion de las raices cibicas de —8:

las cuales estdan representadas grdficamente en la Figura (1.4 A
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1.3.3 Forma exponencial de un nimero complejo

La férmula de Euler '
¢ = cosf + isen 6

para todo 6 € R permite expresar un nimero complejo z = ry como

Z=TrTe

conocida como forma exponencial de z.

Por ejemplo, la forma exponencial del complejo z = 1 + i es z = /2e'%.

i1 02 Entonces:

Teorema 1.3.4. Sean z; = r1e"' y z9 = rqe

1. 2129 = ryreet(@1t62)

9. 1 — Eei(91—92)
) T2

8. n€ZL= 2t =rlenh

.01 +2km

4. Yz = Yre " w conk=0,1,2,...,n—1

1.4 El plano complejo extendido

Es conveniente incluir en el conjunto C de los ntimeros complejos, el punto del infinito,
denotado oco. El conjunto C junto con ese punto se denota C* es decir

C*=CU{o0}

y se denomina plano complejo extendido. Las operaciones habituales de C se extienden al
plano ampliado segiin las siguientes férmulas:

00.2 = 2.00 = 00.00 = 00, Vz # 0

00+z=z+00=00,Vz € C*

o—z=z—00=00,Vz€C

i:O,Vz'E(C
o0
X 0, VzeC
VA

%:oo,Vz#O,zE(C*

Matematica Aplicada 2024 16



CAPITULO 1. EL SISTEMA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

El médulo del infinito se define como |oo| = 400 pero carece de sentido hablar del argumento
del punto del infinito, asi como de las operaciones:
oo 0
o —o00, 0.oo0, —, -—.
oo 0
Fue Riemann quien dio una respuesta satisfactoria a la representacién del punto del infinito,
con la que se conoce como la proyeccion estereografica y que no es otra cosa que uno de
los métodos utilizados en la confeccion de mapas, es decir, en la representacién de superficies
esféricas.

N (0,0,1)

5 (0,0.-1)

Figura 1.5: Proyeccion estereografica

Para establecer cdmo es esta representacion en C*, consideremos en el espacio R? un sistema
rectangular de ejes coordenados e identifiquemos el plano xy con el plano complejo C, de modo
que el eje real sea el eje x y el imaginario el y como se observa en la Figura [1.5] Sea una
esfera centrada en el origen de coordenadas y de radio unitario. La interseccion de la superficie
esférica con el plano zy (el ecuador de la esfera) es la circunferencia de ecuacién |z| = 1. Los
puntos N(0,0,1) y S(0,0,—1) cooresponderian a los polos norte y sur respectivamente.

Si P(x,y, z) es un punto genérico de la esfera, distinto de N, la recta N P corta al plano xy
en un unico punto Z y, reciprocamente, la recta NZ, donde Z es un punto del plano zy, corta
a la esfera en un unico punto P de la esfera distinto de N. Es decir, al asociar al punto P de
la esfera, el punto Z del plano xy, establecemos una correspondencia biunivoca de la esfera sin
el polo norte en el plano, a la que hemos llamado proyeccién estereogréfica.

De esta forma podemos representar a todo punto del plano complejo sobre la esfera sin
el punto correspondiente al polo norte, punto este ultimo donde viene representado el punto
del infinito co. Notese que los nimeros complejos de mdédulo uno quedan representados en el
ecuador, en el mismo punto sobre el que se encontraban. Los del interior de la circunferencia
(de médulo menor que uno), quedan representados en el hemisferio sur y los de médulo mayor
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que uno (los de fuera de la circunferencia) quedan representados en el hemisferio norte. Asi
pues, conforme nos alejamos del origen en el plano complejo, nos acercamos al polo norte en
su representacion en la esfera. Luego, hemos conseguido representar cada punto de C* por un
unico punto de la esfera, y reciprocramente. Asi representado, el plano complejo ampliado suele
llamarse esfera de Riemann.

1.5 Ejercicios propuestos

1.

Exprese en forma bindémica, trigonométrica, polar y exponencial, segiin corresponda, cada
uno de los niimeros complejos z dados:

4 <cosz + isen z) () z2=—-2—2i
2

: 1 1
(b) z = 3e™ (d) = (f) z2=—-1+41

3
5T

. Dados los complejos z1 = 2 — 3i y 2o = 4 + 2i, se pide:

(a) Represéntelos geométricamente, y determine sus médulos y argumentos.
(b) Represente vectorialmente z; + 2o y 27 — 25.

(c) Calcule y grafique los complejos iz; y izp. {Qué efectos produce geométricamente
cuando a un complejo z no nulo se lo multiplica por la unidad imaginaria?

Sean los niimeros complejos 21 =241, 20 =3 — 21y 23 = —5 + 7@', calcule:
(a) Re (321 — 229) (c) =322 +4z, —8i (e) (z)*
q 2123
(b) Im (2129 — iz3) (d) e (f) |z1] 23
Halle los niimeros reales x e y de modo que se verifique la igualdad:

(a) —z+bi—2+iy=1—1 (b) (x+iy)(14+i)=2+1

El producto de un fasor de tension por el conjugado de un fasor de corriente se conoce con
el nombre de potencia compleja. Sea S un nuimero complejo que representa la potencia

compleja de un circuito eléctrico. Los numeros reales P = Re <S> y @ = Im <§>
se conocen como potencia activa y potencia reactiva, respectivamente. Si se sabe que
‘S ’ = 10 y que P = 6, encuentre todos los valores posibles de () para este circuito.

Represente graficamente todos los valores posibles de S.

Siendo p, 7, o, 5, A y B ntimeros reales y dados los siguientes niimeros complejos z; =
AP 2y = Be| z3 = Ae®T# y 2y = Be®t | calcule:
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(a) [z (c) 21 + iz (e) |25+ 2|
(b) |zs] (d) |21+ 2| (f) |z — pz
7. La evolucién en el tiempo de una tension alterna senoidal de valor eficaz 220 V (Voltios)

y frecuencia de 50 Hz (Hertz), como la que existe en la instalacién eléctrica de nuestros
hogares, puede representarse de la siguiente forma

u(t) = V2 122?- cos 27rf 50 't+gb \4F (1.2)

donde ¢ representa el tiempo (medido en segundos) y ¢ recibe el nombre de fase (medida
en radianes).

(a) Demuestre que v(t) = Re (v/2 220 €' €2™) para todo ¢ real.

(b) Halle el médulo y el argumento del nimero complejo V = 220¢'¢. Este ntimero
complejo recibe el nombre de fasor de tension.

(c) Represente el fasor V en las formas binémica, polar, exponencial y trigonométrica.

(d) Halle el niimero complejo V5 tal que v(t) = Im <\/§ Vs €i2ﬂ50t> para todo ¢ real.
(e) Determine el médulo y el argumento de Vs v compédrelos con los correspondientes a
V.

(f) Al aplicarse la tensién v(t) sobre un capacitor de capacidad 0,001 F (esto sucede si
se conectan los bornes del capacitor a un enchufe en nuestro hogar), circulard por el
mismo una corriente eléctrica i(t) que satisface

du(t)

dt

Halle la expresion de i(t) cuando v(t) esta dada por (1), muestre que i(t) puede

i(t) = 0,001

IA]. (1.3)

escribirse en la forma i(t) = Re <\/§ I ei2“50t> y halle el ntimero complejo I (fasor
de corriente), representandolo en sus formas binémica y polar.
V
(g) El nimero complejo Z, igual al cociente de los fasores de tensién y corriente, Z = —,

recibe el nombre de impedancia (del capacitor en este caso). Halle Z, la impedancia
del capacitor del item 1(f) y represéntela en las formas binémica, polar y exponencial.

(h) Sien otro enchufe de la misma instalacién eléctrica hogarenia se conecta una lampara
incandescente, su comportamiento es similar al de una resistencia de R = 44052, por
lo que la corrienta eléctrica que circulara a través de ésta serd igual a:

in(t) = % A]. (1.4)

Escriba i,.(t) en la forma i,.(t) = Re (\/5 I, ei2”50t) y represente el niimero complejo

I, en las formas binémica y polar.
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8. Calcule:
(a) (1+4)" (c) (32)" (e) Vi
(b) (2e7%) 7% (d) V=T () (—=144)3

9. Halle el conjunto soluciéon de cada una de las siguientes ecuaciones:

(a) 3iz—4+if2i (e) 522 +22+10=0 (i) e# = 1=

(b) 32‘3—(11_%,)2:2 (1) = +1—\/_z () e +1—i=0
(€) 2+2:45=0 (g) 22+ (i—2)z+3—-i=0 (k) ie*—=1=0

(d) 2°+32=0 (h) e#+1=0 (1) 24 =222-2=0

10. El movimiento de enfoque de la lente de un lector 6ptico de DVD puede representarse
mediante la ecuacion diferencial ordinaria

d*x(t)  dx(t)
me Ty

+ka(t) = F(b), (1.5)

donde ¢ representa el tiempo, z(t) la posicién de la lente en la direccién axial, m es la
masa de la lente, b es un coeficiente de friccién, k el coeficiente de elasticidad y F(t)
la fuerza que se ejerce sobre la lente para acercarla o alejarla de la superficie del DVD
(enfoque). La “estabilidad” del movimiento del enfoque se analiza hallando las raices del
polinomio

p(A\) = mA? + bA + k. (1.6)

(a) Halle las raices de p()\) para los valores m = 0,46 1072 kg, b = 0,0075 Ns/m y
k =18,6 N/m.

(b) El movimiento analizado serd estable si todas las raices de p(\) poseen parte real
negativa. Evalte si para los valores de m, b y k dados se tiene estabilidad.

(c) Demuestre que siempre que m, by k sean positivos, se tendré estabilidad.
11. Grafique el lugar geométrico determinado por los siguientes conjuntos:
(a) S ={z€C:|z| =4}
(b) Sy = {z cC: —g < arg(z) < %}
(c) S5 = {ZG(C:I <|z| €3, -7 < arg(z) < g}
(d) Sy ={2z€C:|Re(z)| <3,-2<Im(z) <1}
z—3
Sy = eC: <2
() 55 {Z z+ 3‘ }

(f) S¢ ={z € C:Re(z?) =1}
(g) S7={2€C:|z+2—-3i|+ |z —2+3i| <10}
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12. La topologia del plano complejo C

Entorno: Un entorno de 2y € C es un conjunto que consta de todos los puntos z € C tal
que |z — zo| < r donde r > 0.

Entorno reducido: Un entorno reducido de zy € C es un conjunto que consta de todos los
puntos z € C tal que 0 < |z — 29| < r donde r > 0.

Punto limite o de acumulacion: Sea S un subconjunto de C. Un punto zg € C se llama

punto limite o punto de acumulacién de S, si todo entorno reducido de zy contiene puntos
de S.

Congunto cerrado: Sea S un subconjunto de C. Se dice que S es un conjunto cerrado si
todos sus puntos limites pertenecen a S.

Punto interior: Un punto zy € C es un punto interior del subconjunto S de C si existe
un entorno de zy integramente contenido en S.

Punto frontera: Un punto zy € C es un punto frontera del subconjunto S de C si todo
entorno de zg contiene puntos de S y puntos que no estan en S.

Frontera: Se llama frontera del subcojunto S de C al conjunto formado por todos los
puntos frontera de S.

Punto exterior: Un punto zy € C se llama punto exterior del subconjunto S de C si no
es punto interior ni punto frontera de S.

Conjgunto acotado: Un subconjunto S de C se dice acotado si existe M > 0 tal que
|z| < M para todo z € S.

Conjgunto abierto: Un subconjunto S de C se dice abierto si sélo consiste de puntos
interiores.

Conjunto conexo (conexo por caminos): Un subconjunto S de C se dice conexo si todo
par de puntos de S se pueden unir mediante una linea poligonal cuyos puntos pertenezcan
todos al conjunto S.

Dominio: Un subconjunto S de C se dice dominio si S es abierto y conexo.

Congunto simplemente conexo: Un subconjunto S de C se dice simplemente conexo si
toda curva simple cerrada que pueda trazarse en su interior contiene solamente puntos de

S.

Region anular o corona: Se llama corona, regién anular o regién circular, al conjunto de
puntos del plano complejo comprendido entre dos circunferencias concéntricas.

Conjgunto multiplemente conero: Un subconjunto S de C en el que al menos se pueda tra-
zar una curva simple cerrada cuyo interior contenga uno o més puntos que no pertenezcan
a 9, se dice multiplemente conexo.

Determine si los conjuntos S; dados en el ejercicio (11) son abierto, cerrado, acotado,
conexo, simplemente conexo y/o un dominio.
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13. Dados los niimeros complejos z, z; y 2o. Demuestre que:

(a) Im(iz) = Re(2) (f) |21 — 2 + |21 + 2” = 2|2 )* + 2|22
(b) Re(iz) = —Im(2) .
(c) zeRe2=7% (8) z€C = Re(z) = 5
(d) z es imaginario puro < z = —z -
z2—7Z
(e) 21— 22| = |[21] — [22] (h) 2 € C = Im(z) = 2%
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Capitulo 2

Funciones complejas

En este capitulo estudiaremos funciones complejas de una variable compleja y desarrollaremos
para ellas una teoria de derivaciéon. FEl objetivo principal de este capitulo es introducir las
funciones analiticas que juegan un papel fundamental en el Analisis Complejo.

2.1 Funciones complejas de variable compleja

Definicién (Funcién compleja de variable compleja). Sea S un subconjunto no
vacio de C. Una funcion compleja de una variable compleja f es una correspondencia
que asigna a cada numero complejo z € S, un niumero complejo w.

fiSCC—=C, w=f(2)

El conjunto S recibe el nombre de dominio de definicion de f, y se lo denota por
S = Dom(f), z es la variable independiente y w es la variable dependiente.

Ejemplo 2.1.1. Sea la funcién f : C — C tal que f(z) = 2%. Entonces f(1+2i) = (1+2i)* =
—3 4+ 44, por lo que se dice que —3 + 44 es la imagen de 1 + 2i por la funcion f. A

Funciones univaluada y multivaluada

Sea f una funcién compleja de variable compleja. Si a cada valor de z le hace corresponder
un dnico valor w, se dice que la funciéon f es una funcién univoca o funcién univaluada.
Si por el contrario, a cada valor de z, le corresponde mas de un valor w se dice que f es una
funcién multiforme o funcién multivaluada.

Una funcion multivaluada puede considerarse como una colecciéon de funciones univocas,
cada una sera llamada rama de la funcién.

Se acostumbra considerar un miembro particular como una rama principal de la funciéon
multivaluada y el valor de la funcién correspondiente a esta rama como el valor principal.

Por ejemplo, la funcién del ejemplo anterior 2.1.1 es univoca, mientras que la funcién

f:C=C/f(z) = V=
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es una funcién multivaluada o multiforme pues, por ejemplo f(1) = £1.

Cuando hablemos de funcién (compleja de variable compleja), supondremos, a menos que
se diga lo contrario que es una funcién univoca.

Observacién 2.1.1. St una funcion f esta dada sélo por su ley, sobreentenderemos que se
toma por dominio el mayor subconjunto de C donde f(z) existe, es decir

Dom(f) ={z € C: f(z)existe}

z
Por ejemplo, sea la funcion dada por f(z) = — 1 entonces su dominio es C — {i, —i} cuya
z

representacion se observa en la Figura|2.1,

Eje Imaginario

s
A
Vv

Figura 2.1: Representacion del dominio de f(z) =

2241

Funciones componentes de una funcién compleja

Supongamos que w = u + v es el valor de la funcién f en z = x + iy, es decir
flz+iy) = u+iv.

Cada ntimero real u y v depende de las variables reales x e y, luego f(z) puede ser expresado
en términos de un par de funciones reales de las variables reales x e y

f(z) = u(z,y) +iv(z,y).
Por ejemplo, sea la funcién dada por f(z) = 22, entonces
flz+iy) = (x +iy)? = 2° — y* +i2xy,

luego u(z,y) = 2* —y* y v(w,y) = 2vy.
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Por el contrario, sea por ejemplo la funcién dada por f(z) = 7z + 3iy. Si queremos expresar
a f(2) en términos de la variable compleja z entonces dado que Re(z) = x y Im(z) = y tenemos
que
f(2) = TRe(z) + 3ilm(z).

Otra forma seria considerar:

A o Z2—Z
pu— p— I p— p—
Re(z) ==z 5 m(z) =y 5
. z24+Zz Z—Z .
por lo que se tiene que f(z) =7 5 + 3i 5 = 5z + 2%.
i

Funciones polinémicas y racionales

Una funcién polinémica es una funcién de la forma:
—1
f(z)=apnz" +an12""" +...+a1z+ag

donde n € Ny y a; € C para toda ¢ = 0,1,2,...,n. El dominio de tales funciones es C.

Una funcién racional es una funcion de la formas:

donde p y ¢ son polinomios. Este tipo de funciones tienen por dominio C — {z € C : ¢(z) = 0}.

2.2 Funciones analiticas
En esta seccién se desarrolla una de las nociones fundamentales de la teoria de analisis complejo

que es la de funcion analitica. Previamente se estudiaran los conceptos de limite, continuidad
y derivabilidad de una funcién compleja de variable compleja.

2.2.1 Limites y continuidad

Definicién (Limite). Sea f una funcion definida en un entorno reducido de zy. Se

dice que f tiene limite wy en zy y notamos lim f(z) = wy si dado € > 0, existe 6 > 0
Z—rZ20

tal que
0<|z—2)]<0=]f(2) —wy| <e.

' 1
Ejemplo 2.2.1. Sea f(z) = % Probaremos que lim f(z) = —5

zZ—1

Sea € > 0. Notese que:
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Por consiguiente tenemos que:

1
‘f(z)+§‘<s si 0<|z—1] <2

y de esta forma se tiene que 6 = 2. A

Teorema 2.2.1. Sean la funcion dada por f(z) = u(z,y) + iv(x,y) y 20 = To + iYo.

Entonces,

lim f(Z) = Uug + iUo
Z—20

sty solo si

lim  w(xr,y) =u lim  v(z,y) = vg.
oo Y T Y IR YY) = v

Ejemplo 2.2.2. Para calcular lim 2%, llamemos z = x + iy, entonces
Z—1

f(2) = (z +iy)* = 2° — y* + 2xyi

luego
u(z,y) =a* —y?,  v(e,y) = 2y,
Dado que
lim  u(z,y)= lim 2*>—y>=-1
(z,y)—(0,1) (z,y)—(0,1)
Y
lim o(z,y)= lim 2zy=0,
(z,9)—(0,1) (@:9) (z,9)—(0,1) Y
entonces lim 22 existe Yy se tiene que
zZ—1
limz> = lim w(z,y)+4i lim o(z,y)=—-1.4A
z— (z,y)—(0,1) ( y) (z,y)—(0,1) ( y)

Teorema 2.2.2. 5i lim f(z) = wy y lim g(z) = wy, entonces
Z2—20 220

1. Tim [f(2) + g(2)] = wo +wy Jotim LG 00 g

Z—20

C 252 g(z) Wy
2. lim [f(2)g(z)] = wown

Z—20
3. lim af(z) = awy donde o € C 5. lim |f(2)] = |wo
2—20 Z2—20
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Algunos limites importantes

e lim o = a donde x € C
Z—20

e lim 2" =z} donde n € N
Z—20

e Si P(z) es una funcién polinémica entonces lim P(z) = P(zp)
Z—20

e Si R(z) es una funcién racional y zy € Dom(R), entonces lim R(z) = R(z)
Z—20

Limites infinitos y al infinito

A partir de lo visto en la Seccion 1.4. ya se puede asignar un significado a la afirmacion

lim f(z) = wy
Z—20

en el caso en que alguno o ambos, zy 6 wy, sean sustituidos por el punto del infinito oco.

Definicién (Limite infinito). La afirmacion lim f(z) = oo significa que para cada
Z—20

numero positivo M, existe un nimero positivo § tal que si 0 < |z — zg| < § entonces

[f(2)| > M.

1 1
Puesto que la definicién anterior puede escribirse como 0 < |z — zp| < § = ‘m — O‘ < Wi
z
entonces tenemos que:
lim f(z) = o0 < lim =0.
z—r20 f( ) 2—20 f(Z)

Definicién (Limite al infinito). La afirmacion lim f(z) = wq significa que para
Z—00

cada nimero positivo €, existe un numero positivo N tal que si |z| > N entonces

|f(2) —wo| <e.
ENTOR

< e,

Como la definicién anterior puede escribirse como 0 < ‘— -0
z

entonces tenemos que:

lim f(z) = wy < lim f <é) = wy.

2Z—00 z—0

Definicién (Limite infinito al infinito). La afirmacién lim f(z) = oo significa que
Z—00

para cada nimero positivo M, eziste un nimero positivo N tal que si |z| > N entonces

lf(2)| > M.
Esta definicié d ibi 0<1 0<:1$ ! 0] < t
nicion ribir m - — — — —, enton
sta definicion puede esc se como p; N 7(1/7) M,e onces
tenemos que:
. ) 1
Jim f(2) = 00 & lim 7775 =
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. A
Ejemplo 2.2.3. Probemos que lim il = 00.
TR 1 +1
+ . . .
Para ello, sea f(z) = ZZ . Entonces dado que lim = lim Z = 0 se tiene por
z41 ==-1 f(z)  z=-1iz+3
lo tanto que:
12+ 3
1m =00.A
z——1 2 + 1

Definicién (Continuidad en un punto). Se dice que la funcién f es continua en
un punto zo si im f(z) = f(z0), es decir, si dado € > 0, existe un 6 > 0 tal que si
Z—20

|z — 20| < 0 entonces |f(z) — f(z0)] < €.

Estudiar la continuidad de una funcién compleja de variable compleja en un punto, es equi-
valente a estudiar la continuidad en un punto de sus funciones reales componentes de dos
variables:

Teorema 2.2.3. La funcion compleja f(z) = u(x,y) + iv(x,y) es continua en zyg =
xo + 1o st y solo si las funciones reales u = u(z,y) y v = v(x,y) son continuas en

(70, %0)-

Ejemplo 2.2.4. La funcién dada por f(z) = \2]2 = 22 +y? es continua en C pues las funciones
componentes de f, u(z,y) = 2> +y* y v(x,y) = 0 son continuas en R*. A

Teorema 2.2.4. Si f y g son funciones continuas en zp € C y si a« € C, entonces

f+ag, af, fg, = (si g(z0) #0) y |f| son continuas en z.
g

Teorema 2.2.5. Si g es una funcion continua en zg € C y f es continua en wy = g(zo),
entonces f o g es continua en zg.

Definicién (Continuidad en una regién). Una funcion f es continua en una region
R C C silo es en todos los puntos de R.

Observacion 2.2.1. Las funciones polinomicas y racionales son continuas en sus dominios.

Teorema 2.2.6. Si f es una funcion compleja continua en un conjunto cerrado y
acotado D C C, entonces su imagen f(D) es cerrado y acotado en C.
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2.2.2 Derivada

Definicién (Derivada en un punto). Sea f una funcion cuyo dominio contiene un
entorno de zy. Se dice que f es derivable en zy si existe

lim M‘ (2.1)
zZ—20 Z— 20
En tal caso, al resultado del limite se lo denota por f'(zy) y se llama derivada de f en
20-

Expresando la variable z en la definiciéon anterior en términos de la nueva variable compleja
Az = z — zy podemos escribir (2.1) como:

F(20) = lim flzo+ Az) — f(Zo)_

Nz—0 Az

Al utilizar esta forma de la defincién de derivada se suele omitir el subindice de zy y se
introduce el nimero:

Aw = f(z+Dz) = f(2),

que denota el cambio en el valor de f correspondiente a un cambio Az en el punto en que
evaluamos f. Entonces (2.1) se puede expresar como:

dw o Aw

— = lim —.
dz Az0 Nz

Definicién (Funcién derivada). Una funcion f es derivable en un abierto Q0 de C
si es derivable en cada punto de 2. Si f es derivable en un abierto ) de C, entonces
queda definida una nueva funcion

f:9—=C / w=f(2)

llamada funcion derivada de f.

Ejemplo 2.2.5. Determinemos dénde es derivable la funcién definida por f(z) = 2%. Como
224 2202 + (D2)? - 22

N AT Rl A G o _
Algilo ANz B Ahzglo ANz B Alggo (22 + Az) =22

para cualquier z € C, entonces f es derivable en C y se tiene que la funcion derivada de f es
f'(z) =22, VzeC.a

Ejemplo 2.2.6. Estudiemos ahora donde es derivable la funcion dada por f(z) =Z. Para ello,
consideremos z = x +1y € C y Az = Ax +1Ay. Entonces,
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flz+Az) = f(z) (o4 Ax)—i(y+ Ay) — (v —iy) Az —ily

Nz Ax 4+ iy  Ar+ily
Si Az — 0 a lo largo del eje real (Ay = 0) entonces
D) —fz) . Ar
Algilo Az a Alzlcrgo Ax L

Por otro lado, si Nz — 0 a lo largo del eje imaginario (Ax = 0) entonces

- fle+Dz2)—flz)
Alirgo Az N Alzl,/rgo 1Ay

Az —
Luego, no existe lim 122 = f(2)
Az—0 AZ
todo C.

Teorema 2.2.7. Si f es una funcion derivable en zy entonces [ es continua en z. |

Demostracion. Ejercicio. O

para ningun z € C por lo que f no es derivable en

Algunas derivadas de funciones complejas

A partir de la definicién de derivada de una funcién compleja, es sencillo probar que

d
e Si c € C entonces d—(c) = 0 para toda z € C.
z

e Sin € N entonces la funcién f(z) = 2™ es derivable en C y se tiene que f'(z) = nz""1.

Teorema 2.2.8. Si f y g son funciones derivables en zy y ¢ es una constante compleja,
entonces las funciones f+q, f—g, cf, fgy S ( sig(z0) # 0 ) son funciones derivables
g

en zg. Ademds:

1. (20) = f"(20) + ¢'(20)

f=9)(20) = f'(20) — ¢'(20)
)
)

(
2. (
3. (cf) (20) = cf'(20)
4 (

I

i / L) — f'(20)9(20) — f(20)9'(20)
5 (5) 9Go)P
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Demostracion. La prueba de este teorema es similar al caso de funciones reales de una variable
real. [

Ejemplo 2.2.7. Sin € Z~, la funcion f(z) = z" es derivable para todo z # 0. En efecto,
1
f(z) = — donde —n € N. Luego, aplicando la propiedad (5) del Teorema 2.2.8 se tiene que:
z n
027" —1(—n)z"!

fl(z) = =nz""', 2#0.A

Z—Qn

Teorema 2.2.9. Si g es derivable en zy y f es derivable en wy = g(zo), entonces fog
es derivable en zy. Ademds

(f 0 9)'(20) = f'(9(20))g'(20)-

Ejemplo 2.2.8. La funcién dada por f(z) = (2* + 2)® es derivable en C. Ademds,
fl(2) = 3(2% +2)%22 = 62(2% + 2)*

para todo z € C.A

2.2.3 Ecuaciones de Cauchy-Riemann

En esta seccion obtendremos un par de ecuaciones que deben satisfacer las primeras derivadas
parciales de las funciones componentes de una funcién compleja de variable compleja en un
punto, para que exista en él la derivada de tal funcion.

Teorema 2.2.10 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann: condiciones necesarias). Sea la
funcion dada por f(z) = u(z,y) + iv(x,y) donde z = x + iy. Si f es derivable en
20 = T + 1Yo entonces se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann:

U:p(%,fl/o) = Uy<x07y0)7 uy<x07y0) = —Ux(CC(),yo)-

Ademas,

f/(Zo) = Uz($07 yo) + Z'Uz(xm yo) = Uy($0>y0) - iuy<x07 yo)‘

Demostracion. Por hipétesis, f es derivable en zg = ¢ + iyo, luego:

f(z0+ Az) — f(20) _

f'(z0) = Ahzrgo Nz (22)
lim [u(zo + Az, yo + Ay) + tv(xo + Az, yo + Ay] — [u(zo, o) + (o, Yo)) (2.3)
(Az,Ay)—(0,0) Ax + iy ' '
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El limite (2.2) 6 (2.3) existe, independientemente de como Az — 0.

Si en particular, Az — 0 a lo largo del eje real (Ay = 0) entonces (2.3) se puede expresar
como

[u(zg + Az, yo) + iv(xo + Az, yo)] — [u(zo, yo) + 1v(x0, Yo)]

f(z0) = Alggo Ax B (2.4)
— lim U(xo + Az, o) — u(wo, ?Jo) i Z.U(Io + Az, yo) - U(%, yo) _ (2_5>

Az=50 Nz Ax
= Uy (0, Yo) + 1vz(T0, Yo)- (2.6)

Si en cambio, Az — 0 a lo largo del eje imaginario (Az = 0) entonces (2.3) se puede
expresar como

[u(o, yo + Ay) + iv(x0, Yo + Ay)] — [u(xo, yo) + v (20, Yo)]

! _ : _
f'(z0) = lim Ay = (2.7)
— lim u(o, yo + Ay) — u(Zo, Yo) 4 Z-U(l"myo + Ay) — v(o, Yo) _ (2.8)
Ay—0 (YANT iy
1 .

= Zuy(x(]?yO) + vy (70, Yo) = vy (%0, Yo) — uy(Zo, Yo)- (2.9)

Luego, de (2.6) y (2.9) se tienen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es decir

Uz (0, Yo) = vy(Zo,Y0)s  Uy(To, Yo) = —v (o, Yo)-
Ademds, de (2.6) y (2.9) se tiene que
f'(20) = wa (20, Y0) + 10220, Yo) = vy (0, Yo) — ity (20, Yo)-

[

Con una hipétesis adicional, se obtiene el reciproco de este teorema, que enunciamos sin
demostracion:

Teorema 2.2.11 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann: condiciones necesarias y suficien-
tes). Sea la funcion dada por f(z) = u(x,y) + iv(z,y) donde z = v + iy tal que las
funciones reales v = u(x,y) y v = v(z,y) tienen derivadas parciales continuas de
primer orden en (To,yo). Entonces, f es derivable en zy = xo + iyo si y sdlo si las
funciones u = u(z,y) y v = x(zx,y) satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann en

(o, ?Jo)'
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Ejemplo 2.2.9. Usaremos las condiciones de Cauchy-Riemann para determinar donde es de-
riwable la funcion dada por f(z) = 2Z.

Sean z = x + 1y, entonces la funcion f puede expresarse como f(z) = x* + y* por lo que
u(z,y) =2 +y* yv(z,y) = 0.

Las funciones u, = 2z, u, = 2y, v, = v, = 0 son continuas para todo (z,y) € R* y como

Us =Vy 290:0(:) =0
Uy = —Vy 20u=20 y=10

se tiene que las ecuaciones de Cauchy-Riemann sélo se satisfacen en (0,0).

Luego, f es derivable inicamente en z =0 y f'(0) =0. A

Definicién (Funcién analitica). Se dice que la funcion f es analitica en zy si es
derivable en todo punto de algun entorno de zy, y en este caso se dice que zy es un
punto reqular de la funcion f. Una funcion f se dice analitica en un dominio D de C
st es analitica en todo punto de D.

Ejemplo 2.2.10. La funcion del ejemplo 2.2.9 es no analitica en todo C. A

Definicién (Funcién entera). Se dice que una funcion f es entera si es analitica en
todo punto de C.

Analiticidad de las funciones polinémicas y racionales
1. Las funciones polinémicas f(z) = a,2" + Ap_12""1 + ... + a1z + ap son enteras. Ademés
f'(z)=amz"""+a, 1(n—1)2""*+ ... +a.
Por ejemplo, si f(z) = 3iz® — (1 + 1)z — 4i entonces f'(z) = 9iz? — 1 — 4.

2. Las funciones racionales son analiticas en su dominio.

Por ejemplo, la funcién dada por f(z) = es analitica en C — {i, —i}. Ademds se

o 2241
—iz° 4
+Zsiz7éj:i.

tiene que f'(z) = ErnE

2.3 Funciones elementales

En esta seccion, se presentan las funciones elementales complejas. Ellas son: la exponencial,
las trigonométricas, las hiperbdlicas y la logaritmica.
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2.3.1 La funcién exponencial

La funcién exponencial compleja esta definida por
[:C—=C | f(z)=¢€".

Si z = x+1y entonces f(2) = "W = e%e™ = e” cosy+ie*sen y, por lo que u(r,y) = e® cosy
y v(z,y) = e®sen y. Como las ecuaciones de Cauchy-Riemann

Uy = Vy = €7 COSY , Uy = —Vy = —€'seny

se satisfacen para todo (x,y) € R?, y las derivadas parciales de primer orden de las funciones
u y v son continuas en R?, entonces se tiene que f es una funcién entera. Ademsés,

1'(z) = €” cosy + ie"sen y = €7

para todo z € C.

Para cualquier z € C se tiene que |e*| = |e (cosy + isen y)| = e%y/cos?y + sen 2y = e > ()
por lo que se tiene que el modulo de e* es €” y €* # 0 para todo z € C.

Si escribimos la expresién e* = e®e®¥ como e* = re? observamos que r = e* y § = y por lo
que un argumento de e* es y. Se tiene asi que

Arg(e®) =y + 2km

donde k£ € Z.

También, se tiene que para cualesquiera z; y 2z, € C,

e
efle?2 — ¥tz ’ = e¥17%2

e~2

Por otro lado, como €2™ = 1 entonces para cualquier z € C se tiene que e*t2™ = e?e?™ = ¢?,

por lo que la funcién f es periddica de periodo fundamental 27i.

(&

2.3.2 La funcién logaritmo

Sea la funcién exponencial f : C — C tal que f(z) = e*. Como en el caso real, nuestra intenciéon
es definir una funcién g = f~! que resulte ser la inversa de la funcién exponencial compleja, a
la que llamaremos funcién logaritmo compleja.

Sabemos que e* # 0 para cualquier z € C. Sea entonces w # 0 tal que

fz)=€"=w (2.10)

0

Si expresamos los complejos z v w de la forma z = x +iy y w = re?, —m < 0 < 7, entonces

la ecuacién (2.10) se puede escribir en la forma

eve = ret?,
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Luego, por la igualdad de nimeros complejos se tiene que e* =7 y ¥ = e’ o equivalente-

mente
r=Inr |, y=0+2kr (keZ).

Por lo tanto, la ecuacién (2.10) se cumple si
z=1Inr+i(0 + 2km)
donde k € Z. Luego, si escribimos

Log w =1Inr +i(0 + 2km)

vemos que e°8 ¥ = w; esto motiva a la definicién de la funcién logaritmo (multivaluada) de

variable compleja.

Se llama funcién logaritmo a la funcién dada por
g:C—{0} - C / g¢g(z) =Log z=In|z| +iArg(z)
Ejemplo 2.3.1. Log i = In|i| + iArg(i) = In1 +i (g + 2k7r> — (g + 2k:7r) i, keZ. A

Ejemplo 2.3.2. A las soluciones de las ecuacion e = 1+ i, las obtenemos de la siguiente
manera

iz = Log (1+1)
iz = In|l+1d| +iArg(l+1)
iz = ln\/§+i<%+2kz7r>, kel

z = (%-I—le)—iln\/ﬁ, keZ.A

La funcion logaritmo principal

La rama principal del Log z se obtiene considerando k£ = 0, es decir el argumento principal
de z. De esta manera queda definida una funcién univaluada llamada logaritmo principal y
notamos por log z. Es decir,

h:C—{0} -C / h(z)=logz=In|z| +iarg(z).

Nétese que para todo z # 0, Log z = log z + 2k7i con k € Z.

Veamos dénde es continua y derivable h(z) = Inr + i con z # 0. Para ello consideremos
las funciones componentes partes real y compleja de h en coordenadas polares,

uw(r,0) =Inr |, o(r,0) =40

donder >0y —m <6 <m.

Es claro que h no es continua en z = 0 pues no esta definida alli. También es facil ver que
u 'y v son continuas en todo punto (r,#) tal que r > 0y —7 < 6 < 7. Ahora bien, estudiemos
qué ocurre en el semieje real negativo, es decir, en los puntos de la forma (r,7) con r > 0.
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Si (r,0) es arbitrariamente cercano al punto (r,7), entonces existirdn valores de v préximos
a m y también otros en los que los valores de v estan proximos a —m, por lo que se puede
concluir que h no es continua en el semieje real negativo.

Podemos concluir hasta el momento que como la funcién h no es continua en z = 0 y en los
puntos de la forma (r,7) con r > 0y 6 = 7, entonces tampoco serd derivable alli.

Dado que las primeras derivadas parciales de v y v son v, = —, vy = 1 y v, = uy = 0, son
r

continuas en (r,0) con r > 0y —7 < 6 < 7 y se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann
en polares (ver ejercicio 3 de la Seccién 2.5)

1 1
Ur = —Vg , —Ug = —Ur
T T

entonces podemos concluir que h es continua y analitica en:
Q=C—-{z€C:Re(z) <0,Im(z) =0}

el cual estd representado en la Figura

Eje Imaginario

0
%

/

Figura 2.2: Representacion de (2

Eje real

Ademss, en el ejercicio 3 de la Seccion 2.5, se prueba que la derivada de f en coordenadas
polares estd dada por f'(z) = e~ (u,(r,0) + iv,(r,0)). Entonces

o (1 1 1
/ —i0 ;
[z =e <r T ) reit  z

para todo z € Q.

Ejemplo 2.3.3. La funcion dada por f(z) =log(z —i+ 1) es analitica en el conjunto:
Q=C—-—{z€C:Re(z—i+1)<0,Im(z—i+1)=0}.
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FEs decir, si z =x + 1y luego z —i+ 1= (x + 1) + (y — 1)i. Entonces se debe verificar que

{Re(z i+1)=24+1<0 o w<-1, y—1

Im(z—i+1)=y—1=0

Por lo tanto, f es analitica en:
Q=C—-{zeC:Re(z) <—1,Im(z) =1}

y su funcion deriwada viene dada por:

1 A
z2—i+1

f'(z) =

Teorema 2.3.1. Sean los complejos z, z1 y zo donde z1 y 2z son no nulos. Entonces
se verifican las siguientes propiedades:

1. Log (€*) = z + 2kmi donde k € Z
2. elos s — 4

3. Log (z120) = Log 21 + Log 29

4. Log L Log z;1 — Log 2z

z
22

Observacion 2.3.1. Las propiedades enunciadas en el Teorema 2.3.1 no son wdlidas para
logaritmos principales. Por ejemplo, observemos que:

log(—3i) = In |—3i| + i arg(—3i) = In3 — gz

mientras que

log(—3) +log(i) =In3 +iarg(—3) +Inl+iarg(i) =In3 + gm'.

2.3.3 Las funciones trigonométricas seno y coseno
Sea z € C, se define la funcion trigonométrica seno de z como:

1z —1z

e —e
sen z = :
21
y la funcién trigonométrica coseno de z como
eiz + e—iz
CoSzg = ———
2
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Las funciones sen z y cos z son enteras pues son suma y composicién de funciones enteras.
Ademas,
d 1d,; : I e + et
— (sen z) = —— (" — ™) = — (i¢” +ie ") = ———— =cosz
dz 2udz 2 2

para cualquier z € C. Analogamente se prueba que para todo complejo z se tiene que:

4 (cosz) = —sen z.

dz

Teorema 2.3.2. Sea z =z 41y € C. Entonces se tienen las siguientes propiedades:
1. sen z y cos z son periddicas de periodo fundamental 2.
cos?z + sen 2z =1, cos(—z) = cos z, sen (—z) = —sen z para cualquier z € C.

senz =0 z=nmw conn € Z

BNCRIR

T
cosz:0<:>z:§—i-n7r conn €7

5. sen z = sen x coshy + 1 cos xsenhy

6. cosz = cosx coshy — isen xsenhy

Demostracion. Ejercicio. O

2.4 Transformaciones o mapeos en el plano complejo

Las propiedades de una funcién real de una variable real se suelen reflejar en el grafico de dicha
funcién. No obstante para funciones complejas de variable compleja w = f(z), donde z y w
son numeros complejos, no disponemos de tal grafica pues ambos nimeros, z y w estan sobre
un plano en lugar de sobre una recta. Sin embargo, se puede exhibir cierta informacién de la
funcién indicando pares de puntos correspondientes z = (x,y) y w = (u, v), para lo cual es, en
general, mas sencillo dibujar los planos zy (plano z) y el plano uv (plano w) separadamente.

Al pensar en una funcién f de esta manera, nos referimos a ella como una aplicacion,
transformacién o mapeo. La imagen de un punto z del dominio de definicién de la funcién
f, es el punto w = f(z), y el conjunto de imagenes de los puntos de un conjunto S del dominio
se llama imagen de S por la funcién f.

Es decir, sean z = z+iy y la funcién compleja w = f(z) = u(x,y) +iv(x,y). Las ecuaciones
u(z,y) =u
v(x,y) =wv

definen una transformacion, aplicacion o mapeo de puntos del plano z (plano xy) en el plano
w (plano uv). Véase Figura
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Plano z Plano w

Figura 2.3: Transformacion, mapeo o aplicacién

Ejemplo 2.4.1. Sea la transformacion w = (1 + i)z. Para determinar la imagen en el plano
w de la curva de ecuacion Im(z) = 1 del plano z por la funcion dada, consideremos z = x + iy
Y w = u-+1v.

Figura 2.4: Transformacién en el plano complejo

Entonces,
w=(1+i)(zx+iy)=(r—y) +i(r+vy)
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y como Im(z) =y =1 se tienen las ecuaciones
u=—-1+ux
v=1+x
para cualquier x € R.

Estas ultimas son las ecuactones paramétricas de una recta en el plano uv que contiene al
punto (—1,1) y tiene la direccion del vector (1,1) como se muestra en la Figura|2.4. A

2.4.1 Algunas transformaciones elementales

A continuacién se presentan algunas transformaciones o mapeos elementales del plano z (o
plano zy) en el plano w (o plano wv) mediante la ley w = f(2).

Traslacion

Sea w = z+ [ con B € C. Entonces los puntos del plano z se trasladan en la direccion del
vector asociado al nimero complejo S en el plano w.

Rotacién

Sea w = €'z con 6, € R. Entonces los puntos del plano z rotan un dngulo 6, respecto al origen
en el plano w.

Si 6y > 0, la rotacién es en sentido positivo (en contra de las agujas del reloj), mientras que
si By < 0, la rotacién es en sentido negativo (a favor de las agujas del reloj).

Dilatacién-contraccion

Sea w = az con a > 0. Entonces si a > 1, puntos del plano z se dilatan un factor a en el plano
w en la direccion del vector asociado a z. Si por el contrario, 0 < a < 1, puntos del plano z se

1
contraen un factor — en el plano w en la direccién del vector asociado a z.
a
Ejemplo 2.4.2. La tranformacion del ejemplo 2.4.1, w = (1 + i)z se puede expresar como:
w =2tz

por lo que transforma a la recta en el plano xy de ecuacion Im(z) = 1 en una recta en el plano
wv que se obtiene de dilatar la recta un factor v/2 en la direccién de z y de rotar en sentido

s
positivo un dngulo de 1 respecto al origen. A

2.4.2 Transformacion o mapeo lineal

Una transformacion o mapeo lineal es de la forma

w=az+f
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donde o y # € C. Esta transformacién se puede expresar como una composiciéon de transfor-
maciones elementales. Sea entonces,

wy; = az = ae'z
con a € R* 0y € R es decir se trata de una dilatacién/contraccién y rotacion.

Luego, la transformacion
w=w;+f

es una traslacion en la direccién del vector asociado al complejo .

2.4.3 Transformacion de inversion

Una inversion es una transformacién del tipo
w=—.
z

En el ejercicio 12 de la Seccién 2.5, se estudian las imagenes de w cuando se consideran
valores de z con parte real constante, con parte imaginaria constante, y con moédulo y argumento
constantes. Puede verse el estudio de esta transformacion en [James2002].

2.4.4 Transformacion bilineal, racional o de Moebius
Una transformacion bilineal, racional o de M6ebius es un mapeo del tipo

az+b
w:
cz+d

donde a, b, ¢ y d son constantes complejas con ad — bc # 0.

Cuando ¢ = 0, la condicién ad—be # 0 se convierte en ad # 0, y vemos que la transformacion
racional se reduce a un mapeo lineal. Cuando, ¢ # 0, la transformacién de Moebius se puede

expresar como
a bc—ad 1
w=—-++ .
c c cz+d
Luego, la transformacién bilineal puede considerarse, como una composicion de transforma-

ciones lineal e inversion:

1 a bec—ad
L=cz+d, W=—,w=—-+
A c c
Se puede demostrar entonces que este tipo de transformacién tiene la propiedad de mapear

circunferencias y rectas en circunferencias y rectas.

W.

Podemos ampliar el dominio de definicién de la transformacién bilineal con el fin de definir
una transformacién racional T sobre el plano complejo extendido C* de manera que el punto

a , .
w = — sea la imagen de z = oo cuando ¢ # 0. Consideremos entonces,
c

b
T(z) = ij——d’ ad — be # 0.
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Si pedimos que,
T(oco) =00sic=0

a d
T(oo)z—yT(——) =o00sic#0
c c
esto hace entonces que T sea continua en todo el plano complejo extendido C*.

Ejemplo 2.4.3. Obtengamos la imagen en el plano w del circulo de ecuacion |z| < 2 en el
zZ—1

z+1i
Para ello, veamos primero como se transforma la circunferencia de ecuacion |z| = 2. Des-

plano z bajo el mapeo bilineal w =

. Z—1 .
pejando z de w = - Se tiene que
z+1 o
14w

1—w’

Figura 2.5: Transformacion bilinial

7+ 1w
1+w

Entonces, |z| =

' = 2 J equivalentemente |i + iw| = 2 |1 — w|. Llamando w = u + iv
tenemos que

|—v+i(u+ 1) =21 —u)—iv|
de la que se obtiene que

10
u2—|—v2—§u+1:0

o equivalentemente
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Por lo tanto, la transformacion w mapea la circunferencia de ecuacion |z| = 2 del plano z,

2
16
de centro z = 0 y radio 2, en la circunferencia de ecuacion (u — §) +0? = 9 del plano w,

5 .
de centro w = = y radio —.
3 3
Para determinar donde mapea w el interior de la circunferencia, tomamos un punto interior
de la circunferencia y buscamos su imagen por w.

Por ejemplo, el punto z = 0 tiene por imagen T(0) = —1 por lo que la transformacion T
mapea a la region que contiene a dicho punto imagen, en este caso exterior a la circunferencia

4
del plano w de centro w = 3 y radio 3’ como se observa en la Figura . A

2.5 Ejercicios propuestos

1. Para cada una de las siguientes funciones f, determine su dominio de definicion, las
funciones parte real y parte imaginaria de f(z) y obtenga, si existen, la imagenes de z; y

z9.
(a) f(z) = 22 =3iz2 + 2+ 1; zy = =34, (d) flz) = =iz =1—2
22:—1
(b) f(z) = z = 1, 2= 0 (e) (z)—z+—;z1—1+z 29=0
1’ ’ .
e ot . (f) f(z) = 2Re(2) + |2[*; 21 = 1+ 1,
(c) f(z):%;31:0722:1+2 2y = 104

2. Utilice las condiciones de Cauchy-Riemann para estudiar la region de derivabilidad de las
siguientes funciones. Obtenga, si es posible, una expresién de la derivada.

(&) f(z)=2—-% (d) f(z) =€
(b) f(z) = cos|z|” (e) f(z) = Re(2)
(¢) f(z) =e" (cosy + isen y) (f) f(z)=¢*

3. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares

Sea f(z) = u(z,y) + iv(z,y) una funcién para la cual las funciones componentes u =
u(z,y) y v =v(x,y) satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es decir

u_ov o
ox Oy Y oy  Ox’
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Six=ua(r,0) =rcosb, y=y(r,0) =rsen 6 con r > 0, entonces:

ou Ooudx Oudy

5 = %5—1—@5 = U cos 0 + uysen 6 (2.11)
% = %%—1—2—;% = v, cos 0 + vysen 0 (2.12)
% = %g—z + g—Z% = —ugrsen 0 + u,r cosf (2.13)
% - %g_‘z + g_z% = —ugrsen 6 + v,r cos b, (2.14)
Entonces, usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann y las ecuaciones (2.11) y (2.14) se
tiene que:
r% = u,r cos O + uyrsen 6 = v,rcos — vyrsen 0 = %,

de donde se tiene que:
Ju 10v

o raf
Por otro lado, usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann y las ecuaciones (2.12) y (2.13)
tenemos que:

ov ou
—r—— = —U,7r cos ) — vyrsen 0 = u,rcost — u,rsen 0 = 20’

or

de donde se tiene que:

v 10u
or rof
Hemos encontrado de esta manera, las condiciones de Cauchy-Riemann en coordenadas

polares:

ou 10v Ov 10u

o roe’ or  roo
Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares:
(a) Demuestre que si z = re? y f(2) = u(r,0) + iv(r, §) entonces

f'(2) = e (u(r,0) +iv,.(r,0)).

(b) Si z = re?, estudie la regién de analiticidad de las siguientes funciones y obtenga,
si es posible, una expresién para la derivada:

i f(z) =1
ii. g(2) =e?(cos(lnr) +isen (Inr))
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4. Funciones armonicas

Una funcién real de dos variables reales ¢ = ¢(x,y) se dice armdnica en un dominio D
del plano real si tiene derivadas parciales continuas de primer y segundo orden en dicho
dominio y si satisface la ecuacién de Laplace

Cbxx(z?y) + ¢yy($ay) =0, V(ﬁ,y) eD.

Consideremos una funcién compleja de variable compleja f(z) = u(x, y)+iv(z,y) analitica
en el dominio D del plano complejo.

Luego, las funciones componentes de f cumplen con las ecuaciones de Cauchy-Riemann
sobre D:
Uy = Vy, Uy = —Vy.

Derivando a ambos miembros de estas ecuaciones respecto de x, se tiene:

Uge = Uy, Uyr = —Ugg-

Del mismo modo, derivando respecto de y:

u u

zy = Vyy; yy = ~Vay-

Como f es analitica en D, las derivadas parciales de segundo orden de u y v son continuas
en D (esto se tratard en el Capitulo 4 Series y Residuos) por lo que se tiene que gy = ty,
Y Uy = Uye. Luego se tiene que:

Upg + Uyy = 0, Vgy + vy =0,

es decir u y v son arménicas en D.

Hemos demostrado el siguiente teorema: Si una funcion f(z) = u(x,y) + w(z,y) es
analitica en un dominio D del plano complejo, entonces sus funciones componentes u y
v son armonicas en D.

Si dos funciones reales de dos variables reales u = u(z,y) y v = v(x,y) son armonicas
en un dominio del plano real D y sus derivadas parciales de primer orden satisfacen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann en D, se dice que v es armonica conjugada de u.

Es evidente que si una funcién f(z) = u(x,y) + iv(x,y) es analitica en un dominio del
plano complejo D, entonces v es armonica conjugada de u. Reciprocamente, si v es una
armoénica conjugada de w en un dominio D, la funcién f(z) = u(z,y)+iv(x,y) es analitica
en D.

De esto ultimo se tiene el siguiente teorema: Una funcion compleja de variable compleja
f(z) = u(z,y) +iv(x,y) es analitica en un dominio D del plano complejo si y sdlo si v
es una armonica conjugada de u.
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(a) Verifique que la funcién dada es armonica en su dominio. Halle una funcién u o v,
segin corresponda, de manera que f(z) = u(z,y)+iv(z, y) resulte analitica. Exprese
a f(z) en términos de la variable compleja z.

i. v(z,y) = 2z — 2zy con la condicién u(0,0) =0

(@, y

ii. u(z,y) =e " (xsen y — ycosy) con la condicién v(0,0) =0

(b) Sea f(z) = u(z,y) + iv(x,y) una funcién analitica en un dominio D. Demuestre
que las familias de curvas de ecuaciones u(z,y) = ¢y v(z,y) = k, donde ¢ y k son
constantes reales arbitrarias, son ortogonales (es decir, cada miembro de una familia
tienen tangentes perpendiculares en su punto de interseccién con cada miembro de

la otra familia).

(c) Para cada una de las familias de curvas de ecuaciones dadas, halle las trayectorias
ortogonales:

i. 2y —ayd=c

ii. e (zsen y —ycosy) = ¢

5. Halle todos los valores de z € C tales que:

(a) €42=0 (c) et =1
.
(b) e* =1++/3i (d) logz = 5

6. Pruebe que:

(a) log(—ei)zl—gi (c) Log (e) = 1 + 2kni, k € Z
N - (d) Log (—1++v3i)) =In2+2(n+ 1),
(b) log(l—z):§1n2—zz ke?

7. Sea la funcién f: C — C / f(z) = \/z. Pruebe que f es analitica en:
C—{z€C:Re(z) <0,Im(z) =0}.

1
VA

Demuestre ademéds que la derivada esta dada por f'(z) =

8. Demuestre el Teorema 2.3.2.

9. Las funciones seno y coseno hiperbdlicos

Sea z € C, se definen la funcién seno hiperbdlico como:

—e
senhz =
2
y la funcién coseno hiperbélico como
62’ + e—Z
coshz = 5
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(a) Explique por qué las funciones senhz y cosh z son enteras. Pruebe que:

e (senhz) = cosh z y dilz (cosh z) = senhz.
(b) Demuestre las siguientes proposiciones:
i. senhz y cosh z son periddicas de periodo fundamental 2.
ii. cosh?z — senh?2 = 1, cosh(—z) = cosh 2z, senh(—2) = —senhz para cualquier
z e C.
iii. senhz =04 2z=nmiconn € Z
iv. coshz =0& 2z = <g+n7r>iconn€Z

v. senhz = —isen (iz), cosh z = cos (iz) para cualquier z € C.

10. Determine la region de analiticidad de las siguientes funciones. Obtenga una expresion

para f’.
(a) f(z)=23—2i22+i (¢) f(z) = 3; +i (e) f(z)=vz—1+3i
o . log(z + 4
(b) f(2) = (2 +iz)° (d) f(z) = 3ex —i (f) f(z)= %
11. La Regla de L’Hopital
f'(z)

Sean f y ¢ funciones analiticas en zy tal que f(z9) = g(29) = 0. Si existe Zlgl;lo 7
entonces

lim M = lim &Z)

2—z0 g(z) 2—20 g’(z)
Calcule, si es posible:

1— 1 — ¢ . sen z
(a) lim — 2~ (b) lim ——° (c) lim

2—0  sen z 20 22 zomZ — T

12. Halle las imagenes por la funcién f de las curvas de ecuaciones Re(z) = k, Im(z) = ¢,
|z| = r y arg(z) = a, donde k, ¢,r y o son constantes reales, siendo:

() J(z) = 2iz (b) S() =22 (€ f(z) =

13. Sea el mapeo lineal w = az+ [ donde « y B son constantes complejas, el cual transforma
el punto z =141 en el punto w =14, y el punto 2 =1 — 7 en el punto w = —1.

(a) Halle los valores de o'y f3.
Con los valores de a y /5 obtenidos en (a):

(b) Encuentre la regién del plano w correspondiente al semiplano derecho Re(z) > 0 en
el plano z.

(c¢) Encuentre la regién en el plano w correspondiente al circulo unitario |z| < 1 en el
plano z.
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14. Halle la imagen de la transformaciéon w = /z de las curvas de ecuaciones arg(z) = ¢y
|z| = k con ¢, k € R.

15. Determine las imdgenes de las curvas de ecuaciones Re(z) = k y Im(z) = ¢, por la
transformacion w = e*.

16. En cada uno de los siguientes casos, determine la imagen de la regién S por la transfor-
macion w dada. Represente geométricamente la regiéon S y su imagen.

(a) w=(1+14)2z+2+4+3;,S={z€C:Re(z) > 1,1 <Im(z) < 3}.

_ 2 q_ T <I
(b) w=2% S {ZEC.4<arg(z)_2}

E,S:{ZGC:O<Im(z)§2}
(d) w=e* S={z€C:|Re(z)] <1,0 <Im(z) <2}

77 7T
(e) w:log(z),S:{ze(C.2<\z|<4,z<arg(z)<§}

—~
o
~—
g
I

17. Halle una transformacién bilineal la cual aplica los puntos z; =0, 20 = =ty 23 = —1 en
los puntos wy =4, wy = 1 y w3 = 0, respectivamente.

18. Sea la transformacion bilineal w = . Halle las imagenes en el plano uv de las rectas

Z 4
de ecuaciones Re(z) = ¢ y Im(z) = k del plano zy.
19. Halle la imagen de la regiéon S = {z € C : |z| < 2} por la transformacién w = : _T_ .
z 41
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Integracion compleja

3.1 Funciones complejas de variable real

En esta secciéon estamos interesados en estudiar algunas propiedades de funciones a valores
complejos pero de una variable real, es decir funciones del tipo

w:A—C

tal que

w(t) = x(t) + iy()
llamada funcién compleja de variable real, donde A es un subconjunto no vacio de R y
x = z(t) e y = y(t) son funciones reales de una variable real t.

Por ejemplo, la funcién dada por w(t) = Int + it* tiene por dominio R*. En este caso,
z(t) =Int e y(t) = t*. La imagen de ¢ = 1 por la funcién w es w(1) = .

Limite, continuidad y derivada de una funcion compleja de variable real
Se dice que la funcién compleja de variable real w(t) = x(t) + iy(t),
e tiene limite en t, si z(t) e y(t) tienen limite en ¢;. Ademas,
i ) = fsg o) il ()

e es continua en ty si z(t) e y(t) son continuas en .

e es continua en un intervalo cerrado si z(t) e y(t) son continuas en dicho intervalo
cerrado.

e cs derivable en ¢y si z(t) e y(t) son derivables en t;. Ademas,
w'(to) = 2'(to) + iy (o).

Observaciéon 3.1.1. Algunos resultados que serdan de utilidad son las siguientes formulas de
deriwacion y se deja su demostracion como ejercicio:

o Siwy = wy(t) y wy = we(t) son funciones complejas derivables en la variable real t, y c
es una constante compleja, entonces
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— (wy +wy) () = W (t) + wh(t) (), wi(wa(t) — wi(t)wy(t)
(w2) ) w3 ()
— (wiwy)' (t) = wy (t)wa(t) + wi(t)wh(t) = (cwr) (t) = cw(t)
e Sic es una constante compleja entonces, i [e“} = cet.

dt

Definicién (Funcién compleja de variable real integrable). Se dice que la funcion
w(t) = x(t)+iy(t) es integrable en el intervalo [a,b] six = x(t) ey = y(t) son funciones
seccionalmente continuas en |a,b]. Ademds,

/abw(t)dt_/abx(t)dtJri/aby(t)dt.

1 1 1
2
Ejemplo 3.1.1. / (14 it)* dt:/ (1-1¢%) dt+i/ 20dt =5 +i. A
0 0 0

Teorema 3.1.1. Sean w, wy y we funciones integrables en [a,b] y a una constante
compleja. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

L /ab[wl(t)+w2(t)] dt:/abwl(t)dt+/abw2(t)dt

2, /abaw(t) dt = a/abw(t) dt

/. /abw(t)dt:/acw(t)dt—k/cbw(t)dt
/abw(t)dt' g/ab]w(t)\ dt

©

(=

. (Regla de Barrow) Si W'(t) = w(t) en [a,b], es decir W es una primitiva de w
en [a,b], entonces

Demostracion. Sélo probaremos aqui la propiedad (6). Supongamos que w(t) = x(t) +iy(t) y
W (t) = X(t) + Y (t) son continuas en |a, b].
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Si W/(t) = w(t) para t € [a, b], entonces X'(t) = x(t) y Y'(t) = y(t). Luego,

/ w(t)dt = / x(t)dt —I—i/ y(t)dt = [X(b) — X(a)] +1[Y(b) —Y(a)] =
= [X(b) +iY(b)] — [X(a) + Y (a)] = W(b) — W (a).

" 1

™ . 1 ) )
Ejemplo 3.1.2. / 2t dt = —51'@2“ = —52' ("™ —1)=0. A
0

0

Curvas en el plano complejo

Sea la funcién compleja de variable real continua
2(t) = x(t) +iy(t), te€ la,bl.
El lugar geométrico de los puntos del plano complejo

{z=(2,y) o =2a(t), y=y(t), t € [a,b]}

es la grafica de z = z(t) y constituye un arco o curva C' en el plano complejo.

La curva C' tiene una orientacién natural, que es la direccién en la que cada punto z(t)
se mueve a lo largo de la curva cuando ¢ crece desde ¢ = a hasta ¢ = b. En este sentido
z(a) = (x(a),y(a)) es el punto inicial de C'y z(b) = (x(b),y(b)) es el punto final como se
observa en la Figura (3.1

La curva C se puede representar mediante sus ecuaciones paramétricas,

x = x(t)
{y:y(t) , t€la,b.

Ejemplo 3.1.3. Consideremos la funcion definida por

apy= [ tHit s 0<t<]
Tt s 1<t<2

La grdfica de esta funcion representa una curva C en el plano complejo formada por dos
segmentos de rectas de ecuaciones paramétricas

Cl'{y:t si tel0,1] y CQ.{yzl si te (1,2

como se observa en la Figura[3.9 A
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Eje Imaginario

r
CLI— J b / _ -0 Eje real

Figura 3.1: Curva en el plano complejo

Eje Imaginario

Ll i g
N |- = — - — — <

Eje Real

Figura 3.2: Curva C' = C; U (5

Ejemplo 3.1.4. Para representar grdficamente la curva C de ecuacién z(0) = ¢, 6 € [0, 27),
expresémosla en la forma z(6) = cosf + isen 0 donde 0 € [0,27) por lo que la curva C' tiene

por ecuaciones paramétricas:

{ x = cosf 0 c [0, 2n)

y=sen@ ’
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Eje Imaginario

0 1 Eje Real

Figura 3.3: Circunferencia C' de centro z = 0 y radio 1

y representan una circunferencia de centro z = 0 y radio 1 como se ve en la Figura[3.5 A

Definicién (Curvas simple, cerrada, suave y seccionalmente suave). Sea C
una curva en el plano complejo de ecuacion z(t) = x(t) + iy(t) con t € [a,b]. Se dice
que

1. C es una curva o arco simple o de Jordan si no se corta a si misma, es decir si
para todo t; y ta en |a,b] tal que t1 # ty entonces z(t1) # z(ta).

2. C es una curva cerrada simple si C' es un arco simple excepto por el hecho de
que z(a) = z(b).

3. C es una curva suave si 2’ es continua en [a,b] y 2'(t) # 0 para todo t € (a,b).

4. C' es una curva suave a trozos o seccionalmente suave si es una curva que consiste
en un numero finito de arcos suaves unidos por sus extremos.

Ejemplo 3.1.5. La curva C' del Ejemplo 3.1.4 es suave, cerrada y simple. A

Ejemplo 3.1.6. La curva C del Ejemplo 3.1.3 es seccionalmente suave y simple. A

Definicién (Curvas orientadas). Una curva cerrada C' se dice orientada positiva-
mente o en sentido positivo si su orientacion es contraria a la de las agujas de reloj.
En caso contrario, se dice que la curva cerrada C' es orientada negativamente o en
sentido negativo.

Ejemplo 3.1.7. La curva del Ejemplo 3.1.4 es orientada positivamente. A
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Observacion 3.1.2. Sea la funcion continua z(t) = x(t) + iy(t) cont € |a,b] cuya representa-
cion grafica es una curva C en el plano complejo. Se puede probar que:

1. La representacion paramétrica usada para la curva C' no es unica.

2. Si C es seccionalmente suave, entonces |2/ (t)] = \/[2/(1)]2 + [y (t)]? es integrable en [a,b].

Luego,
b b
/ 12/(¢)| dt :/ ds = long(C).

3. La long(C) dada por la integral del item (2) es invariante bajo ciertos cambios de repre-
sentacion de dicha curva C'.

3.2 La integral compleja

Definicién (Integral de una funcién compleja de variable compleja). Sean C
una curva seccionalmente suave de ecuacion z = z(t) con t € [a,b], que se extiende

de z1 = z(a) hasta zo = z(b), y [ una funcion compleja de variable compleja continua
sobre C'. Se llama integral de linea o de contorno de f a lo largo de C' a

/Cf(z)dz:/abf(z(t))z’(wdt.

Ejemplo 3.2.1. Calculemos / Zdz siendo C' la semicircunferencia de ecuacion |z| = 2, desde

c
el punto —2i al punto 2i, recorrida en sentido positivo. Para ello, expresemos a C' como z(t) =
2¢" donde —5 <t < %. Luego, 2'(t) = 2ie". Si f(z) = Z entonces f (2(t)) = f(2e") = 27",

luego
w/2 . ‘ /2
/ Zdz = / 2e "2 dt = / dodt = 4mi. A
C —7/2 w/2

Teorema 3.2.1. Sean C' una curva seccionalmente suave de ecuacion z = z(t) con

t € [a,b] y f, g funciones complejas de variable compleja continuas sobre C'. Entonces
se verifican las siguientes propiedades:

1. ke@=>/ckf(z)dz:k:/cf(z)dz.

2. /C[f(z)—l—g(z)] dz:/cf(z)dz—l—/cg(z)dz.

3. / f(z)dz = —/ f(2)dz donde —C' es una curva con el mismo conjunto de
-C c

puntos de C' pero recorrido en sentido contrario al de C.
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4. Si C consta de una curva Cy sequida de una curva Cy siendo el punto inicial de
Cs, el punto final de Cy entonces / f(z)dz = f(z)dz+ f(z)dz.
o) Cs

c
/Cf(z) dz

Demostracion. 1. y 2. son inmediatas a partir de la definicién del integral de una funcién
compleja de variable real y del Teorema 3.1.1.

5. Si|f(2)] < M entonces

< M long(C'), donde M > 0.

3. Sea C' la curva de ecuacién z = z(t) con t € [a,b]. Luego,
—C:z=2z(-t) con—b<t<—a.

Entonces mediante la transformacion 7 = —t se tiene,
[ sea= [ e sena=- [ 5eeo)ma=- [ e

4. Supongamos que C' consta de un contorno C; desde z; hasta z3, seguido de un contorno
(5 desde z3 hasta 29, siendo el punto inicial de C5 el punto final de C;. Entonces existe
un numero real ¢, con z3 = z(c) tal que Cy viene representada por z = z(t) cona <t < ¢
y Cy por z = z(t) con ¢ <t < b. Como

c b
Lﬂ@w=Lf@@V®ﬁ+[mezW%

es evidente que

/Cf(z)dz: ; f(z)dz + ; f(2)dz.

5. Como por hipédtesis f es continua sobre C' y dado que C' es una curva seccionalmente
suave, entonces z(t) es continua y su derivada z'(t) es seccionalmente continua. Luego,
se tiene que la funcién real |f (2(t))] es continua en el intervalo cerrado [a, b], por lo que
existe M > 0 tal que |f (2(t))| < M para cualquier t € [a,b]. Entonces,

/Cf(z) dz

b b
/fwmﬂmﬂs/umeWMt

b
< M/ 12/ (¢)| dt = M long(C).

Ejemplo 3.2.2. Calculemos / f(2)dz donde f(2) =y —x —i32* con z = x + iy siendo
c
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1. C el segmento de recta que va desde zy = 0 hasta zo = 1 sequido del segmento de recta
desde zy hasta z3 =1+ 1.

A la curva C' la podemos descomponer en dos curvas Cy y Co de ecuaciones,
z=t, 0<t<1 y z=t+1, 0<t<1

respectivamente como se observa en la Figura|[3.4)

29 =1 _ z3=1+1

CiA

)

21:0

—_
8

Figura 3.4: Curva C' = C; U Cy

Entonces,
/f(z)dz: f()dz+ | f(z)dz=1+ L.
C Ch Co

Para calcular Iy, se tiene que f (2(t)) =t y 2'(t) =i con t € [0,1], entonces

Il
c\
=
~
~.
Q
~
Il
| —
-~

L= f(2)dz
C1

Para obtener I, f(2(t)) =1—1t—3it> y 2/(t) =1 con t € [0,1]. Luego,
! 1
L= f(z)dz:/ (1—t—3it%) dt = = —1i.
Co 0 2

Por lo tanto, se tiene que

/Cf(z) dz = % - %i.A

2. C el segmento que va desde z; = 0 hasta zo = 1 + 1.

La curva C, representada en la Figura se puede expresar como z(t) = t + ti con
t €10,1].
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Luego f(2(t)) = —3it* y 2/(t) = 1 +i. Entonces,

1
/f(z)dzz/ —3it*(1+4)dt =1—i.A
C 0

z1=0 1 T

Figura 3.5: Curva C

Observacion 3.2.1. Aunque el valor de una integral de contorno de una funcion w = f(z)
desde un punto z; hasta un punto zo depende, por lo general, del camino elegido (véase Ejem-
plo 3.2.2), hay ciertas funciones cuyas integrales son independientes del camino. El siguiente
teorema es util para determinar si la integracion es independiente del camino, pero para ello,
veamos primeramente la siguiente definicion.

Definicién (Primitiva). Sea f una funcion compleja de variable compleja continua
en un dominio §2. Se dice que la funcion F es una primitiva de f en Q si F'(z) = f(z)
para cualquier z € Q.

Observacion 3.2.2. Notese que una primitiva es, necesariamente, una funcion analitica.

Teorema 3.2.2. Sea [ una funcion compleja de variable compleja continua en un
dominio ). Entonces las siguientes proposiciones son todas equivalentes:

1. f tiene una primitiva F en ).

2. las integrales de f a lo largo de contornos seccionalmente suaves contenidos en
Q que unen dos puntos fijos z1 y zo tienen todas el mismo valor.

3. las integrales de f a lo largo de cualquier contorno cerrado seccionalmente suave
contenido en 2 valen 0.
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Demostracion. S6lo demostraremos que 1) implica 2) en este teorema. La importancia de ello
es que descubriremos una extension del teorema fundamental del célculo (la regla de Barrow)
que simplifica la evaluacion de muchas integrales de contorno. FEsta extension incolucra la
nocién de primitiva de una funcién continua en un dominio.

Supongamos entonces que la funcién continua f admite una primitiva F' en el dominio €2, la
cual es analitica en ). Supongamos ademas que C' es un arco suave desde z; hasta zy, contenido
en ) de representacién paramétrica z = z(t) con t € [a,b]. Luego, la funcién

es derivable en t. Ademads, sean F(2) = u(z,y) +iv(z,y) y 2(t) = z(t) + iy(t). Entonces,
W' (t) = u @' (t) + uyy' () + v, () + ivyy' (1),
y usando las condiciones de Cauchy-Riemann se obtiene,
w'(t) = (ue — tuy) (2'(t) +iy'(t))

o equivalentemente,
w'(t) = F'(2(1) 2'(t) = f (2(1)) 2'(1)

donde a <t < b. Por la propiedad 6 del Teorema 3.1.1, se tiene que

/Cf(Z) dz =/ () 2 () dt = F (2(1)], = F (2(b)) — F (2(a)) .

Como z(b) = 25 y z(a) = 21, el valor de esta integral de contorno es F(z3) — F(z1); y este
valor es ciertamente independiente del contorno C', en tanto esté contenido en €2 y una z; con
zo. Es decir,

/C feydz= [ " fe)dz = F(2)[2 = F () — F(2).
]

Ejemplo 3.2.3. Si queremos calcular/ 22 dz para toda curva seccionalmente suave C desde
c
el punto z = 0 hasta el punto z = 1 + i, observemos que la funcién f(z) = z* admite como

1
primitiva a F(z) = 523 (que es continua), entonces la integral | z*dz es independiente de la

c
1+2 1
/szz—/ 2dy= =23
c 0 3

3.2.1 El Teorema de Cauchy-Goursat

trayectoria. Luego,

0 3

En el Teorema 3.2.2 de la Seccién 3.2. vimos que si una funciéon f continua admite primitiva
en un dominio €2, la integral de f a lo largo de cualquier curva cerrada simple seccionalmente
suave contenida en {2 vale 0. Ahora presentaremos otro teorema que da condiciones sobre f
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que garantizan que el valor de la integral de f a lo largo de cualquier contorno cerrado simple
seccionalmente suave es cero.

Antes de demostrar este teorema, recordemos lo que establece el Teorema de Green:

Sea C' una curva simple cerrada seccionalmente suave orientada positivamente del plano,
y sea D la reglon interior a C. Si las funciones reales de dos variables reales P = P(z,y),
Q =Q(z,y), P, y Q. son continuas en D y sobre la frontera C, entonces

fcp(x,ymﬁcg(x,y)dy://D(Q

Ahora estamos en condiciones de enunciar y probar uno de los teoremas mas importantes
en la teoria de funciones de variable compleja.

Teorema 3.2.3 (Teorema de Cauchy). Si f es una funcion compleja de variable com-
pleja analitica con derivada [’ continua en todos los puntos dentro y sobre una curva
C' cerrada simple seccionalmente suave y positivamente orientada, entonces

fc f()dz =

Demostracion. Sea C'una curva simple cerrada seccionalmente suave y orientada positivamente

de ecuacion,
= 2(t) = x(t) +iy(t)

donde t € [a,b]. Sea ademas, f(z ) u(z,y) +iv(z,y) una funcién analitica dentro y sobre C'
con derivada f’ continua dentro y sobre C' donde al interior de C' lo denotamos por D.

Entonces dado que
f(2)dz = (u+ )2 (t)dt = (u +w)(2'dt + iy'dt) = (u + ) (dz + idy) =

= (udzx — vdy) + i(vdzr + udy),

se tiene que

fof(z)dz:fg(udm—vdy)—i—if (vdx +udy) = Jy +iJs.

C

Ademas, dado que f’ es continua, las funciones reales v = u(x,y), v = v(z,y), Uy ¥ Vs
son continuas dentro y sobre C' por lo que aplicando el Teorema de Green y las condiciones de
Cauchy-Riemman se tiene que,

= // L — ) dA = //DOdA:O,
JQ—//D(ux—vy)dA—//DOdA—O.
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Luego, se tiene que

7{; £(z)dz = 0.
]

Observacion 3.2.3. Notese que una vez establecido que el valor de la integral es cero, la
orientacion de C' es irrelevante. Es decir, el Teorema 3.2.3 es valido también si se toma a C
con orientacion negativa pues

?{Cf(z)dz:—jl{_cf(z)dz:o

]{Cf(z) dz = 0.

Goursat fue el primero en demostrar que la condicién de continuidad sobre f’ se puede
omitir. Se tiene entonces, la versién modificada del Teorema de Cauchy, conocida como el
Teorema de Cauchy-Goursat.

lo que implica que

Teorema 3.2.4 (Teorema de Cauchy-Goursat). Si f es una funcidn analitica en un
conjunto abierto y simplemente conexo 2 y C es una curva simple cerrada y seccional-
mente suave contenida en ), entonces

%Cf(z) dz =0.

Una consecuencia inmediata del Teorema de Cauchy-Goursat y del Teorema 3.2.2. es el siguiente
resultado:

Corolario 3.2.1. Si f es una funcion analitica en un dominio simplemente conezo €2
entonces f tiene primitva en 2.

Demostracion. Si f es una funcién analitica en un dominio simplemente conexo €2, entonces
por el terorema de Cauchy-Goursat

7{] f(2)dz =0,

para cualquier curva C' simple cerrada y seccionalmente suave contenida en 2. Por el Teorema
3.2.2 de equivalencias se tiene que (3) = (1) de lo que resulta que f tiene una primitiva en
Q. O

Ejemplo 3.2.4. Dado que f(z) = sen z es entera, entonces tiene primitiva en C. Luego,
F(z) = —cos z es una primitiva de f en C. A

Matematica Aplicada 2024 61



CAPITULO 3. INTEGRACION COMPLEJA

El teorema de Cauchy-Goursat se puede extender de modo que admita integrales a lo largo
de curvas en un dominio multiplemente conexo.

Teorema 3.2.5. Sean C una curva simple cerrada seccionalmente suave orientada
positivamente y Cy otra curva simple cerrada seccionalmente suave orientada negativa-
mente interior a Cy. Si f es una funcion analitica en la region limitada entre y sobre
ambas curvas, entonces

f(z)dz+ ¢ f(2)dz=0.
C1 Co

Demostracion. Sea C'la curva cerrada simple seccionalmente suave constituida por C, seguida
de T'y, luego de C5 y por tltimo de T'y, como se observa en la Figura (3.6,
Dado que f es analitica sobre C'y en la region delimitada por C, entonces por el Teorema

de Cauchy-Goursat se tiene que j{ f(2)dz = 0. Pero ademas,
c
%f(z)dz— f(z)dz—i—j{ f(z)dz—l—J(I{ f(z)dz+ ¢ f(2)dz=0. (3.1)
C C1 I Iy Ca

Como T’y = —T'y, entonces se tiene de (3.1]) que

f(z)dz+ @ f(2)dz=0.
C1 Ca

Figura 3.6: Curva C consituida por C', seguida de I'y, luego de Cy y por I'y
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Ejemplo 3.2.5. Para obtener el valor de la integral

f dz
o 2(z+3)
donde C', como se observa en la Fz'gum consta de la circunferencia Cy de ecuacion |z| = 2

con orientacion positiva, junto con la circunferencia Cy de ecuacion |z| = 1 recorrida en sentido
negativo, observemos que la funcion dada por

1

f(Z)ZM

es analitica en la region limitada por ambas curvas y sobre dichas curvas, entonces

]{ dz
—— =0.A
o 2(z+3)

Figura 3.7: Curva C constituida por C : |z| =1y Cy: |z| =2

Una consecuencia importante del Teorema 3.2.5 es el siguiente corolario:

Corolario 3.2.2 (Principio de deformacién de caminos). Sean Cy y Cy dos curvas
simples cerradas seccionalmente suaves recorridas positivamente donde Cy es interior
a Ci. Sila funcion [ es analitica en la region delimitada por las curvas C7 y Cy y
sobre las mismas, entonces

f(z)dz= @ f(z)d=.
C1 Ca
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Demostracion. Sean C y Cy curvas cerradas simples seccionalmente suaves con orientacion
positiva donde Cs es interior a C7, como se observa en la Figura [3.8|

Entonces, por el Teorema 3.2.5 se tiene que

f(z)dz+ f(z)dz=0
Ch Cs

o equivalentemente

7{} f(z)dz = — f(z)dz = f(z)dz.

—CQ CQ

Figura 3.8: Curvas C; y Cs orientadas positivamente

Observacién 3.2.4. El principio de deformacion de caminos puede ser enunciado de la si-
guiente manera:

“Si C1 se deforma continuamente en Cs pasando siempre por puntos en los que f es
analitica, el valor de la integral de f sobre Cy es igual al valor de la integral de f sobre Cy”

dz . _ ) )
Ejemplo 3.2.6. Calculemos jI{ — siendo C' cualquier curva simple cerrada seccionalmente
C z
suave orientada en forma positiva y que contenga a zo = 0 en su interior.

Para ello, consideremos la circunferencia I' de ecuacion z = Re? con 0 < 0 <27 y R > 0
de tal forma que contenga en su interior a la curva C' como se puede observar en la Figura[3.9
Entonces, por el principio de deformacion de caminos se tiene

d d 21 1 .
f @ _ f{ @ :/ — Rie" df = 2ri.A
C 4 T z 0 R@Z
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Z(]:O

Figura 3.9: Circunferencia I' de centro zyg = 0 y radio R recorrida positivamente

Observacion 3.2.5. En general se puede probar que

d
f - = 2m
c R — 20

para cualquier curva simple cerrada orientada positivamente C' que contiene en su interior al
punto zy. Queda como ejercico para el lector probar este resultado.

3.2.2 La formula integral de Cauchy

En esta seccién, presentaremos una de las formulas méas importantes de la teoria de funciones
de variable compleja llamada férmula integral de Cauchy. Asimismo presentaremos uno de los
resultado més asombrosos de dicha teoria.

Teorema 3.2.6 (Férmula integral de Cauchy). Sea f una funcion analitica dentro y
sobre una curva C simple cerrada seccionalmente suave orientada positivamente. Si zg
es un punto interior a C' entonces,

(2) dz =2mif (z) . (3.2)

c R — 20

Demostracion. Dado que f es analitica en 2y entonces resulta continua en dicho punto, por lo
que dado € > 0, existe un 6 > 0 tal que

|z — 20| <d=|f(2) = f(20)] <e.
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Sea 0 < p < 6. Consideremos una circunferencia Cy de centro zp y radio p recorrida en
sentido positivo integramente contendia en C' como se observa en la Figura |3.10] Entonces se
tiene que

lf(2) = f(20)| <€ si |z—2z|=p<d. (3.3)

Como la funcién dada por M es analitica en la regién delimitada por las curvas

zZ— 20
C' y Cy y sobre ellas, entonces por el principio de deformacién de caminos,

C zZ— 20 Co zZ— 20

Por un lado de (3.4) y mediante la Observacién 3.2.5 se tiene que

— 1
j{ Jz) = J (=) dz = S dz— f (zo)]{ dz = () dz —2mif (z9). (3.5)
C zZ— 20 c R — 20 c?— 2 c R — 20

Por otro lado y usando ([3.3) se tiene que

M@’ S% M |dz| < g long(Cy) = 2re. (3.6)
Co

Co z— 2 |z — 2|

Entonces de (3.4]) y usando (3.5)) y (3.6) se tiene que

0< S dz —2mif (z0)| < 2me (3.7)
Cc %0
es decir,
) dz —2mif (z) =0,
c R — 20
como queriamos demostrar. O

Co

N

Figura 3.10: Curva C'y circunferencia Cj
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z

Ejemplo 3.2.7. Calculemos j{ ‘ - dz siendo C' la circunferencia de ecuacion |z| = 4 reco-
c R — Tl

rrida en sentido antihorario.

La funcién definida por f(z) = €* es entera y ademds zy = i es un punto interior a C,

entonces se tiene que:

% € _dr= 2mif(mi) = 2mie™ = —2mi. A
cR— T

Ejemplo 3.2.8. Para obtener el valor de la z'ntegml]{ 1 °__dz siendo C la elipse de ecuacion

C + 22
y?
cartesiana x° + 9= 1 recorrida en sentido positivo, consideremos la funcion dada por

0= 52~ troe—m

Como f es analitica en C — {2i,—2i}, consideremos las curvas simples cerradas seccional-
mente suaves recorridas positivamente Cy y Cy tal que C' = C1UC, como se indica en la Figura

(211

y y
C=C1UCy
A~
/ \
2ix \C 2% 3O
I \
I |
I |
—} [ S —
=<
X \ I X
| |
\ )
2i% C'N\ )
\ 1 /I

Figura 3.11: Curvas C, Cy y Cy

Luego,

Z ZA Z.
dz= ¢ =g 7{ =2 dy = Ty + s
]{;4—1—22 - 7{;12—22' i o, 2+ 20 FEAT

T es analitica dentro y sobre C4, entonces se tiene que
Z+ 2

Dado que fi(z) =

Jl == 27T2f1(27,) = 1.
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De igual forma, llamando fs(2) = : 57 se tiene que es analitica dentro y sobre Cs, por lo
i

que obtenemos que
Jo = 2mi fo(—2i) = mi.

Por lo tanto,

z .
ji4+22 dz =27i. A

Estableceremos ahora un resultado fundamental que indica que si una funcién es analitica
en un punto, admite derivada de todos los érdenes en ese punto, es decir, es infinitamente
derivable en dicho punto, y todas las derivadas son analiticas en él. Tal resultado se conoce
como la Formula integral de Cauchy para derivadas.

Teorema 3.2.7 (Férmula integral de Cauchy para derivadas). Si f es una funcion
analitica en zy entonces sus derivadas de todos los ordenes son también funciones
analiticas en zy y vienen dadas por

271

™ () = o j[c % dz (3.8)

para todo n € Ny donde zy es un punto interior a la curva C' simple cerrada seccional-
mente suave y orientada positivamente.

Observacién 3.2.6. Notemos que si en la formula integral de Cauchy para derivadas (3.8) se
toma n = 0 se tiene la formula integral de Cauchy (3.2).

z

ze
Ejemplo 3.2.9. Para calcular% —
c(z—1)
tada positivamente y seccionalemente suave que contiene en su interior al punto zo = 1, consi-
deremos f(z) = ze* la cual es entera, entonces

ze® 2m _
f;mdz = T (1) = 47ei. A

dz siendo C' cualquier curva simple cerrada orien-

A continuacién enunciaremos un resultado el cual puede ser considerado como el “reciproco”
del Teorema de Cauchy-Goursat:

Teorema 3.2.8 (de Morera). Si una funcion f es continua en un dominio 2 y si

]fcf(z) dz =0

para cualquier curva simple cerrada seccionalmente suave contenida en €Y, entonces f
es analitica en Q.
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Algunas consecuencias de la derivada de una funcién analitica son las siguientes:

Teorema 3.2.9 (Teorema del médulo maximo). Si f es una funcion no constante y
analitica dentro y sobre una curva C' simple cerrada y seccionalmente suave, entonces
el mdzimo de |f(z)| se obtiene sobre la curva C, no en su interior.

Ejemplo 3.2.10. Obtengamos el mdazimo del mddulo de f(z) = sen z sobre la region

R={z=z+iy:0<zx<m 0<y<1}.

Como f es una funcion entera y no constante se sigue del teorema del modulo mdzimo que

max | f(2)] = max|[f(2)

siendo C' la curva simple cerrada seccionalmente suave frontera de la region R como se observa

en la Figura[3.13

C=CiUuCyuCsUCy

C3
/
Cy / Csy
1 &

T

Figura 3.12: Regién R y su frontera C

Ademds si escribimos,

e —e 2 eV —e v eY 4 eV ,
f(z) =sen z = Y S cesT———i + sen Ty — = sen x cosh y + isenhy cos x
1

se tiene

lf(2)] = \/sen 22 + senh?y,

por lo que para determinar el valor mdzximo de |f(z)| sobre C, descompongamos C' en cuatro
curvas Cy, Cy, Cy y Cy de tal forma que C = Cy U Cy UC3UCy como se ve en la Figura[3.13,
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Calculemos primero el mdzimo valor que asume |f(2)| para los z sobre la curva Cy. Para
ello, consideremos la parametrizacion,

0<t<m.

Entonces,

|f(2)|=Vsen?t=|sent|=sent con0<t<m

asume su mdrimo en t =

T
5 yes M; =1 por lo que |f(z)| toma su valor mdzimo sobre Cy en
i=1 yes My =1.
2
Busquemos ahora el mdzimo de |f(z)| para los z sobre la curva Cy. Sea la parametrizacion,

Jzt)=7
CQ.{ =1 @ OStsL

Entonces,
|f(2)] = V senh®t = |senht| = senht con 0 <t < 1

_ 1

asume su mdzximo ent =1y es My = senhl = por lo que |f(z)| toma su valor mdzimo

e—e !

2

Hallemos ahora el mdzimo valor que asume | f(2)| para los z sobre la curva Cs. Considere-
mos la parametrizacion,

sobre Cy en z =m+1 y es My =

0<t<m.

Entonces,

lf(2)] = Vv sen 2t + senh®1 con 0 < t < 7.

Consideremos la funcion,

g(t) = |f(2)|* = senh®1 + sen *t donde 0 <t < 7.

Como ¢'(t) = 0 si y sdlo si t = g; 9(0) = senhl, \/g(m) = senhl y \/g (%) =
V/ senh*1 + 1, entonces /g(t) asume su mdzimo en t = g y es My = /senh*1+1 por lo
que | f(z)] toma su valor mdzimo sobre C3 en z = g +i y es Mz = \/senh’1 + 1.

Por dltimo, busquemos el mdzimo de |f(z)| para los z sobre la curva Cy la cual la podemos
parametrizar por,

Entonces,

|f(2)] = V senh®t = |senht| = senht con 0 <t < 1
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-1

asume su mdzimo ent =1y es My = senhl = por lo que |f(z)| toma su valor mdzimo

e—e !

2

sobre Cy en z =1 y es My =

Por lo tanto,

max |f(2)] = max |f(2)] = max {M,, My, M3, My} = \/senh®1 + 1
z€

ZER

. 7T .
y se obtiene en el punto z = 5 +1. A

Teorema 3.2.10 (Desigualdad de Cauchy). Si f es analitica dentro y sobre la circun-
ferencia C de centro zy y radio r entonces

|f(n) (20)] <

para todo n € Ny, donde M es el mdzimo de |f (2)].

Demostracion. De la férmula integral de Cauchy para las derivadas (3.8) se tiene que,

n! |
2’/TZ C (Z zo)n+ 2 C ‘z — zo‘n+

n! 2 n! M
- 27T r”“ | pntl ™= rn

para todo n € Nj. n

£ (o) =

Como consecuencia de la desigualdad de Cauchy, se tiene el siguiente corolario:

Corolario 3.2.3. Si f es una funcion entera y acotada en C, entonces f es constante
en C. Es decir, ninguna funcion entera excepto las constantes, son acotadas en todo
el plano complejo.

Demostracion. Sea zg € C, por la desigualdad de Cauchy para n = 1 se tiene que

Si consideramos valores de r cada vez més grandes, se tiene que f’(z9) = 0 y como zq es
arbitrario podemos concluir que

f'(z)=0

para cualquier z € C es decir, f es constante en C. O
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3.3 Ejercicios propuestos

1. Halle el valor de las integrales siguientes:

(a) /12 G—z’)th (b) /Ogezitdt

2. Calcule las siguientes integrales de linea:

(a) /C(z — 1) dz, siendo:

i. C el segmento de recta de origen zy = 0 y extremo z; = 1 + 1.

ii. C el arco de pardbola de ecuacién cartesiana y = x? con el mismo origen y el
mismo extremo que el segmento del apartado (i).

(b) /Edz, siendo:
c

i. C el arco de pardbola de ecuacién x = y? de origen 2y = 4 + 2i y extremo
z1 = 25 + 5i.

ii. C' la poligonal cuyo primer lado es paralelo al eje real y segundo lado paralelo al
eje imaginario, con el mismo origen y el mismo extremo que el arco del apartado

().

3. Sea (' la poligonal cerrada cuyos vértices son los puntos z; = 0, 2o =1, z3 =1+t y
z4 = 1, recorrida en sentido positivo. Calcule las siguientes integrales:

(a) 72 e” dz (b) 7{; ZZdz (c) ]{C Z3sen (22) dz

Interprete los resultados obtenidos en cada uno de los casos.

4. Utilizando las consecuencias del Teorema de Cauchy, evaltie las siguientes integrales:

T
(a) / sen zdz, siendo C' la poligonal abierta cuyo origen es el punto z; = 5 vértices
C

7r+, 7r+_ ¢ ™
29 =—=-41 23=—=+41 extremo z4 = ——.
2 5 3 9 Y 4 5

(b) / (2* — i2® — 52 + 2i) dz, siendo C el arco de elipse de ecuacién |z — 3i|+|z + 3i| =
c

10, Re(z) > 0, recorrido en el sentido en el cual Im(z) es creciente.

(c) /Om sen (3z) cos(3z) dz

T+
(d) /o (z4+2) e dz

5. Utilice la férmula integral de Cauchy para calcular:
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z J—
antihorario.

62
(a) ]{ 5 dz, siendo C' la circunferencia de centro 2 y radio 1, recorrida en sentido
c

1
(b) 7{ a1 dz, siendo C el rectangulo de vértices z; = 4+, 29 = —4+1i, 23 = —4—1i
o2

y z4 = 4 — i, recorrida en sentido horario.

5¥4
() — .
c(z+1)(z=2)(z+ 4)

sentido antihorario.

dz, siendo C' la curva de ecuacién |z| = 5, recorrida en

6. Sea la funcién definida por g(z) = . Determine los valores de las integrales de la

2
2%+ 9
funciéon g para todas las posibles curvas simples cerradas seccionalmente suaves que no

contengan puntos de singularidad de g.

7. Utilice la férmula integral de Cauchy para calcular:

€Z
a) j{ W dz, siendo C' la circunferencia de centro 0 y radio 2, recorrida en sentido
c (z
antihorario.

6
sen %z
(b) 7{ oy dz, siendo C' la frontera del anillo A de centro 0, radio interior 2 y radio
o\ —T
exterior 5, recorrida en sentido positivo respecto del interior de A.

sen (3z
c) 7{ # dz, siendo C' el cuadrado de vértices z; = 4, 29 = 44, 23 = —4y 24 = —44,
2
o (z+m)
recorrido en sentido horario.

4
(d) ]{ - 5 dz, siendo C' la curva de ecuacién |z| = 3, recorrida en sentido
c(z—=1(z+2)
horario.

8. Determine el moédulo maximo de:

(a) f(2) = (2 +1)2 en el tridgngulo cerrado R de vértices 0, 2 e i.

(b) f(z) = 2% — 3z + 2, en el circulo cerrado R de centro 0 y radio 1.
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Evaluacion de los Capitulos 1, 2 y 3

1. Calcule los valores de z que satisfacen las ecuaciones:

(a) = = <1+z')2°16 (b) 2% =v—i © ¢ 1=

1—1

y represéntelos graficamente.

2. El diagrama de Smith es un método grafico que se usa en ingenieria eléctrica para analizar
lineas de transmision de alta frecuencia. Establece la relacién entre dos variables com-
plejas: la impedancia normalizada z = r + iz, (r > 0,2 € R) y el coeficiente de reflexion
I'=a+ib, (a,b €R).

La transformacion )
z J—
I —
(2) 241’

se aplica a una malla formada por rectas verticales infinitas y rectas horizontales semiin-

finitas en el semiplano derecho. La imagen de esta malla en el plano I' es el diagrama de
Smith.

(a) Pruebe que el diagrama de Smith cuando se aplica la malla Re(z) > 0 bajo la
transformacion dada es |I'| < 1. Grafique ambas regiones e indique si se tratan de
conjuntos abiertos, cerrados, conexos, simplemente conexos y acotados.

(b) Calcule, si es posible, T' (3e™™).
1
z(=I)’
valores de I' que se encuentran en posiciones diametralmente opuestas respecto al

origen son reciprocos uno del otro.

(¢) Demuestre que z (I') = es decir, que los valores de z correspondientes a

3. Determine la veracidad o falsedad de las siguientes proposiciones. Justifique sus respues-

tas:
(a) Si f(z)=e*yQ={2€C:|z—1—1i| <1}, entonces ma5<|f(z)| =%
ze
(b) La funcién dada por f(z) =log (iz — 1) es analitica en C — {z =it : t > —1}.
(¢) z€ C=sen (iz) = isenh (Z).
(d) Si f(2) =u+ivy f(z) son funciones enteras entonces f es una funcién constante

en C.

(e) Sea f una funcién analitica en el dominio D y ¢(z,y) = |f(2)° donde z = x + iy.
Entonces ¢u, + ¢y = 4 |f'(2)]°.

) 1 )
(f) El conjunto solucién de la ecuacién €2 —1+i = 0 es {(k - g) T — iln2 ke Z}.
(g) z,weC = |z+wf + |z —wf> =2 (!z|2 + |w|2).
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(h) La funcién dada por por f(z) = az? + bzz + ¢z* donde a, by ¢ € C es entera si y
s6lo si b= c =0y a es cualquier constante compleja.

(i) cos(2z) = cos® z — sen %z para todo z € C

4. Sea la funcién definida por u(z,y) = e~ cos(2x).

b

(a) Halle la funcién entera f = f(z) sabiendo que Re{f(2)} = u(z,y) y f(0) = 1.

(b) Pruebe que la funcién f obtenida se puede expresar como f(z) = %2,

(c) Halle todas las soluciones de la ecuacién f(z) = i.
)

(d) Obtenga las trayectorias ortogonales de la curva de ecuacién u(z,y) = ¢ donde ¢ una
constante real.

5. Obtenga el valor de la integral

/0(23— zsen (22)) dz,

2
siendo C' la semi-elipse en el plano xy de ecuacién cartesiana 2 + yz =1conx >0,

recorrida en sentido positivo.

6. Calcule

siendo C la curva de ecuacién z = 2¢, 0 < § < 27 orientada positivamente y f es una
funcién analitica en |z| < 3 tal que f'(0) = f(—i) =1y f(0) =i.

7. Sea I" el arco de elipse de ecuacién |z — i| + |z + i| = 4 recorrida en sentido negativo con
origen en z; = 21 y extremo en z, = V3. Obtenga el valor de la integral:

/r (2 sen (2°) + % Re(2)) d=.
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Capitulo 4

Series complejas y residuos

4.1 Series de potencias

En Calculo IV se estudiaron que existen ventajas al expresar una funciéon de una variable real
f = f(x) en términos de su desarrollo en series de potencias

f(x) = Zanx” =ag+ a1r + ar® + ... Fa " + ..

n=0

Las series de potencias también son de gran importancia en el comportamiento de las fun-
ciones complejas. En esta seccién consideramos algunas de las propiedades de la expansion en
serie de potencias de funciones complejas haciendo, siempre que sea posible, una analogia con
la expansion en serie de potencias de las funciones reales correspondientes.

Definicién (Serie de potencias). Una serie de la forma

o0

Zan (z—z)" =ao+a1(z—2)+az(z—20)° + oo+ an (z—2)" +...  (4.1)

n=0

en la cual los coeficientes a, € C para todo n = 0,1,2,... y zg es un punto fijo en
el plano complejo, es llamada serie de potencias alrededor de zy o serie de potencias
centrada en z.

El primer problema es el de determinar para qué valores de z € C la serie de potencias (4.1) es
convergente. Es claro que, sean cuales sean los coeficientes, una serie de potencias siempre es
convergente en z = z5. Ademads, el teorema de Abel establece que dada la serie de potencias
(4.1) entonces existe R > 0 tal que (4.1) es convergente si |z — zo| < Ry (4.1) es divergente si
|z — 20| > R.

La constante positiva R del teorema recibe el nombre de radio de convergencia de la
serie de potencia y |z — 29| < R se llama circulo de convergencia de la serie de potencia. Si
R =0, la serie sélo converge en z = z5 y si R = 400, la serie converge para todo z € C.
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Notar que el teorema de Abel no establece nada acerca de lo que sucede en |z — zy| = R,
por lo que normalmente es investigado como un caso especial.

Para determinar el radio de convergencia R de una serie de potencias, pueden emplearse
varios de los criterios de convergencia que fueron introducidos en Célculo IV para series reales
a términos positivos. Por ejemplo, consideremos la serie de potencias

Zaz":a+az+az2+a23+...,

n=0

llamada serie geométrica de razén z y primer término a. Por el criterio del cociente o de
D’Alembert vemos que la serie geométrica es convergente si

az"+1

= lim |z|=|z| <L
n—+00

lim
n—400

az™

por lo que el radio de convergencia es R = 1 y el circulo de convergencia es |z| < 1. Ademads,
la serie geométrica es divergente si |z| > 1.

4.1.1 Series de Taylor

Estudiaremos a continuacién uno de los teoremas fundamentales del capitulo conocido como
teorema de Taylor.

Teorema 4.1.1 (Series de Taylor). Sea f una funcién analitica en el disco abierto
|z — 20| < R. Entonces la funcidn f admite una representacion en serie de potencias,
llamada serie de Taylor de f centrada en z,

F(2) = an(z—z)"

(n)
si |z — 29| < R donde a,, = f—(‘Zo) para n=0,1,2,3....
n!

Demostracion. Por una cuestion de simplicidad, presentamos la prueba del teorema sélo para
el caso especial donde zg = 0. Dado que zy es arbitrario, la generalizacion del mismo es
consecuencia inmediata de considerar zy = 0.

Sea f una funcién analitica en el disco abierto |z| < R. Consideremos una circunferencia C'
orientada positivamente de ecuacién |z| = r tal que r < R de modo tal que esté integramente
contenida en el disco |z| < R como se observa en la Figura

Entonces por las formulas integrales de Cauchy se tiene que para cualquier z interior a C,

f(z) = % j{C % dw, (4.2)
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F(z) = o ]{o A C) R, (4.3)

(w _ Z)n-i—l
para todon =0,1,2, ...

Usando el hecho de que para cualquier nimero complejo a # 1 se verifica la identidad

m
=l+a+a®+..+a™ 1+ ., m=1,2.3,.. (4.4)
1l—a 1—a
entonces
1 1 1 1 2 z\n-l z/w)™
=——— == 1+—+(—>+ +<—) (/)Z , (4.5)
w—z wl-=-2  w w w -2
o equivalentemente
1 1 1 1 1 1
=—4 —z2+ =2+ . 4+ =" —02" (4.6)
w—z w w?  w? wm (w — z)w™
Sustituyendo (4.6]) en (4.2]) se tiene entonces que
1 1 1 1, 1,4 1
= — —+ — — e —2z" — ™ dw. 4.7
f(2) 2m’fé{w + w2z+ weid +...+ o + (’w—Z>’me }f(w) w (4.7)

Usando (4.3) cuando z = 0 entonces (4.7]) se puede expresar como

f)  f"0) F(0) -
TR 22+'”+(m—1)!z 1

+ om(2), (4.8)

donde

om(z) = ﬁ fg _Jw) dw. (4.9)

(w — 2)wm

Supongamos que |z| = ro. Dado que z es un punto interior de la curva C' entonces rq < r,
y ademas como w € C entonces

lw—z| > ||w| — |z|| = r — 70. (4.10)

Ademas, sabemos que existe M > 0 tal que

M = max | f(w)]. (4.11)

wel

Entonces, usando (4.10]) y (4.11) en (4.9)) se sigue que
Ty M Mr <r0>m

lom(2)] < 2nr = (4.12)

= 21 (r —ro)rm r—170
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Figura 4.1: Disco abierto |z| < Ry circunferencia C': |z| = r postivamente orientada

"
Dado que ~% < 1 entonces ©m(z) = 0 si m — +oo, por lo que de 1} se sigue
r

/ 1" (m—1)
f(z) = f(0) + fl('o)z + f2(!0)z2 +..+ Hzm_l + ... (4.13)

en el disco abierto |z| < R. O

Observacion 4.1.1. De acuerdo con el Teorema 4.1.1, la serie de Taylor de f centrada en zy,

- (n) 20 n
Zf (' )(Z—Z())

n

converge a f(z), y no es necesario ningun criterio de convergencia, dentro del circulo centrado
en 2y cuyo radio R es la distancia de zg al punto z; mas prozimo en el que f deje de ser
analitica.

Ejemplo 4.1.1. El radio de convergencia de la serie de Taylor centrada en zy = i de la funcion

dada por f(z) = ¢ 7 €S R = /2 y su circulo de convergencia es |z —i| < /2. A
Z —

Definicién (Serie de Maclaurin). Si la serie de Taylor de una funcion f estd cen-
trada en zy = 0, se dice que es la serie de Maclaurin de la funcion f.
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Algunos ejemplos del desarrollo en series de Taylor

1. Consideremos la funciéon dada por
f(z) =¢€~.
Como f es entera, tiene un desarrollo en serie de Maclaurin es valido para cualquier
z € C. Entonces dado que f(™(0) = 1 para todo n = 0,1,2,3... se tiene que

z - Zn 3
eF = Zm st |z] < 4o0. (4.14)
n=0
2. La funcién definida por
f(z) =sen z

es entera, por lo que su desarrollo en serie de Maclaurin es valido para cualquier punto
del plano complejo. Notemos ademas que

fE0) =0 y fE0) = (1)

para todo n =0,1,2,3, ... por lo que se tiene que

sen z = ZO mzz s |z] < oo, (4.15)

3. De manera similar al ejemplo anterior se tiene que

o _1 n
cos z = E ((271;! 22" s |z] < +oo. (4.16)
n=0
1
4. Sea la funcién dada por f(z) = > El desarrollo en serie de Maclaurin serd valido
-z

para |z| < 1. Ademads, las derivadas de f vienen dadas por

n!
(1 _ Z)n—i—l

F(=) =

para todo n = 0,1, 2,3, ... por lo que se tiene que

f™M(0)=n! paratodo n=0,1,2,3,...

Luego, obtenemos que

1 o0
=> " sz < L (4.17)
n=0

1—z
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|z — 20| < R, entonces

. n=0,1,2,..

es decir, se trata de la serie de Taylor de f centrada en z = z.

Teorema 4.1.2 (Unicidad de la representacién en serie de Taylor de una funcién).
Si la serie de potencias (4.1) converge a una funcion f(z) en todo punto del circulo

El teorema anterior nos permite obtener el desarrollo en serie de Taylor de una funcién de
un modo mas eficiente, haciendo uso de los desarrollos por serie de Taylor ya conocidos para

algunas funciones elementales. Veamos algunos ejemplos:

1. Para obtener el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcién entera dada por

f(Z) — Z2€3z

notemos que sustituyendo z por 3z en (4.14) se tiene que

o0 3 n
e3* = Z (32) st ]3z] < 400,

n!
n=0

y multiplicando la igualdad anterior por z? se obtiene entonces que

f(z) = %% = f: 3 si |z] < 400
= = — .
n=0 )

2. Obtengamos ahora el desarrollo en serie de Maclaurin de f(z) = senhz.

Notemos previamente que la funcién f es entera y ademas
senhz = —isen (iz)

para cualquier z € C por lo que sustituyendo z por iz en (4.15) se tiene que

o D
sen (iz) = Z m(zz)2 osio Jiz] < oo
n=0

y multiplicando a ambos miembros por —i se obtiene que

> 2n+1
senh(z) = Z ——— 81 |z] < +oo.
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3. Teniendo en cuenta el hecho de que
cosh z = cos(iz)

para cualquier z € C entonces usando (4.16) se tiene que

> 2n

cosh z = Z (;n)' si |z| < 4o0.
n=0

4. Busquemos una representacion en serie de Maclaurin para la funcién dada por

1
f) = 51
Para ello, not S S 1 tituyend Z en (4.17)
ara €ello, notemos que = — or 10 que sustituyendo 2 por —— en .
’ e, T 21— (—zy2y PO Y POrT5

se tiene entonces que

1=/ —2 . —z
z:§Z< ) i |5

n=

o equivalentemente,

o nn

Z 2n+1 st |z| < 2.

5. Como tltimo ejemplo, obtengamos la representacion en serie de Taylor en potencias de
(z — 1) de la funcién definida por

3

fle) =7

Primero notemos que
1 1

z 1-[—(z—1)

por lo que reemplazando —(z — 1) por z en (4.17) se tiene entonces que

i z—l

n=0

si|—(z—1)]=]z—-1| < L
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4.1.2 Integracion y derivacién de series de potencias

A continuacién enunciaremos algunas propiedades de las series de potencias del tipo

Z an (2 — 20)" . (4.18)

Teorema 4.1.3. Si la serie de potencias converge a f(z) en el circulo |z — zg| <
R entonces f es analitica en |z — zy| < R.

Teorema 4.1.4. Si la serie de potencias converge a f(z), entonces puede in-
tegrarse término a término en toda curva simple seccionalmente suave C' interior al
circulo de convergencia de esa serie.

Ademas,

Ejemplo 4.1.2. Integrando en el plano complejo w la serie de Maclaurin,

-1 s
—:_E w" st |w| <1,
—w

n=0

a lo largo de una curva simple seccionalmente suave C' interior al circulo de convergencia de
la serie, desde w = 0 hasta w = z se tiene por un lado

:
/—dw— —— dw =log(1 — 2),
o 1

—w

y por otro se tiene que

n+1

[~ ==3 =3 [Tt = -3 2

si |z| < 1. Por lo tanto se tiene entonces que

o)
Z"

log(1 — z) — st |z| < 1.A
n
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Observaciéon 4.1.2. Si la curva C' del Teorema 4.1.4 es ademads cerrada entonces tenemos que

j{ Zan (z—2)" dz=0.
anO

Teorema 4.1.5. Si la serie de potencias converge a f(z), entonces puede de-
rivarse término a término en todo punto interior al circulo de convergencia de dicha
serie. Ademds,

f’(z)z%(Zan (z — 20) ) Znan z—2)" ",

Ejemplo 4.1.3. Por un lado, la funcion dada por f(z) =

J(2) = Zd% (112)’

o0

1+Z:_Z 1)n+lzn
0

n=

puede expresarse

(142)

y dado que

si |z| <1, entonces f(z) admite la representacion en serie de Maclaurin siguiente,

o0

F(z) =) ()" si |z| < 1A

n=1

4.1.3 Series de Laurent

Consideremos la funcién definida por

f(z) = €'
. ., 1
Si sustituimos z por — en
z
oo Zn
ezzzm si|z] < +o00

< 400

1 )
el/? = Z si
z"n!

n=0
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y en definitiva
1 1 1
1/z __ .
e =1+-4+—+-—+.. si 0<|z] < +o0.
z 222 628 12
Claramente, la funciéon f no es analitica en zy = 0, por lo que no podemos hallar una serie
de Maclaurin en dicho punto. No obstante, obtuvimos una representacién en serie de potencias

para f que contiene potencias negativas de z. Esto es posible, gracias al teorema de Laurent.

Teorema 4.1.6 (Serie de Laurent). Sean w = f(2) una funcidn analitica en una
corona abierta Ry < |z — z| < Ry y C una curva simple cerrada seccionalmente suave
positivamente orientada en torno a zy y contenida en dicha corona circular abierta
como se observa en la Figura[4.9

Entonces, la funcion f admite la representacion en serie de potencias, llamada serie
de Laurent siguiente

fR) =2 an =)+

n=1

st Ry < |z — 20| < Ry donde

1
an:—,y{ Lz)dz, n=20,1,2,3, ..
c(z

271 . Zo>n+1

j{f Y(z—20)"""dz, n=1,23,..
" i

Figura 4.2: Corona abierta Ry < |z| < Ry y curva C
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Observaciéon 4.1.3. A partir del Teorema 4.1.6, notese que:

1. La representacion en serie de Laurent para la funcion f,

S W N b |
f(Z):Zan(Z—Z()) ‘I‘Zm S1 R1<|Z—Zo|<R2
n=0 n=1 — <0
puede expresarse como
f(z) = Z Cn (2 — 20)"

si Ry < |z — 20| < Ry donde

1
Cn = —7{ % dz, para cualquier n € Z.
271 C (z — ZO)

2. La parte de la serie de Laurent de la funcion f,

[e.9]

. n by, .
f(Z):ZCLn(Z—ZQ) +Zm St R1<’Z—20’<R2
n=1

n=0

que contiene potencias positivas de (z — zy) se llama parte analitica o regular del
desarrollo en serie de f en zg, mientras que la parte de la serie que contiene potencias
negativas de (z — zg) recibe el nombre de parte principal del desarrollo en serie de f
en zg.

3. Si f es una funcidn analitica en |z — z| < Ry entonces f(2) (z — 2)" " también resultard
analitica en |z — zy| < Ry para todo n =1,2,3,.... Luego, por el Teorema de Morera

b, =0 para todo n=1,2,3, ..

y por la formula integral de Cauchy para las derivadas

f(”)(zo)

n!

ap = para todo n=0,1,2,3,...
Por lo tanto, el desarrollo en serie de Laurent para f se reduce al desarrollo en serie de
Taylor de f centrada en z.

4. St la funcion f no es analitica en zo pero lo es en el resto del disco |z — zy| < Ra, el radio
Ry puede tomarse arbitrariamente pequeno, y la representacion en serie de Laurent de f
es valida entonces en

0 < |z — 20| < Ra.

De manera similar, si f es analitica en todo punto del plano complejo que verifiqgue Ry <
|z — 20, el radio Ry se puede como Ry = +00, por lo que la condicion de validez de la
serie es

Ry < |z — 2] < +00.
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Teorema 4.1.7 (Unicidad de la representacién en serie de Laurent de una funcién).

Si la serie de potencias
o0

Z Cn (2 — 20)"

n=—oo

converge a f(z) en todo punto interior de una corona Ry < |z — zo| < Ra, entonces

1
Cp = —7{ —f(Z)n+1 dz, n €L
2w c(z )

es decir, se trata de la serie de Laurent de f centrada en zy.

A partir del teorema anterior, que establece la unicidad de representacion en serie de Laurent
de una funcidn, los coeficientes de una serie de Laurent para una funciéon f no se suelan hallar
recurriendo al uso directo de sus representaciones integrales, sino por otros métodos de manera
similar a lo realizado para el desarrollo por series de Taylor.

Ejemplo 4.1.4. Consideremos la funcion dada por f(z) = ———. Buscamos el desarrollo

3z 1)

23(z —1

en serie de Laurent de f en la corona 0 < |z| < 1, es decir, centrada en zy =0 con By =0 y
Ry = 1. Ndtese que f es analitica en la corona 0 < |z| <1 (f no es analitica en 0 y en i, por
ser racional).

Dado que el desarrollo de f en serie de Laurent debe ser en potencias (positivas o negativas)
de z, bastard con tener en cuenta el hecho que

=Y w'osiful <L (4.19)
n=0
Asi, se tiene que:
f(Z) - z3(z —i) o ;Z(% — 1) o ?1 +iz - ;1 — (—iz_) = ? nzo(—@z)
- 1
= ) (-t = —— 5Tt + 1yrinns
n=0

Luego, hemos obtenido la representacion en serie de Laurent de f,

o0

1 1
f(z) = Z( 1)nnt3zn— STt en la corona 0 < |z| <1,
n=0

donde lo marcado en rojo es la parte analitica y lo indicado en azul es la parte principal del
desarrollo en serie de Laurent de f en la corona 0 < |z| < 1.A
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Ejemplo 4.1.5. Sea la funcion definida por

-1 1
(z—1)(z=2) z—-1 2z-2

f(z) =

Claramente f no es analitica en z =1 y z = 2, pero si es analitica en Dy = {z : |z| < 1},
Dy={z:1<|z| <2} yD3s={z:2<|z| < +oo}. En cada uno de estos dominios, la funcion
[ admite una representacion en serie de potencias de z (de Taylor o de Laurent).

Comencemos considerando el circulo abierto Dy = {z:|z| < 1}. La representancion en

serie de f en Dy es una serie de Maclaurin pues por un lado usando

1 1 °°
T="1 = —Zz” para |z| <1 (4.20)
z— —z

z 1
y por otro lado como |z| < 1 entonces ’5} < 5 < 1 entonces usando (4.19) se tiene que:

_zi2 (1—z/2 _%Z( > (4.21)

Luego, de (4.20) y (4.21]) se tiene que en Dy la representacion en serie de potencias de z
de la funcion f es,

=3 (1 g

n=0

Obtengamos ahora una representacion en serie de potencias de [ en la corona abierta Ds.
Tal representacion, resultard una serie de Laurent. Por un lado, y haciendo uso de (4.19) se
tiene que,

1 1 I /1\" < 1
= — Z = 4.22
z—1 z2z(1-1/z) znz%(z) %z"“ (4.22)

pues como |z| > 1 entonces < 1.

z
Por otro lado y dado que |z| < 2 entonces ‘5‘ < 1 se tiene que,

1 1 1 e= /2\n >z
_2—2:2(1—2/2):§Z<§) =2 gt (4.23)

n= n=0

Por lo tanto, de Y , la representacion en serie de Laurent de f centrada en
2o = 0 en el dominio Dy es,

2 2 =1
flz) = Z on+1 o
n=0 n=1
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Por ltimo, obtengamos la representacion en serie de potencias de z de la funcion f en el

dominio abierto Ds. Primero, observemos que como |z| > 2 entonces

uso de se sigue que,
1 1 1
-1 1—1/2 _nz( ) mer A

0

1 1
—' < = < 1 y haciendo
z 2

(4.24)

<—1 rl
or Lo

Por otro lado, por (4.19) y teniendo en cuenta que si |z| > 2 entonces

z

tanto < 1, se sigue que

1 1 1= /2\" = 2"
. _ _ - __ Z) = — . 4.25
z—2 z2(1-2/2) z%(z) Zz"“ (4.25)

n=0

Luego, de Y , la funcion f admite la representacion en serie de Laurent de f
en potencias de z en el dominio D3 siguiente,

= 1-2"
f&)=) A

n=0

4.2 Singularidades aisladas y residuos

En esta seccion definiremos singularidad y singularidad aislada de una funcién, a las cuales
clasificaremos en tres tipos: evitable, polo y esencial. También presentaremos la singularidad
en el infinito de una funcién compleja.

Ademas definiremos lo que se conoce con el nombre de residuo de una funcién en una
singularidad aislada, y diferentes formulas que permitiran el calculo del mismo.

Definicién (Singularidad). Se dice que zy es un punto singular o singularidad de la
funcion f st f no es analitica en zy pero en todo entorno de zy contiene puntos en los
que f es analitica.

Definicién (Singularidad aislada). Un punto singular zy de una funcion f se dice
singularidad aislada de f si existe un entorno reducido de zy donde f resulte analitica.

Ejemplo 4.2.1. La funcion dada por f(z) = tiene un punto singular en zy = —21.

+ 2
Dicho punto singular es una singularidad aislada dado que la funcion f resulta analitica en
cualquier entorno reducido de zg = —2i. A
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Ejemplo 4.2.2. Consideremos la funcion logaritmo principal f(z) = log z. Esta funcion tiene
claramente una singularidad en zo = 0.

Sin embargo, no se trata de una singularidad aislada de f pues no existe ningun entorno
reducido de zy = 0 que no contenga puntos del semieje real negativo donde la funcion es no
analitica. A

Clasificacion de las singularidades aisladas

Es posible clasificar las singularidades aisladas de una funcién compleja w = f(z). Para ello,
sea 2o una singularidad aislada de f y consideremos

oo . [e.e] bn
f(z) = Z an (z — 20)" + Z — (4.26)
n=0 n=1 (Z - ZO)
el desarrollo en serie de Laurent de f en 0 < |z — zy| < R. Entonces decimos que f tiene
e una singularidad evitable en zy si no hay ningin término en la parte principal de (4.26]).

e un polo en z; si hay un nimero finito de términos en la parte principal de (4.26)).

Asimismo, se llama orden del polo al mayor niimero natural m tal que la potencia

esté presente en el desarrollo (4.26]). En dicho caso se dice que 2y es un polo de

(z — z9)™
orden m de la funcion f.

e una singularidad esencial en zj si hay infinitos términos en la parte principal de (4.26)).

Ejemplo 4.2.3. Consideremos la funcion dada por

fz) =

Claramente zg = 0 es una singularidad aislada de f. Para determinar la naturaleza de dicha
singularidad aislada, obtengamos el desarrollo en serie de Laurent de f,

(0 11
= — A = — — —
22 £~ (2n)! 22 2 24

n=0

COS 2

22

o 2

z

CcoS 2 1

f(Z)— 2

z

si 0 < |z| < 400. Luego, f tiene un polo de orden 2 en zp = 0. A

Ejemplo 4.2.4. Clasifiguemos las singularidades aisladas de la funcion definida por

flz) =e?.

Para ello, obtengamos el desarrollo en serie de Laurent de f con centro en la unica singu-
laridad aislada zo = 0 de la funcion f. Entonces

=~ 1 11
= el/# = — =14+ —=+—+4..
Jz) =e nz% (22)" n! ettt

si 0 < |z| < 400. Por lo tanto, la funcion f tiene una singularidad esencial en zy = 0. A
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Ejemplo 4.2.5. La funcion definida por

tiene una singularidad aislada en zg = 0. Dado que

2 4

senz 1= (1) 5.4 z z
_ _ 1 ) w2 2
1) == znZ:O(2n+1)!Z 6 T120 "

si 0 < |z| < 400, entonces la funcion f tiene una singularidad evitable en zo = 0. A

Si consideramos la funcién definida por

f(z) = (4.27)

podemos observar que zg = 0 es una singularidad aislada de f. Sin embargo, determinar la
naturaleza de dicha singularidad no es tarea sencilla.

A continuacién enunciaremos un criterio que nos permite clasificar una singularidad aislada
de una funcién sin recurrir a su desarrollo en serie de Laurent.

Teorema 4.2.1. Sea zy una singularidad aislada de f. Entonces,

1. zy es una singularidad evitable de f si y sélo si lim f(z) existe y es finito.
Z—20

2. zy es un polo de f siy sdlo si lim f(z) = oc.
Z—rZ20
El orden del polo zy de la funcion f es el menor niumero natural m tal que el

limite lim (z — z)™ f(2) existe y es no nulo.
Z—r20

3. 2o es una singularidad esencial de f si y sélo si lim f(z) no existe.
Z—r20

Ejemplo 4.2.6. La funcién dada por (4.27) tiene una singularidad evitable en zo = 0 dado que

e’sen z

lim = lime*(sen z +cosz) = 1.A
z—0 z z—0
Ejemplo 4.2.7. Consideremos la funcion definida por
1
1@ =Gy

Claramente zo = 0 es una singularidad de f, pero también lo son aquellos niumeros complejos
z tales que
el* —1=0.

Matematica Aplicada 2024 91



CAPITULO 4. SERIES COMPLEJAS Y RESIDUOS

Luego, los puntos singulares de f resultan ser

1
20=10 2p=———, keZ—{0}.
0 ) k 2]{;7_(_7 { }
Es sencillo ver que las singularidades z, con k € Z — {0} son todas aisladas mientras que
20 = 0 no lo es. En efecto, no existe ningun entorno reducido de zy = 0 donde f resulte
analitica pues cualquier entorno reducido de zg = 0 contiene alguna singularidad z, para |k|
suficientemente grande.

Para clasificar dichas singularidades aisladas, notemos que

1
lim

—— =0
22—z el/z —1

por lo que zx con k € Z — {0} son todos polos de f. Para determinar el orden de cada uno de
los polos, busquemos entonces el valor de m € N de forma tal que

. (=)™
Z]-LIIZlk el/z — ]_

exista y sea no nulo para cada k € Z — {0}. Luego,

. (=)™
lim ——— = lim
22k el/z -1 22 el/z

—mz%(z — z)™ ! (4.28)

es 0 sim > 1 pero si m =1 entonces (4.28) es

im ——— = lim =—
2oz el/F — 1 25z el/? 4k272

si k € Z —{0}. Por lo tanto, las singularidades aisladas z, con k € Z — {0} son todos polos
simples o de primer orden de f. A

Singularidad en el infinito

Si trabajamos en el plano complejo extendido C* = C U {oo0}, podemos estudiar el comporta-
miento de una funcién f(z) en el punto z = co y determinar qué tipo de singularidad presenta
la funcién f en dicho punto.

1
Para ello, consideremos la transformacién z = —. El comportamiento de f(z) en z = oo

corresponde al comportamiento de g(w) = f(1/w) en w = 0, por lo que si g es analitica en
w = 0 entonces la funcién f es analitica en z = oo y si la funcién g tiene una singularidad en
w = 0 entonces la funcién f tiene una singularidad en z = oo.

Ademss, si la funcién g tiene un polo o una singularidad evitable o una singularidad esencial
en w = 0 entonces la funciéon f tiene un polo o una singularidad evitable o una singularidad
esencial respectivamente en z = oc.

Por ejemplo, la funcién dada por

Matematica Aplicada 2024 92



CAPITULO 4. SERIES COMPLEJAS Y RESIDUOS

1
tiene un polo de orden 2 en z = 0o ya que la funcién definida por g(w) = — tiene un polo de
w

segundo orden en w = 0.

Si ahora consideramos por ejemplo la funcién definida por

f(z) = ¢

vemos que posee una singularidad esencial en z = co. En efecto, basta con obtener el desarrollo
en serie de Laurent de la funcién dada por g(w) = e'/* en 0 < |w| < +oo para observar que g
tiene una singularidad esencial en w = 0.

Residuos en singularidades aisladas

Dada una funcién w = f(z), a cada singularidad aislada de f le asignaremos un nimero
complejo llamado residuo.

La importancia de la obtencién de residuos en singularidades aisladas de una funcién, la
discutiremos en la seccion siguiente cuando abordemos el teorema de los residuos en el calculo
de integrales complejas. Aqui, nos concentraremos en diferentes formas de calcular el residuo
en una singularidad aislada.

Sea zp una singularidad aislada de la funcion w = f(z). Entonces existe R > 0 tal que
la funcién f es analitica en la corona 0 < |z — zy| < R y consecuentemente, f admite una
representacion en serie de Laurent del tipo

- w, b b by
=Yt (z—z2)"t—— o+ . (4.29)

z—2zp (22— 20)? (z —2o)"

si0 < |z — 29| < R donde

1
ay = —]{ %dz, n=01,23,.. (4.30)
2m Jo (z — 20)
y
27mff (z — 20)" Ydz, n=1,2,3,.. (4.31)

siendo C' es una curva simple cerrada seccionalmente suave orientada positivamente en torno a
2o e Integramente contenida en la corona 0 < |z — 2| < R.

En particular, si n = 1 en (4.31) se tiene que

b= 5 1)

y al nimero complejo by, el cual es el coeficiente de

en la expansién (4.29), es llamado
zZ— 20
residuo de f en la singularidad aislada z,, y notamos

Res(f, z0) = by.
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Ejemplo 4.2.8. Sea

22— 2243
Mo =—=5"
la cual tiene una singularidad aislada en zy = 2. Si escribimos
22—2243  z2(z2—2)+3 3 3
/() z—2 z—2 Z+z—2 +(z )+z—2

si 0 < |z — 2| < +00, observamos que zy = 2 es un polo simple de f y ademds

Res(f,2) =3.A

Ejemplo 4.2.9. Dada la funcion definida por

senhz
fe) = 5.
Es simple determinar que zg = 0 es un polo de orden 3 de f. En efecto,
senhz 1 < 22t 1 1
fz) = __4; A1)l 2 6 + gt

si 0 < |z| < 400. Ademds se tiene que el residuo de f en zo =0 es

.A

Res(f,0) =

=

Ejemplo 4.2.10. Consideremos ahora la funcion

fz)=e V2

Claramente zg = 0 es una singularidad aislada de f. FEs mds, se trata de una singularidad
esencial pues

fy=eVi=1—-=4_——— —+..
si 0 < |z| < 400. Ademds se tiene que el residuo de f en zo =0 es

Res(f,0) = —1.A

Observacion 4.2.1. Si una funcion w = f(z) tiene una singularidad evitable en zy entonces
el desarrollo en serie de Laurent (4.29) de f en la corona 0 < |z — 29| < R no contiene ningin
término en la parte principal, es decir

b, =0, n=1,23, ..
y en particular by = 0 por lo tanto se tiene que

Res(f, z0) =
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Ejemplo 4.2.11. La funcion dada por

e —1
fe) =22

tiene una singularidad evitable en zy = 0 pues

e —1 z 22

= =1l+=-+—=+..
f(z) . + 5 + 5 +

si 0 < |z| < 400 por lo que

Res(f,0) =0.A

Cuando una funcién w = f(z) tiene una singularidad esencial en zp, la inica manera en que

podemos calcular el residuo en dicha singularidad aislada es obteniendo el desarrollo en serie
1

z—2

de Laurent de f en la corona 0 < |z — 25| < Ry eligiendo el coeficiente b; de
Sin embargo, si la funcién f tiene un polo en z; existen otros métodos alternativos para
calcular el residuo sin recurrir a su desarrollo en serie de Laurent.

De acuerdo al Teorema 4.2.1, la singularidad aislada zg es un polo de orden m de la funcion
f siysélosi lim (2 — 29)™ f(z) existe y es no nulo. Se puede demostrar entonces el siguiente
Z—r20

resultado para calcular el residuo de f en un polo zy de orden m:

Teorema 4.2.2 (Célculo del residuo en un polo). Si la funcién f tiene un polo de
orden m en zy entonces

Res(f, z0) = ! lim " {(z—20)"f(2)}.

(m — 1)! z—z0 dzm—1

—1iz
Ejemplo 4.2.12. La funcion dada por f(z) = T3 tiene un polo doble en zg = 0. En efecto:
2t —z
20 =0 es un polo de [ pues:
I —iz I -
2%24_23 _Zlf(l)zs_zz = 9
y ademas es de orden 2 dado que:
TN e NS T G O S 40
zl—>0zz4—z _zl—>Oz4—z3_zl—>Oz—l_Z ’

Por el teorema anterior, el residuo de f en zo =0 es

1 d o d —iz3
. i28 : i
= lim —F——5 = lim

B e N I I
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De los teoremas 4.2.1 y 4.2.2, es inmediato el siguiente resultado cuya demostracion se deja
como ejercicio:

Corolario 4.2.1 (Célculo del residuo en un polo). La funcion f tiene un polo en zy
de orden m si y solo si f(z) se puede expresar como

¢(2)

(z — zo)™

f(z) =

donde ¢ es analitica en zy y ¢(20) # 0. Ademds,

¢(m—1)(20)
(m—1)!"

Res(f, z0) =

Ejemplo 4.2.13. Sea la funcion dada por

z

e
Llamando ¢(z) = e* vemos que ¢ es analitica en 29 = —1 y ¢(=1) = e™1 # 0. Luego,
zo = —1 es un polo doble de [ y ademds,
/
-1
Res(f,—1) = ¢ <1‘ ) —ec A

Otra forma de determinar que una funcién f tiene un polo de orden m en z = z; es a través
del siguiente teorema:

Teorema 4.2.3. Sea f una funcion que admite la representacion

donde g y h son funciones analiticas en zy y g(zo0) # 0.

Entonces f tiene un polo de orden m en zy si y sdlo si h(zy) = hW(z) = ... =
R (2) = 0 y ht™(z9) # 0.

Ejemplo 4.2.14. Consideremos la funcion definida por

3
er —1°

De acuerdo al teorema anterior, f presenta un polo simple zo = 0 pues llamando

9(z) =3 y h(z) =€ -1,
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podemos observar que g y h son analiticas en zo =0, g(0) =3 # 0, h(0) =0 y A'(0) =1 # 0.

Ademas, de acuerdo al Teorema 4.2.2, el residuo de f en el polo zo = 0 estd dado por

L. . 3z .3
Res(f,0) = g lim {2f(2)} = lim == = lim = = 3.4
9
Ejemplo 4.2.15. Calculemos el residuo de f(z) = (—7’1) en la singularidad aislada zy = 0.
z(er —

Para ello, llamemos g(z) = 2i y h(z) = z(e* — 1). Notemos que g y h son analiticas en
20 = 0 y ademds g(0) = 21 # 0.

Entonces como h(0) = h'(0) = 0 pero h"(0) = 2 # 0 entonces, de acuerdo al Teorema 4.2.3,
se tiene que f tiene un polo doble en zo = 0.

Luego, de acuerdo al Teorema 4.2.2, el residuo de [ en el polo doble zy =0 es
2i(e* —1—ze*) . —iz . =i

1 d
Res(f,0) = 1 ilgtl) e {ZQf(Z)} = lim =i

m = 1m
z—0 (62 — 1)2 2—0e% — 1 z—0 e*

4.3 El teorema de los residuos

El teorema de Cauchy-Goursat afirma que si una funcién f es analitica en todo punto dentro
y sobre una curva simple cerrada seccionalmente suave C' entonces

fc £(2)dz = 0.

Sin embargo, si la funcién f es no analitica en un nimero finito de puntos interiores a C,
usaremos los residuos de esos ntimeros que contribuiran al célculo de la integral de f a lo largo
de la curva C.

Teorema 4.3.1 (El teorema de los residuos). Sea C' una curva seccionalmente suave
simple cerrada orientada positivamente, dentro y sobre la cual la funcion [ es analitica
excepto en un numero finito z1,zs,...,2, de singularidades aisladas interiores a C. En-
tonces

f f(z)dz = 27m'iRes(f, 2k).
¢ k=1

Demostracion. Sean 21,2s,...,2, singularidades aisladas de f interiores a la curva C' simple ce-
rrada seccionalmente suave y orientada positivamente.

Consideremos ademas, curvas simples cerradas seccionalmente suaves y positivamente orien-
tadas Cy con k = 1,2, ..., n interiores a C y disjuntas entre si que contienen en su interior a los
) ) )
puntos z; con k = 1,2, ....n respectivamente, como se observa en la Figura 4.3.
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C’l C‘Z

& &
L\ @C,L z

Figura 4.3: Curvas C, C1, (s,...C,

Las curvas Cj con k£ = 1,2,...,n junto con la curva C forman la frontera de una regién
cerrada dentro y sobre la cual la funcion f es analitica y cuyo interior es un conjunto conexo.

Entonces, por una consecuencia del Teorema de Cauchy-Goursat se tiene que

fc 16 =3 ¢ fedz=o (4.32)

Ahora bien, el residuo en cada una de las singularidades aisladas z; donde k =1,2,....,n de
f esta dado por

Res(f,zk):% RO (4.33)

para todo k =1,2,...,n.

Luego, sustituyendo (4.33) en (4.32) se tiene entonces que

]{ f(2)dz — 2mi ZRes(f, 2) =0
c k=1
o equivalentemente
% f(z)dz = QWiZRes(f, 2k).
¢ k=1
O

Ejemplo 4.3.1. Haciendo uso del teorema de los residuos obtengamos el valor de la integral

-1
f% dz
crt+z
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donde C' es la curva de ecuacion |z| = 4 recorrida en sentido positivo.
e —1
son z1 =0 y 20 = —1, ambas aisladas e interiores a la

Las singularidades de f(z) = — n
224z
circunferencia positivamente orientada C de centro z = 0 y radio 4 por lo que

-1
jé 22 e dz = 2mi[Res(f,0) + Res(f, —1)].

Dado que z; = 0 es una singularidad evitable de f pues

-1
lim &= =1
2—0 22 + 7
entonces se sigue que Res(f,0) = 0.
Por otro lado, y usando el Corolario 4.2.1, zo = —1 es un polo simple de f. En efecto la
funcion f puede expresarse por
e —1
__z
/) z4+1
-1
donde si llamamos ¢(z) = ¢ vemos que ¢ es analitica en zo = —1 y ¢(—1) # 0. Ademds,
-1
e -

Res(f,—1) = o

Por lo tanto se tiene que

-1
]{ 62 n dz =2mi(1 —e ').A
c < V4

4.4 Ejercicios propuestos
1. En cada uno de los siguientes casos obtenga la serie de Taylor de f alrededor del punto
2o indicado, y determine la regién en la cual la serie representa la funcion f.

1 _ 2 _
() f(z) = 15 0 =0 (d) f(z) =€ 20=0
(b) f(z)=sen z, zp=m
1
(c) f(z)zl_I_ZaZO:Q (f) f(2) =sen 22, 2 =0
2. Utilice desarrollos conocidos para obtener la serie de Taylor de f en potencias de z — 1 e

indique el circulo de convergencia en cada uno de los siguientes casos:
z

. (b) f(Z):m

(e) f(z) =1—cos(22),20=0

3. Sin efectuar el desarrollo, determine el circulo de convergencia de la serie de Taylor de la
funcién f dada alrededor del punto indicado en cada uno de los siguientes casos:

99
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COS 2 e
(a) f(2) 1+22>ZO (c) f(z)——1+€z,zg—1, 21 = 2i
e® 1
(b) f(Z) 22 _ Z? 20 47’7 21 1 + 43 ( ) f(Z) COS(T('Z)7 20 y 1

4. En cada uno de los siguientes casos obtenga la serie de potencias (de Taylor o Laurent),
que represente a f en las regiones indicadas.

(a) f(z) =  S1={z€C:|z| <1}, Se={2z€C:|z| >1}.

z—1’

{zeC |z]>3} 54 {zeC:1<\z+4|<3}.

S1={z€C:|lz—-1]>1}, So={z€C:0<|z—-2|<1}.

(d) f(z)=5—; Si={2€C:|z—1|>2}.

5. En cada uno de los casos siguientes obtenga todos los posibles desarrollos en serie de
Laurent de la funcion f alrededor del punto zy indicado. Determine en cada caso la
region de convergencia.

6. Obtenga la serie de Taylor de f(z) = log(1 + z) alrededor del punto zy = 0 y determine
la region en la cual la serie representa a la funcion f.

7. Obtenga la funcién suma f(z) de cada una de las siguientes series para |z| < 1:

n

) Yo (b) Y=

8. Una funcion se dice meromorfa si sus unicas singularidades son polos. Se puede demostrar
que el cociente de dos funciones enteras es una funcién entera o una funcién meromorfa.
Analice en cual de los siguientes casos la funcién f es entera o meromorfa.

(a) f(2) = 2% (€) f(z) = -2
0) 1) = 5 @ )=z

9. En cada uno de los siguientes casos, se pide:
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(a) Determine todos los puntos de singularidad de la funcién f y clasifiquelos segin su
tipo.

(b) Analice el comportamiento de f en z = oc.

(c) Calcule el residuo de la funcién f en cada uno de sus puntos singulares aislados.

() = %2121 v f(2) =

i. f(z) = # Vi f(z) = e —1
_ 1 vii. f(z) = sen ( - )
ii. f(z) = (@sen 2 —1)2 o 1—2z

10. Utilice el teorema de los residuos para calcular la integral de la funcién f sobre las curvas
C indicadas, recorridas en sentido antihorario, en cada uno de los siguientes casos:

(a) f(z) =tanz, C={z€C:|z|=2}

)
(b) f(z):serllz’ C={zeC:|z|=1}
(c) f(z)=ze:, C={z€C:|z| =3}
(d) f(z) = 22 =0 C={z€C:|z—1 =2}

(- 1)3(z+2)%

eZ
© f) =", C={eCil|=1}
Una aplicacion del teorema de los residuos: calculo de integrales
reales
Una importante aplicacion de la teoria de residuos es la evaluacién de ciertos tipos de
integrales reales definidas o impropias. Consideraremos aqui dos de los tipos mas comunes

de integrales reales que pueden ser evaluadas de esta manera.

11. Integrales reales impropias del tipo

+oo
f(z)dx
_ plx) S .
donde f(z) = ﬂ es par con p y q polinomios reales sin factores comunes, y donde ¢ no
q(x

tiene raices reales.

Para evaluar tales integrales, consideremos la integral de contorno

740 () dz
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Figura 4.4: Contorno C'
donde C' es el contorno cerrado ilustrado en la Figura 4.4, que consta del eje real entre
—R y R y la semicircunferencia I', de radio R, en el semiplano superior z.

Como z = x en el eje real entonces podemos escribir

fcf(z)dz:/zf(x)der/Ff(z) iz,

Entonces al tomar R — +o00 en la igualdad anterior tendremos que

ﬁf(z) dz = :O f(z)dx

si lim / f(2)dz = 0. Para probar esto iltimo, consideremos la parametrizaciéon para
R—+o0 r

la curva I', z = Re? donde 0 < @ < 7. Luego,
/f(z) dz = / f (Re™) Rie™ do.
r 0
Para que esta tltima integral tienda a cero si R — +o0, | f (Rew) ’ debe decrecer al menos

tan rapidamente como R~2. Esto implica que el grado del denominador de la funcién
racional dada por f(x) debe ser al menos dos veces mayor que el grado del numerador,
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es decir, grado(q) > 2 + grado(p). Asi, suponiendo que esta condicién es satisfecha, esta
aproximacién puede utlizarse para calcular
+oo

f(x)dx.

—00

to dy T
(a) Pruebe que /_OO EEwE =

+oo 2@'2 -1
b) Calcule ————dux.
(b) /0 xt + 52?2 4+ 4
Sugerencia: Use el hecho de que si f es una funcién par entonces se tiene que
+oo +oo

f(x)de =2 f(x)dx.

0

12. Integrales reales definidas del tipo

2w
/ R(sen 0, cos 0) df
0

donde R es una funcién racional de sen 6 y cos 6.

Para evaluar este tipo de integrales hagamos el cambio de variable
z=e".
Entonces dz = ie?df de donde se tiene que
dz

12

do

y el intervalo real [0, 27] se transforma en la circunferencia unitaria C' de ecuacién |z| = 1.

Por otro lado,

z = e = cos + isen 0 (4.34)

y
21 =e7 = cosf — isen 6. (4.35)

Sumando miembro a miembro (4.34) y (4.35) se tiene

-1
cosf = = +e
2
y restando (4.35) de (4.34) se tiene que
_ -1
sen ) = = Z
21

Por lo tanto,

27 -1 —1 d
/ R(sen@,cosQ)dGz]{R(z Z ,Z+Z ) —Z
B C 21 2 12

y se aplica el teorema de los residuos a la integral de la derecha.
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Tde 2V/3
(a) Pruebe que /0 p—— \3/_71
db

2w
b) Calcul :
(b) acue/o 3 —2cosf +sen 6
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Capitulo 5

La transformacién de Laplace

Los origenes de la Transformada de Laplace se deben a trabajos realizados por el ingeniero
electricista Heaviside (1900) el cual desarrollé6 un método para resolver en forma sistemética
ecuaciones diferenciales ordinarias a coeficientes constantes. Heaviside no estaba interesado
en demostraciones rigurosas, sino en un método préctico para resolver problemas. Aunque su
método no fue aceptado inicialmente por la comunidad matematica, anos mas tarde se pudo
probar que los fundamentos tedricos de su trabajo, podia ser fundamentado con la Transformada
Integral desarrollada por el matematico Laplace casi un siglo antes, a quien se le debe el nombre.

La transformada de Laplace tiene un papel clave en el andlisis y diseno de sistemas de
ingenieria. Se trata de una transformada integral cuyo propdsito es crear un nuevo dominio en
el cual sea mas simple manipular el problema a ser investigado.

Una de las aplicaciones de la transformada de Laplace es que transforma ecuaciones dife-
renciales en un dominio real en ecuaciones algebraicas en un dominio complejo, més sencillo de
resolver. Por ejemplo, puede aplicarse para resolver sistemas como circuitos eléctricos, vibra-
ciones mecanicas, etc.

Sea por ejemplo, el sistema masa-resorte amortiguado al cual se le aplica una fuerza externa
f = f(t) como se observa en la Figura 5.1.

T |
Posicién de equilibrio

Figura 5.1: Sistema masa-resorte-amortiguador

Por la segunda ley de Newton, sabemos que podemos modelizarlo de la forma
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mx” (t) = —kz(t) — Bx'(t) + f(t)

o equivalentemente

ma"(t) + ' (t) + kx(t) = f(t)

donde m es la masa del objeto, k es la constante del resorte y [ es la constante de la amortigua-
cion. Tal ecuacién es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden a coeficientes constantes.

Para ciertas condiciones iniciales, conocemos métodos para resolver tal ecuacion que fueron
tratados en Calculo IV. Sin embargo, si la fuerza externa f se trata de una funcién: discontinua,
periodica, un pulso o bien un impulso, los métodos clasicos son tediosos para resolver y la
transformada de Laplace presenta ventajas a la hora de su resolucién.

De esta forma, la transformada de Laplace, transformara la ecuacion diferencial en una
ecuaciéon algebraica en un dominio complejo, el cual una vez resuelta, se invierte el proceso
mediante la transformada inversa de Laplace para asi obtener la solucién buscada.

5.1 La transformada de Laplace

Definicién (Transformada de Laplace). Sea f una funcién definida ent € [0, 400).

St la integral impropia
+oo
/ e S f(t)dt
0

es convergente para un subconjunto no vacio 2 C C de valores de la variable compleja s,
se dice que f es transformable por Laplace, vy tal integral impropia definird una funcion
F = F(s) llamada transformada de Laplace de f.

Notamos
Pl =2y = [ e (5.1

para toda s € ).

Si queremos obtener la transformada de Laplace de una funcién f = f(t) la cual esta definida
también para valores de ¢ < 0, haremos uso de la funcién escalén unitario o funcién de

Heaviside
0 st t<0

H<t):{1 si t>0

De esta manera,
0 si t<0

f(t)H(t):{ ft) si t>0

es una funcién causal y podemos asi aplicar (5.1) para obtener su transformada de Lapla-
ce. Sin embargo, la transformada de Laplace de f(t)H(t) contiene sélo informacién sobre el
comportamiento de f(t) para t > 0.
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La transformada de Laplace de la constante ¢
Consideremos la funcién f(t) = ¢ (¢ constante no nula) con ¢ > 0. Observemos primero que:

T L cT si s=0
\/0 ce dt = _E (678T . 1) Si s 7£ 0 (52)

S

Entonces, de (5.2) se tiene que si s = 0 la integral impropia
+0o0
/ ce St dt = 400,
0

mientras que si s = x + iy # 0 se tiene que:

C C C
lim —— (=T —1) = lim —=[e™*7 T)—i ) —1] = -
T—lg-loo S (6 ) T—lg-loo S [6 (COS(y ) wen (y )) ] S

si x > 0, y € R mientras que si < 0 para cualquier y € R, el limite no existe.

Luego,

L{c} = E si Re(s) > 0.

La transformada de Laplace de e*

Sea la funcién
f(t) =€
donde k € Ry t > 0. Observemos que,

T . T si s =
t _—st — 1 )
/0 e € dt — (e(k_S)T B 1) si s 7& k (5 3)

De (5.3) vemos que si s = k la integral impropia
+o0
/ eMe s dt = +o0,
0

mientras que si s = x + iy # k entonces

1
s—k

1 1
I (=T — 1) = 1
N C ) = dim

[T (cos(yT') —isen (yT)) — 1] =

si x > k, y € R mientras que si x < k para cualquier y € R, el limite no existe.

Por lo tanto 1
e{e} = P si Re(s) > k.
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La transformada de Laplace de t
Sea f(t) =t, t > 0. Es claro que:
T2
T - si s=0
—st .
0 —4+e | ———=| si s#0
52 s s

De (5.4) vemos que si s = 0 la integral impropia

+oo
/ te st dt = +o0,
0
mientras que si s = x + iy # 0 entonces

1 T 1 1
im %+ (<5 %) =

T—+o0 82

si x > 0, y € R mientras que si x < 0 para cualquier y € R, el limite no existe. Luego,
1.
L{t} = si Re(s)>0.
s

Las transformadas de Laplace de cos(wt) y sen (wt)

Comencemos considerando f(t) = cos(wt) donde t > 0 y w € R. Entonces,

—sT s

§2 +w?’

/0 cos(wt)e " dt = (wsen (wT') — scos(wT)) + (5.5)

52 + w2

Si en (5.5) hacemos T' — 400, la integral diverge si Re(s) < 0 mientras que si Re(s) > 0 la
integral converge resultando que:

€{cos(wt)} = — si Re(s) > 0.

$2 4+ w?

Sea ahora la funcién f(t) = sen (wt) donde t > 0 y w € R. Entonces,

e—sT w

m (CL) COS(WT) 4+ ssen (WT)) —+ m

/T sen (wt)e *dt = — (5.6)

Luego si en (5.6) tomamos 7" — +o0, la integral diverge si Re(s) < 0 mientras que si
Re(s) > 0 la integral converge resultando que:

€{sen (wt)} = ——— si Re(s) > 0.

§2 4+ w?
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5.1.1 Existencia de la transformada de Laplace

En la definicién 5.1.1, establecimos que la transformada de Laplace de f(t) existe si y sélo si
la integral impropia (5.1) es convergente para al menos algin valor de la variable compleja s.

En esta seccién indicaremos algunas condiciones que debe satisfacer la funcién f(t) para
asegurar la existencia de su transformada de Laplace. Para ello, introduciremos la nocién de
funcién de orden exponencial.

Definicién (Orden exponencial). Se dice que la funcion f = f(t) es de orden
exponencial en [0,4+00) si existen constantes T € R y M > 0 tal que

[f(t)] < Me™

para toda t > 0.

Ejemplo 5.1.1. Dado que
fit)y=t*<é

para cualquier t > 0 entonces se tiene que f(t) =t* cont > 0 es de orden exponencial. A

Ejemplo 5.1.2. La funcién dada por f(t) = e no es de orden exponencial en [0, +00).

En efecto,
€t2 2
lim — = lim e ™ =40
t—4o00 €Tt t—+oo

para cualquier 7 € R, por lo que no existen constantes M >0 y 7 € R tal que
et2 S MeTt
para cualquiert > 0. A

Estamos en condiciones de enunciar un teorema que nos asegura la existencia de la trans-
formada de Laplace de una funcién f = f(t).

Teorema 5.1.1. Si f es una funcion seccionalmente continua y de orden exponencial
en [0,400), entonces existe un nimero real o tal que la integral impropia

+o00
/ e S f(t) dt
0

es convergente para todo s € C tal que Re(s) > o.
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Observaciéon 5.1.1. El teorema establece condiciones suficientes para asequrar que f es trans-
formable por Laplace, pero no necesarias. En efecto, la funcion dada por

f(t):%

tiene una discontinuidad infinita en t = 0, sin embargo es transformable por Laplace pues si
consideramos el cambio de variable

t="
S

1 oo 1 2 [T, 2 /1 T
£ —t = St—dt:—/ = Y = =

El Teorema 5.1.1 indica ademds de condiciones suficientes para la existencia de transfor-
mada de Laplace de una funcion f = f(t), que su funcion transformada

se tiene que

si Re(s) > 0.

“+oo
F(s) = S{f(D)} = / e f(t) db

tiene por dominio

Q={seC:Re(s) >0c} CC.

Al conjunto Q) se lo llama regién de convergencia de la transformada de Laplace y o recibe
el nombre de abscisa de convergencia.

Por ejemplo, dado que
e{c} = g

si Re(s) > 0 entonces la region de convergencia es {s € C: Re(s) > 0} y la abscisa de conver-
gencia es o = 0.

5.1.2 Linealidad del operador £

El conjunto R de todas las funciones reales f = f(t) seccionalmente continuas y de orden
exponencial en [0, 400), junto con las operaciones de suma y producto por escalar definidos de
manera habitual, constituyen un espacio vectorial al que notamos §g.

Ahora bien, el conjunto C' de todas las funciones complejas F' = F(s) cuyo dominio es
) = {s € C:Re(s) > o}, junto con las operaciones de suma y producto por escalar definidos
en forma habitual, también puede ser considerado como un espacio vectorial al que notamos
Sc. Para ello se debe modificar la definiciéon habitual de igualdad de funciones con el objeto
de posibilitar la suma entre sus elementos, ya que no todas las funciones de C' tienen el mismo
dominio €2. De este modo, se permitira que si F' y GG son funciones de C', cuyos dominios son
Q) ={se€C:Re(s) >0}y Qy = {s € C:Re(s) > oy} respectivamente, entonces su funciéon
suma F' + G serd la funcién cuyo dominio es la interseccion de los dominios de F'y G es decir
Q3 = {s € C:Re(s) > o} donde 0 = max {01, 02}.
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En consecuencia y por la linealidad de la integral, el operador £ “transformar por Laplace”
es una transformacioén lineal entre el espacio vectorial §g y el espacio vectorial §¢,

£:8r — Sc
tal que

+oo
SO} =F) = [ et a
0
donde para cualesquiera « y  contantes y f y g funciones de R se tiene que:
Llaf(t) + Bg(t)} = aL{f()} + BL{g(t)} .
Ejemplo 5.1.3. Para obtener £ {3t + 2¢e3'} notemos primero que

1
£{t} = 2 si Re(s) >0

1
s—3

gfe¥} = si Re(s) > 3.

Entonces,

£{3t+2e"} =38{t} +22{e"} :%+ :3

si Re(s) > max{0,3} = 3. A

5.2 Propiedades de la Transformada de Laplace

En esta seccidn presentamos una serie de propiedades que nos permitiran hallar la transformada
de Laplace de una funcion sin necesidad de recurrir a la definicién de la misma.

Teorema 5.2.1 (Primer teorema de traslacién). Sea f = f(t) una funcion cuya trans-
formada de Laplace es F = F(s) con Re(s) > 7. Entonces la funcion dada por e™ f(t)
es transformable por Laplace y su transformada estd dada por

e{ef(1)} = Fls —a) = £{FO}._,

donde Re(s) > 7+ a.

Demostracion. Por hipdtesis,
L{f(t)} =F(s) si Re(s)>r.
Entonces,
+00 +oo
e{ef(t)} = / e f(t)e " dt = / e~V F () dt = F(s — a)
0 0

si Re(s — a) > 7 6 equivalentemente Re(s) > 7+ a. O
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1
Ejemplo 5.2.1. £{te >} = £{t}| ., = e st Re(s) >0+ (—2) = —2.A
2
Ejemplo 5.2.2. £{e%sen (2t)} = £{sen (2)}|, 5 = (s=37+4 si Re(s) >0+3=3.A

Teorema 5.2.2 (Derivada de la transformada). Si f = f(t) es una funcién cuya
transformada de Laplace es F' = F(s) con Re(s) > 7, entonces la funcion dada por
t"f(t) con n € N es transformable por Laplace y su transformada estd dada por

e{t"f(1)} = (~1)"F"(s)

donde Re(s) > 7.

Demostracion. Por hipétesis, £{f(t)} = F(s) si Re(s) > .

FO)(s) = % ( /0 et () dt) _ /O m% (e 1(1)) di =
+oo
— (1 / et f () dt = (—1)"2 (£ (1)}

si Re(s) > 7.

Ejemplo 5.2.3. £ {tsen (3t)} = (_1)1% (£ {sen (3t)}) = _% (3219) — (32?_99)2' A

Ejemplo 5.2.4. Si queremos obtener £{t"} donde n € N, notemos que:

nzliﬂ{t}z—%(g{l}):_% (1) :i2’

S

n:2:>£{t2}:—%(£{t}):—% (i) :533,

S

d d (2 6
=3=>¢{tl=—— (g{*H)=— (=) ==
=38t =t (e fe) = (2) =5
Y ast sucesivamente se puede probar que para cualquier n € N,

n!
8n+1 :

ety =

A
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CAPITULO 5. LA TRANSFORMACION DE LAPLACE

5.3 Transformada inversa de Laplace

En la Seccién 5.1.2 vimos que el operador £ es una transformacion lineal entre el espacio
vectorial §r vy el espacio vectorial §¢.

Es de sumo interés determinar si £ es 1-1, con el objetivo de intentar definir una transfor-
macién inversa. Es decir, nuestra intencién es determinar si existe una tinica solucién y(t) de
la ecuacion

L{y)} = F(s). (5.7)

El siguiente teorema, conocido como el teorema de Lerch, asegura que la ecuacién (5.7)

tiene solucién y(t) y que la misma serd unica.

Teorema 5.3.1 (de Lerch). Si f y g son funciones continuas y de orden exponencial
en [0, +00) tales que £{f(t)} = £{g(t)} donde Re(s) > 7, entonces

para todo t > 0.

Por lo tanto, esta solucién y(t) de (5.7) es llamada antitransformada de Laplace o trans-
formada inversa de Laplace de F, se simboliza por £7! y se caracteriza por

LHF(s)} = f(t) & {f (1)} = F(s).

Si las funciones f y g del Teorema 5.3.1 son seccionalmente continuas en [0, +00), el teorema
de Lerch establece que si sus transformadas son iguales entonces las funciones f y g son “casi”
iguales. Sin embargo, no identificaremos esta situacion y trabajaremos como si fuesen continuas
pues su desarrollo no es sencillo y escapa de los intereses de este curso.

También, tenemos que tener en cuenta que si la funcién f = f(¢) no es causal, deberemos
escribir

SHE(s)} = [V H ().
Es sencillo verificar que el operador antitransformada de Laplace £7! es lineal, es decir si
F' v GG son funciones cuyas antitransformadas existen, entonces

£ HaF(s) + BG(s)} = al™ {F(s)} + BL7 {G(s)}

donde a y B son constantes.

2 1
Ejemplo 5.3.1. £7! =2¢7! = 2e3t A
5—3 s—3

1
Ej lo 5.3.2. P bt e — 3 d )
jemplo ara obtener { ) } escompongamos primero
1
(s+3)(s—2)
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CAPITULO 5. LA TRANSFORMACION DE LAPLACE

en fracciones simples. Entonces,

1 A B (A+ B)s+ (—2A+3B)

G43)(5-2) 543 s5-2  (43)(-2)

por lo que

A+B=0
—2A+3B=1

1
5

1
de donde se tiene que A = — y B =
Luego,

1 1 1 1 1 1 1
—1 - - _ - —1 -1 :_7315 — 2t
€ {(s+3)(s—2)} 5° {s+3}+5£ {s—z} ¢ TEe A

Inversién usando el primer teorema de traslacion

Una consecuencia importante del Teorema 5.2.1 (primer teorema de traslacién) es la férmula
que se obtiene del mismo al plantearla en términos de antitransformadas:

¢ {F(s — a)) = (1)
siendo f(t) = £ {F(s)}.

1 1 1 2 1
E. 1 5.3.3. -1 _— — -2t -1 N — — -2t -1 _ —— _Qtt2.
R (o S T

. . s+ 7 ol s+ 7 a6
Ejemplo 5.3.4. £ {—52+23+5}_2 {—( =g —(S+1)2+4 =

_ a-1 s+1 —1 6 _ —ta-1 S —ta-1 2 _
=* {(s+1)2+4}+£ {(5—1-1)2—1-4}_6 < {52+4}+36 < {52—1—4 -

= e tcos(2t) + 3e tsen (2t). A

5.4 Mas propiedades de la transformada de Laplace

En esta Seccion deduciremos dos propiedades mas de esta transformacién integral de fundamen-
tal importancia para las aplicaciones, y que permiten expresar las transformadas de la derivada
y de la integral de una funcién.
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CAPITULO 5. LA TRANSFORMACION DE LAPLACE

5.4.1 Transformada de Laplace de la derivada

Sea f una funcién transformable por Laplace en (0,+00) cuya derivada f’ es seccionalmente
continua y de orden exponencial en [0, +00) tal que

F(s) = £{f(®)}.
Entonces, .\
Sy = [ et 659
donde integrando por partes (5.8) se tiene que

LW} = (e f ()| +s /0 T et () dt = (e fO)) |2 + sF(s) (5.9)

Por otro lado,

—st too . —st T —st — +
(™" F(1)]gr = Jim e ™' f(t) = lim ™ (1) = —f (07) (5.10)
pues tliin e * f(t) = 0 debido a que la funcién dada por e=*!f(t) es de orden exponencial.
—+00

Por lo tanto, sustituyendo (5.10) en (5.9) se tiene entonces que

S{F(1)) = —F (07) + s (s). (5.11)

Si la funcién f es continua en t = 0, esto es f(0) = f(07) = f(0T) entonces (5.11) se
expresa como

L{f ()} =—f(0) +sF(s) (5.12)
De forma analoga, se obtiene la transformada de Laplace de la derivada segunda f” y es
L")} = —f(0) = sf (0) + s*F(s) (5.13)

y asi, se puede probar, mediante induccién matematica, que para cualquier n € N, la transfor-
mada de Laplace de la derivada n—ésima de f esta dada por:

La importancia de (5.14) radica en la resolucién de ecuaciones diferenciales y sistemas de
ecuaciones diferenciales. De hecho, haciendo uso de la transformada de Laplace en la ecuacién
diferencial cuya incégnita es z(t), usando (5.14) y las condiciones iniciales establecidas en
la misma, tal ecuacion diferencial se transforma en una ecuacién algebraica en la variable
X(s) = £{x(t)} donde resolviéndola y antitransformando se obtiene z(t).
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Ejemplo 5.4.1. Para resolver la ecuacion diferencial
2" + 52" + 62 = 2¢" (5.15)

con las condiciones iniciales ©(0) = 1 y 2'(0) = 0, apliquemos a ambos miembros de (5.15) la
transformada de Laplace

L{z" 452" + 6z} = £ {27} . (5.16)
Por las propiedades de la transformada de Laplace y usando (5.13) se tiene entonces que
2
s*X(s) — sx(0) — 2/(0) + 5 (s X (s) — x(0)) + 6 X (s) = po (5.17)

donde X (s) = £{x(t)}. Usando las condiciones iniciales, entonces (5.17) se expresa como

2
4+ 5s5+6) X(s) = 5 5.18
(5° +55+6) X(s) = — +s+ (5.18)
0 equivalentemente
X(s) ! + ! ! (5.19)
s) = — . .
s+1 s+2 s+3

Entonces, antitransformando (5.19) se tiene la solucion del problema dado:
z(t) =L {X(s)}=e "+ —e A

Ejemplo 5.4.2. Supongamos que queremos hallar las funciones x = x(t) e y = y(t) que
satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

4y +5r+3y=e¢ct
20 +y +x+y=3

con las condiciones iniciales x(0) = 2, y(0) = 1.

Transformando por Laplace cada una de las ecuaciones del sistema anterior, usando pro-
piedades de la transformada y (5.12) se tiene que

1

sX(s) = 2(0) + Y (s) = y(0) +-5X(s) +3Y(s) = ——

25X (s) — 20(0) + 5Y (s) — (0) + X(s) + Y (5) =

w | w

donde X (s) = £{x(t)} y Y(s) = £{y(t)}.

Usando las condiciones iniciales dadas en el sistema anterior, se tiene entonces que

(5 5)X(5) + (s +3)Y () = 2
(5.20)
(25 + 1)X(s) + (s + )Y (s) = 55; 5
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Ahora bien, para resolver el sistema (5.20), podemos utilizar cualquiera de los métodos
resolucion de sistemas de ecuaciones. Aqui, usaremos la regla de Cramer. Para ello, calculemos
primero el determinante de la matriz de coeficientes de (5.20),

s+5 s+3
= ‘ 9 +1 s+ 1 ‘ =(s+5)(s+1) = (s+3)2s+1) = (s +2)(s — 1) (5.21)
Sea ahora el determinante:
3S+4 s _|_ 3
s+1 —2s2 —14s—9
Dy = == ° (5.22)
5543 541 5

s

Entonces, para obtener X (s) usamos (5.21) y (5.20) donde se tiene que

Ax 2 +14s+9 91 11 1 25 1

X(s) = — =_‘-__- — 5.23
o) = =T D6-D 25 165+2 351 (5:23)
y luego antitransformando (5.23) se tiene entonces que
11 25
T ) 24
x(t) 5~ 16¢ + 3¢ (5.24)

Para obtener y(t) procedemos de manera andloga al caso anterior. Para ello, calculemos:

3s+4
Au — SO A  —5° 4225 + 395+ 15 (5.25)
T g mm| ss+1) |

s

Luego, usando (5.20) y (5.25) se tiene que:

Ay 242282 439s+15 151 1 1 11 1 25 1

v _ _bid -2 5.26
) = N T ST G696 25 2551 2532 2s-1 020
y antitransformando (5.26) se tiene que:
15 1 11 25
t)= " +-e '+ e - ¢ 5.27
y(t) 5 T3¢ T e 5 ¢ (5.27)

Por lo tanto, de (5.24) y (5.27) tenemos

9 11 2
t)=-2__= 2t t
x(t) 5 166 —|—36
15 1 11 25
= 22 St T2 20
y(t) 2+26 —|—26 5

que es la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales. A
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5.4.2 Transformada de Laplace de integrales

Sea f una funcién continua en [0, +00), cuya funcién integral

t
o) = [ s@)do
0
sea transformable por Laplace.

Dado que ¢'(t) = f(t) entonces

g} = £{f(®)}
o equivalentemente
s€{g(t)} —9(0) = £{f (1)} . (5.28)
Como ¢(0) = 0 entonces (5.28) se reduce a

£ o) = <2 (/1))

o equivalentemente

e {/Otf(:c) d:c} _ és{f(t)}. (5.29)

t 1 6 2
. 3 _ Loy T S
Ejemplo 5.4.3. £ {/0 (2 + sen (2z)) dm} = SS{t + sen (2t)} e + 552 +4).A

5.5 El segundo teorema de traslacion

5.5.1 La funcidén escalén unitario

En la Seccién 5.1 presentamos la funcion escalén unitario o de Heaviside H definida por

0 si t<0
H(t):{ 1 sit>0 "

Si a es un ntimero no negativo, H(t—a) es la funcién escalén unitario desplazada a unidades
a la derecha. M4s precisamente,

0 st t<a
H(t—a):{ 1 sit>a

y cuya grafica se observa en la Figura 5.2.
La funcién escalén unitario puede ser interpretada como un mecanismo para “encender”
una funcién f = f(¢) en ¢t = a como se observa en la Figura 5.3.
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H(t—a)

[ S —

Figura 5.2: Funcién escal6n unitario desplazado H(t — a)

\ J@)H(t - a)
f(t)

o bF—---
o - - =

Figura 5.3: Gréfica de f(t)H(t — a)

y cuya expresion estd dada por

0 si t<a

f(t)H(t—a):{ ft) st t>a °

También, la funcién escalén unitario es especialmente 1til para dar expresiones compac-
tas de ciertas funciones que tienen una ley definida por tramos. Sea por ejemplo,

f1 (t) si O0<t<ty
f(t) = fg(t) Sit <t <ty (530)
fg(t) sit >ty

cuya grafica se muestra en la Figura 5.4.
Para obtener una expresiéon compacta de (5.30), podemos hacer uso de las “operaciones de
encendido”

1. encender fi(t) ent =0,
2. encender fy(t) y apagar fi(t) en t =1,

3. encender f3(t) v apagar fo(t) en t = ts.
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1)

Figura 5.4: Gréfica de la funcién f(t)

Entonces (5.30) toma la forma:
f@) = AOHE) + [f2(6) = LV H(t = t) + [fs(t) = (O] H(t — t2). (5.31)
Pero también (5.31) se puede expresar como
f@) = fi() [H(t) = H(t = t)] + folt) [H(t — 1) — H(t — )] + fs()H(t —12).  (5.32)

que se conoce como la construccién compacta de (5.30) haciendo uso de la funcién “sombrero
de copa” y cuya expresion es,

1 sia<t<bd
0 sit<a 6 t>0b

H(t—a)—H(t—b):{

y cuya grafica se muestra en la Figura 5.5.
H(t —a) — H(t —b)

(SN I —

Figura 5.5: Funciéon sombrero de copa

Ejemplo 5.5.1. Para expresar de forma compacta la funcion definida por

22 s 0<t<3
fO)=X t+4 si 3<t<5
9 st t>5H
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entonces haciendo uso de las operaciones de encendido tenemos
f(t)=20H(t)+ (t+4—2")H{t—3)+(9—t—4)H(t —5)
o equivalentemente
flt)=20Ht)+ (t+4—2°) H(t —3)+ (5 —t) H(t — 5).
St usamos la funcion sombrero de copa para expresarla en forma compacta se tiene que:
f@)=22[H(t)— H(t—3)]+(t+4)[H(t—3)— H(t—5)]+9H(t - 5),

y es una expresion equivalente a la obtenida anteriormente. A

5.5.2 Transformada de Laplace de la funcion escalén unitario

Sea la funcién escaldén unitario

0 si t<a
H(t_“):{ 1 sit>a

donde a > 0. Entonces,

+o0 T e—sT e—as
L{H({t—a)} = / e *dt = lim e *dt = lim (— + ) (5.33)
. T4, T—+o0 s s
Dado que
efsT
lim — =0
T—+o0 S
si Re(s) > 0 entonces obtenemos de (5.33) que
S{H(t—a)} =< (5.34)
s
si Re(s) > 0.
En particular, y como es de esperar, si a = 0 entonces (5.34) se reduce a:
1
L{H(t)} = - (5.35)
s
si Re(s) > 0.

Ejemplo 5.5.2. Para obtener la transformada de Laplace de la funcion dada por

0 s2 0<t<«1
fe)=4¢ 3 si 1<t<2
0 st t>2

entonces expresando de manera compacta a la funcion f, tenemos
f(t)=3[H({t—-1)—H(t—2)].
Luego la transformada de Laplace de f esta dada por

S{f()} =3 {H(t — 1)} —3E{H(t—2)} = (" =) A
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5.5.3 El segundo teorema de traslaciéon

El teorema que enunciaremos y probaremos a continuacién, llamado segundo teorema de trasla-
cién, proporciona una férmula para las transformadas de funciones de la forma f(t—a)H (t—a).

Las funciones de esta clase son de particular importancia en las aplicaciones, ya que su uso
es imprescindible cada vez que se consideran sistemas fisicos (eléctricos, mecanicos, etc.) en
los cuales ciertas excitaciones, como tensiones, corrientes, fuerzas, etc. se aplican o se quitan
abruptamente a partir de cierto instante de tiempo a.

Teorema 5.5.1 (Segundo teorema de traslaciéon). Sean f = f(t) una funcion cuya
transformada de Laplace es F' = F(s) y a > 0. Entonces

L{f(t—a)H(t —a)} =e “F(s).

Demostracion. Aplicando la definicién de transformada de Laplace a la funcién f(t—a)H (t—a)
se tiene que:
+00 +oo
L{ft—a)H(t—a)} = f(t—a)H(t —a)e " dt = f(t —a)e " dt. (5.36)

0 a

Mediante el cambio de variable
T=1—a

entonces:

400 +o00 +oo
ft —a)e " dt = (1)e™*+0) dr = ¢ (r)e™*Tdr = e “L{f(1)} (5.37)

a 0 0
pues f tiene por transformada de Laplace a la funcién F.

Sustituyendo (5.37) en (5.36) se tiene que:

L{ft—a)H(t —a)} = e L{f(7)} = e F(s).
O
Ejemplo 5.5.3. Para calcular la transformada de la Laplace de la funcion del Ejemplo 5.5.1
definida por
212 s 0<t <3

ft)=¢ t+4 st 3<t<5
9 st t>5H

primero expresamos la misma en una forma compacta haciendo uso de la funcion escalon de
Heaviside. Del Ejemplo 5.5.1 se tiene que:

fty=2Ht)+ (t+4—2")H(t —3)+ (5—1t) H(t —5)

Matematica Aplicada 2024 122



CAPITULO 5. LA TRANSFORMACION DE LAPLACE

0 equivalentemente
flty=2H@t)+ (t+4—2t) H(t —3) — (t —5) H(t — 5). (5.38)

Ahora bien, para obtener la transformada de Laplace de f(t), haremos uso del sequndo
teorema de traslacion donde primero debemos escribir la expresion que multiplica a H(t — 3)

en términos de t — 3. Para ello, sea
z=1t—3

luego,
t+4—-22=(24+3)+4—-2(z+3)*=—-22> - 11z — 11 = —2(t — 3)*> = 11(t — 3) — 11.
Entonces (5.38) puede expresarse como:
f)=20Ht)+ [-2(t—3)*> = 11(t — 3) — 11| H(t — 3) — (t = 5) H(t — 5)
y usando esta expresion para f(t), obtenemos su transformada de Laplace:
e{f(t)} =28{*H(t)} —22{(t—3)°H(t—3)} —11€{(t = 3)H(t — 3)} +
—~11€{H(t—3)} — £{(t —5)H(t — 5)}

por lo que se tiene que

6—35

—e g {t}

e{fit)} = 23—3 —2e g {t*} — 1le L {t} — 11

S
0 equivalentemente

53 S 52

4 e (4 11 11 e
PO = - (Gt ) -

Inversién usando el segundo teorema de traslacion

Una consecuencia importante del Teorema 5.5.1 (segundo teorema de traslacién) es la férmula
que se obtiene del mismo al plantearla en términos de antitransformadas:

gt {e‘“sF(s)} = ¢! {F(s)}‘t_a H(t—a)=f(t—a)H(t—a)
siendo f(t) = £ {F(s)}.

Ejemplo 5.5.4. Para calcular
S—l e—Sﬂ'(S + 3)
s(s?2+1)
usando el sequndo teorema de traslacion obtenemos que
o e (s +3) a1 +3
s(s?2+1) s(s?2+1)

Matematica Aplicada 2024 123

H(t—7) (5.39)

t—m



CAPITULO 5. LA TRANSFORMACION DE LAPLACE

Dado que
3 A Bs+C (A+B)s*+Cs+A
sH3 A B+ C_ A+ B)s+ st A 3 p_ 302
s(s2+1) s s2+1 s(s?+1)

Se Sigue que,

-1 s+3 13 s 1
s s =3 — 3cost t 4
£ {3(52+1)} £ {8 382—1— 1 + 21 3 —3cost+ sen (5.40)

por lo que sustituyendo (5.40) en (5.39) tiene que

-t m = |3 —3cos(t —m)+sen (t—m —-m
£ {3(32+1)} [3 —3cos(t —7) + (t—m)H(t—7).A

5.6 Transformada de Laplace de funciones periédicas

Sea f = f(t) una funcién definida en [0, +00), seccionalmente continua y periédica de periodo
T es decir

F(t+nT) = f(t)
para todo n € Nj.

Entonces,

+00 too  ,(n+1)T
£{ft)} = fyetdt =" / f(t)e st dt. (5.41)

0 T

Mediante el cambio de variable
t=1+nT

con n € Ny se tiene de (5.41) que

400 T 00 T
S{rmr=> / f(r4nT)e T dr =3 et / flryemdr  (5.42)
n=0"0 n=0 0

dado que f es periddica de periodo T

Como la serie (geométrica)
+oo

E e—snT

n=0
es convergente si
|efst} — efxT <1

entonces x > 0, siendo s = x + 7y. Luego se sigue que

400 1
—snT
= - 5.43
nZ:O ’ 1 e_ST ( )
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si Re(s) > 0 y sustituyendo (5.43) en (5.42) se tiene que

O =g i

o equivalentemente,

L{f(t)} = ﬁ/ﬁ f®)e**dt si Re(s) > 0.

Ejemplo 5.6.1. Para obtener la transformada de Laplace de la onda periodica diente de sierra
fe)y=t, tel01]

periodica de periodo T'=1 como se observa en la Figura 5.6

/

Figura 5.6: Onda periédica diente de sierra

calculamos,

1—es S 52 52

1 —s —s
S{f(t)}zl_le_s/OteStdt: ! (—e _C +l).A

5.7 La funciéon impulso

En muchas aplicaciones en Ingenieria estamos interesados en buscar la respuesta de sistemas
a fuerzas que son aplicadas de repente pero sélo en un tiempo muy corto. Estas fuerzas son
conocidas como fuerzas impulsivas, cuyo valor total esta “concentrado” en un punto.

Para formular matematicamente esta funcién y comprender su interpretacion, consideremos
un pulso rectangular dado por:
0 si t<O
d(t)=< 7 si 0<t<T
0 sit>T
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N —————

Figura 5.7: Pulso rectangular ®(t)

y cuya grafica se muestra en la Figura
Claramente, el drea bajo la grafica del pulso rectangular es

+o0 T]_
d(t)dt = —dt =1.
Jron= ] 5

Si T — 0, el pulso rectangular resulta mds breve (en tiempo) y a la vez aumenta su
intensidad. De tal modo, la funcion impulso unitario § o delta de Dirac, es considerada

como el limite del pulso rectangular ® cuando 7" — 0, y cuya grafica se muestra en la Figura
5.8.

5(t)

Figura 5.8: Funcién delta de Dirac 0(¢)

La funcién delta de Dirac 6 = §(t) se caracteriza por

- 0 sit#0
6<t)_{ +o00 si t=0

pero

Matematica Aplicada 2024 126



CAPITULO 5. LA TRANSFORMACION DE LAPLACE

/M S(tydt = 1.

La llamada funcién impulso unitario es una funcién idealizada. Ciertamente no puede ser

una funciéon pues es “imposible” que una funcién sea nula excepto en un tunico punto, y su
integral sea no nula.

Esta funcién se fundamenta a través de la Teoria de Distribuciones. Puede ser interpre-
tada fisicamente como un shock o impulso que transmite energia unitaria instantaneamente
(idealizacion).

Si se desea considerar la funcion impulso unitario en el instante de tiempo ¢ = a, la deno-
tamos d(t — a), y estd definida como el caso limite del pulso unitario:

0 81t<a—%
P(t)=4q % si a—L<t<a+Z%
0 s1t>a—|—%
como se observa en la Figura 5.9.
ot —a)
(1)
L o ——
T | |
| |
| |
I |
] 1 |
'T C'L LT t a t
a,—— J—
2 T3

Figura 5.9: Pulso e impulso unitario desplazado

En este caso se tendra que,

5(t—a)={ 0 sit#a

+o00 st t=a

/_+ooc5(t—a)dt:1

o0
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y cuya grafica se observa en la Figura 5.9.
Se puede probar que si f = f(t) es continua en ¢ = a entonces se verifica que

—+00

F()8(t — a)dt = f(a)

—00

conocida con el nombre de propiedad de filtrado. Ademsds, si @ < a < [ entonces se tiene
que

B
| st = s,

Haciendo uso de la propiedad de filtrado se tiene entonces que la transformada de Laplace
de 6 =d(t —a) con a >0 es

L{é(t—a)} = /O+OO 5t —a)e dt = e .

Aunque a partir del resultado anterior, podria parecer inmediato que

£{6(t)} = /0+Oo S(t)e *tdt =1

debe tenerse en cuenta que la funcién § no es continua en ¢t = 0.

De las definiciones de la funcién escalén de Heaviside H = H (t) y la funcién delta de Dirac
= (), se puede argumentar que

por lo que se tiene que

y mas generalmente para cualquier a > 0,

H'(t—a) =0(t —a).

También es posible probar que
£ {5(")(t —a)} =s"e"

y en particular tomando a = 0,

£{s™(t)} = s
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5.8 Convolucion

En Matematica y, en particular, en Anélisis Funcional, una convolucion es un operador ma-
tematico que transforma dos funciones f y ¢ en una tercera funcién que en cierto sentido
representa la magnitud en la que se superoponen f y una versién trasladada e invertida de g.

La convolucion y las operaciones relacionadas se encuentran en diversas aplicaciones de
Ingenieria y Mateméatica. Por ejemplo, en Eléctrica y Electrénica, la convolucién permite
determinar la respuesta de un sistema lineal invariante en el tiempo ante cualquier entrada,
a partir del conocimiento de la respuesta del sistema ante una tunica entrada particular, el
impulso.

También, la convolucién, es particularmente 1til en la solucién de ecuaciones diferencia-
les. La transformada de Laplace de la solucién (inicialmente desconocida) de una ecuacién
diferencial algunas veces se reconoce como el producto de las transformadas de dos funciones
desconocidas. Por ejemplo, cuando transformamos el problema con condiciones iniciales

2" + x = cost,
x(0) = 2/(0) = 0, obtenemos

5 s 1
X(s) = i1 Eriftl = £{cost} £{sen t}.

Esto nos sugiere que deberia existir una forma de combinar las dos funciones sen t y cost
para obtener la funcién z(¢) cuya transformada sea el producto de las transformadas de aquellas.
Pero, evidentemente, z(t) no es sélo el producto de sen t y cost porque

1 S
s2 44 7 (s2+1)%

€ {costsen £} — £ {%Sen (2t)} _

Asi es que
L{costsen t} # L£{cost} £{sen t} .

Por tales motivos, estamos ante la necesidad de definir la convolucién entre las funciones
f=f(t)y g=g(t), denotada f * g, de tal modo que la transformada de f % g resulte ser el
producto de las transformada de f y g.

Definicién (Convolucién). Sean f = f(t) y g = g(t) funciones seccionalmente con-
tinuas. Se llama convolucion de f y g, y notamos f *x g a la funcion definida por

—+00

(f xg)(t) = f(r)g(t—7)dr (5.44)

Notemos que si f y g son funciones causales entonces

f(r)=g(1)=0
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siT<O0y
gt—7)=0

si 7 >t por lo que (5.44) se puede expresar como

(f*g) / f(r)g(t—r)dr. (5.45)
Teorema 5.8.1. St f y g son funciones seccionalmente continuas entonces fxg = gxf. |
Demostracion. Ejercicio. O

El siguiente teorema nos permite hallar la transformada de Laplace de la convolucién de
dos funciones:

Teorema 5.8.2. Si f y g son de orden exponencial o 1y seccionalmente continuas en
[0,4+00), entonces para Re(s) > o se tiene que

W) xg®)} = £{f (1)} £{9(0)}.

Demostracion. Sean
—+oo

F(s) = £{f(x)} = f(x)e™" d

G(s) Zﬂ{g(y)}Z/U Oog(y)e‘sydy'

Entonces por el teorema de Fubini,

+0o0o +0o0
_ / f(@)g(y)e™@ dady = / / f@)gy)e @ dedy  (5.46)
0 0 R

donde R es la regién plana representada en la Figura 5.10.
Mediante la transformacion en el plano

tz,y)=c+y, 7(z,y)=y

donde |J(z,y)| = |t,7y — Tuty| = 1 se tiene que (5.46) se puede expresar como

// f(t —71)g(r)e " drdt (5.47)

donde D es la region del plano representada en la Figura 5.10 que se obtiene de la transformacién
dada, por lo que (5.47) se puede expresar como
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rece - [ (-7 olr) i) i [ et (1) gl

o equivalentemente

F(s)G(s) = £{f(t) xg(t)} -

// TN

i

Figura 5.10: Regiones Ry D

Inversion usando convolucién

Una consecuencia importante del Teorema 5.8.2 es la féormula que se obtiene del mismo al
plantearla en términos de antitransformadas:

SHE(s)} = £7H{G(9)} = £H{F(5)G(s)}-

Ejemplo 5.8.1. Obtengamos la solucion de la ecuacion diferencial
2" + x = cost,

con las condiciones iniciales x(0) = 2/(0) = 0, planteada en la introduccion de esta Seccion.

Como |
s S
X p— f—
(5) (s2+1)?2 s24+1s241

entonces

x(t):i}_l{X(s)}:S_l{ i }*2—1{ ! }:cost*sent.

s24+1 s2+1
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Entonces,

t
t
x(t) = / cos(t — 7)sen (1)dr = sen t.A
0

5.9 Ejercicios propuestos

1. En cada uno de los siguientes casos, determine la transformada de Laplace de la funcién
f, y su correspondiente abscisa de convergencia.

(a) f(t) =2et (c) f(t) =6 sen (2t) — 5cos(2t)
(b) f(t) =2t* — e (d) f(t) = cosh(5t) — 4 senh(2t)

2. Utilice el primer teorema de traslacién para obtener la transformada de Laplace de f en
cada uno de lo siguientes casos:

(@) F(6) = e cos(i) (©) 7it) = e
(B) (£) = e cosh(bt) (@) (1) = 5t

3. En cada uno de los siguientes casos, utilice el teorema de la derivada de la transformada
de Laplace, para obtener £{f(¢)}.

(a) f(t) =t sen (wt) (c) f(t) =1t
(b) f(t) = t* sen (2t) (d) f(t) =t*(sen t— cost)

4. Halle la transformada inversa de Laplace de cada una de las siguientes funciones:

1 1 b
(a) F(s) = 575 (c) Fs) =4 (e) F(8) = 5776
(b) F(s)zsf2 (d) F(S)Zszs_z () F(S):s21—3

5. Utilice la propiedad de linealidad de la transformacién inversa de Laplace para obtener:

(a) &1 {

ds+4 2s+18 24}

- 24 6 4s+3 _ 8—G6s
53 s24+9 st

b) ¢! -
(b) £ {25—3 05— 16 ' 1652+ 9

6. Utilice el primer teorema de traslacion para hallar:
6s — 4 3s+7
g S R Y
(&) {52—4s+20} (©) {52—2$+5}

4ds +12
b) £ ——"—
(b) {32+43+16}
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7. Mediante descomposicién en fracciones simples, halle las transformadas inversas de La-
place de las siguientes funciones:

(a) F(s) = 35 +1 (¢) F(s) = 3s+ 7

s3—s2+s5—1 s2+3s+2
4s +12
b) F(s) = ———
(b) F(s) s?+8s+ 16
8. Resuelva los siguientes problemas de valores iniciales haciendo uso de la transformada de
Laplace:

(a) 2" + 62" 4+ 10z = 0, (c) 2" — 32" + 32 —x =t?e,

z(0) =0, 2/(0) = 6. z(0) =1, 2/(0) =0, 2”(0) = —2.
(b) 2"+ 9x = 20> + 4t + 7, (d) 2" 4 9z = cos(2t),

z(0) = 2/(0) = 0. z(0) =1, z(r/2) = —1.

9. Use la transformada de Laplace para resolver los siguientes sistemas de ecuaciones dife-
renciales:

@ { 52120 el auea(0) = y(0) = 140 = 4(0) = -1

2" —y' —a' —y =3y — 9z
© { oo T LI T T atque a(0) = '(0) = 1, y(0) = /(0) =

10. Vibraciones mecanicas

Los sistemas mecéanicos de traslacion pueden ser usados para modelar muchas situaciones
e involucran tres elementos bésicos: masas (con masa M, medida en Kg), resortes (con
rigidez del resorte k, medida en Nm™!) y amortiguadores (con coeficiente de amortigua-
miento B, medido en Nsm™1).

Las variables asociadas son el desplazamiento x(t) (medido en m) y la fuerza F(t) (me-
dida en N). Convencionalmente, los elementos bésicos son representados simbélicamente
de la siguiente manera:

% =% i —
I | ! l
F x E . K I F F ! o } F
e |
(2) Masa (b) Resorte (c) Amortiguador

Suponiendo que estamos tratando con resortes y amortiguadores ideales (esto es, supo-
niendo que se comportan linealmente), las relaciones entre las fuerzas y los desplazamien-
tos en el tiempo ¢ son:
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Masa: F'= Mx"(t) (ley de Newton)
Resorte: F' =k (g — x1) (ley de Hooke)
Amortiguador: F = B (2}, — )

(a) La masa del sistema masa-resorte-amortiguador de la figura estd sometida a una
fuerza periédica externa F'(t) = 4sen (wt) aplicada en el tiempo t = 0.

Como esta indicado en la figura, las fuerzas que actian sobre la masa M son la
fuerza aplicada F'(t) y las fuerzas de restauracién F; y F» debidas al resorte y al
amortiguador respectivamente.

Fi)=Kx(t) Fp(1)=Bx(1)

M

Tl M=1 F() =4 senwr

Ao

l F()=4senwt
x(t)

Asi por la ley de Newton,
Mzx"(t) = F(t) — Fi(t) — Fx(¢).

Dado que M = 1, F(t) = 4sen (wt), Fi(t) = kx(t) = 25z(t) y Fr(t) = Ba'(t) =
62'(t), se tiene que:
Z"(t) + 62'(t) + 25x(t) = 4sen (wt).

Mediante la transformada de Laplace, determine el desplazamiento resultante x(t)
de la masa en el tiempo ¢, suponiendo que x(0) = 2’(0) = 0, para los casos:

Lo w=2
ii. w=>5. jqué pasaria con la respuesta si no tuviese el amortiguador?

(b) Considere el sistema mecanico de la figura, que consiste en dos masas M; y M, cada
una atada a una base fija por un resorte, con constantes k; y k3 respectivamente, y
atadas entre si a un tercer resorte con constante ks.

Fa=Ky(x; - x1)

F3=Ksx,

M, -~ M

| 1
L -
xy(r) xa(1) ENG] E10)

El sistema es soltado desde el reposo en el tiempo ¢ = 0 en una posicién en la cual
M esta desplazada una unidad a la izquierda de su posicién de equilibrio y M, esta
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desplazada dos unidades a la derecha de su posiciéon de equilibrio.

Sean z1(t) y z2(t) los desplazamientos de las masas M; y M, respectivamente desde
sus posiciones de quilibrio. Como todos los efectos de friccién son despreciados, las
unicas fuerzas que actian sobre las masas son las fuerzas de restauracién debidas
a los resortes, como se muestra en la figura. Aplicando la ley de movimiento de
Newton a M; y Ms respectivamente, se obtiene

Mlx’l/ = Fg — Fl = k’g (ZEQ — $1) — k‘ll'l
ng‘g = —Fg — F2 = —k'gl'g — ]fz (1’2 - .ﬁlﬁ'l)
que, sustituyendo los valores dados en la figura para My, My, ky, ko v k3, se obtiene:
] +3x; —2x9 =0
2zl + 4xy —2x1 =0
Haciendo uso de la transformada de Laplace, obtenga las posiciones de las masa en
el tiempo t.
11. Circuitos eléctricos

Los circuitos eléctricos pasivos son construidos con tres elementos basicos: resistores (que
tienen resistencia R, medida en ), capacitores (que tienen capacitancia C', medida en
farads F) e inductores (que tienen inductancia L medida en henrys H). Las variables
asociadas son: corriente i(t) (medida en amperes A) y wvoltaje v(t) (medido en volts V).

El flujo de corriente en el circuito estd relacionado con la carga ¢(t) (medida en coulombs
C) mediante la relacion:

Convencionalmente, los elementos basicos se representan simbdélicamente como en la si-
guiente figura:

C
R L
+ - + - + e
—T—F—o oo—JF—% o0—~—
i(t)—u i{(f)—> ()
Resistor Capacitor Inductor

Las relaciones entre el flujo de corriente i(¢) y la caida de voltaje v(t) a través de estos
elementos en el tiempo ¢ son:

caida de voltaje a través de la resistencia: vg(t) = Ri(t) (ley de Ohm)

1 t
caida de voltaje a través del capacitor: vo = c / i(t)dt = £C)
caida de voltaje a través del inductor: v (t) = Li'(¢)
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La interaccion entre los elementos individuales que forman un circuito eléctrico esta de-
terminada por las leyes de Kirchhoff. En particular, la ley de las tensiones de Kirchhoff
establece que:

La suma algebraica de todas las caidas de instantaneas de tension en torno a cualquier
circuito cerrado es cero, o sea que la fuerza electromotriz aplicada (fuente de woltaje)
en cualquier circuito cerrado es igual a la suma de las caidas de tension en el resto del
circuito.

Sea el circuito RLC' de la figura siguiente, formado por un resistor R, un capacitor C'y
un inductor L conectados en serie a una fuente de voltaje e(t).

i
* G, e

t=0

e() C)ﬂ(") Ce=9

Aplicando la ley de tensiones de Kirchhoff al circuito de la figura se obtiene
1
Ri+ Li' + E/i(t) dt = e(t)
o, usando el hecho que i(t) = ¢'(t), entonces:

1
L¢"+ Rq + —=q = e(t).
C
Si antes de cerrar el interruptor en el tiempo ¢ = 0, tanto la carga como la corriente
resultante en el circuito son cero, use la transformada de Laplace para determinar la

carga ¢(t) en el capacitor y la corriente i(t) en el circuito en el instante de tiempo ¢
sabiendo que R =160Q, L=1H,C =10"*F y e(t) =20 V.

12. Utilice la funcién escaléon de Heaviside para expresar en forma compacta los pulsos si-
guientes y obtenga sus transformadas de Laplace.
y

(a) 100 (b) f(t):{ —2sen t si m<t<27

0 sit<m 6 t>2m

13. Represente graficamente la funcion f y utilice el segundo teorema de traslacién para
obtener su transformada de Laplace en cada uno de los siguientes casos:
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(a) f(t)=sen (t —m)H(t —m)
(b) f(t) = [sen (wi)|
f

sen t si 0<t<nm .
(c) (t):{o § m<t<om tal que f(t +2m) = f(t), t >0

14. La entrada 6;(t) y la salida 0y(¢) de un servomecanismo estén relacionados por la ecuacion
diferencial
6y + 80y + 160y = 0;, t >0
e inicialmente 6(0) = 6)(0) = 0. Para 6, = f(t), donde f(t) = { ot

s—1 ¢e7°
muestre que £{0;} = —5— + —- y luego obtenga una expresién para la respuesta del
s s

sistema en el tiempo .

15. Durante el intervalo de tiempo [t1, 5], una fuerza electromotriz constante ey actia en
un circuito serie RC. Supongamos que el circuito estd inicialmente en estado de reposo,
verifique que la corriente en el circuito en el tiempo ¢ es:

. € —(t— —
it) = Ef [e” RO (t — 1)) — RV RCH(t — t,)] .

16. Obtenga la trasnformada de Laplace F(s) de cada una de las siguientes funciones f(t)
cuyas graficas son las siguientes:

(a) Onda rectangular periédica

A

| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | ! 1
0 T 2T 3T AT
l l l l
| | | |
_AT
(b) Onda triangular periédica
Al
| |
| |
| |
| |
1 1 t
0 T 2T 3T 4T

17. Calcule la transformada de Laplace de f en cada uno de los casos siguientes:
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(a) f(t) =te*g'(t) 4t si 1 <2

(b) f(t) = g"(t) +¢(1) B fe)= lo-4 d2<izd
(c) f(t) = e 3 cos(2t + 4) )

(d) f(t) = 2e'sen (wt) cos(wt) (g) f(t) =sen*t

(e) f(t) = /0 g(u)g(t —u)du (h) f(t) = /0 re** cosx dx

18. Un impulso de voltaje Ed(t) es aplicado en el tiempo ¢ = 0 a un circuito que consiste de
una resistencia R, un capacitor C' y un inductor L conectados en serie. Antes de aplicar
el voltaje, tanto la carga en el capacitor como la corriente resultante en el circuito son
cero. Determine la carga ¢(t) en el capacitor y la corriente resultante i(¢) en el circuito
en el tiempo t.

19. Funciones de transferencia

La funcion de transferencia de un sistema lineal invariante en el tiempo esta definida como
la razén de la transformada de Laplace de la salida del sistema (o funcién de respuesta) y
la transformada de Laplace de la entrada del sistema (o funcién fuerza), bajo el supuesto
de que todas las condiciones iniciales son cero (esto es, el sistema estd inicialmente en un
estado de Teposo).

Las funciones de transferencias se usan frecuentemente en Ingenieria para caracterizar las
relaciones de entrada-salida de los sistemas lineales invariantes en el tiempo, y juega un
papel importante en el analisis y diseno de dichos sistemas. Las funciones de transferencia
de un sistema lineal invariante en el tiempo, son ttiles para estudiar las condiciones de
estabilidad de un sistema.

Consideremos un sistema lineal invariante en el tiempo caracterizado por la ecuacion
diferencial

d"x d" 1z d™u dm 1ty
Apy—— + Ap—1—— + ...+ agl = bmdt_m -+ bm_lW

..+
dtn A1 Tt bou

donde n > m, ag, ay, ..., an, b, b, ..., by, son constantes, y z(t) es la respuesta del sistema
o salida correspondiente a la entrada o término de fuerza u(t) aplicado en el tiempo ¢ = 0.

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion anterior y usando el hecho de que
todas las condiciones iniciales son cero, obtenemos

(ans™ + an_15""" + ...+ ag) X(5) = (byns™ + byp_18™ ' + ..+ bo) U(s)
donde X(s) = £{x(t)} vy U(s) = £{u(t)}.
La funcién de transferencia del sistema, denotada G(s), se define como

X(8)  bps™ 4 bp18™ T+ + by
U(s) pS™ + Ap_18" "+ .+ ag
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Entrada Sistema Salida

X(s)
Us) oy e

y el sistema puede representarse en forma de diagrama por la operacion dentro de la
caja de la figura siguiente. Esta representacion se conoce como el diagrama de bloque de

entrada-salida del sistema.
Escribiendo P(s) = 0, 8™ 4 bpp18™ 4+ .+ 0o y Q(S) = aps™ + ap_18" 1 + ... + ap, la
funcién de transferencia puede expresarse como una funcién racional

D(s)
Q(s)

donde, para hacer que el sistema sea fisicamente realizable, los grados m y n de los
polinomios P(s) y Q(s) deben ser tales que n > m.

G(s) =

La ecuacién Q(s) = 0 es llamada ecuacion caracteristica del sistema, su grado, determina
el orden del sistema y sus raices se conocen como los polos de la funcién de transferencia.
De la misma manera, las raices de P(s) = 0 son los ceros de la funcién de transferencia.

Es importante destacar que, en general, una funcién de transferencia sélo se usa para
caracterizar un sistema lineal invariante en el tiempo. Es una propiedad del propio sistema
y es independiente tanto de la entrada como de la salida del sistema.

A pesar de que una funcién de transferencia caracteriza la dindamica del sistema, no
proporciona informacién concerniente a la estructura fisica real del sistema, y de hecho
sistemas que son fisicamente distintos pueden tener la misma funcién de transferencia.

(a) La respuesta z(t) de un sistema invariante en el tiempo a una funcién de fuerza wu(t)
estd determinada por la ecuacion diferencial

92" (t) + 122/ (t) 4+ 13z(t) = 2u/(t) + 3u(t).

i. Determine la funcion de transferencia que caracteriza al sistema.
ii. Proporcione la ecuacién caracteristica del sistema. ;Cudl es el orden del sistema?
iii. Determine los polos y los ceros de la funcién de transferencia e ilistrelos en un
diagrama en el plano s.

(b) Repita el ejercicio (a) para un sistema cuya respuesta x(t) a una entrada u(t) estd
determinada por la ecuacién diferencial

Az dx du
—_— +2— = 3— + 2u.
dt2+ dt—|—5x 3dt+u

20. Respuesta al impulso
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En el ejercicio anterior encontramos que para un sistema invariante en el tiempo que tiene
funcién de transferencia G(s), la respuesta x(t) del sistema inicialmente en reposo, a una
entrada u(t) estd determinada por la relacién en las transformadas

Si la entrada u(t) es la funcién impulso 0(f) entonces la respuesta del sistema estara
determinada por

X(s) = G(s)&{3(t)} = G(s).

Aplicando la tranformada inversa de Laplace a esta ultima ecuacién, obtenemos la res-
puesta en el tiempo que se llama la respuesta al impulso del sistema y la denotamos
h(t) (algunas veces tambien es conocida como la funcion peso del sistema); esto es, la
respuesta al impulso esta dada por

ht) = 7 {X(s)} = £ {G(s)}.

Como la respuesta al impulso es la transformada inversa de Laplace de la funcion de trans-
ferencia, se sigue que tanto la respuesta al impulso como la funcién de transferencia llevan
la misma informacién acerca de la dinamica del sistema lineal invariante en el tiempo.
Por tanto, es posible determinar la informacion completa del sistema excitandolo con un
impulso y midiendo la respuesta. Por esta razén es una practica comun en ingenieria ver
la funcion de transferencia como la transformada de Laplace de la respuesta al impulso,
ya que esto pone énfasis en los pardmetros del sistema cuando se consideran disenos de
sistemas.

Determine las respuestas al impulso de los sistemas lineales cuya respuesta x(t) a una
entrada u(t) estd determinada por las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) 2"(t) + 152'(t) 4+ 562 (t) = 3u(t)
(b) 2"(t) — 42’ (t) + 13z(t) = u(t)

21. Teoremas del valor inicial y del valor final

Los teoremas del valor inicial y del valor final son dos teoremas muy ttiles que nos
permiten predecir el comportamiento del sistema cuando t — 0 y t — 400 sin invertir la
transformada de Laplace.

Teorema del valor inicial: Si las funciones f(t) y f(t) son transformables por Laplace y

existe lim sF(s), entonces lim f(t) = f(0") = lim sF(s).
S—>00 t—0+ S—00

Es importante destacar el que teorema del valor inicial no d4 el valor inicial de f(0), sino
m4s bien el valor de f(t) cuando ¢t — 0.

Teorema del valor final: Si las funciones f(t) y f'(t) son transformables por Laplace y
existe lim f(¢), entonces lim f(¢) = lim sF(s).
t——+o00 t—+00 5—0
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Las demostraciones de ambos teoremas se pueden ver en Matemdticas Avanzadas para
Ingenieria 2° edicién de Glyn James, Pearson Educacién, México, 2002.

(a) Verifique el teorema del valor inicial para las funciones:

i. f(t)=2—3cost ii. f(t) = (3t —1)?
(b) Verifique el teorema del valor final para las funciones:

i. f(t) =1+ 3e'sen (2t) . f(t) =t?e

(c) Use los teoremas del valor inicial y del valor final para encontrar el saltoen ¢t =0y
el valor limite cuando ¢ — +o00 para la solucién del problema de valor inicial

Ty (t) + 5y(t) = 4+ e + 25(t)
con y(07) = —1.
22. Obtenga la expresion del producto de convolucién en cada uno de los siguientes casos:
(a) 1xt (c¢) f(t)xf(t) donde f(t) = H(t)—H(t—1)

(b) t=*sen t (d) etxsen ¢

23. Utilice el teorema de convolucion para obtener las transformadas inversas de Laplace de
las funciones siguientes:

1 . S
(a) F(s) = e (b) F(s) = [CESE

24. Halle la solucion del problema de valor inicial
t
Y+ 5/ cos2(t —u)y(u) du =10, y(0) = 2.
0

25. Respuesta de un sistema a una entrada arbitraria

La respuesta al impulso de un sistema lineal invariante en el tiempo es particularmente
ultil en la préactica ya que nos permite obtener la respuesta del sistema a una entrada
arbitraria usando la integral de convolucién. Esto provee a los ingenieros un método tutil
de andlisis de sistemas dindmicos.

Consideremos un sistema lineal caracterizado por su respuesta al impulso h(t). Se puede
demostrar (Matemdticas Avanzadas para Ingenieria 2° edicién de Glyn James, Pearson
Educacion, México, 2002) que la respuesta z(t) del sistema a una entrada arbitraria u(t),
estando ésta inicialmente en un estado de reposo, esta dada por:

() = /Om Wt — 7) dr = /Ot WAt — 7) dr
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pues h(t) es una funcién causal. Esto es,

x(t) = u(t) = h(t).

Como la convolucion es conmutativa, también podemos escribir:

2(8) = h(t) % u(t) /0 W)t — 1) dr.

(a) La respuesta y(t) de un sistema a una fuerza de transmision 6;(t) estd dada por la
ecuacion diferencial lineal:

d*6, db,
29 49770 — 0.
72 + 7 +50) = 6;

i. Determine la respuesta al impulso del sistema.

ii. Use la integral de convolucion para hallar la respuesta del sistema a una entrada
escalén unitario en el tiempo t = 0, suponiendo que esta inicialmente en estado
de reposo.

iii. Confirme el resultado obtenido en (ii) por calculo directo.

(b) Halle la respuesta del sistema a la entrada de pulso u(t) = A[H(t) — H(t —T)],
suponiendo que estd inicialmente en reposo, caracterizado por la ecuacién diferencial:

a"(t) + T’ (t) + 122(t) = u(t).
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Tabla de transformadas de Laplace

S{f(t)} = F(s) = / e o Ssen @} = 5o
)= ¢ o Sfeos W} = 5o
e{in} = Sﬁl o S{H(t—a)} =" a>0
£ {e} :ﬁ o £{(t—a)}=e", a>0

Algunos resultados importantes

Derivada de la transformada:

(D) = (A1) (S0} = (-1 F(s)

Primer teorema de traslacién:
e )} = L{fO}H,cu=F(s—a)
Invserién usando el primer teorema de traslacion:
CHF(s—a)} = "€ {F(s)} =" f(1)

Transformada de una funcion periddica f de periodo T

LNI0) p— / e f (1) dt

1— esT
Segundo teorema de traslacion:
C{ft—a)H{t —a)} = e L{f(t)} = e " F(s)
Inversion usando el segundo teorema de traslaciéon:
g {e ™ F(s)} = £7! {F(s)}‘t_a H(t—a)=f(t—a)H(t —a)
Transformada de derivadas:
{0} = s"F(s) = "1 f(0) = 5" f1(0) — .. — f7H(0)

Transformada de integrales:
! 1 1
o{ [s@yan} = 1o s} = F09

Transformada de la convolucion:

L) +g(1)} = LL{F )} £{9(t)} = F(s)G(s)
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Evaluacion de los Capitulos 4 y 5

+OOZL'2+1 T
de = —.
zt+1 V2

1. Pruebe que/
0

2. Sea la funcién definida por

donde p € Z.

(a) Determine el valor de p de manera que f tenga un polo de orden 3 en z = 0.
Para el valor de p hallado en (a):

(b) Obtenga la representacién en serie de Laurent de f en 0 < |z] < +00.

(c) Haciendo uso del teorema de los residuos, calcule

fc 22 f(2) dz,

siendo C' la curva de ecuacién |z — i| = 2 recorrida en sentido positivo.

Z+1

3. Dada la funcién definida por f(z) = e
z

(a) Halle y clasifique las singularidades aisladas de f en el plano complejo extendido.

(b) Determine el circulo de convergencia de la serie de Taylor de f centrada en 1+ i.

4. Calcule la transformada de Laplace de la funcién periddica f cuya grafica es la siguiente:

f(t)
1______""/_f_____""/—.
0 1 D 3 7} 5 c

5. La respuesta 6y(t) de un sistema para una funcién de fuerza

3 si 0<t<1
Qi(t):{o si t>1
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estd dada por la ecuacién diferencial de segundo orden 6 (t) +66;(t) + 106, = 6;(t), donde
t > 0. Determine la respuesta del sistema en el tiempo ¢ suponiendo que el sistema esta
inicialmente en estado de reposo.

t
6. Halle la funcién y = y(t) sabiendo que y(t) =6 (t — 1) + 2/ y (1) cos(t — 1) dr.
0
7. Obtenga:

(a) S{e‘t [5 7 sen (vV/37) dr} b) o {s(e——ss}

8. Halle x(t) del problema de valor inicial
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Capitulo 6

Métodos numeéricos

6.1 Introduccion a los Métodos Numéricos

6.1.1 Introduccion

Los modelos matemdticos son representaciones de fendémenos, sistemas o procesos que aparecen
en las distintas ciencias naturales y sociales, la industria, la gestion, entre otros. Estos modelos
sirven como herramienta para resolver problemas cientificos cuyo objetivo es analizar, describir,
explicar, simular, explorar, controlar y predecir esos fenémenos o procesos.

Usando las leyes generales de la Fisica, la Quimica, la Economia, etc., se obtienen deter-
minadas ecuaciones (algebraicas, diferenciales, integrales, etc) que modelan el problema en
estudio. Tomando la mateméatica como herramienta, es posible encontrar respuestas a estos
problemas planteados.

El siguiente esquema representa el rol de la matematica y su relacion con las aplicaciones.

Problema del ARt Formulacitn
mundo real matemadtica

A N

Fisicos, bidlogos,
economistas, etc.

~ «

Solucidn del SRR Solueidn
mundo real matemdtica

-+ Matematicos

Figura 6.1: Representacion esquemaética en la resolucién de problemas

En la modelacién y resolucion de un problema formulado matematicamente contribuyen
muchos especialistas a lo largo de anos de trabajo, investigacion y experimentacion. Para
modelar se hacen simplificaciones de modo que podamos resolver el problema en cuestion, por
lo que el modelo matematico no puede describir exactamente la realidad que se observa. Por
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eso, muchas veces las respuestas a los modelos deben validarse con resultados experimentales y
observables en los mismos fenémenos.
Muchas veces sucede que no podemos hallar analiticamente las soluciones exactas a nuestros
problemas matematicos, por ende tenemos que recurrir a una solucion aproximada del problema.
Las aprorimaciones numeéricas introducidas al modelo matemdtico ahora reemplazaran el
problema matemdtico por un problema numérico.

Definicién (Problema numérico). Un problema numérico es una descripcion clara
y sin ambigiiedades que relaciona datos de entrada (data) con datos de salida (solucio-
nes). Estos datos consisten en un nimero finito de cantidades reales.

Entonces, al tener que reemplazar nuestro problema matematico por un problema numérico,
una representacién alternativa al esquema original de la Figl6.1] es la siguiente:

: Cuestionamientos Modelo matemitico
Problemas cientificos ® (Problema matemdtico)

Aproximaciones
numeéricas

Respuestas Problema numérico

(Problemas del mundo real) (Solucianes numéricas)

Figura 6.2: Representacion alternativa

En la Figl6.2] observamos que a partir de cuestionar los problemas cientificos, complejizamos
los modelos matemaéticos, de esta manera obtenemos aproximaciones numéricas como respuestas
a los problemas del mundo real.

Ahora bien, para construir estas soluciones aproximadas necesitamos desarrollar, implemen-
tar y validar los métodos numéricos que usaremos. Es decir, un problema numérico determinado
necesita ser resuelto por un algoritmo o método numérico apropiado.

Definicién (Algoritmo o método numérico). Un algoritmo es una descripcion
completa de un niumero finito de operaciones bien definidas para un problema numérico
dado, a través de las cuales cada vector de datos de entrada es transformado en un
vector de datos de salida.

Estos algoritmos son desarrollados tedricamente, implementados computacionalmente en
algin lenguaje o cddigo de programacién (Matlab, Octave, ScilLab, Fortran, C, C++, Phy-
ton, etc) y testeados numéricamente. Los mismos nos permitirdn simplificar procedimientos y
calculos matematicos en la computadora.

Dado que la computadora estd compuesta por dispositivos que realizan operaciones logicas
y aritméticas, los procedimientos matematicos deben simplificarse de tal manera que sean
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accesibles para ser procesados por una computadora. Este es uno de los objetivos principales
del area de estudio de los Métodos Numéricos.

Historicamente el descubrimiento y desarrollo de muchos métodos numéricos ha sido de
caracter empirico. Su estudio se ha consolidado como ciencia especifica a partir del desarrollo
de las computadoras y la tecnologia. El area de la Matematica que se encarga de estudiar los
fundamentos de los métodos numéricos y analizar sus errores se conoce como Andlisis Numérico.
Esta area de la matematica moderna comprende a la vez de muchas sub-areas y se encuentra
en pleno desarrollo dado que existen problemas cientificos que ain no se ha encontrado un
algoritmo satisfactorio.

Entre las distintas areas de las matematica, los métodos numéricos se aplican en:

e Resolucién de Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL)

Raices de ecuaciones y de sistemas de ecuaciones no lineales

e Aproximacién de funciones (interpolacidn, ajuste de curvas, etc.)

Derivacién e integracién numérica

e Aproximacion de autovalores y autovectores

Resolucion de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO)
e Resolucién de Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP)

Los métodos numéricos que desarrollaremos en este capitulo permitiran simplificar procedi-
mientos matematicos de manera que podamos auxiliarnos con una computadora en problemas
como: resolver sistemas de ecuaciones lineales, hallar raices de ecuaciones no lineales y de siste-
mas no lineales, calcular derivadas numéricamente, operar con matrices y aprorimar soluciones
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Ese serd nuestro objetivo.

Las principales caracteristicas que tiene que tener un algoritmo son la eficiencia (rapidez
de computos) y la precision (exactitud de los resultados). Sin embargo, hay més caracteristicas
deseables en un algoritmo numérico:

e Finito: Debe terminar en un numero finito de pasos.

e Definido: Las accciones deben definirse sin ambigiiedad.

e Entrada (input): Puede tener una o varias entradas bien definidas.

e Salida (output): Debe tener una o varias salidas bien definidas.

e Eficiente: Las operaciones deben hacerse en un determinado lapso de tiempo “tolerable”.

e Preciso y exacto: Las salidas del algoritmo deben aproximarse tanto a la solucién del
problema como aproximarse entre si.

e Estable: Pequenos cambios en los datos de entrada (input) deben generar pequenos
cambios en los resultados de salida (output).
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6.1.2 Ejemplo de un problema y un método numérico

Problema numérico: Calcular v/2 con determinada tolerancia.
Para resolver este problema numérico, usaremos el siguente algoritmo:

ENTRADA: z, (aproximacién inicial), tol (tolerancia)
PASO 1: & «— & (wy+ 2)

PASO 2: Si |21 — x| < tol, entonces TERMINAR.

En caso contrario, actualizar xy <— x; y volver al PASO 1
PASO 3: Asignar la salida a x;

PASO 4: TERMINAR
SALIDA: z; aproximacién de V2

Entonces, si tomamos inicialmente zq = 1 y tol = 1 x 107° resulta:

1 2 L
rn=—|zo+— ) =15 (1 digito exacto)
2 Zo

Como |z1 — x¢| = 0.5 > tol, volvemos a calcular:

1 2
T2 =3 (ml + —) = 1.416666666666667 (3 digitos exactos)
T

Como |zy — x1| = 0.083333333333333 > tol, volvemos a calcular:

1 2
T3 =5 (:L’z + —) = 1.414215686274510 (6 digitos exactos)
L2

Como |xy — x1| = 0.002450980392157 > tol, volvemos a calcular:

2 T3

Como |z1 — xo| = 0.000002123899820 < tol, el algoritmo termina y resulta entonces:

1 2
Ty == <x3 + —) = 1.414213562374690 (12 digitos exactos)

x4 = 1.414213562374690

la aproximacién de v/2 = 1.414213562373095... con 12 digitos exactos.

Es necesario aclarar que nuestro problema numérico en este caso consiste en calcular la raiz
aproximada de dos con cierta tolerancia fijada de antemano mediante un esquema iterativo.
Este tolerancia se fija como un valor que acotacion entre la distancia entre aproximaciones
sucesivas construidas por el esquema, esto es,

d($k+17$k) = |Ik+1 - Ik|

Ahora bien, necesitamos poder implementar este como otros algoritmos en una computado-
ra. Para ello, introduciremos brevemente los programas (software) que mas se usan para realizar
calculos numéricos actualmente. En la Bibliografia o en los Links de interés puede encontrarse
mas informacién sobre estos programas.
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6.1.3 Software para programacién de métodos numéricos

¢ MATLAB (MATrix LABoratory) Es un software privado de MathWorks creado por el ma-

tematico y programador C. Moler en 1984. Funciona como un intérprete permitiendo ejecutar
ordenes en modo interactivo. Tiene un lenguaje propio de programacion.
www .mathworks . com/products/matlab/

e OCTAVE (GNU Octave): Software libre para realizar cdlculos numéricos considerado el equiva-

lente libre de MATLAB. Es parte del proyecto GNU. No es un sistema de dlgebra computacional
como Mathematica o Maple, estd orientado al andlisis y calculo numérico. Creado en 1988 para
la ingenieria quimica y desde 1992 J.W. Eaton sigue su desarrollo.
www.gnu.org/software/octave/

e Scilab: Software para andlisis numérico con lenguaje de programacion de alto nivel para calculo

cientifico. Compatible con licencia GNU. Desarrollado inicialmente en el INRIA (Francia) en los
80’s por los programadores F. Delebecque y S. Steer. Desde julio de 2012, lo desarrolla Scilab
Enterprises.

www.scilab.org/

e Fortran (Formula Translating System): Lenguaje de programacion de alto nivel especialmente

adaptado al cdlculo numérico y la computacién cientifica. Necesita un compilador para traducir
al cédigo maquina. Desarrollado en IBM en 1957 por el matematico J. Backus. Todavia vigente
y en desarrollo (FORTRAN 66/77, Fortran 90/95/2003/2008).

www.fortran.com/

Para nuestro ejemplo anterior, tenemos la implementacién del algoritmo usando MATLAB:

Codigo en MATLAB: rcuad.m

h
b
b
b

x1

end

fprintf(’ n Valor final aproximado: %12.15f n’,x1) 7 output
fprintf(’Valor exacto MATLAB : %12.15f n’,sqrt(2)) 7 exacto

fprintf (’Error absoluto : %12.15f n’,abs(xl-sqrt(2))) % error final
end

function x1 = rcuad2(x0,tol)

rcuad.m aproxima la raiz cuadrada de 2.

INPUT: xO: aproximacion inicial de la raiz de 2.

tol : (opcional) tolerancia admitida (valor por defecto: b5e-12).
OUTPUT: x1 : valor aproximado con dicha tolerancia.

clc % limpio salida MATLAB

if nargin < 2, tol = Be-12; Y, tolerancia por defecto

end

fprintf(’Valor inicial aproximado: %g \ n \ n n raiz error n’,x0)
x1 = .5%(x0+2/x0); % inicio aproximacion

err = abs(x1-x0); 7 calculo error entre aproximaciones

k=1; % contador
fprintf (’%3d %12.15f %12.15f n’,k,x1,err) % imprimo valor inicial
while err>tol % verifico convergencia

x0 = x1;

= .b5x(x0+2/x0); 7 actualizo termino aproximado
err = abs(x1-x0);
k =k +1;

fprintf (’%3d %12.156f %12.15f n’,k,x1,err) J imprimo valores aproximados
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Ventana de Comandos en MATLAB:

>> format long

>> x0 = 1.0;

>> tol = le-b5;

>> r = rcuad2(x0,to)

Valor inicial aproximado: 1
n raiz error

1 1.500000000000000 0.500000000000000
2 1.416666666666667 0.083333333333333
3 1.414215686274510 0.002450980392157
4 1.414213562374690 0.000002123899820

Valor final aproximado: 1.414213562374690
Valor exacto MATLAB : 1.414213562373095
Error absoluto : 0.000000000001595

r = 1.414213562374690

Observacién: También podemos correrlo de la siguiente manera:

>> r = rcuad2(1,1e-15)
Otra manera es armar un script de nombre test_rcuad2.m como un archivo aparte en el mismo
directivo que ejecute secuencialmente los comandos dados en la Ventana de Comandos.

6.1.4 Aplicaciones en la Ingenieria

Actualmente existen muchas revistas cientificas, congresos y asociaciones donde ingenieros y
cientificos de distintas disciplinas se encuentran para compartir y mostrar avances en las aplica-
ciones de métodos numéricos aplicados en la Ingenieria, asi también como su desarrollo tedrico
y experimental. Algunos de estos eventos y revistas se citan a continuacion (jhay muchos mas!).

Congresos:
e VI Congreso de Matematica Aplicada, Computacional e Industrial (MACI 2017)
e XXIII Congreso sobre Métodos Numéricos y sus aplicaciones (ENIEF 2017)

Asociaciones:
e |Asociacion Argentina de Matematica Aplicada, Computacional e Industrial (ASAMACI)
e Asociacion Argentina de Mecanica Computacional (MECOM)

Revistas internacionales:

e Journal of Computational and Applied Mathematics
e [nternational Journal of Numerical Methods and Applications
e International Journal for Numerical Methods in Engineering

[nternational Journal of Applied and Computational Mathematics

Computers and Mathematics with Applications
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6.2 Introduccion a MATLAB

6.2.1 Caracteristicas

MATLAB (abreviatura de MATrix LABoratory o “laboratorio de matrices”) es una herramien-
ta de software matematico que ofrece un entorno de desarrollo integrado con un lenguaje de
programacion propio. El mismo esta disponible para las plataformas de sistemas operativos
de Unix, Windows, Mac OS X y GNU/Linux. MATLAB puede pensarse como una “gran
calculadora” adecuada para realizar calculos con vectores y matrices fundamentalmente, aun-
que también permite la manipulacién de otros tipos de datos. Si bien su uso principal fue
originalmente pensado para el “cdlculo numérico”, también puede realizar “calculo simbdlico”.

Esta herramienta es ideal para la comunidad cientifica que trabaja en Ingenierias y Ma-
tematica Aplicada. Es un software muy usado en universidades, centros de investigacién e in-
dustrias y de constante desarrollo en todo el mundo. Sus usuarios son principalmente cientificos,
ingenieros, matematicos, fisicos, quimicos y economistas, entre otros profesionales. Actualmente
estan disponibles sus versiones mas recientes, R2019a y R2019b, publicadas marzo y septimebre
de 2019 respectivamente por MathWorks. Existen versiones de prueba gratuitas y versiones pa-
ra estudiantes. Mayores detalles pueden consultarse en: MATLAB en Wikipedia (Castellano)
o en MATLAB en Wikipedia (English)| .

Entre sus principales caracteristicas pueden enumerarse:

e Manipulacion algebraica de matrices y vectores.

e Representacion de datos y funciones tanto en R como en C.

e Soporte de estructuras de distintos tipos de datos.

e Entorno de desarrollo integrado (IDE) para facilitar el manejo del software.
e Lenguaje de programacion propio para implementar algoritmos.

e Realizacion de gran variedad de graficos 2D y 3D para representar funciones.

e Creacién de interfaces de usuario (GUI), paralelizacién de calculos, comunicacién con
programas en otros lenguajes (como C, C++, Java, Fortran y Python), asi como tambiénn
con otros dispositivos del hardware.

e Herramientas adicionales que expanden sus caracteristicas principales: Simulink (plata-
forma de simulacién multidominio) y GUIDE (editor de interfaces de usuario - GUI).

MATLAB es muy usado en Computacion Paralela, Matemdtica, Estadistica, Optimizacion,
Control de Sistemas, Procesamiento de Imdgenes y Comunicaciones, Procesos de Imdgenes y
Vision Computacional, Finanza Computacional, Biologia Computacional, entre otros.

A su vez, Simulink se utiliza mucho en Modelado de evantos, Modelos Fisicos, Control de
Sistemas, Procesamiento de Senales y Comunicaciones, Generacion de Codigos, Stmulaciones
en Tiempo Real, Verificacion, Validacion y Prueba, Simulacion Grdfica, entre otros.
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6.2.2 Entorno de MATLAB

Iniciamos el entorno de MATLAB haciendo doble clic en el acceso directo de nuestro Escritorio
o por medio del menu Inicio — Programas — MATLAB:

e Al iniciar aparece la Ventana de Comandos (Command Window) aparecerd el
prompt (>>) , esto quiere decir que el programa esté preparado para recibir instrucciones.
En dicha Ventana ejecutaremos nuestros comandos como se muestra la parte central de

la Figura

e Disponemos un Editor de textos (Editor) propio para desarrollar programas. Ver
parte derecha de la Figura [6.3

e En la ventana Area de Trabajo (Workspace) visualizaremos las variables utilizadas
desde nuestra Ventana de Comandos o bien desde algin script (veremos més adelante).
Ver parte superior de la izquierda de la Figura [6.3]

e La ventana Centro de Ayudas (Help) podemos visualizarla opcionalmente o bien
acceder desde la Ventana de Comandos con el comando help.

e La ventana Historial de Comandos (Command History) nos permitira seguir nues-
tro historial de comandos. Ver parte media a la izquierda de la Figura

e El Perfilador (Profiler) permite optimizar y depurar la performance de un archivo de
MATLAB (m-file). Dispondremos también de un Depurador (Debugger).

MATLAB 7.8.0 (R2009a)

MATLAB 7.8.0 (R20093)
Edit Depug Parallel Desktop Window Help

B

D&% MR 9 | & 2| @ [[/media/lucanc/Lucho/2015 - Matematica Aplicadal/Laboratorios/Clase 1 - Intro + MATLAB

Shorteuts (2] How to Addl (2] What's New
Workspace

ol o 15 5 | - [ s

w0 x [

vaiue Juin

x|
H A [L2,3456789 1 i

me lucho'
FHx0 1 1 %

Current Directory
+ # [ « Laboratorios » Clase 1 - Intro + MATLAB

[ name

[pste Mocites

oo x

- -

# rcuad2m
[ rcuad2.m~

27/03/15 15:12
27/09/15 15:09

rcuad2m (M-File)

SEED L TEETSEL ]

rcuad. Aproxima la raiz cuadrada de 2

@] reuad2ix0, tol)

xap 4
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Fil: Edt Iext Go Cell Tools Debug Desktop Window Help slax
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BB -[o|+|[1]x[m]0
@ New to MATLAB? Watch this Video, se= Demos, or read Getting Started G function rcuad2(x0,tol) 2
3 —— = = 2 % rcuad. Aproxima la raiz cuadrada de 2
>>x0=1 3 % ENTRADA: x = aproximacion inicial de la raiz de 2.
x0= 4 % tol = (optional) tolerancia admitida (valor por defecto: to
1 5 % RESULTADO: ssum = valor de la serie al cabo de n terming
>>A=[123;456,789] 6 9% Autor: Luciano Ponzellini Marinelli
- 7
123 8 %clc %limpio la salida de MATLAB
4 5 6 9
7 8 9 0 — ifnargin< 2
>> name='lucho 11 - tol = 5e-13; % tolerancia por defecto
NaIpe:= 12- | end
lucho 13
>> rcuad2(x0,1e-5) 14 - | fprintf(' Valor inicial aproximado: %g\n\n n raiz
Valor inicial aproximado: 1 5
. 6 — x1 =.5%(x0+2/x0); % Inicializo la aproximacion
n raiz error 17 - | err =abs(x1-x0); % Calculo el error entre aproximaciones
1 1.500000000000000 0.500000000000000 18 - k=1; % contador
2 1.416666666666667 0.083333333333333 19
3 1.414215686274510 0.002450980392157 20 - fprintf('%3d %12.15f %12.15An',k,x1,err) % Imprimo valor
4 1.414213562374690 0.000002123899820 21
X . P2 - while err>tol % Verifico convergencia
Valor final aproximado: 1.414213562374690 bs X0 = x1:
Valor exacto MATLAB : 1.414213562373095 24 - x1 =.5%(x0+2/x0); % Actualiza termino aproximado
Je>>| s - err = abs(x1-x0);
126 - k=Kk+1;
127
28 - fprintf('%3d %12.15f %12.15An',k,x1,err) % Imprimo vall
29 - end
30 [
r31 3 fprintf("\nValor final aproximado: %12.15f\n'x1) % Output
B i : acto MATLAB ‘°o1Z‘1SF\n' art(2)) ME
[ oumried o [reagzm o
rcuad2 tn 11 Col 7

Figura 6.3: Entorno de MATLAB
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6.2.3 Expresiones

Para trabajar las expresiones tenemos varias formas:
FORMA 1: Con el operador asignacién (=) asignamos valor(es) a variable(s)

variable = expresion

>> phi = (1+sqrt(5))/2;

El punto y coma () evita que el resultado se imprima por pantalla.

FORMA 2: Directamente tecleamos una expresion. En este caso, almacenamos el resultado
a una variable interna llamada ans (answer) hasta que dicha variable se actualice.

ETPTesion

>> (1+sqrt(5))/2;

Una expresion termina con el Enter, y si deseamos continuar escribiendo en la proxima
linea, introducimos los tres puntos (...). El punto y coma (;) lo utilizamos para evitar
imprimir por pantalla resultados. También podemos incluir varias expresiones en la misma
linea separando por coma (,) o punto y coma (;).

Para limpiar la Ventana de Comandos uso el comando cle:

\>> clc

Eliminamos todas las variables de la memoria usando clear:

\ >> clear

Si solo quiero borrar alguna variable determinada, hacemos:

\>> clear nom_var

6.2.4 Formatos numéricos

Los niimeros reales se calculan en doble precisién almacenados en 8 bytes (64 bits): 53 bits
para la mantisa, 11 para el exponente en base 2 y uno para el signo. Esto es, 16 cifras de las
cuales hay entre 14 y 15 cifras decimales exactas de precisién. Es importante remarcar que
MATLAB siempre calcula internamente con maxima precision pero se pueden modificar los
formatos numéricos mostrados en la salida por la pantalla:

e Coma fija escalada con 4 cifras decimales (por defecto): format short

>> pi
ans = 3.1416 (3 cifras decimales ezactas)

e Coma fija escalada con 15 cifras decimales: format long

>> format long, pi
ans = 3.141592653589793 (15 cifras dectmales ezactas)
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Notacién cientifica de punto flotante con cifras 4 decimales: format short e

>> format short e, pi
ans = 3.1416e+00 (3 cifras decimales ezactas)

Idem con 15 cifras decimales: format long e

>> format long e, pi
ans = 3.141592653589793e+00 (15 cifras decimales ezactas)

Formato ingenieril de 4 cifras decimales y exponente multiplo de 3: format short eng

>> format short eng, 100*pi
ans = 314.1593e+000

>> 1000*pi

ans = 3.1416e+003

Formato ingenieril de 15 cifras decimales y exponente mulitplo de 3: format long eng

>> format long eng, 1000
ans = 1.00000000000000e+003

Con el formato format short g, MATLAB elige la mejor notacion entre coma fija y
punto flotante con 4 decimales, y con format long g realiza lo mismo con 15 decimales.

MATLAB dispone tres comandos utiles relacionados con la representaciéon de nimeros de
punto flotante que utiliza la computadora para represantar internamente los nimeros. Volve-
remos sobre este punto mas adelante:

A

eps: devuelve la diferencia entre 1 y el niimero inmediato superior

>> eps
ans = 2.2204e-016

realmin: devuelve el nimero mas chico con que se puede trabajar

>> realmin
ans = 2.2251e-308

realmax: devuelve el niimero mas grande con que se puede trabajar

>> realmax
ans = 1.7977e+308

1 | N I
AR LN

-realmax -realmin realmin realmax

Figura 6.4: Representacion esquematica de eps, realmin y realmax.
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A la vez, MATLAB tiene un formato especial para nimeros muy grandes (que no puede
representar) considerados infinito:

>> 1.0/0.0
Warning: Divide by zero
ans = Inf

También tiene una representacién especial para resultados que no estan definidos como
nimeros reales como NaN (Not a Number) o bien Inf (Infinity):

>> 0/0

Warning: Divide by zero
ans = NaN

>> Inf/Inf

ans = NaN

MATLAB trabaja sin ninguna dificultad en el campo de los niimeros complejos C:

>> sqrt(-1)

ans = 0 + 1.00001i (;y la otra raiz?)

>> 2-3i

ans = 2.0000 - 3.00001

>> 142%j  (j no debe ser una variable con un valor determinado)
ans = 1.0000 + 2.00001

Con el comando complex creamos un nimero del campo complejo a partir de dos argu-
mentos, su parte real y su parte imaginaria:

>> z = complex(3,2)
z = 3.0000 + 2.00001

6.2.5 Entrada y salida por Ventana de Comandos

Podemos escribir mensajes por la Ventana de Comandos de MATLAB, asi como también leer
variables. La funcién input imprime un mensaje en la linea de comandos y recupera como
valor de retorno un valor numérico (escalar, vector, matriz), string (cadena de caracteres) o
algin otro tipo. Después de imprimir el mensaje, el programa espera que el usuario ingrese un
valor numérico o string para luego continuar ejecutandose:

>>n
>> '8

input (’Cantidad de ecuaciones del sistema’) (n nimerico)
input (’Ingrese su nombre (entre apéstrofos)’) (s string)

La funcion disp imprime en pantalla un mensaje de texto o el valor de una variable pero
sin imprimir su nombre:

>> disp(’Fin del programa’)

Fin del programa

>> A=rand(2,5); (defino una matriz random 2x5)
>> disp(A)

0.9340 0.7577 0.3922 0.8235 0.3171

0.6787 0.7431 0.6555 0.6948 0.9502
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La funcion fprintf imprime en pantalla mensajes permitiendo controlar los distintos valores
de formatos de salida. Su estructura es:

fprintf (’texto’)
fprintf(’cadena de control’, varl, var2,...)

Debemos tener cuidado dénde queda el prompt:

>> s = ’Matemdtica Aplicada’, fprintf(s)
Matemdtica Aplicada>> (el prompt queda pegado)

>> fprintf(’Matematica Aplicada’)
Matemdtica Aplicada>>

>> fprintf(’Matematica Aplicada’ \n)
Matemdtica Aplicada (el \n baja el prompt)
>>

La ’cadena de control” de fprintf contiene los distintos formatos de escritura. Por ejemplo:
o %c, %d, %e, NE, %f, %g, %G para variables numéricas

e %s para cadenas de caracteres

Se puede controlar la salida numérica con estas opciones:

e %12f — 12 digitos minimos a imprimir por pantalla

e %12.5f — 12 digitos minimos y 5 digitos después de la coma

Para imprimir nimeros con decimales como salida, se puede hacer de la siguiente manera:

>> raiz = 1.414213562374690;
>> fprintf(’Valor final aproximado: %12.5f \n’, raiz)
Valor final aproximado: 1.41421

>> fprintf(’Valor final aproximado: %12.5e \n’, raiz)
Valor final aproximado: 1.41421e+00

Para imprimir un entero empleando el mismo formato se debe poner un cero después del
punto decimal:

>> iter = 9;
>> fprintf(’Cantidad de iteraciones: %9.0f \n’, iter)
Cantidad de iteraciones: 9

El comando fprintf se utiliza mucho también para escribir datos sobre un archivo de texto.
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6.2.6 Operaciones

MATLAB puede operar distintas variables por medio de operadores. Los operadores aritméticos
son los siguientes:

+ adicién o suma

- sustraccién o resta
*  multiplicacién

/ division
potenciacion

\  divisién inversa

~

>> s= 27.5

c = 1.4142 (raiz cuadrada de 2)

>> c=3\1

c = 0.3333 (divide de derecha a izquierda)

MATLAB también dispone de los siguientes operadores relacionales:

< menor que
>  mayor que
<= menor o igual que
>= mayor o igual que
== igual que
~= distinto que

>> 1==

ans = 1 (verdadero)
>> 3.1415926==pi

ans = 0 (falso)

>> 3.1415926~=pi

ans = 1

A la vez, MATLAB dispone de los siguientes operadores l6gicos:

& y (AND)
| o0 no excluyente (OR)
&& 'y (AND con “cortocircuito”)
|| o no excluyente (OR con “cortocircuito”)
xor o excluyente
~  negacion légica (not)

>> 1&1
ans = 1
>> 1&0
ans = 0
>> 1]0
ans = 1
>> xor(1,1)
ans = 0
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6.2.7 Operaciones con vectores y matrices

Nos preguntamos ahora, ;jcémo trabajar con vectores y matrices en MATLAB?

y a1 a2 ... Qi
1
. 21 A22 ... Q2p
x=[a1,...,2,) y=1| : A=
Ym
Am1 Am2 ... Qmn

Las matrices y vectores se definen como variables con nombres distinguiendo masytusculas
de minusculas. A diferencia de otros lenguajes de programacién, en MATLAB no hace falta
preestablecer su dimensién dado que segun el ntimero de elementos definidos determina su
dimensién. Incluso su dimension se puede modificar posteriormente.

Podemos definir un vector fila x separando sus componentes por espacios en blancos o
bien por comas (,):

>>x = [12 4] (o bien x = [1, 2, 4])
x= 1 2 4 (vector fila)

Si los nimeros estén separados por punto y coma (;) obtenemos el vector columna y:

>>y = [1; 3; 9]
y:

1
3
9

(vector columna)

Definimos las matrices por filas separando los elementos de una misma fila por espacios
en blancos o comas (,) y separando las filas por punto y coma (;):

>> A=[816; 357; 49 2]

A =

8 1 6
3 7
4 9 2

Internamente las matrices se almacenan por columnas y en una columna (aunque se in-
troduzcan por filas). Existen una gran variedad de funciones predefinidas en MATLAB que
generan de matrices predefinidas (zeros, ones, eye, rand, magic, ...). Usaremos luego.

>> Z=zeros(3,4)

7 =
0O 0 0 O
0O 0 0 O
0O 0 0 O

>> U=ones(1,10)

= N

i1 1 1 1 1 1 1 1
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También se puede crear una nueva matriz o vector a partir de otras matrices o vectores
definidos previamente. Sin embargo, debemos tener cuidado en que las dimensiones de conca-
tenacion tiene que ser compatibles. En caso de no ser compatibles las dimensiones, MATLAB
dard un error advirtiendo esto. Veamos los siguientes ejemplos:

>> z = [x 8 16 32]
z =1 2 4 8 16 32
>> B = [A; x]

B =

8 1 6

3 5 7

4 9 2

1 2 4
>> C = [B; zl]

??? Error using ==> vertcat
CAT arguments dimensions are not consistent.

Accedemos a los elementos de un vector con el indice entre paréntesis, siempre y cuando el
mismo esté definido:

>> z(5)

ans = 16

>> z(7)

777 Attempted to access z(7); index out of bounds because numel(z)=6.

Accedemos a los elementos de una matriz con los indices entre paréntesis separados por una
coma:

>> B(2,3)
ans = 7

También puede accederse con un sélo subindice (debido a su almacenamientotipo columna):

>> B(6)
ans = 5

También podemos crear vectores o matrices muy rapidamente dando valores de algin/os
de sus elementos. Automaticamente se asignara cero a todos los demas elementos del vector o
matriz:

>> u(3) = .1, u(10) = .5
u= 00 .1 0 0 OO0 O 0 .5

>> (C(3,5) =1

oo o a
ocool
o o o
oo o
o o
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Podemos redefinir el elemento cy3 de la matriz C = (¢;;) haciendo:

>> C(2,3) =1
C =

0 00 0O

0 0100

0 00 01

El operador apdstrofo () es la trasposicién matricial conocida

>> B’

ans =

8 3 4 1
1 5 9

6 I 2 4

Es importante recordar que MATLAB diferencia entre vectores filas y vectores columnas.
Si x es el vector fila e y es el vector columna definidos anteriormente, entonces resultara un
error si queremos sumarlos (o restarlos):

>> Xty
7?77 Error using ==> +
Matrix dimensions must agree.

Lo correcto en dicho caso seria trasponer uno de los vectores dependiendo si queremos como
solucién un vector fila o columna:

>> x+y’ (vector fila)
>> x’+y (Vector cohnnna)

Recordemos del Algebra Lineal que podemos definir el producto escalar interno entre
vectores del mismo espacio vectorial:

n
T
<xy>=xy’ =) zy
=1

siendo x = (21,...,2,) v Y = (Y1, --.,Yn) vectores del espacio vectorial R™.

En MATLAB, podemos calcular producto interno hacerlo usando el operador producto
adecuadamente como se muestra a continuacién:

>> X*y

ans = 43

>> xky’

7?77 Error using ==> mtimes

Inner matrix dimensions must agree.
>> x7*y

?7?? Error using ==> mtimes

Inner matrix dimensions must agree.
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En cambio, si trasponemos los vectores x e y respectivamente, obtendremos:

>> xt=x’; (x pasa a vector columna)

>> yt=y’; (y pasa a vector fila)

>> xt*yt (se denomina producto escalar externo dado que genera una matriz)
ans =

1 39
2 6 18
4 12 36

También podemos combinar operadores:

>> x*2

ans = 2 4 8 (multiplico por 2 cada componente)
>>
ans

>

-1
0 1 3 (restol acada componente)

Para multiplicar o dividir vectores o matrices componente a componente, utilizaremos el
operador punto (.*) y (./):

>> X.*X

ans =1 4 16
>> c=[1 0 1]
c=1 0 1

>> x./c

ans =1 Inf 4

Andlogamente para la potencia (.~ ):

>> x.7 3
ans =1 8 64

Analogamente, consideremos las matrices:

>>M=1[1 2 3; 4 5 6]
M =
1 2 3
4 5 6
>> N=1[1 2; 3 4; 5 6]

AW e =
o wn o !

Recordemos también del Algebra Lineal que el producto matricial entre las matrices
M = (m;;) de dimensién r x s y la matriz N = (n;;) de dimensién s x ¢, estd definido como:

S
Dij :Zmiknkj 1=1,...,r, 7=1,...,t
k=1
siendo P = M.N la matriz producto P = (p;;) de dimensién r X t.
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Para obtener el producto matricial M.N en MATLAB haremos:

>> Mx*N
ans =
22 28
49 64

En cambio, si hacemos:

>> MxN’
??? Error using ==> mtimes
Inner matrix dimensions must agree.

Con el operador (.) obtenemos el producto por componentes:

>> M.xN’
ans =

1 6 15
8 20 36

Andlogamente para calcular la potencia (.~ ) de las componentes. En el siguiente ejemplo
calculamos la raiz cuadrada de cada componente de la matriz M:

>> M.” .b
1.0000 1.4142 1.7321
2.0000 2.2361 2.4495

Utilizamos el operador dos puntos (:) para construir vectores como rangos de la forma:
[inicio : paso : fin]

Este operador resultard muy ttil para definir discretizaciones (veremos).

>> 1 =1:10

i=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

>> j =1:2:10

j=1 3 5 7 9

>>k =1:1.5:10

k=1.0000 2.5000 4.0000 5.5000 7.0000 8.5000 10.0000
>> h = 10:-1:1

h=10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

Este operador también es muy potente en el uso de los indices de matrices. Por ejemplo:

>> A

A=
8 1 6

3 b 7

4 9 2

>> A3, )

ans =4 9 2 (devuelve la 3er. fila de A)
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>> A(:,2)

ans =

1

5

9 (devuelve la 2da. columna de A)

>> A(2:3, 2:3)

5 7

9 2 (devuelve una submatriz 2x2 de A desde (2,2) a (3,3))

Podemos usar este operador (:) para invertir el orden de elementos de un vector o permutar
filas/columnas de una matriz:

>> x = x(3:-1:1)
x= 4 2 1
>> D = A(:,3:-1:1)

D =
6 1 8
7 5 3
2 9 4 (permutamos las columnas de A)

Si en cambio usamos corchetes | | dentro del paréntesis, hacemos referencia a los indices
del vector o matriz:

>> A([1 3])
ans = 8 4

6.2.8 Funciones intrinsecas

MATLAB tiene un gran ntimero de funciones incorporadas. Estas se conocen como funciones
intrinsecas o incorporadas dado que estan incorporadas en el propio codigo ejecutable del
programa, por ende seran rapidas y eficientes. Su formato general es:

[valor/es de retorno|] = nombre funcién(argumento/s)

Estas funciones se llaman utilizando su nombre en una expresiéon o como comando.
Existen ademds funciones definidas en ficheros *.m que vienen con el propio programa o

que han sido aportadas por usuarios en Matlab Central o bien circulan en la web.
Ejemplos de funciones intrinsecas de MATLAB:

>>  max(y);

ans = 9 (méxima componente de y)

>> [ maxx, posmax ] = max(x)

maxx = 4 (maxima componente de x)

posmax = 1 (indice de la maxima componente de x)
>> a = cos(pi/2) - sin(pi/2)

a = -1.0000 (funciones trigonométricas)

>> v =[12 3], nv = sqrt(sum(v."2))

v=[ 1 2 3 1]

nv =5 (norma euclidea del vector v)
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Tabla 6.1: Algunas funciones intrinsecas de MATLAB

Comando

Funcion

[xm,im]=max(x) | Componente maxima xm de un vector e indice que ocupa im
[xn,in]=min(x) | Componente minima xn de un vector e inidice que ocupa in

n=length(x)
sum(x)
cumsum (x)
mean (x)
prod(x)
cumprod (x)

Si x vector, devuelve la cantidad de elementos
Suma los elementos de un vector

Vector suma acumulada de elementos de un vector
Valor medio de los elementos de un vector
Producto de los elementos de un vector

Vector producto acumulado de elementos de vector

[y,in]=sort(x) | Ordenacién creciente de elementos de un vector x. Devuelve el vector ordenado y

junto a un vector in con las posiciones iniciales en x de los elementos en el vector
ordenado y.

Tabla 6.2: Funciones de MATLAB: Andlisis Matemdtico

Comando | Funcién

sin(x) seno
cos (%) €oseno
tan (x) tangente

asin(x) | arco seno

acos(x) arco coseno

atan(x) | arco tangente (devuelve un dangulo entre -pi/2 y pi/2)
sinh(x) seno hiperbdlico

cosh(x) | coseno hiperbdlico

tanh(x) | tangente hiperbdlica

asinh(x) | arco seno hiperbdlico

acosh(x) | arco coseno hiperbdlico

atanh(x) | arco tangente hiperbdlica

log(x) logaritmo natural
logl0(x) | logaritmo decimal
exp (x) funcién exponencial
abs(x) valor absoluto

sqrt(x) | raiz cuadrada

sign(x) devuelve -1siz <0,0siz =0y 1siz>0
rem(x,y) | resto de la divisién entre x e y

mod (x,y) | similar a rem pero sirve para reales
round(x) | redondeo hacia el entero mas préximo
fix(x) redondea hacia el entero méas préximo a 0
floor(x) | valor entero mas proximo hacia —oo
ceil(x) | valor entero mas proximo hacia +oo

real (x) parte real

imag(x) | parte imaginaria
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Tabla 6.3: Funciones de MATLAB: Algebra Lineal

Comando Funcién

[m,n] = size(A) | nimero de filas m y columnas n de una matriz A

norm(x,1) norma 1 de un vector o matriz (veremos)

norm(x) norma 2 de un vector o matriz (veremos)

norm(x,inf) norma infinto de un vector o matriz (veremos)

A’ devuelve la matriz traspuesta de A (previamente definida)

norm(A,1) norma 1 de una matriz

norm(A) norma 2 de una matriz

norm(A,inf) norma infinto de una matriz

det (A) determinante de una matriz

inv(4) inversa de una matriz

eig(A) autovalores de una matriz

[V,Dl=eig(4) autovectores y autovalores de una matriz

cond (A) numero de condicién de una matriz (veremos)

(L,U]=1u(h) factorizacion LU de una matriz (veremos)

zeros(m,n) forma matriz de ceros de tamano m x n

ones (m,n) forma matriz de unos de tamafio m x n

diag(x) matriz diagonal con elementos diagonales del vector x

diag(A) forma vector con los elementos diagonales de la matriz A

rand (n) forma matriz de tamano n x n y de nimeros aleatorios entre 0 y 1
(con distribucién uniforme)

rand(m,n) idem pero tamafio m x n

Las funciones intrinsecas anteriores de las Tabla[6.2] y Tabla se aplican tanto a escalares,
vectores y matrices. Este acto de transformar un cédigo desarrollado para una data de tipo
escalar y usarlo en una data de tipo no escalar, se llama vectorizacion.

Este proceso tiene la ventajas de impactar enormemente en la velocidad de calculos (10 o
incluso 1000 veces mas rapido), permite escribir en forma sintética y general cédigos (funciones
y scripts .m). Ademds, MATLAB internamente tiene automatizado paralelizar operaciones
l6gicas y aritméticas sobre datos, lo que se conoce como (paralelizacion automdtica implicita).
Las mayoria de las funciones intrinsecas estan paralelizadas, por ende, son mas rapidas y
eficientes. Si quisiéramos hacer esto en otros lenguajes habria que programar estructuras de
bucles.

Ejemplos de vectorizacion: Operamos sobre los elementos de un vector o matriz usando
funciones intrinsecas de MATLAB:

>> sqrt([1,4; 9,16])

ans =

1 2

3 4 (raiz cuadrada componente a componente)

>> abs([0,1,2,-5,-6,-7])
ans =
0 1 2 5 6 7 (valor absoluto componente a componente)
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6.2.9 Otras funciones de MATLAB: polinomios

Un polinomio se puede definir por su vector de coeficientes. Por ejemplo:

>> pol = [1 0 -8 6 -10]
pol =10 -8 6 -10 — p(x) = 2* — 8% + 62 — 10

Para evaluarlo en un determinado valor de x usamos polyval:

>> polyval(pol,1)
ans = -11

Para calcular sus raices usamos roots:

>> roots(pol)
ans =

-3.2800

2.6748

0.3026 + 1.0238i
0.3026 - 1.0238i

6.2.10 Programacion

En MATLAB podemos programar y ejecutar nuestros programas muy facilmente, sin embargo
como lenguaje de programacion en si mismo MATLAB no tiene tantas posibilidades como otros
lenguajes (Fortran, C++, etc).
Un programa se escribe en un archivo de texto *.m. Estos archivos se crean y modifican con
cualquier Editor de textos aunque es recomendable usar el editor propio Editor de MATLAB.
Existen dos grandes tipos de archivos *.m:

archivos de comandos (scripts)
funciones

Los scritps contienen un conjunto de comandos que se ejecutan secuencialmente cuando se
teclea el nombre del archivo en la Ventana de comandos.

Las funciones permiten definir funciones enteramente analogas a las intrinsecas, con su
nombre, argumentos de entrada y de salida. Los archivos *.m que definen funciones permiten
extender las posibilidades de MATLAB; de hecho existen bibliotecas de archivos *.m que se
venden (toolkits) o se distribuyen gratuitamente (a través de Internet).

Para que el programa encuentre una determinada funciéon desarrollada por el usuario, es
importante que el archivo-m (m-file) se encuentre en el directorio actual de trabajo, o bien, se
indique el camino (path) de donde se encuentra el mismo

Cuando se programa, es importante ir comentando nuestro cédigo. El caracter porcentual
(%) indica comienzo de un comentario. Cuando aparece en una linea de comandos, todo lo
que va desde ese caracter hasta el fin de la linea es comentario y no se ejecuta.

Los ciclos de repeticiones puede darse como bifurcaciones o bucles:

Bifurcaciones: estos realizan una o més operaciones o comandos segin se cumpla o no deter-
minada condicién (if, switch). En su forma més simple, la bifurcacion if es:
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if [condicién]
sentencias
end

Ejemplos de bifurcaciones tipo if:

if p=inf
disp(’norma
end

infinito?)

Existe también la bifurcaciéon multiple:

if [condicién 1]

bloque 1
elseif [condicion 2]
bloque 2
else
bloque 3
end
Ejemplos de bifurcaciones miiltiples:

if p=inf

disp(’norma infinito’)

elseif p=2

disp(’norma
else
disp(’norma
end

euclidea’)

p-ésima’)

La sentencia de bifurcacién switch realiza una funcién analoga a un conjunto de if ... elseif
concatenados:
switch [expresion]
case caso 1
bloque 1
case {caso 2,..., caso n}
bloque 2
otherwise
bloque 3
end
Ejemplos de bifurcaciones tipo switch:

switch p
case inf
disp(’norma infinito’)
case 2
disp(’norma euclidea’)
otherwise
disp(’norma p-ésima’)
end
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Primero se evalia [ezpresion/ que debe ser escalar o string. Se compara con caso 1 y si es
igual se ejecuta el bloque 1 de sentencias (es posible agrupar varios casos entre llaves). Asi se
sigue pero si ninguno es igual, se ejecutan las sentencias del caso otherwise.

Bucles: estos permiten repetir las mismas operaciones o comandos sobre datos distintos
(for, while). La sentencia de bucle for repite un conjunto de sentencias un niimero predeter-
minado de veces:

for variable=[rango]
sentencias
end

Ejemplos de bifurcaciones tipo for:

for i=1:10
a=a+1
end

for k=20:-2:1
y(k) = kxsin(kx*pi/4)
end

t = [-1:1e-2:1];

for p=[ 10 5.5 1 -3.5 -8]1]
y=@(t) p*cos(t)

plot(t,y(t)), hold on

end

La estructura de bucle while (similar a la mayoria de los lenguajes de programacion) ejecuta
las sentencias del bloque siempre que se cumpla la condicién. A diferencia de la sentencia for,
puede no ejecutarse nunca si no llegara a cumplirse la condicién:

while [condicién]
sentencias
end

Ejemplos de bifurcaciones tipo while:

while tol<1le-9
iter = iter + 1;
end

while 1

iter = iter + 1;

if iter == 50, break
end

end

La sentencia break termina la ejecucion del bucle interno que comprenden dicha sentencia.
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6.2.11 Almacenamiento

En el trabajo con Métodos Numéricos aplicados a problemas reales o a problemas cientificos,
muchas veces encontramos que nuestra data (input) viene en formato tipo: *.dat, *.izt, etc
dado que manejamos grandes cantidades de datos. Es importante poder leer dichos datos,
almacenarlos en alguna variable de nuestro entorno de trabajo en MATLAB y luego poder
trabajar con estos valores almacenados. También es importante que una vez que hayamos
hecho nuestros célculos, la salida de nuestros resultados (output) a los cdlculos numéricos rea-
lizados, se guarde en algin espacio de trabajo para que luego puede ser leido nuevamente y
analizado. Recordemos que cuando cerramos nuestra sesiéon, el contenido de las variables se
borra automaticamente. Para esto usaremos principalmente el comando load y el comando save.

El comando load: Para recuperar los datos almacenados en un archivo de texto (prefe-
rentemente plano) utilizamos el comando load que lee todo el archivo de datos y lo almacena
en una variable cuyo nombre coincide con el nombre del archivo.

De la siguiente manera guardamos todo el contenido del archivo entrada.dat en una va-
riable llamada datos sin importar cual sea la extension del archivo:
[>> load entrada.dat |

Si en cambio deseamos que la variable tenga distinto nombre, por ejemplo queremos guardar
el contenido del archivo en una variable llamada A:
‘>> A = load(’matriz.dat’) ‘

Si tipeamos:
\>> load \
recuperamos todas variables definidas en la sesién anterior de MATLAB guardadas previamen-
te con el comando save (ver abajo).

El comando save: Para grabar datos que en un archivo se utiliza el comando save.

Si luego de una sesién de trabajo tipeamos:
|>> save |
creamos un archivo binario matlab.mat con el nombre y valor de todas las variables definidas
en la sesion de MATLAB.

Si queremos guardar solo las variables A, x e y en un archivo binario llamado archivo.mat:
‘ >> save archivo A, x, y ‘

Si en cambio, queremos guardar la matriz A en el archivo llamado salidas.dat:
|>> save salida.dat A -ascii |

De esta 1ltima manera, cada elemento de A se almacena con 8 cifras decimales. En cambio,
si deseamos almacenar 16 cifras decimales:
\ >> save salida.dat A -ascii -double \
En formato ASCII sélo se guardan valores, no informaciéon como nombres de matrices, etc.
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6.2.12 Scritps

Los scripts (archivos de comandos) son archivos *.m con una secuencia de comandos seme-
jante a la que se ingresan por tecleado. Los comandos se ejecutan secuencialmente cuando se
teclea el nombre del script (sin extensién) en la Ventana de Comandos o bien se puede ejecutar
con algun icono de MATLAB.

El script debe almacenarse en el directorio actual donde estamos trabajando. Dentro del
mismo conviene poner punto y coma (;) al final de cada sentencia para evitar una salida
cuantiosa de las variables que usamos.

Un archivo (script o funcién) *.m puede llamar otros archivos *.m, sean funciones o scripts.
Esto hace que la programacion sea de tipo modular.

Es importante remarcar que las variables definidas en scripts son variables internas, es decir
variables del espacio de trabajo desde el que se ejecuta el archivo. Por ejemplo, si el archivo se
ejecuta desde la Ventana de Comandos, se crean interactivamente en el Workspace de MATLAB
variables con el mismo nombre del script. Al terminar la ejecucién del script, dichas variables
permanecen en memoria.

6.2.13 Funciones en MATLAB

Hay varios modos basicos de definir funciones en MATLAB, sin embargo sélo estudiaremos
estos que detallamos a continuacién:

e en archivos .m (m-file functions)
e en lineas de comandos (inline functions, anonymous functions)

Funciones definidas en archivos (m-file functions):
Estas funciones son las definidas en archivos propios de extensién .m.

Editor - /mediaflucianofLucho/2015 - Matematica Aplicada/Laboratorios/Clase 1 - Intro + MATLAB/nom_func.m

File Edit Text Go Cell Tools Debug Deskiop Window Help N|a x
NEH| R |2 - Aesdf|B-2080E BA| s« | f R =N=1u)
B[ -[0 ]+ |+[1]x[#|O

1 function [ argumentos_salida ] = nom_func( argumentos_entrada ) .
2 % nom_func: detalle de lo que hace la funcion
3 % INPUT: descripcion de los argumentos de entrada
4 % OUTPUT: descripcion de los argumentos de salida
5 % Autor/es y modificaciones: (recomendable)
6 % Funciones que usa: (recomendable)
7
fadj= argumentos_salida = argumentos_entrada; % ----- > contenido de la funcion
9
10 end
bl

Figura 6.5: Funcién m-file en MATLAB.
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La primera linea es su definicion:
function [argumento(s) de salida] = nombre_funcién(argumento(s) de entrada)

nombre_funcién: Es el nombre de la funciéon que tiene que coincidir con el nombre del archivo,
es decir, nombre.m. No debe incluir espacios ni palabras reservadas por MATLAB.
argumento(s) de entrada: Pardmetro(s) que le paso a la funcién. Si hay més de uno, van
entre paréntesis separados por comas. Si no hay, no hace falta poner paréntesis.
argumento(s) de retorno: Resultado(s) devuelto por la funcién. Si hay més de uno van
entre corchetes separados por comas. Si s6lo hay un valor no hace faltan corchetes. Si no hay
se omiten corchetes y el signo igual (=).

Los argumentos de entrada o valores de salida, dependerd de cémo esté armada nuestra
funciéon. En general, usaremos:
function nombre_funcion(variables_entrada): cuando la funcién no devuelve ningin valor.
function variables_salida = nombre_funcion: cuando la funcién no precisa variables de entrada.
function [y] = nombre_funcion(a,b,c): cuando la funcién devuelve un solo resultado.
function y = nombre_funcion(a,b,c): se puede escribir de esta manera omitiendo corchetes.
function [y1,y2] = nombre_funcion(a,b,c): Esta sera la forma general que usaremos.

Una funciéon no modifica los argumentos que recibe, estos pueden ser: strings, escalares,
vectores, matrices o incluso otras funciones. Los resultados de una funciéon se obtienen a través
de los valores de retorno.

Los valores de salida deben calcularse dentro de la funciéon. Las variables definidas dentro
de la funcién son variables locales. Dichas variables pertenecen a dicho espacio de trabajo y
no son vistas desde otros espacios de trabajo.

Opcionalmente (pero recomendable) desde la segunda linea se ponen comentarios que deta-
llen la funcién (ver Figura[6.5)). Esto genera informacién asociada a mi funcién que cree como
usuario. Para acceder a esta informacion podemos usar el comando Help. Cuando se teclea en
la Ventana de Comandos help nom_func, se muestran los comentarios de las primeras lineas
del archivo nom_func.m que comienzan con %. Esto genera un Help de mi funcién.

Opcionalmente (pero recomendable) se termina la funcién con end.

Funciones definidas en linea de comandos:

e Tipo inline: Son funciones de una linea de comandos definidas por una cadena de
caracteres (string).

valor_func = inline(’expresién’,’arg 1’,’arg 2’,...)

expresién: Ezpresion de la funcion: Se pasa como cadena string (entre comillas).
arg_1’,’arg_2’,...: Argumento(s) de entrada de la funcién. Es el o los argumentos que
aparecen como variable en la expresion. Se pasan como string entre comillas separados
por coma. Si hay un solo argumento no hace falta especificarlo.

valor_func: Es el valor de salida de la funcién (sélo se admite un argumento de salida).
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Defino la funcién cuadrdtica f(z) = z2 + 3:

>> f=inline(’x"2+3’)
f = Inline function:
f(x) = x72+3

>> f(3)

ans = 12

Defino el campo g(z,y) = 23 + y>:

>> g=inline(’x"3+y~3’,’x’,’y’)
g = Inline function:

g(x,y) = x"3+y~3

>> g(2,5)

ans = 133

e Funciones anénimas: Fueron introducidas desde las versionas MATLAB 7.0. Estos
objetos se llaman anénimos porque su construccion no usa strings. Estan asociados a una
variable cuyo tipo es: function_handle.

nom _func = @Q(arg_1l,arg 2,...) expresién

expresion: Expresién de la funcién. Solo admite una expresion ejecutable.

arg 1l,arg 2,.... Argumento(s) de entrada de la funcién. Es el o los argumentos que
aparecen como variable en la expresién. Se pasan separados por comas.

valor_func: Es el valor de salida de la funcién. Sélo admite un argumento de salida.

>> f=@(x) x"2+3
f = 0(x) x"2+3
>> f(3)

ans = 12

>> g=0(x,y) x"3 + y~3
g = 0(x,y) x°3 +y°3
>> g(2,5)

ans = 133

Nota: Algunos help de versiones nuevas de MATLAB advierten que las funciones ’inline’
van a ser removidas en versiones futuras.

Es muy comin cuando programamos que querramos pasar como argumento de entrada de una
funcién, otra funcién. Segin C.Moler en “Numerical Computing with MATLAB” (2002), hay
al menos cinco formas diferentes de pasar una funcién como argumento de otra funcién en
MATLAB 7.0 o versiones posteriores:

Funciones en linea (inline)
Definidas en un archivo-m (m-file)

Funciones anénimas (anonymous function)

Expresiones de cadena de caracteres

SN

Expresiones simbodlicas

Veremos mas adelante como pasar funciones como argumentos.
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6.2.14 Ploteos

El comando plot: MATLAB dispone cuatro funciones bésicas para crear graficos 2-D:

e plot() crea un gréfico a partir de vectores y/o columnas de matrices con escalas lineales
sobre ambos ejes.

e semilogx() Idem con escala lineal en el eje de ordenadas y logaritmica en el de abscisas.

e semilogy() Idem con escala lineal en el eje de abscisas y logaritmica en el de ordenadas.

e loglog() Idem con escala logaritmica en ambos ejes.

En lo sucesivo usaremos la funcion plot, pero puede consultarse el Help las restantes en
modo similar. Veamos un ejemplo de un ploteo en 2D:

>>x=[13245 3];
>> plot(x), grid on, (grid on activa una grilla en la grafica)
>>x=[16521]; y=1[10431];
>> plot(x,y), grid on
: ' -
4.5 35 - e \
.5 25 \
3 2 / ’\
25 15/ \
15 05 - - \’
Figura 6.6: Ploteos sencillos
>> x = -1:.01:1;
>> plot(x,exp(x),’g’), grid on
>> x = -2%pi:pi/100:2%pi;
>>y = sin(x); z = cos(x);
>> plot(x,y,’c’,x,z,’m’), grid on
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Los estilos, estilos y marcadores del comando plot usuales son:

Color Simbolo
Tipo de linea Simbolo Azul b Tipo de marca Simbolo
- Verde g Puntos .
Continua - . ,
Rojo T Circulos o
A trazos -
Cyan c Cruces X
Punteada .
A trazos y puntos - violet m Sumas +
. Amarillo y Asteriscos *
Negro k
>> x = 0:0.4:10;
>> y1 = sin(x).*exp(-0.4%*x);
>> y2 = cos(x).*exp(-0.5%x) ;
>> plot(x,yl,’b+’,x,y2,’ro’), grid on
1
0.8
[¢]
06 i
2») +
04r +
0.2r {oF B .
0 5 . 00003965%$$66®€
+ 0 7
-0.2 ° 55 (¢] orar

Figura 6.8: Distintos estilos de ploteos en MATLAB

El comando subplot: Una misma ventana de figura de MATLAB se puede dividir en m
particiones horizontales y n verticales. Para esto usamos la funcién subplot(m,n,i) donde:

e m: numero de subdivisiones de filas.

e n: numero de subdivisiones de columnas.

e i: subdivisién activa donde grafico.

Veamos un ejemplo de como implementarlo:

>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

y
z

W
v

sin(x) ;
cos(x);
exp(-x*.1) .*y;
y.*Z;

subplot(2,2,1), plot(x,y)
subplot(2,2,2), plot(x,z,
subplot(2,2,3), plot(x,w,
subplot(2,2,4), plot(x,v,

7I.))
’C’)
)g)

bl
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1 0.5

-0.5

0 5 10 0 5

Figura 6.9: Subplot 2x2

El comando contour: La funcién contour(X,Y,Z,nivel) sirve para graficar curvas de
nivel de un campo escalar z = f(x,y):

X,Y: coordenadas x e y en arreglos bidimensionales.
Z: arreglo bidimensional con valores de la funcién.

nivel: vector que contiene los niveles de contorno 6 entero que representa el nimero de
niveles de contorno (se divide el valor minimo y méximo de Z en m-1 niveles).

>>
>>
>>
>>
>>
>>

x = -2:0.2:2;
y =%
[X,Y] = meshgrid(x,y); (uso meshgrid para hacer el "mallado")

Z = X.*xexp(-X."2-Y.72);
mesh(X,Y,Z)
contour(X,Y,Z,10), grid on
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También podemos utilizarlo para graficar funciones implicitas f(x,y) = 0 en 2D. Por ejem-
plo, la interseccién de dos conicas, una parabola y una elipse:

>> x = -3:0.1:3;

>>y = X,

>> [X,Y] = meshgrid(x,y);

>> 71 = X.72-2%X-Y+0.5;

>> 72 X. 244%Y . ~2-4;

>> contour(X,Y,Z1,[0,0],’b’), hold on,
>> contour(X,Y,Z2,[0,0],’r’), grid on,

El vector [0,0] en los argumentos de contour especifica el nivel de contorno. Solo nos interesa
el contorno de nivel z = 0. Los niveles de contorno se ingresan en forma de vector.

_3 i i i i i
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 6.11: Interseccién de la parabola y la elipse

El comando mesh: Pasos para graficar el campo en dos variables

2= f(z,y)
sobre un dominio rectangular [a, b] X [c, d].

1. Definimos x, y vectores con coordenadas en una y otra direccién de la reticula (grilla o
mallado) dominio del campo.

2. Creamos dos matrices X (con filas copias de x) e Y (con columnas copias de y). Estas
matrices se crean con meshgrid y representan las coordenadas (x,y) de todos los puntos
de la reticula.

3. La matriz de valores Z del campo z se calcula con las matrices de coordenadas X e Y.

4. Ejecutamos la funcién mesh con las matrices X, Y y Z como argumentos. Se plotea una
superficie cuyos puntos tienen como cordenadas (X (i,j),Y (i,j),Z(i,j))-
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>> X
>>y

-2:0.05:2;
-1:0.1:1;

>> [X,Y] = meshgrid(x,y);

>> Z = X.*exp(-X."2-Y."2);

>> mesh(X,Y,Z)

0.5

AR

Figura 6.12: El comando mesh.

El comando surf: grafica en perspectiva la grafica de una funcién faceteada sobre una
reticula (el color depende del valor z). El color de las facetas depende del valor de la funcién y
podemos agregar una barra de color con escalas con colorbar.

’ >> surf(X,Y,Z), colorbar
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Figura 6.13: El comando surf.
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6.3 Errores en los Métodos Numéricos

6.3.1 Introduccion

Gran parte del Andlisis Numérico se centra en explicar como resolver un problema numérica-
mente, esto es, desarrollar una serie de calculos que dardn una solucién aproximada como
respuesta. Una parte importante de este proceso es considerar los errores que aparecen en esos
calculos, ya sea desde los errores de redondeo en las operaciones aritméticas hasta los errores de
truncamiento en los desarrollos analiticos. Esto se debe a que en practica del calculo numérico
las soluciones obtenidas a los problemas numéricos no son soluciones matemdaticas exactas sino
aproximadas.

En aplicaciones ingenieriles a problemas reales, existen otros tipos de errores que aparecen:

e Errores en datos de entrada (data uncertainty): cometidos en los valores numéricos
de los datos de entrada. Pueden ser “sistemdticos” (debido a la imprecision de los aparatos
de medicién) y "experimentales” (debido a la apreciacion del observador y otras causas).

e Errores del modelo (model errors): son las simplificaciones que hacemos en la cons-
truccién del modelo que describa el fenémeno fisico para representarlo como un modelo
matematico y poder resolverlo.

e Errores causados por la computadora o el hombre (blunders): son debido al mal
funcionamiento de una computadora o por imperfecciones humanas.

e Errores numéricos (numerical errors): son los que introducimos al usar un algorit-
mo en una computadora. Estan asociados al “algoritmo” (tenemos un tiempo finito de
ejecucion) y al “hardware” (tenemos un espacio finito de almacenamiento).

Nosotros nos concentraremos en estos ultimos.

Si retomamos el esquema de la Figura[6.1]y la Figura[6.2], vemos ahora que cuando pasamos
del problema matematico al problema numérico, muchas veces tendremos que hacer simplifica-
ciones matematicas para poder resolver nuestro poblema numérico. Por ejemplo, si queremos
calcular una funcién trigonométrica con un desarrollo de Taylor, necesariamente tendremos que
hacer un truncamiento de la serie infinita para poder representar dicha funcién por su polino-
mio de Taylor corriespondiente. Esto es porque no podemos hacer “sumas infinitas” en una
computadora. Por ende, esto introducird un error en la aproximacién que llamaremos errores
por truncamiento.

Por otro lado, una vez planteado el método numérico para resolver dicho problema e im-
plementado el algoritmo en algin lenguaje, el proceso de calculo introducira errores dado que
la aritmética y la representacién de ntimeros en la maquina no puede hacerse en forma exacta.
Esto introducird otro tipo de errores que llamaremos errores de redondeo.

Finalmente, el resultado aproximado de nuestro problema numérico estara afectado por

ambos errores, los de truncamiento y los de redondeo. Llamaremos a la suma de estos errores,
el error total del método numérico. Esto queda reflejado en el esquema de la Figura |6.14}
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Construccion del
experimento

h

Modelo matematico
Problema matematico

(Error por aproximacion)
3

Problema numérico

Métodos numéricos
(Algoritmos)
(Error por redondeo)

Datos de entrada
(Errores heredados)

Salida de
resultados

Figura 6.14: Errores en los métodos numéricos aplicados.

6.3.2 Conceptos basicos

Algunos conceptos bésicos en el andlisis del error a saber son los siguientes:

Exactitud (accuracy): Refiere a la proximidad de un valor calculado respecto al valor
verdadero o exacto.

Precision (precision): Refiere a la proximidad de un valor particular calculado respecto
a otros calculados.

Cifras significativas: Digitos distintos de cero de un numero leyendo el nimero de
izquierda a derecha.

Overflow: Fenémeno numérico cuando en un espacio de memoria no puede almacenarse
un numero positivo (negativo) por ser mayor (menor) que el mayor (menor) nimero
representable en esa memoria. En MATLAB: realmax y -realmax devuelven el mayor
nimero positvo y el menor niimero negativo representable.

Underflow: Fenémeno numeérico cuando dentro de la memoria no se puede almacenar un
nimero positivo muy chico por ser menor al menor ntimero representable en memoria. En
MATLAB: realmin y -realmin devuelven el menor nimero positvo y el mayor niimero
negatvio representable.
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Un esquema de comparacion entre la precision y la exactitud puede verse en la Figura[6.15]

Increasing accuracy

Increasing precision

Figura 6.15: Precision versus exactitud.

En la grafica podemos suponer que los puntos son calculados por alguna técnica numérica,
mientras que el centro de las circunferencias concéntricas es el valor exacto. Si tomamos las
aproximaciones del item (a) y (¢) vemos que ambas son inexactas, sin embargo, la tltima pre-
senta un esquema de célculo més preciso ya que la distancia entre puntos es mucho menor. Es
decir, el item (a) es el resultado inexacto e impreciso, mientras que el item (c) representa un
esquema inexacto, aunque preciso. Por otro lado, si comparamos los items (a) y (b), vemos que
en este ultimo el esquema se vuelve mas exacto, aunque impreciso. Nuestra situacion ideal es
el item (d) que proviene de un método exacto y preciso dado que los puntos estédn centradas
respecto al centro de las circunferencias y entre si. A continuacién definiremos estos conceptos.

Para medir la exactitud, sea z,. el valor exacto de un nimero real y =, su aproximacion:

Definicién (Error absoluto). Diferencia entre el valor exacto y su aprozimado:

Ar =2, — 2,.
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Definicién (Error relativo). Cociente entre el error absoluto y el valor exacto:

Ar x.— 2,
E, =

Te Le

siempre que xo 7 0.

Definicién (Error relativo porcentual). Error relativo en porcentaje:

A e 4a
L e100= 22

Te Le

Ef = E, %100 = %100

siempre que xo 7 0.

Definicién (Precisién). Diremos que z, es una aprozimacion a x. con d cifras deci-
males significativas, si d es el mayor numero natural o cero tal que:
|Ze

— 1
—%| < Zx107¢
|z | 2

Ejemplo 6.3.1. Sean los valores exactos y aproximados x, = 3.141592 y x, = 3.14,

IA,| = |z — z,| = 0.001592

E,| = % = 0.000507 — £ = 0.0507%
Le

1
|E;| < 0.005= 3 X 1072 — d=2a
Ejemplo 6.3.2. Sean los valores exactos y aproximados y. = 1000000 y y, = 999997,

|Ay| = |ye_ya|:3

E,| = % — 0.000003 —> E = 0.0003%
Ye ‘

1
Byl < 0.000005 = 5 x 1077 s d = 54

Ejemplo 6.3.3. Sean los valores exactos y aprorimados z. = 0.000012 y z, = 0.000009,

AL = |z — 24| = 0.000003

E.| = e =zl o5 ET = 25%

|Ze|

1
|E.| < 0.5:§><10O — d=0A
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En MATLAB podemos calcular los errores relativos de la siguiente manera:

>> xe=3.141592
>> xa=3.14

>> ex=abs(xe-xa)/xe

ex= 5.067494e-04
>>  ye=1000000
>>  ya=999997

(d = 2 cifras significativas)

>>  ey=abs(ye-ya)/ye
ey= 3.0e-06 (d =5 cifras significativas)

>> ze=1.2e-05
>> za=9.0e-06

>>  ez=abs(ze-za)/ze
ez=0.25 (d = 0 cifras significativas)

como:

Definicién (Notacién cientifica normalizada decimal). Siz € R se puede escribir

T10 — :l:O(I’l(]Z(]Jdk x 10"

o didyds...dy se conocen como la mantisa.

e 1 se conoce como el exponente.

siendo dy = {1,2,...,8,9}, d, = {0,1,...,8,9} para j > 2 yn € Z.
Para una cantidad finita de K digitos decimales (como en la computadora), llamaremos:

Ejemplo 6.3.4. Ezpresando en notacion cientifica normalizada decimal, resulta:

9700000000 = 0.97 x 10"
732.5051 = 0.7325051 x 10°

—0.005612

—0.5612 x 102

Ejemplo 6.3.5. Liamando a fl(x) Expresando en notacion cientifica normalizada decimal,

resulta:
x fl(x) | cant. decimales | cant. cifras significativas
1004100 | 1.0041 x 10° 0 )
0.00039 3.9 x 1074 ) 2
25.84 | 2.584 x 10! 2 4
0.0721 | 7.21 x 10*~ 4 3
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6.3.3 Errores numéricos

Como mencionamos anteriormente, existen dos grandes tipos de errores en el calculo numérico:
errores de truncamiento y errores de redondeo.

Error de truncamiento: Estos errores se deben a la interrupcién de un proceso de calculo
matematico antes de su terminacién pues el tiempo de corrida de un algoritmo es finito. Existen
numerosos ejemplos.

. . -, s . 0o n—oo
e Si consideramos la sucesion numérica convergente {x,}>°, tal que x, —— r, entonces
aproximamos el limite de la sucesiéon convergente como

{zo, 1, ..., x,} talque =z, ~r
para cierto n “grande”.

e Para calcular la suma de la serie numérica S =) _.° a,, aproximamos

S%Zan:ao—i—aljt...—l—an

=0
para cierto n “grande”.
e Para calcular la serie de Taylor f(x) = -, %(m — a)*, calculamos el polinomio
/ " (n)
f@) & fa) + DOy D0 gy g

para cierto n “grande”.

Ejemplo 6.3.6. El desarrollo de Taylor de f(x) = e® centrado en a =0 es:
e "L gk et x

D AR pEag

| | |

k! k! (n+1)!

donde £ estd entre 0 y x. El ultimo término se conoce como formula del error en la forma
de Lagrange (consultar [Apos1984]). La diferencia entre la funcion exacta y el polinomio de
Taylor de orden n asociado en el punto x serd el error de truncamiento de Taylor.

E,(z,a) = e _Zﬁ
k=0

Este error puede ser controlado acotando:

e”’—z%

k=0

66 xn+1

|En(z,a)] = 1)

Y

donde podemos obtener una estimacion de la funcion en x con un niumero finito de términos.
Es claro que en la medida que n crece, el factorial en el denominador le gana a la potencia en
el numerador.
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El script ExpTaylor.m explora esto ploteando el error relativo de la suma parcial como fun-
cion de la cantidad de sumandos n.

Coédigo en MATLAB:

% Script: ExpTaylor

% Plotea, como funcion de n, el error relativo en la aproximacion de Taylor de
la funcion exponencial

hl+x+x 72/2! +...+ x"n/n! a exp(x).

clear, clc, close all;
nTerms = 50;

xx = [1 510 -1 -5 -10];
for i=1:length(xx)

x = xx(i);

f = exp(x)*ones(nTerms,1);
s = 1;

term = 1;

for k=1:nTerms

term = x.*term/k;

s = s+ term;

err(k) = abs(f(k) - s);

end

relerr = err’/exp(x)’;

subplot(2,3,1i), semilogy(vl:nTerms,relerr), grid on, hold on
ylabel (’Error Relativo Suma Parcial.’)
xlabel (’Orden Suma Parcial’)
title(sprintf(’x = %5.2f’,x))

end

saveas(gcf,’TaylorExp’,’fig’);
saveas(gca, 'TaylorExp’,’epsc’);

En la Figural6.16 observamos que cuando aumentamos la cantidad de términos del polinomio
de Taylor n, el error relativo de la suma parcial de la serie disminuye. FEsto coincide con
lo esperable matemdticamente puesto que si observamos la formula del error de Lagrange, el
factorial de n+1 de denominador tiende a cero mas rapidamente comparado con el numerador.

Sin embargo, cuando ploteamos las grdficas para x = 1,5,10,—1,—5,—10 como se muestra
en la Figura [6.17, observamos que el ploteo muestra que la “convergencia matemdtica” no
siempre es valida en maquina dado que los errores no convergen a cero a medida que la serie
aumenta la cantidad de términos. En algunos casos, el error se acuesta en un valor pequeno,
e incorporando mas términos, no hacemos diferencia. Notamos también que el piso del error
relativo depende del valor de x: Erry__10>1x1071°

Erry_1g<1x107%

Es decir, podemos notar que ademdas del error analitico de truncamiento existe “otro error”
que aparece en este calculo numeérico de la exponencial.
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Figura 6.16: Error de Taylor de e* en funcién de n
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Figura 6.17: Error de Taylor de e* en funcién de n para z = 1,5,10,—1, =5, —10.
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Error de redondeo (roundoff error): Surge debido a limitaciones propias de la méquina
para representar cantidades dado el espacio finito de memoria. Por ejemplo:

e Almacenamiento de nimeros: en una computadora sélo podemos representar una can-
tidad finita de cantidades finitas pero los nimeros de R son infinitos y tienen infinitos
digitos. Es decir, tenemos una representacion finita de los ntimeros reales que tienen

infinitas cifras decimales:

m = 3.141592653589793238462643383279502884197169399...
e = 2.718281828459045235360287471352662497757247093...

S|r—too|r~

= 0.333333333333333333333333333333333333333333333...

= (0.100000000000000000000000000000000000000000000...

e Grandes calculos: si un proceso realiza una gran cantidad de calculos, los errores de

redondeo pueden ser significativos.

e Cuando sumamos un numero muy grande y un nimero muy chico hay un corrimiento de
la mantisa para poder sumarlos y se produce una pérdida de cifras significativas.

e Cuando restamos ntiimeros semejantes entre si también se produce este fenémeno.

Ejemplo 6.3.7. Si representamos nimeros en base 10 a binario (base 2), hacemos:

1150 = 1011,
0.187519 = 0.0011,

Pero, ;como representamos el decimal 0.1 en sistema binario?
1
10

— = 0.1, = 0.00011001100110011... = 0.00011,

Este niumero es un periodico en sistema binario, por lo tanto no puedo representarlo en forma

exacta en una computadora. Para almacenarlo tenemos que truncarlo.

redondeo truncado y el redondeo simétrico.

Hay dos formas, el

normalizado con k cifras significativas:
Tr = iOdldgdkdk_H x 10™

donde
d = {1,2,..,8,9}

d; = {0,1,..,8,9} j>1.

Entonces
fltrunc(x) = :tOdldgdk x 10"

Definicién (Redondeo truncado). Consiste en truncar el resultado de una opera-
cion al nimero de digitos significativos que estemos utilizando. St x € R (decimal)

es su representacion de coma flotante por truncamiento

Matematica Aplicada 2024

188



CAPITULO 6. METODOS NUMERICOS

Definicién (Redondeo simétrico). Consiste en aumentar en uno el dltimo digito si
el primer digito descartado estd en {5,...,9} o dejarlo igual si el primer digito descar-
tado estd en {0, ...,4}. En este caso

flszm<.’ﬁ) = :i:O.dldg...dk,ldz x 10"
es la representacion de coma flotante por redondeo de x donde

dy = {1,2,..,8,9}
d; = {0,1,...,8,9} 1<j<k,

J

y d; se calcula redondeando el nimero dyds...dj.dj1dgss... al entero mds prozimo.

Ejemplo 6.3.8. Ejemplos de redondeos truncado y simétrico

e £ ="7/9=0.77777.... con 4 digitos significativos:

fltrunc(l‘) - 07777)(]_00
flrca(z) = 0.7778 x 10°

o y =22/7=3.14285714285714285 con 6 digitos significativos:

Flirune(y) = 0.314285 x 10
fleea(y) = 0.314286 x 10

e 2 =0.231599999 con 8 digitos significativos:

Flirune(z) = 0.23159999 x 10"
flrea(z) = 0.23160000 x 10°

Ejemplo 6.3.9. Ejemplo de pérdida de cifras significativas.
Queremos plotear el polinomio de grado 6:

p(z) = (z —1)°
en el intervalo [0.9,1.1]. Trabajando algebraicamente p(x) puede desarrollarse como:
p(z) = 2% — 62° + 152" — 202° + 152% — 62 + 1.
El script ZoomPoli.m grafica el polinomio en pequenos entornos de ¥ = 1 wusando la se-

gunda expresion de p(x) en los intervalos: [0.9,1.1], [0.99,1.01], [0.992,1.008], [0.993,1.007],
[0.995,1.005] y [0.997,1.003].

Matematica Aplicada 2024 189



CAPITULO 6. METODOS NUMERICOS

Cédigo en MATLAB:

% Script: ZoomPoli

% Plotea (x-1)"6 alrededor de x=1 con escala creciente

% pero evaluado via x"6 - 6x°5 + 15x74 - 20x"3 + 15x72 - 6x +1
clear, clc, close all;

k=0;

n=100;

for delta = [.1 .01 .008 .007 .005 .003 1]

x = linspace(l-delta,l+delta,n)’;

y =x.76 - 6%x.75 + 16*x.74 - 20*%x.73 + 15%x.72 - 6*x + 1;
k = k+1;

subplot(2,3,k), plot(x,y,x,zeros(1,n)), grid on
axis([1-delta  1+delta  -max(abs(y)) max (abs(y))])
end

x 10~ 1x10 x 10
2
5 0.5
;
0 0 0
-1
-5 , —05
2
1
0.9 1 1.1 0.99 1 1.01 0995 1  1.005
x107"° x10" x 107"
5
1 15 .
0.5 !
L
0 a Aot 0 — 0 h '“
_iu
~05 » :
15
-1 5 »
0.995 1 1.005 0.995 1 1.005 0.998 1 1.002

Figura 6.18: Ploteo del polinomio p(z) en entornos de = = 1.

El ploteo de la Figura no parece un polinomio, de hecho, ni siquiera es derivable. Se
observa una oscilacion cerca de la raiz v = 1. Ademds, en este ejemplo no hay error de
trucamiento (no truncamos un método ni tampoco iteramos). Observamos que en las cercanias
de x =1, los valores de p(x) son calculados restando nimeros muy parecidos (potencias de x°
y x°). FEvidentemente, estamos ante la accidn de un error de redondeo del cdlculo numérico
conocido como pérdida de cifras significativas. Veamos en detalle como funciona este error.
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Ejemplo 6.3.10. Sean las funciones

f(x):x(\/ﬁ—\/@, x>0

x
xr) = Y = xr > O

9() Vi+ 14z -

algebraicamente equivalentes. Vamos a comparar los resultados de calcular f(500) y g(500)

usando 4 cifras significativas con redondeo simétrico. ;Deberiamos obtener el mismo resultado

en nuestra maquina imaginaria? Normalizando antes de cada operacion, obtenemos:

£(500) = 0.5000 x 10° <\/0.5000 x 10° + 0.1000 x 10" — v/0.5000 x 1o3>

= 0.5000 x 103 (¢0.5000 x 103 + 0.0010 x 103 — +/0.5000 x 103)

— 0.5000 x 10% (v/0.5010 x 10° — v/0.5000 x 103)

= 0.5000 x 10*(22.3830292855... — 22.3606797749...)
= 0.5000 x 10% (0.2238 x 10* — 0.2236 x 10%)

= 0.5000 x 10® (0.0002 x 10?)

= 0.5000 x 10° (0.2000 x 107")

= 0.1000 x 10* = 0.1000 x 10* = 10.

0.5000 x 10?

v/0.5000 x 10% + 0.1000 x 10! + +/0.5000 x 103
0.5000 x 10?
v/0.5000 x 10% + 0.0010 x 10® + +/0.5000 x 103
0.5000 x 103
v/0.5010 x 10% + +/0.5000 x 103
0.5000 x 103
22.3830292855... + 22.3606797749...
B 0.5000 x 10? ~0.5000 x 10°
0.2238 x 102 + 0.2236 x 102 0.4474 x 102
= 1.11747575636... x 10

= 0.1117 x 10*> = 11.17.

9(500) =

El valor “exacto” es 11.174755300747198..., sin embargo:

£(500) = 10,
¢(500) = 11.17.

La respuesta de g(500) tiene menor error absoluto que f(500).
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Veamos sus errores absolutos, relativos y relativos porcentuales:

A f(500)
Ay (500)
Ef(s00)
Eg(500)
E;/C(500)

%
E_(/(5()U)

12

12

12

1.17475530075,
4.75530074720 x 1073,
1.05125818788 x 1071,
4.25539586256 x 104,
10.51%,

0.04%.

Codigo en MATLAB Definimos las funciones f y g como anonimas en MATLAB:

>> format long

>>  £(500)

>>  g(500)

ans = 11.174755300746853

ans = 11.174755300747199

>> f=0(x)  x*(sqrt(x+1)-sqrt(x))
f =0() xx(sqrt(x+l)-sqrt(x))

>>  g=0(x) x/(sqrt(x+1l)+sqrt(x))
g = 0(x) x/(sqrt (x+1)+sqrt(x))

Notemos que incluso en MATLAB obtenemos una precision de 16 cifras significativas y tam-
bién observamos la diferencia entre los cdlculos con ambas formulas si calculamos los errores
absolutos y relativos anteriores.

>> exac = 11.174755300747198;

>> eaf = abs(exac-f(500))

ans

3.4461322684436486e-13

>> eag = abs(exac-g(500))

ans

>> erf = eaf/f(500)
ans

>> erg = eag/g(500)
ans

1.776356839400250e-15

3.083854792065166e-14

1.589615872198539%e-16
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Error numérico total: Es la acumulacién del error de truncamiento y redondeo.

Definicién (Error numérico total). El error numérico total se define como:

Error de truncamiento + Error de redondeo

Notemos que si en un proceso numérico disminuyo el Error de truncamiento \, (agre-
gando términos al Taylor, aumentando cantidad de iteraciones, disminuyendo tolerancias, etc.),
entonces el Error de redondeo aumenta ,*. Si en cambio aumento el Error de trun-
camiento  entonces el Error de redondeo disminuye \,. Disminuir una componente de
error conduce a un incremento en la otra componente. Por tanto hay que buscar una solucién
de compromiso. Esto lo da muchas veces la experimentacion numérica.

Total error
Truncation error

Error

Roundoff error

———
Step size

Figura 6.19: Dependencia del Error total del tamano del paso h (step size)

Ejemplo 6.3.11. Ejemplo de una solucion de compromiso.
Consideremos la serie de Taylor de f(x) = sen(z) centrada en a = 0:

e (_1)k $2k+1

sen(z) = ZW

k=0
(_1)k r2k+1 f(2n+3) (S) p2nt3

k1 (@2n+3)

3 |l

k=0

donde & estd entre 0 y x. El error (de Lagmnge) puede acotarse de la forma:
F@n3) () g2n+3

2n+3)

’x|2n+3
~ (2n+3)V

donde el valor del error de truncamiento depende de x y del nimero de términos de la sumatoria.

|E2n+3 T CL|_‘

Matematica Aplicada 2024 193



CAPITULO 6. METODOS NUMERICOS

Cédigo en MATLAB:

function ssum = SerieSeno(x,tol,n)
% SerieSeno.m: Evalda la representacién en serie de la funcién SENO
% ssum = SerieSeno(x)

% ssum = SerieSeno(x,tol)
% ssum = SerieSeno(x,tol,n)
% ENTRADA:

% x: argumento de la funcién SENO

% tol: (optional) tolerancia para sumatoria (por defecto: tol = 5e-9)

% La serie termina cuando abs(T_k/S_k) < tol, donde:

% Tk: k-ésimo término y S_k suma incluyendo el k-ésimo término

% n: (optional) maximo nimero de terminos (por defecto: n = 15)

% RESULTADO:

% ssum: valor de la serie al cabo de n terminos o al satisfacer la tolerancia
if nargin < 2, tol = 5e-9;

end

if nargin < 3, n = 15;

end

term = x; % Inicializa la serie
ssum = term;

fprintf (’Valor aproximado de la funcién seno (%f)\n\n n término serie\ n’,x)
fprintf (’%3d %11.3e %12.8f \ n’,1,term,ssum)

for k=3:2:(2%n-1)

term = —term .* x.*x./(k.*(k-1)); % Préximo término en la serie

ssum = ssum + term;

fprintf(°%3d %11.3e %12.8f\n’,k,term,ssum)

if abs(term./ssum) < tol 7, Verifica convergencia

break

end

end

fprintf (’\n Error Total con %d términos es %g \ n\n’,(k+1)/2,abs(ssum-sin(x)))
end

Ventana de comandos en MATLAB:

>> sum = SerieSeno(pi/4,5e-9,100)

Valor aproximado de la funcién seno (0.785398)
termino serie

7.854e-01  0.78539816

-8.075e-02  0.70465265

2.490e-03  0.70714305

-3.658e-05  0.70710647

9 3.134e-07  0.70710678

11 -1.757e-09  0.70710678

Error Total incluyendo 6 términos es 6.92801e-12
sum = 0.707106781179619

N o w e~ B
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En caso de utilizar 5 términos no nulos en la sumatoria:

2 _ /2
11! = 11!

|Ey(2)| < ~ 3.5988 x 1079,

-6

x 10

3.5

25

Error Total

1.51

0.5F

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
X

Figura 6.20: Error total con 5 términos.

En caso de utilizar 15 términos no nulos en la sumatoria:

2P |w /2% o8
E < < ~ 1.4611 x 10™*°.
B (o)l < S = 5
x 107"
3.5
3,
2.5
s 2t
5
S
w 1.5¢
1k
0.5 A/\/\ /\
AL ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

X

Figura 6.21: Error total con 15 términos.
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En la Figura observamos que con 5 términos no nulos y valores de x mayores a 1
(aproximadamente), el error numérico total (truncamiento y redondeo) aumenta rdpidamente
cuando x — /2, siendo el error mdximo aproximadamento 3.6e-06 en consonancia con la
cota analitica del error de truncamiento de Taylor expresado anteriormente del orden de 107°.

En la Figura |6.21] vemos que con 15 términos observamos un fendmeno numérico distin-
to. Vemos una oscilacion del error total que aumenta hasta un valor mdzimo aproxiamdo de
3.3e-16 mientras que la cota del error teorico de truncamiento de Taylor expresado antes es
del orden de 10728, Por lo tanto, en este caso el error por redondeo estd controlando el compor-
tamiento y necesitamos hallar una solucion de compromismo, es decir, disminuir la cantidad
de términos de modo de obtener un error total que satisfaga el problema en estudio, pero sin
que domine el error de redondeo.

Propagacion del error: Veamos como se propaga el error de representacion numérica en
las operaciones aritméticas basicas que se realizan durante un calculo numérico.

e Propagacion del error en la suma y resta. Sean los niimeros exactos x e y con
valores aproximados Z, gy, y sean los errores absolutos d,, d, respectivamente. Esto es:

x:j+5x> y=?§+5y-
Queremos calcular el error d,4,. Resulta entonces
rty=(T+06)E(G+0,)=(@£7) + (0. £d,).
5
rzty

Por lo tanto, el error absoluto de la suma y diferencia de dos (o mds magnitudes) es la
suma de los errores absolutos de dichas magnitudes.

e Propagacion del error en el producto y cociente. Sean x e y reales no nulos:

Queremos calcular el error d,, al aproximar el producto:

x.yzigj(l—i—%)(l—i—iy): 1+5—~x+6—~y+%
T Y T Y )
~0

Por lo tanto, el error relativo del producto de dos (o mds magnitudes) es igual a la suma
de los errores relativos de dichas magnitudes.

Anélogamente, esto también vale para el cociente. Consultar [MaFi2000].
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6.3.4 Aritmética de punto flotante

Hace mas de 30 anos, cada computadora de uso personal tenia su sistema de niimero de punto
flotante particular. Algunas eran decimales, otras binarios o incluso triaria. Entre las de base
binaria, se usaban base 2, 8 o 16. Todas tenian una precisién distinta.

En 1985, el Institute of Electrical and Electronics Engineers (IEEE) y el American National
Standards Institute (ANSI) adoptaron la norma ANSI/TEEE Standard 754-1985 para la
Aritmética Binaria de Punto Flotante. Esto fue una década de trabajo de un centenar de
matematicos, cientistas de computacion, ingenieros, productores de computadoras, entre otros.

Desde entonces las computadoras son disenadas en la Aritmética de Punto Flotante
IEEE. Esto no significa que todas lleguen al mismo resultado (hay cierta flexibilidad sobre
la precisién), pero hoy hay un modelo de cémo funciona la aritmética de punto flotante no
dependiente de la maquina.

Definicién (Representaciéon de un nimero). Si x € R, entonces decimos que la
representacién en base ( de x es de la forma:

T~ +qx ("

donde 3 es la base, q la mantisa, % <|q| <1 yn el exponente.

Ejemplo 6.3.12. Sea § = 2, entonces la representacion binaria de x es
x>~ +q x2"
donde § < |¢| < 1.

Sin embargo, en un computadora sélo tenemos una cantidad finita de espacio de ntimeros
binarios para el almacenamiento de la mantisa ¢ y el exponente n. Por ende, no podemos
representar todos los niimeros reales, sino una cantidad finita de los mismos.

Para comprender esto, veamos a continuaciéon una maquina virtual “maés chica” que las
computadoras actuales.

Ejemplo 6.3.13. Operacion con punto flotante en sistema binario
Consideremos los reales positivos de la forma

(0.d1d2d3d4>2 x 2"

donde dy = 1, d; € {0,1} para i =2,3,4 yn € {-3,-2,—1,0,1,2,3,4}. Tenemos 8 posibles
combianaciones de ceros y unos para la mantisa y 8 posibles exponentes (en sistema decimal
para simplificar el ejemplo). Esto nos proporciona un conjunto de 64 nimeros positivos. Ver
Tabla de la Figura[6.22.

Es importante remarcar que como se restringieron la mantisa y el exponente, nuestro compu-
tador virtual solo dispone de un numero limitado de valores entre los que elegir para representar
nuestros numeros. Por ende, cuando tengamos que representar un numero que no esté en nues-
tra Tabla, haremos una aproximacion al numero binario mds cercano.
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Mantisa Exponente

n=-3 n=-2 n=-1 n=0 n=1 n=2 | n=3 | n=4
0.1000,,, | 0.0625 0.125 0.25 0.5 1 2 4 8
0.1001,, | 0.0703125 | 0.140625 | 0.28125 | 0.5625 | 1.125 | 225 | 45 |9

0.1010,,, | 0.078125 0.15625 0.3125 0.625 1.25

[
Lh
Lh
p—
=

b
=]
LA

0.1011,, | 0.0859375 | 0.171875 | 0.34375 | 0.6875 | 1.375 5.5 11

0.1100,,, | 0.09375 0.1875 0.375 0.75 1.5 3 6 12

0.1101,, | 0.1015625 | 0.203125 | 0.40625 | 0.8125 | 1.625 | 3.25 | 6.5 13

0.1110,,, | 0.109375 0.21875 0.4375 0.875 1.75 3.5 7 14

0.1111,, | 0.1171875 | 0.234375 | 046875 | 0.9375 | L875 | 3.75 | 7.5 15

Figura 6.22: Maquina virtual de 4 bits para la mantisa y 8 exponentes.

En nuestra computadora antertor queremos realizar la operacion:

1 n 1 n 1
10 5 6
Comenzaremos resolviendo primero la suma entre paréntesis:

1 -3 -2
0 ~ (0.11015 x 27° = 0.011015 x 2

~ 0.11015 x 272 =0.11015 x 272

] =

3

10
Para almacenar el nimero 1.001115 x 272, primero lo normalizamos y luego lo redondeamos
como 0.10105 x 271, El paso siguiente es:

3
0
~ 0.10115 x 272 = 0.010115 x 271

1.001115 x 272

~ 0.10105 x 271 = 0.10105 x 271

~N || ==

— 0.111115 x 271
15 2 %

Nuestro computador redondea 0.111115 x 271 como 0.10005 x 2°. Por ende, la solucién a
nuestro problema original es:

1 1\ 1 7
(E 4 g) + 5 = 1 = 0466710 ~ 0.1000, x 2° = 0.5,
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El error en el cdlculo efectuado por nuestra computadora “virtual” es:
10.4667 — 0.5 ~ 0.0333 > 7%
En cambio, si hacemos la operacion asociando de esta manera:
L]
10 5 6

tenemos que:

1 -2 -2
=~ 0.11013 x 272 = 0.11015 x 2

1 ) —2
5 F 0.10115 x 272 = 0.01015 x 2
11
— 1.0010, x 272
30 2

Nuestro computador normaliza 1.00105 x 272 como 0.10015 x 271, Luego,
1
T 0.11015 x 273 = 0.0011015 x 271

11 _1 1

7
— 1100014 x 271
B 0.1100015 x

Finalmente, el computador redondea 0.1100015 x 271 ¢ 0.11015 x 271, Por ende, la solucion a
nuestro problema original es:

1 1 1 7 _
10 + (5 + 6) == 0.466719 ~ 0.11015 x 27 = 0.40625,¢

El error en el cdlculo efectuado por nuestra computadora en este caso es:
10.4667 — 0.4063| ~ 0.0604 (casi 13%)

Por tanto, en nuestra computadora anterior no vale la asociatividad de la suma:

1+1 +1—1+ 1+1
10 5 6 10 5 6)°
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Punto flotante en MATLAB: IEEE754 doble precisiéon
MATLAB usa el formato de doble precision de la IEEE. Esto significa que cada nimero de
doble precisién en aritmética de punto flotante se almacena en una palabra de 64 bits (8 bytes).

’ Signo (s) ‘ Exponente (e) ‘ Mantisa normalizada (q) ‘
1Et 11&1&5 52Ets

donde la representacion en nimero binario es:

S dl dle{O,l},
e dldg...dn dZG{O,l} izl,...,ll,
q — dldg...d53 dlz]_, dZE{O,l} 122,,53

Cada numero en aritmética de punto flotante es normalizado:
r=(=1)" (14 (g)2) 271" = (=1)" (L.q)o 2771
El signo s surge de (—1)* y la mantisa (fraccién) ¢ en base 2 es un entero que satisface:
0<(g)<1
o bien, en sistema decimal ¢ representa el rango
0 < (q)o <2 1.

En realidad, como siempre vale que dy = 1, el formato IEEE permite almacenar informacion
de una palabra de 65 de bits en una de 64 bits.
Teniendo 11 bits para el exponente, estos representarian un rango decimal de:

0 < (e)o < 2" — 1 = 2047.

Pero como ()19 = 0y ()10 = 2047 estén reservados para nimeros especiales, el rango exacto
del exponente en base 10 es:
1< (e)o <2 — 2 = 2046.

Para que (e)1o tenga signo negativo, corremos el rango restando 1023 a la representacion, y se
reacomoda para que el exponente sea un entero en el intervalo:

1 —1023 < (e')10 < 2046 — 1023

y obtenemos
—1022 < (e’)19 < 1023.

Estos seran los posibles valores del exponente en base 10 en la representacion de punto flotante.
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Existen exponentes y nimeros especiales reservados en MATLAB, por ejemplo los valores

reservados del exponente:

()10 =0 — todos ceros

(6)10 = (0 — todos unos

En la siguiente Tabla [6.4] vemos las demds combinaciones:

(s) (€)2 (q)2 Representa
0 todos ceros | todos ceros 0
1 todos ceros | todos ceros -0
0 todos unos | todos ceros Inf
1 todos unos | todos ceros -Inf
0 o1l | todos unos Nno-cero NalN

Tabla 6.4: Valores de mantisa y exponantes reservados en MATLAB.

El mayor niimero positvo es:
(1.11...1)5 x 219% =~ (1.7997) 1 x 10°%,
El menor niimero positivo es:
(1.00...0)5 x 271922 ~ (2.2251)19 x 107%,

Una cantidad importante asociada a la aritmética de punto flotante es el espilon maquina
€ que suele notarse €. FEl espilon madquina es la distancia desde el numero 1 al siguiente
nimero de punto flotante siguiente mds grande. Antes de la estandarizaciéon ANSI/TEEE habia
diferentes es para diferentes maquinas, ahora en doble precision IEEE

g=2""

Epsilon en MATLAB:

>> eps
ans = 2.2204-16

Estos tres valores mencionados anteriormente, definen el rango de ntimeros disponibles y la
precision de nuestra computadora. En doble precisién tendremos que:

Binario Decimal
eps 2 "(-52) 2.220446049250313e-16
realmin 2 "(-1022) 2.225073858507201e-308
realmax | (2-eps)*27(1023) 1.797693134862316e+308

Tabla 6.5: Valores de eps, realmin y realmax de MATLAB

Cualquier nimero por encima de realmax generara un overflow, y cualquier nimero debajo
de realmin generard un underflow. Sin embargo, algunas maquinas permiten ndmeros de
punto flotante subnormales en el intervalo [eps*realmin,realmin|. Esto permite llenar (en
parte) el gap (salto) entre 0 y realmin. El menor nimero subnormal positivo de punto flotante
es: 4.940656458412465e-324. Cualquier valor menor es cero.
2024
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Ejemplo 6.3.14. Punto flotante: floatgui.m

El script floatgui.m realizado por C. Moler (autor de MATLAB), muestra la estructura de
numeros de punto flotante. Aqui el modelo del conjunto de los numeros positivos de punto
flotante se determina por tres pardmetros: t, emin y emax. Segun este script, es el conjunto
de nimeros racionales de la forma x = (1+q)2 e donde q: (entero)/2°t, 0<=q<1, e: entero y
emin<=e<=emaz. En IEEFE 75} doble precision se tiene t = 52, emin = -1022, emax = 1025.

eps = 1/16
L s ) A A

[ | | |
121 2 4 3l

_|log scale
close

Figura 6.23: Distribucién de punto flotante IEEE754

Ejemplo 6.3.15. Ejemplos de errores en punto flotante en MATLAB
El nimero decimal 4/3 no es exactamente representable como una fraccion binaria exacta, por
eso el cdlculo 1 - 3%(4/3 - 1) no resulta cero.

>> format long

>> a = 4/3

a = 1.333333333333333
>>b=a-1

b = 0.333333333333333

>> ¢ = 3%b

¢ = 1.000000000000000
>>e=1-c

e = 2.220446049250313e-16

Stmilarmente, 0.1 no tiene representacion exacta en binarios:
>> a = 0.0;
>> for i = 1:10
>> a a+0.1;
>> end
>> a ==
ans = 0

[

Notemos que el orden de las operaciones puede influir en el calculo:

>> b = 1le-16 + 1 - 1le-16;
>> ¢ = le-16 - 1le-16 + 1;
>> b == c

ans = 0
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A modo de interés general y para resaltar la importancia del estudio de los métodos
numéricos en problemas reales, se linkean algunos desastres historicos causados por errores
en los calculos de los métodos:

25 de febrero de 1991 (Arabia Saudita): Falla del misil Patriot en sistema de defensa.
Causa: acumulacién de errores de redondeo.

4 de junio de 1996 (Holanda): Explosién del cohete Ariane 5.
Causa del desastre: error de “overflow”.

Conversiéon aritmética del EURO.

Enero de 1982 - Noviembre de 1983 (Canadd): Bolsa de valores de Vancouver.
Causa: Rendodeo truncado en vez de simétrico.

5 de abril de 1992 (Alemania): Error de redondeo cambia al Parlamento durante la
eleccion de Schleswig-Holstein.

23 de agosto de 1991 (Holanda): El hundimiento la plataforma offshore Sleipner A.
Causa del desastre: Aproximacion inexacta del método de elementos finitos.

SCRIBD: Some disasters caused by numerical errors (link)
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6.4 Resolucion de Sistemas de Ecuaciones Lineales

6.4.1 Introduccion

Los Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL) aparecen cuando resolvemos problemas en diversas
areas no soélo de la matematica, sino también en disciplinas como la FEstadistica, la Fisica, la
Biologia, la Ingenieria, la Informadtica, la Economia, etc. Estos sistemas aparecen directamente
cuando se abordan problemas del mundo real (en cuyo caso suelen ser sistemas muy grandes) y
también como parte de procesos numéricos que provienen de otros problemas, como ser, cuando
se aproximan soluciones de ecuaciones no-lineales o soluciones aproximadas de problemas en
derivadas ordinarias o parciales.

El objetivo de esta seccion es estudiar aspectos numéricos al resolver SEL de n ecuaciones
y n incognitas de la forma:

a1y + apre + ... + apr, = bl,
211 + A929T9 + ... + Aoy — bg,
a1 + apataz + ... + QumTn = b,.
Matricialmente
ay;r a2 ... Qip T bl
21 A22 ... Q9p i) bg
Gnl QAp2 .. Qpn T, b,

Nuestro problema numérico reside en que, dada una matriz A € R™*" y un vector (columna)
lado derecho b € R", queremos encontrar el vector (columna)x € R™ tal que:

Ax =b.
Una condicion necesaria y suficiente para que el SEL tenga solucion es:
det(A) #0
pues existe A~! y la solucién de dicho sistema viene dada por:
x = A 'b.

Calcular esta solucién puede ser complicado desde el punto de vista numérico atin en casos
“simples”. Ahora bien, ;cémo resolvemos Ax = b numéricamente? Existen dos grandes tipos
de métodos para resolver este problema:

e Métodos Directos: Son métodos numéricos que se ejecutan en un ndmero finito de
pasos y generarfan la solucién X exacta si no fuera por los errores de redondeo (no hay
truncamiento). Por ejemplo: Eliminacion Gaussiana, Factorizacion LU, Choslesky y
otros.

e Métodos Iterativos: Son métodos numéricos que generan iterativamente una sucesion
de vectores {xx} que converge a una solucién aproximada x* con una tolerancia deseada
y donde es necesario considerar el error de truncamiento. Por ejemplo: Jacobi, Gauss-
Seidel, Sobre-relajacion Sucesiva (SOR), Métodos de tipo Krylov (GMRES, etc) y otros.
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6.4.2 Meétodos Directos

Sistemas faciles de resolver:
Existen algunos sistemas de ecuaciones que son “faciles de resolver” algoritmicamente, por
ejemplo sistemas con matriz diagonal, con matriz triangular superiores o inferior.

Ejemplo 6.4.1. Sea A una matriz diagonal:

ai 0 0 1 bl

0 929 : T2 . b2
0

0 0 Qpn Ty bn

La solucion algoritmica es:

{ Q;; r; = bl 1= 1,...,7’1,,
, - b ]

Li T oay

suponiendo a; # 0 dado que asumimos que A es inversible.

Ejemplo 6.4.2. Sea A una matriz triangular superior:

a1l a2 e Qin T b

0

. anfl,nfl anfl,n

Asumiendo que ay; # 0, la solucion algoritmica es:

Tp = bn/anna
Tp—1 = (bnfl - anfl,n*xn)/anfl,nfla

<bi - Z;L:H_l az’j%‘) /aii 1=n—2,..,1.

X

FEste proceso se conoce como la sustitucién regresiva (backward substitution). Andloga-
mente, si A es una matriz triangular inferior, el método se conoce como sustitucion progre-
siva (forward substitution).

Eliminacion Gaussiana: La idea consiste en realizar una cantidad finita de pasos donde
en cada paso realizamos operaciones elementales entre matrices para obtener sistema de ecua-
ciones lineales que tengan el mismo conjunto solucién e ir triangularizando superiormente la
matriz de coeficientes original. Si suponemos que la matriz de coeficientes es cuadrada con n
ecuaciones y n incognitas, luego de (n — 1) pasos obtenemos una matriz triangular superior
equivalente a la original y con el método de la sustitucion regresiva obtenemos la solucion del
SEL. Todo este proceso se conoce como eliminacién Gaussiana y en general es muy eficiente
para resolver sistemas de ecuaciones lineales sobretodo cuando las matrices son “llenas”.
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Definicién (Sistemas de ecuaciones lineales equivalentes). Decimos que dos SEL
son sistemas equivalentes cuando tienen el mismo conjunto de soluciones.

Las operaciones elementales que preservan la equivalencia de los sistemas son:
e Intercambio: Intercambiar las filas de la matriz aumentada

Iy < Tj.

e Escalamiento: Multiplicar una fila por una constante no nula

arg — Tk.

e Sustitucién: Reemplazar una fila por la suma de esa fila mas un multiplo escalar de
cualquier otra fila
ry + mrj — ry.

El siguiente Teorema afirma que realizar operaciones elementales entre matrices, se generan
sistemas de ecuaciones que son equivalentes.

Teorema 6.4.1. Cualquiera de las operaciones elementales aplicadas un niumero finito
de veces a la matriz ampliada de un SEL produce sistemas equivalentes.

Demostracion. Consultar [MaFi2000]. O

Ejemplo 6.4.3. Dado el SEL cuya matriz de coeficientes 3 X 3 es la siguiente

101’1 — 7ZE2 = 7,
—3?[71 + QI‘Q + 6I3 = 4,
9xr1 — Xo + by = 6.

Matricialmente tenemos

10 =7 0 T 7
-3 26 e | = | 4
5 -1 5 T3 6
y su matriz ampliada serd
10 =7 07
[Ab]=] -3 2 6|4
5 —1 56

Dado el SELL Ax = b, nuestro objetivo es construir numéricamente en la computadora un
sistema equivalente Ux = ¢, donde U es una matriz triangular superior de modo que pode-
mos resolverlo con sustitucion regresiva. En “Algebra Lineal” vimos como aplicar operaciones
elementales renglén a renglén para lograr esto, sin embargo, en los “Métodos Numéricos” sera
necesario hacer otras consideraciones por los errores numéricos que se van generando y propa-
gando y que pueden afectar seriamente la aproximacion de nuestra solucién.
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PASO 1

e La lera. fila se usa para eliminar los elementos de la lera. columna debajo de la diagonal
principal.

e El elemento a;; = 10 se usa como pivote.

e Los valores my; con k = 2,3 son los multiplicadores:

a;; = 10 (pivote) 10 =7 0|7
mo1 = agl/an =—-0.3 -3 2 6|4
msy = CL31/6L11 =0.5 5 —1 5|6
10 =7 0| 7
o — Moy —— 0 —0.1 616.1
rs — msir; — 0 25 5|25

En rojo son los coeficientes de la matriz que se modifican en cada paso del algoritmo.

PASO 2

e Usamos la 2da. fila para eliminar los elementos de la 2da. columna debajo de la diagonal
principal.

e El elemento as = —0.1 se usa como pivote.

e Los valores myy con k = 3 es el multiplicador:

10 =7 0] 7
az = —0.1 (pivote) 0 —0.1 6|6.1
m3o — CL32/CL22 = —25 0 25 5125

10 -7 0 7
0 —0.1 6| 6.1
rs — M3olg — 0 0 155|155

Usando sustitucion regresiva:
15523 = 155 = 23 = 1.
Sustituyendo en la 2da. ecuacién:
—0.1z9+6(1) = 6.1 = a9 = —1.
Sustituyendo en la ler. ecuacion:
10z, + (=7)(—=1) =7T= 2z, = 0.

Finalmente, la solucion al sistema es:
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Definicién (Pivotes y multiplicadores). Sea A la matriz de dimensidn n X n con
coeficientes (a;;) para i,j=1,...,n.

o El elemento ayy de la matriz de coeficientes en el PASO q-ésimo que se usard
para la eliminacion de los coeficientes

(rq r=q+1,q+2,...,n
se llama g-ésimo pivote y su fila q-ésima fila pivote.

o Los numeros
Qg

Mg =~

r=q+1,g+2,...,n
aq

con los que se multiplica la fila pivote para restarle las correspondientes filas
posteriores se llaman multiplicadores.

El siguiente Teorema asegura que si la matriz es inversible, entonces puedo aplicar el método
de eliminacién Gaussiana y obtener una matriz triangular superior inversible.

Teorema 6.4.2. Consideremos el SEL
Ax=Db

y sea A la matriz de coeficientes de orden n X n inversible. Entonces existe un SEL
equivalente:

Ux =c

donde U es triangular superior con elementos diagonales ugy # 0.

Demostracion. Consultar [MaFi2000], p. 141. O

A continuacién construiremos U y ¢ en una implementacion en MATLAB para luego
usar sustitucion regresiva para resolver este ultimo SEL equivalente al primero y aproximar
numéricamente la solucion del sistema.
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Coédigo en MATLAB: Gauss.m

function x = Gauss(A,b)

% Calculo solucidén del SEL Ax=b mediante eliminacidén Gaussiana
% Datos: A matriz invertible nxn, b vector nxil
% Resultado: x solucién nxl del sistema Ax=b

% Inicializacién

[n n] = size(A);

% Célculo matriz ampliada

Aum = [A b];

for g=1:n-1

x=x"’;

% Proceso de eliminacién en columna g-ésima
for k=q+l:n

m = Aum(k,q) / Aum(q,q);

Aum(k,q:n+1) = Aum(k,q:n+1) - mxAum(q,q:n+1);
end

% Sustitucién regresiva (hacia atrés)

x(n) = Aum(n,n+1)/Aum(n,n);

for k=n-1:-1:1

x(k) = (Aum(k,n+1) - Aum(k,k+1:n)*x(k+1:n)’) / Aum(k,k);
end

end

Notemos que cuando en el PASO g-ésimo:
(g =0

éste a4y no puede usarse como pivote. Entonces, buscamos en la columna k-ésima el coeficiente
ap, 7 0 para algin k entre ¢ +1 < k£ < n. Una vez hayado dicho valor, intercambiamos la
fila g-ésima con la k-ésima. Este proceso se conoce como pivoteo trivial y aparece en nuestra
implementacién en las siguientes sentencias.

% Verificacidn

if (Aum(q,q) == 0)

disp(’A no es inversible. No hay solucién o no es tdnica’);
break

end

El proceso de eliminacién Gaussiana al resolver sistemas, es afectado por errores de redondeo
debido a la gran cantidad de operaciones que realiza y la representacion de nimeros en punto
flotante que maneja. Sin embargo en este método no aparecen errores de truncamiento debido
a que no estamos iterando con algiin esquema numérico.

Para abordar y minizar este tipo de error de redondeo en este caso, existen algunas técnicas
numeéricas que permiten disminuir el efecto de este error y que son tenidas en cuenta en la
mayoria de las implementaciones de la eliminacion Gaussiana.
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Ejemplo 6.4.4. FEl pivoteo parcial

El cdlculo de multiplicadores y la sustitucion regresiva requieren divisiones. FEl algoritmo no
puede realizarse si algun pivote es cero o “casi cero”. Modifiquemos el ejemplo anterior pertur-
bando un coficiente de la matriz y trabajemos con 5 cifras significativas a redondeo simétrico:

0 -7 0 1 7
-3 2099 6 |.| x| = | 3.901
5 -1 5 x3 6
La solucion de este sistema sigue siendo: 0
x= | —1
PASO 1
a;; = 10 (pivote) 0 =70 7
mo1 = agl/an =—-0.3 -3 2.099 6| 3.901
msz = a31/a11 =0.5 5 -1 5 6
0o -7 0] 7
Iy — Mg Iy —> 0 —0.001 6]6.001
rs —mgiry — 0 2.5 ) 2.5
PASO 2
10 -7 0 7
ag = —0.001 (pivote) 0 —0.001 6 6.001

Mmgzo = CL32/CL22 = —2500 0 25 5 2.5

ass = 5—(—2500)*6 =5+ 15000 = 15005
asy = 2.5—(—2500)*6.001 = 2.5+ 15002.5
~ 2.5+ 15003 = 15005.5 ~ 15006.

10 -7 0 7
0 —0.001 6| 6.001
rs — Mgaly —> 0 0 15005 | 15006

Usando sustitucion regresiva:
15005 z3 = 15006 = 23 ~ 1.0001.
Sustituyendo en la 2da. ecuacion

(—0.001)z5 + 6(1.0001) = (—0.001)zs + 6.0006 = 6.001
(—0.001) 2, 0.0004 = 2 ~ —0.4

Q

Finalmente en la 1er. ecuacion
10z + (=7)(=0.4) = 102y + 2.8 =7 = 21 =~ 0.42.

La solucion ahora es:
0.42

X = —0.4
1.0001

Para evitar la propagacion de errores de redondeo usamos la estrategia de pivoteo parcial.
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e Para cada columna g=1,...,n—1
1. Encontrar la fila pivote g-ésima “mds grande”
Qgq = maX{|aqu| ) |afZ+1q, Y |a’n—1¢J| ) |a’TL¢I|}'

2. Intercambiar la fila g-ésima con la q-ésima, salvo que ¢ = q.

3. Eliminar los a;q de la variable x4 para las filas i =q+1,...,n.
Como agq > |aig| parai=q,q+1,...,n:

|GW|

(multiplicadores) 0 < |m;q| = <1 i1=q,q+1,..,n.

qq

Notemos que los multiplicadores caen en el intervalo [0,1] donde hay mayor densidad de repre-
sentacion en punto flotante. Esto permite reducir el error de redondeo en la representacion de
los miumeros.

Para evitar mds aun la propagacion de errores de redondeo usamos otra estrategia conocida
como pivoteo parcial escalado.

e Para cada columnag¢=1,...,n—1

1. Encontrar el coeficiente “més grande” en cada fila:
s; = max{|ai| , |igs1], s |@in] } t=q,q+1,...,n

2. La fila pivote sera:

%99 _ ax { |aqq|’ |aq+1q|7“.’ |anq|}

S¢  Sqt+1 Sp

8§
3. Intercambiar fila g-ésima con fila g-ésima salvo que ¢ = q.

4. Eliminar los a;, de la variable x, para las filas i = ¢ + 1, ..., n.

Coédigo en MATLAB: Gauss.m

for g=1:n-1

% Pivoteo parcial con escalonamiento

S = max(abs(Aum(q:n,q:n))’);

[Y,j] = max(abs(Aum(q:n,q))./S’);

% Intercambio de la fila g-esima con la fila k-esima
C = Aum(q,:);

Aum(q,:) = Aum(j+q-1,:);

Aum(j+g-1,:) = C;

end

Matematica Aplicada 2024 211



CAPITULO 6. METODOS NUMERICOS

Finalmente, algunas consideraciones en la eliminacién Gaussiana son las siguientes:

e Error de truncamiento: No aparece este error, sélo error de redondeo. Si no hubiese
error de redondeo tendriamos la solucion exacta en n pasos.

Error de redondeo: Puede ser serio. Se recomienda el uso ”Pivoteo parcial” o 7 Pivoteo
parcial escalado” para minimizarlo.

Esfuerzo computacional: En la Tabla se muestran la cantidad de operaciones para
un SEL cuadrado n x n. Esto significa que se requieren alrededor de n® operaciones para
la eliminacién Gaussiana. La sustitucién regresiva alrededor n? operaciones. Y el total
de operaciones cerca de n®.

Elim. Gaussiana | Sust. regresiva Total

Flops 2n3 4 o(n?) n? + o(n) 2n® 4 o(n?)

Tabla 6.6: Cantidad de operaciones en la eliminaciéon Gaussiana.

Sistemas mal condicionados: Existen sistemas de ecuaciones lineales que pueden ser
sistemas “mal condicionados” (veremos). Esto significa que pequenos cambios en los
elementos de A o en el lado derecho b provocan grandes cambios en el vector solucién x.
Estos SEL son proclives a tener mas errores de redondeo.

Factorizaciéon LU: En ciertos casos, la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones
lineales puede ser factorizado como el producto de dos matrices triangulares. Existen varios ti-
pos de factorizaciones que tienen ciertas ventajas en algunos procesos numéricos determinados.

En nuestro caso, estudiaremos la factorizacion LU.

factorizacién LU si podemos expresarla como el producto

A=LU

stendo:

e L: matriz triangular inferior (Lower)

e U: matriz triangular superior (Upper)

Definicién (Factorizaciéon LU). Diremos que una matriz A invertible admite una

Matricialmente, tendremos que si A es inversible:

a1 iz ... Qi 1 0 v 0 Uil U2 Un

(21 G2 ... QG2n | | mg 1 - : 0 U9 Uy,
0

An1 Gp2 ... Gpp Mp1 .. Mpp—1 1 0 Unn

La invertibilidad de A asegura que la diagonal ug, # 0.
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Suponiendo que A admite una factorizacion LU, jcémo resuelvo Ax = b? Notemos que
Ax=(LU)x=L(Ux)=Ly=b
donde y = Ux. Por lo tanto 1°) Ly=b (hallo )
2°) Ux =y (hallo  x)

Si la eliminacién Gaussiana para resolver el SELL. Ax = b pueda llevarse a cabo hasta el
final sin intercambio de filas entonces es posible realizar la factorizacion LU. Es importante
porque una vez hallada la factorizacién LU podemos resolver el SEL para distintos vectores b.

Veamos cémo determinamos las matrices triangulares L y U.

Ejemplo 6.4.5. Volvamos nuevamente al ejemplo 3 X 3 original:

10 -7 0 1 7
5 -1 5 T3 6
Matricialmente hicimos:
10 -7 O 1 00 10 =7 0
0 -01 6| =|-0310 -3 2 6 | =MA
0 25 5 05 0 1 5 —1 5
10 -7 0 1 0 O 10 -7 O
0 —-0.1 6 =10 1 0 0 —0.1 6 | =M;y(M;A)
0 0 155 0 —25 1 0 25 5
Por ende
U:MleA.

Suponiendo que las matrices triangulares inferiores My y My son inversibles (lo son), entonces
M;'M;'U = A.

Llamando Ly = M;" y Ly = M3y' a las inversas de las matrices triangulares inferiores (que
también serdn triangulares inferiores)

L1L2U - A — LU - A

siendo L = Ly Lg matriz triangular inferior por ser producto de matrices triangulares inferiores.
Por ende, los elementos de L y U son calculados en el proceso de eliminacion Gaussiana.

El siguiente Teorema nos garantiza este hecho:

Teorema 6.4.3. Consideremos el SEL Ax = b donde A de orden n x n. Supongamos
que podemos realizar el proceso de eliminacion Gaussiana sin intercambio de filas.
Entonces A puede factorizarse como el producto de una matriz triangular inferior L y
una matriz superior U. Esto es, A = LU.

Demostracion. Ver [MaFi2000], p. 158. H
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Una vez construidas L y U, usamos la sustitucion regresiva y progresiva para resolver este
ultimo SEL equivalente al original.

Coédigo en MATLAB: DescompLU.m

function x = DescompLU(A,Db)
% Calculo solucion sistema lineal Ax=b mediante descomposicion LU
% Datos: A matriz invertible nxn, b vector nxl
% Resultado: x solucion del sistema Ax=b
(idem Gauss.m)
% Resolucion para determinar y con sustitucion progresiva (hacia adelante)

y(1) = b(1);

for k=2:n

y&k) = bk) - A(k,1:k-1)*y(1:k-1)7;
end

% Resolucion para determinar x con sustitucion regresiva (hacia atras)
x(n) = y(n)/A(n,n);

for k=n-1:-1:1

x(k) = (y(k) - A(k,k+1:n)*x(k+1:n)’) / A(k,k);

end

x=x’;

end

Ejemplo 6.4.6. Volvamos otra vez nuestro ejemplo 3 x 3 modificado:

10 -7 0 T 7
-3 2099 6 |.| 22 | =] 3.901
5 -1 5 T3 6

Resolviendo por eliminacion Gaussiana con pivoteo parcial, tuvimos que permutar en el PASQO
2 la 2da. fila con la 3era. dado que el pivote lo encontramos de calcular:

max{|—0.001, [2.5]}.

Entonces
10 -7 0 7
as = 2.5 (pivote) 0 25 5| 25
m3o = agg/agg = —0.0004 0 —0.001 6|6.001
Matricialmente
10 -7 0] [ 1 0 0 10 -7 0
0 —-0.001 6 | =] —-03 1 0 -3 2.099 6 [ =M A,
0 2.5 5 | | 05 01 5 -1 5
10 -7 0] 1 0 0 10 -7 0
0 2.5 51 =100 1 0 —-0.001 6 | =PM;A.
0 —0.001 6 | 010 0 2.5 5
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Notemos que es este caso estamos introduciendo una nueva matriz en el proceso matricial.
Esta matriz P se conoce como matriz de permutaciéon

1
P=10
0

_ o O
S = O

Cada vez que intercambio filas en la eliminacién Gaussiana matricialmente estoy multiplicando
por una matriz de permutacion.

Definicién (Matriz de permutacién). Una matriz de permutacién P de orden
n xn es tal que cada fila y cada columna tiene solo un elemento igual a 1. Es decir,
es la matriz identidad con filas y columnas intercambiadas.

Una matriz de permutacion es inversible y su inversa es

pt—p’

Ejemplo 6.4.7. Matriz de permutacion de orden 4 X 4

0100
1 000
P_O()Ol
0010

Si hacemos PA permutamos la 1era. con 2da. fila de A y también la Sera. con la 4ta.

Ahora podemos generalizar el proceso de eliminacién Gaussiana matricialmente consideran-
do los intercambios de filas aportados por el pivoteo parcial (o escalado) y teniendo en cuenta
las matrices de permutacion introducidas en cada caso:

e Sean P, con k=1,...,n — 1 las matrices de permutacién obtenidas en los intercambios
de filas de la matriz A en el paso k-ésimo de la eliminacion Gaussiana.

e Sean M con k = 1,...,n—1 las matrices unitarias triangulares inferiores que se obtienen
con los multiplicadores debajo de la k-ésima diagonal en el paso k-ésimo.

e Sea U la matriz triangular superior obtenida después de (n — 1) pasos en la eliminacién
Gaussiana.

e Entonces el proceso puede describirse matricialmente como:
U=M, 1P, 1... MoP,M;P;A
equivalente a (consultar [TrBal997]):
U= (M;_l e M;M’l) (Pno1...P2Py) A

donde My = Pp,_q ... Puyi MUPL, .. P
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e [lamando:
L= (M, .. M,M,) " =LjLy...L, 4

a la matriz triangular inferior que contiene los multiplicadores donde Ly = M !

e Y llamando
P == Pn—l oo P2P1

la matriz de permutacion que contiene todos los intercambios.

e Obtenemos que
U=L"'PA

o equivalentemente

PA =LU

que se conoce como la factorizacion indirecta LU de A.

Teorema 6.4.4. Condicién suficiente para la factorizacion indirecta LU
Si A es una matriz inversible, entonces existe una matriz de permutacion P tal que
PA admite una factorizacion triangular

PA =LU.

Demostracion. Consultar [MaFi2000]. O

Entonces, suponiendo que A admite una factorizacién indirecta LU, veamos cémo resolve-
mos Ax = b. En este caso,

PAx = (LU)x =L(Ux) =Ly =Pb
donde y = Ux. Por ende,

1°) Ly=Pb
2°) Ux=y
MATLAB tiene incorporada una funcién intrinseca que usando el método de eliminacion

Gaussiana con pivoteo parcial devuelve la matriz triangular inferior L, la matriz triangular
superior U y la matriz de permutacion P.

El comando 1u de MATLAB:

>> [L,U] = lu(A)

Devuelve una triangular superior U y una matriz L producto de la matriz triangular inferior y
la matriz de permutacién.

>> [L,U,P] = 1u(A)

Devuelve la triangular inferior L con diagonal de unos, la triangular superior U y la matriz de
permutacién P de modo que puedo reconstruir P*A = L*U.
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6.4.3 Meétodos Iterativos

Una de las ventajas de utilizar métodos iterativos para resolver numéricamente sistemas lineales
de ecuaciones es que la cantidad de operaciones que necesitamos para resolver un SEL n x n
es del orden o(n?), mientras que con algiin método directo (eliminacién Gaussiana, LU, etc) la
cantidad de operaciones es del orden o(n?). Recordemos que el método de Gauss y sus variantes
se conocen como métodos directos, dado que en un ntimero finito de pasos generan una solucién
numeérica aproximada que seria la exacta si no fuera afectada por los errores de redondeo de la
computadora.

Los métodos iterativos generan una sucesion de vectores que idealmente convergen a la
solucion del SEL. El proceso itera desde una aprorimacion inicial hasta alcanzar una tolerancia
introducida inicialmente devolviendo una solucién aproximada que se vera ahora afectada por
errores de truncamiento, ademdas de los de redondeo. Es decir, que si bien ahorraremos en
introducir una cantidad de errores de redondeo por la aritmética de los calculos, introduciremos
error de truncamiento.

Para sistemas de ecuaciones lineales grandes (con miles de ecuaciones), los métodos iterativos
presentan ventajas decisivas respecto a los métodos directos en cuanto a velocidad y memoria
de almacenamiento. Incluso muchas veces son pocas las iteraciones necesarias para alcanzar la
tolerancia deseada.

Para sistemas de ecuaciones “ralos” (sparse), los cuales una gran proporcién de los elemntos
de la matriz de coeficientes son ceros, los métodos iterativos presentan enormes ventajas por
sobre los métodos directos. Esto ultimo ocurre en la solucién numérica de ecuaciones en
derivadas parciales. Ademas, los métodos iterativos son muy estables numéricamente. Una
coleccion de matrices provienentes de aplicaciones reales puede consultarse en Matrix-Market,.

En esta Seccién nos limitaremos a estudiar los métodos iterativos de Jacobi y Gauss-Seidel,
asi como algunas condiciones para garantizar la convergencia de los mismos.

Algunos conceptos previos:
Debido a que tanto un vector como una matriz podemos verlos como elementos de un espacio
vectorial normado, recordemos su definicién vista en los curso de Algebra Lineal.

Definicién (Norma sobre un espacio vectorial). Sea (V,+,.) un espacio vectorial
con sus operaciones + suma de vectores y . producto por escalares (en R o C). Una
norma |.|| es una funcién a valores reales que satisface:

Ix| > 0  ¥x#0.

Ix]| = 0 sty solo si x =0.
IAx]| = [Allx] A eR.
Ix+yll < x|+ |yl (desigualdad triangular)

Decimos que (V,||.||) es un espacio vectorial normado.

Observaciones:
e La nocion de norma generaliza el concepto de longitud.
e Trabajaremos con los espacios vectoriales V = R" (vectores) o V = R™*" (matrices).

Matematica Aplicada 2024 217


https://math.nist.gov/MatrixMarket/

CAPITULO 6. METODOS NUMERICOS

Sobre estos espacios definiremos algunas normas muy usadas en el calculo numérico.

Definicién (p-normas). Sea x = (x1,...,x,) € R". Las p-normas se definen como:

n 1/p
el = { D lwil? 1<p< .
i=1

Ejemplo 6.4.8. En particular nos interesan:

p=1 — x|

n
Z | ;] (Norma 1)
i=1

" 1/2
p=2 r— |x|]2= Z || (Norma Euclidea)
i=1
p=00 — [|X[|e = max | ;] (Norma infinito)
1=1,...,

sy

Si por ejemplo consideramos la bola unitaria en la p-norma como el siguiente conjunto
B={xeV:|x, <1},

geométricamente tendremos las representaciones mostradas en la Figura [6.24] Este concepto
generaliza la nocién de norma euclidea estudiada en otros cursos.

Figura 6.24: Bola unitaria en distintas normas.
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En MATLAB tenemos predefinida la funcién norm(x,p) que calcula la ||x||, de un vector.

El comando norm de MATLAB:

>> x=(1:4)/5

x = 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000

>> norml=norm(x,1)

norml = 2

>> norm2=norm(x) (por defecto calcula la norma ||x||2)
norm2 = 1.0954

>> norminf=norm(x,inf)

norminf = 0.8000

Codigo en MATLAB: normap.m

function np = normap(x,p)
% Calculo de norma p-ésima de un vector

% Datos: - X vector nxl

yA - p norma a calcular (1<=p<= inf)
% Resultado:

yA - np norma p-ésima de x

if p == inf

np = max(abs(x));

else

np = (sum(abs(x)."p)) ~(1/p);

end

También pueden definirse normas matriciales, o sea, normas en el espacio de matrices R™*".

Ejemplo 6.4.9. Dada A = (a;j);j=1,..n, algunas normas matriciales son:

p=1 — ||A|; = jgaxnz; |aij] (Norma 1)

" 1/2
p=2 r— ||A|2= (Z |aij|2> (Norma FEuclidea)

ij=1
n
p=o00 — ||Allw= max E ;] (Norma infinito)
i=1,....n
i=1
Observacién: En algunos desarrollos tedricos, no utilizaremos la norma euclidea dado que

no satisface la condicion de compatibilidad definida de la siguiente manera para cierta

p-norma :
[Ax]l, < [|A]lp [l

Sin embargo, a fines practicos, la norma euclidea puede ser implementada y usada.
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La nocion de iteracién:

Una técnica fundamental de resolucion en los Métodos Numéricos es la idea de iteracion.
Esta consiste en repetir un proceso determinado para obtener una sucesion de valores hasta
un resultado suficientemente aproximado (que idealmente converge a la solucién). Se necesita
un esquema iterativo (regla, formula, funcién), una condicién inicial y un tolerancia de
corte. Estos esquemas se utilizan en hallar raices de ecuaciones, soluciones de sistemas de
ecuaciones lineales y no lineales, entre otros. Nosotros estudiaremos el proceso de iteracion que
consiste en sustituir repetidamente un valor obtenido en una misma féormula.

Sea x € R” y G : R®” — R" una funcién para calcular los términos sucesivos a partir de
x =G (x).
Generamos una sucesion {x®} mediante el proceso iterativo:
xk+H) — (x(k)) , k>0
siendo p© la condicion inicial. Nuestro objetivo es que
p® —r

siendo r la solucion de nuestro problema numérico. En general, detendremos nuestro proceso
cuando la tolerancia sea la deseada, es decir, cuando la p-norma entre dos aproximaciones
sucesivas se encuentren “cerca’:

k+1)

Ip' p® |, < tolerancia.

El método iterativo de Jacobsi:
Consideremos el SEL:
433’1 — T2t x3 = 7,
4271 — 8562 +x3 = —21,
—2.1‘1 + o + 5I3 = 15.

Despejando una incognita de cada ecuacién, este sistema puede escribirse como:

7—|—l’2—l'3
r = Ta

21—|—4£L’1 +I3
To = T7
15+2$1 — X2

5

r3 =

Lo cual sugiere el siguiente esquema iterativo:
S _ 74 20D xék:—l)7
4
(k) 21 + 4[E§k_1) —+ :L‘:()’k_l)
8
(k) 15+ 2$§k_1) - l’(zk_l)

5
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donde el suprainidice k indica el nimero de la iteracion k-ésima. Ademds, necesitamos un
vector de aproximacién inicial:

T
Xo = xgo), xgo), xgo) .

Este esquema se conoce como método iterativo de Jacobi.

Ejemplo 6.4.10. Tomando como vector inicial xg = [1,2, 2]T en el ejemplo anterior obtenemos
la primer aproximacion de Jacobi:

T+2—-2

oo T2y
21 +4.(1)+2

xgl) _ Sre)re 8()+ = 3.375,
15+2.(1) -2

a:él) - =2rejos 5(> = 3.

Luego, reemplazando esta aprorimacion nuevamente en el esquema, obtenemos la sequnda:

22 = % — 1.84375,

W 21+4'(51;.75)+3:3'875’

o 15+2.(1;5)—3.375 o

Y asi obtendremos la sucesion de vectores:

xo = [2© 20 201" Z 1.0000,2.0000,2.0000]”
)i = (2020 20" = 17500, 3.3750, 3.0000]”
o = [0, 22 2@ Z [1.8438,3.8750, 3.2050]"
xs = [0, 28 2@ = [1.9625,3.9250, 2.9625]"
i = [0 20 201" = 1.9906,3.9766, 3.0000]"
xs = [0 20 2®]" = [1.9041,3.9953, 3.0009]"
e = |29 28 2®]" = [1.9086,3.9972, 2.9986]"
xr = [0, 20 201" = 11.9996,3.9991, 3.0000]"
xs = [ 28 2O Z 11,9998, 3.9998, 3.0000]"
xo = |22 2@ = 1.9999,3.9999, 2.9999]"
X10 = 'xﬁl‘”,xgw),:cglo)r:[2.0000,4.0000,3.0000]T

que vemos converge al vector x = [2,4,3]T que es la solucion del SEL inicial.
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En general, podemos decir que dado el SELL Ax = b el esquema de Jacobi es:

k k—1

o = (b=, eV Jan,
k k—1

w8 = (by = 20, agay V) Jan,

k n k—1
\ 2P ::(bn-— §:¢:Lj¢¢anj$§ )) [,

Codigo en MATLAB: Jacobi.m

function x = Jacobi(A,b,x0,tol,itmax)
% Método iterativo de Jacobi

% A : matriz invertible nxn

% b : lado derecho n x 1

% x0 : estimacién inicial

% tol : tolerancia

% itmax : ntmero maximo de iteraciones

% x : vector nxl aproximacion solucién SEL Ax=b

n = length(b);

x0=x0";

if diagdom(A) == 0, disp(’No se garantiza convergencia’);
end

iter = 0;

while 1

iter=iter + 1;
for i =1:n

x(1) = b(1);

for j=1:n

if j =1, x(1) = x({) - A(,j)*x0(]);
end

end

x(1) = x(1) / A(4,1);

err = normap(x-x0,2);

if err < tol, x=x’, break,

end (Criterio de parada por tolerancia)

if iter == itmax, disp(’Nimero mdximo de iteraciones alcanzado’);
x=x’, break (Criterio de parada por iteraciones)

end

end

x0 = x;

end

., Cuando cortamos Jacobi.m? Tenemos dos criterios de corte o de parada. Uno dado
cuando se alcance la tolerancia pasada como parametro de entrada de la funciéon y medida
como la norma entre dos aproximaciones sucesivas de Jacobi. La otra serd el nimero maximo
de iteraciones que realizara la implementacion del método. Esta tltima nos garantiza que el
esquema dejara de iterar y no caerd en un ciclo infinito.
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El metodo iterativo de Gauss-Seidel:

Para mejorar la convergencia del método de Jacobi modificamos el esquema iterativo. De
la primera ecuacion despejamos la primer incognita z;, de la segunda ecuacion despejamos
la segunda incégnita x, pero tomando actualizada la incégnita x;, y de la tercer ecuacién
despejamos la tercer incognita x3 con las actualizaciones de x1 y xo. Esto es:

® 74 x;k—n B x:())k:—l)
1 4 Y
(k) (k—1)
Lo _ B -
3 5 ?

donde los supraindices en verde son la diferencia con el método de Jacobi. Este esquema
iterativo se conoce como método iterativo de Gauss-Seidel.

Ejemplo 6.4.11. Usando la misma aproximacion inicial xo = [1,2, Q]T obtenemos la sucesion:

xo = [ 20 201" Z 11.0000,2.0000, 2.0000]"
)i = [0, 2® 201" Z 17500, 3.3750, 2.9200]7
xa = |22 22 2@ Z [1.9500,3.9688, 2.9862]"
xs = [+ 28 2@ = [1.9956,3.9961, 2.9990]"
xa = |20 20 201" Z 1.9993,3.9995,2.9998]7
xs = |2 20 20" = [1.9999.3.9999, 3.0000]”
e = [0 28 2©1" Z 12.0000,4.0000, 3.0000]"

que converge al vector solucion x = [2,4,3]". Notemos que lo hace en menos iteraciones.

En general, dado el SEL Ax =Db

p
= (b= ayal U) Jai,
o = (b —amz” = Y a?jxg'k_l)) /asz,
k k k n k—
< xé ) = bg — aglxg ) — CL3213( ) — Zj:4 Clgjxg- 1)> /611337
k n—1 k
.CE;) = (bn — Zj:l CLnj.fE;- >> /ann-
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Coédigo en MATLAB: Gauss-Seidel

function x = Jacobi(A,b,x0,tol,itmax)
% Metodo iterativo de Gauss-Seidel

% A : matriz invertible nxn

% b : lado derecho n x 1

% xO0 : estimacion inicial

% tol : +tolerancia

% itmax : numero maximo de iteraciones

% x : vector nxl aproximacion solucion SEL Ax=b

(idem Jacobi.m)

for i =1:n

x(i) = b(i);

for j=1:n

if j =1

x(1) = x(1) - A(i,j)*x(j); (diferencia con Jacobi.m)
end

end

x(1) = x(1) / A(i,1);

end

(idem Jacobi.m)

Nos preguntamos ahora, jcuando convergen estos esquemas iterativos? Es decir, bajo qué
condiciones podemos tener asegurarada la convergencia de estos esquemas para cierta tolerancia
y cierto punto de arranque. Para responder esto, introduciremos un concepto muy importante

del Andlisis Numérico.

o directamente diagonalmente dominante sii:

n

=1, j#i

Definicién. Decimos que una matriz A nan es estrictamente diagonal dominante

\a2-2-|> Z ‘(Zij’, 1=1,...

Ejemplo 6.4.12. La matriz anterior es diagonalmente dominante pues:

4] > | =1/ +[1],
| = 8] > [4] + 1],
5 > =2[ +[1].
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El siguiente Teorema garantiza la convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel
cuando la matriz es diagonalmente dominante.

Teorema 6.4.5. Si A es una matriz diagonalmente dominante, los métodos iterativos
de Jacobi y Gauss-Seidel convergen a la solucion del SEL Ax = b para cualquier vector
micial Xo.

Demostracion. Consultar [MaFi2000]. O

En las implementaciones de los algoritmos tenemos agregada una funcién que nos permite
determinar numéricamente cuando la matriz de coeficientes del SEL es diagonalmente domi-
nante.

Codigo en MATLAB: diagdom.m

function z = diagdom(A)

% Determina si la matriz A es diagonalmente dominante
% Datos: A matriz invertible nxn

% Resultado: =z variable logica: O false - 1 true
n = length(A);

i=0;

z =1;

while (i < n && z ==1)

i = i+1;

if sum(abs(A(i,:))) >= 2xabs(A(i,1))

z = 0;

end

end

end

Algunas consideraciones sobre estos métodos iterativos:

e Si A es una matriz inversible con diagonal no nula del SEL Ax=Db (a;; # 0 Vi =
1,...,n), no siempre esta garantizada la convergencia de las esquemas iterativos de Jacobi
y Gauss-Seidel.

e Las iteraciones de Jacobi y Gauss-Seidel aplicadas al mismo SEL pueden ser ambas con-
vergentes, ambas divergentes, o bien una cualquiera de ellas convergente y la otra no.

e Cuando las iteraciones de Jacobi y Gauss-Seidel resultan ambas convergentes, en general,
pero no siempre, las iteraciones de Gauss-Seidel convergen en menos iteraciones (mas
“rdpidamente”) que las de Jacobi.

e Si bien estos algoritmos son faciles de entender e implementar, son poco usados en apli-
caciones. En general, los métodos iterativos mas usados para resolver grandes SEL son
los de tipo Krylov. Consultar [Saad2003].

Matematica Aplicada 2024 225



CAPITULO 6. METODOS NUMERICOS

El vector residual:
Al resolver en una maquina un sistema de ecuaciones lineales Ax = b con precisién finita,
obtenemos una aproximacién X del vector solucion x:

X =x4+ Ax

que se verd afectada por errores de redondeo (en los métodos directos), y por errores de redon-
deo y truncamiento (en los métodos iterativos). Ahora queremos conocer cuanto difiere nuestra
solucion x de la solucién exacta x. Para esto, introduciremos los siguientes conceptos.

Definicién. Llamaremos vector residual al vector:
r=b— Ax

y vector error al vector:

El niimero de condicion de una matriz:
Otro concepto muy importante es el concepto de nimero de condiciéon asociado a una matriz y
el de sistema de ecuaciones mal condicionado.

Definicién. Un SEL Ax = b se dice que esta mal condicionado si pequenos cambios
en la matriz de coeficientes A o del vector del lado derecho b generan grandes cambios
en el vector solucion x.

Por ejemplo, pueden darse las siguientes situaciones:

e Caso 1. Modificamos solo el vector del lado derecho:

A(x+ Ax) = (b + Ab)

e Caso 2. Modificamos solo la matriz de coeficientes:
(A+AA)(x+Ax)=Db

e Caso 3. Modificamos ambos:
(A + AA)(x + Ax) = (b + Ab)

Cada una de estas perturbaciones generard una modificacion en la aproximacién de nuestra
solucion. Si nuestro SEL esta bien condicionado, pequenas modificaciones generaran pequenas
modificaciones en el vector soluciéon. Sin embargo, si el sistema estda mal condicionado, nuestra
nueva solucién aproximada del sistema perturado puede distar mucho de la solucion del sistema
sin perturbar. Se presenta entonces el problema de cémo medir el condicionamiento de un SEL.
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Definiciéon. Siendo A una matriz inversible, llamamos nimero de condicion a:
K(A) = [|A]L[[AT]

donde ||.|| es una norma que satisface la condicién de compatibilidad.

Para calcular el nimero de condiciéon de una matriz en una computadora no se utiliza la
definicién anterior debido al costo computacional de calcular la inversa de A. Se utilizan otros
métodos numéricos de aproximacion para aproximar x(A). El MATLAB tenemos una funcién
incorporada que aproxima dicho nimero.

Codigo en MATLAB: el comando cond

> A=1[4-11;, 4-81; -2 1 5];
>> k = cond(A)

k = 3.1467

>> B = [4.1 2.8; 9.7 6.6]

>> k = cond(B)

k = 1.6230e+03

El siguiente Teorema establece una cota para el error relativo de la aproximacion de un SEL
que depende del ntimero de condicion.

Teorema 6.4.6. FEl error relativo al resolver Ax = b esta acotado por:

L el _ flell ]
< < K(A) =
r(A) bl x| bl

donde e = x — X es el error absoluto yr =b — AX el vector residual.

Demostracion. Consultar [Mole2015]. O
Algunas consideraciones:
e Cuando mayor sea k(A), mayor serd la cota del error relativo.

e Notemos que k(A) > 1 para toda matriz A inversible y norma compatible.

e Si k(A) es “pequeno” (cercano a 1), entonces el error relativo también lo serd y diremos
que A esta “bien condicionada”. En cambio, si k(A) es “grande”, entonces el error
relativo también lo serd y diremos que A esta “mal condicionada”.

e Cuando la matriz estd muy mal condicionada, puede haber pérdida de precision en el
calculo de la solucién x. Esto significa queda que en general el SEL sera “muy dificil” de
resolver por algiin método numérico.

e Como regla general puede tomarse que si cond(A) ~ 10%, entonces podemos perder K
digitos de precisiéon. Como MATLAB trabaja con 16 digitos de precisién, podemos decir
que si cond(A) ~ 1/eps, entonces A estd mal condicionada.
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6.5 Raices y Sistemas de Ecuaciones No Lineales

6.5.1 Introduccion

En la Secciéon anterior vimos métodos para aproximar la solucién de sistemas de ecuaciones
lineales. En esta seccién estudiaremos métodos numéricos para hallar raices de ecuaciones no
lineales y de sistemas de ecuaciones no lineales.

Un método numérico para hallar raices de Ecuaciones No Lineales en el caso unidimensional
(1D) es el método de Método de Newton-Raphson (N-R). Hay otros como el métodos de Punto
Fijo, el método de la Biseccién, de Secante, entre otros.

Para hallar raices de Sistemas de Ecuaciones No Lineales (SENL) en el caso bidimensional
(2D) estudiaremos el Método de Punto Fijo (PF). También existen otros como el método de
Newton-Raphson para SENL, entre otros. Se puede consultar [MaFi2000].

6.5.2 Método de Newton-Raphson

Nuestro objetivo es hallar numéricamente la raiz r € (a,b) de f tal que:

f(r)=0

para cierta funcién f definida en (a,b) tal que f, f’, f” continuas en un intervalo que contenga
un entorno (r — d,7 + §). En la Figura vemos el ejemplo de f(x) = e* — x — 2 donde
x € [-3,3].

1 6 T

exp(x)—‘x—2 | ‘

T
1

14

12t 1

of J

2t g

_4 1 1 1 1 Il 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 6.25: Gréfica de f(z) =e* — 2z — 2,z € [-3,3].

Queremos desallorar un algoritmo que produzca una sucesion numérica de valores que con-
verjan a dicha raiz.
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Si z es la aproximacién de la raiz r entonces r = x + h. Como f es dos veces derivable con
continuidad en (a,b), podemos usar el desarrollo de Taylor centrado en z:

"
£ = S+ ) = f() + Papn+ e
donde £ esta entre r y x. Si h es pequena, podemos despreciar el tltimo término, es decir
f(r) = f(z) + f'(x)h.
Como f(r) =0= f(x)+ f'(x)h = 0= h = —J{,((Z)). Entonces podemos escribir
f(z)
f'(x)
Esta expresién nos sugiere un esquema de iteracion. La iteraciéon de N-R sera de la forma:

e T T )
n

r=x+h~zx—

n >0,

siendo xy una aproximacion inicial.

16 T T T
f(x) = exp(x) - x — 2
14} tangente en (xo,f(xo)) E

12f d -

10F .

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Figura 6.26: Interpretacion geométrica de N-R

Geométricamente, si considaremos la primera iteracion:

f($0> — f’(ifo) _ 0— f(&lo)

f'(o) T — To

T, = Ty —
es la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién que pasa por los puntos: (zo, f(zg))
y (21,0). Es decir, calculamos la pendiente de la recta tangente a la gréfica en el punto xq, donde

esta recta corta al eje de las ordenadas tenemos la primer aproximacion x;. Asi sucesivamente.
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Ejemplo 6.5.1. Calcular la raiz cuadrada v M siendo M > 0.
Definamos la funcion
f(x) =2 — M.

Como f infinitamente derivable y f'(x) = 2z,

f(zy,) 22 —-M 1 M
Tl = T — =z, =z, +— .
Para el caso M = 2,
1 2
$n+1:§(iﬂn+x—), n > 0.

Notemos que este es nuestro ejemplo rcuad2.m visto en la seccion introductoria.

Coédigo en MATLAB: NewtonRaphson.m

function x = NewtonRaphson(fnom,fpnom,x0,tol,itmax)
% Método de Newton-Raphson

% ENTRADA

% fnom : nombre funcién que define la ecuacién
% fpnom : nombre derivada funcién fnom

% x0 : estimacidén inicial

% tol : tolerancia

% itmax : nimero maximo de iteraciones

% SALIDA

% x @ raiz aproximada

fprintf (> Método iterativo de Newton-Raphson\ n\ n’)
fprintf (’ Iter x f(x) Error \ n’)

iter= 1;

while 1

fx = fnom(x0);

fpx = fpnom(x0); (N6tese que tenemos que pasarle la derivada)

x = x0 - fx/fpx;

if abs(x-x0) <= tol & abs(fnom(x)) <= tol

fprintf (’Se alcanzé la tolerancia. \n\n’)

fprintf (’Resultado final:\n Raiz aproximada %12.6f \n’,x)
return
end

x0 = x;
iter = iter +1;

if iter > itmax

fprintf (’Numero de iteraciones maximo alcanzado. \n\n’)
fprintf (’Resultado parcial:\n Raiz aproximada = %12.6f \n’,x)
break

end

end
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Ejemplo 6.5.2. Aprozimar la raiz de f(x) = 2* — 2.

>> f=0(x) xX"2-2;
>> df=0(x) 2%X;
>> x=NewtonRaphson(f,df,1,1e-5,30)

Notemos que pasamos como argumento del N-R las funciones f y su deriwada f’ definidas
en forma de funciones andonimas.

Ejemplo 6.5.3. Aprozimar la raiz de g(x) = * —x — 2.

>> g=inline(’exp(x)-x-2");
>> dg=inline(’exp(x)-17);
>> x=NewtonRaphson(g,dg,1,1e-5,30)

Notemos que ahora pasamos como argumento de N-R las funciones g y su derivada g’ defi-
nidas "en linea “.

Ahora bien, un problema que aparece en el método de N-R es que necesitamos conocer
explicitamente una expresion para la derivada de la funcién f que me define la ecuacién no
lineal. Pero, jcémo aproximamos numéricamente f’(z)? Una forma natural (aunque mala) de
hacerlo es mediante el cociente incremental

Usando Taylor, el error que cometemos con esta férmula es

Pl h) = F(@) + hf' () + 512 (E).

Reacomodando A D f@) 1
/ T+ B z i
flwy = BRI Sy )
Por ende, el error de truncamiento es
1 1
—5hf"() = ofh).

Definicién (La notacién o de Landau). Supongamos que g(h) # 0 para todo h # 0
en cierto intervalo que contenga al 0. La notacion:

f(h)=o0(g(h)) cuando h— 0
significa que:

i T
ilzlg(l) g(h) =0

Se dice que f(h) es de orden g(h) cuando h — 0.
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Ejemplo 6.5.4. Veamos algunos ejemplos:
e f(h) = o(1) significa que f(h) — 0 cuando h — 0.
e f(h) =o(h) significa que f(h)/h — 0 cuando h — 0.
e f(h) = o(h?) significa que f(h)/h* — 0 cuando h — 0.

Una mejor forma de aproximar la derivada primera, es usando la conocida férmula cen-
trada de aproximacién de la derivada, la cual establece que:

pay LR S 1)

Esta expresién tiene un error o(h?) al aproximar por el cociente incremental.

Codigo en MATLAB: la funcién dfidx.m

function deriv = dfildx(fnom,x)

% Derivada primera numérica con formula centrada o(h~2)

% fnom : nombre de la funcién que define la ecuacion

% x : puntos de evaluacién

% deriv : puntos de evaluacién de la derivada primera aproximada
h = le-6;

deriv = (fnom(x+h)-fnom(x-h))/(2xh);

end

Entonces, podemos modificar nuestra implementacion inicial de N-R de la siguiente manera:
Coédigo en MATLAB: NewtonRaphsonDeriv.m

function x = NewtonRaphsonDeriv(fnom,x0,tol,itmax)
% Método de Newton-Raphson utilizando derivacién numérica

J ENTRADA

% fnom : nombre funcién que define la ecuacién

% x0 : estimacidén inicial

% tol : tolerancia

% itmax : ntmero maximo de iteraciones

’ SALIDA

% x : raiz aproximada

% USAMOS

% dfldx.m : funcién que calcula la derivada numérica primera aproximada

(idem NewtonRaphson.m)

while 1

fx = fnom(x0);
fpx = dfildx(fnom,x0); (1lamamos a dfi1dx.m)

x = x0 - fx/fpx;

(idem NewtonRaphson.m)
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Es importante obsvervar que, si bien bajo ciertas hipétesis podemos construirnos un esquema
numérico, no siempre hay garantias de que el método numérico converja a la raiz de nuestra
ecuacién. Por ejemplo, puede suceder que haya una oscilacion divergente o un ciclo como

muestran las Figuras y siguientes.

2

1.5 /
1 - .
05f .
0 - o —
-0.51 .
1k -
1 5—__'_‘______/ 4
2 I I I I I I I
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 6.28: Ejemplo “perverso” de N-R.
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Los siguientes Teoremas nos brindan condiciones suficientes para asegurar la convergencia
del método de N-R tanto local como globalmente.

Teorema 6.5.1. Cardcter local. Supongamos que f € C*(a,b) y que existe una raiz
r de f en (a,b). Si f'(r) # 0 entonces existe un 6 > 0 tal que la sucesion {Ty}r>o
definida por el proceso iterativo de Newton-Raphson:

xn+1 = l‘n - f/<l' )
n

converge a r para cualquier aprozimacion inicial xg € (r — §, 7 + 0).

Demostracion. Consultar [MaFi2000]. O

Teorema 6.5.2. Cardcter global. Si f € C*(R) es una funcién creciente, conveza
y tiene una raiz r entonces dicha raiz es unica y la iteraciéon de N-R convergerd a r
para cualquier aprorimacion inicial.

Demostracion. Consultar [MaFi2000]. O

Una de las caracteristicas del método de N-R para aproximar raices de ecuaciones no linea-
les, es su velocidad de convergencia. Esto significa que para ciertos casos, alcanzara la toleran-
cia deseada en pocas iteraciones. Veamos como formalizar estos conceptos matematicamente.

Definicién (Orden de convergencia). Se dice que un método numérico que genera
una sucesion convergente x,, — r tiene orden de convergencia « sii:

~ cuando n — oo

siendo o > 0, C' una constante y e, el error absoluto.

Esto equivale a decir que:
li |xn+1 - T| .

n—00 |,7;n — T|O‘
siendo C' la constante asintdética del error.

e Si a =1 diremos que la convergencia es lineal

e Si o = 2 diremos que la convergencia cuadratica

Es decir, si a = 1 tenemos que:
|ens1] & Clen|

lo cual significa que el error en el paso n+ 1 serd el error en el paso n por la constante C' (menor
que 1). Entonces el error decrecera linealmente en cada iteracién. En cambio si a = 2 tenemos:

|en+1| ~ C|€n|2

por ende, si el error es chico, en cada paso de la iteracion de N-R decrecera cuadraticamente.
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Ejemplo 6.5.5. Aprozimar las raices de h(z) = x3 — 3x + 2. Se sabe que 1 = —2 raiz simple
y 1o = 1 raiz doble.

Es importante que grafiquemos la funcion para poder observar en qué lugar aproximadamente
estardn la o las raices.

>> x = -3:1e-2:3;
>> h = inline(’x. 3-3%x+2’);
>> plot(x,h(x)), grid on

20

_20 L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 6.29: Raiz simple y doble de h(z) = 23 — 3z + 2

Aprozimemos la raiz simple ry = —2.

>> x = NewtonRaphsonDeriv(h,-2.5,1e-5,30);
Metodo iterativo de Newton-Raphson con derivada numerica

Iter X f(x) Error

1 -2.111111 -1.075446 0.388889
2 -2.007407 -0.066996 0.103704
3 -2.000036 -0.000327 0.007371
4 -2.000000 -0.000000 0.000036
5 -2.000000 0.000000 0.000000
Se alcanzo la tolerancia.

Resultado final:
Raiz aproximada -2.000000

Notemos que alcanzamos la tolerancia deseada en 5 iteraciones.
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Ahora aproximemos la raiz doble ro = 1.

>> x = NewtonRaphsonDeriv(h,1.5,1e-5,30);
Metodo iterativo de Newton-Raphson con derivada numerica

Iter X f(x) Error
1 1.266667 0.232296 0.233333
2 1.138562 0.060259 0.128105
3 1.070777 0.015383 0.067785
4 1.035792 0.003889 0.034985
5 1.018001 0.000978 0.017791
6 1.009027 0.000245 0.008974
7 1.004520 0.000061 0.004507
8 1.002262 0.000015 0.002258
9 1.001131 0.000004 0.001131
10 1.000566 0.000001 0.000566
11 1.000283 0.000000 0.000283
12 1.000141 0.000000 0.000141
13 1.000071 0.000000 0.000071
14 1.000035 0.000000 0.000035
15 1.000018 0.000000 0.000018
16 1.000009 0.000000 0.000009

Se alcanzo la tolerancia.

Resultado final:
Raiz aproximada 1.000000

Notemos que para alcanzar la misma tolerancia e inicializando con una aprorimacion inicial
tan cercana como en el caso anterior, tuvimos que iterar un mayor numero de veces. FEsto se
debe a que la raiz ro = 1 es doble, es decir, h(r1) = h'(r1) =0 y h"(r) # 0.

El método de N-R presenta una velocidad de convergencia lineal para raices multiples y
convergencia cuadrdtica para raices simples, como es el primer caso.

Veamos algunas consideraciones sobre el método de N-R:
VENTAJAS:

e La convergencia de N-R cerca de una raiz simple es cuadratica.
e La convergencia de N-R cerca de una raiz multiple lineal.

e Modificando el esquema iterativo de N-R para una raiz multiple puede recuperarse la
convergencia cuadratica.

DESVENTAJAS:

e Puede darse la division por cero (o casi cero) si f'(z,) ~ 0.
e El esquema iterativo puede diverger o ciclar.

e Se requiere evaluar la derivada de f en cada paso.
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6.5.3 Métodos de Punto Fijo

A continuacién introduciremos el método iterativo de Punto Fijo para el caso bidimensional.
Consideremos los campos escalares

fi(z,y) 2?2 —2x —y+ 0.5,
folz,y) = 2® +4y* — 4,

y sea el Sistemas de Ecuaciones No Lineales (SENL)

{ flg%y) =0,

fo(z,y) = 0.

Sabemos de Algebra y Geometria Analitica que estas ecuaciones son ecuaciones generales de
segundo grado que definen implicitamente curvas en el plano z = 0 como se muestra en la Figura
6.30, Una raiz del SENL es un punto del plano (p*,¢*) € R? que satisface simultdneamente
ambas ecuaciones. Geométricamente son los puntos donde se intersecan ambas curvas

{ fl(p*7 q*> = 07
fop*.q") = 0.
Nuestro objetivo en esta Seccién es desarrollar un método numérico para aproximar estas raices

iterativamente. Es decir, contruiremos una sucesién de puntos del plano que converja a la o las
raices del SENL.

T
parabola
elipse

Figura 6.30: Interseccién de una elipse y una parabola.
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Despejando algebraicamente x e y de alguna forma particular obtenemos:

2 _ 0.5
Al =0 e 5= ZZLHOS
—x?2— 42 +8y+4
folz,y) =0 & y= y8 e

Definimos a continuacién las funciones llamadas generatrices:

22 —y+0.5
gi(x,y) = 5

—x? —4y* + 8y + 4
92<x7y) = 8 *

Tomando una aproximacién inicial (po, qo), generamos la sucesion {(pg, qx) }r>o0 tal que

pi—q.+0.5
2
—pp — 4q; + 8qr +4
8

Per1 = 1Pk, qr) = k>0,

k>0

qk+1 = 92(1%,%):

Deseamos que esta sucesién de pares ordenados converjan a alguna de las raices del SENL dado
inicialmente.

Observacion: Notemos ademas que hay otras posibles generatrices que podemos definir a
partir de los campos escalares inciales, como por ejemplo

—2? +4x +y—0.5

/gvl(x7y) = 9 9
~ —x? — 4y + 11y + 4
92(x7y) = 11 °

Debido a que nuestro esquema iterativo de Punto Fijo necesita de la definicién de las gene-
ratrices obtenidas, veamos primero cémo definir nuestras generatrices en un m-file:

Coédigo en MATLARB: las generatrices G1.m

function Y = G1(X)

% Funcién generatriz para del SENL Punto Fijo

% ENTRADA: X = | X(1) X(2) | vector fila de dos componentes
% SALIDA: Y = [ Y(1) Y(2) ] vector fila de dos componentes
Y(1) = ( X(1)"2 - X(2) + 0.5) / 2;

Y(2) = (-X(1)7"2 - 4%X(2)72 + 8xX(2) + 4) / 8;

end

Este m-file define las generatrices en un archivo separado que luego pasaremos como argu-
mento a la funcién PuntoFijo.m como cadena de caracteres (string).
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Cédigo en MATLAB: PuntoFio.m

function [Pk,iter] = PuntoFijo(Fnom,P0O,tol,itmax)

% Datos

% - Fnom: (string) funcién m-file que definen las generatrices
% - PO: estimacidén inicial

% — tol: tolerancia

% — itmax: numero iteraciones maximas

% Resultado

% - Pk: aproximacién solucién

7% — iter: numero de iteraciones realizadas

fprintf(’Método iterativo de Punto Fijo \ n \ n’)

fprintf (’Iter Pk Qk \ n’)

iter = 0;

fprintf(°%3.0f %15.7f %15.7f \ n’, iter, PO)
while 1

Pk = feval(Fnom,PO);

err = abs(norm(Pk-P0));

relerr = err / (norm(Pk)+eps);

if (err < tol || relerr < tol), disp(’Se alcanzé la tolerancia.’),
disp(’Resultado final: ’), fprintf(’%15.7f %15.7f \ n’,Pk), break
end

if iter > itmax, disp(’Nimero de iteracioneas maximo alcanzaso.’), break
end

iter = iter + 1;

PO = Pk;

fprintf(’%3.0f %15.7f %15.7f \ n’, iter, Pk)

end

end

En la ventana de comandos, llamamos a PuntoFijo.m de la siguiente manera:

>> [Pk,iter] = PuntoFijo(’G1’,[0 1],1e-9,15)
Metodo iterativo de Punto Fijo

Iter Pk Qk

0 0.0000000 1.0000000
1 -0.2500000 1.0000000
2 -0.2187500 0.9921875
3 -0.2221680 0.9939880
4 -0.2223147 0.9938121
5 -0.2221941 0.9938029 iCONVERGE!
6 -0.2222163 0.9938095
7 -0.2222147 0.9938083
8 -0.2222145 0.9938084
9 -0.2222146 0.9938084
10 -0.2222146 0.9938084

Se alcanzdé la tolerancia.
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En cambio, si queremos aproximar la otra raiz del SENL observamos que:

>> [Pk,iter] = PuntoFijo(’G1’,[2 0],1e-9,15)
Metodo iterativo de Punto Fijo

Iter Pk Qk

0 2.0000000 0.0000000

1 2.2500000 0.0000000

2 2.7812500 -0.1328125

3 4.1840820 -0.6085510

4 9.3075467 -2.4820360

5 44 .8062311 -15.8910907

6 1011.9947186 -392.6042650

7 512263.2073904 -205477.8225378
13 Inf —-Inf

14 Inf -Inf iDIVERGE!
15 Inf -Inf

En este caso observamos que las iteraciones sucesivas no converjen a la raiz que se observa
en la gréafica, aun cuando el punto de arranque lo tomemos cerca de dicha raiz. Incluso, si
probamos con otros puntos de arranque cerca de dicha raiz, veremos que el esquema diverge
también. Serd necesario entonces tomar otras generatrices.

Consideremos las generatrices g; vy ¢o dadas anteriormente:

—22+4x+y—0.5
9 5

—2? —4y? + 11y + 4
11 '

fl(x7y> =0 & = :§1<$,y) =

falz,y) =0 & y=gzy) =
Consideremos la sucesién obtenida a partir de estas:

—p2 +4pr +q. — 0.5

Pr+1 = gl(pka(ﬂc) = 9 5 k > 07
2 2
~ —pi —4q; +11q, +4
Qi1 = Go(pr, @) = —2 ’“11 UL k>0,

tomando alguna aproximacién inicial (po, go)-

Cédigo en MATLAB: las generatrices G2.m

function Y = G1(X)

% Funcién generatriz para del SENL Punto Fijo

%y ENTRADA: X = [ X(1) X(2) | vector fila de dos componentes
% SALIDA: Y = [ Y(1) Y(2) | vector fila de dos componentes
Y(1) = ( -X(1)"2 + 4xX(1) + X(2) - 0.5) / 2;

Y(2) = ( -X(1)72 - 4%X(2)"2 + 11xX(2) + 4) / 11;

end
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Iter

©O© 00 NO O WN B+~ O

o
= O

N NNNDNDNNNDNNDDNREEP B B B B 2
© 00 NO O WNEFE, O OO0 NOO P WwNN

30

e )

Pk

.0000000
. 7500000
. 7187500
. 7530629
.8083448
.8568547
.8867482
.8999613
.9035947
.9033921

I = T = = S S e S S e N T T T T e = T el = S SN =

1

.9023137
.9014277
.9009241
.9007053
.9006400
.9006375
.9006517
.9006646
.9006724
.9006760
.9006772
.9006773
.9006771
.9006769
.9006768
.9006767
.9006767
.9006767
.9006767
.9006767
.9006767

Resultado final:

Qk

O O O O O O OO o o

O O O O OO OO OO OOOOOOOoOo oo

0.
1.9006767 0.3112186

.0000000
.0000000
.0852273
.1776676
.2504410
.2939870
.3127486
.3171972
.3160782
.3139605

.3123981
.3115647
.3112267
.3111394
.3111474
.3111762
.3111994
.3112124
.3112180
.3112196
.3112196
.3112192
.3112189
.3112187
.3112186
.3112186
.3112186
.3112186
.3112186
.3112186
3112186

>> [Pk,iter] = PuntoFijo(’G2’,[2 0],1e-9,30)
Metodo iterativo de Punto Fijo

{CONVERGE!

En este caso, observamos que si bien el esquema corta por nimero de iteraciones, las apro-
ximaciones sucesivas generadas por G2.m converjen a la otra raiz partiendo del mismo punto
de arranque que en el caso con G1.m. Podemos verificarlo evaluando nuestros campos (f1, f2)
en el valor aproximado (p*, ¢*).
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Definicién (Punto fijo). Un punto fijo de un sistema de ecuaciones bidimensional:

{ z = gi(z,y)

y = ga(v,y)
es un punto (p*,q*) € R? del dominio de g1 y de go, y donde:

siendo g1 y go son campos escalares y (z,y) € R2.

Para las funciones del sistema de ecuaciones bidimensional, el esquema de iteracién de
punto fijo es:

Prr1 = 91(Pk, @) k>0
Qo1 = G2(Pks Q) k>0

para cierto (po, qo) inicial.

Definicién (Punto fijo). Andlogamente, un punto fijo del sistema n-dimensional:

x = G(x)
es un punto x* = (z7,...,25) € R" del dominio de G, y donde:
x" = G(x)

siendo G = (g1(X), ..., gn(X)) vector de funciones y x = (x1,...,x,) € R".

Analogamente, para el sistema de ecuaciones n-dimensional, el esquema de iteracién de
punto fijo es:
Xk+1 = G‘(Xk) k Z 0
siendo G = (g1, ..., 9n), Xx = (:pgk), o ,a:,(lk)> y Xg inicial.
A continuacién veremos algunas condiciones suficientes de caracter local para garantizar la
convergencia del método de punto fijo.
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Teorema 6.5.3. Caso bidimensional. Sean las funciones g, y go con derivadas
parciales continuas en un dominio que contiene un punto fijo en (p*,q*). Sea (po,qo)
“suficientemente cerca” de (p*,q*) y se satisface:

391(%&)‘ ‘89196,0 ‘<1

ox

892(%3/)‘ ‘aggxy ’<1
ox

para todo punto (x,y) en un entorno de (p*,q*). Entonces la iteracion de punto fijo
genera una sucesion {(pr, k) }i>0 convergente al punto fijo (p*, q*).

Demostracion. Consultar [MaFi2000].

]

Si las condiciones de acotacién no se cumplen entonces la iteracion de Punto Fijo podria

diverger o bien converger.

Definicién (La matriz jacobiana). Sean fi(z,y) y fo(x,y) con derivadas parciales
continuas. Definimos en cada (x,y) la matriz Jacobiana J(z,y) como:

df1(x, df1(x,
e |- )

J(%?J) = [ Vfg(a:,y) 8f2a(i’7y) 8f2a(;’7y)

Andlogamente, si fi,..., fm € CH Q) y x = (21, ..., 2,) definimos:

Vfi(x) 8f1(x) 9/1(x)
Vf x o0x1 e OTn
J(x1, .oy xy) = 2( ) = : :
: 0 fm (x) 0 fm (%)
me (X) oz T OTn

Ahora si podemos enunciar el teorema en el caso n-dimensional.

Teorema 6.5.4. Caso n-dimensional. Sean las funciones G = (g1,...,9n) con
derivadas parciales continuas en un dominio que contiene un punto fijo xX*. Sea Xq

suficientemente cerca de x*, y se satisface que:
[T < 1
para todo punto (x,y) en un entorno de x*. Entonces la iteracion de punto fijo

Xk+1 — G(Xk>, k’Z 1

genera una sucesion {Xy}r>o0 convergente al punto fijo x*.

Demostracion. Consultar [MaFi2000].
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Ejemplo 6.5.6. Con las primeras generatrices de G1.m:

o og -1
A2 = —l<1

oz | oy o+ )5

dga Jga -

ZRIIZE o | 2 |y 41 < L
ox dy 4 =y +1

Analiticamente podemos hallar una regién de convergencia:
|x] < 0.5 ly — 1| < 0.875

Inicializando en el punto (po,q0) = (0,1) tenemos garantizada la convergencia al punto fijo
aprozimado (—0.2222146,0.9938084). Pero inicializando en (po, qo) = (2,0) no podemos garan-
tizar la convergencia (en nuestro caso diverge).

Ejemplo 6.5.7. Con las sequndas generatrices generatrices de G2 .m:

g1 g1 1

ST (U 1N S T b P

ox dy e +20+ 2

8@2 8@2 -2 -8

9921 19921 1T 10 ] <1
or | |y TR

Analiticamente podemos hallar otra regiéon de convergencia:
|z —2] <0.5

|Z[‘
—+ly—1<1
A ly |

Inicializando en (po, qo) = (2,0) no podemos garantizar la convergencia, pero ain asi converge
al punto fijo (1.9006767,0.3112186).
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6.6 Solucion numérica de Ecuaciones Diferenciales Or-
dinarias

6.6.1 Introduccion

Muchos fenémenos fisicos de la ciencia y la ingenieria pueden ser descriptos matematicamente
por Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) y Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP).
La mayoria de estos problemas diferenciales no pueden resolverse explicitamente pues no pode-
mos encontrar una expresion exacta de la solucion. Se vuelve necesario entonces, disponer de
métodos numéricos especificos que aproximen la solucion de estos problemas.

Ejemplo 6.6.1. Un ejemplo no trivial aparece en la dindmica de poblaciones. Un sistema de
EDO no lineales a resolver que surge de las conocidades ecuaciones de Lotka-Volterra es:

= f(t,r,y) =2 — 2y — az? r=uz(t),y = y(t) te0,7T]
Y =g(t,z,y) =y —y — By?,

ZL‘(to) = Xy,

y(to) = vo-

El objetivo de esta seccion es estudiar el Método de Euler para EDO dado que nos sirve para
ilustrar conceptos utilizados en métodos mas avanzados. Este método es facil de implementar
pero ineficiente computacionalmente debido al error que genera.

Recordemos previamente algunas nociones:

Definicién (Problema de Valores Iniciales (PVI)). Un Problema de Valores Ini-

ciales es de la forma:

{ y = f(t,y) t € [a,b]
y(to) = Yo

conformado por una ecuacién diferencial y una condicion inicial.

Definicién (Solucién de un PVI). Una solucion de un PVI en el intervalo |a,b] es
una funcion derivable y = ¢(t) tal que:

{ ¢'(t) = f(t,6(t)) t€la,b]
d(to) = yo

es decir, satisface tanto la ecuacién diferencial como la condicién inicial.

Ejemplo 6.6.2. Consideremos el PVI

{y':tTy t €[0,5]
y(0) =1

Aplicando técnicas conocidas puede ver que:
o(t) =3e 2+t -2

es solucion de este PVI.
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Si modificamos la condicién inicial y(0) = 4, obtenemos como solucién
p(t) = 6e V2 4t — 2.
Usando técnicas de Cdlculo Matemadtico conocidas, la solucion general del PVI sera de la forma
o(t) =ce 4t -2,

donde la constante ¢ = yy + 2 € R depende de la condicién inicial. Todas estas funciones son
soluciones del PVI dado que satisfacen la ecuacion diferencial y la condicién inicial. Algunas
graficas se muestran en la siguiente Figura [6.31

®
T
o o
nou
(I
- N

OO0 000
| T | N | B
A WON-=2O

L
o
-
N
w
N
()]
()

Figura 6.31: Familia de soluciones de distintos PVI

Notemos que como la soluciéon depende de un parametro, en la medida que variamos dicho
parametro se van “moviendo” las curvas soluciones del PVI. Cuando traducimos esto a la
solucion de un modelo matematico de un problema fisico, observamos que la condicion inicial
nos fija la curva que relaciona una variable independiente (como el tiempo t), y otra dependiente
(como la posicién o una temperatura). Esta condicién inicial medida al comienzo de nuestro
experimento y que seria parte de la data de nuestro problema, determina la solucién final que
es la descripcién final de nuestro modelo fisico.

6.6.2 Interpretacion geométrica: el campo de direcciones

Suele ocurrir que a priori no conozcamos la solucion de nuestro problema o bien no podamos
encontrarla por métodos clasicos conocidos. En ese caso, podemos ayudarnos a tener una
descripcion de la soluciéon usando el campo de direcciones.

Un campo de direcciones es una gréfica del plano cartesiano tal que en cada punto (¢, y)
del recténgulo R = {(t,y) : a <t < b,c <y < d} representamos la pendiente de la solucién
del PVI y = y(t) dado por la férmula implitica m = f(¢,y(t)). Es decir, para una cantidad
finita de valores m; ; = f(t;,y;) representamos un vector pendiente a la solucién que pasa por
el punto (t;,y;) parai=1,..,myj=1,..m.
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Cédigo en Matlab: CampoDirec.m

function CampoDirec(xmin,xmax,ymin,ymax,fpvi)
% Funcién para graficar un campo de direcciones
’% ENTRADA

% xmin : valor minimo del eje de abscisas
% xmax : valor méximo del eje de abscisas
% ymin : valor minimo del eje de ordenadas
% ymax : valor mdximo del eje de ordenadas

% fpvi : funcién que define mi PVI y’ = f(t,y)
[T,Y] = meshgrid(xmin:xmax,ymax:-1:ymin);

dT = ones(xmax-xmin+1,ymax-ymin+1)’;

dy = fpvi(T,Y);

figure, quiver(T,Y,dT,dY), hold on, grid on
legend(’campo de direcciones’)

end

En la Ventana de Comandos llamamos:

>> fpvi = inline(’ (t-y)/2’,’t’,’y’);
>> CampoDirec(0,5,0,5,fpvi)

4.5

NN T

3.5

VA
e
/
i

) s/

$

| —= campo de direcciones |

b

N

T e O N\

-05 | | | |
-1 1 2 3

o

A~

4]

Figura 6.32: Campo de direcciones de ¢’ = f(t,y) = 5

En la Figura [6.32] se observa la grafica del campo de direcciones del PVI original realizado

con la funcién CampoDirec.m en MATLAB.
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6.6.3 Existencia y unicidad de soluciéon de un PVI

Definicién. Dado un rectingulo

R={(t,y) eR*: a<t<bh c<y<d}

donde supongamos que f(t,y) es continua en R. Decimos que la funcion f verifica la
condicion de Lipschitz con respecto a su variable y en R, si existe una constante
L >0 tal:

‘f<t7y1) - f(tva)‘ < L|y1 - y2’
para cualesquiera (t,y1), (t,y2) € R.

La constante L se llama constante de Lipschitz de f y decimos que f es una funcién
Lipschitziana.

Teorema 6.6.1. Supongamos que f(t,y) estd definida en el rectingulo R. Si existe
una constante L > 0 tal que

[fy(ty)l < L

para todo (t,y) € R, entonces [ es Lipschitziana respecto a su variable y en R, siendo
L la constante de Lipschitz.

Demostracion. Sean y; < yo en el intervalo (¢, d). Fijando ¢ en el intervalo (a,b) y usando el
Teorema del Valor Medio, existe £ con y; < £ <y tal que

of of
o) = 1) = [ 0.0 )| = [ 0.0 104 = )] < Ll = el
Ejemplo 6.6.3. En nuestro PVI anterior, tenemos que: —~
o (t— 1 1
Ify(t,y)| = ‘a— (Ty) ‘ < 3= L= 5 (f Lipschitziana) A
Y

Teorema 6.6.2. Existencia y unicidad de solucién de un PVI. Supongamos que
f(t,y) es continua en el rectangulo

R={(t,y):a<t<bc<y<d}
Si f es Lipschitziana respecto a su variable y en R y (to,yo0) € R, entonces el PVI:

{ y = f(t.y)

y(to) = yo

tiene solucion unica y = ¢(t) en algun intervalo t € [to, ty + 0].

Demostracion. Consultar [Codd1968]. O
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Por tanto, podemos asegurar que nuestro PVI original tiene solucién tinica. Ahora bien, ain
sabiendo que existe y es tnica, jcomo hacemos para hallarla en los casos en que no podamos
obtener una “expresion cerrada” la por métodos cldsicos y conocidos del Analisis Matematico?
En ese caso, recurriremos a “aproximar” la solucion.

6.6.4 El método de Euler

Consideremos el PVI en su forma general

{ y/:f(tay)7 te[a’b]7
y(to) = o

Asumimos que f satisface la condiciéon de Lipschitz en la variable y. El método de Euler no
se usa en practica debido a que la aproximacién de la solucién que genera acumula errores
considerables. Estudiaremos este método debibo a que su implementacion y su andlisis del
error cometido en este método son mas faciles de entender que en otros métodos mas exactos
pero més complejos.

Es importante remarcar que no vamos a hallar una funcién derivable ¢ que resuelva el PVI,
sino que buscaremos un conjunto finito de puntos del plano cartesiano:

{(tr )} k=1,....n

que sean aprozimaciones de la solucién y = ¢(t) evaluada en los puntos t, esto es,

Yk ~ o(tr) k=1,...,n.

Para construir dicho conjunto de puntos que verifiquen “aproximadamente” la EDO, primero
particionamos el intervalo [a, b] en n subintervalos iguales:

th=a+kh  k=01,....n

siendo h el tamano del paso
- b—a

n

Asumiendo y, ', y” continuas en el intervalo (a,b) y haciendo el desarrollo de Taylor de y
centrado en t = tj, tenemos que:

yl/ (5)

o (t —to)?

y(t) = y(to) + 9/ (to)(t —to) +

donde & esta entre t y tp.
Evaluando esta expresién en t = tq, siendo h = t; — ty el tamano del paso:

v o

y(t1) = y(to) + hy'(to) + 9]

donde & estd entre ¢y y to.
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Como en t =ty se satisface que y'(t9) = f(to, y(to)), resulta:

_ y'(&1) 2
y(t1) = y(to) + hf(to, y(to)) + Th :
Entonces, si el tamano del paso h es “suficientemente pequeno”, podemos despreciar el

ultimo término del desarrollo de Taylor que tiene h?, obteniendo asi

y(t1) = y(to) + hf(to, y(to))-

Esta expresién se conoce como aproximacién de Euler
Si repetimos este proceso en cada subtintervalo, generamos una sucesiéon de puntos {y}
que aproximan la solucion del PVI evaluada en esos puntos:

Y1 = Yo+ hf(to,yo) = y(th)
Yo = y1+hf(t, ) = y(ta)
Yn ‘= Yn-1+ hf(tn—la ?/n—l) ~ y(tn)

En general, el Método de Euler es:
Yk+1 = Yk + hf(te, Yk), k=0,1,...,n—1,

siendo tg4 1y =t + hparak=0,1,...,n— 1.
Ejemplo 6.6.4. En nuestro PVI anterior, tenemos que:

le — h h
yk+1:yk+h(kQ—yk):§tk+<1—§>yk k:zO,l,...,n—l

siendo tgyy =ty +h para k=0,1,...,n — 1.

6.6.5 Descripcion geométrica

Si hacemos el desarrollo de Taylor de primer orden en el punto ¢y y evaluamos dicho polinomio
lineal en t;, geométricamente es como si en el punto (¢, yo) calculamos el valor de la pendiente
mo = f(to, o) y nos movemos horizontalmente una distancia h y verticalmente una distancia
hf(to,yo) y nos deplazamos por la curva y(t¢) terminando en el punto (t1,y;). Si bien (¢, ;) no
es un punto de nuestra solucion, es la primer aproximacion generada por el método de Euler.

Repetimos el procedimiento en (¢1,y;) y calculamos la pendiente m; = f(t1,41). Nos
desplazamos en la recta tangente un desplazamiento vertical de hf(t1,y1) que nos lleva a (ts, y)
y asi sucesivamente hasta llegar hasta (¢, y,).
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Coédigo en MATLAB: Euler.m

function [t,y] = Euler(fnom,a,b,y0,n)
% Método de Euler para aproximar la solucién de un PVI
’% ENTRADA
% fnom : nombre funcién que define la EDO y’=f(t,y)
% a,b : extremos del intervalo [a,b]
% yO : condicién inicial y(t0)=yO
% n : nimero de pasos
% SALIDA
% t : vector de abscisas
% y : vector de ordenadas
fprintf (’Método de Euler \n’)
fprintf ("k tk yk \n’)
h = (b-a)/n;
t = a:h:b;
y(1) = y0;
fprintf (’%3.0f %10.6f %10.6f \n’,0, t(1),y(1))
for k=1:n
y(k+1) = y(k) + h*xfnom(t(k),yk));
fprintf (’%3.0f %10.6f %10.6f \n’,k, t(k+1),y(k+1));
end
fprintf (’Tamafio del paso: %12.6f \n’,h);
fprintf (’Numero de pasos: %3.0f \n’,n);
end

Ejemplo 6.6.5. Consideremos el PVI:

{ y =5y te[0,3]
y(0) =1

En la Ventana de Comandos:

>> fpvi=Q@(t,y) (t-y)/2;
>> [t,y]=Euler(fpvi,0,3,1,6);
Metodo de Euler

k t k y-k

0 0.000000 1.000000
1 0.500000 0.750000
2 1.000000 0.687500
3 1.500000 0.765625
4 2.000000 0.949219
5 2.500000 1.211914
6 3.000000 1.533936
Tamafio del paso: 0.500000
Numero de pasos: 6

Si aumentamos la cantidad de subintervalos (disminuimos el paso), vemos como mejora la
aproximacién en este caso.
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1.8 n=6 -

n=24

exacta

1.4+ -

1.2 g -

Figura 6.33: Comparacién de aproximaciones usando Euler.m

6.6.6 FError en el método de Euler

Veamos que sucede con la precisién del método de Euler.

Definicién. Supongamos que {(t, Yi) }k=01....n €S un conjunto finito de aprozimaciones
numéricas a la unica solucion y = ¢(t) de un PVI. Entonces, llamaremos el error de
truncamiento o de discretizacién global ey:

ek:¢(tk)_yk k:O,l,...,n

Es la diferencia entre la solucion exacta y la calculada en el punto.
Y llamaremos el error de truncamiento o de discretizacién local &y :

Ek+1 = ¢(tk+1)'_'yk'_ hj(tkayk) k=0,1,..n

Es el error cometido en un solo paso desde el nodo t; al 5.
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Teorema 6.6.3. Sea y = ¢(t) la solucion del PVI. Si ¢(t) € C*a,b] y {(tr, yr)}iep
son las aproximaciones generadas con el método de Fuler, entonces:

el = |o(tr) — yr| = o(h)
el = |y(tes1) — yk — hf (tiy yi)| = o(R?)

Demostracion. Consultar [MaFi2000]. O

Definicién. El error final del intervalo [a,b] se conoce como error global final:

E(¢(b), h) = |¢(b) — yn| = o(h)

Este error se usa para estudiar el comportamiento para diferentes pasos.
Si calculamos el error usando un paso h tenemos:

E(¢(b),h) = Ch

Si disminuimos el paso a h/2 (duplicamos n):

E(o(b),h/2) ~ C’g ~

B(o().h/2) = SB@(),h)

Si reducimos a la mitad el tamano del paso en el método de Euler, entoces cabe esperar que
el error final global se reduzca a la mitad.

Observamos la relacién entre el tamano del paso h definido por h = (b — a)/n y el error
final global |¢(b) — y,| para las aproximaciones del método de Euler

h n | |¢(b) —y,| | o(h) = Ch
1.000000 | 3 0.294390 0.256000
0.500000 | 6 0.135455 0.128000
0.250000 | 12 | 0.065139 0.064000
0.125000 | 24 | 0.031961 0.032000
0.062500 | 48 | 0.015833 0.016000
0.031250 | 96 | 0.007880 0.008000
0.015625 | 192 | 0.003931 0.004000

En la medida que reducimos a la mitad h, el error final global se reduce a la mitad.
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6.6.7 Otros métodos para resolver EDO
1. Métodos de un paso
e Método Euler Modificado
e Método de Taylor

e Método de Runge-Kutta (RK4)
e Método de Runge-Kutta-Fehlberg (RKF45)

2. Métodos multipasos

o Método de Adams-Bashforth-Moulton
e Método de Milne-Simpson
e Método de Hamming

Muchos de estos métodos pueden ser extendidos para aproximar soluciones de Sistemas
de EDO. También existen métodos especificos para resolver Problemas de Contorno de
EDO. El campo es un campo de investigacion, de desarrollo y de aplicaciones nuevas totalmente
abierto con nuevos problemas y desafios todo el tiempo.

6.7 Ejercicios propuestos

6.7.1 Introduccion a MATLAB
Funciones intrinsecas en MATLAB:
1. Asuma que se encuentran definidas en memoria las siguientes variables:
v=[5; 0; 4; 5; -2; 1; 7] x=[4, 1] y=[2 5] z=[301; 126; 0 -17]

Sin usar MATLAB, indique qué resultados se obtienen al ejecutar los siguientes comandos:

(a) min(v(2:5:7)) (f) x’*y
(b) size(z’) (g) z*v(1:3)
(c) ones(x) (h) [z v]
(d) =y’ (1) z(y)
(e) y*y (j) sun(y+2)

Si la respuesta es un vector o matriz, indique sus elementos usando notacién de MATLAB.
Si algin comando es erréneo, analice su causa.

2. Asuma que se encuentran definidas en memoria las siguientes instrucciones:
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[ 1, 5, -1]

3:-2:-2

4 6 -1 0 -6 7 9 1 5]
=[-1 1 5; 2 3 0; 1 5 -2]

Q o T W
I

Escriba un tnico comando para resolver las siguientes instrucciones:

(i)

Obtener el maximo de cada fila de la matriz d.

Obtener la suma de los valores absolutos de todos los elementos de d.

Obtener la suma de los elementos de posicion par del vector c.

Calcular el minimo valor entre los elementos de posicion 3,4,5 y 6 de c.
Calcular la primer columna del producto externo de a por b.

Eliminar el cuarto elemento del vector c.

Generar un vector llamado z con los elementos de posiciéon impar del vector c.
Agregar una cuarta columna a la matriz d cuyos elementos sean -2,3 y 0.
Armar una matriz diagonal con la diagonal de la matriz d.

Calcular la norma del vector a-b.

Funciones y scripts definidos por usuarios en MATLAB:

3. (a)
(b)

4. (a)

(b)

Escriba la funcién suma.m que reciba como argumentos dos vectores fila y devuelva
como resultado el vector columna suma.

Modifique la funcién anterior de modo que los vectores de entrada sean filas o co-
lumna pero siga devolviendo un vector columna.

Escriba una funcién llamada cuad.m que calcule las raices de la ecuacion cuadrética
ax® +bxr +c=0con a,b,c € R,a # 0, recibiendo como argumentos de entrada los
coeficientes y devolviendo como salida las raices:

—b+Vb?% — 4ac —b —Vb? — 4dac
— ,1'2 = .
2a 2a

Modifique dicha funcién para que se imprima por pantalla indicando si las raices son
reales, reales iguales (en cuyo caso solo imprima una) o complejas conjugadas.

X

Genere el script res_sel.m que lea una matriz cuadrada nxn A almacenada en el
archivo de datos matriz.dat y un vector nx1 b desde el rhs.dat.

Resuelva el sistema de ecuaciones lineales Ax=b usando el operador aritmético barra
invertida \, y guarde el vector solucién x en un archivo de datos de salida sol.dat.

Escriba la funcién multi.m que reciba como argumentos dos funciones y un vector
de abscisas, y devuelva como resultado un vector con la multiplicacién de ambas
funciones evaluadas en dichas abscisas.

Calcule el producto de f; y fo del Ej. 7 en el vector x = [—1,0, 1] usando multi.m.
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Ploteos en MATLAB:

7. (a) Escriba m-archivos para evaluar cada una de las siguientes funciones:

o filr)=23—2—1 o f3(x) = cos(2z) — sin(x)
o fo(r)=e¢"—x o fa(z) = zn(|z])

(b) Grafiquelas en el intervalo [—3, 3|, todas en la misma gréfica y con distintos colores.

(c) Repita el item (b) pero graficando cada funcién en distintas graficas de la misma
figura usando el comando subplot.

8. (a) Defina la funcién f(z) = z? + 2sin(z) — 1 utilizando inline.
(b) Defina la funcién g(z) = - + 2 cos(z) como funcién anénima g=0(x).
(c) Grafique ambas funciones f y g en el intervalo [0.1, 3] diferenciando por color.
9. (a) Grafique el polinomio p(z) = x° + 3z® — 2 definido en el intervalo [0, 2] utilizando

una discretizacién de 401 puntos (use polyval para evaluarlo).
(b) En la misma grafica, marque los puntos de p evaluados en z = 0,0.5,1,1.5,2 con
asteriscos de distintos colores.
10. (a) Realice las gréficas 3D de la funcién f(z,y) = e~ @*+¥*) en el dominio [—1, 1] x [—1, 1]
mediante los comandos mesh y surf.

(b) Realice otra gréfica 2D que muestre las curvas de nivel de dicha funcién para distintos
niveles.

6.7.2 Errores en los Métodos Numeéricos
Errores de truncamiento y de redondeo:

1. Considere la funcion:
B 1 1—=x
142 14z

f(z)

(a) Explique por qué evaluando numéricamente f(x) cerca de z =~ 0 puede ser inexacto.
(b) Reescriba f(x) de modo de evitar el error generado en a).

(c) Plotee la funcién f(z) usando las 2 expresiones en la misma gréafica para los intervalos
[—1x1075,1x 1071, [-1x1077,1 x 1077 y [-1 x 1078, 1 x 10~%]. Utilice un paso
de paso =1e-10 para la discretizacién. Sug. Use el comando subplot.

2. (a) Modifique el script ZoomPoli.m para que plotee el polinomio de sexto grado de la
siguiente manera algebraicamente equivalente a la ya implementada:

ple) = (&~ 1)°

., Observa el mismo fenémeno numérico de oscilacién que aparecia originalmente?

Matematica Aplicada 2024 256



CAPITULO 6. METODOS NUMERICOS

(b) Modifique el script ZoomPoli.m para que plotee el polinomio cibico de las siguientes
dos maneras algebraicamente equivalentes:

pz)=(r—1P =232 +32 -1
. Observa el mismo fendmeno numérico que en el item a)?
(c¢) Teniendo en cuenta a) y b), explique el fenémeno numérico de oscilacién original.

3. Formula Mejorada para la Resolucion de la Ecuacion General de Sequndo Grado.
Considere la ecuacién x? — 40z + 0.25 = 0.

(a) Halle a mano las raices de la ecuacién con la resolvente utilizando aritmética de 4
digitos y redondeo por truncamiento.

b) Demuestre que las raices de una ecuacién general de 2do. grado az? 4+ bx + ¢ = 0
g g
pueden obtenerse a través de las siguientes féormulas:

—9¢ —2c

Tl = — ) T2 = ’
YTV — dac T b= VI — dac

(c) Halle a mano las raices de la ecuacién con las féormulas presentadas en el apartado
anterior, utilizando aritmética de 4 digitos y redondeo por truncamiento.

ompare errores relativos porcentuales de los resultados en los apartados a) y c).
d) C lati tuales de 1 Itad 1 tad y
. Por qué se producen estas diferencias? Calcule valores exactos usando MATLAB.

4. Considere la ecuacién 2 — 1000000.000001z + 1 = 0.

(a) Utilice la funcién cuad.m del ejercicio 4(a) de la seccién 6.7.1 para hallar sus raices.

b) Usando las férmulas mejoradas del Ejercicio 2, implemente la funcién cuad_mejor.m
para calcular raices.

(c) Compare los resultados obtenidos en a) y b) y obtenga conclusiones.
5. (a) Modifique el script TaylorExp.m para transformarlo en un m-file para aproximar la
funcion exponencial e* mediante su polinomio de Taylor centrado en a = 0:

x 2 2’ x"

T~ _ _ _ .
e ~1+1!+ o + 3] +...+ e
recibiendo como pardmetros de entrada x y n (nimero de términos de la suma).

(b) Modifique la funcién anterior para que imprima en columnas el valor de las sumas
parciales, el término que se estd sumando y el error absoluto cometido. Use la
funcién intrinseca exp de MATLAB para calcular el error.

c¢) Corra los casos x = 1, 10, 100 cada uno para n = 10, 15, 20. Analice el error cometido.

()
6. (a) Calcule en forma exacta sen (w/2+ 2w107), con j entero positivo.

(b) Calcule en MATLAB la misma expresion, para j = 1,10, 20, 50, 100, 1000.
()
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7. Analice la funcién SerieSeno y las salidas por Ventana de Comandos en respuesta de:

SerieSeno(pi/4,5e-9),

SerieSeno(pi,5e-9),

SerieSeno (5%pi,5e-9).

Usando la funcién SerieSeno.m, grafique el error total cometido para x € [0, 7/2]
usando 6 y 15 términos no nulos del polinomio de Taylor del sen(x) respectivamente.

Considere que la funcién intrinseca sin de MATLAB devuelve el valor exacto del
seno. ¢ Qué controla el error total en cada caso? Sugerencia: Vea las transparencias.

(b) Repita el item anterior para la funcién exponencial desarrollada en el Ejercicio 5.

Representacién en aritmética de punto flotante:

9. Usando la maquina virtual que aparece en la Tabla de las transparencias con mantisa
binaria de 4 bits, 8 posibles exponentes y redondeo simétrico (si x1 y x2 son los niimeros
de la Tabla més proximos al niimero = que quiero representar, entonces x redondea a x
solo si x < %, caso contrario se redondea a z5), evalie las siguientes expresiones:

redondeo,

FEjemplo: (54 3 xeps) —4*eps = (5+0.375) — 0.5 = 5,375 - 0.5 —— 5.5 — 0.5 = 5.
..Cuanto vale el epsilon maquina en nuestro caso?

10. Anticipe los resultados de evaluar las siguientes expresiones. Luego verifique en MATLAB.

(a) 1+ eps/3 + eps/3 + eps/3

(b) 1+ (eps/3 + eps/3 ) ==1

(c) le-16 + 1 - 1e-16 == 1e-16 - 1le-16 + 1
(d) 1+ eps/2 -1 (;hay redondeo simétrico?)

6.7.3 Resolucion de Sistemas de Ecuaciones Lineales
Métodos Directos:

1. Considere el sistema de ecuaciones lineales Ax = b,

2 1 1 1
A=[12 11 5| v b=|17
—2 9 0 18
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(a) Resuelva a mano con el método de Gauss con pivoteo parcial escalado.

(b) Compruebe sus resultados utilizando la funcién Gauss.m en MATLAB.

2. Considere el siguiente sistema lineal 2x2:

5]

(a) Resuelva a mano dicho sistema con eliminaciéon Gaussiana. ;Cudntas soluciones hay?

(b) Modifique la funcién Gauss.m para que imprima por pantalla la matriz aumentada
en cada paso y resuelva en maquina nuevamente el sistema.

(c) En la salida de pantalla, jresulta nula la ultima fila de la matriz ampliada? Explique
el error numérico cometido.

3. (a) Desarrolle en MATLAB un m-file que tome como argumento una matriz cuadrada
triangular superior A, el vector lado derecho b, y devuelva una solucién x mediante
una sustitucién regresiva (backward sustitutition).

(b) Repita lo anterior para una sustitucién progresiva (forward sustitutition).
Sugerencia: Ayudese con la funcién DescompLU.m.

4. El siguiente SELL Ax = b admite ser resuelto utilizando factorizacion triangular, siendo:
Se sabe que la matriz de coeficientes A admite ser factorizada con matrices L, U y P

siendo
1 0 0 20 1 010
L=j0 1 0|, U=1]0 3 —-1|, P=1]1 0 0
1 -2 1 00 -2 0 0 1
1
Reconstruya la matriz de coeficientes A y determine la solucion del SEL siendob = [2].
3
(a) Por el método de Gauss con pivoteo parcial.
(b) Por factorizacién LU.
5. Para cada una de las siguientes matrices:
) Ay = 4 1 1 1/2 1/3 1/4 1/5
712 2 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6
0o 1 1 iv) Ag= |1/3 1/4 1/5 1/6 1/7
i) Ap=|—-1 2 —4 /4 1/5 1/6 1/7 1/8
9 _5 1 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9
eps 1 Conocida como matriz de Hilbert
iii) Ag = { 0 1} En MATLAB, hilb(n)
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(a) Genere un vector lado derecho b; en cada caso usando el comando ones de MATLAB
y resuelva el SEL A;x = b; mediante algiin método directo.

(b) Calcule el vector residual r = b — AX en los SEL anteriores y la norma del mismo
r||, para p = 1,2, inf.

6. Para las matrices del ejercicio anterior, calcule con ayuda de MATLAB:

(a) EI ntimero de condicién k(A) = ||All,.]]A™Y|, utilizando el comando inv(A) para
calcular la inversa y el comando norm(A,p) para la norma matricial con p = 1, 2, inf.

(b) Compare los resultados anteriores usando el comando cond(A) de MATLAB.
. Estan bien condicionadas las matrices?

(c) ;Observa alguna relacién entre el vector residual r y el nimero de condicién x(A)
de las matrices obtenido?

Métodos Iterativos:

7. Considere el SEL
3ZE1 — X9 + T3 = 1

3x1 + 629 4+ 223 =10
3r1+ 310+ Txs =4

(a) Calcule a mano las dos primeras iteraciones del método de Jacobi.

(b) Resuelva en MATLAB ulilizando la funcién Jacobi.m, tomando como aproximacién
inicial x() = 0 y una tolerancia de 1 x 1073,

. Puede asegurar la convergencia del método de Jacobi en este caso? Justifique.

Repita los 3 items anteriores utilizando el método de Gauss-Seidel.

)
()

8. (a) Compare las implementaciones en MATLAB de Jacobi.m y GaussSeidel.m
(b)

Modifique ambas para que se imprima por pantalla la iteracién k-ésima, la aproxi-
macion, el vector error (iter, x, err).

9. Compare la velocidad de convergencia en la resolucién de los siguientes SELS,

(a) —r+3y=1 TH+z=2 or—y+2z2=10

a

6x — 2y =2 (b) { —x+y=0 (¢) R2x+8y—2=11
r4+2y—32=0 —r+y+4z=3

usando Jacobi y GaussSeidel. ;Observa algtin comportamiento general?
10. Modifique los archivos Jacobi.m y GaussSeidel.m de forma que:

(a) El criterio de parada sea la norma del vector residual ||b — Ax™|| < tol.

(b) La salida por pantalla sea la iteracién k-ésima, la aproximacion, el vector residual.

Nota: Este criterio de parada es malo debido a que el producto matricial Az™®) es muy
costoso de calcular en cada paso.
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6.7.4 Raices y Sistemas de Ecuaciones No Lineales (SENL)
Raices de ecuaciones: El método de Newton-Raphson (Caso 1D)
1. Considere la funcién f(z) = e” — 3x para z € [0, 4].

(a) Determine graficamente la cantidad de soluciones de la ecuacién f(z) = 0.
(b) Halle la o las raices aproximadas utilizando la funcién NewtonRapshon.m.

(¢) ;Puede garantizar la convergencia? Justifique.
2. Considere el polinomio ctibico p(x) = 8162% — 383522 + 6000z — 3125.

(a) Plotee dicho polinomio en el intervalo [1,2]. ;Cuantas raices observa?
(b) Plotee dicho polinomio en el intervalo [1.4,1.7]. ;Y ahora?

(¢) Aproxime dichas raices utilizando NewtonRapshon.my compare los errores absolutos.
Sug. Tome como valor exacto las raices obtenidas usando la funcién roots.

3. Considere la funcién s(z) = sign(z — 2)+/|x — 2| para x € [0.4].

(a) Muestre que en x = 2 hay una raiz simple.

(b) Utilice NewtonRapshonDeriv.m para hallar esta raiz tomando como aproximacién
inicial x¢ = 2.5.

(c) ;iConverge el esquema iterativo? Explique qué fenémeno numérico se esta dando.
Sugerencia: Para implementar la funcion signo utilice la funcién sign de MATLAB.

4. Resuelva las siguientes ecuaciones no lineales a través de un estudio gréfico y numérico:
a)3z+1=0 b) sen(x +2) =24z c¢) x* = tan(x)

5. Se sabe que la funcién f(z) = 2® — 3z + 2 tiene una rafz doble en r = 1.

(a) Modifique NewtonRaphson.m para que imprima otra columna con el cociente %

siendo e, = x, — r el error absoluto cometido en el paso n-ésimo, y aproxime esta
rafz tomando zg = 1,2 y tol =1 x 107°. ;A qué valor tienden esos cocientes?

(b) Se sabe que el esquema de N-R tiene orden de convergencia lineal para raices
multiples, pero puede recuperar el orden de convergencia cuadrdtico modificando
el esquema asi:

Tpy1 = Tn — QM
f(zn)

donde « es la multiplicidad de la raiz . Modifique el esquema iterativo en su caso.

n >0,

(¢) Vuelva a aproximar la raiz en las mismas condiciones que en el item a) pero ahora

mostrando en la columna agregada @ . Qué fenémeno numérico observa?

en|®
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Raices de SENLs: El método de Punto Fijo (Caso 2D)

6. Determine analiticamente los puntos fijos de cada una de las siguientes generatrices:

gi(z,y) =z —y? gi(x,y) = sen(y)
%) { g2(x,y) = —x + 6y ) { g2(z,y) = —6x +y

7. Determine analiticamente las raices de cada uno de las siguientes SENLs:

0) filz,y) =2 +y—6 b) filz,y) =32 +2y — 4
folz,y) =242y folz,y) =20 +2y -3

8. Dado el siguiente sistema no lineal:

r= 8z —42? +y* +1)/8,
y= 2z — 2+ 4y —y* + 3) /4.

(a) Usando la aproximacién inicial (po, ) = (1.1,2.0), calcule dos iteraciones a mano
mediante el esquema de Punto Fijo.

(b) Realice lo mismo pero utilizando el esquema iterativo de PuntoFijo.m.

(c) Grafique las curvas involucradas en el plano z = 0.

9. Dado el siguiente sistema no lineal:

{ v = gi(w,y) = (y —2® + 32> + 32) /7,
y=g2(z.9) = + 2 — v —2)/2.
(a) Intente hallar las soluciones con PuntoFijo.m.

(b) Grafique las curvas involucradas en el plano z = 0 y analice las condiciones de
convergencia para Punto Fijo. Indique si los procesos iterativos seran convergentes,
divergentes o no puede asegurar nada en cada caso.

(c) Proponga otras dos generatrices distintas y realice lo mismo anterior.

10. Considere el sistema de ecuaciones no lineales:

2?2 —y=0.2,
y? — 2 =0.3.

(a) Grafique las curvas en el plano z = 0.

(b) Utilice el método de Punto Fijo comenzando en el punto inicial (pg, qo) = (1.2,1.2)
para aproximar una raiz.

(c) Repita lo mismo anterior pero comenzando en (pg, qo) = (—0.2, —0.2).

(d) ;Qué fenémeno observa? ;Puede garantizar la convergencia en este caso?
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6.7.5 Solucion numérica de EDO
El método de Euler:

1. Utilice la funcién CampoDirec.m para hallar el campo de direcciones de las siguientes
EDOs en el rectangulo R = {(t,y) : 0 <t < 4, 0 < y < 4}. En las mismas figuras,
grafique ademas las respectivas soluciones para las constantes de integracion indicadas:

(a) EDO: ¢/ = =¥ Solucién Exacta: ¢(t) = ce™/?+t—2 parac = —3, -2, —1,0.
(b) EDO: ¢/ = 1—e‘t Solucién Exacta: ¢(t) = e ' +t+c parac = —1,0,1,2.

2. Usando la funcién Euler.m, resuelva los siguientes PVI. En una misma figura, grafique
las aproximaciones para distintos pasos y las soluciones exactas:

v =y, t€[0,5] . _ 22
(a) { y(O) =1 Solucién Exacta: ¢(t) —e )
I _1_ 9,2
(b) { g@ 1_+62 2y°, t €[0,10] Solucién Exacta: ¢(t) = 1.
v =1y (1-2vy), t € [0, 20] 3 | L
(c) { y(0) i 1( 20 ) Solucién Exacta: ¢(t) = T

3. Usando el método de Euler, resolver el PVI siguiente:
{y/:xQ_ya JIG[O,4]
y(0) =1
para los siguientes tamano del paso h = 1,0.5,0.25,0.125,0.0625. Para cada valor de h:
graﬁque la solucién exacta del PVI dada por: ¢(z ) =z —2.777.—.;2—6 ? para x € [0,4].

(b) Calcule el error global final, es decir:

siendo y, el ultimo valor de la aproximacion de Euler.

(c) Segin lo que observa numéricamente, jen la medida que reduce el tamano del paso
a la mitad, en cuanto se reduce este error?

4. Un PVI con dos soluciones.
Consideremos el siguiente PVI:

{y :2y1/3 t €[0,1]
(0) =

a) Verifique a mano que ¢(t) = 0 es una solucién del PVI.

(
(

)
b) Verifique a mano que ¢(t) = t*/? es otra solucién del PVI.
(c) ¢{Contradice esto el Teorema de existencia y unicidad visto?
)

(d) Utilice la funcién Euler .m para resolver este PVI. ; Qué solucién devuelve? Explique.
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Respuestas a los Ejercicios propuestos

Ejercicios del Capitulo 1

1. (a) Forma binémica: z = 4.

Forma trigonométrica: z = 4(cos(0) + isen (0)).
Forma polar: z = 4.
Forma exponencial: z = 4e'©.

(b) Forma binémica: z = —3.
Forma trigonométrica: z = 3(cos(m) + isen (m)).
Forma polar: z = 3,.
Forma exponencial: z = 3e’™.

(¢) Forma binémica: z = 2v/2 + 2v/2i.
Forma trigonométrica: z = 4(cos(%) + isen (%)).
Forma polar: z = 4z.
Forma exponencial: z = 4e"7.

(d) Forma binémica: z = —2i.
Forma trigonométrica: z = 2(cos(—5) +isen (—3)).
Forma polar: z =2_xz.
Forma exponencial: z = 2¢*(~32),

(e) Forma binémica: z = —2 — 2.
Forma trigonométrica: z = 2v/2(cos(—3) + isen (—37)).
Forma polar: z = 2\/5_%W.
Forma exponencial: z = Qﬂei'(*%”).

(f) Forma binémica: z = —1 + 1.
Forma trigonométrica: z = v/2(cos(3m) + isen (27)).
Forma polar: z = ﬂ%w.

Forma exponencial: z = /2¢"(i™.

2. (a) Grafica.
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z,=4+2

2| = 4.47

6= 26.57°

6 = 56.31

|z, =361

2,= 25

1-2-a.pdf

21| = V13, arg(z) = arctan(—2) ~ —0.9828.
|22 = 2v/5, arg(z) = arctan(3) ~ 0.4636.

(b) Gréfica.

2+ 20=06—1, 21 — 29 = —2 — bi.
Gréfica.
2 z,=4+2(
Iz, = 4.47
1
6= 26.57°
-4 -3 -2 -1 0, 2 3 4 5 6 7 8 9
0 = 56.31°
-1 2y +2,=6— 1
|zl =361
2
3 zy=2-3(
4
5
242y = —2 —5(
1-2-a.pdf
Efectos: se produce una rotaciéon de 7 en sentido antihorario, manteniendo el moédulo

de z.

3. (a) Re(3z1 —22z) = 0.
(b) Im(z120 — iz3) = —1.
() =3z +42; — & = —1 — 8i.
2 —44+7v3  =T7T—-4v3
(d) %3 + \/_—I— \/_Z

() () =4~ Bi=1,
3
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6. (a) |z1] = 4]
(b) [zs] = [Ale®
(¢) P21 + iz = (—A + B)e(2+8),
(d) |21 + 22| = |A + B].
(e) |5 + 24| = e [A2 + B2 + 2AB cos(28)]"/>.
(f) |22 = pza| = [1—pl|BI.
7. (b) |V] =220, arg(V) = ¢
(¢) Forma binémica: V' = 220 cos(¢) + 220sen (¢)

Forma polar: V = 2204.
Forma exponencial: V' = 2206
Forma trigonométrica: V = 220(cos(¢) + isen (¢)).

(d) Vs = 220¢@+).

(e) [Vo| =220 = |V]y arg(Va) = ¢+ % = arg(V) + Z, es decir que V; es V; rotado £ en
sentido antihorario.

(f) i(t) = —v/2 - 227wsen (2750t + ¢).
I= 221z 5 = —227sen (@) + 22 cos(¢)i.

(g) Forma binémica: Z = —1%.

Forma polar: Z = 0
T3

. 4

Forma exponencial Z = %e ‘2.

(h) 7,(t) = *2 cos(2750t + ).
I, = 35 = 3 €08(¢) + gsen (¢)i.

8. (a) (1+4)"=128¢""2.
(b) (26—1%)—25 2—2561%
9 _
(c) (3z)” = 19683,.
(d) v/—1 posee cuatro soluciones wy = Iz, wy = 1%7” Wy = 1_%7” wy =1_x=.
(e) Vi posee dos soluciones wy = lz yuwy =15,
(f) (=1 +1)'/3 posee tres soluciones wy = 24 Vo w, = 2 / =28 5
T 12
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{ :\6/—£,w1:\G/ﬁémwzz\fi/_%w,w3:w,gﬂ,w4:\6/_,gw,w5:
2 2.}

(g) S={z1=1-2i, 20 =1+1i}.

(h) S={z€C:2=02n+ 1), n € Z}.

(i) S={2€C:z=2nmi,n €Z}.
)
)
)

SCQ

G) S={z=z+iyeC:a=In(vV2) Ay =37+ 2kn, k € Z}.
(k) S={z€eC: z-[(2n—|—1)7r—|——]z n € Z}.

(1 S = {21 \/ 1 Z9 = \/ 1 z23 = \/\/3—12', 24:\/\/3—1’i}.
10. Graficas.

11. (a) Abierto: no.
Cerrado: si.
Conexo: no.
Simplemente Conexo: no.
Dominio: no.

(b) Abierto: no.
Cerrado: no.
Conexo: si.
Simplemente Conexo: si.
Dominio: no.

(c) Abierto: no.
Cerrado: no.
Conexo: si.
Simplemente Conexo: si.
Dominio: no.

(d) Abierto: no.
Cerrado: si.
Conexo: si.
Simplemente Conexo: si.
Dominio: no.
(e) Abierto: si.
Cerrado: no.
Conexo: si.
Simplemente Conexo: no.
Dominio: si.
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(f) Abierto: no.
Cerrado: si.
Conexo: no.
Simplemente Conexo: no.
Dominio: no.

(g) Abierto: no.
Cerrado: si.
Conexo: si.
Simplemente Conexo: si.
Dominio: no.

Ejercicios del Capitulo 2
L. (a) Dom(f) = C, u(z,y) = 2° = 3zy + = + 1, v(z,y) = 32y — y* — 32> 4+ 3y° + y,
L 28 Bt 20y? 22 13

(b> DOIn(f) = (C - {_7’72}7 u(x7y) = (I2+y2)2y+;(;2_zy%)+17 U(x’y> = (w2+yg)2+2y($—;—gy2)+17
fz1) = =5y f(z) =0

(c) Dom(f) = C— {0}, u(z,y) = 555, v(z,y) = 222, f(z1) no existe y f(z2) = i.

() Dom(f) = € = {~1}, u(z,y) = Zigie v(@y) = g () = iy
flz) = =3 + 3.

(¢) Dom(f) = C — {0}, u(w,y) = 2+ mioy, v(w,y) =y — iy, fz1) = 2+ 4iy f(22)
no existe.

(f) Dom(f) = C, u(x,y) =22 + 42, v(z,y) = 2y, f(21) =3+1iy f(z2) = 100.

2. Notaremos con D a la regién de derivabilidad de f.

3. Notaremos con {2 a la regién de analiticidad

(b) i. Q= 10. |
ii. Q=Cy fl(re?) = ¢ (—sen (In r) 4+ i cos(In 7)).
4. (a) i u(z,y) = —a? =2y +y* +i(2x — 22y) y f(z) = —2% + 2zi.
ii. v(z,y) =e " (zcos(y) + ysen (y)) y f(z) = ze .
(¢) 1. v(z,y) =% — % + 3222 =c,ceR.
ii. v(z,y) =e " (xcos(y) +ysen (y)) =c¢, c € R.
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5. (a) z=1In(2) +i(m + 2kn), k € Z.
(b) z=1In(2) +i (5 +2kn), k € Z.
(c) z=13+kmi, ke
(d) z=1

10. Notaremos con 2 a la region de analiticidad

(a) Q=Cy fl(z) =32%> —4iz, V2 € Q.

(b) Q=Cy f'(z) =3(2* +1i2)*(22 + i), Vz € Q.

(c) Q:C—{O}yf’(z):% Vz e QL.

(d) Q=Cy f'(z) = —%ez, Vz e QL

() Q=C—-{z=a0+iyeC:z2<1Ay=-3}y fl(z) =

1
2v/z—1+433’

Vz e Q.

2z log(z+4)

) Q=C—-[{z=ax+iyeC .2 < —-ANy=0}U{—i,i}y f'(z) = 1

Vz € (.
11. (a) lim ===z = .
2—0 sen z

(b) lim 2

2
z—=0

no es posible aplicar L’Hopital.

() lim %22 = —1.

(+4)(z7+1)

12. Llamaremos f(z) = w y a los diferentes items de las diferentes regiones como

i. Re(z) = k.
ii. Im(z) =c.
iii. |z =r.

iv. arg(z) = a.

(a) i. Im(w) = 2k.

Plano xy Plano uv
7

.
J k=2

k=-2| k=0 k=2
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(a) ii. Re(w) = —2c.

Plano xy
c=2
c=0
B — T
c=-2

Plano uv

c=2

(a) iii. |w| = 2r.

Plano xy

Plano uv

r=3

(a) iv. arg(w) = a + 3.

Plano xy ,,

Plano uv

<<<<<
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(b) i. Re(w) = k2 — W i k £ 0 e Im(w) = 0 y Re(w) € Ry si k = 0.

Plano xy Plano uv
7

k=2 y k=-2

k=0

k=-2| k=0 k=2

(b) ii. Re(w) = MW _ 2 gi ¢ £ 0 e Im(w) = 0 y Re(w) € R si k = 0.

4c?

Plano xy Plano uv
c=2
c=2yc=-2
c=0 c=0
= = T = £ TN EEeas Taaas InaaE Iaaas TRany TRRRy TRREs]
c=-2 ;
5
g -5
. -
o
-
cee 2
(b) iii. |w|=r2.
Plano xy Plano uv
r=3
| =3
\\
™
| \ r=1
t / f
/
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(b) iv. arg(w) = 2a.

Plano xy / Plano uv

(¢) i. (Re(w)? — &) +Im(w)? = 4 si k # 0y Re(w) = 0 si k = 0.

2k

Plano xy , Plano uv 04
k=0

k=-2 k=2

k=-2| k=0 k=2
5 & 4 o T

(c) ii. (Im(w)? + 2%)2 +Re(w)? = g sic#0y Im(w) =0si k=0.

Plano xy Plano uv
c=-2

c=2

c=0
c=0 o

‘‘‘‘‘‘‘

c=2

c=-2
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(c) iii. |w| = L.

Plano xy s | Plano uv

r=1

~ Plano xy Plano uv
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14. i. arg(z) = c se transforma en arg(w)

Planoxy

<
5

Planouv

ii. |z| = k se transforma en |w| = V.

Plano xy

c/2

Planouv

15. i. Re(z) = k se transforma en Re(w)? + Im(w)? = e%*.

Plano xy

k=-1 k=0
) 1 o

Plano uv

k=1

k=-1 k=0
o 2

ii. Im(2) = ¢ se transforma en Im(w) = tan(c) Re(w).
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Plano xy Planouv /
| \2 HHL
c=2 /
- qer L i \/
TN
/4
\
/ \

16. (a)
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(d)

(e)
1
17, T(z) = 212
12 — 1
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18. i. Re(z) = ¢ se transforma en (Re(w) — L)z + Im(w)? = (L)2 sic# —1y Re(w) =1

c+1 1+c
si ¢ = —1. ii. Im(2) = k se transforma en (Re(w) — 1)? + (Im(w) — %)2 = (%)2 sik#0
c=-1

Casos c<-1

N

2
Casos c>-1

y Im(w) =0si k= 0.

Casos k>0

k=0

Casos k<0

19. Ver ejemplo 2.4.3.

Ejercicios del Capitulo 3

~+

2
L (a) [(L—i)dt=—1—2in2
1
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(b) i [, zd> =315 — 39i.
ii. [, zdz =315 — 331,

b) $,2z2dz=—1+1.
(c) ¢, 2%sen (22)dz = 0.

b fc(z3 —i2% — 5z + 2i)dz = —103.33.

fm sen (3z) cos(3z)dz = —Esenh?(3m) = gsen

d fOWH(Z +2)e%dz = —2e7! — 14 i(2+ (7 + 2)e!

5. (a) §, S5dz = 2mic®.

(b) ¢ z4i16dz =
5z _
(©) ¢ D) (z—2)(2+47) dz = 0.

6. Caso 1: 21 = —3i y zo = 3¢ son exteriores a la curva C, resulta f(} 21+9 dz = O
Caso 2: z; = —31 es interior y 25 = 37 es exterior a la curva C', resulta fo
Caso 3: 23 = —3i es exterior y z5 = 3i es interior a la curva C, resulta fﬁc
Caso 4: 2y = —3i y zo = 3i son interiores a la curva C, resulta 3@

a) $o Ginrd? = 5

jgc s(en 6(,z) dz = 0.

fo s = o
=0.

fo = 1)(z+2)2
8. (a) ma};i(|f(z)| =9ysedaen z=2.
zE
(

b) Igleaé{|f(2)| =6ysedaen z=—1.
Ejercicios del Capitulo 4
1. (a) i(—l)”z% en |z| <1

(b) Z(_—l)nﬂz — )" len |z — 7| < +o0
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0 > (Q(n_—i):)!%‘”“ en [2] < +oo

n=0

Zan(z—l)” donde ap = -1y a,=-2,¥neNen |z -1 <1

(b) 1+7(z—1)—15(2—1)?—5:(z—1)+ 55 (z—1)*+ 55 (2—1)° =555 (2= 1)0 — 2 (2= 1) +...

16
en |z —1| <2

16

3. (a) 2| <1
(b) |z —4i| <4; |z —1—4i| <4
()
)

(d |z—1|<%; |z+1|<%

oo

4. (a) f(z) = Z —2z" para todo z € 5,

zn+1

n=1

(=1)"1 — 3"

para todo z € S,

= (=)™ 1
(=1) — para todo z € s,
ZTL

64

|z =1 <V1+7% |z —2i <7m—2

z;O
2
n=0
(b) f(z) = Z <_21)n (1 - 3n1+1> 2" para todo z € S,
n=0
2
2

—_

z+4)n

para todo z € 9,

+ Z(—l)”“(z —2)" para todo z € Sy

n=0 n=0
(c) f(z) = zil —l—; (2—21)” para todo z € S,
2
f2) = —— 2
(d) f(z) =

— (= 1)"
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11 — " o .
(a) f(z):_ﬁlz_i—i_ZQnH(z_Z) st 0< |z—1] <2,
n=0
e (_1)n2nflin+1 ' .
f(Z):Z G s 2<|z—1] < +oo,
n=1
_ 5 1 11 19 1 11 a1 1 11
(b) f(2) =24+ (- 1)+ 55— 35077 10 1F T 007 T 5000 o-1) — 5% ooi)®
71— sio 0<]z—1] <40

362880 (z—1)7 +

1 > 1
_ 2 § :
(c) f(z)_§+z+z +n:1m st 0<]z] <+o0

o0 _1n
Z< )z”“ sio |zl <1

—~n+l
z
-z b) —log(l — 2
(0) 3 (b) ~log(1 - 2)
a) entera ¢) meromorfa (0 es un polo
fa (0 1
(b) meromorfa (3i es un polo) (d) meromorfa (0 es un polo)

2, —2, 2i y —21 son polos simples
= oo singularidad evitable

es(f,2i) = —1+ 450, Res(f, —2i) = = — 24, Res(f, —2) = —%, Res(f,2) = 2

z
R

0 singularidad evitable
z

R

(
ii. (a

( = oo singularidad esencial
es(f,0) =0

iii. (
(

iv.

(
vi. (
(

(
vii. (a
(
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10.

11.

12.

1.

viii. (a) 7y —i polos simples
(b) z = oo singularidad evitable
(C) Res(f? _Z) = % - %Zv Res(f, Z) = % + %Z

(a) —4mi (c) mi (e) 2mi
(b) 2mi (d) —3mi

(b) T

(b) =

() L{fO} = 2y o=

() LU} = % — k5 ¥ 0 =0

() L{f®)} ="y yo=0.

(d) L{f)} =—35+3s5vo=5h

(a) L{ft)} = opm yo=a

(b) L{f()} = s == + 3o v 0 = max{—1+a,1 +a}.
© LUW®} = s2p vo—a

(@) L) =~y o = =3

() L0} = 22 v o =0,

(b) L{f(1)} = B2t v o =

©) L) = 2y o =1

(@) LU} = 2 + o — 222y 0 =0
(a) () = sen (31)

() 1) = 4

(©) f(t) =&

(d) f(t) = cosh(v/2t).

(e) f(t) = isen (4t)

(£) (1) = = flme 3 1 LoeV™

(a) L7YF(s)} = 5t + 2t> — 2cos(3t) — Gsen (3t) + 4t3.
(b) L~HF(s)} = 36%t — 5 cosh(3t) — Tsenh(5¢t) + Zsen (2¢) — 2 cos(31).
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10.

11.
12.

13.

14.
15.
16.

17.

(a) L7YF(s)} = 6e* cos(4t) + 2e*'sen (4t).

(b) L7HF(s)} = 4e~% cos(v/12t) + f “2sen (v/12t).

(c) L7HF(s)} = 3e' cos(2t) + He'sen (2t).

(a) L7YF(s)} =sen (t) — 2cos(t) + 2¢'.

(b) L7HF(s)} =4e (1 —1).

(c) L7HF(s)} =4e " —e 2.

(a) z(t) = 6sen (t)e 3.

(b) z(t) = 2 + 5t + 2% + (—22) cos(3t) + (—5) sen (3¢).

(c) z(t) = —%e‘t Se~ft— 1 _tt2 + St — Heft — 2eft?.

(d) z(t) = (2t) z Cos(3t) Fsen (3t).

(a) x(t) Iy( )=e"

(b) x(t) = 3cos(t ) + cos(St) y(t) = 3cos(t) — cos(St)

(c) x(t) = z€' 4 2 cos(2t) + isen (2t) e y(t) = 3e' — 2 cos(2t) — Zsen (2t).

(a) 1. z(t) = 1_925 ~3t (—14e3'sen (2t) + sen (4t) + 8e3! cos(2t) — 8 cos(4t)).
ii. z(t) = gse~ (6sen (4t) + 8 cos(4t) — 8cos(5t)).
Sin amortiguamiento resulta z(t) = W“w)sen (t) + z=2=zsen (wt) que tiende a

infinito cuando w — 5.

(b) @1(t) = — cos(2t) + L cos(t) — & cos(V/3t) y ao(t) = cos(2t) + cos(t).

)
q(t) = 55 — 78[5 cos(60¢) + zi=sen (60¢)] e i(t) = 1e~50

(a) F(s) =40 — 0ebs,
e~ TS 672775
(b) F(s) =27 + %57

(a) L{f(t)} = 7.

™

(b) L{F(1)} = i s

l—e w’

(©) L{f(®)} = arama=ey-

Oo(t) = S5—et—ase ' —3te M+ H(t—1
32

Demostrar.

(a) L{f()} = £ o=r-

sen (60t), sit > 0.

1 — 2

(b) L{f(t)} = —2 A(l—e T (sT+1)) + 1_5172ST Ae2 T (14eT(sT 1))

1—e—2sT s2T s2T

En este ejercicio usaremos la notacién G(s) = L{g(t)}.

(a) L{fF@)} = —G(s—=2) = (s = 2)G'(s — 2).
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(b) L{f()} = (s* + 5)G(s) + (=5 = 1)g(0) — s¢'(0) — g"(0).
(c) L{f(t)} = 005(4)% — sen (4)@.

IR0 p——

(e) L{f(t)} = [G(s)]?

(1) LLF0) = & — Bet + Aot

(&) L{f(D)} = 5 — 527

()LL)} = o2t

18. q(t) = B/ gigmpet "sen <t C4L455L)'
, _RE — Y
i(t) = %e St (_§ /#%%sen (t C4lil2RCQL> + %COS (t 04212RgL)>'

19. (a) i. G(s) = gj—+
ii. Q(s) =9(s* + 35+ ) y el orden del sistema es 2.

iii. Los polos son p; = —% — 1y p2= —% + 1,y el cero es c = —

(b) 1. G( ) 82+23+5
ii. Q(s) =s*+2s+ 5y el orden del sistema es 2.

iii. Los polos son py = —1 —4iy po = —1+44i, y el cero es ¢ = —

h(t) = 3e™™ — 3e~8t
h(t) = se *sen (3t).

)
)
21. (a) Demostrar.
(b)
)

N

Wi

20. (a
(b

b

(c) El salto es de tamano 2 llm flt) =

Demostrar.

22. (a

w w

e“'sen (2t), t > 0.
ii. O(t) = 1+ — te~"cos(2t) — sse'sen (2t), ¢ > 0.

(b) z(t) = e — IS¢~ o — <2 1 >0
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Link de interés

https://la.mathworks.com/products/matlab.html

https://www.gnu.org/software /octave/

https://www.scilab.org/

www.fortran.com/
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