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Resumen

Esta investigacion, basada en los Niveles de Pensamiento Geométrico de la teoria de Van Hiele, se
propone realizar una caracterizacién acerca de las habilidades de conjeturacién y demostracién para
el calculo de volimenes de cuerpos geométricos poliedros desarrolladas en propuestas de ensefianza
de libros de texto del Ciclo Bésico de Educacidon Secundaria. Ademds, busca reconocer de forma
complementaria otros portales educativos que resulten de aporte a tal contenido. Para realizar dicho
cometido, se realiza un andlisis documental y una posterior descripcién y articulacién de las propuestas
con los Niveles de Van Hiele. Consecuentemente se despliega una propuesta de ensefianza innovadora
de tal contenido, con el objetivo de generar un aporte superador respecto de lo investigado. Se
pretenden generar situaciones didacticas que permitan a los estudiantes elaborar conjeturas vy
demostraciones. Por otra parte, se optd por el &mbito de la Geometria por proporcionar un rico
contexto para el desarrollo del razonamiento matemético y, en particular, por el célculo de volimenes
de cuerpos geométricos poliedros por ser un contenido que generalmente es impuesto en las clases de
Matematica.
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Abstract

This research, based on the Levels of Geometric Thought of the Van Hiele theory, aims to make a
characterization about the skills of conjecture and demonstration for the calculation of volumes of
polyhedra geometric bodies developed in proposals of teaching of high school. It also seeks to
recognize in a complementary way other educational portals that result in a contribution to such
content. To carry out this task, a documentary analysis, a description and an articulation of the
proposals with the Van Hiele Levels are carried out. Consequently, an innovative teaching proposal of
such content is deployed, with the aim of generating a superior contribution regarding what was
investigated. It is intended to generate didactic situations that allow students to elaborate conjectures
and demonstrations. On the other hand, the field of Geometry was chosen to provide a rich context
for the development of mathematical reasoning, and particularly, for the calculation of volumes of
polyhedra geometric bodies, since it is generally a knowledge imposed in Mathematics classes.
Keywords

Conjecture and demonstration skills, Volume, Polyhedra geometric bodies, Levels of Van Hiele
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1. Presentacion

Esta seccién se compone de tres apartados que delimitan los asuntos de interés del proyecto
innovador en Educacién Matemética. Primeramente, se presenta la problemética del estudio
de la cual se desprenden los interrogantes de la investigaciéon. En funcién de estos
interrogantes, en un segundo apartado se dan a conocer los objetivos. A continuacién, se
desarrolla el estado del arte, donde se realiza un recorrido por ciertos trabajos que abordan
el desarrollo de habilidades de conjeturacién y demostracién, y la ensefianza de los cuerpos

geométricos poliedros.

1.1. Problemética

En general, en el Sistema Educativo Argentino, se observa una escasez de situaciones didécticas
que permitan a los estudiantes elaborar conjeturas y demostraciones y, por ende, desarrollar
las habilidades que estas requieren. En efecto, tal como indica Gascon (2000), muchas veces
se ignoran estas instancias esenciales de elaboracién de conjeturas y el razonamiento que
permite su formulacién. De esta forma quedan las fases exploratorias de la actividad
matematica muy debilitadas, bajo la exclusiva responsabilidad del alumno y sin ningan tipo
de institucionalizacién. De alli la necesidad de remarcar la importancia de la existencia de
estos momentos de exploracién, ya que permiten desarrollar la capacidad de andlisis, asi
como también, el pensamiento critico y la metacognicién, aspectos fundamentales en la
formacién cientifico-académica.

Ademaés, la elaboracidén de conjeturas constituye una instancia muy importante del trabajo
matematico y resulta oportuno insistir en que los mateméticos realizan sus descubrimientos
escalonadamente y atendiendo mas bien a lo sustantivo que a lo formal. Al respecto,
Chevallard et al (1997) mencionan que cuando uno se enfrenta a un problema que debe
resolver o a una cuestién que quiere estudiar, el estudio de la cuestidén entra en una fase
exploratoria, donde tiene una importancia fundamental la elaboracién de conjeturas y, por
ende, el razonamiento que las mismas permiten desarrollar.

En relacién con lo expuesto, se considera fundamental que las propuestas didacticas
matematicas acerquen al estudiantado al quehacer de un matemético como una forma de
fomentar el desarrollo de estas habilidades para construir aprendizajes significativos, que
ademds muestren que histéricamente los resultados mateméticos no se dieron de forma

inmediata, ni son magicos o solo obras de mentes brillantes, sino que requirieron de un largo



proceso de exploracién. Efectivamente, segin Castro (2001), “este proceso de conjetura,
prueba, refutacién y modificaciéon relaciona la génesis de la demostracién con historia y
contexto social y cultural, un todo en devenir dialéctico que como tal debe ser contemplado
en la ensefianza de las Matematicas” (p.48).

En este marco, “la Geometria proporciona un rico contexto para el desarrollo del
razonamiento matematico, incluyendo los razonamientos inductivos y deductivos, dando
validez a conjeturas, y clasificando y definiendo objetos geométricos™ (Afonso, 2003, p.87).
Sin embargo, Ciccioli y Sgreccia (2020) reconocen que algunas investigaciones han indicado
la ausencia o superficialidad en el abordaje de contenidos geométricos, con énfasis en lo
algebraico, sin vinculacién o complementariedad entre la Geometria “de las formas -sintética-
y la de coordenadas -analitica-" (p.9). Al respecto, Afonso (2003) remarca la necesidad de
recuperar el abordaje de contenidos geométricos en la escuela, puesto que permiten un mejor
conocimiento del espacio y son una fuente de modelos y situaciones probleméticas
sumamente enriquecedoras para el aprendizaje de la Matemaética.

En particular, se establece en el Disefio Curricular Jurisdiccional (DCJ) de la Provincia de Santa
Fe (2014) que en el Ciclo Béasico de la escolaridad secundaria se sugiere profundizar en la
produccién y el anélisis de construcciones geométricas y propiciar el control de estas tareas,
esto es, decidir si la respuesta a los problemas planteados y el procedimiento utilizado para
obtenerla, son vélidos. Puntualmente se menciona la produccién de férmulas para el célculo
de volumen. Sin embargo, Abrate et al (2006) mencionan que el aprendizaje de las férmulas
de volumen se ha basado, casi exclusivamente, en un estudio memoristico y en construcciones
de tipo mecanicista y completamente descontextualizadas. De hecho, a pesar de que vivimos
en un mundo tridimensional, la mayor parte de las experiencias matematicas que
proporcionamos a nuestros estudiantes son bidimensionales, lo que condiciona su desarrollo
integral.

En esta linea, se considera de interés el estudio de los poliedros, pues como plantean Zapata
et al (2008), puede propiciar tres tipos de procesos cognitivos importantes para el despliegue
del pensamiento espacial: visualizacién, construccién y razonamiento. Al respecto, Gonzato
et al (2011) mencionan que el desarrollo de habilidades de orientacién espacial y visualizacién
de cuerpos geométricos se considera un objetivo valioso y necesario para cualquier
ciudadano. De alli que figure en numerosos lineamientos curriculares como un medio para

describir y modelizar el mundo fisico.



Por otro lado, las estrategias, materiales y recursos didacticos son un apoyo importante para
el docente a la hora de ensefiar un contenido y actualmente existe una gran variedad de ellos.
De hecho, seglin Abrate et al (2006), “el libro de texto es uno de los recursos més utilizado
en la ensefianza, que tiene una gran influencia a la hora de decidir qué y cémo ensefiar, y
que con el tiempo se ha convertido en el principal controlador del curriculo escolar” (p.1).
En este sentido, Villella (2001; citado en Abrate et al, 2006) sostiene que “los docentes suelen
sustentar gran parte de sus préacticas en los libros escolares de Matemética que recomiendan
usar a los alumnos y que, algunas veces, ellos mismos usan” (p.2). De esta forma, el libro de
Matematica se convierte en un legitimador de los contenidos prescritos y en una de las
principales fuentes de actividades y tareas (Abrate et al, 2006).

Como consecuencia, debido a la importancia que tiene el libro de texto para la planificacién
del docente y a la vista del tratamiento superficial que se realiza en la escuela media a la hora
de conjeturar o demostrar resultados para el calculo de volimenes de cuerpos geométricos
poliedros, surgen los siguientes interrogantes: (Coémo fomentar las habilidades de
conjeturacién y demostracion para el calculo de volimenes de cuerpos geométricos poliedros
en estudiantes del ciclo bésico de la educacidon secundaria? {Qué tipos de abordajes realizan
los libros de texto de educacién secundaria que circulan en el mercado, sobre el célculo de
volimenes de cuerpos geométricos poliedros? {Qué otros recursos complementarios, como
soportes digitales o manipulativos, pueden fomentar el desarrollo de estas habilidades? {Qué
propuestas innovadoras pueden promover las habilidades de conjeturacién y demostracién
para el célculo de volimenes de cuerpos geométricos poliedros en estudiantes del ciclo bésico

de la educacién secundaria?

1.2. Objetivos

En correspondencia con los interrogantes delimitados, los objetivos de este proyecto son los

siguientes:

Objetivo general

Promover habilidades de conjeturacién y demostracién para el célculo de volimenes de

cuerpos geométricos poliedros en estudiantes del ciclo bésico de la educacién secundaria.

Objetivos especificos

« Caracterizar las habilidades de conjeturacién y demostracién para el calculo de volimenes
de cuerpos geométricos poliedros desarrolladas en libros de texto de educacidon

secundaria que circulan en el mercado.



« Reconocer de forma complementaria otros recursos que fomenten las habilidades de
conjeturacién y demostracion para el célculo de volimenes de cuerpos geométricos
poliedros en estudiantes del ciclo basico de la educacién secundaria.

o ldear propuestas innovadoras que promuevan las habilidades de conjeturacién y
demostraciéon para el célculo de volimenes de cuerpos geométricos poliedros en

estudiantes del ciclo béasico de la educacién secundaria.

1.3. Estado del arte

En lo que sigue se realiza una revision documental que tiene como objetivo recuperar
resultados de investigaciones recientes, vinculadas con la temética de estudio. En esta
basqueda se incluyen investigaciones relacionadas directamente con el proceso de
conjeturacién y demostracién; trabajos que combinan utilizacién de softwares/recursos con
la habilidad de realizar conjeturas geométricas; estudios sobre tipos de demostraciones y
razonamiento geomeétrico; y una investigaciéon sobre caracterizacién de libros de texto.
Softwares/Recursos - Conjeturas - Geometria

Algunos trabajos combinan la utilizacién de softwares o recursos para la realizacién de
conjeturas geomeétricas, en efecto, en el taller dictado por Advincula (2018) se propone
resolver problemas que involucren la realizacién de construcciones geométricas a través de
GeoGebra como medio para estimular la exploracién y el descubrimiento de propiedades.
Ademés, se analiza su papel en la elaboracién y verificacién de conjeturas, y en la
generalizacién de propiedades al resolver problemas geométricos. Para dicho cometido,
disefiaron actividades con sustento en la teoria de Van Hiele (1957) y el enfoque instrumental
de Rabardel (1995).

A partir de este taller, se obtuvo que el uso de GeoGebra en la resolucién de problemas
geométricos permite la realizacién de construcciones dindmicas e interactivas, que pueden ser
modificadas de manera casi inmediata, lo cual facilita el desarrollo del pensamiento
geométrico. Asimismo, se afirma que GeoGebra ayuda a explorar y descubrir propiedades
geométricas, asi como a elaborar y verificar conjeturas, lo cual contribuye con el desarrollo
de competencias argumentativas.

Como conclusién, se menciona que las actividades disefiadas para ser trabajadas con apoyo
de GeoGebra permiten generar espacios donde los participantes pueden construir figuras,

explorar y descubrir relaciones y propiedades geométricas, identificar las condiciones



necesarias para resolver problemas, elaborar y validar conjeturas, justificar y argumentar sus
soluciones y procedimientos utilizados.

Por otro lado, en el Congreso Iberoamericano de Educacién Matemética, Advincula (2013)
comparte una experiencia que realizd en el curso Introduccién a la Matematica Universitaria
de la Facultad de Estudios Generales y Ciencias de la Pontificia Universidad Catdlica del Perq.
La misma consistié en introducir el tema poliedros a través de la utilizacién del ambiente de
Geometria dindmica Cabri 3D. Durante la experiencia se observé que este software favorece
la visualizacién de los poliedros y facilita el reconocimiento de sus propiedades al permitir
que los sujetos manipulen representaciones dindmicas y tridimensionales, para que luego
analicen, generalicen y comprueben conjeturas. En efecto, la potencialidad del arrastre que
posee el Cabri 3D permite que los estudiantes realicen cambios inmediatos sobre las figuras
construidas y observen cémo se mantienen fijas las relaciones geométricas existentes. De esta
forma, el software Cabri 3D resulta ser un recurso que contribuye con el desarrollo de niveles
superiores de razonamiento debido a su flexibilidad y versatilidad.

En esta linea, el trabajo de Villarroel y Sgreccia (2012) propone la utilizacién de materiales
didécticos concretos tridimensionales para ensefiar Geometria en primer aflo de la Educaciéon
Secundaria (alumnos de 13 afios de edad). Luego de una caracterizacién de los mismos, las
autoras reconocen habilidades geométricas que su uso intencionado permite desarrollar e
identifican siete grandes grupos de materiales: modelos fijos 2D y 3D, rompecabezas
geométricos, tangram, geoplano, transformaciones dindmicas, origami o papiroflexia y
objetos del entorno real. Dependiendo de la intencionalidad didéctica, pueden a su vez
identificarse nueve criterios de agrupamiento: cualidad, materia prima, disponibilidad,
movilidad, dimensién, contenidos conceptuales, modelo de razonamiento, habilidades
geométricas y versatilidad. Entre ellos se consideran algunos oportunos para trabajar sobre
propiedades de los cuerpos geométricos poliedros.

Por ejemplo, se incluyen modelos de cuerpos espaciales poliedros, los cuales segin el modo
en que estén fabricados, es posible analizar diferentes propiedades, como por ejemplo se
muestran unos fabricados de plastico transparente o acrilico en los cuales se pueden observar
sus secciones planas. Ademaés, se menciona el geoplano triangular o isométrico el cual podria
servir para el estudio de poliedros y la identificacién de caras, aristas y vértices. Los
rompecabezas geométricos por disecciéon a partir de los cuales se puede realizar una
interpretacion de formas compuestas, como desarrollos planos de poliedros. También se

incluyen transformaciones dindmicas como poliformas a partir de las cuales se pueden generar



todos los poliedros con caras y vértices congruentes; realizar una comprobacién experimental
de su existencia; analizar sus posibles desarrollos planos; generar combinatoria de formas
poliédricas hechas con més de un tipo de pieza; validar la existencia de poliedros convexos;
entre otros. Por otro lado, dentro de este mismo grupo se incluyen reticulas que pueden servir
para la construccién de estructuras de poliedros y la visualizacién de sus relaciones
estructurales. Otros que se incluyen son los desarrollos planos a partir de los cuales se puede
analizar la relacién entre el niGmero de aristas, vértices y caras de un poliedro cualquiera y los
origamis que permiten descomponer un poliedro en cuerpos mas pequefios. Por ultimo, la
alternativa més comudn es la cartulina, la cual puede utilizarse como recurso para la
construccién de poliedros.

En este trabajo, se concluye que la utilizacién de materiales didacticos concretos puede
favorecer el desarrollo de habilidades geométricas, siempre que sea de forma intencionada y
con un propdsito claro.

Estas contribuciones muestran los beneficios de la utilizacién de softwares de geometria
dindmica o materiales concretos en el fomento de habilidades de conjeturacién y
demostracién, y en especifico en torno a los poliedros.

Demostracion - Razonamiento geométrico

En principio, Larez (2014) documenta y analiza la importancia de las demostraciones
geométricas como resolucién de problemas. Ademés, esboza un modelo para realizar
demostraciones, la Prueba a Dos Columnas (PDC). La PDC es una forma metddica de
presentar las demostraciones y resulta de interés en el disefio de la propuesta innovadora
dado que consiste en ubicar las proposiciones en una columna, y las razones que justifican las
proposiciones en otra columna adjunta. Es una herramienta que permite estructurar el
conocimiento geométrico mediante una serie de pasos encadenados 16gicamente hasta llegar
a validar, mediante ellos, una proposicién dada. Ademas, permite al estudiante la adquisicién
de destrezas procedimentales y cognitivas generales que favorecen el desarrollo del
conocimiento geométrico y al docente, la habilidad para mediar y controlar el proceso de
produccién. En este articulo se evidencia cémo estudiantes de Educacién Media tienen la
posibilidad de familiarizarse con el proceso formal l6gico deductivo.

Por otro lado, es de interés para esta investigacion, que a partir de una nueva propuesta los
estudiantes ademds de adquirir herramientas, puedan desarrollar habilidades de orden
superior y mejorar progresivamente sus competencias argumentativas. En este marco, Vargas

y Araya (2013) realizan una investigaciéon sobre la aplicacién del Modelo de Pensamiento



Geométrico de Van Hiele en la ensefianza de la Geometria que explica la evolucién del
razonamiento geométrico a través de cinco niveles consecutivos y del apoyo que brindan sus
fases a la organizacién del curriculo. En efecto, ellos muestran que este modelo de ensefianza
y aprendizaje brinda la posibilidad de identificar las formas de razonamiento geométrico y
pautas a seguir para fomentar la consecucién de niveles mas altos de razonamiento. Ademés,
mencionan que el docente a través de una evaluacién inicial identificara el nivel en el que se
encuentra cada uno de los estudiantes, lo cual le permitird describir el avance del
razonamiento geométrico de cada uno de ellos luego de aplicar las actividades programadas.
Ademas, como el modelo de Van Hiele da importancia al desarrollo del lenguaje -aspecto
crucial en el paso de un nivel a otro- se concluye que resulta fundamental establecer
actividades en las que el estudiante tenga la oportunidad de comunicar sus ideas mateméticas
en un ambiente que le permita aprender de sus errores y mejorar gradualmente su lenguaje
matematico. Desde esta perspectiva, se afirma que el docente tiene que ser consciente de que
su funcién es ser un medio para que el estudiante adquiera conocimientos, los reconstruya y
pueda utilizarlos.

Conjetura - Demostracion

Alvarez et al (2014) presentan descripciones detalladas de los procesos de conjeturacion y
demostracién. Més aun, establecen que el conjeturar puede estructurarse a partir de visualizar;
identificar patrones, relaciones, regularidades, propiedades, etc.; formular, verificar vy
generalizar proposiciones. Ademas, se presentan ejemplos de cada una de estas cinco etapas
y se observa que de manera transversal a la actividad de conjeturar se encuentra el proceso
de argumentar, pues en cada una de las fases se producen resultados que se van validando a
la luz de los antecedentes y del contexto en el que se trabaje. En ese sentido y ya que, por
ejemplo, los argumentos que permiten concluir una observacién difieren de los que permiten
verificar una conjetura y estos a su vez difieren de los que permiten demostrar la conjetura,
se ahonda en el estudio del proceso de argumentar y se destaca su relevancia durante el
desarrollo de la actividad matemética con el objetivo de potenciar el pensamiento
matematico y propiciar competencias argumentativas.

Un camino posible para trabajar la argumentacién es orientar la actividad matemaética en pro
de la produccién y validacién de conjeturas, generalidades, proposiciones, entre otros. Por
otro lado, se menciona que como las habilidades de argumentar van desde identificar y
analizar argumentos en textos o ambientes educativos, hasta construirlos, entonces se podria

promover desde la actividad matematica, momentos de reflexién para que los procesos de



conjeturar y argumentar aporten al desarrollo del pensamiento matemaético y al desarrollo
de otro tipo de competencias que atafien a los distintos campos del saber.

Por otro lado, Séenz Castro (2001), centrado especialmente en la educacién secundaria,
establece diferencias entre el razonamiento demostrativo y el plausible o conjetural. Ademaés,
recupera los aportes de Hernadn (1982) el cual ofrece un esquema operativo para que un
estudiante de matematicas aprenda las dos clases de razonamiento. Este afirma que, desde un
punto de vista heuristico, pueden sefialarse en el proceso de demostracién las siguientes
etapas: descubrimiento de la regularidad de una situacién; sistematizacién de los ejemplos;
conjetura; critica de la conjetura (excepciones, falta de generalidad, imprecisién, casos
limites...); nueva conjetura; demostracién de la conjetura; critica de las demostraciones.

En este estudio se intenta dar respuesta a las siguientes preguntas mediante el andlisis de tres
problemas que tienen como objetivo preferente estudiar el sistema de conjetura-
demostracion utilizado por estudiantes de secundaria: {Qué etapas son alcanzadas por los
alumnos y cudndo? ¢Es la etapa “natural” en la educacién secundaria la conjetura o lo es la
demostracion? {Qué condiciones han de cumplirse para el aprendizaje de estos aspectos
procesales de las matematicas? {Pueden conseguirlo la mayoria de los alumnos?

Se concluye que el pensamiento productivo, que consiste en crear nuevas situaciones y en
usar nuevas organizaciones, es més dificil de ensefiar pues requiere més tiempo y necesita de
otros esquemas de temporalizacién de la ensefianza y estructura de las clases. Sin embargo,
este estudio demuestra la necesidad y la importancia de trabajar el sistema de conjeturas-
pruebas-refutaciones como metodologia de encuentro del razonamiento demostrativo con el
razonamiento plausible en la ensefianza matemaética.

Libros de texto - Geometria

Por otra parte, los materiales y recursos didacticos constituyen un apoyo importante para el
docente a la hora de ensefiar. Al respecto, Abrate et al (2006) caracterizan las actividades de
Geometria que proponen los textos escolares mas utilizados por los docentes de Matematica
de la EGB3, en instituciones publicas o privadas de la ciudad de Villa Maria, Cérdoba. Para
realizar esta caracterizacién se analizaron diferentes variables: formulacién de las consignas,
proceso de solucién, cantidad de soluciones, habilidades que tienden a desarrollar y grado de
reflexién que involucran. Los resultados de esta investigacion arrojan que en dichos libros no
existen actividades que propongan la formulacién, comprobacién o modificacién de
conjeturas a partir de los datos del problema o de los resultados intermedios; formulacién,

elaboracién y comunicacién del proceso seguido en la resolucién de problemas con



interpretacién de los distintos célculos realizados; argumentacién de la validez de una
solucién; o la elaboracién de estrategias en verdaderos problemas de investigacion de
cuestionamientos a partir de un conjunto de datos. En ese escenario, la alfabetizacion
matematica queda desprovista de habilidades de orden superior, como la conjeturacién y
demostracion, al menos desde las propuestas escolares.

A modo de sintesis, a lo largo de los antecedentes se ha podido observar que una de las
formas maés utilizadas para fomentar el desarrollo de habilidades de conjeturacién y
demostracién en geometria en general y en especifico sobre cuerpos geométricos poliedros,
es la utilizaciéon de softwares de geometria dindmica como Cabri 3D y GeoGebra. Asimismo,
se observd que la utilizacién de materiales didacticos concretos puede beneficiar la adquisiciéon
de competencias argumentativas, aunque son escasos los avances respecto a cémo
implementarlos.

En cuanto a los libros de texto, puntualmente no se ha obtenido informacién sobre
propuestas que desarrollen demostraciones o conjeturas sobre las férmulas de volumen de
cuerpos geométricos poliedros, aunque en el material recabado sobre Geometria se ha
observado que estos libros no incluyen actividades que promuevan el desarrollo de este tipo
de habilidades. Sin embargo, debido a las fechas en las que fueron realizadas estas
investigaciones, se hace necesario profundizar sobre este tema y en especifico sobre el
desarrollo de las férmulas de volumen de poliedros.

Por estos motivos, parte de la innovacién de este proyecto radica en recabar informacién de
libros de texto, materiales didacticos concretos, softwares y portales de educacién en linea
con el fin de proponer un abordaje del contenido a través de una propuesta superadora que
permita el desarrollo de estas habilidades. Asimismo, se ha podido observar que el beneficio
que puede implicar la utilizacién de recursos en el desarrollo de las habilidades de
conjeturacién y demostraciéon, estard vinculado con las intenciones didéacticas con que se
utilicen dentro de las actividades que se propongan y con el aporte que el docente puede
hacer al respecto.

Por dltimo, en algunas investigaciones se menciona que la ensefianza de las férmulas de
volumen se basa en una muestra y aplicacién directa de las mismas sin ningin tipo de
argumentacién acerca de por qué dichas férmulas nos permiten obtener un volumen de un
cuerpo geométrico poliedro especifico. De esta forma, es de interés que la propuesta permita
resignificar el sentido de las mismas al valerse de habilidades como visualizar, identificar,

describir y, ademas, utilizar propiedades, estrategias de trabajo, realizar razonamientos varios,



manipular materiales concretos, entre otros. Todo esto tiene como fin elaborar férmulas,
comprobarlas, argumentar su validez, comunicar el proceso que se realizd para obtenerlas vy,

por ultimo, contemplar en este proceso modificaciones, errores, resultados intermedios, etc.

2. Marco tedrico referencial

En este apartado se exponen las bases tedricas sobre las que se enmarca este proyecto de
investigacion. Se toma como referente fundamental la teoria de Van Hiele sobre los Niveles
de Pensamiento Geométrico. Ademaés, se expone una concepcién de las tres componentes
principales del estudio, ellas son: la ensefianza de las conjeturas y demostraciones, los cuerpos
geométricos poliedros y los libros de texto.

2.1, Perspectiva educativa

Esta investigacidn se realiza con base en la Teoria de Van Hiele sobre Niveles de Pensamiento
Geométrico. En ella se describen cinco niveles de pensamiento por los que transita un
estudiante durante el aprendizaje de contenidos geométricos, asi como las fases de ensefianza
y aprendizaje necesarias para que los estudiantes logren comprender ideas geométricas. Esta
teoria es de utilidad para anticipar las dificultades que tienen los estudiantes al elaborar
demostraciones.

En relacién con el avance entre niveles, la teoria establece que el logro de una nueva etapa
de comprensién no puede llevarse a cabo a través de la enseflanza de hechos y
procedimientos, sino que el profesor tiene que crear un escenario favorable para que los
estudiantes alcancen un nivel mayor de comprensién mediante una eleccién adecuada de
problemas; es decir, tareas que representen un reto intelectual més que dificultades
procedimentales o de célculo (Van Hiele, 1999). Esto significa que la comprensién de los
estudiantes aumenta en la medida que las actividades a las que se enfrentan son mas diversas.
A continuacién, se definen los niveles y fases de ensefianza y de aprendizaje:

Nivel 1. Visualizacion o Reconocimiento

En el primer nivel de razonamiento se entra en contacto con el objeto de estudio, en este
caso los poliedros. El razonamiento se basa en la consideracién global de los cuerpos (como
un todo) y sus movimientos, siendo este fundamentalmente visual. Por lo tanto, todas las
propiedades que se pongan de relieve deberdn estar basadas en atributos manipulativos o

visuales, pero no jugardn un papel explicito en la identificacidn. Las representaciones de los



objetos se identifican, comparan y operan con base en su apariencia fisica mediante
descripciones visuales.

Nivel 2. Anélisis

Los estudiantes identifican un cuerpo geométrico poliedro mediante sus propiedades, las
cuales se consideran independientes unas de otras. El proceso de razonamiento en este nivel
se lleva a cabo a través de la identificacién de los componentes y atributos de los cuerpos.
Ademads, se descubren, reconocen y utilizan de forma adecuada los elementos que
caracterizan los poliedros: caras, vértices, aristas. Se representan esas caracteristicas mediante
dibujos de poliedros y se utiliza la notacién y el vocabulario matemético adecuado. Ademés,
se descubren y verifican de forma empirica, a través de softwares de geometria dindmica o
con material manipulable, las relaciones entre los elementos de los poliedros.

Nivel 3. Ordenacion, Clasificacion o Abstraccion

Los estudiantes interrelacionan légicamente propiedades de los conceptos, a través de
construir o seguir argumentos informales. Los estudiantes que se encuentran en este nivel son
capaces de formular definiciones abstractas (abstraccién), es decir, sefialar las condiciones
necesarias y suficientes que debe satisfacer una clase de cuerpos geométricos (clasificacion),
ademas de reconocer cémo unas propiedades de los objetos geométricos se derivan de otras
(ordenacién), al establecer relaciones entre propiedades y las consecuencias de esas relaciones.
Ademés, son capaces de formular justificaciones informales de resultados matematicos. En
este punto los estudiantes son capaces de describir los poliedros de manera formal y entender
el significado de su definicién.

Nivel 4. Deduccion Formal

Los estudiantes prueban teoremas deductivamente y establecen relaciones entre teoremas.
Entienden la necesidad de justificar deductivamente resultados mateméticos o proposiciones,
con base en un sistema axiomatico.

Nivel 5. Rigor

Los estudiantes establecen teoremas en diferentes sistemnas axiomaticos y analizan o comparan
estos sistemas. Se conoce la existencia de diferentes sistemas axiomaéticos y se pueden analizar
y comparar. El estudiante es capaz de realizar deducciones abstractas. El razonamiento
geométrico en este nivel es bastante abstracto y no necesariamente involucra el uso de
modelos concretos.

Es oportuno realizar una vinculacién entre los niveles establecidos por Van Hiele y las

habilidades de conjeturar y demostrar. En el primer nivel de razonamiento se entra en



contacto con los poliedros, el razonamiento se basa en la consideracién global de los cuerpos
y sus movimientos, siendo fundamentalmente visual. El nivel 2 puede considerarse como el
primer escalén de exploracién del estudiante sobre los objetos matematicos, donde se verifica
empiricamente para algunos ejemplos que ciertas propiedades valen. De esta forma el nivel
3 avanza hacia una deduccién informal de las propiedades, al interrelacionar l6gicamente
propiedades de los conceptos con argumentos informales, e incluso por momentos erréneos,
lo que los lleva a retrabajar hasta llegar a formular una conjetura. El nivel 4 se corresponde
con una instancia en que es posible organizar una demostracién y formalizarla con un rigor
adecuado, donde los estudiantes captan la necesidad de justificar deductivamente resultados
matematicos. En un quinto nivel ya se establecen teoremas en diferentes sistemas axiomaticos,
se analizan o comparan estos sistemas y se realizan deducciones abstractas, lo cual resulta
acorde a la generacién de conocimiento matemético avanzado, con sustento en los niveles
de razonamiento previos.

Por otro lado, el objetivo de las fases es proporcionar al profesor herramientas que le
permitan disefar actividades y organizar escenarios de ensefianza que les posibiliten a los
estudiantes avanzar en los sucesivos niveles de pensamiento geométrico.

Fase 1. Informacion o indagacion

El profesor y los estudiantes se involucran en una discusién sobre los objetos de interés de
cada nivel. Se realizan observaciones, se generan preguntas y se introduce vocabulario
especifico.

Fase 2. Orientacion guiada

Los estudiantes exploran un tema de estudio a través de actividades propuestas por el
profesor, llevando a cabo procesos de pensamiento matematico relevantes para cada nivel.
El profesor formula preguntas que tengan una respuesta concreta, pero de forma que la
blasqueda de la respuesta favorezca la reflexién y la comunicacién de ideas.

Fase 3. Explicitacion o explicacion

El estudiante es consciente de las relaciones que existen entre las propiedades de los objetos
geométricos, trata de expresarlas verbalmente o por escrito y aprende el lenguaje técnico.
Durante el desarrollo de las actividades los estudiantes expresan e intercambian sus puntos de
vista con el objetivo de construir relaciones.

Fase 4. Orientacion libre

El estudiante aprende mediante la ejecucion de tareas que tienen diferentes soluciones o son

de respuesta abierta. A través de la actividad matemética que realizan los estudiantes, se



promueve la construccién de redes complejas de relaciones entre conceptos y procesos
matematicos relevantes para cada nivel. Las actividades posibilitan al estudiante explorar,
formular conjeturas vy justificar relaciones, en esta fase las conexiones y relaciones entre los
objetos matematicos se vuelven explicitas para los estudiantes.
Fase 5. Integracion
El estudiante realiza un proceso de metacognicién donde reflexiona acerca de lo que ha
aprendido, es decir, reflexiona sobre sus propias acciones y obtiene una visidon general de la
nueva red de relaciones que se construyd durante el proceso de trabajo. Se supone que al
final de la quinta fase, los estudiantes han logrado un nuevo nivel de pensamiento.
Con relacién a la perspectiva educativa, desde el DCJ de la Provincia de Santa Fe (2014):
Se plantea un trabajo aulico que propicie una actividad a la manera de micro-sociedad
cientifica, en el que se problematice el contenido y los estudiantes tengan oportunidades
para interpretar informacién, establecer relaciones, conjeturar, elegir y construir un
modelo para resolver los problemas, comunicar en forma oral y escrita, argumentar acerca
de la validez de los procedimientos y resultados, elaborar conclusiones, de modo que
posibilite la produccién de conocimientos, aspecto central en la ensefianza (p.48).
Con respecto de la validacién, entendida como la decisién auténoma del estudiante acerca
de la verdad o la falsedad de su respuesta, el DCJ establece que en los primeros afios de
escolaridad se pueden aceptar argumentaciones imprecisas y escrituras poco formales como
pruebas ligadas a la accién y a la experiencia. Ademas, menciona que se debe profundizar en
la produccién y el anélisis de construcciones geométricas y en la toma de decisiones. Las
construcciones deben realizarse con instrumentos tradicionales y con software de geometria
dindmica. Asimismo, se establece que las construcciones y el establecimiento de relaciones que
pueden conjeturarse a partir del tratamiento dindmico, mediadas por un proceso de
validacién, permiten reconocer las limitaciones de las pruebas empiricas y favorecer la entrada

a la argumentacién deductiva.

2.2. Ensefianza de las conjeturas y demostraciones

Como se menciona en el DCJ, en la ensefianza de la Matemética hay una postura de enfrentar
a los estudiantes a un trabajo similar al que realiza un matemético para que construyan el
conocimiento. Esta es la postura que se toma en esta investigacion. De esta forma los
estudiantes trabajan en procesos de argumentacién al validar ciertas proposiciones. Sin

embargo,



si se reduce el papel de la demostracién en la escuela al de solo una herramienta légica de
verificacién, entonces los alumnos no hallarén justificaciones suficientes para ese trabajo y
no se alcanzardn propésitos como el de construir relaciones complejas entre la
observacién, la argumentacién y la construccién de demostraciones (Osorio, 2003, p.171).
Es por esto que importa en gran parte el sentido de la demostracién y se la orienta a la
produccién de argumentos encadenados deductivamente. Por otro lado, el rigor que se le da
a la misma no puede ser exacerbado, sino que tiene que ser acorde al nivel educativo, en este
caso al Ciclo Bésico de la Educacién Secundaria.
Més alld de estas consideraciones, la demostraciéon como producto final, es ya un producto
refinado y limpio que no refleja el proceso previo. En este proceso es donde se realizan
observaciones, se hacen anélisis de diferentes situaciones y, luego, se realiza una conjetura la
cual se intenta probar a partir de elaborar argumentaciones y desarrollar razonamientos y
conocimientos. Es por esto que se toma como base el concepto de Unidad Cognitiva de
Teoremas, esto es el ciclo: Explorar — Conjeturar — Explorar — Organizar una demostracion.
Las primeras dos etapas estan relacionadas con la construccién de conjeturas pues se llevan
a cabo exploraciones, conjeturaciones, discusiones de tales afirmaciones y una primera
sistematizacién de los enunciados; y las Gltimas etapas del proceso estdn enfocadas a la
propia construccién de la demostraciéon, después de una segunda exploracién, de la
blusqueda de argumentos convenientes y del encadenamiento deductivo necesario
(Osorio, 2003, p.173)
Al respecto ltzcovich (2008) menciona que:
La idea de la conjetura, en términos escolares, es la produccién de una “sospecha”, de un
“parecer”, producto de una experiencia de trabajo. Es decir, confluyen en esas
exploraciones, ensayos y errores, el uso de los datos conocidos y saberes disponibles que
permiten establecer una afirmacién con cierto margen de certeza, aunque no es del todo
posible, por los recursos utilizados hasta el momento, dar cuenta de que lo afirmado es

asi y no podria ser de otra manera (p.17).

2.3. Transposicion didéactica y libros de texto

Cuando se habla de libros de texto, se refiere a aquellos libros que utilizan habitualmente
profesores y alumnos en la escuela en los procesos de ensefianza y de aprendizaje de la
Matemaética. Su contenido es una estructura facilmente reconocible, por la subdivisién
en capitulos y temas que siguen los periodos béasicos del calendario escolar. Ahora bien,

el andlisis de ellos respecto a cdmo se intentan desarrollar las férmulas para el calculo



de volumen de un cuerpo geométrico poliedro se remite a analizar si se da el ciclo
Explorar-Conjeturar-Explorar-Organizar una demostracién y a qué niveles de
pensamiento geométrico llega un estudiante mediante la propuesta. Asimismo, se tienen

en cuenta las fases de ensefianza a la hora de idear una propuesta innovadora.

Por otro lado, Chevallard (1991; citado en Bravo y Cantoral, 2012) introduce la expresién de
transposicién didactica para nombrar al proceso de transformacién de un conocimiento desde
que es “objeto del saber”, a “objeto a ensefiar” y, por ultimo, a “objeto de ensefianza”
cuando tiene un tratamiento didactico. La teoria de Transposiciéon Didéactica considera que las
transformaciones que sufre el conocimiento mateméatico empiezan en la misma actividad de
la comunidad cientifica, pues con comunicar hallazgos, se suprimen todas las reflexiones
inatiles, todo proceso errético, las confusiones y discusiones con pares. De esta manera, el
conocimiento producido para comunicarse se despersonaliza, es sacado de su contexto y su
tiempo. Es por esto que Chevallard sostiene que la transposicién didactica se desarrolla en
gran parte en la comunidad cientifica y prosigue en el entorno del sistema de ensefianza (més
exactamente la noosfera).

En definitiva, un conocimiento matemético, cuando es introducido en el curriculum escolar y
en la escuela, experimenta transformaciones en el proceso de su tratamiento didéactico,
proceso que hace que el saber a ensefiar sea distinto del saber ensefiado. Desde esta
perspectiva, los libros de texto presentan una propuesta del saber a ensefiar (indice tematico)
y un tratamiento didactico (definiciones, explicaciones, gréficas, ejemplos resueltos, etc.); es
decir, una forma de ensefar.

Dado que los libros de texto cumplen la funcién didéctica de proporcionar situaciones de
aprendizaje, los autores de estos, a partir de su concepcién epistemoldgica y su experiencia
didactica, organizan contenidos, utilizan recursos técnicos y eligen la forma discursiva de
presentar sus contenidos. En este sentido, los manuales registran: los saberes a ensefiar y los
saberes ensefiados como se muestra en la Figura 1, lo que permite ver que los textos presentan
de manera explicita un tratamiento didactico de los saberes matematicos que su contenido
delimita. Chevallard llama a esta explicitacidon discursiva como “textualizacién” del saber, la
cual conduce, en un primer momento, a la delimitacion de saberes “parciales”, cada uno de
los cuales se expresa en un discurso casi autbnomo. En otras palabras, la delimitacién de
contenidos y de la profundidad de las explicaciones es un proceso necesario para comunicar
el saber a ensefar en los libros. De esta necesaria delimitacion del saber se derivan otras

transformaciones que se producen en el proceso de transposicién, como son la



desincretizacion del saber, la descontextualizacién del saber, la despersonalizacién del saber

y la programabilidad de la adquisicién del saber.

saber sabio

saber a ensenar

saber ensefiado

El saber sabio es el
conocimiento valida-
do por la comunidad
matemnatica.

Todos los textos pre-
sentan una relacién de
saberes a ensenorbajo
el titulo de contenido

Desarrollan explica-
ciones de los saberes
a ensefar con una

= | intencidn diddctica, Su

discurso denota una

postura epistemologica.

Figura 1. Del saber sabio al saber ensefiado

La segmentacién del saber tiene que ver con la separacién de conceptos que estan fuertemente
imbricados, en este sentido, se produce una segmentacién del saber y por ello a este proceso
se le denomina desincretizacién del conocimiento. La delimitacién del saber implica también
un proceso de descontextualizacidn, es decir, se desubica al saber de la red de probleméticas
y problemas que le dieron sentido en su proceso de creacién. Por otro lado, la comunicacién
escrita de hallazgos matemaéticos implica la construccién de un discurso despersonalizado en
tanto no muestra los errores, hipétesis inadecuadas, intentos fallidos, que son parte de su
creacién vy realizaciéon. Es decir, el sujeto queda fuera de su produccién. Esto ha producido
una visién del aprendizaje para la cual el error es una simple falta y no es visto como una
parte constitutiva del proceso de construccién del saber. Por Gltimo, la puesta en texto del
conocimiento mateméatico implica una secuenciacién de los saberes a ensefiar; esto es, se
establece una exposicién de contenidos como una progresién de conocimientos adecuada
para el aprendizaje. Tal concepcidén del aprendizaje conduce a la memorizacién de los
contenidos por parte de los estudiantes, pues el aprendizaje del saber no es lo mismo que el
texto del saber.

Desde la perspectiva que aborda este trabajo, el seguimiento de las explicaciones de un saber
especifico en los textos permite identificar ciertas problemaéticas que para quién busca
entender tal saber, se convierten en obstdculos para poder construir significados maés

elaborados y completos del concepto en cuestién.

2.4. Cuerpos geométricos poliedros
A continuacién, se exponen dos definiciones de cuerpos geométricos poliedros, una
concepcioén acerca de su ensefianza en el Ciclo Bésico de la educacién secundaria y de la

importancia de que se contemple como contenido curricular.



Definicion de Poliedro como “saber a ensenar”

Los poliedros son cuerpos geométricos que tienen todas sus caras planas y se clasifican en

prismas y pirdmides.

o Los prismas tienen dos caras paralelas (bases) y sus caras laterales son paralelogramos. En
los prismas rectos, las caras laterales son rectangulos.

o Las pirdmides tienen una sola base y sus caras laterales son tridngulos. En las pirdmides
rectas, las caras laterales son tridngulos isGsceles congruentes.

Definicion de Poliedro como “saber cientifico™

El conjunto de puntos del espacio formado por la unién de un abierto conexo y su frontera

es un poliedro si la frontera estd constituida por un nimero finito de poligonos. La frontera

de un poliedro se llama superficie poliédrica y los poligonos que la componen son las caras

del poliedro. Los lados y los vértices de dichos poligonos son, respectivamente, las aristas y

los vértices del poliedro y de la superficie poliédrica. Un poliedro es convexo si estd contenido

en uno de los dos semiespacios que determina una de sus caras (Figura 2).

3 C

Poliedros convexos Poliedros no convezos
Figura 2. Tipos de poliedros
El DCJ y los Nucleos de Aprendizaje Prioritarios sugieren trabajar con cuerpos geométricos
poliedros en el primer afio de escolaridad secundaria. Ambos documentos curriculares ubican
este contenido dentro del eje de “Geometria y Medida”. En particular el DCJ explicita algunas
consideraciones metodolodgicas al respecto. En general, le da valor al trabajo con Poliedros y
sugiere realizarlo mediante la utilizacién de elementos tradicionales y de software de
geometria dindmica. En particular, menciona que tanto las construcciones como el
establecimiento de relaciones que pueden conjeturarse a partir del tratamiento dindmico,
siempre deben estar mediadas por un proceso de validacién que permita reconocer las
limitaciones de las pruebas empiricas y favorezca la entrada a la argumentacién deductiva.
Por otra parte, se menciona que en este afio de escolaridad es recomendable utilizar y
explicitar las propiedades de figuras y cuerpos geométricos en la resolucién de problemas, asi

como también se requiere la produccién y comparacién de férmulas para analizar las



variaciones de volimenes, en funcién de la variacién de diferentes dimensiones de cuerpos.
También se consideran los desarrollos planos de los cuerpos geométricos en general.
Por otro lado, el interés por el mundo de los poliedros deriva de que es un mundo de tres
dimensiones que admite con flexibilidad organizaciones locales y los objetos de dos y una
dimensién estdn presentes de forma clara y transparente. El mundo de los poliedros ofrece
diversidad de posibilidades para desarrollar un trabajo intuitivo-experimental que permita
desarrollar el pensamiento légico inductivo y de aqui deviene su gran importancia. Ademés,
un curso de geometria organizado desde el punto de vista espacial puede hacer contribuciones
importantes a la educacién superior, la cual puede presentar a los estudiantes una mejor
comprensiéon del entorno. Puede convencer al futuro no matemético de que la geometria es
una herramienta importante para describir y comprender la naturaleza.
Segin Guillén (2010), los estudiantes necesitan fundamentalmente una comprensién
geométrica del espacio vy, por ello, concibe la geometria como ciencia del espacio fisico, del
espacio en el que el nifio vive y se desarrolla y que sirve como vehiculo para desarrollar el
pensamiento l6gico. De esta manera, la geometria en los niveles elementales se concibe como
un sencillo nivel de actividad para preparar a los estudiantes para niveles superiores. Ademés,
Guillén (2010) citando a Freudenthal (1973), menciona que:
El material que se aporta a los estudiantes para desarrollar las clases pretende que estos
actien con légica, pensando. Las manos y el cerebro trabajan conjuntamente para
responder la cuestiéon de cdmo estd hecha una cosa concreta. Si en ese nivel se dan
definiciones, estas serdn genéticas, esto es, se expresa cdmo estd hecha la cosa que se
define. Si después esta definicién se reformula de un modo mas formal, la nueva definicién

deberd conectar con la anterior. El Gltimo desarrollo l6gico deberd quedar grabado en los

estudiantes con el uso del material concreto (p.24).

Esta concepcién de la geometria conlleva que su ensefianza comience por el espacio y ademas
que se utilicen para su desarrollo materiales concretos. Freudenthal menciona diferentes
razones sobre su postura, entre ellas una se apoya en lo que este autor denomina “el encaje”:
el espacio con sus sélidos es més concreto que el plano con sus figuras, en el espacio hay
multitud de relaciones, en el plano el camino hacia el anélisis |6gico es més corto, el espacio
es més intuitivo y facilita mas las actividades creativas.

Otra de las razones tiene que ver con que considera a los sélidos como una de las
aproximaciones para las figuras planas o las lineas. Guillén (2010) menciona que en el anélisis

fenomenolégico de “planos™ y “rectas” que expone Freudenthal, los objetos del entorno y



los sélidos figuran como contextos a partir de los que se pueden constituir objetos mentales
iniciales sobre estos conceptos y sus relaciones (igualdad, paralelismo, perpendicularidad)
(p.25). Freudenthal también Ilama la atencién sobre las consecuencias que tiene formar a los
estudiantes solo en geometria plana: “No es de extrafiar que los estudiantes que trabajan
satisfactoriamente en la geometria plana, fallen en la espacial. Su imaginacién espacial ha ido
pereciendo por la demasiada ejercitacién con la geometria plana” (Freudenthal, 1973; citado

en Guillén, 2010).

3. Marco metodolégico

En esta tercera parte se despliega la metodologia de investigacién. En primer lugar, se
delimitan los sujetos del estudio. En un segundo apartado se presenta el enfoque, alcance y
tipo de investigacién. Seguidamente, en un tercer apartado, se describen las técnicas de
recoleccién y el procesamiento de datos adoptado. Por Gltimo, se explicitan las categorias de

analisis definidas en funcién al marco tedrico desarrollado.

3.1. Sujetos

Para responder a los objetivos se realiza un andlisis de ciertos libros de texto que circulan en
el mercado y tratan el cdlculo de volimenes de cuerpos geométricos poliedros en los primeros
afos de escolaridad. A su vez, se consideran como sujetos complementarios otras propuestas
que puedan encontrarse en linea, como portales educativos y en especifico el soporte digital
de geometria dindmica GeoGebra 3D.

A los libros de texto se accede a través de la web. En una primera fase exploratoria se eligieron
seis libros de editoriales diversas y se consideraron solo cuatro de ellos (Becerril et al, 2017;
Kaczor y Outén, 2017; Sessa et al, 2017; Pisano, 2018). Esta seleccidén intentd reunir diversas
propuestas. Para esto se tuvo en cuenta que los libros hayan sido publicados en los tdltimos
cinco afios, asi como también el tipo de actividades que incluyen, las institucionalizaciones
parciales que realizan y el tipo de ensefianza que buscan desplegar.

Respecto a las propuestas complementarias se realizé una bisqueda en los portales Educ.ar,

Khan Academy y otros portales educativos publicados en el Directorio Web de Material

Audiovisual de la Facultad de Ciencias Exactas, Agrimensura e Ingenieria de la UNR

(Argentina). También se exploraron recursos en GeoGebra 3D y canales de YouTube, como


https://www.fceia.unr.edu.ar/pmatematica/educacion-matematica/portales
https://www.fceia.unr.edu.ar/pmatematica/educacion-matematica/portales

“Unicoos”, “Derivando”, “Julioprofe” y “Daniel Carredén”. La razén de investigar estos
canales esta ligada a que muchos estudiantes los utilizan en diversas ocasiones.

Puntualmente, se eligieron dos propuestas del portal Khan Academy (Propuesta 1, Propuesta

2); una actividad con GeoGebra, para trabajar distintos significados de volumen, lo cual
robustece conceptualmente las ideas y fundamentos matemaéticos, més alld de una férmula y
tres videos de dos canales de YouTube: dos del canal “Susi Profe”, por el cual se optd debido

a presentar una propuesta donde utiliza un material concreto y otra para la nocién de

secciones planas de Cavalieri (Video 1, Video 2) y un video del canal “Acervo”, donde se

presenta una propuesta para docentes y no para estudiantes.

3.2. Enfoque, alcance y tipo de investigacién

Para llevar adelante el estudio se propone un enfoque cualitativo ya que no se efectia una
medicién numérica ni se pretenden generalizaciones. La investigacién cualitativa proporciona
profundidad a los datos, dispersién, riqueza interpretativa, contextualizacién del ambiente o
entorno, detalles y experiencias Gnicas. Asimismo, aporta un punto de vista “fresco, natural
y holistico” de los fenédmenos, asi como flexibilidad (Sampieri et al, 2014). En efecto, en este
estudio se procura analizar el tratamiento que realizan las propuestas de los libros de texto
sobre la férmula de volimenes de cuerpos geométricos poliedros y dilucidar vias para
desarrollar en los estudiantes habilidades de conjeturacién y demostracién.

El alcance otorgado a la investigacién es descriptivo-interpretativo, pues se caracterizan las
habilidades de conjeturacién y demostracién para el célculo de volimenes de cuerpos
geométricos poliedros desarrolladas en materiales disponibles para el dltimo tramo de
escolaridad obligatoria. Asimismo, se reconocen y caracterizan, de forma complementaria,
otros recursos como softwares de geometria dindmica o materiales concretos, que potencien
el desarrollo las habilidades de orden superior.

Por otro lado, el tipo de investigacion es de disefio dado que el propésito integral del
recorrido consiste en elaborar una propuesta innovadora a partir de la informacién

considerada en el trabajo previo con los materiales.

3.3. Técnicas de recoleccién y procesamiento de la informacién
Para la recoleccion de la informacion se realiza un andlisis documental de los materiales
seleccionados, con el fin de construir una propuesta innovadora para la ensefianza del

contenido mencionado, que sustente de modo fundamentado maneras robustecidas de hacer


https://es.khanacademy.org/math/basic-geo/basic-geo-volume-sa?lang=es&v=https%3A%2F%2Fes.khanacademy.org
https://es.khanacademy.org/math/geometry/hs-geo-solids/xff63fac4:hs-geo-cavalieri-s-principle/a/volume-of-a-pyramid-or-cone
https://es.khanacademy.org/math/geometry/hs-geo-solids/xff63fac4:hs-geo-cavalieri-s-principle/a/volume-of-a-pyramid-or-cone
https://www.geogebra.org/m/atnkgywp
https://www.geogebra.org/m/atnkgywp
https://www.youtube.com/watch?v=4A23ycIyLe4&t=459s
https://www.youtube.com/watch?v=S51iFdEcRpc&t=211s
https://www.youtube.com/watch?v=GGQeq912FZw

Matemaética hacia la consolidacién cientifico-académica. Este anélisis se realiza a partir de tres
categorias de analisis, que se han delimitado en concordancia con los objetivos del estudio.

Respecto al procesamiento de datos, se utiliza el anélisis de contenido ya que se trata de
describir y caracterizar propuestas de libros de texto y de portales educativos en linea en base

a las categorias de analisis que se describen en el siguiente apartado.

3.4. Categorias de analisis

En funcién de las consideraciones que se presentaron en el marco tedrico del trabajo, la
investigacidn se organizd en base a tres categorias de anélisis:

Cuerpos Geomeétricos Poliedros en Libros de Texto (CL)

Se considera cdmo estén presentes los cuerpos geométricos poliedros dentro de las propuestas
editoriales, cébmo se aborda el contenido y, por dltimo, qué niveles de pensamiento
geométrico de Van Hiele puede alcanzar un estudiante.

Cuerpos Geomeétricos Poliedros en Recursos Complementarios (CRC)

Se efectlla una caracterizacién y descripcién del recurso/material elegido, asi como de la
propuesta en la que se lo enmarca, para posteriormente determinar qué niveles de
pensamiento geométrico de Van Hiele se promueven.

Propuestas Innovadoras de Ensefianza (PIE)

ldear una propuesta innovadora, requiere del anélisis previo para descartar practicas que no
propicien el desarrollo de las habilidades de conjeturacién y demostracién para el célculo de
volumenes de cuerpos geométricos poliedros, pero también, de aportes de otros recursos
relacionados al contenido elegido.

Esta categoria tiene su génesis de modo transversal a las anteriores, pues para proponer tales
innovaciones se requiere ir entramando los materiales existentes seleccionados, para estar en
condiciones de determinar en qué se pueden mejorar de forma que se avance
significativamente hacia el rol protagénico de la geometria 3D en la actualidad para una

alfabetizacién matemaética de los ciudadanos.

4. Resultados

Los principales hallazgos del estudio se presentan en funcidn a las categorias de interés que se

han considerado propicias para el entramado empirico-conceptual correspondiente.



4.1. Caracterizacién de habilidades de conjeturacién y demostracién desarrolladas en

libros de texto

Se procedié a describir los cuatro libros seleccionados y se analizé qué niveles de Van Hiele

podria llegar a alcanzar un estudiante con dichas propuestas.

4.1.1. Descripcién de los libros de texto

Becerril et al (2017)

« Parte del libro en el que se abordan los cuerpos geométricos poliedros:

En este libro, el contenido correspondiente a cuerpos geométricos poliedros se encuentra

incluido dentro del penultimo capitulo, esto es, el capitulo nueve del libro (p.131). En el

capitulo siete se trabaja con perimetro y &rea de figuras planas, mientras que en el capitulo

ocho se desarrollan contenidos de proporcionalidad.

« De qué manera se aborda (descripcién sintética y detallada), qué tipo de actividades se
presentan:

Al principio del capitulo se cuenta la historia de Herén y Arquimedes, la cual induce una

forma de comparar volimenes de objetos. Luego, se presentan varios tipos de cuerpos

geométricos (poliedros con diferentes bases y redondos) y se define qué es un desarrollo

plano. Posteriormente, hay actividades donde se muestran algunos de estos y se pide

determinar a qué cuerpo especifico corresponde. En otras actividades también se pide

dibujarlos.

En la Figura 3 se muestra una actividad y una observacién que se titula como “machete”,

S CC«

todo a la misma altura de la pégina.
<€ ' .

[ﬂ> Usando 24 cubitos como los de la ilustracién se pueden armar Machete: ’
distintos prismas como estos. Inventd otros dos prismas que se £L volumen de un
puedan construir usando los 24 cubitos y dibujalos. cuerpo es el espacio que

ocupa ese cuerpo. St
tomamos como unidad
Z //////. [ 77 Z ) de medida un cubito,
@ @ @ Pod&mos decir que el
volumen de este cuerpo

| es de § cubitos.

Figura 3. Introduccién al célculo de volimenes (Becerril et al, 2017, p.134)

En el “machete” se presenta un ejemplo de un cuerpo sencillo formado solo por una fila de

cubos y dos pisos de cubos de alto. Esto permite ver facilmente el volumen que este ocupa.



A su vez, del lado izquierdo se muestran prismas rectangulares formados por 24 cubitos y se
pide armar otros prismas distintos con la misma cantidad de cubitos.

En una segunda actividad se presenta un cuerpo geométrico poliedro no convexo formado
por cierta cantidad de cubitos. Se indica que el cuerpo no tiene huecos ni salientes que estén
ocultos y se pide calcular su volumen. Otra de las actividades muestra tres prismas, dos de
ellos cubos y el tercero un prisma de base rectangular, y se pide determinar cuél de ellos tiene
mayor volumen. También se presenta la actividad que se expone en la Figura 4.

@ Para llenar una caja en forma de cubo se ubicaron algunos cubitos,
como se muestra en la figura. {Cudl seré el volumen de la caja?

=

Zla]=i]i]
Figura 4. Actividad 4 del capitulo 9 (Becerril et al, 2017, p.135)

En esta misma parte, en una de las actividades se especifica cudntos cubitos caben en una
arista de un cubo y cuéntos cubitos caben por cada arista de un prisma. A partir de esto, se
pide determinar el volumen de los cuerpos geométricos y especificar cuél de ellos tiene mayor
volumen. Por consiguiente, se realiza una pregunta para que respondan en parejas: “¢Es
posible tener un prisma de base cuadrada de 900 cubitos de volumen?”. Para esto los
estudiantes tendran que pensar si 900 es un cuadrado perfecto. También, al querer introducir
cierta generalidad se pregunta cémo harian para determinar el volumen de un cubo de n
cubitos de aristas. Con esta pregunta se le da un cierre a la primera parte del capitulo.

En una segunda parte titulada como “Volumen de un cuerpo II” nuevamente se presenta otra
observacién bajo el nombre de “machete”. En él se menciona que el volumen de un cuerpo
puede medirse utilizando diferentes unidades de medida, pero que la méas convencional es el
cm3. Luego se menciona una forma de medir el volumen de un cuerpo irregular que consiste
en introducirlo a un recipiente graduado en ¢my medir el agua desplazada.

En lo que sigue se propone una actividad en la que dadas las medidas de las aristas de un
prisma se pregunta cudntos cubitos de 1 ¢m de arista caben en él. Posteriormente se presenta

3 se necesitan para el

otra actividad en la que se pide determinar cuantos cubitos de 1 cm
ancho de un prisma de caras rectangulares al que le caben 72 cubitos de 1 cm de arista, cuatro
cubitos de alto y seis de largo. Con esta propuesta gradualmente se trata de inducir la férmula

de volumen.



A continuacién, se presenta otra observacion titulada como “machete” (Figura 5).

Machete:

‘Um\ forma de calcular el volumen de un prisma es También puede pensarse como
Javeriguar cudntos cubos de 1 em de ariska se necesitan superficie de la base x altura;
para_armar La base del cuerpo, después mulkiylv‘.cc\r per en el ejemplo,ahkerior :
la altura para saber cudntas de esas bases o “planchas” 24 cm? x 3 em = 72 e,

thacen falta. En este ejemPLo, se Podr?a muLkipLicm‘ En general, para calcular

6 x 4 = 24 cubitos o 24 cm® para saber la cantidad de el volumen de un prisma.
cubitos de La base; como el prisma tiene 3 cm de se puede hacer: Volumen del
altura, lmy que mulhiPLicar 24 x 3 y.se obliene 72 emd, prisma = alto x Llargo x ancho

Come el cubo tiene todas sus
aristas iguales, la férmula

. Z — para_calcular su volumen se

P S - —— puede escribir asi: Volumen
.

( e 1 del cubo =a x.a xa =a%

[

l i e =1

Figura 5. Férmula para calcular el volumen de un prisma (Becerril et al, 2017, p.137)

Aqui ya se introduce una manera de calcular el volumen de los prismas. Para esto no se da
una férmula de forma simbdlica, sino que se explicita de qué forma puede calcularse. Incluso
se menciona la superficie de la base, ya desligdndose de la idea de los cubitos. Esto también
se ve en la actividad que sigue donde se presentan dos cuerpos geométricos no convexos de
los cuales solo se dan las medidas de las aristas en ¢m sin ningan tipo de relleno con cubitos
y se pide calcular sus voldmenes.

Hasta aqui puede considerarse que las actividades presentadas resultan de la forma y en el
momento en el que se abordan en el libro, como actividades del tipo exploratorias.

En péginas posteriores se comienza a introducir una forma de calcular el volumen de un
cilindro y una vez finalizado este abordaje, se presenta la actividad que se muestra en la Figura

6.

g [Unalieltalde

7 Con 6 piramides £5ila arista del cubo mide
debase 4 cm, serd cierto que el
cuadrada se volumen de cada piramide
puede armar es % del volumen del
un cubo cormo prisma de base cuadrada
se muestra de4cmx 4 cmyaltura
enlafigura. 2.cm?

Figura 6. Actividad acerca del volumen de las pirdmides (Becerril et al, 2017, p.139)

Esta es la Gnica actividad en la que se aborda el volumen de las pirdmides. Luego, se presenta
el metro cubico y se comienza a proponer actividades en las que se miden y estiman
volumenes y donde se relaciona el centimetro ctbico con el metro clbico. Ademés, se observa
la diferencia entre capacidad y volumen, y se presentan actividades en las que se pide

determinar si al modificar de cierta forma la medida de alguna arista de un prisma especifico,



se realiza una variacién similar en su volumen. Por dltimo, se presenta una coleccién de
actividades intramatematicas para practicar lo dado en el capitulo. Estas actividades son de
aplicacion ya que “implican la aplicacién de contenidos conceptuales aprendidos con
anterioridad y que estan asociados habitualmente a un aprendizaje memoristico” (Azcérate y
Serradd, 2004, p.352).
Kaczor y QOuton (2017)
« Parte del libro en el que se abordan los cuerpos geométricos poliedros:
En este libro el contenido correspondiente a cuerpos geométricos poliedros se encuentra
incluido dentro del capitulo seis (p.117). En este mismo se incluyen &reas de cuerpos
geométricos poliedros y redondos. En el capitulo dos se abordan las figuras planas y en el
cuatro se incluye perimetros y &reas de figuras planas. Los demés capitulos no corresponden
con contenidos relacionados estrechamente con cuerpos geométricos. El capitulo previo a
areas y volimenes de cuerpos geométricos poliedros, aborda, al igual que en el libro anterior,
proporcionalidad (gréfico cartesiano y funciones).
« De qué manera se aborda (descripcidn sintética y detallada) y tipos de actividades que
incluye:
Al comienzo, se presenta una actividad diagnéstica titulada como “Esto ya lo sabia” donde
se pide completar con el nimero de caras, vértices y aristas de algunos prismas. También se
muestra un famoso jardin boténico en el que hay un invernadero en forma de pirdmide y se
pide completar los mismos datos. A continuacién, se definen los prismas y pirdmides, y se
muestran imégenes de cuerpos geométricos poliedros rectos y oblicuos. Luego se aclara que
se trabajaréd solo con cuerpos rectos.
Por otra parte, se presenta una actividad en la cual se pide completar de qué tipo de prisma
o pirdmide se trata (prismas y pirdmides con diferentes tipos de bases). Luego se presenta la
férmula de Euler y se realizan actividades de reconocimiento de elementos de un cuerpo
geométrico para luego aplicar la férmula.
Se presentan los cuerpos geométricos redondos se los define brevemente y sobre algunas
imagenes se indican elementos que componen a cada tipo (cono, esfera, cilindro). Luego se
presenta una actividad donde se muestran ocho desarrollos planos y ocho carteles con
nombres de cuerpos poliedros y redondos. La consigna consiste en indicar cuél corresponde
con cudl. También se incluye una actividad en la que se presenta un desarrollo plano de un

poliedro y se pregunta a qué poliedro regular corresponde.



Después de esto, se define &rea lateral y total de un cuerpo, aunque se indica que en paginas
posteriores se encuentran las férmulas de las &reas de los cuerpos, y se presentan actividades
de aplicacién para calcular areas laterales y totales de diferentes poliedros.

Como se muestra en la Figura 7, se conceptualiza al volumen y se presenta el cubo de un
centimetro de arista como unidad de medida para el volumen. Sin actividades previas, se
muestra mediante un ejemplo cuél es el volumen de un prisma de base rectangular y se indica
cdmo fue calculado. Luego se describe una férmula para calcular el volumen de un prisma
cualquiera. También se muestra mediante un dibujo que el volumen de una piramide es igual
a un tercio del volumen de un prisma de igual base y altura.

@

Volumen

lcm
. . 3
El volumen de un cuerpo es lo que mide el espacio gue ocupa. lcm
Un cubo de 1 ¢cm de arista ocupa un volumen de 1 em? {un centimetro cubico). . lem
cm
El prisma formaco tiene 4 - 3 =12 cubitos en la base y 2 cubitos de altura -> son 24 cubitos. 2
Si cada cubito tiene 1 cm de arista, el volumen del prisma es de 24 cm?. A
4
Volumen de un prisma: se calcula el drea de la base y se la multiplica por la altura del cuerpo,
Volumen de una pirdmide: tres pirdamides como la dibujada ocupan el mismo
volumen que el prisma. Por eso, para calcular el volumen de una pirdmide, el Tienen igual
drea de la base se multiplica por la altura del cuerpo y se divide por 3. base e igual

altura,
En la pdgina 160 estdn las formulas de los volimenes de los prismas y las

pirdmides. «
Figura 7. Volumen de prismas y pirdmides (Kaczor y Outén, 2017, p.121)

Con respecto a los poliedros, se presentan actividades en las que se pide determinar el
volumen de ciertos prismas y pirdmides de los cuales se dan las medidas de las aristas. Otra
de las actividades pide determinar la altura de un prisma, dados su volumen, asi como la

forma y perimetro de la base.

36. Observé este desarrollo plano y respondé.

. ¢Aqué poliedro corresponde?

. ¢Cual es el &rea lateral? Y el érea total?

. ¢Qué volumen tendré el cuerpo una vez ar-
mado, si tiene una altura de 14 cm?

o oW

Figura 8. Actividades de aplicacién de la férmula de volumen (Kaczor y Outén, 2017, p.124)



Un desarrollo similar al descrito anteriormente se realiza para areas y volimenes de cuerpos
redondos. Posteriormente, se proponen actividades de repaso de lo abordado al momento.
Las actividades son de aplicacién. En algunas de ellas se debe aplicar la férmula de Euler, en
otras se debe trabajar con desarrollos planos y solo dos actividades son de volumen (Figura
8).
Luego de esto se presenta un cuadro donde se muestran las relaciones entre el m3 y sus
multiplos y submultiplos, y las actividades que siguen se relacionan con pasaje de unidades.
Posteriormente, se presentan las unidades de masas, se define densidad y se presentan
actividades al respecto. En las Gltimas cuatro péaginas del capitulo se presentan actividades que
responden a los contenidos desarrollados. Las actividades relacionadas con volimenes
escasean.
Sessa et al (2017)
« Parte del libro en el que se abordan los cuerpos geométricos poliedros:
Este libro de texto cuenta con 12 capitulos. En el segundo se abordan contenidos relativos a
tridngulos y circunferencias y en el octavo contenidos relativos a &ngulos, rectas
perpendiculares y paralelas. Los demas capitulos se vinculan con contenidos relacionados al
eje de Nimeros y Operaciones o de Funciones. Lo respectivo a cuerpos geométricos poliedros
se encuentra dentro del décimo capitulo llamado “Teorema de Pitdgoras, Prismas vy
Pirdmides”. En este también se aborda &rea y perimetro de figuras planas.
« De qué manera se aborda (descripcién sintética y detallada) y tipos de actividades que se
incluye:
Al comienzo del capitulo se presentan actividades que guian una demostracién del Teorema
de Pitagoras. Luego de esto, dadas algunas definiciones de perimetro y &rea se presentan
actividades para calcular &rea y perimetros de figuras planas. Posteriormente se proponen
actividades de comparacién de areas y luego se presentan actividades que guian el desarrollo
de las férmulas de area para el rombo y el paralelogramo.

Luego, se define a los prismas como se muestra en la Figura 9.

Un prisma es un cuerpo geométrico sélido que tiene dos caras
poligonales opuestas, iguales y paralelas, que se llaman bases. Sus
otras caras son rectangulos y se llaman caras laterales.

Se dice que un prisma es recto si sus caras laterales son
perpendiculares a la base; si no lo son, se lo denomina oblicuo, Los
prismas de color anaranjado y verde son rectos, el violeta es oblicuo.

Figura 9. Definicién de prisma (Sessa et al, 2017, p.147)



En esta definicién se indica que los prismas son sélidos y en el lado derecho de la hoja se
explica qué significa esto. A diferencia de los anteriores libros define qué significa que un
prisma sea recto u oblicuo y se muestran ejemplos concretos de cada tipo.

En una actividad posterior, se muestran diferentes objetos reales que tienen forma de cuerpos
geométricos y se pide determinar cuéles son prismas y qué cantidad de aristas, caras y vértices
tienen estos. A la par de esta actividad se definen dichos elementos.

Luego se presenta una actividad del estilo “verdadero o falso” respecto a afirmaciones sobre
prismas rectos. Y debajo de esta, una con el fin de identificar cantidad de caras, vértices y
aristas que tiene un prisma especifico. En esa misma se pide encontrar una férmula para
calcular la cantidad de caras, aristas y vértices de un prisma recto a partir del dato de que su
base es un poligono de n lados.

En la pagina siguiente se definen las pirdmides como se muestra en la Figura 10.

v
®

Una piramide es un cuerpo geométrico sélido que
tiene un poligono como base y sus caras laterales
son tridAngulos que convergen en un punto que i -\
se llama cuspide. Una piramide recta, como la \
de color violeta, es un tipo de piramide en la que / I\ \
todas sus caras laterales son triangulos isdsceles, ; 74
sea cual fuere el poligono de la base. Una /
piramide oblicua, como la de color anaranjado,

tiene alguna cara lateral que no es un triangulo isésceles.

Si en una piramide recta se traza una recta perpendicular a la base
que pase por el punto ctispide C y si B es la interseccidn de la recta
con la base, el segmento BC se denomina altura de la piramide.

= al

Figura 10. Definicién de pirdmides (Sessa et al, 2017, p.148)

Nuevamente se explica la diferencia entre una pirdmide recta u oblicua y se muestran
ejemplos de cada tipo. Ademas, se define la altura para el caso de la pirdmide recta. También
se presentan varias imagenes de velas y se pide determinar cuéles de ellas son pirdmides rectas.
Al igual que se realiza con los prismas, se presenta una actividad de verdadero o falso con el
fin de que se comiencen a identificar algunos aspectos que se dan en las mismas.
Posteriormente se pide determinar una férmula para calcular la cantidad de caras, vértices y
aristas de una pirdmide recta a partir del dato de que su base es un poligono de n lados.

A continuacién, se define el volumen de un cuerpo como la cantidad de espacio que ocupa.
Se explica que para poder medirlo es necesario considerar un cuerpo como unidad de medida
y calcular cuéntas veces entra en el volumen a medir. Incluso se menciona que puede ocurrir
que la unidad de medida no entre una cantidad entera de veces. Se presenta al metro ctbico

como una de las unidades de medida maés frecuentes y se menciona que representa al volumen



que ocupa un cubo de 1 m de arista. Sin embargo, luego presenta una actividad en el que
pide considerar como unidad de medida al cubo de 1 ¢m de arista y determinar el volumen
de dos prismas dados de los cuales se puede visualizar cudntos de estos cubos caben por cada
cara.

Luego se presenta la actividad de la Figura 11, en la que se muestran las medidas de las aristas
sobre el dibujo, pero no asi, los cubos de 1 ¢m de arista por cada una de ellas. Se aclara que

los cubitos pueden partirse por el apartado d).

37. Calcula el volumen de estos primas pensando en cuantos cubitos de 1 cm de
arista entrarian en ellos.

a. b. eemi— [ d.
4cm
7em — S5cm
4em 4cm
1cm
4cm e 5cm Tem) oo 1em
2cm

Figura 11. Actividad de célculo de volumen (Sessa et al, 2017, p.148)

Posteriormente, se presenta una estrategia para calcular el volumen de un prisma recto, se
aplica dicha estrategia a un ejemplo anterior y luego, se muestra la siguiente férmula:
Volumen del prisma = area de la base x altura

En la péagina siguiente se presenta una actividad de exploracién para comenzar a pensar c6mo
calcular el volumen de una pirdmide. En esta se muestra una pirdmide de altura h y base
cuadrada de lado L. Luego se pregunta si es correcto calcular su volumen al hacer L? - h.

En esta propuesta también se pide buscar unos desarrollos planos de seis pirdmides iguales de
base cuadrada que se encuentran en otras péaginas del libro. Propone armarlas, formar un
cubo con ellas y luego calcular el volumen de una de las pirdmides. Seguido de esto, se
muestra la observacién de la Figura 12, donde se demuestra una férmula para el célculo de

volumen de cualquier pirdmide.

& Q
En la actividad anterior armaron un cubo con 6 piramides iguales y,
por lo tanto, el volumen de cada pirdmide es %— del volumen del cubo.
Entonces, si L es la arista del cubo:

Volumen de la pirdmide = £ 'é L - p2. Ié—

Pero estas pirdmides son muy especiales: el lado de la base mide el
doble que la altura de la piramide, es decir, L = 2 H. Asi, {;— = ?‘éj =7
Por otro lado, L? es el area de la base. Reemplazando en la férmula
anterior obtenemos la siguiente igualdad.

Volumen de la piramide = nm_ds_lgjzue_li
Si bien esta férmula fue deducida para pirdmides muy particulares,
los matematicos han demostrado que sirve para cualquier piramide,
aunque no podamos armar un cubo con 6 de ellas.

|
-

Figura 12. Formula de volumen para pirdmides (Sessa et al, 2017,- p.150)



A modo de ejercitacion, se presentan algunos problemas de aplicacién para calcular
volimenes de ciertas pirdmides o cuerpos geométricos que resultan de cortar a una pirdmide.
En una nueva pégina se presentan actividades para comparar volumen y &area total de un
cuerpo. En esta parte se concluye que hay prismas que tienen el mismo volumen, pero las
sumas de las areas de las caras son distintas y que hay cuerpos de diferente volumen, pero las
sumas de las areas de las caras son las mismas.
Por dltimo, se proponen varias actividades que integran los contenidos dados a lo largo del
capitulo. De ellas solo tres tratan sobre el célculo de volimenes (Figura 13).

10. Esta figura representa a un cuerpo que esta formado por un prisma

de base rectangular y una pirdmide. Usd las medidas que estdn en la
figura para calcular su volumen.

11. Decidan, con un compainiero, si esta afirmacion es verdadera o falsa. Justifiquen su decision.
Si se duplica la altura de un prisma de base rectangular, entonces se duplica su area lateral.

12. Esta figura representa una pirdmide de base cuadrada. Calcul3 el
valor de x, que es la altura de los tridngulos de las caras laterales.

4cm

Figura 13. Actividades sobre el célculo de volimenes de prismas y pirdmides (Ses:z:n;t al, 2017, p.153)

Pisano (2018)

« Parte del libro en el que se abordan los cuerpos geométricos poliedros:

Este libro a diferencia de los demés esté dividido en temas. El tema 23 es el de cuerpos en el

espacio. En el tema 20 se presenta perimetro de figuras y en el 21 el &rea de figuras.

« De qué manera se aborda (descripcidn sintética y detallada) y tipos de actividades que
incluye:

Al principio de esta propuesta se define a un cuerpo como un objeto que ocupa un lugar en

el espacio donde al espacio se lo identifica con las tres dimensiones. También se define al

volumen de un cuerpo como la cantidad de espacio que ocupa y se presenta un ejemplo de

una cacerola.

Luego, se pregunta para qué sirve calcular el volumen de un cuerpo y se describen los cuerpos

huecos y macizos. Sobre los cuerpos macizos se pone como ejemplo una bolita de vidrio y se

dice que el volumen serd la cantidad de vidrio que se necesite para construir dicha bolita.



Sobre los cuerpos huecos se pone como ejemplo una caja y se dice que su volumen serd la
cantidad de cosas que se pueda meter dentro de esa caja.

En esta misma pagina se define la superficie de un cuerpo como la suma de las superficies de
las caras externas de ese cuerpo y se presenta un cuadro con diferentes tipos de cuerpos

geométricos, que se muestran en la Figura 14.

PRISMAS PIRAMIDES CUERPQS CIRCULARES
Base Base
Triangular: Triangular:
Base Base /
Pentagonal: Pentagonaé
Base Base
Cuadrangular: Hexagonal:

-

Cono

Recsanguiar: Rect
Rectangular: Rectangular:

Figura 14. Cuerpos Poliedros y Redondos (Pisano, 2018, p.174)

> P

A partir del cuadro, se establece una diferencia entre los prismas y las pirdmides, esta es, que
los prismas tienen “piso y techo” mientras que las pirdmides solo tienen piso ya que son
puntiagudas. También se muestran cuerpos que son unién de otros y se dice que se va a
trabajar con ellos.

Sin ningln tipo de introduccién se presenta un cuadro con férmulas para calcular areas

laterales y totales y volimenes de cuerpos geométricos (Figura 15).

FORMULAS:
En este cuadre tenemos las formulas que podemos usar para calcular el area lateral, total o el volumen de cualquier
prisma o piramide.

Para el cilindro se usan las férmulas de los prismas (el cilindro es un prisma de base circular)
Para el cono se usan las férmulas de las pirdmides (el cono es una piramide de base circular)

O  Prismas y Pirdmides PRISMAS PIRAMIDES
i, i . )
Area Lateral Perimetro de la base * Altura Perimels (qe is pase) = APOtema Lateral

2

Area Total Area Lateral + 2* Area base Area Lateral + Area de la base

Area o 3 pasey * Mtura
3

Volumen Area de la base * Altura

Figura 15. Férmulas de &reas y volimenes de poliedros (Pisano, 2018, p.175)

Luego de esto se muestra la férmula del &rea de la esfera y de su volumen, y lo mismo se
realiza con el cono vy el cilindro. A continuacién, se presenta un ejemplo en el que se debe

calcular el area lateral, total y el volumen de un cono, del cual se dan solo algunos datos.



Mas Farmulas:
Si bien, ya vimos fdrmulas generales para los cuerpos segdn sean prismas o pirdmides, También podemos

utilizar estas férmulas para los cuerpas mas comunes gue va estan desarrolladas en funcion de los
elementos de cada cuerpo en particular.

Piréamides mas comunes:

Firamide Base triangular Piramide Base Cuadrangular Piramide Base Pentagonal
Apotemi Apctema
Lateral e A ' Apotema AlurassHA [l Ay
Aliura e H E Xﬁ‘ Lé‘i“ﬂ f
'l .

Alnira )
=il 7 HY
1

B el Apobeni de Lodo de la
e 8T Basedeln  Alwmdela la Base = Ap base = 1.
Aliurade la bae o By base =By, LR Hy
. e
ey Area Lateral =@L
P-A ,imn Lateral = M .
. e 2 ‘ LA
Smintels z = AreaTotal = AreaLa + ELT*]
i : - Aren Total = Area Lat + H,,-B
AreaTotal = ArcaLat + "'Tﬂf' b By [:? :'_; !\_;,_]_ -
o He Volumen = - 7———"—
[f!'h'_f_?&)_ " Volumen = e W
ol

Sl la base fuera un pollgono de mas ’i
lados, por ejemplo un hexdgono, en |

lugar def3:debemos poner 6, el |
nimero de lados que comesponda. |

Volumen =

Iy

I
3 i
i
i

Figura 16. Férmulas de areas y volimenes de pirdmides en funcién de sus elementos (Pisano, 2018,
p-177)

Se muestran més férmulas para calcular &reas y volimenes de cuerpos geométricos poliedros,
pero ahora en funcién de los elementos de cada cuerpo. En la Figura 16 se pueden observar

algunas férmulas de las Pirdmides. Lo mismo se realiza con ciertos prismas particulares.

Base
Basz Altura Altura Area Lateral | Area Total Valimen
2 em 10 em 5 om
5cm 6 tm 4 om
3 cm 4 om 1om
Paralelepipedo Sem) 20em 2 am
4cm & cm 2 om
8cm 7 om Jam
B em 15 em 10 om
Base
(5] Base Altura Altura Area Lateral FArea Total Valiimen
Secm 6 tm €m? em? | 150,00 ¢m?
B cm 8 on om? cm? | 192 00 cm?
Bem 5cm m? em? | 40,00 <m?
» 9 cm 2an om2 cm? | 36,00 cm?
Parzlelepipeda Fem| dem em? em? | 21,00 em?
4cm 4 om 40,00 cm? cm? cm?
2em 8 om 64,00 em? em? erm?

Figura 17. Ejercicio de aplicacién de férmulas (Pisano, 2018, p.178)

Posteriormente, se propone un ejercicio de aplicacién de férmulas (Figura 17), en el cual para
diferentes cuerpos geométricos se muestran cuadros en los que se especifican ciertas medidas

de estos cuerpos y se debe calcular el &rea lateral y total y el volumen de los mismos. En otros



cuadros, dadas la altura de la base, la altura del cuerpo y el volumen, se solicita calcular las

areas laterales y totales y el ancho de la base del cuerpo.

Otras actividades que se presentan son ejercicios intramatematicos para aplicar férmulas.

Algunos de los cuerpos que se muestran en estos son unién de cuerpos poliedros y redondos.

Por dltimo, se proponen algunas actividades de aplicacidon con contexto.

4.1.2. Articulacién con los niveles de Van Hiele

En la Tabla 1 se presenta una breve descripcién acerca de los niveles de pensamiento

geométrico relativos al tema que ha sido posible identificar en las cuatro obras de interés.

Tabla 1. Articulacién de los Niveles de Van Hiele con los libros de texto

Libros

Niveles

Forma en que alcanzan esos niveles

Becerril
et al
(2017)

Se considera que con esta propuesta un estudiante no alcanzaria los niveles 1y 2
de Van Hiele ya que no hay momentos de visualizacién de los poliedros ni se los
reconoce por sus propiedades. Podrian llegar a alcanzar un nivel 3 ya que las
actividades en su conjunto pueden llevar a conjeturar una forma de calcular el
volumen de un prisma y realizar una justificacién informal del hecho. No se
considera que se alcancen los niveles 4 y 5 ya que no se realizan demostraciones
ni se establecen relaciones entre ellas.

Kaczor y
Outén
(2017)

En esta propuesta no se considera que un estudiante pueda alcanzar un nivel 1 ya
que no hay una etapa de reconocimiento de los cuerpos. Se podria alcanzar un
nivel 2 ya que al principio se propone identificar cantidad de vértices, aristas y
caras de ciertos cuerpos geométricos. Luego se los define y a continuacién se
propone una actividad donde los alumnos deberan determinar qué tipo de prisma
o pirdmide es segun la cantidad de elementos que poseen. También se pueden
establecer relaciones entre sus elementos. Estas cuestiones se corresponden con un
nivel 3; aunque en un nivel 3 deben ser capaces de realizar argumentaciones
informales, algo que desde esta propuesta no se considera por lo cual es un nivel
3 que no se llega a concretar. No se considera que se alcance un nivel 4 o 5, ya
que no se efectiia ningn tipo de demostraciéon. De hecho, si bien en un nivel 3 se
podria realizar una justificacién informal de las férmulas de volumen, en este caso,
solo se imponen.

Sessa et
al (2017)

la4d

En esta propuesta se podria considerar que se alcanza un nivel 1 ya que luego de
realizar definiciones sobre los poliedros, los estudiantes deben realizar un
reconocimiento de prismas a partir de objetos de la vida diaria. También se realiza
una actividad en la que se debe determinar si ciertas propiedades son verdaderas
o falsas. Estas estdn basadas en atributos visuales, asi que con esta se profundiza en
un nivel 1. Se alcanza un nivel 2 ya que se reconocen y utilizan los elementos que
caracterizan a los poliedros. Se propone una actividad para establecer relaciones
entre las aristas, vértices y caras. Un estudiante podria alcanzar un nivel 3 ya que
deberé realizar justificaciones informales. También se podria decir que con esta
propuesta se realiza una demostracién del volumen de la pirdmide y para ella se
realiza una relacién con el volumen de un cubo, por lo cual se alcanza un nivel 4.

Pisano
(2018)

En esta propuesta no se considera que se alcance ningln nivel ya que no hay una
etapa de reconocimiento ni de andlisis de los elementos de los cuerpos
geométricos. Hay una especie de clasificacién de los cuerpos, aunque es impuesta
y no surge de un andlisis que deban realizar los estudiantes. Las férmulas son dadas
y no se realizan actividades que induzcan a algin tipo de demostracién.




4.2. Caracterizacién de habilidades de conjeturacién y demostracién que fomentan
otros recursos

En este segundo apartado de Resultados se pretende realizar aportes complementarios sobre
otros recursos que podrian fomentar las habilidades de conjeturacién y demostracién para el
célculo de volimenes de cuerpos geométricos poliedros en estudiantes del ciclo basico de la
educacién secundaria. Para esto dividimos este anélisis en dos subcategorias, una de ellas se
corresponde con la descripcidn de las propuestas online y la otra con la articulacién de ellas

a los niveles de Van Hiele.

4.2.1. Descripcién de los recursos en linea

Canal de YouTube “Acervo™

o De qué manera se aborda el contenido (descripcién sintética y detallada):

Este material audiovisual se presenta como una guia para el docente. En el mismo, una

docente realiza indicaciones sobre el abordaje de la férmula para calcular el volumen de

prismas rectos cuya base sea un tridngulo o un cuadrilatero.

Se propone calcular el volumen de prismas a partir del conteo de cubos unitarios como una

forma de recuperar conocimientos previos y se establecen algunos objetivos, estos son:

« Construir una férmula para justificar el volumen de un prisma recto de base cuadrangular.

o Construir una férmula para justificar el volumen de un prisma recto de base triangular.

o Construir una férmula general para calcular el volumen de prismas rectos de base
cuadrangular o triangular.

o Utilizar la férmula para resolver problemas de volumen para determinar alguna de las
dimensiones utilizadas.

Luego de establecer estos objetivos, se comienza con la construccién de una férmula de

volumen para un prisma de base rectangular. En este momento se muestra un cubo de 1 cm3

y otro cubo formado por varios cubitos de 1 cm3 y se pregunta cuél es su volumen, cuéles

son las medidas de las aristas, qué relacidn existe entre el volumen total y las medidas de las

aristas y cudl es entonces la férmula para calcular el volumen de un prisma de base

cuadrangular. Ademés, se menciona que el tratamiento debe ser gradual y constructivo y que

esas son algunas preguntas que pueden guiar una planificacién.

Después de esto, se presentan algunas indicaciones respecto al segundo objetivo, construir

una férmula para justificar el volumen de un prisma recto de base triangular. Nuevamente se

realizan algunas preguntas generales que pueden guiar la planificaciéon: {Qué ocurre con el



volumen si dividimos por la mitad al prisma de base cuadrada? {Qué figura tiene ahora la

base del prisma recortado a la mitad? {Coémo modificarias la férmula que obtuviste para

calcular el volumen de un prisma de base cuadrangular para obtener una nueva férmula para

obtener el volumen de un prisma de base triangular?

El tercer objetivo consiste en construir una férmula general para calcular el volumen de un

prisma de base cuadrangular o triangular. Se proponen realizar las siguientes preguntas e

indicaciones: {COmo es la base del prisma? Anota la férmula que encontraste para calcular el

volumen de un prisma recto de base cuadrangular. {Cémo calcular el &rea de la base de un

rectdngulo? Anota la férmula que encontraste para calcular el volumen de un prisma recto

de base triangular. {Puedes incluir el drea de la base en tu férmula del volumen en ambos

prismas? Anota tu nueva férmula para calcular el volumen de un prisma recto de base

rectangular o triangular.

Luego, se realizan algunas observaciones. Entre ellas se menciona que no basta con la

construccién de conocimientos, sino que también es necesario formalizar las expresiones que

modelan el volumen de prismas rectos de base cuadrangular y triangular. También se sugiere

no olvidar de presentar la expresién general para prismas rectos de base cuadrangular,

rectangular o triangular ya que esa serd la base para extenderla hacia los prismas rectos de

base poligonal. Desde acé se concluye que el volumen seré el &rea de la base por la altura.

Para finalizar se propone verificar que el estudiante logré los aprendizajes esperados, para

esto se plantea un cierre con actividades en donde el estudiante deba poner en préctica lo

aprendido.

Por dltimo, se mencionan algunas dificultades que pueden aparecer durante la ensefianza,

algunas de ellas son:

o Explicar las férmulas sin que el alumno haya intentado su construccién.

« Limitarse a encontrar el volumen a partir de férmulas y evitar encontrar otras dimensiones
dado el volumen.

« No utilizar la generalizacién encontrada del volumen como base por altura.

« Confundir el volumen con la capacidad y sus unidades.

« No utilizar problemas como medio y como meta de aprendizaje.

También se realizan observaciones sobre cémo superar dichas dificultades, entre ellas se

menciona utilizar preguntas de reflexién que guien a los estudiantes en la construccién de

férmulas; acompafar al alumno en el andlisis de las propiedades de los prismas rectos;

formalizar las férmulas construidas y analizar sus variables, significados y unidades; plantear



problemas para el calculo de volumen de prismas rectos de base cuadrangular o triangular;
definir con precisién y ejemplos, los conceptos de volumen y capacidad asi como sus
unidades.

Canal de YouTube “Susi Profe”

« De qué manera se aborda el contenido (descripcién sintética y detallada):

De este canal se tomaron dos videos, uno de ellos trata sobre el area y el volumen de prismas
y cilindros. El segundo trata sobre el &rea y el volumen de la pirdmide.

En primer lugar, se describe el video de &rea y volumen del prisma. Al comenzar, se muestran
los desarrollos planos de un prisma de base cuadrada y de un cilindro. Se recuerda que el
prisma es un poliedro ya que tiene todas sus caras planas. Ademas, se menciona que los
prismas en particular son poliedros que tienen dos bases a diferencia de las pirdmides que
también son poliedros que solo tienen una. También se menciona que los prismas se nombran
conforme al poligono que tengan en la base y se dan algunos ejemplos. En estos ejemplos se
reconoce que la cantidad de lados de la base determina la cantidad de caras laterales del
prisma. Luego, se explica el desarrollo plano del prisma y se menciona que los desarrollos
planos ayudarén a deducir las férmulas, incluso si estas se olvidan con el tiempo, se sugiere
que volver a ellos serd de ayuda. Una vez que se comentan estas caracteristicas del prisma, se
realiza algo similar con el cilindro.

En el video se presentan al prisma y al cilindro juntos ya que se menciona que, al obtener la
férmula para el célculo del 4rea y el volumen del primero, es més sencillo obtener las mismas
férmulas para el segundo.

Luego se explica que para calcular el &rea total del prisma hay que calcular el &rea de cada
una de sus caras y que el area total es igual al drea lateral mas el &rea de las dos bases. Se
escribe la férmula como sigue: Ay = A, + 2A5. También se explica cédmo calcular el &rea
lateral y el &rea de las bases. Respecto a la primera, se muestra una forma de calcularla a partir
de interpretar el desarrollo plano (Figura 18) y se menciona que se puede obtener al calcular
el area del rectdngulo del desarrollo plano que queda determinado por los rectdngulos que
forman las caras laterales. Se explica que la altura de este rectdngulo coincide con la altura
del prisma y la base coincide con el perimetro de la figura de la base del prisma.

A continuacién, se prosigue con el volumen del prisma. Se explica que en este caso como la
base es un cuadrado, el volumen va a ser la cantidad de veces que entra ese cuadrado hasta
rellenar el prisma. Se concluye que el volumen es igual al &rea de la base por la altura y se

escribe como sigue: V = Ag - h.



PRISMR CILINDRO
AT []L-F QAB
f,=Pb- b

i ﬁl

Figura 18. Desarrollo plano del brlsma cuadrangular y &reas laterales y totales (Enlace Canal Susi

Profe)

Una vez realizado esto, continda con el area lateral del cilindro y se explica que se puede
utilizar la misma férmula general que antes solo que ahora el perimetro es de un circulo vy si
se calcula y suma el &rea de las bases al area lateral se obtiene el 4rea total. También se explica
que la férmula de volumen del prisma sirve para el cilindro ya que el volumen de este sera
la cantidad de veces que entre en él, la figura de la base, en este caso, un circulo de cierta
unidad de medida de espesor.

Por Gltimo, se realizan dos ejercicios, uno para calcular el &rea total de un prisma y su volumen
y otro donde se calcula lo mismo para un cilindro. En el primer ejercicio se muestra un prisma
cuadrangular de altura 10 ¢m y lado de la base 5 cm. Al comenzar se calcula el area lateral,
donde se identifica que el perimetro de la base es 4 - [. Luego se calcula el rea total para cual
se identifica que el &rea de la base es [? y, por Gltimo, se calcula el volumen del prisma. La

pizarra queda como se muestra en la Figura 19.

A L\L+QAB
§ V=Ag-h
CAWL £4-h~ 5510
S = 920un?

- P h = el -he 4:5-10=20at
G- At Q- Pguap = 200+ A L= Q001995
= SO\

Figura 19. Ejercicio de aplicacién (Enlace Canal Susi Profe)

Se menciona que en caso de que el prisma tenga otra base, entonces se deberd calcular el &rea
de la base correspondiente a ese poligono.

En el segundo ejercicio se realiza lo mismo que en el primero, pero para un cilindro de altura
5 my radio 3 m. Al finalizar se menciona que, como se vio, no es necesario acordarse una

férmula para cada prisma o cilindro, se pueden utilizar las férmulas generales para el area


https://www.youtube.com/watch?v=4A23ycIyLe4&t=459s
https://www.youtube.com/watch?v=4A23ycIyLe4&t=459s
https://www.youtube.com/watch?v=4A23ycIyLe4&t=459s

total y el volumen, donde el perimetro y el drea de la base corresponden a la figura plana
que se tenga en la base.

En el segundo video se describe a la pirdmide como un cuerpo geométrico que se caracteriza
por tener una sola base y como caras laterales tridngulos. Se muestra una pirdmide de base
rectangular y se explica que se nombran segln la base que tengan. Se identifican aristas, caras
y Vértices, y se indica que el punto en el que se unen todas las caras laterales se llama ctspide.
Ademas, se indica que la altura de la pirdmide va desde el “punto medio de la base” hasta el
vértice llamado “clspide” y se indica que la apotema es la altura de cada uno de los tridngulos
laterales.

Luego, se realiza el desarrollo plano de la pirdmide y se indica que en él se tendrén tantos
triangulos como lados se tengan en la base de la misma.

Es importante mencionar que en este video se muestran las férmulas del &rea lateral y total y
del volumen de la pirdmide desde el principio, asi que una vez que termina de caracterizar la
pirdmide, propone un valor para la altura de la misma, un valor para el lado de la base y un
valor para la apotema con el fin de calcular las &reas y el volumen de la pirdmide para esas
medidas dadas. Se realiza este ejercicio y se explica que habré veces en que no se tendran
todos los datos y habra que averiguarlos de alguna forma para poder calcular &rea y volumen.
La mitad restante del video se dedica a realizar una demostraciéon de las férmulas utilizadas
para lo cual se ayuda del desarrollo plano de la pirdmide. Para esto se realiza el bosquejo que
se muestra en la Figura 20, donde se dibujan los tridngulos laterales de una forma diferente
y se rellena con linea de puntos y puntitos los tridngulos que no forman parte del desarrollo
plano. Se indica que la figura obtenida es un romboide y que su &rea se calcula como base
por altura. Se explica que la base de la figura coincide con el perimetro del cuadrado de la
base de la pirdmide y que la altura es la altura de los tridngulos que coincide con la apotema.
Luego, se explica que, como el desarrollo plano se rellené con tridngulos que no
correspondian al de la pirdmide, se tienen ocho tridngulos y, por ende, el area lateral seré el
perimetro de la base por la apotema dividido dos ya que teniamos cuatro tridngulos en el

desarrollo plano.

Figura 20. Desarrollo plano dela pirdmide cuadrangular y &rea lateral (Enlace Canal Susi Profe)



https://www.youtube.com/watch?v=S51iFdEcRpc&t=211s

Por ultimo, se demuestra la férmula de volumen. Para esto se utiliza material concreto, se
muestra un prisma de base cuadrangular y una pirdmide de igual altura con la misma base. Se
recuerda el volumen de los prismas y se explica que el volumen del prisma es tres veces el de
la pirdmide ya que cabe tres veces el volumen de la pirdmide en un prisma con misma base y
altura. Para mostrarlo llena la pirdmide tres veces y vuelca el agua en el prisma (Figura 21);

de esta forma, el prisma queda totalmente lleno de agua.

S P At A

Ae
Figura 21. Desarrollo de la férmula de volumen de las pirémides a partir de material concreto (Enlace

Canal Susi Profe)

Propuestas de Khan Academy

« De qué manera se aborda (descripcién sintética y detallada):

Propuesta 1

En esta propuesta se desarrolla el volumen de un prisma rectangular. Al comenzar, se presenta
un video en el que se explica cdmo se puede medir en diferentes dimensiones. En una
dimensién se explica que, para comparar dos longitudes, es necesario definir una unidad de
medida y ver cudntas veces cabe ese segmento unidad en los segmentos que se quieren
comparar. Luego se realiza algo similar para la dimensién 2D, donde se define un cuadrado
unitario con el cual se pueden medir las &reas de otros cuadrados. Se explica que, como se
trabaja en dos dimensiones, esos cuadrados tienen ciertas unidades cuadradas de area. Por
altimo, se explica que en la dimensién 3D, para medir el espacio que ocupa un cubo, se toma
como unidad de medida un cubo que tiene aristas de longitud una unidad y se ve cuéntos
cubos unitarios caben en el cubo grande al cual se le quiere calcular el volumen.

Se presenta otro video en el que se despliega un applet que muestra cuerpos geométricos
aleatorios con diferentes volumenes y diferentes unidades (metro y centimetro). En el video
se cuenta la cantidad de cubos unitarios que tiene cada cuerpo. Una vez contados, se

introduce el valor hallado en el cuadro de texto llamado “respuesta” y, al apretar el botén
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“comprobar tu respuesta”, el applet indica si el volumen que se halld es correcto o no. Se
muestran en el video cuatro cuerpos diferentes, dos prismas los cuales no se pueden mover y
dos cuerpos geométricos no convexos que pueden girarse para observar cdmo estan
compuestos (Figura 22). Para contar la cantidad de cubos unitarios que forman el prisma de
la Figura 22, primero se analizé cuéntos cubos conforman la primera capa y a esa cantidad

se la multiplicé por dos dado que el prisma estd formado por dos capas iguales.

Figura 22. Actividad interactiva para calcular volimenes (Enlace Propuesta 1 KA)

Luego de esto se presenta otro video en el cual se busca obtener otra forma de calcular el
volumen que no sea a partir del conteo de cubitos; para esto se presenta un prisma de aristas
de4 ¢m, 3 cmy 2 cm. Se toma una de las capas del prisma, se cuentan los cubitos que forman
la capa y se concluye que la capa tiene 8 unidades cubicas. Luego, se analiza el &rea del
rectdngulo que determina esta capa y se observa que esa area (se calculacomo4cm -2 cm =
8 cm?), numéricamente, es igual a la cantidad de cubitos en esa capa; pero como el cuerpo
tiene 3 capas de estas ya que tiene 3 ¢m de profundidad, se multiplica el area de la capa que

es 8 cm? por 3 cm. Asi se obtiene que el volumen del prisma es de 24 cm3 (Figura 23).

Figura 23. Célculo de volumen de prisma dadas las medidas de sus aristas (Enlace Propuesta 1 KA)



https://es.khanacademy.org/math/basic-geo/basic-geo-volume-sa?lang=es&v=https%3A%2F%2Fes.khanacademy.org
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Sin embargo, una vez hallado el volumen, se plantea calcularlo a partir de otra capa que no
sea la primera que se eligié. Se toman dos capas mas que se muestran en la Figura 24 y se
observa que calcular el volumen a partir de esas capas es indistinto ya que se obtiene el mismo

volumen; esto muestra que el volumen no depende de la capa que se elija.

Figura 24. Célculo de volumen de prisma dadas las medidas de sus aristas (Enlace Propuesta 1 KA)

Se concluye que entonces para calcular el volumen de un prisma dadas las medidas de sus
aristas basta con multiplicar estas medidas, sin necesidad de contar los cubos unitarios.
A continuacién, se presenta una actividad en la que se muestran dos prismas rectangulares de
los cuales no se muestran los cubitos unitarios que contiene, sino que solo se dan las medidas
de las aristas en pies y ¢m respectivamente. Se calcula el volumen de la misma forma que
antes solo que ahora se aplica directamente lo que se concluyé en el video anterior. Después
de esto, se presenta un ejercicio en el que se muestran cuatro prismas rectangulares diferentes
en los que se marca cada capa con distintos colores como en la Figura 25 y se pide reconocer
cuéntas capas tiene cada prisma, con qué cantidad de cubos esté formada cada capa y luego
cuél es el volumen del prisma.

Intuicidn acerca de la férmula del volumen

El prisma rectangular tiene capas separadas por color.

Cada capa de un color estd hecha de cubos unitarios.

¢Cual es el volumen de un prisma rectangular? unidades cubicas

Figura 25. Actividad de célculo de volumen (Enlace Propuesta 1 KA)
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Por dltimo, se realiza un repaso de todo lo abordado. En este repaso se define el volumen
como la cantidad de espacio tridimensional que ocupa un objeto y se menciona que se mide
en unidades clbicas. Se muestra un ejemplo de un cubo formado por 18 cubitos unitarios.
Luego se observa que, para encontrar el volumen de un prisma rectangular, se multiplica el
largo del prisma por su ancho y por su altura y se muestra la siguiente férmula:

Volumen del prisma rectangular = largo - ancho - altura
Después de mostrarse esta férmula, se presentan dos ejemplos, un cubo del cual se pueden
ver los cubos unitarios que lo conforman y la medida de la arista, y otro prisma del cual solo
se muestran las medidas. Se aplica la férmula y se calcula el volumen de ambos cuerpos
geométricos. A continuacién, muestran dos ejercicios parecidos a los de los ejemplos para
que realice el estudiantado.
Por dltimo, se presenta como desafio calcular el volumen de un cuerpo geométrico que resulta
de la unién de dos prismas. De este cuerpo se muestran las medidas de las aristas y se puede
comprobar si el volumen dado es correcto.
Propuesta 2
De esta propuesta solo se analiza una seccién. Al comenzar se describe a una pirdmide como
la coleccién de todos los puntos entre (e inclusive) una base en forma de poligono y un apice
que esta en un plano diferente al de la base (Figura 26).

apice

; dpice

base

/ base

Figura 26. Descripcién de la pirdmide (Enlace Propuesta 2 KA)

También se la define como una coleccién de todas las homotecias de la base, con el apice
como centro de homotecia, con factores de escala de cero a uno (Figura 27).

Posteriormente, se muestra la férmula de volumen de la pirdmide y se pregunta “i{de dénde
sale esta férmula?”. Se propone empezar con un cubo cuya longitud lateral es una unidad y
rebanarlo en tres pirdmides congruentes y esto se hace mediante un recurso de GeoGebra. Se

pregunta cuél es el volumen de cada pirdmide y se pide completar con aquel dato.


https://es.khanacademy.org/math/geometry/hs-geo-solids/xff63fac4:hs-geo-cavalieri-s-principle/a/volume-of-a-pyramid-or-cone
https://www.geogebra.org/m/bfmmdeq6

Figura 27. Pirdmide como coleccién de homotecias de la base (Enlace Propuesta 2 KA)

También, se da la opcién para corroborar si lo respondido esta bien y ver una explicacién; la

misma se muestra en la Figura 28.

Ocultar explicacidn.
El volumen del cubo es 1¥ = 1 unidad ciibica. Cortamos el cubo en 3 pedazos
iguales para crear las piramides.

e 1
Entonces el volumen de cada piramide es 3 del volumen del cubo.

1
El volumen de la piramide es 3 unidades cubicas.

[;Siempre podemos juntar pirdmides congruentes para hacer un cubo?]

Figura 28. Explicacion del volumen de las pirdmides (Enlace Propuesta 2 KA)

También se pregunta si siempre es posible juntar pirdmides congruentes para formar un cubo,
se explica que esto no siempre es posible y se muestra un ejemplo gréfico. A su vez se
menciona que siempre se puede cortar un prisma rectangular o triangular en tres pirdmides
con volimenes iguales, pero esas pirdmides solo serdn congruentes en el caso especial en que
sean parte de un cubo.

Luego se muestra un ejemplo de una pirdmide de la cual se indican sus medidas y se pide
calcular su volumen. En la explicacién se utiliza el método de diseccién. Este propone pensar
el volumen de la pirdmide como un tercio del volumen del prisma de misma &rea y altura
que la contiene.

Luego de esto, se invita a rebanar una pirdmide en capas paralelas a su base y deslizar dichas
capas. Se menciona que esto no cambiard el volumen y que, a medida que el nimero de
capas se acerca a infinito, la pirdmide remodelada se suavizara. Esto da pie a introducir el
principio de Cavalieri; sobre el mismo se menciona que, mientras no cambien la altura ni las
dreas de secciones transversales paralelas a la base de la pirdmide, tampoco cambia el
volumen. Se concluye que entonces es posible utilizar la misma férmula para el volumen de

la pirdmide sin importar dénde se mueva el apice.
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A continuacién, se presenta un ejercicio para calcular el volumen de una pirdmide, aunque
no estd relacionado con lo anteriormente desarrollado. Se muestra otra aplicacién del
principio de Cavalieri a las pirdmides. Esta dice que dos bases pueden tener la misma &rea y
formas totalmente diferentes y que si la altura y el drea de la base de dos pirdmides o sélidos
en forma de pirdmide son iguales, también lo son sus volimenes, pues las areas de todas las
demés secciones transversales paralelas a la base también deben ser iguales. Se pregunta cémo
se sabe que las &reas de las demds secciones transversales son iguales y al clickear dicha
pregunta se muestra la respuesta. Para ilustrar esto se utilizan homotecias.

A partir de lo anterior, se concluye que la férmula del volumen de la pirdmide funciona sin
importar la forma 2D que tenga la base y se presenta un ejercicio para calcular el volumen
de una pirdmide de base triangular de la cual se dan las medidas de las aristas.

Luego, se muestra otra forma de deducir la férmula al aproximar el volumen de la pirdmide
con prismas. Se presenta una manera de modelar a la pirdmide como una pila de prismas,
como si se construyera la pirdmide con bloques. El volumen de este modelo es mayor que el
de la pirdmide. A medida que se hacen capas méas y maés finas, el volumen del modelo se
acerca cada vez més al volumen de la pirdmide. Esta idea se muestra mediante un gif (Figura

29).

Figura 29. Aproximacién del volumen de una pirdmide al modelar a la misma como pilas de prismas
(Enlace Propuesta 2 KA)

En la Tabla 2 se realizan aproximaciones del volumen de la pirdmide con este método.

Tabla 2. Aproximaciones con diferentes cantidades de capas (Enlace Propuesta 2 KA)
Volumen de la aproximacion de pirdmide de bloques
Volumen del prisma

MNimero de
capas

4 == 0.469
16 == 0.365
64 ~= 0.341
256 == 0.335

1024 == 0.334
4096 == 0.333

a
3
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Se concluye a partir de la tabla que como las figuras prismaticas pueden tener cualquier figura
cerrada 2D en sus bases, y como se pueden inclinar sin cambiar su volumen, la razén es véalida
para todas las figuras piramidales y conos.

Propuesta de GeoGebra

« De qué manera se aborda (descripcion sintética y detallada):

Esta propuesta de GeoGebra se divide en varias secciones. La primera seccién introduce a los
estudiantes a las caracteristicas de objetos con volumen medible. Dentro de esta seccién hay
dos subsecciones. En la primera se propone ver la pelicula “Planilandia” basada en la novela
“Flatland™ de Edwin Abbott escrita en 1884. En base a la pelicula se realizan algunas preguntas
para que respondan los estudiantes, entre ellas: {Qué objetos conoces de tres dimensiones?
{Qué objetos de tu entorno no tienen tres dimensiones? ¢{Cémo se veria un objeto de la
cuarta dimensién? Luego se muestra la proyeccién de la sombra de un teseracto, que es un
cubo en cuatro dimensiones. La representacién que se muestra es en 3D ya que los seres
humanos solo pueden percibirlo de manera limitada.

En la segunda subseccién, al comenzar se pregunta cuéntas veces se puede doblar una hoja
de papel por la mitad. Se propone doblar una hoja la mayor cantidad de veces que se pueda
y luego se propone ver un video del canal de YouTube “Derivando” en el cual se explica que
si se doblara la hoja 54 veces la altura seria mayor que la distancia de la Tierra al Sol. Una
vez visto el video se propone responder algunas preguntas més: {La hoja de papel tiene
volumen?, {Por qué? {Qué objetos con volumen observas en tu entorno? {Qué objetos de tu
entorno no tienen volumen?

La siguiente seccién tiene como objetivo distinguir las cualidades de los recipientes y los
objetos volumen-medibles, como: altura, capacidad y forma. Esta se divide en cuatro
subsecciones. La primera de ellas trata sobre capacidad de recipientes. Aqui se muestran cuatro
grupos de envases y se pregunta para cada grupo qué envase tiene mayor capacidad y se pide

estimar el volumen de cada uno.

Tabla 3. Actividad de exploracién (Enlace Propuesta GeoGebra)
Unidad de medida:

Recipiente Estimacion Medicion
iCuantasveces creo que cabe éCuantas veces cabe la
la unidad de medida? unidad de medida?

-

ol B I

b



https://www.geogebra.org/m/atnkgywp

En la segunda subseccién se propone elegir una unidad para medir (agua; semillas; harina;
azlcar; canicas) y un instrumento de medicién (taza; vaso; tapa de garrafén; tapa de botella)
y se presenta la actividad de la Tabla 3 con el fin de que los estudiantes estimen la capacidad
de cierto recipiente y luego determinen qué tan acertada es la estimacion.

En la tercera subseccién se busca comparar capacidades. Para esto se propone formar equipos
de tres integrantes, y comprobar cuéntas veces cabe el contenido de un recipiente en cada

uno de los demas. Esto se debe registrar como se indica en la Tabla 4.

Tabla 4. Actividad sobre capacidad (Enlace Propuesta GeoGebra)

¢Cuantas veces cabe el contenido de 100 mi?
en 1 litro en 500 m! en 250 ml en 125 ml en 100 ml

¢Cuantas veces cabe el contenido de 125 mi?
en1litro en 500 ml en 250 ml en 125 ml en 100 ml

dCudntas veces cabe el contenido de 500 mi?
en 1 litro en 500 m! en 250 ml en 125 ml en 100 ml

¢Cuantas veces cabe el contenido de 1 ml?
1 litro 500 ml 250 mil 125 ml 100 ml

{Cuéntas veces cabe el contenido de 1 litro?
1 litro 500 ml 250 ml 125 ml 100 ml

Luego se propone comparar los resultados con los demés equipos y validar los que sean
correctos. Ademas, se pide observar la forma en que cada equipo representd las equivalencias
y decidir en grupo cuél es la méas conveniente.

En la cuarta subseccién se plantea un reto en el cual se muestran botellas de tres capacidades
diferentes y se propone meter dentro de un rectadngulo veinte botellas de diferentes tamafos
que contengan veinte litros en total. Para esto se indica que una botella pequefia tiene una
capacidad de 500 ml, una mediana un litro y una grande dos litros.

La tercera seccidn trata sobre el volumen que se ocupa y estd conformada por tres
subsecciones. En la primera de ellas se pregunta qué se entiende por el volumen de un objeto
y se muestran tres pelotas dentro de una misma caja, una de tenis, una de ping pong y una
de acero; luego se pregunta cudl de ellas ocupa mayor volumen. La respuesta elegida se puede
corroborar.

La segunda subseccion trata sobre clasificar diferentes objetos con volumen ocupado. Al inicio
de esta, se define el volumen como la cantidad de espacio que ocupa un cuerpo. Para el

estudio del volumen ocupado se clasifican los cuerpos en abiertos y cerrados. Los objetos
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abiertos no tienen tapa por lo que son recipientes y un ejemplo puede ser una taza. Los
objetos cerrados son aquellos que estdn limitados por una o varias superficies o céscara,
pueden ser huecos o sélidos. Una vez realizada esta clasificaciéon, se pide reconocer objetos
de Volumen-Medibles abiertos, cerrados huecos y cerrados sélidos que hay en el entorno. Se
muestran posibles respuestas de cada tipo.

En la tercera subseccién se trata el volumen que ocupan diferentes objetos. Se analiza el
volumen de un objeto abierto y se menciona que el propdsito de querer averiguar su volumen
tiene que ver con que estos objetos pueden contener cosas, entonces resulta interesante saber
cuénto de algo pueden contener. Se presentan algunos ejemplos sencillos de objetos reales y
se desarrolla otra forma de pensar el volumen como el espacio ocupado que ya no puede ser
utilizado por otro objeto; es decir, se piensa el volumen de un cuerpo con relacién a otros.
Para proseguir con este anélisis, se presenta un applet en el que al manipular deslizadores se

puede rellenar un cubo respecto al ancho, el largo y la altura (Figura 30).

Primero selecciona un ortoedro con los delizadores largo, ancho y altura.
Completa el ortoedro con cubos unidad con la regla deslizante naranja y roja.

T - a=§
H Largo @
; b=10
: Ancho ®
H c=6
H Altura ®
E Gorm
: Nimero de cubos unidad:
: ' 3.7-2=49
T Capa inferior de cubos unidad
o A B L R -
,/ 1 O
" e
¢ 24 10em Niimero de capas
» Ros
! 8cm : [ Dimensionesl [ Regresar]

Figura 30. Applet para analizar el volumen de un cuerpo en relacién a otro (Enlace Propuesta

GeoGebra)

Algunas de las preguntas que se realizan luego de mostrarse el applet son: Si se llena la caja
con cubos, écon cuantos cubos se llend la caja? Entonces, icudl es el volumen de la caja?
Cuando solo hay un cubo en la caja, icudl es el volumen ocupado en la caja? Cuando solo
hay un cubo en la caja, {cudl es el volumen que no estd ocupado por cubos en la caja? Con
las mismas condiciones del caso anterior, crea una caja de ocho cubos, {cuél es el volumen

que no estd ocupado en la caja?
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Asi como se analiza el volumen de cuerpos abiertos, también se realiza un pequefio abordaje
para analizar el volumen de objetos cerrados huecos. Para esto se presenta la imagen de una
bocha de navidad y se menciona que el espacio ocupado considera el espacio vacio que
encierra, pues el objeto también ocupa ese espacio en el sentido de que no permite que otro
cuerpo lo ocupe. Con esto se concluye que entonces el volumen ocupado es el mismo que si
la bocha fuese completamente sélida. Luego se pregunta qué se le ocurre al estudiante que
puede tener la bocha de navidad dentro. La respuesta que da la propuesta y que es opcional
ver, dice que la bocha contiene aire. Se entiende que esta pregunta se realiza para dimensionar
que siempre hay algo, en este caso aire.

La cuarta seccién de la propuesta se llama “volumen externo” y tiene tres subsecciones; en la
primera de ellas se realiza una introduccién a los sélidos platénicos. Se desarrollan algunas
particularidades de su historia y luego se propone construirlos con palitos y gomitas. Al
respecto se pregunta sobre la cantidad de palitos y gomitas que se utilizé para cada uno.

En la segunda subseccién se introduce el teorema de Euler y se pide comprobar esta relacién
en los sélidos platénicos; para esto se muestra un applet para cada sélido en el que mediante

un deslizador se puede desarmar el poliedro en su desarrollo plano (Figura 31).

0

g=1
®

Figura 31. Applet que muestra el desarrollo plano del dodecaedro (Enlace Propuesta GeoGebra)

En la tercera subseccidn se realiza un experimento para estimar el volumen de los sélidos
platénicos. Para esto se propone construirlos con limpiapipas y sumergirlos en una mezcla
realizada con agua, jabdn y glicerina para medir la cantidad de agua desplazada y asi calcular
el volumen. Sin embargo, esta medicidén no es exacta ya que se pierde agua en el proceso de
la misma.

En la quinta seccién se desarrolla el volumen numérico. Esta seccién estd dividida en tres
subsecciones. En la primera de ellas se propone pensar en los cuerpos geométricos que se

encuentran en nuestra vida diaria. Luego se muestra una imagen con varios de estos objetos
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y se pide reconocer las figuras geométricas (circulo, tridngulo, cuadrado, etc.) que hay entre
ellos. En la Figura 32 se muestran objetos de la vida diaria en los que se pueden reconocer

cuerpos geométricos.

Figura 32. Objetos de la vida diaria (Enlace Propuesta GeoGebra)

Luego se muestran algunos cuerpos geométricos con sus respectivos nombres y se pide

completar lo que se indica en la Tabla 5.

Tabla 5. Actividad para reconocer elementos en los objetos dados (Enlace Propuesta GeoGebra)

NOMERE NUMERO NUMERC LADOS CURVOS
DEL QBIETO

FORMA DE LAS CARAS (TRIANGULO,
DE LADOS DE CARAS 0 PLANOS CUADRADO, RECTANGULO, CiRCULO)

CONO
BALON
PIRAMIDE
DADOS
LATA

CAJA

TAMBOR

También se presenta una actividad en la que se dan varias opciones entre las que se
encuentran cuerpos y figuras geométricas, y se pide elegir aquellos que sean cuerpos. Se da la
opcién para corroborar que lo realizado esté bien. Luego se pregunta si existe alguna
diferencia entre cuerpo y figura geométrica, y cuél es aquella diferencia. Sobre estas preguntas
también esté la posibilidad de ver la respuesta.

En la segunda subseccién se propone que el estudiante forme figuras geométricas al unir
palitos con plastilinas. Para esto el docente debe proveer al estudiante una tarjeta donde se

indique el nimero de lados y vértices de la figura como se muestra en la Figura 33.
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Luego se propone montar las formas tridimensionales como prismas y pirdmides que derivan
del tridngulo, para analizar la relacién que hay entre ellos. También se invita a construir un
tetraedro con 6 trozos de pajillas de 10 cm de longitud. Todo esto se realiza y luego se
pregunta qué nombre reciben las lineas que forman a las caras y las bases de los cuerpos
geométricos; también, qué nombre reciben las uniones representadas con la plastilina. En

ambas preguntas se dan como opciones “clspides”, “vértice” y “arista”.

Tridngulo

‘ vértices

Figura 33. Tarjetas con figuras y cuerpos geométricos y su cantidad de lados y vértices (Enlace
Propuesta GeoGebra)

A continuacién, se puede acceder a un pdf donde se definen los prismas y pirdmides. Sobre
los prismas se menciona que son cuerpos geométricos poliedros que tienen dos caras paralelas
poligonales e iguales llamadas bases y que el resto de sus caras laterales son paralelogramos.
Sobre las pirdmides se dice que solo tienen una base y el resto de sus caras son tridngulos.

En este documento también se muestra una imagen de un prisma con los elementos que lo
constituyen (aristas, vértices, bases y caras laterales). Ademas, se indica que segln el nimero
de lados de la base se le da nombre al prisma y se desarrollan algunos ejemplos y se
comparten imagenes. También se define la altura del prisma, asi como los prismas rectos,
oblicuos y truncados.

Esta misma caracterizacidn se realiza para las pirdmides. Se define a la pirdmide como una
figura tridimensional constituida por una base poligonal y por caras laterales cuyas aristas
concurren en un mismo punto del espacio, llamado vértice comin o clspide. A raiz de esto
se concluye que por eso las caras son triangulares. También se define el eje o altura de la
pirdmide como la linea que va del vértice comun al centro de la base y la apotema de una
pirdmide regular como la altura de cualquiera de sus caras laterales. Por otra parte, se define

pirdmide oblicua, rectangular y truncada. Se muestra una imagen de una pirdmide rectangular,
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aunque en la imagen se le llama recta. Por Gltimo, se muestran algunos tipos de pirdmides y
se dice que se las distingue y nombra segutn el poligono de la base.

Seguido del documento donde se caracteriza a las pirdmides y los prismas, se presenta el
applet que se muestra en la Figura 34. En esta, al apretar el botén “Nuevo Ejercicio”, aparecen

nuevos prismas y pirdmides sobre los cuales analizar los datos pedidos.

Partes de Prisma y Pirdmide

vy =200° 4 =195"
L 2 L

nimero de caras =D
_ nimero de caras laterales =D

nimero de bases :D
nimero de vértices =D
numero de aristas =E

D verificar respuestas

Figura 34. Applet para analizar los elementos de prismas y pirdmides (Enlace Propuesta GeoGebra)

En la tercera subseccidn se trabaja el volumen como magnitud. Al inicio de esta, se define el
volumen como la magnitud fisica y métrica, euclidiana y de tipo escalar, que se puede definir
como la extensién de un objeto en sus tres dimensiones. También se establece que, para medir
este espacio, hay que considerar las tres dimensiones bésicas: Largo, Ancho, Altura; y que las
unidades de medida son las cantidades elegidas para comparar con ellas las demés cantidades
de su misma magnitud. Ademas, se menciona que medir una cantidad es compararla con la
unidad de medida para saber cuantas veces la cantidad contiene a la unidad y que este
namero de veces seguido del nombre de la unidad expresa la medida de la cantidad.

Luego se presenta la imagen de un cubo compuesto por varios cubitos mas pequefios todos
del mismo tamafo y se pregunta a qué se le llama unidad de medida; la respuesta que se
muestra dice que se le llama unidad de medida a los cubos pequefios que conforman el cubo
grande. También se pregunta cudntas unidades cubicas integran al cubo vy si, al cambiarlas de
lugar, el volumen cambia.

Se presenta otro disefio formado con cubitos que no representan ningin cuerpo geométrico

conocido y se pregunta cudntas unidades cubicas integran el cubo y por ende cuél es su
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volumen. También se comparte una imagen con las partes del cubo soma (juego de ingenio)
para que los estudiantes armen el cubo.

A partir de esto, se utiliza geometria dindmica para trabajar con las unidades cubicas. Se
presenta un applet en la que, al mover los deslizadores llamados “ancho”, “largo™ y “alto”,
se forma un prisma con cubos unitarios y se muestra el volumen que posee.

A continuacién, se presenta un documento pdf en el que se define a los cuerpos geométricos
como los sélidos que ocupan lugar en el espacio, es decir, que se pueden tocar, medir y pesar.
También se los divide en redondos y poliedros. Luego se menciona que cuando se estudian
las &reas se habla de dos dimensiones, largo y ancho. Sin embargo, para calcular el volumen
se necesitan tres dimensiones, largo, ancho y alto, y la multiplicacién de estas tres da como
resultado el volumen. Para empezar a ver esto, se propone colocar unidades cibicas en las
tres dimensiones, 10 cajas de largo, 10 cajas de ancho y 10 de alto, y se pregunta cuéntas cajas
se necesitan para completar la superficie de la base. Se realiza un anélisis a partir del cual se
concluye que en la mayoria de los cuerpos geométricos el volumen se calcula como el &rea
de la base por la altura. Para practicar esto se presentan dos prismas con diferentes medidas
de aristas y se pide calcular cuédntos cubitos unitarios caben en ellos.

Luego, se presenta el applet que se muestra en la Figura 35, en la que al mover los deslizadores
se muestra cdmo calcular el volumen y el &rea lateral y total de diferentes prismas con

diferentes. Las medidas se pueden cambiar a partir de los deslizadores.

PRISMA HEXAGONAL medida lacs base i lados base
-..._-

@:élculo de Areas y Volumen
18 [

@rea lateral

Al = Farimatro baze x alfura desamalla

i @0
AMl=6x19x39 ©
Al =44.46 v°

aura

@rea total

AtwAl+ Area bases

At = AL+ 2( Perame;ra x ap)

At = A+ (Ferimetro x 8p) h

At =44.46 | Gx 1.9x1.645

At = 63.22 u?

@olumen

V = Area baze x altura

_ Perlmetro x ap «

Y - h

V= & x I.sz 1.645 v 30

V =36.58 u?

Figura 35. Applet que calcula volimenes y areas de diferentes prismas (Enlace Propuesta GeoGebra)
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A continuacién, se comparte un documento pdf en el que se muestra cdmo calcular

volimenes de diferentes cuerpos geométricos. Respecto a la pirdmide se menciona que, si se

llena de agua la pirdmide y se la echa al prisma, se comprueba que en el prisma cabe

exactamente tres veces el contenido de la pirdmide y que, por lo tanto, el volumen de la

pirdmide es tres veces menor al volumen del prisma de base y altura iguales. En lo que sigue

de esta subseccion se presentan actividades de aplicaciéon de lo abordado hasta al momento

sobre volumen y unidades de medida.

4.2.2. Articulacién con los niveles de Van Hiele

En la Tabla 6 se asocian los niveles de pensamiento geométrico vinculados con el tema que

ha sido posible identificar en las cuatro propuestas complementarias analizadas.

Tabla 6. Articulacién de los Niveles de Van Hiele con las propuestas complementarias

Portales

Niveles

Forma en que alcanzan esos niveles

Acervo

3y4

No se considera que esta guia por si sola pueda hacer que los estudiantes alcancen
niveles de Van Hiele. La guia acompafiada de una propuesta con actividades que
estén en la misma linea que las preguntas que se plantean, podrian hacer que los
estudiantes alcancen ciertos niveles. Con esta propuesta un estudiante no podria
desarrollar un nivel 1 ya que no hay un momento de reconocimiento de los
cuerpos geométricos como un todo. Tampoco se cree que se pueda alcanzar un
nivel 2 ya que no se considera un momento de reconocimiento de los elementos
de un poliedro. Dependiendo de las actividades que se presentan podrian llegar
a alcanzarse un nivel 3, si es que se llega a realizar una argumentacién informal
de la férmula de volumen de un poliedro. Podria alcanzarse un nivel 4 debido
a la relacién que se establece entre el prisma de base cuadrangular y el de base
triangular para desarrollar la férmula de este ultimo. No se considera que se
alcance un nivel 5.

Susi Profe

ly3

Se considera que un estudiante al ver estos videos podria alcanzar un nivel 1, ya
que hay un reconocimiento y una visualizacién de los cuerpos geométricos a
partir de su desarrollo plano como un todo. Se podria considerar un nivel 2 ya
que se hace una correspondencia entre la cantidad de caras laterales y la cantidad
de aristas de la base. Los estudiantes podrian dar una argumentacién informal de
la construccién de las férmulas de volumen de un prisma y una pirémide, es por
esto que se considera que se podria alcanzar un nivel 3. Asimismo, y si bien los
cuerpos geométricos entre los que se establecen relaciones no son ambos
poliedros, se considera que también se alcanza un nivel 3 debido a que se
reconoce cémo la propiedad para calcular el volumen del cilindro se puede
desprender de la férmula ya establecida para el prisma.

Khan
Academy

3y4

No se considera que un estudiante pueda alcanzar un nivel 1 con esta propuesta
ya que no existe un momento de reconocimiento y visualizacién de los cuerpos
geométricos poliedros como un todo. No existe una distincion de los poliedros
respecto de otros cuerpos, por ende, no se cree que se alcance un nivel 2. Se
considera que se alcanza un sélido nivel 3 ya que la propuesta incluye una gran
variedad de actividades para deducir las férmulas de volumen de un prisma y
una pirdmide. Asimismo, con no mucho més trabajo, se podria alcanzar un nivel
4. Respecto a la propuesta de las pirdmides, si se alcanza el nivel 2 ya que hay
un momento de identificacién de sus elementos. Por otro lado, en este caso,
nuevamente se considera que al proponer a los estudiantes escribir una




justificacion del célculo del volumen de la pirdmide se podria alcanzar un nivel
4.

Los estudiantes podrian alcanzar un nivel 1 ya que se considera que hay una
cantidad considerable de actividades que permitirian un reconocimiento de los
cuerpos geométricos como un todo. Asimismo, se alcanza un nivel 2 ya que se
identifican los elementos que componen a los poliedros e incluso se presentan
actividades que benefician el establecimiento de relaciones entre ellos. Se

GeoGebra la4 considera que se podria alcanzar un nivel 3 ya que hay momentos de
conjeturacién de las fédrmulas de volumen donde se utiliza una argumentacién
informal y se establecen relaciones entre los prismas y las pirdmides para poder
deducir la férmula de las segundas. En este sentido, al igual que la propuesta
anterior, se considera que al proponer a los estudiantes una escritura de lo
construido y analizado podria alcanzarse un nivel 4.

4.3. Propuesta didactica innovadora

En este tercer apartado se propone realizar aportes al objetivo: Idear propuestas innovadoras

que promuevan las habilidades de conjeturacién y demostracién para el clculo de volimenes

de cuerpos geométricos poliedros en estudiantes del ciclo béasico de la educacién secundaria.

Para esto se tendré en cuenta lo analizado previamente con respecto a los libros de texto y

las propuestas de portales educativos en linea. Asimismo, esta se enmarca dentro de un primer

afio de la escuela secundaria orientada y su fundamento tiene base en la teoria de Van Hiele

sobre Pensamiento Geométrico.

En cada actividad se indica qué nivel y qué habilidad se procura desarrollar con ella. En los

casos en que no se indica ninguna habilidad es porque se considera que no tienen el fin de

desarrollarlas, ya que son actividades de aplicacién.

Objetivos de la secuencia

« Que los estudiantes desarrollen habilidades de conjeturacién y demostracién para el
célculo de volimenes de cuerpos geométricos poliedros en estudiantes del ciclo bésico de
la educacién secundaria.

o Que los estudiantes comprendan y demuestren la férmula de volumen para un prisma y
una pirdmide.

Desarrollo de la secuencia

La primera actividad de la secuencia esté orientada a que los estudiantes reconozcan cuerpos

geométricos en su entorno y a partir de la visualizacién de iméagenes.

Se considera que los estudiantes han dado cuerpos geométricos en la educacién bésica y por

ende poseen ciertos conocimientos o la habilidad de reconocerlos y diferenciarlos de las

figuras geométricas. En principio se les pregunta qué son para ellos los cuerpos geométricos

con el fin de determinar si los diferencian de las figuras geométricas. En este momento se les



propone reconocer cuerpos geométricos dentro del aula (cesto - cartuchera - mochila - carpeta
- banco - borrador - 14piz).

Actividad 1 (Nivel 1)

a) ¢Qué son los cuerpos geométricos? {Reconocés algunos de ellos dentro del aula?

b) Identificd en las siguientes imagenes cuerpos geométricos y si los recordds, indica sus

nombres.

A continuacién, se institucionaliza el concepto de cuerpo geométrico:
Un cuerpo geométrico es una figura geométrica que ocupa un lugar en el espacio, es decir,

tiene tres dimensiones: largo, ancho y alto. Algunos ejemplos son:

40100010

esfera— cubo F‘rcmu.de iramide r(.ramuig cilindro - cono prisma lsma—
de base de baze  'de base dt base base base
~ brialgular  cuadrada pentagonal cuadrada Ermugulnr thtagoual

Cubo Tetraedro Octaedro Dodecaedro Icosaedro

Estdn compuestos por tres elementos: caras, vértices y aristas. Una arista de un cuerpo es la
interseccion de dos caras. Un vértice de un cuerpo es el punto en donde coinciden al menos
tres caras o donde se unen tres o mds aristas.

Luego de esta institucionalizacién, se presenta una actividad que tiene el fin de comenzar a
realizar una clasificacién de los cuerpos geométricos basada en atributos visuales o
manipulativos. Para esto se llevan cuerpos geométricos de madera/pléstico/cartulina y se
forman grupos de cuatro personas para ir rotando los cuerpos, en caso de que no haya para

todos los grupos.



Actividad 2 (Nivel 1)
Formar grupos de cuatro estudiantes y realizar una clasificacién de los cuerpos geométricos
segln cualidades que identifiquen como comunes entre ellos. Luego, discutan con otros

grupos acerca de las clasificaciones realizadas. {Cémo los dividieron?

Seguido de esta actividad, se institucionaliza la clasificacién en cuerpos geométricos poliedros
y redondos:
Los cuerpos geométricos redondos tienen una superficie curva.

Cillndro clrcular recto Cono circular recto Esfera
r§dio

\ "v
circunferencia
mdxima centro

zltura

generatriz

radio de la base

las bases son circulos

Los cuerpos geométricos poliedros tienen caras poligonales. Existen dos tipos de poliedros:

o Prismas: Tienen dos caras poligonales opuestas, iguales y paralelas, llamadas bases. La
forma de las bases le da nombre al cuerpo. Sus caras laterales son paralelogramos. Si todas
ellas son rectdngulos o perpendiculares a la base, el prisma es recto. Si no es asi el prisma
se llama oblicuo.

o Pirémides: Tienen una base cuya forma le da nombre al cuerpo. Sus caras laterales son
triangulos y concurren en un vértice llamado “vértice comin” o “cuspide”. Si los
triangulos son isosceles, la piramide es recta sea cual fuere su base. Una piramide oblicua
tiene alguna cara lateral que no es un triangulo isosceles.

En una pirémide recta la altura de la misma es un segmento perpendicular a la base cuyos

extremos son el vértice cuspide y el punto central de la base.
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Prisma pentagonal recto Prisma ablicuo Piramide pentagonal recta Pirdmide oblicua

En este momento se aclarard que primero se trabajaréd con los cuerpos geométricos poliedros.
Los redondos no serén tenidos en cuenta en este esquema de planificacién.

Luego de definir estos conceptos, se realizan actividades que tienen el fin de establecer algunas
relaciones entre los elementos de los poliedros y comprender la definicién de cada poliedro.
Actividad 3 (Nivel 2)

Completa los casilleros y verifica tu respuesta. Ayudate con los deslizadores para mover el
prisma y visualizar mejor el cuerpo. Al apretar el botén de nuevo ejercicio vas a obtener
nuevos cuerpos a los cudles calcular los datos en color rojo y azul.

Partes de Prisma y Piramide

y = 225° &=215"
L 2 L 2

numero de caras =G
_ nimero de caras laterales =D

nimero de bases =D
ndmero de vértices :D
nimero de aristas =D

verificar respuestas

{Podés establecer alguna relacién entre la cantidad de caras y de lados de las bases de los

cuerpos geométricos?
Actividad 4 (Nivel 2)

Completa los enunciados. Estrategia: hacer un dibujo esquemaético.

a) Unprisma...c.ccoevunnnnnnn.. tiene 7 caras laterales, 21 aristas y .... vértices.
b) Una pirdmide. .................. tiene 8 caras laterales, .... vértices y 16 aristas.
¢) Unprisma....ccoceevenennnnne. tiene 16 vértices, 24 aristas y .... caras laterales.

d) Una pirdmide .................. tiene 8 vértices, .... aristas y 7 caras laterales.



Actividad 5 (Nivel 2-Demostracién)

Con tu compafiero decidi si estas afirmaciones respecto de las pirdmides rectas son verdaderas

o falsas. Explicé tus decisiones.

a) La cantidad de caras laterales coincide con la cantidad de lados del poligono de la base.

b) Los tridngulos de las caras laterales siempre son congruentes.

c) Sila base es un hexagono regular, entonces las caras laterales tienen que ser tridngulos
equiléteros.

d) El lado igual de los tridngulos is6sceles de las caras laterales mide lo mismo en todos los
triangulos.

e) Siempre la base es un poligono regular.

Actividad 6 (Nivel 2-Demostracién)

Con tu companfero decidi si las siguientes afirmaciones respecto de los prismas rectos son

verdaderas o falsas. Argumenten sus respuestas.

a) La cantidad de caras laterales siempre coincide con la cantidad de lados de los poligonos
de las bases.

b) Los rectdngulos de las caras laterales siempre son congruentes.

c) Sila base es un hexdgono regular, entonces las caras laterales son cuadrados.

d) Sila base es un pentédgono regular, entonces las caras laterales son cuadrados.

e) Sila base es un tridngulo este tiene que ser equilatero.

Para empezar a trabajar con volumen se puede comentar lo siguiente:

D: En nuestra vida cotidiana nos movemos en un mundo de tres dimensiones. Todos los

objetos que existen en este mundo tienen volumen. Sabemos si podemos pasar o no entre

dos objetos. Con frecuencia podemos saber si una remera nos queda, aun antes de

medirnosla. También manejamos con destreza el volumen de los cuerpos que nos rodean y

los espacios delimitados por paredes. A veces nos equivocamos y el mueble que tanto trabajo

costd subir por la escalera no cabe en el espacio que habiamos previsto. Lo que quiero decir

con todo esto es que el volumen es la magnitud de nuestro mundo. Incluso los seres vivientes

tenemos cuerpos tridimensionales. Pero, ademés, medir es una actividad comun en las

sociedades. Asi que no es extrafio que en muchas ocasiones necesitemos medir el volumen de

un cuerpo. De modo que el concepto de volumen tiene su importancia en nuestra vida

cotidiana y es lo que nos abocaremos a ver de ahora en adelante.

Previo a definir el volumen se pueden realizar algunas preguntas

{Qué es medir? {Como hacemos para medir un segmento? ¢Utilizamos algin instrumento?



¢{COmo son esos instrumentos? {COmo hacemos para medir el drea de una figura geométrica
2D? ¢(En base a qué medimos longitudes y &reas?

Estas preguntas tienen el fin de que los estudiantes determinen que siempre medimos por
comparaciéon con una unidad de medida establecida que se toma como referencia. En
ocasiones, se mide mediante un instrumento graduado con dicha unidad. Por ejemplo, para
medir segmentos utilizamos la regla graduada en cm.

Luego de esto se establece que entonces para medir el volumen de un cuerpo también
debemos establecer una unidad de medida. Entonces se pregunta qué unidades de medida
reconocen en el caso de las longitudes y las &reas. Se espera que reconozcan que una unidad
de medida posible para medir la longitud de un segmento es el centimetro o el metro. Se les
pregunta cémo hacen para determinar una longitud en base a esa unidad de medida y se
espera que reconozcan que medir es determinar cuéntas veces entra la unidad de medida en
el segmento al cual queremos calcular la longitud. Se pueden poner algunos ejemplos
concretos como cuando se compra tela o cinta bebé por metro o centimetros. O cuando se
quiere medir el alto de alguna pared que normalmente se mide en metros.

Por otro lado, en el caso del &rea se puede poner como ejemplo medir el &rea de un terreno
y esperar que mencionen que se suele medir en metros cuadrados. En ese momento, se puede
mencionar que la unidad de medida esté elevada al cuadrado ya que son dos dimensiones las
que se tienen en cuenta para medir y ambas se deben medir con la misma unidad
unidimensional. Posterior a este desarrollo, se les pregunta cudl creen que podria ser una
unidad de medida posible para medir volimenes, si los cuerpos geométricos tienen tres
dimensiones: ancho, largo y alto.

Se institucionaliza la nocién de “medir”, el volumen y se presentan las unidades de medida.
Medir es determinar la longitud, drea o volumen de una cosa por comparacion con una
unidad establecida que se toma como referencia.

El volumen de un cuerpo es la cantidad de espacio que ocupa. Para medirlo hay que
considerar un cuerpo como unidad de medida y calcular cudntas veces entra en el volumen
a medir. Puede ocurrir que la unidad de medida no entre una cantidad de veces entera. Para
medir un volumen se pueden utilizar distintas unidades de medida. Algunas son mas
frecuentes, como el metro cubico, que es el volumen que ocupa un cubo de 1 m de arista y
se escribem3, o el centimetro cudbico, que es el volumen que ocupa un cubo de I cm de arista

y se escribe cm3.



Actividad 7 (Nivel 3 - Conjeturacién)

Si se utilizan 24 cubitos como los de la ilustracién se pueden armar distintos prismas como
estos. Inventa otros dos prismas que se puedan construir usando 24 cubitos y dibujalos. Si se
toma a los cubitos como unidad de medida, {qué volumen tiene cada prisma ilustrado? ¢Y

los que construiste?

s Sia /////. H ////// —
Iagelil igmm )ﬁ

Actividad 8 (Nivel 3 - Conjeturacidn)

El cuerpo no tiene huecos ni salientes que estén ocultos. Averigua su volumen medido en

cubitos.

Actividad 9 (Nivel 3 - Conjeturacién)

{Cuél de estos cuerpos tiene mayor volumen?

Actividad 10 (Nivel 3 - Conjeturacién)
Estos prismas estdn construidos con cubos de 1 ¢m de arista. Calculd el volumen de cada uno

considerando el cubo de 1 ¢m de arista como unidad de medida. Explicd cémo lo hiciste.

Actividad 11 (Nivel 3 - Conjeturacién)
Para llenar una caja en forma de cubo se ubicaron algunos cubitos de 1 ¢m de arista como se

muestra en la figura. ¢Cudl sera el volumen de la caja? ExplicdA cdmo lo calculaste.



Actividad 12 (Nivel 3 - Conjeturacién)
Calculé el volumen de estos prismas, para esto pensd en cuantos cubitos de 1 ¢m de arista

entrarian en ellos.
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Actividad 13 (Nivel 3 - Conjeturacién)

Pensd cémo calcular el volumen del siguiente prisma rectangular.
a) (¢Cuéntos cubos de 1 cm de arista caben en la primera capa?
b) ¢Cuéntas capas hay?

c) ¢Cuél es el volumen del prisma rectangular?

primera capa

Actividad 14 (Nivel 4 - Conjeturacién/Demostracién)

Determind una férmula para calcular el volumen de un prisma de base rectangular.

Argumentd con tus palabras dicha férmula. Sugerencia: Ayudate con un esquema.

Actividad 15 (Nivel 4 - Conjeturacién/Demostracion)

Respondé a las siguientes preguntas:

a) {Qué ocurre con el volumen del prisma de base rectangular si lo dividimos por la
diagonal de la base?

b) ¢Qué figura tiene ahora la base del prisma recortado a la mitad?

¢) ¢Cébmo modificarias la férmula que obtuviste para calcular el volumen de un prisma de
base rectangular para obtener una nueva férmula para obtener el volumen de un prisma

de base triangular?



d) ¢{Cémo se calcula el drea de un tridngulo? Reescribi la férmula obtenida en el item c).

e) {(Coémo calcularias el volumen de un prisma con cualquier base?

Luego de esta tanda de ejercicios que en algunos casos pueden resolverse de forma grupal o
individualmente, e incluso otras pueden ser guiadas por el docente, se espera que obtengan
una férmula general para calcular el volumen de un prisma cualquiera sea su base. Se
institucionaliza este hecho y luego se realiza una argumentacién informal del resultado.

Una estrategia para medir el volumen de los prismas es calcular la cantidad de pisos de
cuadraditos que hay en el cuerpo y multiplicarla por la cantidad de pisos de cuadraditos que
hay en el cuerpo. En general para medir el volumen de un prisma se considera el drea del
poligono de la base y se multiplica por /a altura.

Esta argumentacién informal es guiada por el docente. Para esto se propone ver el siguiente

applet https://www.geogebra.org/3d/gvhdgkzs y utilizar los deslizadores para observar como
las secciones planas siempre son cuadrados del mismo é&rea. Incluso se indica cambiar el
volumen del cubo al agrandarlo desde uno de sus vértices para ver que en otro cubo el area
de las secciones planas también resulta ser siempre el mismo.

Con esto se busca deducir que multiplicar la base por la medida de la altura nos dard como
resultado el volumen del prisma. Se indicard cambiar el prisma por uno con otra base distinta
para que observen que esto se da en cada prisma.

Luego de esto se presenta el siguiente ejercicio.

Actividad 16 (Nivel 3 - Conjeturacién)

Miré el siguiente applet https://www.geogebra.org/m/WtjMb2Z77 donde se muestran un
prisma y una pirdmide base hexagonal y desliza el plano al presionar sobre los puntos. Ahora
respondé a la siguiente situacion: La pirdmide de la imagen es recta de altura h, su base es

cuadrada y su lado mide L. ¢Es correcto calcular su volumen como L? - h?

La idea de la actividad anterior es que los alumnos den cuenta de que en las pirdmides la
situacién cambia, ya que las secciones planas no tienen siempre la misma area. Se espera que
determinen que en este caso no es posible calcular el volumen como é&rea de la base por la

altura.


https://www.geogebra.org/3d/gvhdgkzs
https://www.geogebra.org/m/WtjMb2Z7

Actividad 17 (Nivel 3 - Conjeturacién)

Imagind que tenemos una pila de libros o de cartas o fichas de un juego, si empujamos la
parte superior de la pila para que se incline a un lado, ¢hemos cambiado el volumen? ¢{Ha
cambiado el volumen de cada uno de los libros o cada una de las fichas?

Con esta actividad se espera que los estudiantes determinen que el volumen no cambia, es el
mismo solo que ahora la pila no estad de la misma forma.

A partir de esto se introduce el Principio de Cavalieri:

El principio de Cavalieri dice lo siguiente: “Si dos solidos al ser cortados por planos paralelos
producen siempre secciones de [gual superficie entonces estos cuerpos tienen el mismo
volumen”.

Para observar esto nos valemos del siguiente applet:

httos.//www.geogebra.org/m/fcmpwifve.

Utiliza los cuatro deslizadores que se muestran en pantalla y observa como son las secciones
planas al deslizar el plano. Los deslizadores circulares permiten girar vertical y
horizontalmente las piramides para una mejor visualizacion. {Como son los volimenes de las

pirémides? (Nivel 3 - Conjeturacién)

0

Mueve el vértice de la pirdmide azul

A partir de esto se espera concluir que: Por ejemplo, las dos piramides del applet al tener las
secciones en forma de cuadrados de la misma medida tienen el mismo volumen. El
desplazamiento lateral del vértice superior de la piramide azul no modifica las secciones y
por lo tanto tampoco su volumen.

A partir de esto, la idea es conjeturar la férmula de volumen de una pirdmide de base
cuadrangular para esto se propone observar con material manipulativo o a partir de

GeoGebra (https://www.geogebra.org/m/bfmmdeg6) cdmo se puede dividir un cubo en tres

pirdmides congruentes de base cuadrangular.
Después de ver este applet se propone que determinen cdmo son los volimenes de las tres

pirdmides. Se pretende que a partir de esta manipulacién o visualizaciéon determinen que el


https://www.geogebra.org/m/fcmpwfv9
https://www.geogebra.org/m/bfmmdeq6

volumen de las pirdmides es el mismo debido al principio de Cavalieri. Asimismo, se propone
escribir el volumen del cubo como la suma de los volimenes de las pirdmides. Como los
volumenes son iguales se les pregunta cdmo se puede escribir esa suma.
V(ABCDEFGH) = V(BGFEH) + V(BDEHC) + V(BDEFA) = 3V(BGFEH)
V(Prisma)=3V(Pirdmide)
donde las pirdmides y el cubo tienen igual bases y alturas.
De aqui se deduce que el volumen de la pirdmide es un tercio del volumen del prisma y

A(BASE)-h

entonces su férmula serd V(Pirdmide) = . Se puede hacer un comentario general de

que esta férmula vale para cualquier pirdmide sea cual sea su base més alld de que se haya
probado solo para un caso particular. (Nivel 4 - Conjeturacién/Demostracién)

A continuacién, se les propone realizar un razonamiento similar para obtener la misma
férmula para un prisma triangular. Asimismo, se plantea como interrogante, si existira alguna
forma de probar que esta férmula es vélida para todo tipo de base de una pirdmide.

Actividad 18 (Nivel 4 - Conjeturacién/Demostracién)

Utiliz4 la applet https://www.geogebra.org/m/svca8dzm y realizd un razonamiento similar al
anterior para justificar la férmula del volumen en el caso de la pirdmide de base triangular.
Actividad 19 (Nivel 4)

La gran pirdmide Guiza fue construida alrededor del afio 2570 a.C. en Egipto, por orden del
faradn Keops. Se cree que en su construccidn intervinieron especialistas con muchos
conocimientos geométricos. Esta pirdmide tiene una base cuadrada cuyo lado mide 230 m,
aproximadamente, y su altura mide 146 m aproximadamente. ¢(Cuél es su volumen
aproximado?

Actividad 20 (Nivel 4)

A una pirdamide de base cuadrada, con 30 metros de lado de base y una altura de 16 metros,
se la corté con un plano paralelo a la base a 6 metros de la misma. La cara horizontal superior
es cuadrada y su lado mide 15 metros. Calcula el volumen del cuerpo que quedd. A este tipo

de piramides se les llama truncadas.

5. Conclusiones

Se presentan las conclusiones obtenidas a partir de los resultados del capitulo anterior. Estas

se subdividen en dos apartados. En el primero de ellos se procura responder a los


https://www.geogebra.org/m/svca8dzm

interrogantes planteados y en el segundo delimitar los avances y similitudes respecto de las

investigaciones reportadas en el estado del arte.

5.1. Respuesta a los interrogantes planteados

A continuacién, se responderd a los interrogantes planteados en el apartado 1.1 de la
problematica con base en los resultados que se han explicitado en la parte 4 del proyecto de
investigacion.

Con relacién a ¢Qué tipos de abordajes realizan los libros de texto de educacion secundaria
que circulan en el mercado, sobre el calculo de volimenes de cuerpos geométricos poliedros?,
se obtuvo, como se puede observar en la Tabla 1, que solo con uno de los libros de texto
elegidos, un estudiante podria alcanzar cuatro de los niveles de Van Hiele. Con los libros
restantes un estudiante podria alcanzar uno o ningin nivel. En tal sentido se considera que,
de los libros que circulan en el mercado, la mayoria de ellos no realiza un abordaje en
profundidad del contenido estudiado. Estos resultados posibilitan inferir que, en general, no
se le da valor a la visualizacién de los cuerpos geométricos ni se realizan actividades de
reconocimiento de los elementos de los poliedros, asi como de las relaciones que existen
entre ellos. Tampoco abundan los momentos de exploracién y argumentacion. Estos aspectos
muestran que no se promueve la alfabetizacién cientifica, por el contrario, se promueve la
aplicacién mecanicista de férmulas a las que no se les otorga sentido alguno. Se concluye que
los abordajes de los libros son incompletos e insuficientes para promover habilidades de
conjeturaciéon y demostraciéon sobre el cdlculo de volumenes de cuerpos geométricos
poliedros. Asimismo, se destaca el libro de texto “Hacer Mateméticas” ya que presenta una
secuencia considerable.

Respecto a {Qué otros recursos complementarios, como soportes digitales o manipulativos,
podrian fomentar el desarrollo de estas habilidades?, se obtuvo que las propuestas en linea
denotan mucha maés riqueza pues con ellas los sujetos pueden alcanzar niveles de pensamiento
maés elevados y ponen en juego, para dicho cometido, la visualizacién de recursos digitales y
concretos.

De las propuestas en linea, se destaca la de GeoGebra por la cantidad de recursos que incluye,
y que de forma intencionada permiten acercar a los estudiantes a una conjetura respecto del
volumen de los prismas. También se subraya la versatilidad de algunos de los recursos ya que
varios de ellos han sido adaptados para ser incluidos dentro de la propuesta didactica

disefiada en el apartado 4.3.



Por otra parte, las propuestas de “Khan Academy” y “Susi Profe” introducen el Principio de
Cavalieri, un resultado matematico clave para comprender de dénde provienen las férmulas
de volumen. En estas propuestas, si bien no se realizan demostraciones formales, se busca dar
sentido a lo que se esta estudiando. La importancia de darle un significado a las cosas no esté
en recordarlo para siempre, porque seguramente haya cuestiones que se vayan olvidando;
estd en tener las herramientas para poder volver sobre aquello que se sabe, y esas
herramientas son las que sirven en otros &mbitos de la vida, més alld del &rea de la
Matemaética.

Por dltimo, el video del canal Acervo, brinda preguntas claves para el desarrollo del
contenido que pueden servir de guia para la planificacién de la ensefianza del contenido.

El tercer interrogante ‘Qué propuestas innovadoras podrian promover las habilidades de
conjeturacion y demostracion para el cdlculo de volimenes de cuerpos geométricos poliedros
en estudiantes del ciclo basico de la educacion secundaria’?, fue planteado con el fin de idear
una propuesta superadora que promueva /a adquisicion de habilidades de orden superior,
como lo son las de conjeturacion y demostracion, en torno al cdlculo de volimenes de
cuerpos geométricos poliedros. Con esta propuesta se buscé alcanzar la mayor cantidad de
niveles de pensamiento geométrico, pero también darle a cada nivel la importancia que
merece. La innovacién de esta propuesta en si misma radica en la calidad de recursos
implementados a lo largo de la secuencia didactica que, guiados intencionalmente, permiten
realizar visualizaciones constantes de las situaciones que se presentan y, de esta forma, los
sujetos pueden avanzar por los niveles de Van Hiele hacia capacidades superiores.

Muchas de las actividades que se tomaron de estas propuestas han sido ubicadas en la nueva
propuesta en diferentes momentos respecto de las primeras. La actividad 1 de la planificacién
resulta de una adaptacién de una de las actividades de la propuesta de GeoGebra, ya que en
la original, a partir de la observacién de cuerpos geométricos se pedia completar con niimero
de caras, vértices y aristas, lo cual resulta un tanto apresurado para que un estudiante logre
un nivel 1. A raiz de esto, se tomd la idea de la observacién de cuerpos geométricos, en
principio del entorno y luego a partir de imégenes, para empezar a reconocer algunos de
ellos por sus nombres. Esto tiene como fin recuperar algunos saberes previos e ir
introduciendo al alumnado al mundo de los cuerpos geométricos y en especifico de los
poliedros.

La actividad 2 no forma parte de ninguna de las propuestas analizadas, sino que tiene que

ver con algunos de los aspectos innovadores de la propuesta. Esta actividad tiene el objetivo



de que los estudiantes a partir de manipular diferentes objetos geométricos puedan
clasificarlos y discutir con sus compaferos acerca de dicha clasificacién.

Las actividades 3 a 6 tienen el objetivo de establecer algunas propiedades de los cuerpos
geométricos y relaciones entre los elementos de estos. Las 5 y 6 forman parte del libro “Hacer
Matemaéticas” y en estos libros estdn orientadas con el mismo propésito. La actividad 3 se
armo a partir de un applet de la propuesta de GeoGebra aunque la pregunta que se incluye
al final no forma parte de la original y tiene el propdsito de que los estudiantes establezcan
ciertas relaciones entre el nimero de caras de los poliedros y el nimero de lados de las bases.
Las preguntas que se realizan previo a definir volumen: ¢Qué es medir? (Como hacemos para
medir un segmento? (Utilizamos algdn instrumento? {Como son esos instrumentos? (Como
hacemos para medir el drea de una figura geométrica 2D? ¢En base a qué medimos longitudes
y dreas?, se idearon a partir de uno de los videos de la primera propuesta de Khan Academy.
Aunque, en este caso, al no estar presentadas en un video son los estudiantes quienes deben
responderlas. En este sentido, se considera que los estudiantes realizan una mayor
profundizacién al respecto ya que surgen en el proceso de responderlas, ciertas nociones
errébneas que merecen atencién en este momento de la planificacién. Ademas, se considera a
esta tarea como una de tipo exploratorias-investigativas, las cuales, segiin Sanches y Beline
(2013; citado en Limas y Jiménez, 2017), generalmente son abiertas, poco estructuradas y
permiten al alumno explorar, elaborar sus propias preguntas y conjeturas, asi como buscar la
argumentacién para la justificacidn y validacién de estas.

Las actividades 7 a 12 estdn orientadas con el mismo propésito que en los libros de texto de
los cuales fueron extraidas, solo que se considera més cantidad y mas variacién respecto de
los datos que se tienen y de lo que hay que hacer. En este sentido la propuesta es superadora,
pues en los libros de texto, a partir de 2 o 3 actividades ya se presenta la férmula del volumen,
como si fuese suficiente con ellas poder conjeturar una férmula para el célculo del volumen
de prismas. La propuesta disefiada tiene més actividades y mayor diversidad, lo cual le da a
los estudiantes un tiempo considerable para conjeturar en el camino la férmula para calcular
el volumen. Ademads, en algunas de estas actividades se agrega con respecto a las originales
una consigna que consiste en que los alumnos expliquen cémo procedieron para calcular
algunos volimenes. Esta estrategia que utilizan y que ponen en palabras, los ayudaré a ver
con mas claridad cdmo es que proceden generalmente y de esta forma obtener una conjetura.
Las actividades 13 y 14 son parte de la innovacion de este proyecto, buscan que los estudiantes

determinen una férmula y realicen una argumentacién informal con sus propias palabras. La



actividad 15 estd ideada a partir del video del canal Acervo aunque se agregan algunas
preguntas nuevas que tienen el propdsito de que los alumnos determinen una férmula general
para calcular el volumen de prismas. Todas estas actividades tienen el propésito de que los
estudiantes alcancen un nivel 3.

La actividad 16 también esta adecuada respecto de la original que corresponde al libro “Hacer
Mateméticas™ ya que previo a la situacién se presenta una applet de GeoGebra que tiene el
fin de que los estudiantes observen que las secciones planas de las pirdmides cambian de &rea
a medida que el plano que la corta se acerca al apice.

La actividad 17 es parte de la propuesta 2 de Khan Academy aunque el applet de GeoGebra
que se utiliza luego es parte de la innovacién del proyecto y tienen el propdsito de que los
estudiantes determinen que los volimenes de las pirdmides que se muestran son iguales. El
desarrollo que le sigue a esta actividad y la actividad 18 tienen el propésito de que los
estudiantes alcancen un nivel 4 a partir de la utilizacién de todas las herramientas y
conocimientos adquiridos anteriormente. Esto ultimo también forma parte de la innovacién
de la propuesta.

En general, se puede decir que la propuesta resulta innovadora gracias a la implementacién
de diferentes applets de GeoGebra y materiales manipulativos y de las consignas que se
crearon en torno a ellos para poder avanzar sobre los Niveles de Pensamiento Geométrico
de Van Hiele.

Respecto a este interrogante, queda pendiente como un aspecto que amerita profundizar,
proponer vias para que un estudiante pueda alcanzar un nivel 5 de pensamiento geométrico
de Van Hiele a través de una propuesta didactica.

Por ultimo y respecto al primer interrogante, /Como fomentar las habilidades de
conjeturacion y demostracion para el cdlculo de volimenes de cuerpos geométricos poliedros
en estudiantes del ciclo bésico de la educacion secundaria?, se considera debido a lo concluido
anteriormente, que son de gran importancia los momentos en que los estudiantes exploran
por si solos o en conjunto con sus compafieros, ciertas situaciones a partir de la manipulacién
o visualizacién de materiales concretos o recursos digitales. En este caso se consideraron
fundamentales los cuerpos geométricos de madera/pléstico para realizar una clasificacién de
los poliedros; el applet de la actividad 3 para que los estudiantes reconozcan propiedades de
los poliedros; los applets de GeoGebra que procuran ayudar a los estudiantes en la
construccién de una demostracién o de una conjetura sobre la férmula de prismas y pirdmides

y los applets que permiten visualizar el principio de Cavalieri para una mejor comprensién



del mismo vy, de esta forma, los estudiantes lo puedan utilizar en las demostraciones antes
mencionadas. La importancia no estd en la utilizacién del material concreto o el recurso
tecnolégico, sino con respecto a en qué contexto se lo utiliza. Por si solos no componen una
via de aprendizaje, las situaciones o actividades en las que se los enmarca son fundamentales

para potenciar el beneficio que trae la manipulacién/visualizacién de ellos.

5.2. Vinculaciones con otras investigaciones

En este apartado se establecen vinculaciones entre los resultados obtenidos en la parte 4 y las
investigaciones reportadas en el Estado del Arte. Estas procuran develar en qué sentido se ha
avanzado, qué similitudes se pueden establecer entre este proyecto y aquellos recuperados
en un primer momento o en otro caso, determinar en qué no se avanzé.

Respecto de la primera investigacion reportada, Advincula (2018) propone resolver
problemas que involucren la realizacién de figuras geométricas a través de GeoGebra. Desde
esta investigacion se afirma que GeoGebra ayuda a los participantes a explorar y descubrir
propiedades geométricas, asi como elaborar y verificar conjeturas, lo cual contribuye con el
desarrollo de otros procesos como la demostracidn y la argumentacién. En este sentido, se
develan similitudes respecto al presente proyecto, ya que como se establecié en el apartado
anterior, los applets involucrados en la propuesta innovadora y en la propuesta de GeoGebra
analizada en 4.2, podrian permitir que los estudiantes exploren y elaboren conjeturas en
torno a la férmula para el calculo de volimenes de poliedros y pirdmides, y a partir de esto
realizar algin tipo de demostracién con un rigor adecuado a un primer afio del nivel
secundario. Ademés, se puede decir que se avanza, en el sentido de que, asi como GeoGebra
puede ser de utilidad para trabajar propiedades de figuras geométricas, aqui se establece que
también es de utilidad para conjeturar y demostrar las férmulas para el célculo de volimenes
de los cuerpos geométricos poliedros.

En cuanto al trabajo de Villarroel y Sgreccia (2012), de los recursos didacticos concretos que
nombran solo se utilizan en la propuesta innovadora los modelos fijos 3D, aunque alli se
tienen en consideracién aquellos en los que se pueden observar las capas de los poliedros. En
cambio, en el presente proyecto los cuerpos geométricos que se presentan estan hechos de
madera, cartulina o plastico, pero no se pueden vislumbrar capas ni se necesita para la
actividad en la que se implementan. Sin embargo, estos que proponen las autoras se podrian

haber utilizado en la propuesta innovadora, en las actividades de conjeturacién de las



féormulas o incluso habrian sido de utilidad en el trabajo realizado sobre el Principio de
Cavalieri. Por otro lado, se considera que se avanza en la utilizacién de otros materiales
didacticos no concretos como los son los Softwares de Geometria Dindmica; por ejemplo, el
implementado en la propuesta, GeoGebra. Ademads, estas autoras concluyen que estos
materiales beneficiardn el desarrollo de habilidades geométricas dependiendo de las
intenciones didacticas con que se utilicen. En este sentido, se puede decir que los recursos
implementados ya sea materiales concretos o GeoGebra, no aportarian demasiado sin estar
enmarcados en una propuesta pensada como la que se diseid.

Respecto al trabajo de Alvarez et al (2014), estos mencionan que el proceso de conjeturar
puede estructurarse a partir de actividades de visualizar; identificar patrones, relaciones,
regularidades, propiedades, etc.; formular, verificar y generalizar conjeturas. En el caso del
presente trabajo, la visualizacién es fundamental en el desarrollo de la propuesta innovadora,
asimismo a partir de una variedad de actividades se prevé que los estudiantes identifiquen
regularidades para determinar férmulas para el cdlculo de volimenes de cuerpos poliedros.
En este sentido se estructura el proceso de conjeturacién de la misma forma en que lo
proponen estos autores.

Con relacién al esquema operativo que presenta Saenz Castro (2001) para que un estudiante
de matemaéticas aprenda el razonamiento plausible y el demostrativo, hay etapas que desde
la propuesta innovadora no se consideraron. Por ejemplo, no se tuvo en consideracién la
etapa de critica a la conjetura, aunque si se puso en tela de juicio una situacién en la que se
propone calcular el volumen de una pirdmide de cierta forma errénea. Tampoco se realizd
una critica a la demostracién realizada en esta misma parte. Se podria haber considerado de
forma tal de intentar a partir de esta critica, avanzar respecto del rigor que se le otorgd a la
prueba.

Por dltimo, en la investigaciéon de Abrate et al (2006) se establecen ciertas variables para
analizar los libros de texto de Geometria. Esto difiere demasiado del anélisis que se realiza en
el presente trabajo, ya que no se establecen variables, sino que se describen los libros y luego
se establecen vinculaciones con los Niveles de Van Hiele. En este sentido no se pueden
establecer grandes similitudes. La Unica variable que podria tener un punto de contacto es
“habilidades que tienden a desarrollar”. Al respecto se concluye que no existen actividades
dentro de esos libros que promuevan habilidades de conjeturacién y demostracién. En el caso
de los libros que se han analizado en este trabajo, se puede decir que solo uno de ellos

promueve dichas habilidades.



5.3. Aportes innovadores y posibles lineas de trabajo que se desprenden

El presente trabajo resulta innovador por diferentes cuestiones. El motivo principal radica en
que se ofrece una propuesta que intenta ser superadora respecto de las que se analizan en la
parte 4 de este trabajo. Incluso para dicha propuesta se delimita en cada una de las actividades
cuéles de ellas son tomadas e implementadas tal cual de las propuestas analizadas y cuéles
son modificadas o se constituyen como nuevas. Esta propuesta recorre los diferentes niveles
de Van Hiele, exceptuando el dltimo, con el fin de que los estudiantes desarrollen habilidades
de conjeturacién y demostracion. En este sentido, este proyecto propone repensar las formas
de enseflanza de las férmulas para el calculo de volimenes de cuerpos poliedros, que
generalmente por lo que se constatd en la problemética, son impuestas. Ademas, la geometria
constituye uno de los mejores dmbitos para desarrollar habilidades de conjeturacién y
demostraciéon debido a la visualizacidn de los objetos geométricos. En particular, la propuesta
disefiada propone utilizar a lo largo de la ensefianza de este contenido, el software de
geometria dindmica GeoGebra. Si bien muchas actividades de otras propuestas utilizan dicho
software, en este caso se lo utiliza como medio para la conjeturacién de ciertas propiedades
lo cual denota innovacién pues no se reduce a implementar recursos sino al sentido que se le
da a esa implementacion.

Por otro lado, se desprenden algunas posibles lineas de trabajo. Esta investigacion se enfocd
desde la perspectiva de la ensefianza de los cuerpos geométricos poliedros y si bien se
determina qué niveles puede alcanzar un estudiante con las propuestas presentadas y con la
propuesta disefiada, se dio mayor interés al desarrollo de una propuesta de ensefianza que
resulte innovadora abarcando la mayor cantidad de niveles. Es por esto que resulta de interés
llevar al campo dicha propuesta delimitando posibles adaptaciones segin el grupo de
estudiantes, con el fin de establecer comparaciones con lo obtenido en la presente
investigacion vy, de esta forma, establecer posibles mejoras y delimitar qué niveles de Van
Hiele pueden alcanzar realmente dicho grupo de estudiantes.

Asimismo, otra linea de trabajo que se desprende tiene que ver con disefiar una propuesta
con la que un alumno pueda alcanzar un nivel 5 de Pensamiento Geométrico de Van Hiele,
sin dejar de considerar el nivel educativo en el que se enmarca.

Por otro lado, el presente trabajo solo se abocd al estudio de los cuerpos geométricos
poliedros, pero el proceso en el que se llevd a cabo esta investigacion dio indicios de que la
situacion es bastante similar en el caso de los cuerpos geométricos redondos. En este sentido

se podria pensar en una investigacion similar para este tipo de cuerpos.



5.4. A modo de cierre
A modo de cierre, se considera que, desde las instituciones de Educacién Superior, como lo
es la Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura desde la cual se impulsé este
proyecto:
La primera obligacién es formar profesionales con conciencia social. La universidad puede
llegar a preparar profesionales excelentes desde el punto de vista técnico, pero que
carezcan por completo de conciencia de sus obligaciones para con la sociedad donde viven
y de la que viven (Frondizi, 2005; citado en Cecchi et al, 2013, p.166).
En este sentido, merece atencién esclarecer y precisar los aportes que el presente trabajo
realiza a la sociedad. Por un lado, se da a conocer una alternativa de ensefianza para abordar
lo relativo a férmulas para el calculo de volimenes de poliedros. Esta busca potenciar el
aprendizaje de los estudiantes repensando modos de ensefianza y analizando criticamente el
material que tienen disponibles los docentes y del cual se pueden valer para planificar sus
clases. Esta propuesta se aleja de las practicas de ensefianza tradicionales en las que estas
férmulas son simplemente impuestas, y propende que los estudiantes construyan los
conocimientos y desarrollen habilidades de conjeturacién y demostracién, dandole un
sentido a las férmulas para el célculo de volimenes de poliedros. Asimismo, el motivo de
buscar desarrollar dichas habilidades tiene que ver con un compromiso de formar estudiantes
criticos, auténomos y creativos, dotados de habilidades que les permitan relacionarse con los
conocimientos y la realidad de forma independiente y significativa.
Ademaés, se le da importancia en la propuesta a la utilizacién contextualizada de materiales
concretos y recursos tecnoldgicos. Se busca implementarlos de forma situada, en el marco de
actividades o situaciones de la clase que beneficien el proceso de aprendizaje, asi como el de
ensefianza.
Este trabajo resulta innovador porque realiza un aporte que promueve no solo
transformaciones educativas, sino también la formacién cientifico-tecnolégica de las personas,
la generacién de conocimientos que despierten la vocacién cientifica y el crecimiento personal
y profesional. En este sentido, se considera a la Matematica como neurdlgica y se busca
aportar desde ese lugar a los campos de conocimiento que la requieren, incluso més allad de
los tecnoldgicos.
Por Gltimo y no menos importante, el trabajo ofrece un anélisis de propuestas de libros de

texto y portales educativos en el que los docentes se podrian basar para determinar qué



bibliografia ser4 de més utilidad y, de esta forma, crear sus propias propuestas de ensefianza
adecuadas al grupo de estudiantes que se les presente.

Para finalizar, la realizacidn de este proyecto surge de un largo camino transitado en la carrera
Profesorado en Matemaética, en el que se han ido configurando diferentes problemaéticas a
partir del trayecto de la Practica Profesional Docente. En particular, este proyecto se
compromete e intenta dar respuesta a una cuestién social emergente en el Gltimo tramo del
nivel obligatorio de educacién en Argentina, como lo es el desarrollo de habilidades de orden
superior. La problemética sobre la que se busca dar alternativas de trabajo atafie a los
formadores de formadores, en tanto encargados de formar docentes preparados para
desarrollar en sus estudiantes cualidades como el razonamiento matematico, la creatividad,
la autonomia en el aprendizaje y el criterio de decisién. En tal sentido, este proyecto se
compromete con la sociedad avanzando en alternativas de trabajo, asi como también,

plantea nuevos interrogantes y aristas que pueden ser material de préximos estudios.
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