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Por otra parte la razén

‘ _ M(ab)  M(La)
T M(a,c)  M(1,/1—a?)

también es funcion de x, la que al crecer x de 0 a 1 crece de 0
a 4. Por eso z es una funcién determinada de la variable auxi-
liar positiva ¢ y podemos considerar

]/M :a,b) ]/M (l;,b) : VM (ca,-b)

como funciones positivas de ¢; pongamos

Vitm=r0 Virem =20 Vs =@

De pronto podemos sefialar algunas propiedades de ellas.
. Primero

q(O)t+r(t)t=p(t)* (1)
lo que sigue inmediatamente de la relacién
b2} c2=a?.

Siendo ahora @, b;, ¢, los términos del algoritmo que si-
guen a a, b, ¢ tenemos del mismo modo

G e S
Vs = Vs =1 Vireegy=r®
con

i M(a,,b,)
£33 M(ay,cq) ;

Pero como M(a,,b,)=M(a,b) y M(ay, c;)= % M(a,c) (ver

§ 8 de la Primera parte) sera
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2.-Para indagar la naturaleza de las funciones p(t), q(t) y
r(t) pongamos

ST

la formula (5) del § 6 de la II parte se escribe

n M{1,V1—22) 4 a 1 a
— =l —Jog— —log— — — log——
2~ M(L2) S8 B g e B g,
La serie
a il a il a
log — 4-——log —+ 4 = logsciei ot
g a1+2 8 a2+4 8 a3+

representa una funcién analitica regular en el dominio que re-
sulta cortando el plano de la variable z a lo largo del eje real
desde 1 a +o y desde —1 a —oo; ella se desarrolla luego segtin
una serie de potencias de z regular para |z|<1 y sin término
constante, siendo evidentemente =0 por a=b, x=1, z=0. Re-
cordando ademd4s una observacién que hicimos en el § 6 de la
IT parte, segin la cual

4

T[MAI—A)  MOVT—A ], 4
2 [ M(]_’z) M(l,—Z) ]_lob 7S lOg _z)

se ve que dicha serie puede contener solamente potencias pares
>0 de z; siendo por otra parte

M(1,71—2%)

LG T e

la f6rmula precedente toma luego la forma
2
——%t:log 4——]—22 p(22)
de donde

2 2
e*“‘:—i%ezz‘P(zz):lz—G (I+ay22+agzt+...).
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B teae pitesr 2 3
M(a,b,_Q(q)~1 29 +dyq2+dsg®+. ..

|/M%b—)=3(q) =2q% (1+-e,9+e592+...)

y estos desarrollos seran por cierto convergentes para valores bas-
tante pequeiios de g, o, lo que es lo mismo, para valores de ¢
bastante grandes. De tal manera vemos que valen para valores
bastante grandes de ¢ los desarrollos

p(t) =1+42q+coq® +csq® - ...

q(t)=1—2q+dyq®+dyq®+. ..

r(t)=2q"4 (1+e,q+eq2+...)
siendo

M(1z)

= t:———_—__‘—_
L s M(1V1—a?)

Ahora las férmulas (3) y (4) pueden escribirse asi
P(q)* + Q(9)* =2P(¢%)*
P(q) Q(9) =0Q(¢%)*

y como los segundos miembros no cambian al cambiar q en —q
es preciso que

(11)

P(—q)=0(q)

por cuanto la otra posibilidad P(—gq)=P(q), llevaria a la iden-
tidad imposible

1——2q+c2q2—c3q3—|—.'. .=1+42q9 +c3q2+c3q3 ...
Como de (3) y (4) se obtuvieron (6) y (7), se obtiene de

(P(q) +P(—q))*=2(P(¢°)* + P(—¢*)?)
(P(q) —P(— 9))*=2(P(¢*)* — P(—¢*)?)

(11)
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y es facil ver que los coeficientes desconocidos c,, ¢35, ¢4, ... s
hallaran por comparacién uno fras otro. El célculo, un poco
laborioso conduce al desarrollo de sorprendente belleza

Plg)=1+2q9+2¢*+2¢°+... ;

pero queda por mosirar que la ley tan inesperada no se desmiente
nunca. Basta mostrar que las series

P(q) =142 +2¢*+2q° 4. ..==q"

Nn=—wn

Q(q):1—2q+2q4—2q9+...:2(—1)”(1"1

N=—0o0

satisfacen las relaciones (11). Tenemos
P(g)?+Q(9)?== (L + (—1)m) o™ =2.5g ™"

donde la sumatoria se extiende a todos los enteros m, n, positivos
negativos y cero de la misma paridad. Pero todos los pares de
tales enteros resultan deé las férmulas

m=z+{y, n=x—Yy

haciendo tomar a z e y todos los valores enteros. Por ser
m?2 | n2=2x2 | 2y2
resulta '
7 qu2+n2:2q 2z2+2y2: (2q2z2)2 = p(q2>2

y luego
P(g)*+Q(9)?=2P(¢*)?

Por otra parte

@) Qo) =Z(~ g™ =g Sl Dm+ (-1l
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en la udltima suma son nulos todos los términos donde m,n
tienen paridad diferente; queda luego

P(q) Q(q) ==(— 1)mqm2+"2; m=n (mod 2).

Por la misma consideracién anterior esta suma se escribe

F(=1mg T =B (= 1o g = (F(—1)rq” ) = Q(g?)?
Yy por tanto
P(q) Q(9) =0Q(¢*)*
De la férmula (9) resulta
2r(4t) =4q +4q° +4q% 4. ..
de modo que
r(t)=R(q) =2q1* + 2q%4+2q?5/4 4. ..
Teniendo en cuenta la definicién de g se sigue que, para

valores de x positivos, menore sque la unidad y bastante pré-
ximos a ella valen los desarrollos

8

p(t) — M(l x): 1 +. Ze—ﬁt + 23 —4ml + 23 -9t + s
q(t):VM_(V?_):]__ze—ﬂt+2e—4ﬂt_2e_9nt+... (12)
T
] al __ont 257t

Recordamos ahora que, como se establecié en la segunda
parte, las funciones

1 z V1—a?
M(1z) M(1x) M(1Lx)




e AT

son analiticas, regulares y no nulas en el dominio R’ constituido
por el plano cortado segun las dos semirectas reales (O —®),
(1, oo), se sigue que lo mismo ocurre también en el mismo do-
minio para las funciones

b Ve J1—z2
M) VM) VML)

con la convencién de tomar las raices con parte real positvia.
Por otra parte el punto

. M)
- M(l—z142)

esta en el dominio D para todos los valores de x excluyendo
=0, —1, 1 y la parte real de ¢ serd mayor que un nimero
positivo fijo en tanto que 2 no se aproxime demasiado a 0, —1, 1
o tenga médulo demasiado grande. Por ser las series de los
segundos miembros de (12) funciones analiticas regulares de ¢
en tanto que Rt>0 se sigue, por prolongacién analitica, que
esas (12) conservan validez en todo el dominio R'.
De las igualdades (12) resulta que

p()? _
q(t)?

(13)
para

M(1,xz)

i (BT Ay

(z7-0, 1, —1).

Pronto veremos (§ 5) que es ésta la tnica raiz de la ecua-
ci6n (18) en el dominio D; pero que existen fuera de ese do-
minio infinitas otras que aprenderemos a determinar.

8.-Es necesario para eso indagar algunas propiedades de
las funciones p(¢), q(¢), r(t) definidas para todos los valores de ¢
con parte real positiva. Primero, ellas no se anulan para ningan
valor de ¢ Supongamos en efecto por absurdo que fuera
p(t)=0 o q(v)=0. De la formula (4) resultaria
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q(27) =p(7) 9(v) =0
y luego
g(dr) =0,:q(8x)=0, ..., q(2v)=u
Pero evidentemente

lim g(2n7) /=0
n—» o

lo que contradice q(27t) =0. Segundo, si fuera r(t) =0 seguiria
de (10) r(2t) =0 por no ser p(2t) =0 y generalmente r(2°t) =0
para todos los valores de n. Pero se ve facilmente de la expre-
si6on misma de r(t) que por cierto r(27t) no se anula para n bas-
tante grande. ,

Al crecer t de 0 a + oo la funcién p(t) decrece de + a 1,
porque todos los términos de p(t) en (12), salvo el primero, de-
crecen de 2 a 0; se sigue

ﬁp_d(tt—)<0 para 0=t =<oo.

Por (4) también q(t) resulta siempre positivo; derivando
(4) se tiene ademés

a) PO 1. p) ) —ag(20) g (21

de donde sigue, teniendo en cuenta las observaciones precedentes,
que si para cierto valor de ¢ fuera ¢’(t) <0, seria aun ¢'(2t) <O0;
luego q’(4t) <0, g’(2nt) <0. Por otra parte, efectuando la deri-
vacién en la segunda igualdad (12) se ve en seguida que, para t
bastante grande, ¢'(t)>0.

Se sigue que para n bastante grande no puede ser q’(27t) <0
y por tanto sera ¢'(t)>0 para cualquier {, 0 <t<< ®, es decir
q(t) es creciente para ¢ positivo; por otra parte de (12) resulta
en seguida ‘ . :

m “q(t)=1;
t— o
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luego, para cada ¢ positivo
' q(t) <1;
finalmente, por (4)

_g(ae L

W= =

luego g(0) =0, es decir, g(t) crece desde O a 1 al crecer ¢
desde 0 a + .

Otra propiedad importantisima resulta de las férmulas (1).
Cambiando en ellas b y ¢ y teniendo en cuenta que

M(ac) 1

M)

tendremos

1 7 1 B, v A
I/M('Z;cfp (7)’ Mae) 1 ('T)’ 1M—(a,c):"(7)

y como por otra parte

: b
Vatar=r® Viam=2® Vatzmr="

se deduce

p(3) =V, o(3) =Jfry. r (D) =]ra0 ()

para valores positivos de ¢. Pero, como ambos miembros son
funciones analiticas regulares de ¢ cuando R(f) >0, valdrin las
formulas (14) para todos los valores complejos de ¢ con parte
real positiva; hay que advertir que la raiz tendrd siempre parte
real positiva.

Por fin, de la definicién misma resultan las férmulas

L d
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P+ =q(), qt+i)=p(), rt+i)=e" 4r(t)  (15)
de donde sigue para n entero cualquiera
p(t+2in) =p(t), q(t+2in) =q(t), r(t+2in) = (—i)rr(t). (16)
4.-Sea D’ el dominio entre las rectas
I()=—1, I(t)=1

y a la derecha de dos semicirculos

=3
2

Digo que en todo punto ¢ interior al dominio D’ vale la
desigualdad

q(t)? 5
R p(t)2>0' (17)

O 3
3
\\/ n 4\\\§
[ 3
/ 2
P
’ i 14 : .
Trazando de los puntos 5-1 y — 51 las paralelas al eje

real, el dominio D’ estard dividido en cuatro partes 1, 2, 3, 4 y
basta demostrar la desigualdad (17) para los puntos pertenecien-
tes a las partes 1 y 2. En efecto, si ¢ se halla en la parte 4 el
punto # =t i estard en la parte 1 y si ¢ se halla en la parte
3 el punto #’=1t—1 estard en la parte 2. En ambos casos, a causa
de las férmulas (15) tenemos
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e) Llamando ¢ al radio del semicirculo ocd, tenemos sobre
éste :

Jwesl z
‘ —t~£—(1——lu)

con u real. Luego para e bastante pequefio sera r (Lt) muy pe-

quefio mientras que p(—lt—) sera casi igual a 1. Por tanto la par-
te real de

Taxn®

r(3)

A(H) = Yoot NYO10

g D]

sera numéricamente pequeiia como se quiera. Ahora digo que
la parte real de A(t) no puede ser negativa para ningun valor
de t. Como p(t) no se anula, la parte real de

q(1)?
p(6)?

Al =

serd una funcién armoénica regular dentro del contorno dgfecd y
alcanza su valor minimo s6lo en puntos del contorno. Como, sal-
vo sobre el arco cd, todos los valores de A(f) son positivos o
nulos y sobre el arco ¢d quedan mayores que un nitmero negativo
numéricamente pequefio como se quiera, no puede ser RA(f) ne-
gativa. Se sigue que también sobre cd la parte real de A(f)-es
posiliva o nula y luego sera positiva en cualquier punto interior -
a la regién 1, y la desigualdad (17) queda asi demostrada.

Si el punto ¢ estid en el dominio D mencionado en el parra-
fo 2 fuera de los arcos oab, bed, es facil ver que 2t o 2t —2mi
con m entero convenientemente escogido estard en el dominio
D’ fuera del arco oeh, de lo que resulta que en tal caso las
partes reales de los cocientes

q(2t)2  q(48)?  q(8t)?
p(2t)®’ p{4n)?’ p(sHr’ T’

seran todas positivas.
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lim p(2rt) =lim q(2t) =1 (n— )
se sigue
M(p(t)*, q(1)%)=1 . (18)
y luego, observando que

1 | warnil 1
p=1p(3) rO=7-a(5).

M(p(0®, r(0)%) =+ (19)
Sea ahora ¢ una raiz de' la ecuacién

q()2
P

en el dominio D; vamos a demostrar que ella estd univocamente
determinada por el nimero x; pongamos para eso

sera

Y, por (18), (19)
M(l,x):p., M(l’ I/]__xz):_};‘_

M(1,x) M(1,x)

= M1, V1—a?) M(1—a,1ltx)

Anélogamente se razona para valores negativos de z o positivos
>1, pero dejamos al lector la demostracion que no presenta
ninguna dificultad.



— 146 —

6.- Para terminar la teoria de las medias: aritméticas-geo-
métricas es preciso ahora aclarar de qué manera se hallan todas
las raices de la ecuacién

q(t)? g
p(t)?

Podriamos obtenerlas estudiando la prolongacién analitica
de la media M(1,x) a través de los cortes, lo que a la verdad
seria muy natural; pero preferimos otro método més aritmé-
tico que va a conducir al resultado quizds mas rapidamente.
Empecemos con algunas observaciones sobre las fracciones con-
tinuas. Sean A y A, dos enteros respectivamente impar y par.
Podemos dividir A por A, de tal modo que el cociente sea
par y el resto positivo o negativo numéricamente menor que A;.
Asi sera :

A=2q,A,+A,; A, impar, |4,|<|A,]|.

Luego de la misma manera hallaremos ntmeros enteros g,
y Ag tales que

A;=2q,A;+ A;; Aj par, |A;]<|4,]

y continuando como en el ordinario procedimiento de Euclides
tendremos las igualdades

A2n—-2 =2q9n1 A2n—1 + Agp, A on—1=2qsn A

donde A, A,, A,, ... son ntmeros impares y A;, A;, A, ...
pares. Por ser

1A 1>]As|> |Ag|> 144> - ...

el procedimiento se terminara llegando a un resto A,, que divide
al resto precedente A,, ;.

Al mismo tiempo el cociente A : A; serd desarrollado en
fraccién continua '
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.25 cJiglie | 1 1
Ay AL 2¢5+1 """ 12gan—s+ 129,

Sean
P, Py Py
Uy Qs Qg

las fracciones reducidas de modo que

P,=2q,, Py=2q, P, +1, P3=2q3P;+ Py, ...
Q:=1, Q3=2¢,0;, Q3=2¢50;+ 0y, .- .;

P,, P, P, ... serdn pares, Py, P,, Pg, ... impares, y ademés
| P,=1, P,=1, Ps=1, ... (mod 4) ;
lo mismo Qy, Qs, Qj, ... seran impér»es, Qy, Oy Qg ... pares y
Q,=2q,, 0,=2q,+ 2q,, ... (mod 4)
y en general
Qs5=2q,+2q,+...+2qy (mod 4)
Puesto que A y A son primos entre si, tenemos
iA1—an ZQ2+2Q4+ -+ 2gsn (mod 4);
en el caso de que A;=0 (mod4), se sigue
gs+qu+.--+q2=0 (mod 2).
7.-Sean ahora ty v dos ntmeros complejos tales >que

_ ovtB

et

con o, B, Y,  enteros y

a=>=1 (mod 4), y=0 (mod 4), =0 (mod 2).
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Aplicando a la razén o : y el desarrollo en fraccién continua
como hemos indicado en el n. anterior, de manera que

it So, o 1l , l 1 | L
T i 295+ 2¢on—111299n

resulta
=Py, Y=0s,
y. siendo, como se sabe
Py, Qopng— Qg Poyy =1,
sera
B=2ma—+P,,_;, 5=2mYy-+0Q,,_;, m entero

S Py, (t+2m)+Pypy g
QQIL(T+2m>+QZn—1 ;

se sigue que v coincide con la fraccién que se obtiene agregando

2

f v . o 7 3 .
al desarrollo en fraccién continua de = un Gltimo cociente

I

1 I 1-
2q2n—1+ 2q2n+

+2m

1
29+

T=2q;+

En otras palabras, se llegard de v a t© por medio de la
sucesién de substituciones

1 1 1
t'=2q; -|—T, 1:1:2q2—|——1—,..., T2n_1:2q2n—[—r—-—, Ty =1+ 2m.
1 2 2n

Supongamos ahora que T y v sean imaginarios (enteros)
y pongamos

ok T P SRR, TR L TR t:it;'
resulta
at—iB

iYt-+-o
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De (17) y (18) resulta

q(t)? _ q(®)?
p(t)® p(t)?

y ello significa que de una raiz ¢ de la ecuacién

q(t)® _
1763 LAREE

resultan infinitas otras ¢ al poner

. at—ip
RS

donde o, B, vy, ® son enteros sujetos a las condiciones mencio-
nadas.

En el péarrafo siguiente vamos a demostrar que no hay otras
raices.

8. - Conviene volver a las variables 7, poniendo
t=it, t=ir.

Entonces serin t y v némeros complejos con parte imagina-
ria positiva y -

,_ octB
T Y

Diremos que " resulta de t© por medio de la sustitucién lineal
representada por la matriz

7]

_ (¢ B
g (Y 6) i
Si t resulta de v por medio de la sustitucién lineal

Y=
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resultard " de t por la sustitucion lineal 1 : i

o (9B . eBIPD
ok (Y’a—{—B’Y Y390 )

y las sustituciones lineales que consideramos forman un grupo
que llamaremos G.

A dos ntimeros complejos o puntos ligados por una sustitu-
cion del grupo G los llamaremos equivalentes respecto G. De-
signando por t, el nimero conjugado de v, al nimero positivo

0
H(7) = %%

lo llamaremos. altura de 7. Se calcula facilmente

P i(ro—‘c)
) = o) (re o)+ (et B) (e B

El denominador de esta expresion es una forma cuaternaria
positiva de a, B, Y, d considerados como variables; existiran
por tanto cuatro enteros «, B, v, ¥ sujetos a las condiciones

0==0=1 (méd 4), Y=0 (méd 4), =0 (méd 2), ad —y3=1

que la rinden minima. Por tanto entre los nimeros equivalentes
respecto G existird al menos un ntmero con altura maxima.
Sea © este ntmero; para cada otro ntmero equivalente sera

H(v)<H(x) y por tanto
(Yo 48) (Y7o +3) + (at+B) (ato+B) =1+ T, (G)

Considerando ahora algunas sustituciones particulares, vamos
a limitar el dominio donde esti . i ,

a) Sea =112 (es decir a=1, =12, y=0, 5=1).
De la desigualdad (C) resulta t47,+2=0 y por tanto

—1<R:=1.
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b) Sea
’ T
T= .
+A4t+1
} ; e
Por (C) sera 4tty-+-(t+15) =0, es decir 1::]:—4— =
d) Sea
21 —+-3742
T 448
: 3 0
De la desigualdad (C) resulta tt, :I:_l_ (t+1o) + ?20, es
decir,
0 |
‘iz|——z
La recta Rt=1 se transforma en la recta Rt=—1 por la

Tioes ——

sustitucion v =1 —2; el circulo

:—4—por la sustitucién

T':ﬁ se transforma en el circulo t’—f—% =-—. En fin

el circulo 1’—i :—1—— se transforma en el circulo |7’ —f—% :—111—
B —374-2

por la sustitucién v = rrE

De lo dicho resulta que entre los puntos equivalentes
respecto a G de un punto dado siempre existe un punto situado

1
D, |
{nt
¢ , i/
a A 2 (G
25 ™ T !
I/ \\‘k,/' \\\h;
-7 - _é_f, o 4 =

en el dominio D, representado en la figura adjunta del cual
excluimos los semicirculos b’, @' y la linea I. Sea ahora ' una
raiz cualquiera de la ecuacion
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g .
o

Segtn lo dicho existirdn nimeros enteros o, B, v, d tales que

=5=1 (mod 4), y=0 (m6d 4), P=0 (méd 2), ad — py=1

y que el punto ¢ del dominio D ligado a ¢ por la relacion
,_ oal—if
Sty
el § 5, dicha ecuacién no tiene en ese dominio mas que una
raiz; por tanto todas las raices tienen la forma indicada.
Respecto a la variable t ello significa que cada punto del
semiplano It>0 es equivalente a un tnico punto del dominio
D,. La funcién :

es también raiz de la misma ecuacién; pero, segun

A q(it)?
) = L0

no se cambia por sustituciones del grupo G y toma en el do-
minio D, una vez cada valor, con excepcién de 0,1—1. Es
una funcién de las llamadas modulares.

9. - Sean

a, a,l’ a2’. RO

bibys e C.
los términos del algoritmo de las medias aritmético-geométricas -
bajo la sola condicion de que un ntmero finito de los cocientes

by & b

3 3 SRR
AT B

tengan parte real negativa y sea M (a,b) el correspondiente va-
los de la media aritmético-geométria. Sea bn/ap el Wltimo co-
ciente con parte real negativa o nula, de modo que

b
ay.

R~—=0
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De la férmula (20) sigue p(w)2= (iyé+d) p(¢)2 y por tanto

)
(iyt+08)= E (d+iye),

b plo) olor
R ~M(ab)

" a a

es decir

5 :
ol e T (22)
M(a,b) M(ab) M(a—Db,a+b)

con =1 y=0 (mo6d 4) numeros primos entre si. Reciproca-
mente, dados dos tales enteros podemos elegir raices en el algo-
ritmo de tal manera que la media resultante M(a, b) satisfard la
relacion (22). En efecto, por ser =1 (méd 4),Yy=0 (mod
4) primos entre si se satisface la ecuacion diofantica ad —pBy=1
con a=1 (méd 4), B=0 (méd 2). Tomando entonces

at—if
0=~
yh+d

sera

g(w)2 b

p(®)?  a

y podemos poner,
a=pp(w)?, b=pg(w)?
de donde se sigue que
a,=1p(2n @)%, b,=pq(2n o),

seran términos de un algoritmo posible convergente al limite w.
Pero

A op(o)? b i
B a  M(abdb) M(a—b,atb)

que es lo que se queria demostrar.
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Aqui podemos terminar nuestro estudio y so6lo afiadiremos
que las relaciones mutuas de varias medias posibles, culminacion
y remate de toda la teoria, fueron conocidas por Gauss ya en el
~ afio 1800 como se deduce de la alusién que se halla en su diario
cientifico: «Inter duos numeros datos semper dantur infinite
multi termini medii tum arithmetico-geometrici, tum harmonico-
geometrici, quorum nexum mutuum ex asse perspiciendi felicitas
nobis est facta. — Iunio 3, 1800, Brunor [ici]».

ANPSESNSDEIRCHE ST

UNA FAMOSA IDENTIDAD DE JACPBI ANTICIPADA POR GAUSS

Poniendo como en el § 2

P(z) = 1420 2a:;+ 22° | ... :‘f‘.xn’

n==— a0
la identidad a la cual nos referimos se escribe

T3 ] 227 3z = 4x
g 1'*“8[1—:,; +1+zﬂ+1—m'+1+x4+"‘]'

Jacobi la obtuvo de las series trigonométricas que representan las funcio-
nes elipticas y la utiliz6 para encontrar el ntimero de representaciones de un
entero por sumas de cuatro cuadrados (*). Es sorprendente que esta identidad
fuera conocida por Gauss desde mucho tiempo antes sin que la mencionara en
sus obras publicadas.

Ella sigue como un corolario féeil de la férmula

M(ab) 2 a
dlqgm = EFM(a,b) M(a,c) dlog > (A)
establecida en el § 9 de la Primera parte, junto con los desarrollos de las fun-
ciones P(z), Q(2), B(x) en productos infinitos. Cambiando b y ¢ en la foér-

mula (A) tenemos también

M(ab) 2

—d log M—(a,c) S

M(ah) M(ae) dlog < ; (B)

estas férmulas pueden escribirse
T _M(ab) M(ab)? a M(a,b)? a
e T it R AT St e & C A d P
T e S g g
de donde, por ser
G —bi L o

f—

(*) Cfr. USPENSKY, Una nueva demostracién del teorema de Jacobi. Math.
Notae. Afio 49, p. 80.
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se deduce
© ,M(ab) M(ab)*
_2_dM(a,c) = a? dlogT
Poniendo
M (a,b)
NM(a,c) = logz
tenemos
a+ — 2 _b__ — 2 ___c_ — 2
#@n =D aEn = 9@ aEn =¥

Y podemos eliminar a, b, ¢, de las férmulas precedentes obteniendo

1 il R 1l R il B
—‘;dlogm _?dloga =@dlog? _F‘dhgﬁ

De aqui vamos a obtener expresiones para P% @*, R* calculando previamente
los logaritmos luego de desarrollar P, @, R, en productos infinitos. Para lograr
estos desarrollos Gauss dispone de varios métodos de lis cuales el siguiente
nos parece singularmente ingenioso. Pongamos

an (1_m2n+1) Y 220 (1—xp2n-2 ) (1—wn+1)
(4an) A+antl) T (1tan) (I4arH) (1+ent?)

L=1-|-

23n (1—z2n+3) (1—an+1) (1—znt2) ‘
(o) QqortD) (I4ent2) (14an+3) 7

M 8 @ 2n (1—ant1) e @3 (1—an+1) (1—ant2) ks
= Tqer T (gen) (qertl) T {dqan) A4art)) Qo)
dando a eada suma % términos. Podemos formar la diferencia L—M primero
sustrayendo cada término de M del correspondiente término de L y segundo
sustrayendo el primer término de M del segundo de L, el segundo término de
M del tercero de L, ete.
Poniendo

1, zn (1—an) 22n(1—azn) (1—aznt1)
1jan i+ (14zn) (14aont1) . (1+zn)(1+xn+1)(1+xn+2)+

donde la suma consta de % términos, hallamos una vez

@ (zmk) =

L— M = ¢ (x,nk)
y otra

ghn(1—gntl) .. . (1—gntk—1)

L—M=1—g%+1g(zntl,b—1) — T

de modo que
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7 5 - PPt 3a° 5a°
(#'s 4 = /4+a: JPEEE ) T 4 e el e

La otra identidad de Jacobi se obtiene de modo anélogo, pero necesitamos
para eso el desarrollo de R(z) en producto infinito. Considerando las dos

sumas

1—z 2n+-2 gn (1—ax22+4) (1—znt2)

i P g g — ;
22n (1—a2n+-6) (1—an+2) (1—ant4)
(1—znt+1) (1—zn+3) (1—ant>
3 o zn (1—wnt2) zn (1—x2n+4) (1—an+2)

1—zn+1 (1—an+1) (1—an+3)
23n (1—xn+2) (1—an+4) (1—ant6)
(1—mH1) (1—zn+3) (I—antD)

con el mismo nfimero de términos y procediendo de la misma manera que en el
caso precedente, Gauss establece primero la identidad

n(n+1) U= : 1—z*) (1—2°)...
4o 424 .. .48 — 9 +q.. = ((l—ac)) ((1_:3)) ((1__:5)). S

de la cual sustituyendo 2° en cambio de z y multiplicando los dos miembros
por z'/s se deduce

(1—*) (1—2®) (1—a™)...
I—) (1—a2°) (1—2) ...

RB(z) =a's

y por. tanto

ey, il R e (L) (1+w“>---}“
R(z) — (1—=) (1—2®) (1—2°)...

y esto basta para lograr la aludida identidad de Jacobi.

AP .E NDICE ST
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

A continuacién damos algunas referemcias acerca del origen de las mate-
rias que hemos tratado en nuestra memoria para conveniencia de los lectores
que deseen estudiar las notas de Gauss publicadas en sus Obras Completas, o
sea, C. F. GAuss WERKE.

Primera parte

1. La carta a Laplace se halla en Werke, 10%, pag. 371-374.
2. El algoritmo de las medias aritmético-geométricas para ntmeros posi-
tivos estd explicado én Werke 3, pig. 361-365.
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3. La férmula para la difeerncial dM (a,b) se halla en Werke 3, pags.
372-373.

4. Para la deduccién de la ecuacién diferencial ver Werke 3, pag. 380-382.

5. La segunda deduccién de la serie para 1/M (14w, 1—z) se halla en
Werke 10', pag. 181-183.

6. La expresién de la integral eliptica completa de primera especie se
halla en Werke 3, pag. 370-371. Ver también Werke 3, pag. 352-353. La férmu-
la para la longitud de la elipse se halla en Werke 3, pag. 353-354. Ver tam-
bién Werke 3, pag. 359-360 y Werke 10* pag. 229-231.

7. Ver Werke 3, pag. 377 y Werke 10* pag. 220-221.

8. Ver Werke 3, pag. 377 y Werke 10* pag. 217.

9. Ver Werke 3, pag. 377; Werke 8, pag. 96; Werke 10* pig. 217, 220.

Segunda parte

1. Para la definicién de la media principal (einfachste Mittel segtn
Gaugs) ver Werke 3, pag. 477.

4. La carta a Bessel se halla en Werke 10, pag. 365-371.

5. La tercera deduccién de la serie para 1/M(14x,1—z) se halla en
Werke 3, pig. 367-369.

6. La férmula fundamental (6) bajo otra forma se halla en Werke 3,
phg. 477-478.

10. TUna parte del dominio D se halla trazada en Werke 3, pag. 478.

Tercera parte

1. TFragmentos mis antiguos donde aparecen las series p(t), q(¢), r(t)
se hallan en Werke 10* pag. 177, 190, 210. Ver también Werke 3, pag. 382-385.
2. Ver Werke 3, 383-384.
Las férmulas (14) se hallan en Werke 3, pag. 386.
Ver Werke 3, pag. 477.
Ver Werke 3, pag. 478.
Ver Werke 3, pig. 478 y también 10' pag. 222-223.
El diario cientifico més interesante de Gauss se halla en Werke 10*
pag. 488 572 y la noticia particular citada en pag 550. 3

© o @k

Apéndice I
Las identidades aludidas se hallan en Werke 3, paAg. 445. Las férmulas

d
DA 4d—zlog§ ete. se hallan en Werke 3, pag. 382. Ver también Werke 107,

pag. 211-212. Para los desarrollos’ en productos infinitos ver Werke 3, pag.
437-440.

STANFORD UNIVERSITY, CALIFORNIA,



COMPLEMENTO A LA NOTA

.SOBRE UN PROBLEMA DIOFANTICO
por
L. A. SANTALG

1. - ENUNCIADO Y DEMOSTRACION DEL TEOREMA. — En el nt-
mero anterior de estas Mathematicae Notae (1) B. Levi resuel-
ve el problema de hallar cuaternas de ntimeros enteros m, n, p,
a, el a de una sola cifra, tales que los tres primeros verifiquen
a la ecuacion pitagérica

m? +n?=p? ’, (1.1)

y los ntimeros que se obtienen anteponiendo a cada uno de ellos
la cifra a, sigan todavia verificando la misma ecuacién (1.1).

Por ejemplo, para m=5, n=12, p=13 se cumple (1.1)
y anteponiendo a cada uno de estos ntmeros la cifra a=1, se
obtienen los nameros 15, 112, 113, que también satisfacen a
la misma ecuacion. ‘,

Demuestra B. Levi que el problema tiene infinitas solu-
ciones, que clasifica en diferentes sucesiones infinitas correspon-
dientes a los distintos casos que aparecen en el anélisis del pro-
blema y después de estudiar varios de estos casos posibles, deja
al cuidado del lector completar el estudio de los restantes.

Nos ha parecido interesante hacer este complemento, princi-
palmente porque una simple observacién nos ha permitido po-
ner de manifiesto que puede prescindirse de la condicion de que
el nimero a sea de una sola cifra, llegdndose al teorema gene-
ral siguiente:

(*) B. Lrvi, Sobre un problema diofdntico, Mathematicae Notae, vol. V,
pig. 108, 1945.
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Indicando con a un entero positivo, para que exis-
tan tres numeros enteros m, n, p, que verifiquen la ecua-
cion pitagorica (1.1) y cumplan la condicion de que los nime-
ros que se obtienen anteponiendo a cada uno de ellos el numero
a sigan verificando la misma ecuacion (1.1), es condicidn ne-
cesaria y suficiente que sea

Iy S X (1.2)

en cuyo caso hay infinitas ternas m, n, p que cumplen las
condiciones mencionadas.

Vamos a dividir la demostraciéon en dos partes, probando
primero que la condicién es necesaria y luego que es suficiente.

1. La condicidn es necesaria. En la demostracion de B. Levi
la condicién de que el nimero antepuesto a sea de una sola cifra
se utiliza de una manera efectiva Gnicamente en el n°. 3, para
demostrar que en la expresién (21) que se escribe

) == oF ¥ 2e—u=itk g, | 2h m, (18]
debe ser
z—u—1+k=nh. (1.4)

Ahora bien, vamos a demostrar que dicha condicién es su-

perflua puesto que de foérmulas escritas precedentemente por
el ‘autor se puede deducir la acotaciéon (1.2).
. En los casos 1°. y 20. a) de B. Levi, sin utilizar la hipé-
tesis de que a sea de una sola cifra, se encuentra,que a solamente
puede tomar los valores 1, 2, 3. Estamos, pues, dentro de la
acctacién (1.2).

En el caso 2°. b) se llega a la igualdad

b=5.10""v1g4m,. (1.5)

Por otra parte, utilizando siempre las mismas notaciones
de B. Levi, se tiene

m2
T:p—{~n>2. JErss (1.6)
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siendo
m =10t m; <10°. (1.7)
De (1.5), (1.6) y (1.7) se tiene
mi= iO2u m2> 2.107+u-1 (5,10 v-1a+ m,)
o sea
m,2>102@w-1q | 2.10*u-1m,
que se puede escribir en la forma
(my —10%-4-1)2 > 10%= 51 (10a 4-1).
Pero siendo m; <10%74, de esta desigualdad se deduce

102(z—u-1) 92 ~. ](2(z—u—1) (10a+ 1)
de donde

a<8 (/1.8)

lo que prueba la acotacion (1.2).

Como confirmacion de este resultado se observa que la
afirmaciéon contenida en la pag. 117 de la nota de B. Levi de
que k puede tomar los valores 0, 1, 2, 3 (lo que equivale a
decir que a puede tomar los valores 1, 2, 4, 8) debe modificarse
excluyendo el valor k=3. En efecto, para k=3 se comprueba
inmediatamente que los dos extremos de las desigualdades (37)
se hacen iguales, lo que demuestra la no existencia de ningin
valor de ! intermedio entre ellos. i (5

20. La condicidn es suficiente. Una vez demostrado que la
condicién (1.2) es necesaria, nos falta probar que ella es sufi-
ciente, es decir, que para cada valor de a <7, existen infinitas
ternas de numeros enteros m, n, p satisfaciendo las condiciones
del teorema. o

Para a=1, 2, 8 han sido dados ejemplos por B. Levi y
el caso a=4 cae también dentro de los casos por :él estudiados.
Pero como al llegar a la pag. 115 B. Levi pasa:a considerar









i TS
que equivale a
2ka, <8. (1.20)

y como a=2ka,, se comprueba de nuevo la acotacién (1.8).

Siempre que sean dados dos valores %k y a; que cumplan
la condicién (1.20), el hecho de que log5 : log2 sea un nume-
ro irracional permite afirmar (como observé B. Levi en el ar-
ticulo originario) que existiran infinitos valores enteros de h, [, ¢
para los cuales se verifiquen al mismo tiempo las desigualda-
des (1.18) y (1.19). .

Recordemos que h, ! pueden ser cualesquiera mayores que
1; en cambio ¢ debe ser impar, no multiplo de 5 y divispr
de a,2.

Una vez obtenidos h, I, ¢, mediante (1.10) se obtendrd m..
Tomando para u un valor cualquiera que satisfaga a la desigual-
dad (1.9) conoceremos m por (1.18). Con el valor de p—n=">
deducido de (1.9) y el de p+n dado por (1.10) calcularemos. p
y n. Como u, con tal de verificar la desigualdad (1.9), puede
ser cualquiera, resultan infinitas soluciones para cada a y cada
terna h, I, ¢ de valores.

2.-EJEMPLOS. — Para a=1, 2, 3 han sido dadas varias su-
cesiones infinitas de ejemplos por B. Levi. Reproduciremos las
més simples: . : .

Caso a=1. Se tiene el ejemplo mas simple ya citado

m=5, n=12, p=13 2.1)

y la serie infinita que se obtiene dando a v valores enteros =0
en las expresiones ' ;

m=>05. 1, NRe=125 . 10252 p—125: 108 -5
Caso a=2. Se obtiene, para todo valor de v=0,
i —0 . 10% Sy 6 54. 10385 p== 18" 5 1029 - &
asi, para v=0 resulta

m =600, n=11242, p=11258. (2.2)



— — 168 —
Caso a=3. Se obtiene para todo v=0,
m=9.102, n=27.5¢.10*—12, p=27.5%.10%+12
que para v=0 dan
m=900, n=16863, p= 16887 (2. 3)

Para a=4, 5, 6, 7 utilizaremos, como hemos dicho, las
desigualdades (1.18) y (1.19). Se tiene:

Caso a=4. Es a,=1, k=2. Como c¢ debe ser divisor de
a2 debe ser ¢c=1. Sustituyendo estos valores en (1.18) y (1.19)
y haciendo los célculos se obtienen las desigualdades

2,3219 (h —2) + 2,776 <l < 2,3219 (h — 2) +2,906.

El minimo valor de h para el cual [ puede ser entero es
h—=125 %l —26,

De (1.9) se deduce entonces que debe ser u=15/2; ponga-
mos u=v--8, siendo » un numero entero cualquiera =0. Se
tendra, segtn (1.9), (1,10) y (1.13),
my =226 _pl1l, ' m, — (226 —pil) 212, m=— (226 — G1t) 218 1Qvi8;
b — p —n— 233
p+n=(226—51)2 2, 515 102+,

Resulta por tanto la sucesi6n infinita de soluciones
m= (226 — B11) . 212 108
n= (22— 5i1)2 515 1020+ — 287
p= (226 —511)2 515 1020+ 4 287,

Para v=0 resulta

m="7 487 790 694 400 000 000
n=101 985 296 138 342 452 893 077 778 : (2.4)
p=101 985 296 138 342 727 770 984 T22.
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Caso a=5. Es a,=5, k=0. Como ¢ debe ser divisor de
a,2 y no ser miltiplo de 5 {inicamente puede ser ¢=1. Las desi-
gualdades (1.18) y (1.19) se escriben

2,3219.h+5,061 <1<2,3219. h+5,129.
El minimo valor de h para el cual ! puede ser entero es
hi=%, 1=18. |

De (1.9) se deduce qu‘e debe ser u="7; pongamos u=v-+"7.
siendo v=0.

Segan (1.9), (1.10) y (1.13) se tendra
my=21—58, my=(219—58)2% m =(219 == 58}, 28 1O
i ndid |
p+n=(212—5%)2.2.51¢. 102,

Se tiene asi la sucesion infinita de soluciones
m = (219 —58) . 26, 10v+7
n= (219 —58)2 514, 102 — 224
n= (219 —58)2, 514 1020 4 224,

Para v=0 resulta
n. =85 544 320 000 000

n=109 044 174 615 461 738 409 (2.5)
p=109 044 174 615 495 292 841.

Caso a=6. Es a;,=38, k=1; ¢ puede tomar los valores
1, 3, 9. Las desigualdades (1.18) y (1.19) se escriben -

1
2,3219 (h—1)+4,278— Toaggiz <1<2,3219 (h—1)+4,322—

log ¢
log 2
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Probando valores enteros de h y los posibles de ¢, se ob-
tiene que los valores minimos para h y [ resultan al tomar |

A=5 ot min A

De (1.9) se deduce entonces que debe ser u=4; pongamos
u=v-+4. Segin (1.9), (1.10) y (1.13) se tendrd
my=(212—55) .8, m,=(212—55).3.25,

m=(212—55).3.25,10v+
b=p—n=217.3 '
p+n=(212—55)2.58.3.2.10%,

Dando a v todos los valores =0 se obtiene asi la sucesion
de soluciones siguiente

m= (212 —55).3.25. 107+
n= (212 —55)2. 583,102 — 2163
p= (22 —55)2.58.3.10% 4216, 3,

Para v=0 resulta

m=932 160 000
n=1104 891 600 267 (2.6)
p=1104 891 993 483.

Caso a="T. Es a=7, k=0; c puede tomar los valores 1,
7, 49. Las desigualdades (1.18) y (1.19) se escriben

1 1
98C 1<23219h 45,49 _28°

2,3219 h 4 5,46 — ,
s, S T log 2

Probando valores enteros de h y los posibles de ¢ se ob-
tiene que los valores minimos para h y ! resultan al tomar

h=1," ¢c="7; I=5.






SOLUCION DE LA CUESTION N.o 12

La cuestion No. 12 propuesta en el afio IV, pig. 184, decia:

Ocho puntos elegidos arbitrariamente en un plano determinan en general
un haz de cibicas. Interesa particularmente el caso en que nunca mas de
tres se encuentran sobre una misma recta, ni mis de seis sobre una cénica,
en cuanto el haz no es degenerado. Se pide determinar la configuracién que
presenta el méximo ntGmero posible de ternas de puntos alineados y earacte-
rizar el haz de ctbicas correspondiente.

Soruci6N. —1.-En el enunciado de la cuestién, la palabra
configuracion estid evidentemente usada en sentido amplio de
distribucion de puntos sin pretender que los varios puntos len-
gan comportamiento simétrico. Después de esta aclaracion, indi-
caremos con Py, Py, ..., Pg los 8 puntos y con r; (i=1, 2,
..., v) las rectas que contienen tres puntos, quedando momen-
taneamente indeterminado el numero v; formaremos simbolos
P;ir; asociando cada punto con cada una de las rectas r; que pa-
san por él; los Ilamaremos simbolos de punto.

Notemos ahora que ningtn punto puede asociarse con mas
de tres rectas, porque de lo contrario, se tendrian por lo me-
nos 2xX4+41=9 puntos. Resulta pues que se tienen a lo mas
8X83=24 simbolos de puntos (y seran menos si hay puntos
para los cuales no pasan tres r;). Como ademéas cada r; perte-
nece a tres simbolos, resulta que las r; seran a lo mas ocho, es
decir v<8. '

Obtenemos por lo tanto esta primera conclusién que: [lo™
configuracion requerida con el mdximo numero de ternas de
puntos alineados &s una 8; (ocho puntos cada uno sobre lres
rectas con tres puntos) en el caso de que tal configuracién
exista.

La teoria de las cubicas nos permite afirmar que existe
efectivamente una configuraciéon que responde a estas carac-
teristicas y es la que se obtiene de la configuracién 'de los nueve
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puntos de inflexién restandole un punto. En efecto, tal confi-
guracién contiene doce rectas, cuatro para cada uno de los nueve
puntos. Al suprimir uno, desaparecen también las cuatro rectas
por él y quedan ocho rectas y de éstas tres 'solamente para
cada punto.

Pero vamos ahora a demostrar elementalmente la existencia
.y unicidad de la configuracién requerida.

Sea P, uno de los puntos y sean ry, ry, rs las rectas de la
configuracién, que pasan por él. Sean P, Py los puntos conteni-
dos en ry; P,, Pg los contenidos en ry; Pg, P; en r;. La con-
figuracion tendra el esquema:

L B T T b e L L A

Prisb P il P
Pgi By Py : .

Las rectas r, y r; que pasan por P, no contendran al pun-
to Py ni a los pares P, Pg, Py P,, seran por lo tanto, .y a me-
nos de permutaciones de letras que no varian las caracteristicas
de la configuracién

P
PG P7
P3 PS-

Anélogamente, teniendo en cuenta que por P; solamente
pasaran dos rectas més,en las cualesnodeben figurar P,,Pg, P,
ni tampoco los pares que ya figuran, resulta:

«

P, P,
P, P (
P7 PS- v

Falta todavia una recta que pase por P,; en ella no deben
figurar P, P;, P,, Pg, P,, resulta

T R
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Queda por lo tanto la configuracién: (*)

T4 By TatieBes sl Bpmhgse (g

gyl Pr Pr Py P2 Py Py Py P,
eaacdl Eguhd okl e b

Realizacidn. — Probaremos que esta configuracién es reali-
zable en el campo complejo, aunque no en el real:

En efecto, entre los puntos P, P,, P;, P; no hay tres ali-
neados, pueden por lo tanto tomarse como puntos bésicos de
un sistema de coordenadas trilineales, para ello atribuiremos a
estos puntos las siguientes coordenadas:

P (1,0,0) P; (0, 1:0); "Po(00.4)° PX1,1,1):

Determinaremos las coordenadas de los otros, por las ecuacio-
nes que resultan de la alineacion:

De r, resulta

TN 20
0 10 | =U" es: decir 2, —0. (1)
py

De r, resulta

14040
0,021, 7,71520 ., es decir, wee=0, (2)
Ly Yo %

De r; resulta

10050 A
z§ ye 25 | =0 es decir ygz;, =24y (3)

L Xreen
~N

(*) TUn estudio completo de las configuraciones (n,) puede encontrarse en
Geometrische Configurationen de FRIEDRICH LEVI y en Anschauliche Geome-
trie de HILBERT y COHN-VOSSEN.
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De r, resulta
0. s :
1 1 1 |=0 -es decir zg=2, ponemos yg==x. (4)
Tg Yoh<g
De ry resulta
0. 150

&y e ' =0 es decir 5,=0. (5)
(DL 6 o SR |

De rg resulta

g 0 24
0 y; 2z |=0 es decir —z,y;—®,2;+2,y;=0. (6)
Ine dlsal.

De r; resulta
17l Sl

0" O B0, es decir y; = ;. (7)
Ty o bals

De rg resulta

Te Yo Zs
T5 ¥5 25 |=0 es decir 904(9’536—%3’6)‘|‘z4<m5}'6_9’5w6)‘—‘0-
Ah0 L )

De (4) resulta Pg(1,2,1) (9), ya que, por ser coordenadas
homogéneas puede tomarse una de ellas no nula igual a 1.
De (7) y (1) resulta

P.(1,1,0). (10)
De zS) y (9) haciendo z; =1 resulta y;=x, luego, por (5).

B (0, 2,1 (11)
De (6), (8), (9), (10) y (11) resulta el sistema homo-
géneo: : »

z,(z—1)—2z,2=0

2y +2,(x—1)=0;

la condicién de compatibilidad es
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r—1 —=x

il : : LTS =
1 pay =0 es decir (x—1)2+2=0

o también 2?2 —2x-+1=0, cuya solucién es
=1/--)¥ =—& ‘(oon s=\3/f—/:1).
Luego resulta como realizacién de la configuracion (8;):

P;(1,0,0);5:+P;5(0,150); P, (0,0,1); P (1,1, 1}
P;(1,1,0); P,(0,1+¢,1); Pg(1,—e,1); P;(0,—¢,1).
2.-De lo anteriormente dicho resulta que cuando no se es-
pecifica si los puntos son reales o complejos, la configuracion

buscada es

Ly Tole eTg T4l U5 e L s s

C(83): Pl Pl Pl P2 P2 PS P3 P4
: 2 P4 Pe PG'P': P4 Ps P5
Ps Ps P7 Ps Ps P7 Ps Pc

Las rectas ry, rgy ro=(PgPg) contienen los ocho puntos,
luego forman una cubica del haz, es decir, el noveno punto fijo
del haz (P,) esta sobre ry ya que no puede estarlo en ry ni rg.
Anélogamente ry, r, y ryo=(P;P;); entonces es Py=(ryry);
ademés, ry, rq, ryy=(Py P,); por lo tanto ryy y ry,= (P P;) pa-
san también por P,. Los nueve puntos forman:

L A N S S e Uy D s

Py PPy By Py R B LD
poicpe. pLop, AR, Pl BrEeE S Pl p

Esta configuracién consta de nueve puntos y doce rectas, en
cada recta hay tres puntos, por cada punto pasan cuatro rectas.

Teorema: La configuracion G(9;) es la de Mac Laurin y
el haz es sizigético.
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En efecto, un punto cualquiera, por ejemplo el Py, es de
inflexién, puesto que las rectas ry, ry, r3, por Py cortan a una
ctibica cualquiera del haz en dos ternas de puntos alineados so-
bre las rectas r;, rg. Andlogamente para los otros puntos.

De ello resulta que los nueve puntos base son de inflexion,
es decir, el haz es sizigético. i

3.-El problema con punios reales. Resulta de lo dicho que
en el caso de puntos reales la configuraciéon requerida no puede
componerse con mas de 7 alineaciones. Procediendo en modo
euristico podemos intentar de obtener el resultado de dos maneras:

10. Suprimir una columna en el esquema de las alineaciones
de la G(8;); se resta de esta manera un vinculo en la colocacion
de los 8 puntos; por la simetria de la configuracién es indife-
rente la columna que se suprima; obtenemos por tanto el es-
quema

Py Py Py Py Py Py Py
a) PRty Py B Py PPy
o Pg Py Py Py "Py Py

Se demuestra facilmente que por dejar de ser alineados los
puntos P, Py P; dejan de ser puntos de inflexién los puntos
P, y P, 1

20. Es conocido(1) que es posible una configuracién G(7,) de
s6lo 7 rectas y 7 puntos distribuidos en ternas sobre las rectas;
pero, al igual como la C(83) no es realizable con puntos reales;
su esquema es

Pl Pl Pl P2 P2 P3 P3
PR PP PPy Pl
T T R R

desdoblando uno de los puntos se elimina igualmente un vinculo
P
y se consigue la realizacién en el campo real

—

(*) Ver el tratado citado de F. LEvi, pag. 94



P PPy P Py P,
b) P2 P4 PG P4 P5 P4 P5
P3 P5 P7 P6 P7 P7 P8

Una ulterior transformacién se obtiene sustituyendo el mis-
mo Pg al P; de la tercera columna g

pl Pl Pl P2 P2 P3 .P3
) PPy iaP, P, B Py
o 3P oapidaph Tprotp, sopel

a)

Las figuras adjuntas dan ejemplos de las tres distribuciones
de puntos. L

Fausto 1. Toranzos

‘ N. de la Red.—El procedimiento indicado para la determi-
nacién de soluciones con 7 rectas no garantiza suficientemente
la obtencion de todas las posibles. Puede regularizarse la inves-
tigacién de la manera siguiente:

Indicando con z,y, z, t respectivamente los numeros de pun-
tos del sistema que pertenecen a 3,2,1 o ninguna terna de pun-
tos alineados, se tienen las dos ecuaciones

T4 ytz4t=8
8o +2y4-2=7x8=21.



— 179 —

De este sistema indeterminado deben buscarse las soluciones
enteras y positivas. Se ve en seguida que ellas son

I
I

: s

1
0,
0

b

S o~k h
Il
8 8 8
(Fa=ll

ye=r==)
Gy —a— il
5 0. Y=38, 2

La primera solucion corresponde a la C(7;) a la cual ten-
dria que agregarse un punto aislado; pero ya se not6 .que no
existe una C(75) de puntos reales.

Para realizar la segunda solucién se puede suponer que los
dos puntos para los. cuales pasan respectivamente una y dos
rectas del sistema tengan una de estas rectas en comun o no
la tengan; la primera hipotesis se demuestra imposible porque
de los 6 puntos restantes habria 3 para los cuales pasan tres rec-
tas que contienen cada una 3 puntos de esta sextupla, lo cual
es absurdo, porque una sola de estas ternas de rectas necesitaria
7 puntos. La segunda hipétesis corresponde a la distribucién b).

" Analogo analisis puede hacerse para la tercera solucion; se
encuentra que de los tres puntos dobles a lo més dos pueden es-
tar sobre una misma recta del sistema; y seglin se supone
existir o no existir este par se obtienen respectivamente los es-
quemas €) o a).

Puede ser interesante notar que los esquemas b) y c) pre-
sentan la particularidad de que 4 de los puntos triples forman
un cuadrangulo del cual un punto doble es punto diagonal,
mientras los otros tres puntos estin sobre una recta (por otro
junto diagonal). Al haz de clbicas determinado por los 8.
puntos pertenece una formada ‘de 3 rectas con punto doble el
. primer punto diagonal nombrado. Esto significa que el haz
tiene en este punto una tangente fija y no existe noveno punic
fundamental del haz distinto de los anteriores.
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' z
y observando que cada uno de los quebrados % X th By o8 <1,
se desarrolla en la serie

2 ‘w_i__::_‘_z + x2+2;2_l_z2 + x3_!_}:)’3+z3 +

Cada suma zn4yr+zn es minima para x=y=z; se sigue
que aun la expresién propuesta es minima en estas condiciones.

N.o 65 — Sea un tridingulo 4 B C; sobre las rectas de los lados 4B, BC,
CA sean los puntos C’, 4’, B’ respectivamente tales que

AC’:AB—BA’:BC—CB’:CA—=n

(% es un namero real positivo o negativo); se trazan los segmentos 44’, BB’,
CC’; demostrar que

44’24 BB CC?= (w'—n+1) (AB*|-BC* |- C4*).
SoLuci6N. — En el tridngulo ABC se tiene
AB2—=CA? +E¥2 —2CA.CB cosC.

Escribiendo las igualdades analogas para los lados BC y CA

y sumando se obtiene inmediatamente
2CA. CB cos G+ 2BA . BC cos B+ 2AB . AC cos A=
— AB? + BCz + CA®. Ly
En el tridngulo ABA’ se tiene
AAn—7B2 4+ BA®—24B . BA' cosB
o bien, sustituyendo B—A’zn.EC,
ﬂ’2zﬁ?2+n2§a2—2nfB.§C cos B.

Escribiendo las igualdades anilogas para BB’ y CC’ y su-
mando, se tiene, teniendo en cuenta (1)
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AA’2 BB 4+ CC'? = (n2+1 —n) (AB2 4 BC2 + CAz2)

que es lo que se queria demostrar.

N.o 83 — Sea dada una elipse de semiejes @, b. Suponiendo que esta elipse
gira manteniéndose tangente a una recta fija en un punto fijo de la misma,
después de haber dado la vuelta completa, el centro de la elipse habri des-
crito una curva cerrada. Hallar la ecuacién de esta curva y demostrar que el

drea limitada por la misma vale % o0 )%

Se sabe que la ecuacién de una elipse en coordenadas po-
lares (p,9) es

a2h?
b2cos29+-a2sen?9’

9
o

P (1)

cuando se toma el polo en el centro de la elipse y el eje polar
en coincidencia con el semieje mayor.

Se sabe {ambién que en una curva cualquiera, referida a
coordenadas polares, la tangente en un punto de coordenadas
p,%, forma con el radio vector un 4ngulo © que viene dado
por la relacién

do
tgmng. : (2)

(Ver por ejemplo, P. Appell. Elements d’Analyse, p. 276).
Aplicando esta formula en nuestro caso se obtiene, tenien-
do en cuenta (1),

i (3)
e 02(b2—a?)sen 9 cos ; ;

o

y también mediante (1) puede eliminarse 9 obteniéndose me-
diante un calculo simple '

a2_pz p2___.b2 t 203:a2b2
g

Se observa entonces que esta es precisamente la ecuacién de la
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curva pedida con referencia a un sistema de coordenadas polares
en quu p sea el radio vector y o el argumento.
La ecuaciéon obtenida puede escribirse en la forma

1
b (e pz+a2b2(1+tggm)=0,

y siendo ésta una ecuacién bicuadrada en p se obtiene

LR (a2-Lb2)2 i
R iV—T““E Bl +s)

tg2ew
o bien
a?+b?  a2-b% /[ ]2
2 £is) 55 Tl 4
s L ]/1 g% )
donde hemos puesto
402b?

"2

S =

1Y == @é‘;bz—)g.

Esta expresion nos da para cada valor de o cuatro valores
de p pero deben excluirse los que sean negativos.

Observamos también que, en virtud de su definiciéon ci-
nematica, y por la simetria de la elipse respecto de sus ejes,
la curva debe ser simétrica con respecto a un eje normal al
eje polar por el polo; lo que se ve también por la ecuacion
que no cambia si se sustituye © por = — .

Para que sea p? real debe ser tg2w=Fk? es decir

arctgh<=o=n—arctgk
o bien
n4arctgh <w=<2n—arctgk;
pero a estos ultimos valores de © corresponden punfos situados

del otro lado de la recta fija respecto de la posicién inicial
de la elipse, los que no pueden ser alcanzados por el centro de
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curva pedida con referencia a un sistema de coordenadas polares
en quu p sea el radio vector y ® el argumento.
La ecuaciéon obtenida puede escribirse en la forma

1
pt— (a2 +82) p2+a2 b2 (1+57)=0,

y siendo ésta una ecuacién bicuadrada en p se obtiene

, a21b? (a2-Cb2)2 i
) e R ' BT i3
e il/ e atda tgzm)

o bien

P

N o O
2 2 gt

(4)

donde hemos puesto

e
T

Esta expresion nos da para cada valor de o cuatro valores
de p pero deben excluirse los que sean negativos.

Observamos también que, en virtud de su definicién ci-
nematica, y por la simetria de la elipse respecto de sus ejes,
la curva debe ser simétrica con respecto a un eje normal al
eje polar por el polo; lo que se ve también por la ecuacion
que no cambia si se sustituye © por m— .

Para que sea p? real debe ser tg2w=%k2 es decir

arctgh=o=n—arctgk
o bien
n4arctgh <o =2n—arctgk;
pero a estos ultimos valores de o corresponden punfos situados

del otro lado de la recta fija respecto de la posicion inicial
de la elipse, los que no pueden ser alcanzados por el centro de
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la misma en un movimiento real.
gulo © oscila por lo tanto entre los extremos

En este movimiento el 4n-
arctgl y

n—arctgk; esto se hace intuitivo observando que si recorre-
mos la elipse a partir del punto p=a, =0 el 4ngulo ® va-

. i T
ria desde g

vimiento, para volver luego al

T
punto p=>b, 3:?
Se ve también con este analisis
completo el centro recorre dos

ciébn hemos determinado y cuya

y luego

creciendo o decreciendo, segtin el sentido del mo-

2

nuevamente para p=a 9=,

valor cuando llegamos al

que al hacer la elipse un giro
veces cierto Ovalo, cuya ecua-
area se trata de demostrar que

vale % (a—0b)2.

Para calcular el area limitada por la curva recordamos que
el area de un sector elemental limitado por dos radios vectores .
muy proximos, vale

dA ﬁ% 02 do.

En nuestro caso, teniendo en cuenta que el polo es exterior
a la curva, que ésta es siméirica respecto a un eje normal al
eje polar y que el valor minimo que puede tomar o es igual
a arctgk, el area buscada vale

T

2

A:.‘Zf

arc tg k

1

) (P12 —p5?) dw

donde indicamos con p; y p, los valores correspondienles res-
pectivamente al signo + y — en la formula (4).

Resulta pues
k2
I/ 1 —thm doo.

Para efectuar la integracion hacemos el siguiente
de variable

Yro| A

A:(ae_bz)f

arctg k

cambio
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k2 sk !
tgzo 142’

obtenemos entonces mediante un célculo simple

x2

A =¥k (a¥=b?) Uf (1+a2)[1+k2(1+-a?)

1dx.
La funcion a integrar puede transformarse facilmente en
una suma de fracciones mas simples poniendo

2
z ¢y Cy

(o) [tk (11a?)]  1ha® © 14k2(1+o2)

donde ¢; y ¢, son dos constantes tales que el segundo miem-
bro sea idéntico al primero. .
Se calcula entonces

¢=—1 02:1+lf2;

. he R i mi_lf__ [ 1
0

0

luego

[ies d( k x) o 7]
=k(a?—b?) bt —/ o
T T
L0 T e 0 i
1) 7.9 (o) @
— k(a2 — b2) V1+k2 e t :
k{a )[ T arCtg]/l—l—k‘~’ Al iy ¢

=2 (@~ b) (JTT R — k)

2ab .
y recordando que k= @57 se obtiene
A:%@_b)z.

Solucién de ADOLFO DAGHETTO, alumno de la Escuela Industrial de la Na-
cién, Rosario.
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Nota de la Red.—El mismo problema puede resolver-
se con el calculo siguiente que parece més simple, principal-
mente por pretender menores conocimientos previos. Refiriendo
la elipse a la anomalia ¢ se sabe que

X —acos y =bsen¢

¥ =—asenq Yie=bigos@;
por lo tanto, con los simbolos anteriores
p2:w2+y2:<a2_b2) COS2(P+b2

_ (zz'+vy)?2  (a®—b2)%sen?qcos?p
T pH@y)  p((a—bt)sendgb)

cos? o

Resolviendo la primera ecuacién respecto cos?¢ 7y susti-
tuyendo en la segunda, se obtiene

(a—p?) (p?—b2)
a2++b2—p2

p2 cos? w =

que es la ecuacién polar de la curva, encontrada en la solucion
anterior.

Para el calculo del 4rea parece sin embargo mas conve-
niente referirse a un sistema cartesiano ortogonal en el cual
se ponga

T=pcosw, pi=xt | 42
pues la ecuacion anterior da, después de esta substitucién,
2?(a? + b2 — 22 — y2) = (a2 — 2% — y2) (22 + y2 — b2)
es decir

{2 0
= 5 :

Sobre esta ecuacién, como también del simple analisis in-
tuitivo de la figura, se ve que la curva es simétrica respecto
del eje y y sus puntos reales corresponden a los valores de Yy
en el intervalo b—a.
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N.o 86 — Calcular el determinante

LB i A S TR
11 (ESRORS WPl 2 0 Ty
g 1 (DA 7 s 0 y
Ty 2, A8 s ot 0 g
N iy 1 s (R S 1 Tna
SoLuci6N. — Representemos por D,_; el determinante del

enunciado, de manera que sera

AR LR N

D1: :1—-$1, D2: 1 0 Ty :(.Z'l—].)(xz'—l), olietie
lhatd Ty 1 @,

Desarrollando D,_; por los elementos de la penultima co-
lumna, se tiene

I SO FRQ (0 s
g A ) U e ds
AP o L R (S
DR N LR Y B S N N O fokids

..........................

B0 e D At B gy

Ll Jup b i X .

e e Ty
+(— 1)t Qgr L 00 On, . wig

Tn--2 Ln-g Tn.2 1 oz,

En el primero de estos determinantes se puede sacar factor
comun x,_, y trasladar luego la ultima fila a la primera, con
lo cual tienen lugar n—2 cambios de signo. Se tiene .entonces

D, =%, 1Dy y— D, o= (Tp1— 1) D, .
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" Observando los valores de D; y D, dados anteriormente,
esta formula recurrente nos da como valor del determinante
“del enunciado A A

Dy y= (2, —1) (2, —1) (73 —1) .. - (Fpy —1).

Esta solucién ha sido enviada por el Sr. Jost LAmoz, alumno de la Fa-
cultad de Ciencias Mateméaticas de Rosario.

N.o 80 — Los lados de un tridngulo 4 B C estin divididos por los puntos

’ my N 5
€y, 4,, B; segin las ramzones,—-,—l-,?i . Caleular las razones entre las Areas

My Ny~ Po
del tridngulo. 4 B C y cada uno de los 4 C,B,, B 4,C,, C 4,B,, 4,B,C,.

SoructoN. — Sj los lados del tridngulo ABC estan dividi-
dos segun las razones dadas, se podrd poner

ACy=km,, A,B=hn,, AB,=lp,

1
BO, " =kniy, Ay C=hng B C=1py" M
siendo k, h, | constantes de proporcionalidad.
Representemos por S, Sy, S,, S3, S, respectivamente a las
dreas de los triangulos ABC, AC,B,, BA,C;, CA;B, y AB/C,.
Se tendré

S:%AB.AG.sehA:%BA\ BC.s-enB:% CA .CB.senC
; (2)
SlzaAcl.ABl.senA '
1
SQ:_EBAl .BC, .sen B
1 :
S3:—2— CA;.CB;.senC

de donde se deduce, teniendo en cuenta (1)

S _ (mydmy) (ptpy) S _ (mydms) (nytns)

Y 5
S1 = Sy gt
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23 kX (ny+ns) (p1+ps)

S, NoPo

Para hallar la tltima razén pedida se observa que

S 1

de donde, sustituyendo los valores encontrados se obtiene

S _ (mytmy)(ny4n,)(py+ps) ¢

S, MoNyPy-+MyNy Py

Esta solucién es debida al sefior REBEN MARIO RIBONE, alumno de la Fa-
cultad de C. Mateméiticas de Rosario. Otra solucién aniloga, pero més com-
plicada, ha sido enviada por el sefior MoISES GRILL, alumno de la misma
Facultad. :

RESULTADO DEL CONCURSO ENTRE
SOLUCIONISTAS DE PROBLEMAS PROPUESTOS
EN EL ANO CUARTO (1gf4)

En aplicacién a lo dispuesto en el art. 49 de la ordemanza de institu-
cién del Boletin del Instituto de Mateméticas Mathematice Note (ver Afio I,
pig. 4), el Director del Instituto ha tomado en consideracién las soluciones
enviadas hasta el 1° de julio de 1945, haciendo al sefior Decano de la Fa-
cultad las propuestas correspondientes, que fueron aceptadas por resolucién
del Exp. n® 1000-1I-1945, con fecha 7 de moviembre de 1945, en el sentido
de: 1° Adjudiear al estudiante de la Facultad Sr. Moisfs GRILL el premio
correspondiente al afio 1944; 2° Declarar desierto el concurso entre solu-
cionistas mo pertenecientes a‘la Facultad; 3° Encargar al Director del Ins-
tituto de Matemética para indicar uno o més libros de argumento matemético
o fisico para obsequiar al sefior Moisés Grill en calidad de premio.



EJERCICIOS Y PROBLEMAS

PROPUESTOS

101. - Escribir la condicion que deben cumplir los coefi-
cientes p, q, r de la ecuacion

28+ pr2fqrt+r=0

para que sus raices sean lados de un tridngulo rectangulo.

102. - Demostrar que las ecuaciones
(x+i)n+ (x—i)r=0, (z+i)»— (z—1i)»=0

tienen todas sus raices reales.

103. - Demostrar la validez del siguiente desarrollo en serie

e > 1

% %‘ n!(14-n2+4nt) 3

Este ejercicio ha sido indicado por el Prof. J. V. UsPENSKY de la Stanford
University (California, U. S. A.).

104. - Estudiar la curva
zt 4 yt=alxy 13

y hallar el area limitada por cada uno de los ciclos cerrados que
la constituyen.

105.-En un plano se da un arco AB que sea convexo |(o bien
céncavo) respecto de un punto O del plano y respecto de un
par de rectas ortogonales que pasen por O. Demostrar, posible-
mente con un razonamiento elemental, que el area del sector
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que proyecta desde O el arco AB es igual a la semisuma de las
dreas de los trapezoides que proyectan el arco sobre las dos
rectas. \

La proposicién se extiende sin dificultad al caso de un
arco cualquiera atribuyendo signos convenientes a las areas even-
tualmente superpuestas por efecto de los cambios de direccion
de la convexidad o a las areas de los trapezoides en caso de que
la convexidad se comporte en modo diferente respecto del punto
O y de las rectas consideradas. Se propone expresar también
tal complemento.

GUESTIONES

14.-Son conocidos los teoremas siguientes: Si se admilen
los postulados ordinarios de la geometria elemental, salvo el de
las paralelas, entonces, si existz un tridngulo tal que la suma de
sus 4angulos sea menor, igual o mayor que dos rectos, lo mismo
ocurrird para cualquier triangulo. Este teorema, debido proba-
blemente a Legendre, se demuestra ordinariamente por medio
del postulado de Arquimides. Max Dehn (Mathematische An-
nalen, Vol. 53) se propuso discutir el teorema desde el punto
de vista de la geometria no euclidiana y de su relacién con la
existencia de infinitas, una o ninguna paralelas por un punto a
una recta, llegando a la conclusién de que puede la suma de los
dngulos de un tridngulo valer dos angulos rectos en una geome-
tria no arquimediana en la cual por un punto puedan trazarse
infinitas rectas que no cortan a una recta dada.

Estas conclusiones permiten poner el siguiente problema:
Supongamos que se sepa que por un punto dado A a una recta
dada a existe una sola paralela. ¢Que puede decirse con res-
pecto a otro punto y otra recta cualesquiera? El nuevo pro-
blema se reduce al anterior en el caso de admitir el postulado
de Arquimedes. Se pide una contestacién independiente de tal
postulado.
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