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SOBRE LAS
MEDIAS ARITMETICO-GEOMETRICAS

DE GAUSS
POR

J. V. USPENSKY

(Tercera Parte) •

1.-Debemos introducir ahora las tres series

p(Z) = 1 + 2e~nt + 2e“471' + 2e~97lZ + ... + 2e^nt +...

q(í) = 1 — 2e~nt + 2e-^1 — 2e~dnt + ... + (— l)u2e~**nt + ...

_ n'_____ _ 9n! _ 25xf__________ _ (sfl+l)2??/. 
r(t)==2e ’4 +2e 4 + 2e 4 + ...+2e 4 + ...

bien conocidas en la teoría de las funciones elípticas y encontra­
das por Gauss desde muy temprano en sus investigaciones sobre 
las medias aritmético-geométricas. Ellas se encuentran en las ano­
taciones más antiguas de Gauss que se refieren a este argu­
mento y no es del todo claro de qué manera el gran matemático 
las haya descubierto. El modo siguiente de introducirlas, suge­
rido por Schering, parece muy natural.

Sean a y b dos números positivos, a > b, y

C=|/a2 —62.

Las razones
a ‘ & c

~M(afby M(a,b)9 M(a,b)

dependen sólo de
a
PX —
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como funciones positivas de t; pongamos

(1)

lo que sigue inmediatamente de la relación

£1

con

Por otra parte la razón
t

también es función de x, la que al crecer x de 0 a 1 crece de 0 
a + oo. Por eso x es una función determinada de la variable auxi­
liar positiva t y podemos considerar

t± = 2t

De pronto podemos señalar algunas propiedades de ellas. 
Primero «.

Pero como M(al9 6X) = M(a, 6) y Af(ax, <q) = — M(a, c) (ver 
Zj

§ 8 de la Primera parte) será

b2 + c2 = a2.

Siendo ahora ax, b±, cr los términos del algoritmo que si­
guen a a, b, c tenemos del mismo modo 

_ M(a,b)
M(a,c) a?2)

~ M
1 ’
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y por tanto

y siendo

cz+5 /—— a—b
br=\ ab, 0). = —^-, (2)

con las fórmulas (1), (2) resulta

p(í)2 + g(í)2=:2p(2í)2 (3)

p(í)g(í) = g(2í)2 (4)

p(í)2-g(02 = 2r(2í)2. (5)

De (3), (4) y (5) sigue

(p(í) - g(í))2 = 2(p(2í)2 - g(2í)2) = 4r(4í)2 (6)

(p(í) + g(í))2 = 2(p(2í)2 + 9(2t)2) = 4p(4í)2 (7)

de donde

pW+?(í)=2X4í) (8)

p(í)-q(í)=2<4í)- . (9)

En consecuencia de (5) tendremos además

p(4i)r(4í).= lr(2í)2

o bien

/ 1 /1 \2
<10)
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la fórmula (5) del § 6 de la II parte se escribe

a

la fórmula precedente toma luego la forma

de donde

se ve que dicha serie puede contener solamente potencias pares 
>0 de z; siendo por otra parte 

2.-Para indagar la naturaleza de las funciones p(f), q(¿) y 
r(í) pongamos 

log
«1

representa una función analítica regular en el dominio que re­
sulta cortando el plano de la variable z a lo largo del eje real 
desde 1 a + co y desde — la — co; ella se desarrolla luego según 
una serie de potencias de z regular para |¿|<1 y sin término 
constante, siendo evidentemente =0 por u = 6, x = l, z = 0. Pte- 
cordando además una observación que hicimos en el § 6 de la 
II parte, según la cual

—+ zM22)

2

La serie

,4a 1 i «i
Io8T-lo,?^“Tlos^

=iog^—lo8”z;’71 rMfi.i'i—^2)
2 L M(l,—z) J
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Indicando con q una nueva variable, pongamos todavía

resulta, tomando las raíces de los dos miembros 

z = 4q1/2(l + '(1q + y2 q2 + ...)

del desarrollo de

f

luego para 0<a?<l y bastante próximo 1,a

!'■+
1^
8

siendo la serie del segundo miembro convergente para |z| bas­
tante pequeño.

Por inversión hallamos

ZV2(1+1-Z2 + ...)
O

para valores bastante pequeños de q. Por otra parte, calculando 
por la definición los primeros términos
M(i, n — z2) se obtiene

e nl — q;

3/(1, F 1—Z2) = 1---- \-Z2
4

1 — — Z2 -I-1 —

1 a 1
M(a,b)

' b
M (a,b)

c
M(a,b} ]/m(i,]/i-z2)

son desarrollos convergentes para valores bastante pequeños de 
z. Sustituyendo aquí el desarrollo de z tendremos

’|/^=P(9)-l + 2? + ^! + «.9’ + --
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(

|/CL_=Q(g) = l-2g + d2q2 + d3g3 + ..-

= «(?) = 2giA (1 + eiq + e2q* +...)

y estos desarrollos serán por cierto convergentes para valores bas­
tante pequeños de q, o, lo que es lo mismo, para yalores de t 
bastante grandes. De tal manera vemos que valen para valores 
bastante grandes de t los desarrollos

p(0 = l+2q + c2q2 + c3q3 + ... 
q(í)=l — 2q+d2q2 + d.¿qt + ...

r(í) = 2qV¿ (1 + eiq + e2q? +...)

siendo

_ f 
q=e ” ’ t= Jlf(1/1=72)

Ahora las fórmulas (3) y (4) pueden escribirse así

P(q)2 + Q(q)2=2P(q2)2
(11)

P(q) QW = QW

y como los segundos miembros no cambian al cambiar q en —q 
es preciso que

P(-g) = Q(?)

por cuanto la otra posibilidad P(—q) = P(q), llevaría a la iden­
tidad imposible

1 — 2q + c2q2 — c3q3 + ... = l + 2q + c2q2 + c3q3 +...

Como de (3) y (4) se obtuvieron (6) y (7), se obtiene de 
(11).

(P(g) + P(- q))2 = 2(P(q2)2 + P(- q2)2)

(P(q) - P(- q))2 = 2(P(q2)2 - P(- 92)2)
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y es fácil ver que los coeficientes desconocidos c2, c3, c4, ... se 
hallarán por comparación uno tras otro. El cálculo, un poco 
laborioso conduce al desarrollo de sorprendente belleza

P(q) = l+2q + 2q* + 2q9 + ...

pero queda por mostrar que la ley tan inesperada no se desmiente 
nunca. Basta mostrar que las series

00

P(g) = 1 + 2g + 2g4 + 2g9 +. .. =2qnl

00

Q(q) = 1 - 2q + 2q± — 2q2 + . .. =-£(- l)u qn*

satisfacen las relaciones (11). Tenemos

donde la sumatoria se extiende a todos los enteros m, n, positivos 
negativos y cero de la misma paridad. Pero todos los pares de 
tales enteros resultan dé las fórmulas

m = x +y, n = x — y

haciendo tomar a x e y todos los valores enteros. Por ser

m2 + n2 =. 2x2 + 2y2

resulta

. SqM^Zq2x^= (Zq2x)2 = P(q2)2

Por otra parte
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en la última suma son nulos todos los términos donde m, n 
tienen paridad diferente; queda luego

P(q) Q(q) l)7ngrn+n ; m = n (mod’2).

Por la misma consideración anterior esta suma se escribe

1)™ qM 1)^ q 2x^= (^(- 1)* qx )2 = Q(g2)2

y por tanto

P(9) Q^=QW-

De la fórmula (9) resulta

2r(4í) = 4q + 4g9 + 4g25 + ...

de modo que

r(í) = R(q) = 2qW + 2qW + 2q^ + . ..

Teniendo en cuenta la definición de q se sigue que, para 
valores de x positivos, menore sque la unidad y bastante pró­
ximos a ella valen los desarrollos

como se estableció en la segunda

Recordamos ahora que,
parte, las funciones

1  
Jf(l,a?)

ni 25nt
4 +2e 4 +2e 4 +...
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son analíticas, regulares y no nulas en el dominio R' constituido 
por el plano cortado según las dos semirectas reales (0,-—<»), 
(l,oo); se sigue que lo mismo ocurre también en el mismo do­
minio para las funciones

1 yl—

con la convención de tomar las raíces con parte real positvia. 
Por otra parte el punto

Jí(l,x)
M(l—x,l+x)

está en el dominio D p(ara todos los valores de x excluyendo 
x = 0, — 1, 1 y la parte real de t será mayor que un número 
positivo fijo en tanto que x no se aproxime demasiado a 0, — 1, 1 
o tenga módulo demasiado grande. Por ser las series de los 
segundos miembros de (12) funciones analíticas regulares de t 
en tanto que Rí>0 se sigue, por prolongación analítica, que 
esas (12) conservan validez en todo el dominio R'.

De las igualdades (12) resulta que

(13)

para

M(l,x)
M(l—x,l+x) W-0, 1, -1).

Pronto veremos (§5) que es ésta la única raíz de la ecua­
ción (13) en el dominio D; pero que existen fuera de ese do­
minio infinitas otras que aprenderemos a determinar.

3. - Es necesario para eso indagar algunas propiedades de 
las funciones p(í), q(¿), r(0 definidas para todos los valores de t 
con parte real positiva. Primero, ellas no se anulan para ningún 
valor de t. Supongamos en efecto por absurdo que fuera 
P(t)=0 o g(T)=0. De la fórmula (4) resultaría
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?(2t)=p(t) g(r)=O

y luego

9(4t)=0, g(8T)=0, ...» g(2"-r)=0.

Pero evidentemente

límq(2nr) =/-0

lo que contradice q(2nr) =0. Segundo, si fuera r(r)=0 seguiría 
de (10) r(2r)=0 por no ser p(2?)=0 y generalmente r(2nx)=0 
para todos los valores de n. Pero se ve fácilmente de la expre­
sión misma de r(i) que por cierto r(2nr) no se anula para n bas­
tante grande.

Al crecer t de 0 a +co la función p(i) decrece de -H00 a 1, 
porque todos los términos de p(i) en (12), salvo el primero, de­
crecen de 2 a 0; se sigue

M-<0 para 0^í<oo.
di

Por (4) también g(i) resulta siempre positivo; derivando 
(4) se tiene además

+ p(í)— = 4q(2í) q'(2í)
di di

de donde sigue, teniendo en cuenta las observaciones precedentes, 
que si para cierto valor de i fuera q'(í) 5g0, sería aun q'(2í) <0; 
luego q'(4i) < 0, q'(2ni) < 0. Por otra parte, efectuando la deri­
vación en la segunda igualdad (12) se ve en seguida que, para i 
bastante grande, q'(í)>0.

Se sigue que para n bastante grande no puede ser ,q'(2ni) <0 
y por tanto será q'(i)>0 para cualquier i, 0<^í<c°, es decir 
q(i) es creciente para i positivo; por otra parte de (12) resulta 
en seguida

lím g(i) = l;
t —> 00



luego, para cada t positivo

finalmente, por (4)

qW .
PÍO _p(C’

luego q(0)=0, es decir, q(¿) crece desde 0 a 1 al crecer t 
desde 0 a +oo.

Otra propiedad importantísima resulta de las fórmulas (1). 
Cambiando en ellas b y c y teniendo en cuenta que

M (a,c) 1
f=M(a,6)=T

tendremos 

y como por otra parte 

se deduce

?(4)=VZr^’r <14>

para valores positivos de t. Pero, como ambos miembros son 
funciones analíticas regulares de t cuando R(í)>0, valdrán las 
fórmulas (14) para todos los valores complejos de t con parte 
real positiva; hay que advertir que la raíz tendrá siempre parte 
real positiva.

Por fin, de la definición misma resultan las fórmulas
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p(í + ¿)=g(í), g(í + i) = p(í), r(t + i)=e 4 r(t) (15) 

de donde sigue para n entero cualquiera

p(¿ + 2ín)=p(f), q(í + 2¿n) = q(í), r(í+ 2in) = (—¿)nr(í). (16)

4. - Sea D' el dominio entre las rectas

1(0=-1, 1(0 = 1

y a la derecha de dos semicírculos

(17)

Digo que en todo punto t interior al dominio D' vale la 
desigualdad

Trazando de los puntos i y----g- i las paralelas al eje 
real, el dominio D' estará dividido en cuatro partes 1, 2, 3, 4 y 
basta demostrar la desigualdad (17) para los puntos pertenecien­
tes a las partes 1 y 2. En efecto, si t se halla en la parte 4 el 
punto i' = t-\-i estará en la parte 1 y si t se halla en la parte 
3 el punto t' — t — i estará en la parte 2. En ambos casos, a causa 
de las fórmulas (15) tenemos
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g(C2 „ q(tf')2 
p(t)2 p(¿')2'

Además en puntos simétricos respecto al eje real g(í)2/p(í)2 
tiene valores complejos conjugados; por tanto basta demostrar la 
desigualdad (17) sólo para puntos de la parte 1. Sea ocd un semi­
círculo con radio tan pequeño que él deja el punto dado t de la 
parte 1 fuera de sí y sea fg una paralela al eje imaginario y 
bastante alejada.

Examinemos el signo de la parte real del cociente

pW
q(t)2 

sobre el contorno dgfecd cerrado.
a) Sobre la parte del eje real dg dicho cociente es positivo.
b) Sobre el arco ce tenemos

1

con u real. Teniendo en cuenta las fórmulas (14) podemos escri­
bir

i

o bien, por (15),

r(u-iy
p(u—¡y

W)= lqW

de modo que RA(í) =0.
c) Sobre ef

con u real Pero de las series para p(¿) y q(í) se deduce

fácilmente
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i 1 i
p (4+u)=~ ir(4u)=+iq^ 

q (4+u)=p^+ír^4^=~ iq(u^
y por tanto

<7 (^+u ) _ . p(u)-—iq(u) _ . p(u')2—q(u)2—2ip(u\q(u) 
p(^+u') ~l pW+w^ 1 p(“)8+g(«)2

es decir

J7(j+») . r(2u)2—iq(2u)2 .
p(4+«) 1 p^2

de donde sigue

q (|+u )2 q(2uy-r(2uY 
p (y+U )“ p(2u)4

Poniendo í = l en las fórmulas (14) resulta

g(l)=r(l)

y como q(í) crece al crecer t mientras que r(í) decrece, ten­
dremos

q(2u)4>r(2u)4

para u>~— y luego

RA(í)>0

sobre ef salvo en el punto e.
d) Tomando fg en distancia suficiente será A(í) sobre fg 

tan cerca de 1 como se quiera y por tanto todavía RA(¿)>0. 
z



e) Llamando e al radio del semicírculo ocd, tenemos sobre 
éste

1
t 2s

(1 — iu)

con a real. Luego para e bastante pequeño será r muy pe­

queño mientras que p(-yJ será casi igual a 1. Por tanto la par­
te real de

pW
será numéricamente pequeña como se quiera. Ahora digo que 
la parte real de A(í) no puede ser negativa para ningún valor 
de t. Como p(¿) no se anula, la parte real de 

será una función armónica regular dentro del contorno dgfecd y 
alcanza su valor mínimo sólo en puntos del contorno. Como, sal­
vo sobre el arco cd, tocios los valores de A(í) son positivos o 
nulos y sobre el arco cd quedan mayores que un número negativo 
numéricamente pequeño como se quiera, no puede ser RA(í) ne­
gativa. Se sigue que también sobre cd la parte real de A(í) es 
positiva o nula y luego será positiva en cualquier punto interior 
a la región 1, y la desigualdad (17) queda así demostrada.

Si el punto- t está en el dominio D mencionado en el párra­
fo 2 fuera de los arcos oab, bcd, es fácil ver que 2t o 2t — 2mi 
con m entero convenientemente escogido estará en el dominio 
D' fuera del arco oeh, de lo que resulta que en tal caso las 
partes reales de los cocientes

q(2t^ q(4t^ q(8t)2
p(2¿)2’ p(8í)2’ •••

serán todas positivas.
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Siendo t un punto interior del dominio D, de los tres puntos

1^
7’

uno estará en el dominio D' fuera del arco oeh, de donde resulta
que en tal caso las partes reales de los cocientes

KO2 r(2f)2 r(4í)2
PÍO2’ pW ’ p(4t)2 ’

o bien de los cocientes V.

qft-1)2 q(2t~^ q(4t-i)2
p(í-i)2’ p(2t-^2’ p(4t-i)2’ “■

serán todas positivas.

5. - Sea t un punto interior del dominio D. Tomando

a-=p(02> 6 = q(í)2

como términos iniciales del algoritmo de las medias aritmético- 
geométricas por medio de las fórmulas (3) y (4) hallamos

a1 = p(2í)2,
a, = p(4í)2,

6X = g(2í)2
62 = q(4t)2

an = p(2ní)2, bn = q(2nt)2

y de lo dicho en el § 4 sigue que las partes reales de los co- 
cíenles

^3

«3

serán todas positivas. Observando que
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límp(2ní) = lím qfát') = 1 (n—>oo)

se sigue

#(p(í)2, g(í)2) = l (18)

y luego, observando que

?W=Wp(t)- rW = W?ÍT)'

M(p(i)¡, r(l)') = y. (19)

Sea ahora t una raíz de la ecuación

vw =x
PW

en el dominio D; vamos a demostrar que ella está unívocamente 
determinada por el número x; pongamos para eso

será 

y, por (18), (19)

Af (1, x) = P, Af (1, Vi — X2) = -y-

* M(l,x) M(l,x)
Alfl/Vl—a?2) M(l—a?,l+a?) ’

Análogamente se razona para valores negativos de x o positivos 
>1, pero dejamos al lector la demostración que no presenta 
ninguna dificultad.
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6. - Para terminar la 
métricas es preciso ahora 
las raíces de la ecuación

teoría de las medias aritméticas-geo- 
aclarar de qué manera se hallan todas

Podríamos obtenerlas estudiando la prolongación analítica 
de la media Af(l,x) a través de los cortes, lo que a la verdad 
sería muy natural; pero preferimos otro método más aritmé­
tico que va a conducir al resultado quizás más rápidamente. 
Empecemos con algunas observaciones sobre las fracciones con­
tinuas. Sean A y At dos enteros respectivamente impar y par. 
Podemos dividir A por At de tal modo que el cociente sea 
par y el resto positivo o negativo numéricamente menor que At. 
Así será

A = 2q1A1 + A¡¡; A2 impar,

Luego de la misma manera hallaremos números enteros q? 
y A3 tales que

A1 = 2q2A2 + As; A3 par, |A3|<|A2|

y continuando como en el ordinario procedimiento de Euclides 
tendremos las igualdades

A — 2q1A1 + A2, A±— 2q2A2 + A3, A2— 2q3A3-¡-A¿, ...

2 = 2q2n-l ^2n—l A2n_1 = 2q2n An.

donde A, A2, A4, ... son números impares y Ax, A3, A5, ... 
pares. Por ser

|A1|>|A2|>|A3|>|Aj>...

el procedimiento se terminará llegando a un resto A2n que divide 
al resto precedente A2n_1.

Al mismo tiempo el cociente A : Ax será desarrollado en 
fracción continua
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Sean

A o 1 IA¡“29l+2g2+|-

f i h.
<?/ <?,’

1 1
29271-1+ 2qzn

las fracciones reducidas de modo que

P1 = 2glJ P2 = 2q2P1 + l, P3 = 2q3P2 + Pí, ... 

Qi=^-> Q3—273Q2 + Qi, • ••;

Pt, P¿, P5, ... serán paires, P2, P±, P& • • • impares, y además 

P2~l, P4 = l, P6 = l, . .. (mod 4) ;

lo mismo O{ > Qs> Q&, • • • serán impares, Q2, Q±, Qq, • • • pares y 

<?2 = 2g2, Qi = 2q2 + 2g4, ... (mod 4) 

y en general

Q2s = 2g2 + 2g4 + .. .+2g2s (mod 4)

Puesto que A y A± son primos entre sí, tenemos

i A-i — Q 2n — 2(92 + 2?4 + • • • + 2g¿n (mod 4); 

en el caso de que At = 0 (mod 4), se sigue

92 + 9i + • • • + 9 2n =+ (mod 2).

7. - Sean ahora t y r' dos números complejos tales que

(ab-pT) = l

con a, p, y, b enteros y

a = <5=1 (mod 4), y = 0 (mod 4), p=0 (mod 2).
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Aplicando a la razón a : y el desarrollo en fracción continua 
como hemos indicado en el n. anterior, de manera que

resulta 

a

T
1

2?2n-l+

1
2g2n

y, siendo, como se sabe

P2ti Q2TI—I Q211 P2n—1 — 

será

P == 2mcc + P27i-i, = 2my + Q2n-i’ m entero

T/ _ ^2/i(T+2m)4-P2n_1 .

Q2n(T+2rn)+Q2n-1

1

de laEn otras palabras, se llegará de t' a t por medio 
sucesión de substituciones

se sigue que t' coincide con la fracción que se obtiene agregando 
al desarrollo en fracción continua de un último cociente

T

’' = 2‘í‘+2()!+

1. 
x+2m

1 1 1 1
12?2n-1+1 2<?2n+ r+2m

resulta

t'—, t1-2q2- T2n—1 — 2</2n+ 3 T2n' = t 4- 2m.
T1 t2 T2n

Supongamos ahora que t y t' sean imaginarios (enteros)
y pongamos

t' = íí', = ... , Tfc=(< 1)^ • • •, x2n = ^2n» t _ ít;

at—ip
Vft+b



— 149 —

t = — 2iq± + —, t± = 2iq2 +—, ..t2n = t — 2im 
h *2

y, por la primera (16)

P(^) = P (^ ) > P(tl) = P (v) ’ • • • P(*2n) =?(<)• 
h .2

Teniendo ahora en cuenta la fórmula (14) resulta

Notamos todavía que, por un cálculo inmediato

Ti

2<7iti+1

y por tanto

(4qiq2+l)^+2q1 2n(T+2m.)+Q2n

TJLT2 t1t2* • -T2n

tit2- - T2»=YT + b-

Se sigue

i^_t2 ... t2n = iyt + b 

p(/')2 = (íy¿ + b)p(¿)2.

Con un cálculo análogo se obtiene

g(í')2=(iYÍ + b) ^(í)2^).

(20)

(21)

(1) En efecto, aplicando alternadamente (16) y (14) se obtiene 

?(í’)2 = q{— 2qti + 1) 2 = p( 1) “ = ¿Xíi)2

= ír( 2q2i + i) 2(— ¿)2<Z2íir( )2= qihhq^

= (— 1> + ?4 íj t2 ts q{tiY = ...
= (— 1)?2 + ?4 + • • • + <?2n ¿2 . . . ¿2n q(f)Z

y, por ser
Q2„ = p = 0 (mod. 4)

<h+ </i + • • • + fe. = 0 (mod. 2)
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De (17) y (18) resulta

pfí')2^ p('í)2

y ello significa que de una raíz t de la ecuación

resultan infinitas otras t al poner

ai—¿8
V = ~----T¿yí+b

donde a, p, y, b son enteros sujetos a las condiciones mencio­
nadas.

En el párrafo siguiente vamos a demostrar que no hay otras 
raíces.

8. - Conviene volver a las variables t, t' poniendo

t ~ ix} t' = ixf.

Entonces serán r y r' números complejos con parte imagina­
ria positiva y

ar+p
t' —-------- .

Diremos que r' resulta de t por medio de la sustitución pineal 
representada por la matriz

Si t" resulta de t' por medio de la sustitución lineal
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resultará r" de r por la sustitución lineal

0,0 / a'a+P'Y a'P+P'b \
° — \ y'a+b'y y'p+b'b /

y las sustituciones lineales que consideramos forman un grupo 
que llamaremos G.

A dos números complejos o puntos ligados por una sustitu­
ción del grupo G los llamaremos equivalentes respecto G. De­
signando por r0 el número conjugado de r, al número positivo

T) _ ¿(To~T
1+TTq

lo llamaremos, altura de t. Se calcula fácilmente

Í(t0—T) 
ff (Y) = -------------------——------------------ .k 7 (YT+b)(yT0+b)+ (aT+P)(aTo+P)

El denominador de esta expresión es una forma cuaternaria 
positiva de a, p, y, b considerados como variables; existirán 
por tanto cuatro enteros ct, p, y, b sujetos a las condicionéis 

a = b=l (mód 4), y = 0 (mód 4), p = 0 (mód 2), ctb— yp = l 

que la rinden mínima. Por tanto entre los números equivalentes 
respecto G existirá al menos un número con altura máxima. 
Sea t este número; para cada otro número equivalente será 

//(?) y Por tanto

(yr + b) (YTo 4“ b) + (ere + p) (ctr0 + p) ¡> 1 + tt0. (C)

Considerando ahora algunas sustituciones particulares, vamos 
a limitar el dominio donde está t.

a) Sea t' = t-|-2 (es decir ct = l, p = J-2, y = 0, b = l). 
De la desigualdad (C) resulta t + r0 2 O y por tanto
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b) Sea

Por (C) será 4rr0 (T + To) = 0, es decir

d) Sea
4-3t+2

t' =---------- .
4t±3

3 1
De la desigualdad (C) resulta — (r + To) + — ^0, es

decir,

equivalentes

—. En fin 
4

1.
4

por la sustitución t' = --------  .1 4r—3
De lo dicho resulta que entre los puntos

respecto a G de un punto dado siempre existe un jpunto situado

T
T'=------------- £

—4?+l
el círculo

La recta Rr = l se transforma en la recta Rr =— 1 por la

sustitución r' — t — 2; el círculo r — —-
4

i-por la sustitución

se transforma en el círculo t'4- —
4

3 = —— se transforma en el círculo 
4

3
T'+T4

en el dominio DQ representado en la figura adjunta del cual 
excluimos los semicírculos b', a’ y la línea 7'. Sea ahora V una 
raíz cualquiera de la ecuación
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Según lo dicho existirán números enteros ct, 0, y, b tales que 

a =1 (mód 4), y = 0 (mód 4), 0 = 0 (mód 2), cxb — Py = l

y que el punto t del dominio D ligado a t' por la relación 
f = es también raíz de la misma ecuación; pero, según
el § 5, dicha ecuación no tiene en ese dominio más que una 
raíz; por tanto todas las raíces tienen la forma indicada.

Respecto a la variable t ello significa que cada punto del 
semiplano It>0 es equivalente a un único punto del dominio 
Do. La función

no se cambia por sustituciones del grupo G y toma en el do­
minio Do una vez cada valor, con excepción de 0,1 — 1. Es 
una función de las llamadas modulares.

9.- Sean

a, (Z-L, 0-2: • • •

5, b±, b2, • • •

los términos del algoritmo de las medias aritmético-geométricas 
bajo la sola condición de que un número finito de los cocientes

tengan parte real negativa y sea Af (a, 6) el correspondiente va- 
los de la media aritmético-geométria. Sea bn/an el último co­
ciente con parte real negativa o nula, de modo que
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para k = n + l, n + 2, n + 3, .... Entonces M(a, ó) =M(ani &n). 
Pongamos

an = P P(T)2’ bn — ^ q(r)2

siendo t la raíz de la ecuación ».

g(r)2 _ bn
P(t)2 “ an

en el dominio D. Por ser 2an = an_i + &n_i, bn2 = an^1bn_1 
tendremos

«n-i = an + Man2 — bn2 = p (p(j)2 ±r(T)2) 

6n_i = <Zn— ¿n2 — |i(p(r)2 ZjZ r(r)2).

Pero

p(T)2 + r(T)2 = p(±)j p(T)2_r(T)2 = g

de modo que, tomando e = 0 o 8 = 1, tendremos

«n-i=pp(4+eí) =^p(ti)2’

/ T \ 2
bn_1 = [iq =P<7(\)2

poniendo tx = — + ei. y
2

De la misma manera

an_2=:pp(T2)2, 6n_2 = pg(T2)2

• T1poniendo t2=—con ex = 0 o £1 = 1. Continuando así 

y poniendo
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en—iG sn—i — O O £n_i — 1

hallamos

a=fip(co)2,

ai = PP(Tn-i)2» 
«2 = fxP(Tn-2)2> 

b = |i q(co)2 

\ = P?(Tn-l)2 
62 = P9(Tn-2)2

Pero

Tn—i — 2co — 2ez1_1Í, 

y por consiguiente

a = pp(co)2, 

<z1 = pp(2co)2, 
a2 = pp(4co)2,

_2 — 4co 4Cfi -jl 2Sr—2'

6 = p q(co)2
b1 = p q(2co)2 
ó2 = pq(4co)2

Luego [L = M(a,b').
Por otra parte co es una raíz de la ecuación

q(T)2 b
píj)2 a

que tiene la raíz

M(a,b)
M(a—b,a-\-b)

en el dominio D. Existirán por tanto enteros

a==b=l (mód 4), Y = 0 (mód 4), P~0 (mód 2), 

tales que

at—ípco = ---- —
V(ti+b

ab — Py = 1



a

es decir

¿Yb
(22)

1 ^p(co)2^p(¿)2
P

De la fórmula (20) sigue p(co)2 = (¿y£ + b) p(¿)2 y por tanto 
j

¿Í(w+í,)=i¿ír(s+i'í<)’

1 __
3f(a,6) M(a,b) ‘ M(a—b,a-\-b)

con b = l y = 0 (mód 4) números primos entre sí. Recíproca­
mente, dados dos tales enteros podeímos elegir raíces en el algo­
ritmo de tal manera que la media resultante M(a, 6) satisfará la 
relación (22). En efecto, por ser b = l (mód 4),y = 0 (mód 
4) primos entre sí se satisface la ecuación diofántica ab — py = 1 
con a = l (mód 4), P~0 (mód 2). Tomando entonces

at—íp

será

q(co)2 b
p(a>)2 a

y podemos poner,

a = p,p(co)2, b = p,q(co)2

de donde se sigue que

an=M>(2na>)¡¡, blt=pq(2na>y,

serán términos de un algoritmo posible convergente al límite p. 
Pero

1 _p(co)2 b íy
p a M(<a,b) M(a—b,a-[-b)

que es lo que se quería demostrar.
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Aquí podemos terminar nuestro estudio y sólo añadiremos 
que las relaciones mutuas de varias medias posibles, culminación 
y remate de toda la teoría, fueron conocidas por Gauss (ya en el 
año 1800 como se deduce de la alusión que se halla en su diario 
científico: «Inter dúos números datos semper dantur infinite 
multi termini medii tum arithmetico-geometrici, tum harmónico- 
geometrici, quorum nexum mutuum ex asse perspiciendi felicitas 
nobis est facta. — Iunio 3, 1800, Brunor [ici]».

APENDICE I

UNA FAMOSA IDENTIDAD DE JACpBI ANTICIPADA POR GAUSS

Poniendo como en el § 2

P(a?) = 1 + 2x + 2z4 + 2z° ... =
n = — 00

la identidad a la cual nos referimos se escribe

Jacobi la obtuvo de las series trigonométricas que representan las funcio­
nes elípticas y la utilizó para encontrar el número de representaciones de un 
entero por sumas de cuatro cuadrados (x). Es sorprendente que esta identidad 
fuera conocida por Gauss desde mucho tiempo antes sin que la mencionara en 
sus obras publicadas.

Ella sigue como un corolario fácil de la fórmula

d 1(?gf§S = ¿ ^(o-6) M(a’o) d log T
establecida en el § 9 de la Primera parte, junto con los desarrollos de las fun­
ciones P($), Q(x'), R(x) en productos infinitos. Cambiando b y c en la fór­
mula (A) tenemos también

— d log M (a,c) (B)

estas fórmulas pueden escribirse

de donde, por ser
a2 — ba 4_ c2 ,

(x) Cfr. Uspensky, Una nueva demostración del teorema de Jacobi. Math. 
Notae. Año 49, p. 80.
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se deduce

7C

~2 d^zi x- =---------- .— d logM(a,c) a2
c

Poniendo

tenemos

Jf(q,b)
Z M(a,c) =z log x

y podemos eliminar a, b, c, de las fórmulas precedentes obteniendo

1 1 R 1 £ 1 ai PTd log « = d log - = d log  =  d log

De aquí vamos a obtener expresiones para P4, Q4, R4 calculando previamente 
los logaritmos luego de desarrollar P, Q, R, en productos infinitos. Para lograr 
estos desarrollos Gauss dispone de varios métodos de lis cuales el siguiente 
nos parece singularmente ingenioso. Pongamos

L _ xn (1—afo+l) a;2n(l—a;2n+2 ) (1—a?n+l)
~ (l+Ofn) (l+flj-n+l) (l4-£«) (l+£«+l) (l+£ra+2)

í»3n(l—#2n-|-3)(l—a:n+l) (1—#n+2)
(1-{-íc«) (l-|_a;n+l) (l+ír«+2) (l-f-a;n+3) + • • *

_ Xn #2n(l--- ícn+1)--------------a?3n(l--- £ra+l) (1—#"+2) 
“ l_p;n ) (l-prn+l) + (1 (l_|_flp+l) (l-J-^+2) “r * ’ *

dando a cada suma 1¿ términos. Podemos formar la diferencia L—M primero 
sustrayendo cada término de If del correspondiente término de L y segundo 
sustrayendo el primer término de M del segundo de L, el segundo término de 
M del tercero de L, etc.

Poniendo

xn(1—xn~) x2n(l—xn) (1—<r«+l)

y otra

L —M =(f>(x,n,k')

<p (x.n.lc') — —------ I--------- ——w 7----------1--------- - ——--------_í-------------------- L . .
l-pE71 (l_|_£n) (l_|«a;n+l) ) (1-J-íKn+l) (l-prn+2) *

donde la suma consta de términos, hallamos una vez

de modo que
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(O

la suma

(D)
donde

(E)<p (&,n) = 1—ír2n+l <p (#,7U|-1)

Como <p (x,0)

o bien

y, cambiando x en —x

luego

2

— — 1 — T — rc+rc4 — z9+...

y para n > 1,

(p(£,0) = 1 — x (f> (x,l) — T

xn2 <p (x,n)

tiende a cero al crecer n indefinidamente, de lo que resulta la igualdad

(1-s) (1-S») (1-^) ■ . ■ 
- (1+®) (1+a?) (1+^)... ’

’(

—, de (D) y (E) resulta
2

— _ 1 — T — x+x4 <¡> (®,2) =1 — T — ® + — ®»<p (a5,3)
2

y en general

— — 1 — T — x+x4—£9+... + (—1)” xn2 <p (#,n). 
2

Pero es fácil ver que

_ / 1—ft\2 / 
P(íc) “ \ l+a / \

Ahora de la fórmula

Xkn(1---£n+l) . • • (1---1)m (x,n,lc) = 1—x2n+l<p (x—1)— —----- r—------- ¡—x, •

, Sea ahora 0 < x < 1; entonces al crecer 1c indefinidamente 
<p(a:,n,fc) tenderá al límite

1 xn (1—x”) x2«(l—a;«)(l—#n+l)_
(p(x,n) __ (1—|—I-1) (1—a?*) (l-p;n+l) (l+a;“4-2)

serie infinita convergente para n>0. De Ja identidad (C) resulta luego, para 
n = 0,

P(x\ _ i i 2x+2x44-2x9-4- — (1~~a?2) (^¿e8) - •W _ 1+ x+ x + x 4 (1+a?3) (1_a?8) ..

se deduce inmediatamente la identidad
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La otra identidad de Jaeobi se obtiene de modo análogo, pero necesitamos 
para eso el desarrollo de P (x) en producto infinito. Considerando las dos 
sumas

a?2n(l—#2n + 6) (1---£«+2) (1—£«+4)
(1—£«4-1) (1—£"4-3) (1—£«4-5

Xn (1---£"4-2) Xn (1---£2n4-4)(l---£"4~2)
■“ = 1—K"+l 1 (1—»”+l) (1—¡r»+3) h

£3n(l---£"4~2) (1---£«4-4) (1---£«4-6)
(1---£"4-1) (1—£«4"3 ) (1-- £«4"5)

con el mismo número de términos y procediendo de la misma manera que en el 
caso precedente, Gauss establece primero la identidad

n («4-1)
l-l_£4-£34-£G4- • • • 4-^ 2 “F’i • •

(1—£2) (1—£4) (1—£8)...
(1---£) (1---£3) (1-- £5) . . .

de la cual sustituyendo £2 en cambio de £ y multiplicando los dos miembros 
por £V* se deduce

2? (£) = £ Vi
(1—£*) (1—£8) (1—£12) . . . 
(1—£*) (1—£6) (1—í»10) ...

y por tanto

qm ri, í <i+^2) (14-*4) • • r
R(£) “ ¡ (I—£) (!—*3) (1—• • • J

y esto basta para lograr la aludida identidad de Jaeobi.

APENDICE II

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

A continuación damos algunas referencias acerca del origen de las mate­
rias que hemos tratado en nuestra memoria para conveniencia de los lectores 
que deseen estudiar las notas de Gauss publicadas en sus Obras Completas, o 
sea, C. F. Gauss Werke.

Primera parte

1. La carta a Laplace se halla en Werlce, 101, pág. 371-374.
2. El algoritmo de las medias aritmético-geométricas para números posi­

tivos está explicado én Werlce 3, pág. 361-365.
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3. La fórmula para la difeerncial dM. (a, fe) se halla en Werlce 3, págs. 
372-373.

4. Para la deducción de la ecuación diferencial ver Werlce 3, pág. 380-382.
5. La segunda deducción de la serie para 1/M (l-J-rr, 1—x) se halla en 

Werlce 101, pág. 181-183.
6. La expresión de la integral elíptica completa de primera especie se

halla en Werlce 3, pág. 370-371. Ver también Werlce 3, pág. 352-353. La fórmu­
la para la longitud de la elipse se halla en Werlce 3, pág. 353-354. Ver tam­
bién Werlce 3, pág. 359-360 y Werlce 101 pág. 229-231.

7. Ver Werlce 3, pág. 377 y Werlce. 101 pág. 220-221.
8. Ver Werlce 3, pág. 377 y Werlce 101 pág. 217.
9. Ver Werlce 3, pág. 377; Werlce 8, pág. 96; Werlce 101 pág. 217, 220.

Segunda parte

1. Para la definición de la media principal (einfachste Mittel según 
Gauss) ver Werlce 3, pág. 477.

4. La carta a Bessel se halla en Werlce 101, pág. 365-371.
5. La tercera deducción de la serie para 1/Jf (1+íc, 1—x) se halla en 

Werlce 3, pág. 367-369.
6. La fórmula fundamental (6) bajo otra forma se halla en Werlce 3, 

pág. 477-478.
10. Una parte del dominio D se halla trazada en Werlce 3, pág. 478.

Tercera parte

1. Fragmentos más antiguos donde aparecen las series p(t), q(t), rW 
se hallan en Werlce 101 pág. 177, 190, 210. Ver también Werlce 3, pág. 382-385.

2. Ver Werlce 3, 383-384.
3. Las fórmulas (14) se hallan en Werlce 3, pág. 386.
4. Ver Werlce 3, pág. 477.
5. Ver Werlce 3, pág. 478.
6. Ver Werlce 3, pág. 478 y también 101 pág. 222-223.
9. El diario científico más interesante de Gauss se halla en Werlce 101 

pág. 488-572 y la noticia particular citada en pág. 550.

Apéndice I

Las identidades aludidas se hallan en Werlce 3, pág. 
d P

P4 — ~q~ e^c« se hallan en Werlce 3, pág. 382. Ver
pág. 211-212. Para los desarrollos en productos infinitos 
437-440.

445. Las fórmulas 

también Werlce 101, 
ver Werlce 3, pág.

stanford university. california.



COMPLEMENTO A LA NOTA

SOBRE UN PROBLEMA DIOFANTICO
por

L. A. Santaló

1. - Enunciado y demostración del teorema. — En el nú­
mero anterior de estas Mathematicae Notae (x) B. Levi resuel­
ve el problema de hallar cuaternas de números enteros m, n, p, 
a, el a de una sola cifra, tales que los tres primeros verifiquen 
a la ecuación pitagórica

m2 + n2 = p2 (1-1)

y los números que se obtienen anteponiendo a cada uno de ellos 
la cifra a, sigan todavía verificando la misma ecuación (1.1).

Por ejemplo, para m = 5, n = 12, p = 13 se cumple (1.1) 
y anteponiendo a cada uno de estos números la cifra n = l, se 
obtienen los números 15, 112, 113, que también satisfacen a 
la misma ecuación. :

Demuestra B. Levi que el problema tiene infinitas solu­
ciones, que clasifica en diferentes sucesiones infinitas correspon­
dientes a los distintos casos que aparecen en el análisis del pro­
blema y después de estudiar varios de estos casos posibles, deja 
al cuidado del lector completar el estudio de los restantes.

Nos ha parecido interesante hacer este complemento, princi­
palmente porque una simple observación nos ha permitido po­
ner de manifiesto que puede prescindirse de la condición de que 
el número a sea de una sola cifra, llegándose al teorema gene­
ral siguiente:

(*) B. Levi, Sobre un problema diofántico, Mathematicae Notae, vol. V, 
pág. 108, 1945.
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Indicando con a un entero positivo, para que exis­
tan tres números enteros m, n, p, que verifiquen la ecua­
ción pitagórica (1.1) y cumplan la condición de que los núme­
ros que se obtienen anteponiendo a cada uno de ellos el número 
a. sigan verificando la misma ecuación (1.1), es condición ne­
cesaria y suficiente que sea

(1-2)

en cuyo caso hay infinitas ternas m, n, p que cumplen las 
condiciones mencionadas.

Vamos a dividir la demostración en dos partes, probando 
primero que la condición es necesaria y luego que es suficiente.

1. La condición es necesaria. En la demostración de B. Levi 
la condición de que el número antepuesto a sea de una sola cifra 
se utiliza de una manera efectiva únicamente en el n°. 3, para 
demostrar que en la expresión (21) que se escribe

b = 2. ar + 2/¿ m2 (1. 3)

debe ser

x — u — l-\-k = h. (1-4)

Ahora bien, vamos a demostrar que dicha condición es su- 
perflua puesto que de fórmulas escritas precedentemente por 
el autor se puede deducir la acotación (1.2).
, En los casos Io. y 2o. af de B. Levi, sin «utilizar la hipó­

tesis de que a sea de una sola cifra, se encuentra que a solamente 
puede tomar los valores 1, 2, 3. Estamos, pues, dentro de Ja 
acotación (1.2).

En el caso 2o. ó) se llega a la igualdad

6 = 5. ÍO®^-1 a + m1. (1-5)

Por otra parte, utilizando siempre las mismas notaciones 
de B. Levi, se tiene

m8—= p + n > 2. ÍO^-1 o (1-6)
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siendo

m — 10u mx < 10*. (1.7)

De (1.5), (1.6) y (1.7) se tiene

m2 = 102u mx2 > 2.10*+u_ 1 (5.10*“u_1 a + mx)

o sea

m±2 > 102(x-u)-i a 4_ 2 . io*-u-i m1

que se puede escribir en la forma

(mx — lo*-*-*)2 > 102^-“-^ (10 a +1).

Pero siendo m1<10*_u, de esta desigualdad se deduce

102^-u-i; 92 > i02^-u-i; (10 a +1)
de donde

a<8 (1.8)

lo que prueba la acotación (1.2).
Como confirmación de este resultado se observa que la 

afirmación contenida en la pág. 117 de la nota de B. Levi de 
que k puede tomar los valores 0, 1, 2, 3 ;(lo que equivale a 
decir que a puede tomar los valores 1, 2, 4, 8) debe modificarse 
excluyendo el valor A? = 3. En efecto, para k = 3 se comprueba 
inmediatamente que los dos extremos de las desigualdades (37) 
se hacen iguales, lo que demuestra la no existencia de ningún 
valor de l intermedio entre ellos. .

2o. La condición es suficiente. Una vez demostrado que la 
condición (1. 2) es necesaria, nos falta probar que ella es sufi­
ciente, es decir, que para cada valor de a ^7, existen infinitas 
ternas de números enteros m, n, p satisfaciendo las condiciones 
del teorema.

Para a = l, 2, 3 han sido dados ejemplos por B. Levi y 
el caso a = 4 cae también dentro de los casos por él estudiados. 
Pero como al llegar a la pág. 115 B. Levi pasa a considerar
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particularmente el caso a1 = c=d = l, quedan de lado los ca­
sos a = 5, 6, 7. Para considerar estos casos partiremos de las 
fórmulas siguientes, obtenidas en la pág. 115:

(1.9)

t(1.10)c

(1-11)

(1-12)

siendo además

(1.13)m = 10u — 10“ 21l m2.

La desigualdad (1.12) se puede escribir

/1.14)

m225/1-H1 + m2 = 2l c, p-\-n = 52ü 22u+h~l

m 25/1-k 21-k 4-1 < < 5U+I 2?-H2
c

Para reunir (1.11) y (1.14) en una única sucesión 
desigualdades, basta observar que

de dos

h—k Z-fc-Fl /- , . h-k+1 l-k+25h-k 2-k < 5 -2- 2 “T- ]/ c, 5^+* 2^ < 5 ~~2— 2 ~2— ye.

En efecto, ambas desigualdades, por simples transformacio­
nes se ve que serán verificadas siempre que sea

£h—k+l 2^^ C

y esta desigualdad es evidente teniendo en cuenta la primera 
igualdad (1.10).

Podemos por tanto reunir (1.11) y (1.14) en la expresión 
única

h—k l—k+1 ¡— ,
5^2 —2— yc < m2 < 5^-Hi 21-*. . (1.15)
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Teniendo en cuenta la primera igualdad (1.10) estas desi­
gualdades equivalen a las siguientes

2*c>5^.21ír 2lyc + 5'>-*+ia1 (1.16)

2* c < 5A-H1 (Ql + 21-*). (1.17)

La (1.16) equivale a

y la (1.17) se puede escribir

Tomando logaritmos podemos escribir estas desigualdades 
en la forma más simple

Escribiendo que estas dos desigualdades (1.18) y (1-19) de­
ben ser compatibles, se tiene,

o log(2L2-+/2i-fe + 20u1) 

log 2
log 5 + log (at + 21-*) 

log2

o sea,

y (2V+ }/2i-* + 20a1)2<5(a1 + 2i-*)
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que equivale a

2fca1<8. (1.20)

y como a = 2^alf se comprueba de nuevo la acotación (1.8).
Siempre que sean dados dos valores k y a± que cumplan 

la condición (1.20), el hecho de que logó : log2 sea un núme­
ro irracional permite afirmar (como observó B. Levi en el ar­
tículo originario) que existirán infinitos valores enteros de h, l, c 
para los cuales se verifiquen al mismo tiempo las desigualda­
des (1.18) y (1.19).

Recordemos que h, l pueden ser cualesquiera mayores que 
1; en cambio c debe ser impar, no múltiplo de 5 y divispr 
de U!2.

Una vez obtenidos h, l, c, mediante (1.10) se obtendrá m2. 
Tomando para u un valor cualquiera que satisfaga a la desigual­
dad (1.9) conoceremos m por (1.13). Con el valor de p — n — b 
deducido de (1.9) y el de p + n dado por (1.10) calcularemos p 
y n. Como u, con tal de verificar la desigualdad (1.9), puede 
ser cualquiera, resultan infinitas soluciones para cada a y cada 
terna h, l, c de valores.

2.-Ejemplos.— Para a=l, 2, 3 han sido dadas varias su­
cesiones infinitas de ejemplos por B. Levi. Reproduciremos las 
más simples: <

Caso a = l. Se tiene el ejemplo más simple ya citado

(2.1)m = 5, n~12, p = 13

y la serie infinita que se obtiene dando a v valores • enteros > 0 
en las expresiones

m = 5. ÍO^1, n = 125.102” — 5, p = 125.102ü + 5.

Caso a = 2. Se obtiene, para todo valor de v^O,

m = 6.10”+2, n = 18.54 . 102” — 8, p = 18.54.102ü + 8;

así, para v = 0 resulta

m = 600, n = 11242, p = 11258. (2-2)
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Caso a = 3. Se obtiene para todo u¡>0,

m = 9.10ü+2, n = 27.54.102” — 12, p = 27.54. 102v +12

que para v = 0 dan

m = 900, n = 16863, p—16887 (2-3)

Para a = 4, 5, 6, 7 utilizaremos, como hemos dicho, las 
desigualdades (1.18) y (1.19). Se tiene:

Caso a = 4. Es <^ = 1, k = 2. Como c debe ser divisor de 
u12 debe ser c=l. Sustituyendo estos valores en (1.18) y (1.19) 
y haciendo los cálculos se obtienen las desigualdades

2,3219 (A — 2) + 2,776 < l < 2,3219 (h — 2) + 2,906.

El mínimo valor de h para el cual l puede ser entero es 

h = 12, 1 = 26.

De (1.9) se deduce entonces que debe ser u> 15/2; ponga­
mos u = u-|-8, siendo v un número entero cualquiera 2:0. Se 
tendrá, según (1.9), (1,10) y (1.13),

m2 = 22G —511, m1=.(22G — 511) . 212, m = (22G — 511) . 212.10”+8. 

b = p — n = 238

p + n = (22G — 511)2.2. 515. ÍO2^1.

Resulta por tanto la sucesión infinita de soluciones

m = (22G — 511). 212.10v+8

n = (22G — 511)2.515. ÍO2^1 — 237

p = (22G — 511)2.515. ÍO2^1 + 237.

Para v = 0 resulta

ni = 7 487 790 694 400 000 000

7i = 101 985 296 138 342 452 893 077 778 (2. 4)

p = 101 985 296 138 342 727 770 984 722.
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Caso a = 5. Es a1 = 5, k — 0. Como c debe ser divisor de 
at2 y no ser múltiplo de 5 únicamente puede ser c = l. Las desi­
gualdades (1.18) y (1.19) se escriben

2,3219 . h + 5,051 < l < 2,3219 . h + 5,129.

El mínimo valor de h para el cual l puede ser .entero es

h = 6, 1=19.

De (1.9) se deduce que debe ser u>7; pongamos u = v + 7. 
siendo v^O.

Según (1. 9), (1.10) y (1.13) se tendrá 

m2 = 219 — 58, m± = (219 - 58) ’26, m =(219 — 58) . 26.10”+7 

b = p — n = 225

p + n= (219 - 58)2.2.5U. 102”.

Se tiene así la sucesión infinita de soluciones

= (219 — 58). 26.10”+7

n = (219 — 58)2.5U . 102ü — 224=

n = (219 — 58)2.5U. 102ü + 22±.

Para v = 0 resulta 

m = 85 544 320 000 000

/¿ = 109 044 174 6Í5 461 738 409 (2.5)

n = 109 044 174 615 495 292 841.

Caso a = 6. Es a± = 3, k = l; c puede tomar los valores 
1, 3, 9. Las desigualdades (1.18) y (1.19) se escriben *-

2,3219 (7i-l)+4,278- < l < 2,3219 (7i-l)+4,322- 
log2

logo
log2
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Probando valores enteros de h y los posibles de c, se ob­
tiene que los valores mínimos para h y l resultan al tomar \

ft = 5, c = 3, £=12. (

De (1.9) se deduce entonces que debe ser u¡>4; pongamos 
u = v + 4. Según (1.9), (1.10) y (1.13) se tendrá

m2 = (212 - 55) .3, m1 = (212 - 55) . 3 .2*,

m=(212 —55) .3.25.10v+4:

6 = p —n = 217.3

p + n= (212 — 55)2.58.3.2.102ü.

Dando a v todos los valores ^0 se obtiene así U sucesión 
de soluciones siguiente

m=(212 —55) .3.25.10^

n = (212 — 55)2.58.3.102ü — 216.3

p = (212 - 55)2.58.3.102v + 216 . 3.

Para v = 0 resulta

m = 932 160 000

n = 1104 891 600 267 (2.6)

p = 1104 891 993 483.

Caso a = 7. Es a = 7, k = 0; c puede tomar los valores 1, 
7, 49. Las desigualdades (1.18) y (1.19) se escriben

2,3219 h + 5,46 - < l < 2,3219 h + 5,49 •log 2 log 2

Probando valores enteros de h y los posibles de c se ob­
tiene que los valores mínimos para h y l resultan al tomar,

ft = l, c=7, Z=5.
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De (1. 9) se deduce entonces que debe ser iz^5/2; ponga­
mos u = v + 3, con v>0. Según (1.9), (1.10) y (1-13) se ten­
drá

m2 = (25 - 52). 7, = (25 - 52). 7.2, m = (25 - 52). 2.7.10”+3

b = p— n = 2Q .7

p + n = (25 — 52). 7.55.2.102v+3.

Se obtiene así la sucesión infinita de soluciones

m=(25 - 52).2.7.10ü+3

n = (25 — 52)2.55.7 . ÍO2^1 — 25.7

p = (25 — 52)2.55.7. ÍO2^1 + 25.7.

Para v = 0 resulta

m = 98000, n = 10718526, p = 10718974. (2.7)

Observemos finalmente que, por la manera como han sido 
obtenidos, los ejemplos numéricos (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), 
(2.5), (2.6), (2.7) son, en cada caso, los de mínimo número 
de cifras. v

Se observa también que las sucesiones obtenidas de solu­
ciones no son, evidentemente, las únicas, puesto que las desigual­
dades (1.18) y (1.19), en cad«a caso, pueden verificarse para 
infinitos valores de h y l.

Rosario, Instituto de Matemática.

$



SOLUCION DE LA CUESTION N.o 12

La cuestión N°. 12 propuesta en el año IV, pág. 184, decía:

Ocho puntos elegidos arbitrariamente en un plano determinan en general 
un haz de cúbicas. Interesa particularmente el caso en que nunca más de 
tres se encuentran sobre una misma recta, ni más de seis sobre una cónica, 
en cuanto el haz no es degenerado. Se pide determinar la configuración que 
presenta el máximo número posible de ternas de puntos alineados y caracte­
rizar el haz de cúbicas correspondiente.

Solución. —1.-En el enunciado de la cuestión, la palabra 
configuración está evidentemente usada en sentido amplio de 
distribución de puntos sin pretender que los varios puntos ten­
gan comportamiento simétrico. Después de esta aclaración, indi­
caremos con Plf P2, ..., P8 los 8 puntos y con r¿ (¿=1, 2. 
. .., v) las rectas que contienen tres puntos, quedando momen­
táneamente indeterminado el número v; formaremos símbolos 
P/r¿ asociando cada punto con cada una de las rectas que pa­
san por él; ios llamaremos símbolos de punto.

Notemos ahora que ningún punto puede asociarse con más 
de tres rectas, porque de lo contrario, se tendrían por Jo me­
nos 2X4+ 1=9 puntos. Resulta pues que se tienen a lo más 
8X3 = 24 símbolos de puntos (y serán menos si hay puntos 
para los cuales no pasan tres r¿). Como además cada perte­
nece a tres símbolos, resulta que las r¿ serán a lo más ocho, efe 
decir v<8.

Obtenemos por lo tanto esta primera conclusión que: 
configuración requerida con el máximo número de ternas de 
puntos alineados \s una 83 (ocho puntos cada uno sobre tres 
rectas con tres puntos) en el caso de que tal configuración 
exista.

La teoría de las cúbicas nos permite afirmar que existe 
efectivamente una configuración que responde a estas carac­
terísticas y es la que se obtiene de la configuración de los nueve
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puntos de inflexión restándole un punto. En efecto, tal confi­
guración contiene doce rectas, cuatro para cada uno de los <nueve 
puntos. Al suprimir uno, desaparecen también las cuatro rectas 
por él y quedan ocho rectas y de éstas tres solamente para; 
cada punto.

Pero vamos ahora a demostrar elementalmente la existencia 
y unicidad de la configuración requerida.

Sea Px uno de los puntos y sean rl9 r2, r3 las rectas de la 
configuración, que pasan por él. Sean P2 P$ los puntos conteni­
dos en rx; P4, P8 los contenidos en r2; PQ, P7 en r3. La con­
figuración tendrá el esquema:

ri ^2 rs rí r5 rs ri rs

Pi Pl P. P2 P2 . • •
P2 p, pr.G.................................
P5 Ps p,.................................

Las rectas r4 y que pasan por P2 no contendrán al pun-
to P5 ni a los pares P4 P8, P6 P7, serán por lo tanto, ,y a me­
nos de permutaciones de letras que no varían las características 
de la configuración

p2 p2 
p6 p7 
P3 ps-

Análogamente, teniendo en cuenta que por P3 solamente 
pasarán dos rectas más, en las cuales no deben figurar P4, P6, P2 
ni tampoco los pares que ya figuran, resulta:

p3 p3
p. p,
p, Ps-

Falta todavía una recta que pase por P4; en ella no deben 
figurar P3, P7, Pl9 P8, P2, resulta

Ps
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Queda por lo tanto la configuración: (*)

C(S3)

rl r2 r3 ri re

Pl ^1 Pl ^2 ^2 ^3

P2 P, PQ PQ Pl P,
P^ P8 Pl P, P8 ^7

r7 rj

P8 P± 
P5 P5

Realización. — Probaremos que esta configuración es reali­
zable en el campo complejo, aunque no en el real:

En efecto, entre los puntos Plf P2, P±, Pq no hay tres ali­
neados, pueden por lo tanto tomarse como puntos básicos de 
un sistema de coordenadas trilineales, para ello atribuiremos a 
estos puntos las siguientes coordenadas:

Pi (1,0,0); P2 (0,1,0); P8 (0,0,1); P3 (1,1,1).

Determinaremos las coordenadas de los otros, jDor las ecuacio­
nes que resultan de la alineación:

De rx resulta

10 0
0 10
x& y&

De r2 resulta

10 0
0 0 1
*4 Xl zi

De r3 resulta

10 0
xb ye z6

■ xi yi zi

= 0 es decir = 0.

= 0 es decir —0.

= 0 es decir y6z7=z6y7.

(1)

(2)

(3)

(*) Un estudio completo de las configuraciones (n3) puede encontrarse en 
Geometrisclie Configurationen de Friedrich Levi y en Anschauliche Geome- 
trie de Hilbert y Cohn-Vossek.
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es

(5)decir ¿c7 = 0.0 es

decir — ziy7 — xiz7 + xiy7 = 0. (6)= 0 es

(7)decir y5 = x5.0 es

= 0
«6 ye
xs y& 
a?4 0 z4

1
1
ye

o
1
z6

1
y? 
o

i 
o
75

De r4 resulta

O
1
x6

1
1
¿5

O 
z7
1

De r5 resulta

O
x7
O

De r6 resulta

Xi O 
o 7? zi 
1 1 1

De r7 resulta

1
O
^5

De r8 resulta

decir xQ = zQ, ponemos yQ = x. (4)

De (4) resulta P6(l,x,l) (9). ya que, por ser coordenadas 
homogéneas puede tomarse una de ellas no nula igual a 1. 

De (7) y (1) resulta

P5 (1,1,0). (10)

De ^3) y (9) haciendo z7 = l resulta y7 = x, luego, por (5).

P7 (0,^,1). (11)

De (6), (8), (9), (10) y (11) resulta el sistema homo­
géneo :

x¿í (x — 1) — z± x — 0
a?4 + z4 (# —1) = 0 ;

la condición de compatibilidad es



X — 1 —x
1 x — 1
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= 0 es decir (x —1)2 + # = 0 

o también x2 — x +1 = 0, cuya solución es

x~ V2Í /3/4 — — 8 (con e = "/-I)*

Luego resulta como realización de la configuración (83):

P± (1,0,0); P2 (0,1,0); Ps (0,0,1); P3 (1,1,1)
P5 (1,1,0); P4 (0,1 + e, 1); PQ (1, -e, 1); P7 (0, -e, 1).

2. - De lo anteriormente dicho resulta que cuando no se es­
pecifica si los puntos son reales o complejos, la configuración 
buscada es

ri r2 r3 r± r5 r7 rs

C(8 y Pi Pi p± ^2 ^2 p$ p¿ 
P2 p. pq P7 p± p^ P^
P5 Ps Pi Ps Ps P7 Ps P&

Las rectas i\, r6yr9 = (P6P8) contienen los ocho puntos, 
luego forman una cúbica del haz, es decir, el noveno ^punto fijo 
del haz (P9) está sobre r9 ya que no puede estarlo en ni r6. 
Análogamente r2, r± y r10 = (P6 Py; entonces es P9 = (r9 rl0); 
además, r3, r7, r11=(P2P4); por lo tanto rn y r12 = (P1P3) pa­
san también por P9. Los nueve puntos forman:

rl r2 r3 rl r6 ri r9 r10 r1l r12

C(9,): p‘ P* Pl P2 P2 Ps Ps P. Ps Ps p2 Pl
P* PS PS Pi P, Ps Ps Ps Pl Pl Ps

■ P& Pl P6 Ps P. P8 PG Ps P9 Ps Ps-

Esta configuración consta de nueve puntos y doce rectas, en 
cada recta hay tres puntos, por cada punto pasan cuatro rectas.

Teorema: La configuración C(93) es la de Mac Laurin y 
el haz es sizigético.



En efecto, un punto cualquiera, por ejemplo el Pl9 es de 
inflexión, puesto que las rectas rx, r2, r3, por P± eortan a una 
cúbica cualquiera del haz en dos ternas de puntos alineados so­
bre las rectas r5, r8. Análogamente para los otros puntos.

De ello resulta que los nueve puntos base son de inflexión, 
es decir, el haz es sizigético.

3. - El problema con puntos reales. Resulta de lo dicho que 
en el caso de puntos reales la configuración requerida no puede 
componerse con más de 7 alineaciones. Procediendo en modo 
eurístico podemos intentar de obtener el resultado de dos maneras:

Io. Suprimir una columna en el esquema de las alineaciones 
de la C(83); se resta de esta manera un vínculo en la colocación 
de los 8 puntos; por la simetría de la configuración xes indife­
rente la columna que se suprima; obtenemos por tanto el es­
quema

a)
Pl Pl Pl 
p2 p, p6
P5 Ps Pl

p2 p2 p3 p3 
p6 p7 p4 p5 
^3 ?8 ^7 ?8

Se demuestra fácilmente que por dejar de ser alineados los 
puntos P±P5P6, dejan de ser puntos de inflexión los puntos 

y ps- t
2°. Es conocido^) que es posible una configuración C(73) de 

sólo 7 rectas y 7 puntos distribuidos en ternas sobre las rectas; 
pero, al igual como la C(83) no es realizable con puntos ^reales ; 
su esquema es

Pl Pl Pl p2 p2 p3 p3
p2 Pl Ps Pl p, Pl p5
p3 p, Pl p6 Pl Pl P3

desdoblando uno de los puntos se elimina igualmente un vínculo
y se consigue la realización en el campo real

(x) Ver el tratado citado de F. Levi, pág. 94
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^1 ^1 ^1 ^2 ^2 ^3 ^3

b) P2 P, PQ P, P5 P, P5
P3 P5 Prj Pq Prj Prj Pg

Una ulterior transformación se obtiene sustituyendo el mis­
mo P8 al P7 de la tercera columna

p'i Pi Pi P2 P2 P3 P3

c) P2 P, Pe P, P5 P± P3
P3 P3 Ps Pe Pi Pi Ps-

Las figuras adjuntas dan ejemplos de las tres distribuciones 
de puntos. t

Fausto 1. Toramos 1

N. de la Red. — El procedimiento indicado para la determi­
nación de soluciones con 7 rectas no garantiza suficientemente 
la obtención de todas las posibles. Puede regularizarse la inves­
tigación de la manera siguiente:

Indicando con x, y, z, t respectivamente los números de pun­
tos del sistema que pertenecen a 3,2,1 o ninguna terna de pun­
tos alineados, se tienen las dos ecuaciones

' x +7 + z +¿ — 8 
3z + 2y + z = 7X3 = 21.
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De este sistema indeterminado deben buscarse las soluciones
enteras y positivas. Se ve en seguida que ellas son

í=l, x = 7, y = z = 0
t=0, x = 6, y = z = l
t — 0, x = 5, y —3,

La primera solución corresponde a la C(73) a la cual ten­
dría que agregarse un punto aislado; pero ya se notó que no 
existe una C(73) de puntos reales.

Para realizar la segunda solución se j)uede suponer que los 
dos puntos para los. cuales pasan respectivamente una y dos 
rectas del sistema tengan una de estas rectas en común o no 
la tengan; la primera hipótesis se demuestra imposible porque 
de los 6 puntos restantes habría 3 para los cuales pasan ¿tres rec­
tas que contienen cada una 3 puntos de esta séxtupla, lo cual 
es absurdo, porque una sola de estas ternas de rectas necesitaría 
7 puntos. La segunda hipótesis corresponde a la distribución b).

Análogo análisis puede hacerse para la, tercera solución; se 
encuentra que de los tres puntos dobles a lo más dos pueden es­
tar sobre una misma recta del sistema; y según se supone 
existir o no existir este par se obtienen respectivamente los esf- 
quemas c) o a).

Puede ser interesante notar que los esquemas b) y c) pre­
sentan la particularidad de que 4 de los puntos triples forman 
un cuadrángulo del cual un punto doble es punto diagonal, 
mientras los otros tres puntos están sobre una recta (por otro 
| unto diagonal). Al haz de cúbicas determinado por los 8 
puntos pertenece una formada de 3 rectas con punto doble el 
primer punto diagonal nombrado. Esto significa que el haz 
tiene en este punto una tangente fija y no existe noveno punto 
fundamental del haz distinto de los anteriores.



EJERCICIOS Y PROBLEMAS

SOLUCIONES

N ° 59 — Demostrar que cualesquiera que sean los números positivos x, 
y, z se verifica

_^_ ++ 
y+z z+x x+y — 2

la. Solución.—Multiplicando ambos miembros de la desi­
gualdad que se trata de establecer por el número positivo 
(y +z) (# +z) (x + y) y pasando todos los términos al primer 
miembro, el problema equivale a demostrar que:

2x3 + 2y3 + 2z3 — x2y — x2z — z2x — z2y — y2x — y2z 0

o sea, hay que demostrar que

(x2 — y2) (x — y) + (x2 — z2) (x — z) + (y2 — z2) (y — z)^> 0.

Pero el primer miembro de esta desigualdad, poniendo las 
diferencias de cuadrados como productos de suma por diferen­
cia, se puede escribir

(x — y)2 (x + y) + (x — z)2 (x + z) + (y — z)2(y + z)

lo cual es evidentemente un número no negativo. Queda así • 
demostrado el enunciado.

2a. Solución. —Poniendo x + y + x = t, la expresión pro­
puesta se escribe

, y d e- x 1 . y 1 ( z 1
í—x ' t—y^t—z t r t 1 t

t i i
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X Vy observando que cada uno de los quebrados — 9
i , i

se desarrolla en la serie
■Tes<1>

í3
| ^2+y2+2'2 . a?3+y3+z3

Cada suma xn-\-yn+zn es mínima para x — y = z; se sigue 
que aun la expresión propuesta es mínima en estas condiciones.

N.o 65 —-Sea un triángulo ABC; sobre las rectas de los lados AB, BC, 
CA sean los puntos C’, A’, B’ respectivamente tales que

AC’'.AB=BAf\BC—CB’-.CA— n

(n es un número real positivo o negativo); se trazan los segmentos AA’, BB’, 
CC’; demostrar que

AA ’2+BB ’2-}-CC^= (-n2—n+l) (AB2-\-BC2-\-CA*).

Solución. — En el triángulo ABC se tiene

AB2 = CA2 + CB2-2CA.CB cosC.

Escribiendo las igualdades análogas para los lados BC y CA 
y sumando se obtiene inmediatamente

2CA . CB eos C + 2BA . BC eos B + 2AB . AC eos A =

= AB2 + BC2 + CÁ2. (1)

En el triángulo ABA' se tiene

AA'2 = AB2 + BA'2 —2.4B.BA' cosB

o bien, sustituyendo BA' = n. BC,

AA'2 — AB2 + n2BC2 — 2nAB.BC cosB.

Escribiendo las igualdades análogas para BB' y CC' y su­
mando, se tiene, teniendo en cuenta (1)
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A A'2 + BB'2 + CC'2 = (n2 +1 - n) (A62 + BC2 + qá^

que es lo que se quería demostrar.

N.° 83— Sea dada una elipse de semiejes a, b. Suponiendo que esta elipse 
gira manteniéndose tangente a una recta fija en un punto fijo de la misma, 
después de haber dado la vuelta completa, el centro de la elipse habrá des­
crito una curva cerrada. Hallar la ecuación de esta curva y demostrar que el 
área limitada por la misma vale — (a — b)2.

Se sabe que la ecuación de una elipse en coordenadas po­
lares (p, fr) «s

a262
p2 = —----- •<----------------- .

62cos20*+u2sen20'
(1)

cuando se toma el polo en el centro de la elipse y el eje polar 
en coincidencia con el semieje mayor.

Se sabe también que en una curva cualquiera, referida a 
coordenadas polares, la tangente en un punto de coordenadas 
p, fr, forma con el radio vector un ángulo co que viene dado 
por la relación

. dO- ,tgco = p (2)
dp

(Ver por ejemplo, P. Appell. Elemente d’Analyse, p. 276).
Aplicando esta fórmula en nuestro caso se obtiene, tenien­

do en cuenta (1),

n2&2
p2(&2—a2) sen 0- eos 0* 

(3)

y también mediante (1) puede eliminarse obteniéndose me­
diante un cálculo simple

(u2 — p2) (p2 — 62) tg2 co = u2 b2

Se observa entonces que esta es precisamente la ecuación de la
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curva pedida con referencia a un sistema de coordenadas polares 
en quu p sea el radio vector y co el argumento.

La ecuación obtenida puede escribirse en la forma

y siendo esta una ecuación bicuadrada en p se obtiene

o bien 

' k2
tg2co

(4)

donde hemos puesto

(a2+62)2*

Esta expresión nos da para cada valor de co cuatro valores 
de p pero deben excluirse los que sean negativos.

Observamos también que, en virtud de su definición ci­
nemática, y por la simetría de la elipse respecto de sus ejes, 
la curva debe ser simétrica con respecto a un eje normal al 
eje polar por el polo; lo que se ve también por la ecuación 
que no cambia si se sustituye co por ti — co.

Para que sea o2 real debe ser tg2co¡>fc2 es decir

are tg A? co <: ti — are tg k

o bien

ti + are tg A? co < 2tí — are tg k;

pero a estos últimos valores de co corresponden puntos situados 
del otro lado de la recta fija respecto de la posición inicial 
de la elipse, los que no pueden ser alcanzados por el centro de
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curva pedida con referencia a un sistema de coordenadas polares 
en quu p sea el radio vector y co el argumento.

La ecuación obtenida puede escribirse en la forma

p4 — (a2 + ó2) p2 +. a2 62 (

y siendo esta una ecuación bicuadrada en p se obtiene

o bien

JfL
tg2co

(4)

donde hemos puesto

(<a2+62)2*

Esta expresión nos da para cada valor de co cuatro valores 
de p pero deben excluirse los que sean negativos.

Observamos también que, en virtud de su definición ci­
nemática, y por la simetría de la elipse respecto de sus ejes, 
la curva debe ser simétrica con respecto a un eje normal al 
eje polar por el polo; lo que se ve también por la ecuación 
que no cambia si se sustituye co por ir —co.

Para que sea o2 real debe ser tg2co¡>fc2 es decir

o bien

are tg k co <; ti — are tg k

ti + are tg k co 2ti — are tg k;

pero a estos últimos valores de co corresponden puntos situados 
del otro lado de la recta fija respecto de la posición inicial 
de la elipse, los que no pueden ser alcanzados por el centro de



— 184 —

la misma en un movimiento real. En este movimiento el án­
gulo co oscila por lo tanto entre los extremos are tg k y 
ti — arctgfc; esto se hace intuitivo observando que si recorre­
mos la elipse a partir del punto o = a, 3- = 0 el ángulo co va­
ría desde creciendo o decreciendo, según el sentido del mo-

vimiento, para volver luego al

punto p = ó, Y luego
/-A

Se ve también con este análisis 
completo el centro recorre dos 
ción hemos determinado y cuya

71 valor — cuando llegamos al

nuevamente para p = a = tt. 

que al hacer la elipse un giro 
veces cierto óvalo, cuya ecua- 
área se trata de demostrar que

vale —6)2.
Para calcular el área limitada por la curva recordamos que 

el área de un sector elemental limitado por dos radios vectores 
muy próximos, vale

En nuestro caso, teniendo en cuenta que el polo es exterior 
a la curva, que ésta es simétrica respecto a un eje normal al 
eje polar y que el valor mínimo que puede tomar co es igual 
a arctgfc, el área buscada vale

T

are tg k

donde indicamos con pt y p2 los valores correspondientes res­
pectivamente al signo + y — en la fórmula (4).

Resulta pues
X
T

are tg 1c

Para efectuar la integración hacemos el siguiente cambio 
de variable
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Z¿2 __ 1
tg^“l+x2’

obtenemos entonces mediante un cálculo simple
00

r x2A = k (a2 — b2) I  ------- ------ ——------— dx.
o

La función a integrar puede transformarse fácilmente en 
una suma de fracciones más simples poniendo

X2 c2
(l'+x2)[l+/í(l+a;2)] “ l'+x2 + i+fc2(i+a;2)

donde c± y c2 son dos constantes tales que el segundo miem­
bro sea idéntico al primero.

Se calcula entonces

luego

1+k2
dx —

k k*

k

Industrial de la Na.*Solución de Adolfo DAghetto, alumno de la Escuela 
ción, Rosario.

= &(a2 — Ó2)

c2 — 1 k2,

oo
/l+fc2(l+a;2) '

_0
“oo i /__ fc

/yi+fc2

k 
are tg—= x óyi+¿2

y recordando que k= z se obtieneJ (in2—ó2)

0 J
*) 00

f dx

X2 0 J
00 oo

0
are tg x

0



Nota de la Red. — El mismo problema puede resolver­
se con el cálculo siguiente que parece más simple, principal­
mente por pretender menores conocimientos previos. Refiriendo 
la elipse a la anomalía cp se sabe que

x = a eos cp y —b sen cp

x' = — a sen cp y' — b eos cp ;

por lo tanto, con los símbolos anteriores

p2 — x2 + y2 = (a2 — 62) eos2 cp + b2

(xx'+yy')2 fia2—62)2sen2cpcos2cp
p2(a/2+y'2) p2( (m2—62)sen2cp+62)

Resolviendo la primera ecuación respecto cos2cp y susti­
tuyendo en la segunda, se obtiene 

p2 eos2 co = («2—p2) (p2—ó2) 
n2+62—p2

que es la ecuación polar de la 
anterior.

Para el cálculo del área 
niente referirse a un sistema 
se ponga

curva, encontrada en la solución 

parece sin embargo más conve- 
cartesiano ortogonal en el cual

x = p eos co,

pues la ecuación anterior da, después de esta substitución,

x2(a2 -\-b2 — x2 — y2) = (a2 — x2 — y2) (r2 + y2 — ó2)

es decir
(p2-.y2)(y2-&2)— 1 e 

y2

Sobre esta ecuación, como también del simple análisis in­
tuitivo de la figura, se ve que la curva es simétrica respecto 
del eje y y sus puntos reales corresponden a los valores de y 
en el intervalo b~a.
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y dy.

resultando

racionales es conocido

T2

son constantes que quedan por determinar, efec-

a la integración de funciones 
hacer la sustitución

La última 
al tomar como

Se sabe 
forma

T2

A = 2j*x dy — 2

b b

integral toma en seguida una forma elemental 
variable de integración

¿=y2

t

J (62+u2t2)(1+t2)2
entonces que la integral indefinida debe tener la

di = 2(a2 — b2)  ----- —- d"k ?(1+T2)2

Se sigue que el área buscada se expresa por
a a 

a2-y2)(y2-b2) 
’ y2

donde cc, 0, y
tuando la derivación y comparando; se obtiene

ab a2—b2 2(a2—b2)2
a = ~ («2-62)2 P = 2(tí2-fe2)2’ 1 = a2+fe2

Poniendo los extremos de integración resulta

A = 2(«2 - b2)2 (a + 0) A =_|_ (,a  6)2.

de la cual resulta
624-íi2t2 

t=- 9-,l+T2

62

Para reducir esta integral 
que basta

t—b2
a2—t
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N.° 86 — Calcular el determinante

Xn-lX n_1 X 1.............  1 X n_l

Solución. — Representemos por Dn_1 el determinante del 
enunciado, de manera que será

1 1 111
— 1 X±, D<¿ — 1 0 = (^1-1) («2 — 1),

1 x± xz 1 aj2

Desarrollando Dn_± por los 
lumna, se tiene

elementos de la penúltima co-

1 0 0 ... 0 X1
x2 1 0 .. 0 x2
^3 ^3 1 .. 0 x3

+
1 0 ó .. 0 X1

*n-l *n-l xn-l- ■ • ®n-l xn—l-

1 1 • 1 . . . zl 1

1 0 0 ... 0

+ (-1) 2n—l a?2 1 0 0 ^2

xn-2 xn--2 xn "2 . . . 1 xn—2

En el primero de estos determinantes se puede sacar factor 
común xn_1 y trasladar luego la última fila a la primera, con 
lo cual tienen lugar n — 2 cambios de signo. Se tiene entonces

1 ~ xn—l Dr—z Dn—% ~ {xn—l ^n~2-
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Observando los valores de D± y D2 dados anteriormente, 
esta fórmula recurrente nos da como valor del determinante 
del enunciado

Dn-1 = Ol - 1) (®2 — 1) Os — 1) • • - (®„_i — 1).

Esta solución ha sido enviada por el Sr. José Lahoz, alumno de la Fa­
cultad de Ciencias Matemáticas de Rosario.

N.° 89 — Los lados de un triángulo ABC están divididos por los puntos 
C1} Alf B± según las razones —, —, — . Calcular las razones entre las áreas m2' n2 p2 
del triángulo A B C y cada uno de los A C^B^, B AtClf C AjB1} A1B1C1.

Solución. — Si los lados del triángulo ABC están dividi­
dos según las razones dadas, se podrá poner

A Cr = k m±, A1B = hn1, AB1 = lp1

BCi ~k m2, A1C = h n2, B±C = 1 p2'

siendo k, h, l constantes de proporcionalidad.
Representemos por S, Sl9 S2, S3, S4 respectivamente a las 

áreas de los triángulos ABC, AC¿Blf BA-filf CA1B1 y A1B1C1. 
Se tendrá

S = 4 AB . AC . sen A =- BA-. BC . sen B=AcA.CB. sen C 
2 2 2

..(2)

51 = — ACt. AB1. sen AA

52 = — BAr . BC±. sen B
A

53 = — CA± . CB±. sen C
A

de donde se deduce, teniendo en cuenta (1)

S _ (mt+mg) (P!+P2) S _ (m1+m2) (nt+n2) 
m1p1 ’ S2 m2n1
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S ^(n1+»2)(p1+p2)
S3 TI2P2

Para hallar la última razón pedida se observa que

de donde, sustituyendo los valores encontrados se obtiene

s _(m1+m2)(n1+n2)(p1+p2)
Sa m2/í2p1+m.17i1p2

Esta solución es debida al señor Rebék Mario Ribone, alumno de la Fa­
cultad de C. Matemáticas de Rosario. Otra solución análoga, pero más com­
plicada, ha sido enviada por el señor Moisés Grill, alumno de la misma 
Facultad.

RESULTADO DEL CONCURSO ENTRE
SOLUCIONISTAS DE PROBLEMAS PROPUESTOS

EN EL AÑO CUARTO (i944)

En aplicación a lo dispuesto en el art. 49 de la ordenanza de institu­
ción del Boletín del Instituto de Matemáticas Mathematica Nota (ver Año I, 
pág. 4), el Director del Instituto ha tomado en consideración las soluciones 
enviadas hasta el 19 de julio de 1945, haciendo al señor Decano de la Fa­
cultad las propuestas correspondientes, que fueron aceptadas por resolución 
del Exp. n9 1000 -1 - 1945, con fecha 7 de noviembre de 1945, en el sentido 
de: 19 Adjudicar al estudiante de la Facultad Sr. Moisés Grill el premio 
correspondiente al año 1944; 29 Declarar desierto el concurso entre solu­
cionistas no pertenecientes a la Facultad; 39 Encargar al Director del Ins­
tituto de Matemática para indicar uno o más libros de argumento matemático 
o físico para obsequiar al señor Moisés Grill en calidad de premio.



EJERCICIOS Y PROBLEMAS
PROPUESTOS

101. - Escribir la condición que deben cumplir los coefi­
cientes p, q, r de la ecuación

x3 + px2 + qx + r ~ 0

para que sus raíces sean lados de un triángulo rectángulo.

102. - Demostrar que las ecuaciones

(x + i)n + (x— i)n = 0, + —(x — i)n = Q

tienen todas sus raíces reales.

103. - Demostrar la validez del siguiente desarrollo en serie

_____1_____
n\ (1+R2+^4)

Este ejercicio ha sido indicado por el Prof. J. V. Uspensky de la Stanford 
University (California, U. S. A.).

104. - Estudiar la curva

+ y4-=a2 xy

y hallar el área limitada por cada uno de los ciclos ^cerrados que 
la constituyen.

105. - En un plano se da un arco AB que sea convexo ¡(o bien 
cóncavo) respecto de un punto O del plano y respecto de iun 
par de rectas ortogonales que pasen por O. Demostrar, posible­
mente con un razonamiento elemental, que el área del sector



— 192 —

que proyecta desde O el arco AB es igual a la semisuma de las 
áreas de los trapezoides que proyectan el arco sobre las dos 
rectas. \

La proposición se extiende sin dificultad al caso de un 
arco cualquiera atribuyendo signos convenientes a las áreas even­
tualmente superpuestas por efecto de los cambios de dirección 
de la convexidad o a las áreas de los trapezoides en ^caso de que 
la convexidad se comporte en modo diferente respecto del punto 
O y de las rectas consideradas. Se propone expresar también 
tal complemento.

CUESTIONES

14. - Son conocidos los teoremas siguientes: Si se admiten 
los postulados ordinarios de la geometría elemental, salvo el de 
las paralelas, entonces, si existe un triángulo tal que la suma de 
sus ángulos sea menor, igual o mayor que dos rectos, lo mismo 
ocurrirá para cualquier triángulo. Este teorema, debido proba­
blemente a Legendre, se demuestra ordinariamente por medio 
del postulado de Arquímides. Max Delin (Mathematische An- 
nalen, Vol. 53) se propuso discutir el teorema desde el punto 
de vista de la geometría no euclidiana y de su relación con la 
existencia de infinitas, una o ninguna paralelas por un punto a 
una recta, llegando a la conclusión de que puede la suma de los 
ángulos de un triángulo valer dos ángulos rectos en una geome­
tría no arquimediana en la cual por un punto puedan trazarse 
infinitas rectas que no cortan a una recta dada.

Estas conclusiones permiten poner el siguiente problema: 
Supongamos que se sepa que por un punto dado A a una recta 
dada a existe una sola paralela. ¿Que puede decirse con res­
pecto a otro punto y otra recta cualesquiera? El nuevo pro­
blema se reduce al anterior en el caso de admitir el postulado 
de Arquímedes. Se pide una contestación independiente de tal 
postulado.

i
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