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Introduccion

Durante la sequnda guerra mundial, cuando el General Douglas MacArthur estaba con-
duciendo operaciones militares en el Pacifico, adoptd una estrategia de salto en islas que
consistia en mouwilizar tropas de una isla a otra isla vecina, pero solo cuando se pudiera
dejar atras una guarnicion lo suficientemente grande para mantener la primer isla sequra.
Un problema similar enfrento el emperador romano Constantino en el siglo IV d.C., solo
que su tarea era mantener la sequridad de todo el imperio. El decidid lo que parece ser el
primer uso registrado de la estrategia que MacArthur adopto mds tarde en el Pacifico.

Asi comienza el articulo Defend the Roman Empire! [37], donde Ian Stewart nos propone
el siguiente juego.

Consideremos una version simplificada del Imperio Romano de la época de Constantino,
dada por el siguiente mapa:

/\(/%%\\ DEL NORTE N

Figura 1: Mapa del Imperio Romano en la época del emperador Constantino

En esta grafica se presentan ocho ciudades o regiones desde Asia Menor hasta Bretana,
y las rutas o caminos que las unen.

En el siglo III las fuerzas del Imperio dominaban la mayor parte de Europa, y las tropas
disponibles llegaron a ser 50 legiones. Sin embargo, ya en el siglo IV, ese ntimero se habia
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8 INTRODUCCION

reducido a la mitad, a 25 legiones. Constantino las organizé en cuatro grupos, cada uno
formado por al menos seis legiones. Establecié ademas algunas reglas para el movimiento
de las tropas, buscando mejorar la seguridad.

Las reglas de Constantino son las siguientes:

= una ciudad estéd segura si en ella hay alguna tropa o bien una tropa puede moverse a
ella en un solo paso desde una ciudad adyacente;

= deben haber al menos dos tropas ocupando una ciudad antes de sacar una de alli.

Imaginemos entonces que el emperador Constantino nos encarga la tarea de asignar estas
tropas a las distintas ciudades del Imperio de manera que podamos garantizar que todas las
ciudades estén seguras.

Pensemos en cada grupo de legiones como una ficha a ser colocada en uno de los circulos
del tablero de la Figura[l]

Claramente, colocando una de estas fichas en cada ciudad, todas estdn seguras. Pero
ante la reduccion del ejército romano, nuestro objetivo es el de minimizar la cantidad de
tropas asignadas.

Con la disposicion de las ciudades en el mapa de la Figura [I], observamos que podemos
garantizar la seguridad del Imperio ubicando dos fichas en Roma, una en Bretana y una en
Asia Menor. El resto de las ciudades tienen un camino directo que las conecta a Roma, con
lo cual estédn seguras.

Ahora podemos preguntarnos: jes esta la cantidad minima de fichas necesarias? ;Pode-
mos encontrar una asignacion de tropas a las ciudades del imperio de manera que la cantidad
de tropas a utilizar sea menor a cuatro? Si cambiamos el mapa, y queremos asignar tro-
pas con las mismas reglas, jcémo hacemos? ;Existira algin algoritmo, alguna receta, que
podamos usar para distribuir al ejército? Estas son algunas de las preguntas que vamos a
intentar responder a lo largo de este trabajo.

El Problema de Dominacion Romana fue formalizado por Cockayne et al. en [§]. Alli,
se modeliza el problema del emperador Constantino utilizando la Teorfa de Grafos. Repre-
sentamos cada ciudad del imperio con un vértice y cada camino directo entre dos ciudades
con una arista uniendo los vértices correspondientes. Asignar las tropas a las ciudades se
traduce en dar una funciéon que a cada vértice le asigna la cantidad de tropas apostadas en
dicha ciudad. Este numero debe estar en {0, 1,2} y se debe verificar que si a un vértice se le
asigna el valor 0, entonces existe un vértice vecino con el valor 2. El peso de f es la suma de
los valores de f en todos los vértices del grafo, es decir, la cantidad de tropas utilizadas por
esa asignacion. El nimero de dominacion romana yr de un grafo es el minimo peso entre
todas las asignaciones posible.

Se sabe que el Problema de Dominacion Romana es NP-completo en general. En esta
tesina vamos a abordar el analisis de la complejidad del problema cuando nos restringimos
a ciertas familias de grafos.

Entre las familias de grafos a estudiar, estan aquellas que se pueden definir por tener una
cantidad restringida de P4’s en un sentido local. Por ejemplo, los cografos son aquellos grafos
que no tienen ningun P; como subgrafo inducido. Un grafo es P;-reducible si todo vértice
del grafo pertenece a lo sumo a un P, inducido. Un grafo es P,-sparse si todo conjunto de
5 vértices contiene a lo sumo un P, inducido. Asi, hay varias familias que se definen de esta
manera. Estas clases de grafos tienen propiedades estructurales que permiten, para ciertos
problemas que se conocen que son NP-completos en general, obtener algoritmos que los
resuelven en tiempo polinomial si restringimos el problema a algunas de ellas [3].



INTRODUCCION 9

Una estrategia de abordaje para el problema es descomponer el grafo en subgrafos méas
pequenos, mediante ciertas operaciones. Si conocemos el comportamiento del parametro vg
bajo estas operaciones y podemos calcular el valor del parametro para estos subgrafos mas
pequenos, y todo esto lo podemos hacer en tiempo polinomial, entonces podemos recuperar
el valor del nimero de dominacién romana en el grafo original.

Muchas de estas familias con pocos Py se caracterizan de alguna manera con este tipo de
descomposiciones. Esto nos permite abordarlos siguiendo la estrategia antes mencionada.

En el [primer Capitulo| vamos a introducir algunas definiciones y nociones generales que
nos van a servir de base para definir formalmente todas las herramientas que vamos a utilizar.
A su vez haremos un resumen de los principales resultados que conocemos de la literatura
y que tenemos como punto de partida en el tema.

En el presentaremos los primeros resultados obtenidos, incluyendo el estudio
del comportamiento del parametro vz bajo ciertas operaciones de grafos. Ademas, usan-
do esos resultados, damos un algoritmo para calcular el nimero de dominacién romana
basandonos en la descomposiciéon modular.

En el calcularemos el valor de v para ciertas familias de grafos arana. Se sabe
que el Problema de Dominaciéon Romana sigue siendo NP-completo incluso si nos restringi-
mos a la familia de los grafos split [36]. Sin embargo, probaremos que para los grafos arana
sin cabeza, una subclase de los split, el problema es “facil de resolver”. Extenderemos los
resultados a grafos arana més generales que también son importantes en la descomposicion
de otras familias con pocos P,’s.

Finalmente en el analizaremos las familias con pocos P;’s dando un algoritmo
especifico para muchas de ellas. Ademas, daremos un resultado de NP-completitud para una
de esas familias

Parte de los resultados presentados en esta tesina fueron presentados en

» XIII Jornada de Ciencia y Tecnologia | Divulgacion de la Produccion Cientifica y
Tecnologica de la Universidad Nacional de Rosario, exposicion del Poster “Dominacion
Romana en Grafos”. Coautores: Argiroffo, Gabriela y Torres, Pablo. (Octubre 2019)

s LXIX Reuniéon de Comunicaciones Cientificas de la Reunion Anual Virtual de la Unién
Matematica Argentina (virtUMA 2020), presentacion de la Comunicacion “Domina-
cion Romana en Grafos”. Coautores: Argiroffo, Gabriela y Torres, Pablo. (Septiembre
2020)
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Capitulo 1

Preliminares

En este Capitulo presentamos las definiciones que usaremos a lo largo de esta tesina.
Introducimos el Problema de Dominacion Romana, y resumimos los resultados principales
que usaremos como punto de partida para este trabajo.

1.1. Definiciones y Notaciéon

Grafos

Un grafo G es un par G = (V, E') que consiste de un conjunto finito de vértices V y un
conjunto F de pares no ordenados de vértices llamados aristas. En caso de que V' 'y E no
se expliciten, notaremos con V(G) y E(G) al conjunto de vértices y de aristas de un grafo
G respectivamente. Para un grafo G = (V, E), el namero n = |V| es el orden de G. Todos
los grafos de este trabajo son simples, esto es, las aristas aparecen a lo sumo una vez en el
conjunto de aristas y no hay aristas que van de un vértice a si mismo.

Si e = {u,v} es una arista de G, diremos que u y v son los extremos de e y que u y v
son adyacentes o vecinos. A la arista {u,v} la notamos también wv.

Representamos al grafo G = (V, E) con un diagrama donde a cada vértice en V' le
corresponde un nodo o punto grueso, y cuando dos vértices son adyacentes, unimos los
nodos correspondientes con una linea que representa la arista.

Por ejemplo, el grafo G con conjunto de vértices {1, 2, 3,4} y conjunto de aristas {12, 13, 14, 23},
es un grafo de orden 4 y lo podemos representar con el siguiente diagrama:

1 4

2 3

Figura 1.1: Ejemplo de representacion de un grafo

Para un grafo G = (V, E), el grafo complemento de G, denotado por G, es el grafo cuyo
conjunto de vértices es V(G) =V y uv € E(G) si y solo si uv ¢ E.

Dados dos grafos G y H, una asignacion f : V(G) — V(H) es un isomorfismo de grafos
si f es biyectiva y para todos los vértices u,v € V(G) se cumple que f(u)f(v) € E(H) siy
solo si uv € E(G). Si existe un isomorfismo de grafos entre G y H, diremos que éstos son

1somorfos, y 1o notamos G ~ H. Identificaremos los grafos isomorfos como iguales.

11



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

U
5 U3 %
Uy U2
(1 U1

G H

Us Ue Vs (3

Figura 1.2: Ejemplo de un par de grafos isomorfos

Un grafo H = (W, F) es un subgrafo del grafo G = (V,E) si W C V, FF C E. Si
G = (V,E) y W C V, el subgrafo de G inducido por W, que denotamos con G [W] es el
subgrafo con conjunto de vértices W y conjunto de aristas {uv : u,v € W,uv € E}.

En un grafo G = (V, E), el grado de un vértice v, denotado por gr (v) (o grg (v) si es
necesario especificar el grafo ), es el nimero de vértices adyacentes a v. El grado minimo y
méaximo de G se denotan por ¢ (G) = min{gr (v) : v € V} y A(G) = max{gr (v) : v € V},
respectivamente. Podemos distinguir algunos vértices segiin su grado, un vértice v se dice
aislado si gr (v) = 0, pendiente si gr (v) = 1, universal si gr (v) = |V| — 1y quasi-universal
si gr (v) = |V| — 2. Para cualquier vértice v € V, la vecindad abierta de v es el conjunto
N(v) = Ng(v) ={u €V :uwv € E} y la vecindad cerrada de v es el conjunto N[v] = Ng[v] =
N(v)U{v}. La vecindad abierta (resp. cerrada) de un conjunto S C V' es N(S) = U,esN(v)
(resp. N[S] = UyesN[v] = N(S)US).

Para un conjunto de vértices S y un vértice v € S, un vértice u es un vecino privado de
V' con respecto a S (y escribimos u es un S-pn de v por sus siglas en inglés private neighbor)
si u € N[v] — N[S — {v}]. Es decir, si u = v y v no es adyacente a ningun vértice en S, o
bien si v es el unico vecino de u en S. El conjunto pn (v, S) = N[v] — N[S — {v}] de todos
los S-pn de v es la vecindad privada de v con respecto a S. Un conjunto S es irredundante
si para cada v € S, pn (v, S) # (.

En un grafo, un camino de longitud k£ de un vértice vy a un vértice v, es una coleccion
de aristas P = {vgvy, v109, ..., Vx_10x }. Por simplicidad en la notacion, representaremos un
camino usando solo sus vértices, P = vgv1...0p_1v;. Diremos que P es un vgug-camino. Un
camino es simple si todos sus vértices son distintos, y un camino es cerrado si vg = v. Un
ciclo de longitud k es un camino cerrado C' = vgv;...v, donde vg, v, ..., vx_1 son distintos.

Llamamos P, al camino de n vértices, vivy ... v,.

U1 (%1 V2 U1 V2 U3 (%1 V2 U3 Un,
° o—o o—eo—o *o—o o ----—o
Pl PQ P3 Pn

Figura 1.3: Ejemplos de Caminos

Llamamos C,, al ciclo de n vértices (para n > 3), v1vs...0, 0.

Dado un grafo G = (V,E), decimos que un subconjunto de vértices @ C V es un
conjunto completo si para todo par de vértices u,v € ) se verifica uv € E. Una clique es
un conjunto completo maximal. Llamamos grafo completo de n vértices, y notamos K, al
grafo de orden n en el cual todo par de vértices son adyacentes. Observemos que en K,, todo
vértice es universal.
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(o Uy U1
U3 V2 U3 Vo
Cs on

Figura 1.4: Ejemplos de Ciclos

U1
U1 V4 1
(%1 (%1 (%) Us (%)
] o—O
U3 V2 (% Vg
V4 U3
K K5 K3 K, K5

Figura 1.5: Ejemplos de grafos completos

Dado un grafo G = (V| E), decimos que un subconjunto de vértices S C V es un conjunto
estable o independiente si para todo par de vértices u,v € S se verifica uv ¢ E. Llamamos
grafo trivial de n vértices, y notamos 5, al grafo complemento de K.

(%1
(]
U1 U1 %)
@ o @
V3 i ® (%)
Si Sy Sy

Figura 1.6: Ejemplos de grafos triviales

Un grafo GG es conexo si para todo par de vértices distintos u, v € V existe un uv-camino
en GG. Diremos que un grafo es disconezo si no es conexo. Llamamos componente conezxa de
G a los subgrafos conexos maximales de G.

Si un grafo G es conexo y G también lo es, diremos que G es un grafo modular.

Un grafo G = (V, E) se dice Pj-conexo, o p-conezo, si para toda particion de V' en dos
conjuntos disjuntos UUW existe un P, con vértices en U y en V. Las componentes p-conezxas
de un grafo son los subgrafos inducidos maximales que son p-conexos.

Clases de grafos

Decimos que un grafo G = (V, E) es bipartito si existe una particion de V' en dos
conjuntos estables U; y Us. Decimos que un grafo bipartito de particion V = U; U Us es
bipartito completo, y notamos K|y,| v, si wv € E(G) para todo u € Uy y v € U,. Llamamos
estrella de k puntas al grafo Ky, con k € N.
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Un grafo G es un drbol si es conexo y no contiene ciclos. En un arbol G, los vértices de
grado uno se llaman hojas de G. Todos los vértices de G que no son hojas se llaman vértices
internos de G.

Un grafo G es split si su conjunto de vértices se puede particionar en dos conjuntos @) y
S tales que () es un conjunto completo maximal y S es un conjunto independiente. En este
caso decimos que G es un grafo split con particion (@, .S).

Algunas familias de grafos se pueden definir a partir de sus subgrafos prohibidos. Si F
es un conjunto de grafos, un grafo G se dice F-free si no posee ningtun grafo de F como
subgrafo inducido.

Los grafos que son Pj-free se llaman cografos. Los grafos split pueden ser definidos por
sus subgrafos prohibidos, ya que G es un grafo split si y solo si es {Cy, Cy, Cs }-free [15].

Operaciones en grafos

Sea G = (V, E) un grafo y v € V. El grafo obtenido por el borrado del vértice v es el
subgrafo inducido G' [V — {v}], que notaremos por G — v.

Dado G' = (V', E') tal que VNV’ = (), el grafo obtenido al reemplazar v por G’ es el
grafo cuyo conjunto de vértices es (V —{v}) UV’ y cuyas aristas son F(G —v)U E’, donde
E’ es el conjunto de todas las aristas que conectan cada vértice de V' con cada vértice de
N(v).

Cs

Figura 1.7: Grafo obtenido al reemplazar un vértice de C5 por K3

El grafo obtenido al agregar a G' un mellizo verdadero de v, es el grafo obtenido de
reemplazar v por Ks. De manera similar, el grafo obtenido al agregar a G' un mellizo falso
de v, es el grafo obtenido de reemplazar v por S,.

(%
® @ @ @

Mellizo verdadero

Q—Q Mellizo falso

Figura 1.8: Grafos obtenidos al agregarle un mellizo a un vértice de P,
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Dados dos grafos G; = (V1, EY) y Gy = (V2 E?) con VINV? =, el grafo union disjunta
de G1 y Gy, denotado por Gy UGy, es el grafo con conjunto de vértices V' UV? y conjunto
de aristas E*U E?. El grafo join de G y G, denotada por GV G, es el grafo con conjunto
de vértices V!UV? y conjunto de aristas E'UE?*U{vw : v € V! w € V?}. Resulta inmediato
observar que la operacion join (resp. uniéon disjunta) son asociativas, lo que permite definir
recursivamente la join (resp. union disjunta) de un nimero finito de grafos G, ..., G.

Dado un grafo G’y un namero natural n, el grafo nG es el grafo obtenido por la operaciéon
uniéon disjunta de n copias del grafo G. Esto es

nG=GU...UG
~————

n veces

1.2. El estado del arte

En esta seccion presentamos los resultados preliminares sobre el Problema de Dominacion
Romana, que utilizaremos y en los que nos basaremos a lo largo de esta tesina.

El Problema de Dominacién Romana tal como lo estudiaremos aparece por primera vez
en [8], donde Cockayne et al. (2004), inspirados en el articulo de Stewart en la revista Scien-
tific American |37], presentan un modelo para el problema de asignar tropas a las ciudades
del Imperio Romano utilizando Teoria de Grafos. El mismo consiste en una variacién del
Problema de Dominacion clasico.

Una variante del Problema de Dominacién clasico

Dado un grafo G = (V, E), un conjunto dominante de G es un subconjunto de vértices
D C V tal que todo vértice de V' — D es adyacente a algin vértice en D. El nimero
de dominacion de un grafo GG, que notamos v(G), es el minimo cardinal de un conjunto
dominante de G. Una funcion dominante f sobre un grafo G es una funcion f : V — {0, 1}
tal que si f(v) = 0, existe w € N(v) tal que f(w) = 1. El valor «(G) es el minimo peso entre
todas las funciones dominantes sobre el grafo G.

El Problema de Dominacion clésico es el problema de optimizacién que consiste en hallar
el valor del nimero de dominacion de un grafo G = (V, E), v(G).

El Problema de Dominaciéon aparece en la ubicacion de instalaciones o de servicios, donde
por ejemplo se busca minimizar la cantidad de instalaciones necesarias de algtn servicio
para que todos puedan acceder a las mismas. También aparecen conceptos de dominaciéon
en problemas que consisten en encontrar algiin conjunto de representantes, en el monitoreo
de comunicaciéon o las redes eléctricas, y en la toma de medidas de tierras, por ejemplo,
buscando minimizar el nimero de lugares en los cuales ubicar un topografo en pos de tomar
medidas de altura de una regién entera. Otro campo interesante de aplicacion son las redes
sociales. Si consideramos que los vértices de un grafo son personas, y conectamos dos vértices
siempre que esas personas sean amigas, entonces un conjunto dominante es un conjunto de
personas tal que que cada persona tiene un amigo o amiga en ese conjunto.

Numerosas aplicaciones pueden ser modeladas como problemas de dominaciéon en grafos.
La mayoria de estos problemas son NP-dificiles, desde el punto de vista de la complejidad
computacional, sin embargo, el enfoque en términos de grafos ha sido de gran importancia
para la resolucion de problemas del drea como asi también, ha contribuido al diseno y mejora
de algoritmos especificos de resolucion de algunas instancias.
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Habitualmente, cada aplicacion especifica impone restricciones adicionales a los conjun-
tos dominantes, surgiendo de esta manera diferentes variaciones del problema. Una de estas
es el Problema de Dominacion Romana.

1.2.1. Presentacién del problema

Formalmente, dado un grafo G = (V, E), una funcion de dominacion romana (FDR)
sobre G es una funciéon f : V — {0, 1,2} que satisface la condicién que cada vértice u para
el cual f(u) =0 es adyacente al menos a un vértice v para el cual f(v) = 2.

Existe una correspondencia uno a uno entre las funciones f : V. — {0,1,2} y las
particiones ordenadas V' = (V;,V1,V2), donde V; = {u € V : f(u) = i}. Luego, a una
FDR f la podemos escribir como f = (Vy, Vi, Vs). Si definimos n; = |V;|, tenemos que
no+ny +ne=n=|V|.

Dado un conjunto S €V, f(S) = > ,cq f(u). El peso de una FDR es el valor f(V) =
Y owey f(w) = ni 4 2n,5. Y dado un grafo G, el minimo peso que puede asumir una FDR
sobre G se llama el nidmero de dominacion romana de G, al que notaremos yg(G).

Si f es una FDR sobre un grafo G de peso vr(G), entonces diremos que f es una
~vr-funcion.

El Problema de Dominacion Romana es un problema de optimizaciéon que consiste en,
dado un grafo G = (V, E), hallar el valor vg(G).

Primeras propiedades

Vamos a enunciar algunas propiedades del nimero de dominacién romana de un grafo.
Primero veremos cémo se relacionan el nimero de dominacién romana con el ntimero de
dominacién de un grafo.

Proposicion 1 ([8]). Para todo grafo G, vale v(G) < vr(G) < 2v(G).

Demostracion. Sean G = (V, E) un grafo y f = (Vp, V4, V2) una yg-funcion sobre G. Sea
D = Vi UV,. Probaremos que D es un conjunto dominante de G. En efecto, sea u € V. Si
u €V — D =1V, entonces existe v € Vo N N(u) € D N N[u]. Y resulta Nu] N D # (.

Por lo tanto tenemos que D es un conjunto dominante, y entonces
V(G) < D] = [Vi| + [Va| < [VA] + 2Va| = 7&(G) (1.2.1)

Por otro lado, sea D un conjunto dominante minimo de G. Definimos f= (VO, Vi, Vg)
conVo =V =D, V, =0, y Vo = D. Veamos que f resulta una FDR. En efecto, sea
u € Vy =V — D, entonces como N(u)N D # 0, existe un vértice v € N(u) N D = N(u )ﬂVQ.
Por lo tanto tenemos que f es una FDR, y entonces

1r(G) < f(V) =2|D| = 24(G) (1.2.2)
De (1.2.1)) y (1.2.2) tenemos que

Y(G) <r(G) < 29(G)
como queriamos demostrar. O

Las cotas dadas por la Proposicion (1| son ajustadas. Es decir, para ambas desigualdades
existen grafos en los cuales éstas se dan por igualdad.

Para caracterizar los grafos donde se alcanza la igualdad vg(G) = 7(G) tenemos el
siguiente resultado:
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Proposicion 2 ([§]). Sea G un grafo de orden n. Entonces v(G) = vr(G) si y solo si
G =5S,.

Aquellos grafos para los cuales se verifica ygr(G) = 2v(G) reciben el nombre de grafos
romanos y hablamos de ellos méas adelante en esta misma seccion.

En [8] se comienzan a estudiar propiedades que debe cumplir una ~g-funcién sobre un
grafo GG. Algunas de ellas son:

Proposicion 3 ([8]). Sea f = (Vo, Vi, Va) una yr-funcion sobre un grafo G = (V, E).
Entonces

(a) G[Vi], el subgrafo inducido por Vi, tiene grado mdximo 1.

(b) Ninguna arista de G conecta V; y Vs.

(c) Cada vértice de Vi es adyacente a lo sumo a dos vértices de V.

(d) Vy es un conjunto dominante de G[Vy U Vs].

(e) Sea H = G[Vy U Vy|. Entonces cada vértice v € Va tiene a lo sumo dos Va-pn’s en H.
Demostracion. Sea G un grafoy f = (Vp, V1, V2) una yg-funcion sobre G

(a) Queremos ver que A (G [V;]) < 1. Supongamos, por el contrario, que existe un vértice
u € Vi con grap (u) = k > 2. Sean entonces vy, ..., v los k vecinos de u € V; en V.

Definimos f : V — {0,1,2} como sigue

2 siv=u

flv)=20 siv=w; paraalgini=1,...,k

f(v) en otro caso

Observemos que f es una FDR. En efecto, sea w tal que f (w) = 0. Entonces w = v;
para algin ¢ o bien f(w) =0

» Si w = v; para algtin i = 1,..., k, entonces como v; € N(u) y f(u) = 2. Entonces
existe un vecino u de w para el cual f(u) = 2.

= Si f(w) = 0, w € W, y existe un vértice v € V5 tal que f(v) = 2. Como
u,v1, ..., v € Vi, resulta que f(v) = f(v) = 2. Entonces existe un vecino v de
w para el cual f(v) = 2.

Por lo tanto, f es una FDR sobre G y entonces

Yr(G) < fF(V) = f(V={u,v1,...,00})+2 =
V) =Ru,vr, o[ +2 = f(V) 2k + 1< f(V) = 7r(G)

<0

Y llegamos al absurdo v5(G) < vr(G), que surge de suponer que A (G [V4]) > 2. Por lo
tanto concluimos que A (G [V4]) < 1, como queriamos.
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Supongamos que existe una arista uv, con u € V; y v € V5. Sea f .V —{0,1,2} dada

por
f(v): {0 siv=u

f(v) en otro caso

f es una FDR con f(V) = f(V)—1, lo que contradice que f es una 7yg-funcion. Luego,
no puede existir ninguna arista que una vértices de V; y V5.

SeaueVy, yA={veV;: uw e E}. Supongamos que |A| > 2. Sea f: V —> {0,1,2}
dada por
2 siv=u
f(v) =10 sive A

f(v) en otro caso

f asi definida es una FDR sobre G y tenemos

YR(G) S (V)= f(V = A) + f(A) = f(V = A) +2= f(V) =|A] + 2 < f(V) = 1r(G)

Y llegamos al absurdo vg(G) < vr(G), que surge de suponer que |A| > 2. Por lo tanto
concluimos que cada vértice de V|, es asyacente a lo sumo a dos vértices en V.

Sea H = G [V U V,]. Queremos ver que V5 es un conjunto dominante de H. Sea u €
V(H) — Vo = V. Entonces, como f es una FDR, existe w € V5 que es vecino de u en
G. Entonces, es vecino de u en H. Por lo tanto V5 es un conjunto dominante en H.

Sea H = G[VyUVy] y v € V,. Queremos ver que la cantidad de vecinos privados de v
respecto de V5 en H es a lo sumo dos. Sea

k= [pnu (0,V2) | = Ju € o UV ¢ u € Nulo] = NulVs — {v}]]

Vamos a ver que si k < 2, entonces podemos encontrar una yg-funciéon sobre G' de peso
menor a f(V), lo cual es una contradiccion.

En efecto, si k = 0, entonces v no tiene vecinos privados con respecto a V5 en H. Es
decir, si u € V5N N(v), entonces existe otro vértice w # v que es vecino de u y que esta
en V5. Entonces f definida por

f(w):{l siw=wv

f(w) en otro caso

f asi definida es una FDR con f(V) = f(V) — 1.

Si k =1, sea u el tnico vecino privado de v respecto de V5 en H. Es decir pny (v, V) =

{u}.

= Si u € V5. Entonces como v ¢ pny (v, Vs), existe v/ € V, tal que v’ € E. Luego
definimos f como
0 siw=wv
flw)y=1<1 siw=u

f(w) en otro caso
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= Siue Vy— {v}. Entonces definimos f como

f(w):{o siw=wv

f(w) en otro caso

f(w):{l siw=wv

f(w) en otro caso

En cualquiera de los tres casos, f es una FDR sobre G de peso menor a f(V) = vx(G),
lo cual es una contradicciéon. Concluimos entonces que k& > 2. Es decir, cada vértice
v € V5 tiene al menos dos vecinos privados respecto a V5 en H.

]

Observacion 1. Si Ges un grafo y f = (Vo,V1,Va) es una FDR sobre G, entonces todos
los vértices aislados de G estan en V. Entonces, nos basta con estudiar el problema sobre
grafos sin vértices aislados.

Proposicion 4 ([8]). Si G es un grafo de orden n > 2 que contiene un vértice universal,
entonces Yr(G) = 2.

Demostracion. Si V(G) > 2y G tiene un vértice universal, digamos 9, tenemos V' = N[7].
Como V(G) > 2, resulta
18(G) > 2 (1.23)
Ademas f = (Vj, Vi, V4) dada por

~

Vo={0}, Vi=0, Vo=V —{i}=N(®)

es una FDR de G. Luego,

Luego, de (1.2.3) y (1.2.4)), tenemos que

Yr(G) = 2
]

Ejemplo 1. Para cualquier k € N, el grafo estrella K,y y el grafo K tienen un vértice
universal, y por lo tanto yr(Ki k) = yr(Kx) = 2.
El nimero de dominacién romana en familias especiales de grafos

En [8] se calcula el valor del namero de dominacién romana para grafos pertenecientes
a algunas familias especificas, asi como caminos, ciclos, grafos n-partitos, entre otras.

Proposicion 5 ([8]). Si G es un camino P, o un ciclo C,,, vale

Vr(Pn) = Yr(Cp) = an-‘
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0
2 1
0 2 0 1
o o o o
0 0
0 2
8 14
Yr(Py) = [g—‘ =3 vr(Cr) = [E-‘ =5

Figura 1.9: Ejemplos de yg-funcién en caminos y ciclos

Proposicion 6 ([8]). Sea G = K,y m
my,,. Entonces

un grafo n-partito completo con m; < mg < ... <

n

4 st mp >3
Yr(G) =<3 si my =2
2 st m <1

Proposicion 7 ([8]). Si G es un grafo de orden n sin vértices aislados, entonces yr(G) = n
sty solo sin es pary G = (%) K.

Grafos Romanos

Los grafos G para los cuales yg(G) = 2v(G) reciben el nombre de grafos romanos. Estos
son grafos para los cuales existe una yg-funcion donde V5 es un conjunto dominante de G
de cardinal minimo, como establece el siguiente resultado.

Proposicion 8 ([8]). Un grafo G es romano si y solo si existe una yg-funcion f =
(Vo, V1, V2) con ny = [V1]| = 0.

En la Proposicion {4] se presenta una clase de grafos romanos, aquellos que tienen un
vértice universal. De la Proposicion [5| se pueden deducir los caminos y ciclos que son grafos
romanos: P, Csi, Papi2, Carie. Mientras que de la Proposicion [6] se pueden identificar
aquellos grafos bipartitos completos que son grafos romanos, i.e., G = K, ,, con min{m,n} #
2 donde o bien y(G) =1y 7r(G) = 2, 0 7(G) = 2 y vr(G) = 4. Por su parte, Henning en
[22] da una caracterizacion constructiva de los arboles romanos (grafos romanos que son a
su vez arboles).

Un problema que atn permanece abierto es el de caracterizar la familia de los grafos
romanos.

1.2.2. Algunos algoritmos eficientes para calcular g

Liedloff et al. [30] proponen algoritmos eficientes para resolver el Problema de Domina-
cion Romana sobre los grafos de intervalos, grafos AT-free y los cografos. En el caso de las
dos primeras familias, el algoritmo se deriva del estudio de las propiedades de las funciones
Optimas en estas familias. En el caso de los cografos, se usa la descomposicion modular de
un grafo. A continuacion, definimos estas clases de grafos.

Un grafo G = (V, E) es un grafo de intervalos si existe un conjunto F' = {I, : v € V'} de
intervalos de la recta real tales que I, N I, # () si y solo si uv € E.
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Tres vértices z,y, z de un grafo G = (V, E) forman un asteroide triple (AT) si tomando
dos cualesquiera existe un camino que los une sin pasar por la vecindad del tercero. Un grafo
se dice AT-free si no contiene ningtun AT.

La familia de los cografos puede definirse de manera recursiva de la siguiente manera:

1. K es un cografo.
2. Si G y G5 son cografos, entonces también lo son Gy U Gy v Gy V Gs.

3. Todo cografo puede ser construido a partir de copias de K; aplicando las operaciones
en (2) un numero finito de veces.

Todo cografo puede ser representado por su arbol de descomposicion modular T'[G]| [19].
En T[G], cada hoja representa un vértice de G' y cada vértice interno representa o bien una
operacion union disjunta o bien una operacion join. Para dos vértices u y v tales que uv
es una arista de G, el ancestro comin méas cercano de u y v en T[G] es un vértice join. Si
suponemos que G es conexo, la raiz de T[G] es un vértice join. Mas atn, podemos suponer
que T'[G] es un arbol binario.

El siguiente resultado nos da el niimero de dominacién romana para un cografo conexo.
En caso que G sea disconexo, 7r(G) es igual a la suma de los ntimeros de dominacién romana
de sus componentes conexas.

Teorema 1 (|30]). Sea G un cografo conexo que es join de dos cografos G, = (V, E}) y
G, = (V,, E,) tales que |Vi| + |V,.| > 3. Entonces

2 siy solo si Gy o G, tienen un vértice universal,
Yr(G) =<3 iy solo si Gy o G, tienen un vértice casi universal y yr(G) # 2,
4

en otro caso.

Este resultado permite obtener un algoritmo lineal para calcular el nimero de dominaciéon
romana para un cografo conexo G.

Asi también, a partir del Teorema [I] se desprende que un cografo conexo G es romano si
y solo si Yr(G) # 3, con lo cual obtenemos que los cografos romanos pueden ser reconocidos
en tiempo lineal [30].

Observacion 2. En [30], el Teorema se refiere a la operacion join en el caso particular
de los cografos. En el Capitulo[] mostraremos que este resultado puede generalizarse para el
grafo join de cualquier par de grafos.

Grafos con cliquewidth acotado

En [10] Courcelle establece la existencia de algoritmos eficientes para resolver problemas
que admiten una expresion particular, cuando nos restringimos a familias de grafos para las
cuales el parametro cliquewidth esta acotado por una constante.

El cliquewidth de un grafo se define como el minimo niimero de etiquetas que se necesitan
para construir el grafo G con las siguientes 4 operaciones:

1. crear un nuevo vértice v con etiqueta i (notamos i(v));

2. unio6n disjunta de dos grafos etiquetados G 'y H (notamos G'U H);
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3. conectar con una arista todo vértice etiquetado con i a todo vértice etiquetados con j
(notamos 7;,); ¥

4. cambiar a j la etiqueta de todos los que tienen etiqueta ¢ (notamos p;_,;).

Todo grafo G puede ser construido usando estas cuatro operaciones, lo que da lugar a
una expresion algebraica. Una tal expresion que utiliza k etiquetas distintas, se denomina
k-expresion.

El cliquewidth de G, denotado cw(G), es el minimo k para el cual existe una k-expresion
que construya G.

Ejemplo 2. Consideremos el grafo G de la figura siguiente

a
G
b
d c
e

Una posible 3-expresion para G es

72,3 (P3—>2 (772,3 (771,2 (1(a) ®2(b)) ®2(e) ® 3(0))) &) 3(d)>

Y se construye de la siguiente manera:

le@
2@

1(a) @ 2(b)

]

M.z (1(a) @ 2(0))

e 3
2@

M2 (1(a) @ 2(b)) & 2(e) & 3(c)
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1
2

3
2

12,3 (7]1,2 (1(a) D 2(5)) D 2(6) ® 3(0))

1
2

2
2

32 (a2 (1(a) & 2(0)) @ 2(e) & 3(¢))

psoss (1 (m 2 (1(a) © 2(0) © 2(e) @ 3(c)) ) @ 3(d)

w
(]

(oo (a2 (100) @ 20)) © 2(0) ©3(0))) @ 3(0))

Si una formula (que exprese alguna propiedad en grafos) puede ser definida usando
vértices y conjuntos de vértices de un grafo, los operadores 16gicos or, and, not (V, A, ),
los cuantificadores V y d sobre vértices y conjuntos de vértices, la relacion de pertenencia
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€, el operador = para vértices y la relacion binaria de adyacencia adj, entonces la férmula
es expresable en [dgica monddica de sequndo orden 7, (MSOL(Ty)).

Un problema de optimizacion sobre grafos P es un problema LinEMSOL(7;) si puede
escribirse de la siguiente manera:

Dado un grafo G y funciones fi, fo, ..., fin & valores enteros sobre los vértices de G,
encontrar una asignacion z al conjunto de variables libres en 0 tal que

> agla(Xi)lj=opt$ Y ayld (X))l ¢ 0(Xy, Xs, o, X))
1<i<l 7 1<i<l
1<i<m 1<i<m

donde a;; son nimeros enteros para cadai = 1,....1, j = 1,...,m, 6 es una férmula MSOL(m)
con conjunto de variables libres X1, Xo,... Xi y [2(Xi)]; := D c.(x,) fia)

Ejemplo 3. Expresemos el Problema de Dominacion Romana de esta manera.

Podemos considerar las variables como los posibles conjuntos Vi, Vi, Va. Estos deben for-
mar una particion del conjunto de vértices que ademds verifique que cada vértice en Vj tiene
un vértice vecino en V.

Para expresar la primera parte, podemos escribir:

Part(Vo, Vi, Vo) = YV u (Vo(u) vV Vi(u) V Va(u)) A
= 3o (Vo(v) AVi(v) vV (Vo(v) A Va(v)) V (Vi(v) A Va(v)))

Es decir, estamos pidiendo que todo vértice u pertenezca a alguno de los tres conjuntos v,
ademds, que no puede haber un vértice en dos de ellos.

Por otro lado, como las FDR’s son particiones que ademds verifican ’algo mds’, podemos
definirlas como:

Rom(Vy, V1, Vo) = Part(Vy, Vi, Vo) A YV u (Vo(u) — F v (Va(v) A adj(u,v)))

Observemos que definida de esta manera, Rom(Vy, V1, V3) es verdadera si y solo si la
funcion g dada por g(v) =i, Vv € V; es una FDR. El peso de esta funcidon, lo podemos
expresar como:

g(V)=> g)=> 0+ > 14> 2=0[Vo|+1[Vi| +2[V3|

veV veV) veV] veEVY

Ast, considerando | = 3, m =1, fi =1, X; = V.1, a5 =i -1y 0(Xq,Xs,X3) =
Rom( X1, Xo, X3), tenemos que

Vli= Y Al = ) 1=V

acz(V;) a€z(Vi)

donde la ultima expresion denota el cardinal del conjunto que le asigna z a la variable
Vi. El Problema de Dominacion Romana, entonces, puede plantearse como encontrar una
astgnacion z a Vo, Vi,V tal que

Yr(G) = Z aiz(Vi)h = min{ Z ainl2' (Vi1 :Rom(Vo,Vl,%)}

1<5<3 1<5<3
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Si F es una familia de grafos con cliquewidth a lo sumo un valor constante k y existe
un algoritmo eficiente para encontrar una k-expresion para un grafo en JF, entonces todo
problema de optimizacion que puede expresarse como un problema LinEMSOL(7;) se re-
suelve eficientemente para grafos en F [10]. La complejidad del problema depende de la
complejidad del algoritmo que da la k-expresion. Por ejemplo, si la k-expresion se encuentra
en tiempo lineal, entonces el problema se resuelve en tiempo lineal.

Por otro lado, en [34] se presenta, para k fijo, un algoritmo que, dado un grafo G de n
vértices, devuelve una (232 —1)-expresion para G o el mensaje cw(G) > k+1 en un tiempo
O(n°logn). Asi, dada una familia de grafos con cliquewidth acotado por una constante k,
podemos afirmar que todo problema LinEMSOL(7;) se resuelve en tiempo polinomial en
esa familia, sin necesidad de dar un algoritmo especifico que encuentre una k-expresion.

En [30] se muestra que el Problema de Dominacion Romana se puede expresar de esta
manera, y en consecuencia, se demuestra el siguiente resultado:

Proposicion 9 (|30]). El Problema de Dominacion Romana es un problema de optimizacion
LinEMSOL(r,)

De la Proposicion [0 se desprende el siguiente corolario:

Corolario 1 ([30]). Sea k una constante y F una familia de grafos con cliquewidth a lo
sumo k. Entonces el Problema de Dominacion Romana se resuelve en tiempo polinomial para
grafos en F. Mds aun, st existe un algoritmo que dado un grafo G € F da una k-expresion
en tiempo lineal, el Problema de Dominacion Romana se resuelve en tiempo lineal para
grafos en JF.

En particular, resulta que el nimero de dominacién romana puede ser calculado en
tiempo lineal sobre cografos, y grafos distancia hereditarios, dado que en estas familias,
el cliquewidth esta acotado por 2 y 3 respectivamente, y existe un algoritmo lineal para
calcular una k-expresion en cada caso.

1.2.3. Complejidad computacional de problemas

Uno de los aspectos que vamos a analizar en esta tesina, es la complejidad computacional
del Problema de Dominacién Romana.

Un problema 7 consiste en un conjunto de instancias D,, que contiene todas las posibles
entradas para el problema, y una pregunta sobre esas instancias. Decimos que un algoritmo
resuelve un problema 7 si ese algoritmo puede ser aplicado a cualquier instancia [ € D, y
se garantiza que siempre producira la respuesta correcta para dicha instancia I.

Un problema de decision es aquel cuyas respuestas son “si” o “no”. Un problema de
optimizacion es aquel cuya respuesta es una soluciéon 6ptima para el problema planteado.
Todo problema de optimizacion tiene asociado un problema de decision equivalente.

Por ejemplo, si el problema de optimizacién pregunta por una estructura de cierto tipo
que minimice cierto costo (como puede ser un camino de longitud minima), podemos aso-
ciarlo con el problema de decision que incluya adicionalmente un niimero ¢ como parametro
y pregunte si existe una estructura de ese tipo que tenga costo menor o igual a ¢ (en el
ejemplo, un camino de longitud menor o igual a c).

El Problema de Dominacion Romana tal como lo presentamos es un problema de opti-
mizacion, buscamos una FDR de peso minimo. Su problema de Decisiéon asociado es:
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Problema de Dominacién Romana (DROM)
Instancia: Grafo G = (V, E), k € N
Pregunta: ;Existe una FDR de peso a lo sumo k7

Los problemas se agrupan segtin cuén costoso es resolverlos.

La funcion de complejidad temporal de un algoritmo expresa sus requerimientos tempo-
rales. Intuitivamente, podemos verla como la cantidad de pasos que efectiia hasta obtener la
respuesta. Habitualmente es expresada como una funciéon en términos de una sola variable:
el tamano de una instancia del problema.

Una instancia puede describirse como una cadena finita de simbolos elegidos de un
alfabeto finito de entrada. Aunque hay varias formas distintas en que las instancias de un
problema dado pueden ser descriptas, vamos a suponer que elegimos por adelantado una en
particular. Asi, el tamano de una instancia I de un problema 7 se define como el niimero
de simbolos en la descripcion de 1.

Una funcion f(n) es O(g(n)) si existe una constante ¢ tal que |f(n)| < ¢-|g(n)| para todo
n > 0. Un algoritmo de tiempo polinomial (o simplemente polinomial) se define como aquel
que tiene una funcion de complejidad temporal que es O(p(n)) para algin polinomio p, donde
n denota el tamano de la instancia. Todo algoritmo que no pueda ser acotado de esta manera
se llama algoritmo de tiempo exponencial, aunque esta definicion incluya algunas funciones
de complejidad temporal no polinomiales que normalmente no se consideran exponenciales,
como n'°e".

Una transformacion (o reduccion) polinomial de un problema de decision 71 a un proble-
ma de decision 7, es una funcion f : D, — D,, que satisface las siguientes dos condiciones:

1. f es computable por un algoritmo de tiempo polinomial; y

[39ro)]

2. para toda instancia I € D,,, la respuesta a [ en 7 es “si” si y solo si la respuesta a
f(I) en my es “si”.

Los problemas de decision que tienen algoritmos de tiempo polinomial que los resuelven se
agrupan en la clase P. Para todos los demés problemas existen varias clases de complejidad
definidas, de las cuales solo nos interesan unas pocas en este trabajo.

La clase NP contiene a los problemas de decision que pueden ser resueltos polinomial-
mente por una maquina de Turing no deterministica. Para no entrar en detalles que van mas
alla de esta tesina, podemos decir que la clase NP es aquella que contiene a los problemas
de decision para los cuales, para toda instancia en que la respuesta es “si”, existe un certi-
ficado de la misma y un algoritmo polinomial que lo verifica. Por ejemplo, si el problema
es determinar si existe una ruta de longitud menor a 10 km en un mapa, un certificado es
una ruta posible y la verificaciéon es comparar su longitud con 10 km; si esta verificacion
se puede hacer en tiempo polinomial, entonces el problema pertenece a NP. En particular,
P CNP.

En 1971, Cook [9] prob6 que un problema particular de la clase NP, el llamado problema
de satisfactibilidad booleana (o SAT), tiene la propiedad de que todo otro problema en NP
puede ser reducido polinomialmente a él. Esto significa que si SAT pudiera ser resuelto con
un algoritmo polinomial, entonces todos los otros problemas en NP también, y si algun
problema en NP es intratable, es decir que es tan dificil que ningin algoritmo polinomial
podria resolverlo, también lo es SAT.

Cook sugirié que otros problemas en NP debifan compartir con SAT esta propiedad de
ser los “mas dificiles” de la clase NP. Karp 28] y luego Garey y Johnson [16] presentaron mas
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problemas como este y se defini6 entonces la clase de problemas NP-completos. Formalmente,
un problema 7 es NP-completo si

1. m pertenece a la clase NP; y

2. para todo otro problema 7’ en NP, existe una transformaciéon polinomial de 7’ en 7.

Si omitimos el primer item, entonces decimos que w es NP-hard (o NP-dificil). Un proble-
ma es intratable si no existen algoritmos que lo resuelvan en tiempo polinomial. La pregunta
de si los problemas NP-completos son intratables es considerada una de las preguntas abier-
tas mas importantes de la matematica y las ciencias de la computacion contemporaneas. A
pesar de los intentos de los investigadores por probar o refutar esta conjetura, poco se ha
avanzado en el tema.

Para probar que un problema 7 es NP-completo, procederemos de la siguiente manera:

1. verificamos que 7 pertenezca a la clase NP,
2. elegimos un problema 7’ que sea NP-completo,
3. construimos una transformacion f de 7" a ,

4. probamos que f es una transformaciéon polinomial.

En [I1] se muestra que el problema DROM es NP-completo, construyendo una trans-
formacion polinomial desde el Problema de 3-satisfacibilidad booleana (3-SAT), que es NP-
completo.

Un literal es o bien una variable x; € X, o bien —z;. Una clausula C;, formada por
exactamente 3 literales, es verdadera o se satisface por una asignaciéon de valores de verdad
A: X — {TRUE,FALSE} si a al menos uno de los literales de C;, A le asigna el valor
TRUE.

El Problema de 3-Satisfactibilidad Booleana (3-SAT) consiste en:

Problema de 3-Satisfaccion Booleana (3-SAT)

Instancia: Coleccion C' = {C},...,C,,} de clausulas (cada una conteniendo exacta-
mente 3 literales) sobre un conjunto finito X = {z1,...,x,} de variables
Pregunta: jExiste una asignacion de valores de verdad para X tal que todas las
clausulas de C sean verdaderas?

Sea [ una instancia de 3-SAT, como la definimos. Vamos a construir un grafo G(I) y
dar un natural £ (una instancia para DROM) tales que [ se satisface por una asignacion de
valores de verdad si y solo si G(I) admite una FDR f con f(V) < k.

Consideremos el grafo G(I) dado por: para cada clausula C; construimos un vértice ¢;.
Para cada variable x; € X agregamos una copia del grafo bipartito completo Kj 3, con
particion R; = {z;, ~z;} y S; = {u;,v;, w;}.

En cada K3, agregamos la arista x;—x;, y desde cada c; agregamos tres aristas a los
vértices correspondientes a los tres literales en la clausula Cj.

Ejemplo 4. Si la instancia I del problema 3-SAT estd dada por X = {x1,x9, 23, 24,25} ¥
C = {01,02,03} con 01 = (ZL‘l V ) V 1’3), CQ = (131 V T3 V _|ZE4), 03 = (_h’Eg V Ty V l’5),
entonces el grafo G(I) nos queda
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Con esta construccion resulta que I admite una asignaciéon de verdad A de manera
que todas las clausulas de C se verifican si y solo si G(I) admite una FDR f de peso
f(V) <k =2n, donde n es la cantidad de variables en X.

En efecto, sea A una asignacion de valores de verdad para X, de manera que la instancia
dada I de 3-SAT se satisfaga. Sea f = (Vp, V1, Va) definida por V; = 0, Vo = {z; : A(z;) =
TRUE}U{~z;: A(z;) = FALSE}, Vo = V(G(I)) — Vs. f asi definida es una FDR de peso
f(V(G(I))) = 2n ya que para cada j, o bien z; o bien —z; esta en V3, con lo que los vértices
de R;US; estan defendidos. Ademas, cada vértice ¢; tiene al menos un vecino en V5 pues A
asigna al menos a un literal de C; el valor TRUFE.

Reciprocamente, supongamos que f es una FDR sobre G(I) de peso f(V(G(I))) < 2n.
Cada subgrafo inducido por R; U S;, debe tener o bien f(x;) =2 o bien f(—z;) = 2. Por lo
tanto, f tiene peso al menos 2n. Se sigue entonces que el conjunto de vértices V5 defiende
a los vértices correspondientes a las clausulas. Por lo tanto, la instancia I dada de 3-SAT
admite una asignacion de valores de verdad A que la satisface, dada por A(z;) = TRUEF si
y solo si f(z;) = 2.

Con esta transformacion, junto al hecho de que DROM es un problema NP, tenemos que
DROM es NP-completo.

Usando esta misma construccion, se puede probar que DROM es NP-completo incluso
restringiendo la instancia a grafos bipartitos o grafos planares, ya que el grafo construido
pertenece también a estas familias.

Pero como ya hemos visto, existen familias de grafos (como los cografos, los grafos
de intervalo, los arboles), para las cuales existen algoritmos que resuelven el Problema de
Dominaciéon Romana (y por lo tanto el problema de decision DROM) en tiempo lineal.

En la siguiente tabla resumimos algunas familias de grafos y sus correspondientes re-
sultados en cuanto a la complejidad del problema DROM restringido a ellas. En la ultima
columna, lo comparamos con la complejidad del Problema de Dominacién clésico.
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Familia Problema de Problema de
Dominaciéon Romana | Dominaciéon Clasico

Arboles Lineal [§] Lineal [13]
Intervalos Lineal [30] Lineal [7]
Cliquewidth acot. Polinomial [30] Polinomial [10]
Cografos Lineal [30] Lineal [20]
Block Lineal [24] Lineal [33]
Dist. hereditarios Lineal [30] Lineal [33]
AT-free Polinomial [30)] Polinomial [29]
Cordales NP-completo [31] NP-completo [6]
Fuertemente cordales | Lineal [31] Lineal [13]
Bipartitos NP-completo [31] NP-completo [12]
Split NP-completo [36] NP-completo [4]
Planares NP-completo [36] NP-completo [16]

En la tabla podemos observar que en estas familias conocidas, la complejidad de ambos
problemas es la misma. A su vez, atin no se conocen familias en las cuales difiera.
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Capitulo 2

Primeros Resultados

En este Capitulo vamos a estudiar cémo se comporta el pardmetro vz ante ciertas ope-
raciones de grafos. Luego, calcularemos el parametro de dominacién romana para algunas
familias de grafos particulares, entre ellas los grafos arana y quasi-arafia, que usaremos mas
adelante en el proximo Capitulo para estudiar la complejidad del Problema de Dominacion
Romana en familias de grafos con pocos P,’s.

2.1. Primeras propiedades

Primero, vamos a presentar algunos resultados a los que llegamos y que usaremos en las
demostraciones de este Capitulo.

Lema 1. Sea f = (Vy, V1, Vs) una FDR en un grafo G con Vo = 0, entonces Vo = 0.

Demostracion. Basta probar que si Vy # () entonces Vo # ). Supongamos que v € V. Por
definicion de FDR, existe u € N(v) N V5. Resulta entonces que V5 # (). O

Observacion 3. Si V, = (), entonces f(v) = 1 para todo vértice v. En ese caso, lo notaremos
f=1

Lema 2. Sean G = (V, E) un grafo con E # 0 y k € N tal que existe una FDR sobre G de
peso k. Entonces existe una FDR f = (Vo, V1, Va) sobre G de peso k tal que Vy # ().

Demostracion. Sea f una FDR sobre G tal que f(V') = k. Si existe algun vértice v para el
cual f(v) = 2, entonces ya tenemos el resultado.
En caso contrario, como consecuencia del Lema 1], tenemos que f = 1. Sea uw una arista
de G. Definimos f : V — {0, 1,2} como sigue:
2 siv=u,
f(w) =40 siv=w,

f(v) =1 en otro caso.

f asi definida es una FDR, ya que si f(v) = 0 entonces v = w y existe un vecino u de w tal

que f(u)=2.
Por lo tanto, f es una FDR de peso

FOV) = fV —{wwh) + f({u,w}) = f(V ~{ww}) + 2, =f(V)=F
f({u,w})

31
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Lema 3. Sean G = (V, E) un grafo, v € V y f una FDR sobre G. Entonces f(Nv]) > 1.
Mas ain, si f(N[v]) =1 entonces f(v) =1y f(u) =0 para todo vértice u € N(v).

Demostracion. Queremos ver que

N = > flu) =1 (2.1.1)

u€N[v]

Supongamos, por el contrario, que no. Entonces

FNPI) = > flu)=0

u€N|v]

Luego resulta
f(u)=0 Vue N[ (2.1.2)

En particular, f(v) = 0y como f es una FDR existe un vértice u € N(v) con f(u) = 2.
Pero esto contradice . La contradiccion surge de suponer que no vale . Entonces
concluimos que f(N[v]) > 1.

Supongamos ahora que se da por igualdad. Esto es, existe un tnico vértice en
N[v] al cual f le asigna 1 y al resto les asigna 0. Tenemos entonces que N(v) C Vo U V4.
Luego f(v) # 0 pues N(v) NV, = 0.

Concluimos entonces que

como queriamos ver. ]
Para el siguiente resultado, veamos antes un ejemplo

Ejemplo 5. Consideremos el siguiente grafo G

A v

Observemos el conjunto de vértices A marcado. De todo el resto de vértices del grafo, los
vértices de A tienen un unico vecino comun: el vértice v.

Supongamos que f es una FDR sobre el grafo G.

Si para algin vértice a € A se verifica f(a) =0, entonces o bien para algin otro vértice
a' € A se tiene f(a') =2, o bien f(v) = 2. De todos modos, solo debemos mirar al conjunto
AU{v}.

Entonces, si encontramos un conjunto A, con |A| > 2, que resulta ser la vecindad privada
de un vértice v respecto al resto de los vértices V — A, es decir, todos los vértices de A son
adyacentes a un unico vértice v € V- — A, tendremos que f(AU {v}) > 2.

Si |Al = 1, A = {a} esto no es necesariamente cierto. Pues podria ser f(a) = 1,
f(v) =0, f(w) =2 para algin w adyacente a v fuera de A.

Esta situacion se puede generalizar y tenemos el siquiente resultado.

Lema 4. Sean G = (V, E) un grafo, v € V. y A CV tales que v ¢ A y A =pn(v,V — A),
con |A| > 2, y f una FDR sobre G, entonces f(AU {v}) > 2.
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Demostracion. Sea A = {ay,as,...,a,} como en el enunciado. Como para cada i tene-
mos que a; € pn(v,V — A), recordando que pn(v,V — A) = N[v] — N[V — A], resulta
Nla;) € AU{v} paracadai=1,...m.

Observemos que en particular por el Lema [3| tenemos que f(N[aq]) > 1. Asi, resulta

FAU ) > F(N]) > 1. (2.1.3)

Veamos que la cota dada en la ecuacion se puede ajustar un poco maés.

Supongamos entonces que f(A U {v}) = 1. Asi, como la ecuacion se da por
igualdad, resulta f(N[as]) = 1y por el Lemal[3| tenemos que f(a;) = 1. Como f(AU{v}) = 1,
resulta que f(v) =0y f(a;) = 0 para cada ¢ # 1. Entonces,

(AU {v}) NV, = 0. (2.1.4)

Pero como f(az) = 0, debe existir un vértice u € N(ay) C AU {v} tal que f(u) =2, lo que
contradice la ecuacion ([2.1.4).

La contradiccion surge al suponer f(A U {v}) = 1. Luego, tenemos que f(AU{v}) # 1.
Con esto junto a la ecuacion , llegamos a la conclusion

f(AU{v}) > 2
que es lo que queriamos demostrar. O

Lema 5. Sea G = (V, E) un grafo de orden al menos 3. Entonces yr(G) = 3 si y solo si
G=S5;3 0A(G)=|V| -2 (G tiene un vértice quasi-universal).

Demostracion. Supongamos que Yg(G) = 3, y sea f = (Vp, Vi, Va) una ~g-funcion sobre G.
Tenemos dos opciones posibles:

|Vi| =3, |[Vo| =0 o bien Vil =1, [Va| =1

En el primer caso, como V, = (), resulta Vo = 0, y |V| = |Vo| + [Vi]| + |V2| = 3. Los tnicos
dos grafos de 3 vértices que admiten una yg-funcién f =1 son S5 y Ps. El dltimo tiene dos
vértices quasi-universales.

P3 83

En el segundo caso, tenemos un vértice u € V1 y un vértice v € V5. El resto de los vértices
de V pertenecen a V. Como Vy C N(V3), tenemos que Vy C N(v). Ademas u ¢ N(v), pues
de lo contrario G tendria un vértice universal y vgz(G) = 2. Luego, resulta que gr (v) =
IN(v)| = |Vo| = |V = {u,v}| = |V| — 2. Es decir, v es un vértice quasi-universal de G.

Reciprocamente, ya sabemos que vz(S3) = 3. Supongamos ahora que el vértice de mayor
grado en GG es un vértice quasi-universal v € V. Es decir, v es adyacente a cada vértice en
V —{v} excepto un vértice u.
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Por un lado, como |V| > 3, tenemos que vg(G) > 1. Ademas, de la Proposicion 4| y la
Proposicion [10|sabemos que vg(G) = 2 si y solo si G tiene un vértice universal. Luego, como
GG no tiene un vértice universal, tenemos

Tr(G) =3 (2.1.5)

Veamos ahora que existe una FDR f de peso f(V') = 3. Definimos f de la siguiente manera:

2, siw=wv
flw) =<1, siw=u
0, en otro caso,

f asi definida es un FDR. En efecto, si f(w) = 0, entonces w ¢ {u,v} y como N(v) =
V — {u,v}, w es adyacente a v en G y f(v) = 2. Luego, tenemos que

1r(G) < f(V) =3 (2.1.6)
Entonces, de las ecuaciones (2.1.5) y (2.1.6)), tenemos que
r(G) = 3.
[

La reciproca de la Proposicion [4] también es cierta si G es un grafo de orden mayor que
2, y tenemos:

Proposicion 10. Sea G = (V, E) un grafo de orden n > 3 tal que yg(G) = 2, entonces G
tiene un vértice universal.

Demostracion. Sea f = (Vp, Vi, V32) una yp-funcion de G. Sabemos quef es una FDR con
f(V) =2,y tenemos dos casos posibles:

L [Vi| =2y |[Vo| =0,
2. |Vi| =0y V| = 1.

En el primer caso, Vo = () y, por el Lema , Vo = (). Entonces tenemos que |V| = 2, lo
que contradice que el orden de G es mayor a 2.

En el segundo caso, V3 = {0} para algin vértice 0. Como V; = (), resulta V' =V, U {0}.
Ademas, Vj # () pues por hipotesis G es de orden al menos 3. Sea entonces u € V—{0} = Vj.
Luego, u € N(V3) = N(0). Por lo tanto, V5 C N(0), y resulta

V =V, U {0} C N[a).

Por lo tanto, Tengo que v es el unico en V5 y que todos los otros vertices de V' estan
en V5. Como todos los de Vj tienen que ser adyacente a uno de Vs, todos los de V{ son
adyacentes a ¥ y 0 es un vértice universal de G.

]

2.2. ~p bajo algunas operaciones

En esta seccion vamos a analizar el comportamiento del niimero de dominacién romana
cuando realizamos ciertas operaciones en grafos, tales como unién disjunta, join, generacion
de un mellizo, y borrado de un vértice.
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2.2.1. Borrado de un vértice

Dado un grafo G = (V, E), y v € V, vamos a intentar responder como influye en yg(G)
el borrado del vértice v. Comenzaremos mostrando que el nimero de dominacién romana
no puede disminuir en més de una unidad al eliminar un vértice.

Teorema 2. Sean G = (V, E) un grafo y v € V. Entonces yg(G —v) > yr(G) — 1

Demostracion. Sea f una vyg-funcion sobre G — v. Definiendo f : V —s {0,1,2} como

flu)y=f(u) weV—{o}, flv)=1

tenemos que f es una FDR sobre G. En efecto, si f(u) = 0 entonces f(u) = 0 y existe un
vértice w vecino a u en G — v tal que f(w) =2, y por lo tanto f(w) = 2. Entonces, resulta
que

WR(G) < f(V) = f(V —={v}) + f(v) = f(V —={v}) + 1 = y(G —v) + 1.
Es decir,
Yr(G —v) > yr(G) — 1.
m
Esto es, si borramos un vértice v de un grafo G, el nimero de dominacién romana
no puede disminuir en més de una unidad. Sin embargo, podemos preguntarnos jen qué
casos disminuye efectivamente? ;jen cuales permanece igual?. En caso que aumente su valor,

jes posible acotar el crecimiento del parametro? Estos interrogantes motivan los siguientes
resultados:

Teorema 3. Sean G = (V,E) un grafo y v € V tales que existe una ygr-funcion f =
(Vo, Vi, Vo) con v € Vi. Entonces yr(G —v) = yr(G) — 1

Demostracion. Sea f una 7yg-funciéon sobre G con f(v) = 1.

Observemos que la funcion f restringida a V' — {v} es una FDR sobre el grafo G — v.
En efecto, cada vértice u € V' — {v} para el cual f(u) = 0 tiene un vecino w € V. Como
v ¢ Vs, tenemos que w # v y resulta que u tiene un vecino w € (V —{v})NV,. Asi, tenemos

TR(G —v) < f(V = {v}) = f(V) = f(v) = f(V) = 1 = &(G) - 1. (2.2.1)
Finalmente, juntando el Teorema |2 con la ecuacion obtenemos
Yr(G —v) = 7r(G) — 1.
O

Observacion 4. La reciproca del Teorema [3 también es cierta. Es decir, si yr(G — v) =
vr(G) — 1, entonces existe una yr-funcion f sobre G tal que f(v) = 1.

Teorema 4. Sean G = (V,E) un grafo y v € V tales que existe una yg-funcion f =
(Vo, Vi, V) con v € Vy. Entonces

Yr(G) =1 < yr(G —v) < R(G).
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Demostracion. Sea f una 7yg-funcién sobre G con f(v) = 0. Observemos que la funciéon f
restringida a V' — {v} es una FDR sobre el grafo G —v. En efecto, cada vértice u € V — {v}
para el cual f(u) = 0 tiene un vecino w € V5. Como v ¢ V3, tenemos quew # v y resulta
que u tiene un vecino w € (V' — {v}) N V5. Asi, tenemos

YR(G —v) < f(V = {v}) = f(V) = f(v) = F(V) = 0 = 7&(G).

Es decir,
Tr(G —v) < r(G).

Finalmente, juntando el Teorema [2| con la cota obtenida tenemos

Yr(G) — 1 < yr(G —v) < yr(G).

Veamos que las cotas dadas por el Teorema (4] son ajustadas.

Ejemplo 6. Consideremos el grafo G = K, ,, la estrella de n puntas y vértice central w,
conn > 2.

0 0

Figura 2.1: Borrado de un vértice en la estrella K 5

El niimero de dominacion romana de G es yg(G) = 2 para cada n > 2, ya que w es un
vértice universal de G. Una yg-funcion viene dada por f = (V —{w},0,{w}). Al eliminar
un vértice pendiente v de G, obtenemos una nueva estrella de n — 1 puntas y vértice central
w, y vale yr(G —v) =2 = vx(G). Es decir

Yr(G —v) = 1r(G)

Ejemplo 7. Consideremos G = Py, el camino de 4 vértices con conjunto de vértices
{v,w,u, x}

o

woou
L 4 @
2 0

— @

Figura 2.2: Borrado de un vértice en el camino Py

El nimero de dominacion romana de G es ygr(G) = 3, y una posible yg-funcion es
f = ({v,w} {z},{u}). Al eliminar el vértice v, el grafo obtenido es un camino de tres
vértices, y Yr(G —v) = 2 = vg(G) — 1. Es decir

Yr(G —v) = vr(G) — 1.
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Hasta acé, hemos visto casos en los cuales yg(G) nunca crece por borrado. Veamos que si
el vértice borrado verifica v € V5 para alguna yg-funcion, el niimero de dominaciéon romana
de G puede crecer tanto como se quiera.

el enunciado del sgte teorema es confuso para mi... yo diria que existen grafos para los
cuales la diferencia entre el numero de dom romana entre este y el numero de dom romana de
un subgrafo obtenido por borrado de un vertice (no arbitrario), es arbitrariamente grande.
Asi como esta escrito dice que para todo grafo G que tiene una ~yz-funcion con Vo # ), la
diferencia entre yr(G — v) y vr(G) puede ser arbitrariamente grande

Teorema 5. Fuxisten grafos G para los cuales la diferencia entre nimero de dominacion
romana de G y el nimero de dominacion romana de un subgrafo obtenido por borrado de
un vértice (no arbitrario) es arbitrariamente grande.

Demostracion. Basta considerar como ejemplo el grafo G = K ,,, una estrella de n puntas
y vértice central v. f = (V — {v},0,{v}) es una yg-funcion, siendo vx(G) = 2. Si quitamos
el vértice v del grafo G, el nuevo grafo G — v consta de n vértices aislados, con lo cual
vr(G —v) = n.

] ®
\ /
\ /
\ /
. /) e
SO N~
v NN
_-T N T~
- N ~
o PN @
/ \
/ \
L {
G G—v

Luego, para n arbitrariamente grande, podemos encontrar un grafo G tal que
Yr(G —v) —Yr(G) =n —2 (2.2.2)
O

Ejemplo 8. Veamos otro ejemplo en el que se da esta situacion. Consideremos el grafo G =
W, la rueda formada por un ciclo C,, agregando un vértice v adyacente a todos los vértices
del ciclo. Nuevamente, como v es un vértice universal de G, la funcion f = (V — {v},0,{v})
es una yr-funcion, y yr(G) = 2. Al borrar el vértice v del grafo G, G — v es un ciclo de n

vértices, y Yr(G —v) = Yr(Cy) = [ %]

G

Luego, para n arbitrariamente grande, podemos encontrar un grafo G conexo tal que

Yr(G —v) —vr(G) = %ﬂ —2 (2.2.3)
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Tanto en la ecuacion como en la ecuacion , las diferencias pueden ser tan
grandes como queramos.

2.2.2. Generacion de mellizos

En la seccion anterior analizamos como influye en yz(G) la accion de borrar un vértice
del grafo. En esta seccion, vamos a analizar que sucede al agregar un vértice, mediante la
generacion de un mellizo falso (o un mellizo verdadero) a un vértice del grafo. Es decir,
agregar un vértice que comparta la misma vecindad abierta (o cerrada) con un vértice v del
grafo G.

Primero, probaremos que al agregar un mellizo a un grafo G, el niimero de dominacién
romana no disminuye, y si aumenta lo hace en una unidad. Después analizaremos distintos
casos, segun el valor que una vyg-funcion sobre el grafo original le asigne al vértice al cual le
agregamos un mellizo.

Lema 6. Sean G = (V,E), v eV y G' = (V' E') el grafo que obtenemos al agregarle a G
un vértice v mellizo (falso o verdadero) de v. Entonces

Yr(G) < r(G") < Yr(G) +1

Demostracion. Consideremos una ~yr-funcion f sobre G’. Observemos que G = G’ — v'.
Separemos la situacion en tres casos posibles:

a. f(v') = 0: por Teorema , Yr(G) < Yr(G').

f(¥') = 1: por Teorema , Yr(G) < vr(G").

=

c. f(v') =2: definamos f : V — {0,1,2} de la siguiente manera:

flu)=fu) Yu#v,  flv)=2

Asi definida, f resulta una FDR sobre el grafo G. En efecto, si f(u) = 0y u ¢ N(v),
entonces como f(u) = f(u) =0y f es una FDR, existe un vértice w # v vecino de u tal
que f(w) = f(w) = 2. Si u € N(v), entonces v es adyacente a u y por como definimos la
funcion f, f(v) = 2.

Por lo tanto, f es efectivamente una FDR sobre el grafo G y tenemos

Tr(G) < f(V) = @H(V —{v}) = @Jrf(‘/ —{o}) < F(V') = 1r(@).

En cualquiera de los tres casos (a.,b.,c.) tenemos que
Yr(G) < r(G). (2.2.4)

Por otro lado, vemos que G se obtiene a partir de G’ borrando el vértice v’. Luego, por el
Teorema [2| tenemos que

Tr(G") — 1 < &(G). (2.2.5)
Juntando la ecuacion ([2.2.4)) y la ecuacion (2.2.5)) tenemos el resultado. O
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Teorema 6. Sean G = (V, E) un grafo, v € V tal que existe una yg-funcion f sobre G
con f(v) =0, y G' = (V' E') el grafo que obtenemos al agregarle a G un mellizo (falso o
verdadero) v' al vértice v. Entonces

Yr(G") = 7r(G).

Demostracion. Se verifica que Ng/(v) = Ngr(v') (si v' es un mellizo falso) o bien Ng/|v] =
Ne[v'] (si v es un mellizo verdadero).
Por el Lema [f] tenemos que

Yr(G) < Yr(G). (2.2.6)
Consideremos ahora una vyg-funciéon en G f tal que f(v) = 0. Tal funcion existe por
hipotesis. Definiendo f': V' — {0, 1,2} como

f'(w)=f(u) YueV, ') =0

tenemos que f’ es una FDR sobre el grafo G'. En efecto, debemos ver que para cada vértice
u € V' con f'(u) =0, existe w adyacente a u en G’ tal que f’(w) = 2. Sea entonces u tal
que f'(u) = 0.

Siu eV, como f(u) = f'(u) =0y f es una FDR, entonces existe w adyacente a u en
G (y por lo tanto también en G') con f(w) = f'(w) = 2.

Siu ¢ V,ie u =1, tenemos que como f(v) = 0, existe w adyacente a v en G con
f(w) = 2. Tanto si v es un mellizo falso, (Ng(v') = Ngr(v)) como si es un mellizo verdadero
( Ner[v] = N [v']) w es adyacente a v’ en G’y f'(w) = f(w) = 2.

Por lo tanto, f’ es una FDR sobre G’ y resulta

r(G) < fI(V') = @Jr f'(V) = f(V) =r(G)

N——
0 V)
y tenemos entonces

Por las ecuaciones v [2.2.7] resulta entonces
vr(G) = 1r(G).

v’ $
: : VIR
. |
1 0 1 0

Figura 2.3: Agregado de un mellizo verdadero a un vértice de Cjy

Teorema 7. Sean G = (V| E) un grafo, v € V tal que existe una yg-funcion f sobre G con
flv)y =2,y G = (V' E') el grafo que obtenemos al agregarle a G un mellizo verdadero v’
al vértice v. Entonces

VR(G/) = vr(G).
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Demostracion. Se verifica que N/ [v] = N [v']
Por el Lema [f] tenemos que

r(G) < r(G). (2.2.8)

Consideremos ahora una yg-funcion en G f tal que f(v) = 2. Tal funcion existe por
hipotesis. Definiendo f': V' — {0, 1,2} como

f'(w)=f(u) YueV, f'(W)=0

tenemos que f’ es una FDR sobre el grafo G’. En efecto, debemos ver que para cada vértice
u € V' con f'(u) = 0, existe w adyacente a u en G’ tal que f’(w) = 2. Sea entonces u tal
que f'(u) = 0.

Siu eV, como f(u) = f'(u) =0y f es una FDR, entonces existe w adyacente a u en
G (y por lo tanto también en G’) con f(w) = f'(w) =2

Siu ¢V, ie u=1 tenemos que como f(v) =2,y v € Ng/[v] = Ne[V'], v es adyacente
aven Gy f'(v) = f(v) =2

Por lo tanto, f’ es una FDR sobre G’ y resulta

y tenemos entonces
Yr(G") < r(G). (2.2.9)

Por las ecuaciones [2.2.§ y [2.2.9| resulta entonces

Yr(G) = r(G).
Il

En el caso en que agregamos un mellizo falso a un vértice v de un grafo G para el cual
existe una yg-funcion f con f(v) = 2, pueden existir distintos comportamientos. En efecto,
en la Figura [2.4] se ve como al agregar un mellizo falso al vértice central de una estrella
K 4, el nimero de dominacién romana aumenta en una unidad, mientras que en el grafo de
la Figura [2.5] al agregar un mellizo falso al vértice v, el nimero de dominacién romana del
grafo se mantiene igual.

0 0 0 0

Figura 2.4: Agregado de un mellizo falso de v € Vj;
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0 0
v

0e® ®(
2 2

0 0

Figura 2.5: Agregado de un mellizo falso de v € V;

2.2.3. Unioén disjunta

Recordemos que dados dos grafos G; y G con conjuntos de vértices disjuntos, el grafo
union disjunta de G y Go, G1 U G, es aquel cuyo conjunto de vértices es V(G U Gy) =
V(G1) UV (G3) y cuyo conjunto de aristas es E(G1 U Gs) = E(G1) U E(G3).

Teorema 8. Dados dos grafos cualesquiera G y Gy tales que V(G1) NV (Gy) = 0, tenemos
que

Yr(G1 U G2) = vr(G1) + 7r(G2).

Demostracion. Sean f; y fo dos yr-funciones sobre GG; y G respectivamente. Definimos
[+ (V(G)UV(Ga)) — {0,1,2} por

) — fl(U) Si v E V(Gl),
fv) {fg(v) siv e V(Gy).

Es facil ver que f es una FDR sobre G;UG,. En efecto, sea v € V(G;UG») tal que f(v) = 0.
Siv € V(Gy), entonces f1(v) = 0y existe un vértice w vecino a v en Gy tal que fi(w) =2,y
por lo tanto f(w) = 2. Esto es, v tiene un vecino en G; U G3 al cual f le asigna el valor dos.
Un razonamiento analogo vale si v € G5. Entonces f es una FDR sobre G; U G5 y tenemos
que

TR(G1UG2) < f(V(G1UG)) = [1(V(G1)) + f2(V(G2)) = 7r(G1) + 7r(G2). (2.2.10)

Consideremos ahora una yz-funcion g sobre G;UG5. Observemos que la funcién g restringida
a cada grafo GG; o G5 es una FDR, pues si hay un vértice v, digamos en Gy, al cual g le
asigna el valor 0, entonces existe un vértice w vecino a v al cual g le asigna el valor 2. Pero
por construccion de G; UGy, w debe ser un vértice de G;. Y analogamente si v es un vértice
de G>. Entonces, tenemos que g(V(G1)) > vr(G1) v 9(V(G2)) > vr(G2). Entonces

Tr(G1 U G2) = g(V(G1U Ga)) = g(V(G1)) + 9(V(G2)) = Yr(G1) +7r(G2).  (2.2.11)
A partir de la ecuacion (2.2.10) y la ecuacion tenemos que
1rR(G1U G2) = 7r(G1) +7r(G2).
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Observacion 5. Este resultado se puede generalizar para la union disjunta de una cantidad
finita de grafos. Si Gi,...,Gy son k grafos cualesquiera cuyos conjuntos de vértices son
disjuntos dos a dos, entonces

'YR(GI Uu...u Gk> = 'VR(Gl) —+ ...+ 7R(Gk)-

2.2.4. Join

Recordemos que dados dos grafos G; y GGy con conjuntos de vértices disjuntos, el grafo
join de Gy y Ga, Gy V Ga, es el grafo con conjunto de vértices V(G V Gy) = V(G1) UV (Gs)
y conjunto de aristas E(Gy V Gy) = E(G1) U E(Gy) U {{u,v} : v € V(Gy),v € V(Gs)}.
Para calcular el niimero de dominaciéon romana del grafo join de dos grafos, solo basta con
conocer los grados méximos de cada uno de los grafos.

Este resultado ya se conoce para el caso en que los grafos pertenecen a la familia de los
cografos, pero logramos probar esta generalizacion para cualquier par de grafos:

Teorema 9. Dados dos grafos cualesquiera G1 y Go con V(G1) NV (Gs) = 0, tenemos que

2 siAGy) =|V(Gy)|—1 p.a. i,
Yr(G1V Go) =1 3 st A(Gy) < |V(Gy)| = 1Viy A(Gy) = |V(Gi)| -2 p.a. i,
4 en otro caso.

Demostracion. Caso 1. Supongamos que A (G1) = |V (G1)|—1 (el caso A (G2) = [V(G2)|—1
es analogo). Entonces (G; tiene un vértice universal v. En el grafo G; V G, v es adyacente a
cada vértice en G, luego resulta que v es un vértice universal de G;V Gy y por la Proposicion
resulta que Yr(G1 V Gy) = 2.

Caso 2. Supongamos ahora que tanto GG; como G5 no tienen un vértice universal. Enton-
ces, tampoco lo tiene GG; V Go. Resulta entonces de la Proposicion (10| que vz(G; V G3) > 3.
Ahora bien, supongamos que A (G7) = |V(G1)|—2 (el caso A (G2) = |[V(G2)|—2 es anédlogo).
Es decir, existen un vértice v que es quasi-universal en (G; y un tnico vértice en w € V(Gy)
que no es adyacente a v. En el grafo G; V G, v es adyacente a cada vértice en G, luego
resulta que v es un vértice quasi-universal de G1 V G, ya que Ng,va,[v] = V(G1VGy) —{w}.

Observemos que |V(G; V Gg)| > 3 ya que de lo contrario, tendriamos que como

[V(G1V Ga)| = V(G| +|V(Ga)| = 2
>1 >1
entonces |V (G V Gy)| = 2 y tanto G5 como G5 resultan copias de K y el tnico vértice de
cada uno de los grafos serfa universal, con lo cual estariamos en el caso 1.

Entonces, por el Lema [5| resulta que vg(Gh V G2) = 3.

Caso 3. Supongamos ahora que tanto (G; como (G5 no tienen ningtn vértice universal
ni quasi-universal. Entonces, tampoco lo tendra G V Gs. Luego, por la Proposicion [10] y el

Lema [5] tenemos que
Yr(G1V Go) > 4. (2.2.12)

Por otro lado, sea v, € V(G) y ve € V(Gs). La funcion f = (V(G1VGy)—{vy, v}, 0, {v1, v2})
es una FDR sobre G; V G,. En efecto, sea v tal que f(v) = 0. Si v € V(G;), entonces es
adyacente en G V Gg a ve, y f(ve) = 0; y si v € V(Gy), entonces es adyacente en G V Gy
a vy, y f(vy) = 0. Luego tenemos que

Entonces, de la ecuacion (2.2.12)) y la ecuacion (2.2.13) tenemos que vg(G1V Go) = 4. [
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Observacion 6. Este resultado se puede generalizar para el grafo join de una cantidad finita
de grafos. Si G, ...,Gy son k grafos cualesquiera cuyos conjuntos de vértices son disjuntos
dos a dos, entonces

2 st A(G;) =|V(Gi)] =1 p.a. i,
Yr(GLV ... VGy) ==< 3 siA(Gy) < |V(G)|—1ViyA(G) =|V(G)| -2 p.a. i,

4 en otro caso.

2.3. Un algoritmo para calcular v

En esta seccion vamos a dar un algoritmo general para calcular el nimero de dominacion
romana de un grafo G, vz(G).
Para todo grafo GG se verifica exactamente uno de los siguientes enunciados:

1. G es disconexo
2. (G es disconexo

3. G es modular

Todo grafo GG disconexo puede pensarse como unién disjunta de sus componentes conexas.
Todo grafo G cuyo complemento es disconexo es el resultado de hacer la operacion join entre
los subgrafos de G inducidos por los vértices de cada componente conexa de G.

Por otro lado, las familias de grafos con pocos P,’s presentadas en la secciéon anterior,
son familias hereditarias. Una familia F se dice hereditaria si para todo grafo G € F y H
subgrafo inducido de G, se verifica H € F.

Entonces, podemos reescribir la clasificacion dada mas arriba en los siguientes términos.
Para todo grafo G € F, donde F es una familia de grafos hereditaria, se verifica exactamente
uno de los siguientes enunciados:

1. G es unién disjunta de una cantidad finita de grafos en F
2. G es join de una cantidad finita de grafos en F

3. G es un grafo modular en F

Ejemplo 9. Consideremos el siguiente grafo G

G

G es disconexo, y puede expresarse como union disjunta de los grafos Gy y Gs.

Go
G
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Observando cada uno de estos dos grafos, vemos que G es un grafo modular. Es decir,
es conexo y su complemento también. Por otro lado Gy es disconexo, y podemos ver que Go
puede expresarse como la join de K1 y Cs, cada uno de los cuales, a su vez, es modular.

G:G1U(K1\/C5)

Si conocemos cuéles son los grafos modulares de una familia de grafos determinada JF,
y podemos calcular el nimero de dominacién romana g en ellos, como ya conocemos la
respuesta del parametro vr a las operaciones join y union disjunta y la misma se calcula
en tiempo lineal conociendo el valor del parametro en los grafos involucrados, podemos usar
esta clasificacion para calcular vz(G) en un grafo G € F.

Ejemplo 10. El grafo G del ejemplo [9 puede pensarse como union disjunta de los grafos
G1 y Gy. Entonces, por el Teorema[§ tenemos que

Yr(G) = Yr(G1) + Vr(G2)

Gy es un grafo modular, y podemos ver que se trata de una arana fina sin cabeza de 3 patas.
Luego, por el Teorema |10} sabemos que

1rR(G1) =3+1=4

Por otro lado, Gy es join de Ky y Cs. Por el Teorema @ para determinar yr(Gz) solo
basta con chequear los grados mdzximos de K; y Cs. Vemos que se verifica A (K;) = 0 =
\V(K1)| — 1. Entonces tenemos que

Yr(Ga) = Yr(K1 V C5) = 2

Entonces, concluimos que

Basados en el procedimiento de descomponer el grafo mediante las operaciones join y
union disjunta, hasta llegar a grafos modulares (descomposicion modular) y analizando el
comportamiento de i para estas operaciones, presentamos el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.1: Algoritmo para obtener v para un grafo G

tnput G grafo
output drom(G) #numero de dominacion romana de G

1

2

3

4 1f G es disconexo then:

5 d =0

6 for H componente conexa de G do:

7 d += drom(H)

8 return d

9 else 4f complemento(G) disconexo then:

10 G join de G1, ..., Gk

11 2f algun Gi tiene un vertice universal then:

12 return 2

13 else if algun Gi tiene un vertice quasi-universal then:
14 return 3

15 else:

16 return 4

17 else:

18 d = numero de dominacion romana de G grafo modular

19 return d
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De los Teoremas [§y [0 tenemos que este algoritmo resuelve el Problema de Dominacion
Romana para un grafo GG cualquiera, y la complejidad del mismo dependera de la complejidad
del calculo de vg(G) para los grafos modulares, ya que el célculo para la uniéon dijunta o join
de dos grafos se consigue en tiempo lineal (conociendo vg(G;) para los grafos que intervienen
en el caso de la union disjunta).

Observemos ademas, que en esta descomposiciéon del grafo con las operaciones join y
uniéon disjunta no es necesario desarrollar todo el drbol de descomposicion modular del
grafo, ya que si en algin punto G es disconexo, v se expresa G = H, V...V Hy, no hace falta
continuar la descomposiciéon de cada grafo H;, sino solamente analizar los grados méximos
de cada uno de ellos y compararlos.
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Capitulo 3

Dominacién romana en grafos arana

Ya vimos que el Problema de Dominaciéon Romana es dificil de resolver. Su problema
de decision asociado es NP-completo, incluso cuando nos restringimos a algunas familias de
grafos como los grafos split.

En este Capitulo vamos a estudiar el problema en una subfamilia de los grafos split,
y mostraremos que si nos restringimos a esta clase de grafos, el problema es resoluble en
tiempo lineal. Se trata de los grafos arana sin cabeza.

Ademas, extenderemos el estudio a familias de aranas més generales, que juegan un rol
importante en la descomposicién de algunas familias de grafos con pocos Pj’s.

3.1. Grafos arana

Vamos a presentar una familia particular de grafos split, dada por los llamados grafos
arana sin cabeza.

Una arana sin cabeza es un grafo split G con particion (C, S) tal que |S| = |C| = r, con
r>2ysiS={sy,...5.}y C={c,...c}, exactamente una de las siguientes condiciones
se verifica:

» s; es adyacente a ¢; siy solo si ¢ = j, en este caso diremos que es una arana fina;

» s, es adyacente a ¢; si y solo si ¢ # j en este caso diremos que es una arana gruesa.

Figura 3.1: Ejemplos de arana fina sin cabeza (izq.) y arafia gruesa sin cabeza (der.)

La clase de los grafos arana sin cabeza se generaliza definiendo la clase de los grafos
arana.

Un grafo arana es un grafo G cuyo conjunto de vértices puede ser particionado en
tres conjuntos (S,C, H), tales que G[S U C] es una arafia sin cabeza, N(S) N H = ( y
G[C U H] = G[C] Vv G[H]. Si G[S U] es una arana sin cabeza fina (resp. gruesa) decimos
que G es una arana fina (resp. gruesa).

47
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Las aristas que tienen un extremo en S se llaman patas y H se llama cabeza. Ademas,
notaremos a una araina por su particion G = (S, C, H).

Figura 3.2: Ejemplos de arana fina (izq.) y arana gruesa (der.)

Observacion 7. i G es una arana fina, entonces G es una arana gruesa, y viceversa.

3.1.1. Aranas finas
Teorema 10. Sea G = (S, C, H) una arana fina con |S| = |C| = r. Entonces yg(G) = r+1.

Demostracion. Sea f una FDR sobre G. Observemos que para cada ¢ = 1,2, ...,r tenemos
que N[s;] = {s;, ¢;}. Por el Lema [3]

f(si) + f(e) > 1. (3.1.1)

Entonces
T

FOV)=>"flv) = Z YORSICORDINC)

v

r. (3.1.2)

Veamos ahora que f(V') > r. Como ya hemos probado que f(V') > r, basta solo ver que
f(V) #r.
Supongamos por el contrario que f(V') = r. Esto es, se da por igualdad. En conse-
cuencia (3.1.1)) se da por igualdad para cada i = 1,2,...,r, y vale f(v) = 0 para cada v € H.
Por el Lema 3 resulta que f(s;) =1y f(¢;) = 0 para cada i = 1,2, ...,r. Luego tenemos que
Vo=CUH#0,V; =8, Vo =0, lo que contradice el Lema [I} La contradiccion surge de
suponer que f(V) =r. Concluimos entonces que f(V') > r. Por lo tanto

Yr(G) > r+ 1. (3.1.3)

Veamos ahora que existe una FDR f de G con f(V) =7 + 1.
Definimos f: V = (S,C, H) — {0, 1,2} como sigue:

f( - 0 siz=1, f()— 2 sii=1, ]E()—O VoeH
TN sii £ DTV 0 sii£1 Y v=ne
Asi, como Vo = H U {s1} U (C —{c1}) = N(c1), con ¢; € Va, resulta f una FDR de G,
con f(V)=r+ 1. Por lo tanto
Tr(G) <r+1. (3.1.4)

De (3.1.3)) v (3.1.4) concluimos

Yr(G)=1+1.



3.1. GRAFOS ARANA 49

Figura 3.3: Ejemplo de yg-funcién para una arana fina

Corolario 2. Sean G = (C, S, H) una arana fina y v € S U C. Entonces existe una Y-
funcion f tal que f(v) =0.

Demostracion. Sean S = {s1,52,...5:}, C ={c1,¢2,...,¢.} y s es adyacente a ¢; siy solo
sii = .
Si v = s, para algin k = 1,...7, entonces definimos f : V' — {0,1,2} como sigue:

0 sii=k, )2 sii=k, B
f@”:{1 sii # k. f®”_{o sii # k. y o fl)=0 VveH

Como Vo = HU {sx} U (C —{cx}) = N(cx), con ¢ € Va, resulta f una FDR de G, con
V) =r+1=7m(G).

Es decir, f es una yg-funcion con f(v) = 0.

Si ahora v = ¢, para algin k = 1,...r, entonces consideramos j € {1,...,7}, 7 # k,y
definimos f : V' — {0, 1,2} de la siguiente manera:

0 sii=j, 2 sii=j,

i) = i) = L =0V H
fs:) {1 sii#j. fle) {0 sii#j. v W e

Como Vy = H U {s;} U (C —{¢;}) = N(cj), con ¢; € Vs, resulta f una FDR de G, con

F(V) =7 +1=7(G).
Y nuevamente f es una yg-funcion con f(v) = 0. [

3.1.2. Aranas gruesas

Teorema 11. Sea G = (S,C, H) una arana gruesa. Entonces yr(G) = 3.

Demostracion. Observemos que A (G) = |V| — 2, ya que cualquier vértice ¢; del cuerpo
verifica N¢;| = CUH U (S — {s;}) = V — {s;}. Luego, por el Lema [f] tenemos que vx(G) =
3. O

Corolario 3. Sean G = (C,S,H) una arana gruesa y v € S U C. Entonces existe una
yr-funcion f tal que f(v) = 0.

Demostracion. Sean S = {s1,...s,}, C ={c1,...,¢.} y s; adyacente a ¢; si y solo si i # j.
Si v = s, para algin k = 1,...r, entonces definimos f : V — {0, 1,2} como sigue:

1 sii—k, 2 sii—k,
ﬂw:{05u¢h ﬂ@:{0su¢h y o f0)=0 VeeH
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Figura 3.4: Ejemplo de dominaciéon romana 6ptima para una arana gruesa

Como Vy = HU (S — {sk}) U(C —{ex}) = N(ck), con ¢ € Vi, resulta f una FDR de G,
con f(V) =3 = 1x(G).

Es decir, f es una yz-funcion con f(v) = 0.

Si ahora v = ¢, para algin k = 1,...r, entonces consideramos j = 1,...,7, j # k, y
definimos f : V — {0, 1,2} de la siguiente manera:

1 osii=4, V)2 sii=g, _
f(si)_{o siij. f(CZ)_{o siij. Y flo)=0 VveH
Como Vo = HU(S — {s;})U(C —{¢;}) = N(¢;), con ¢; € Vi, resulta f una FDR de G, con

f(V) =3 =r(G).

Y nuevamente f es una yz-funcion con f(v) = 0. O

3.1.3. Aranas sin cabeza

Las aranas sin cabeza forman una subfamilia de los grafos split, para los cuales el Pro-
blema de Dominacion Romana es NP-completo [36]. La particion (S,C) de una arana se
calcula en tiempo lineal [35]. Como para calcular yg(G) para G arana sin cabeza solo se
necesita conocer el valor de |S| = |C| = r, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 4. La familia de grafos arana sin cabeza son una subfamilia de los grafos split
para la cual el Problema de Dominacion Romana se resuelve en tiempo lineal.

Observacion 8. Mads ain, si sabemos que un grafo es un grafo arana, basta con chequear
la cantidad de vértices pendientes. Si no tiene ninguno, se trata de una arana gruesa y
vr(G) = 3. Si tiene alguno, se trata de una arana fina y la cantidad de vértices pendientes
coincide con v y Yr(G) =r + 1, es la cantidad de vértices pendientes mds uno.

3.2. Grafos quasi-arana

Giakoumakis et al. definen en [38] una familia de grafos que generalizan a los grafos
arana: la familia de los grafos quasi-arana.

Un grafo quasi-arana es un grafo obtenido a partir de una arana (S, C, H) (fina o gruesa)
donde a lo sumo un vértice en S U C' es reemplazado por un grafo con dos vértices.

Esta misma definicion puede reestablecerse en funcién de la operacion de agregar un
mellizo (falso o verdadero). Un grafo quasi-arana se obtiene a partir de un grafo arana
(S,C, H) agregandole un mellizo a lo sumo a un vértice en S U C.
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Figura 3.5: Grafos con dos vértices

Figura 3.6: Ejemplos de grafos quasi-arana

Teorema 12. Sea G un grafo quasi-arana que se obtiene a partir de una arana G' =
(S,C, H). Entonces yr(G) = vr(G')

Demostracion. G es una quasi-arana que se obtiene anadiendo un mellizo (falso o verdadero)
a un vértice v de SUC.

Por los corolarios [2| y |3, vemos que siempre es posible encontrar una yg-funcién sobre G’
que le asigne al vértice v el valor 0. De esta manera, utilizando el Teorema [0] tenemos que
r(G") = 1r(G).

m

3.3. Grafos arana débilmente etiquetados

Roussel et al. [35] introducen la clase de grafos araria débilmente etiquetados, que gene-
ralizan a los grafos quasi-arana.

Dado un grafo arana fina (S,C, H), y una funcion L : SUC — N, un grafo arana
etiquetado (S,C, H, L) es un grafo obtenido reemplazando todo vértice v € S U C por un
grafo G, tal que |V (G,)| = L(v). Dado un grafo arana etiquetado (S,C, H, L) y una arista
uv del grafo arana (S, C, H), la etiqueta de uv es L(u) + L(v).

Un grafo arania débilmente etiquetado es un grafo arana etiquetado (S, C, H, L) tal que
L(v) € {1,2,3} para cada v € SUC y ademaés, se verifica una de las siguientes condiciones:

I. exactamente una pata tiene etiqueta 4 y todas las patas restantes tienen etiqueta 2, o
bien

1. toda pata tiene etiqueta a lo sumo 3.

Observacion 9. Los grafos arania fina son grafos arana débilmente etiquetados con L(v) = 1
para todo v € SUC.

En [I] se reestablece esta ultima definicién en términos de las siguientes operaciones
sobre un grafo arafna fina (S,C, H):

R1: reemplazar un tnico vértice v € S U C por un grafo G con tres vértices.

R2: reemplazar ambos extremos de una tunica pata de (S, C, R) por grafos con dos vértices.



52 CAPITULO 3. DOMINACION ROMANA EN GRAFOS ARANA

R3: reemplazar a lo sumo un extremo de cada pata de (S, C, R) por un grafo con dos vértices

Las operaciones R1 y R2 corresponden a las posibles sustituciones que verifican el item [
en la definicion de Roussel et al. y la operacion R3 corresponde a la sustitucion que verifica
el item /1, y reciprocamente.

Asi, un grafo arana débilmente etiquetado es aquel que se obtiene a partir de un grafo
arana fina (S, C, H) realizando una de las operaciones R1, R2, R3 una vez.

Figura 3.7: Ejemplos de grafos arana débilmente etiquetados

Al realizar una de estas operaciones (R1, R2, R3), es indistinto cual sea el vértice o
la pata que se use. Los grafos obtenidos resultan isomorfos. Esto permite las siguientes
notaciones:

Un grafo arana débilmente etiquetado obtenido por la operaciéon R1 se denomina grafo
3-arana débilmente etiquetado y lo identificamos por su particion denotada (S <= G,C, H)
0 (S,C <= G, H) si el vértice reemplazado v pertenece a S o C' respectivamente, y G es el
grafo que reemplaza a v. En la Figura [3.8|se ven todos los posibles grafos con tres vértices,
salvo isomorfismos.

° °
° ° oo
S3 F?, P3 K3

Figura 3.8: Grafos con tres vértices

Un grafo arana débilmente etiquetado obtenido por la operaciéon R2 se denomina grafo
(2,2)-arana débilmente etiquetado y se identifica por su particion denotada (S <= G, C <
G., H), donde G y G, son los grafos que reemplazan los extremos de una pata.

Finalmente, para aquellos grafos obtenidos por la operaciéon R3, diremos que tenemos
un grafo arana multiple débilmente etiquetado y se identifica con su particion denotada
(S, Cy.y H) donde o, k,7,n denotan el nimero de vértices en S reemplazados por Sy, el
ntmero de vértices en S reemplazados por K, el nimero de vértices en C' reemplazados por
S5, el nimero de vértices en C' reemplazados por Ks, respectivamente.

Teorema 13. Sea G(S <= G',C,H) 0o G = (S,C <> G',H) un grafo 3-arana débilmente
etiquetado con |S| = |C| = r. Entonces ygr(G) = r + 1, que coincide con el nimero de
dominacion romana de la arana subyacente.
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Demostracion. Sea v € S U C el vértice que es reemplazado por el grafo G de orden 3.
Observemos que este reemplazo puede pensarse como agregar iterativamente un mellizo,
dos veces, a un mismo vértice v € SUC.

s Si G = 93, el reemplazo de v por G’ es equivalente a agregar un mellizo falso a v, y
después agregar otro mellizo falso a v.

» Si G/ = P;, el reemplazo de v por G’ es equivalente a agregar un mellizo falso a v, y
después agregar un mellizo verdadero a v.

» Si G’ = P3, el reemplazo de v por G’ es equivalente a agregar un mellizo verdadero a
v, y después agregar un mellizo falso a v.

» Si G’ = K3, el reemplazo de v por G’ es equivalente a agregar un mellizo verdadero a
v, v después agregar otro mellizo verdadero a v.

De cualquier manera, tenemos que G se obtiene a partir de G mediante agregado de mellizos,
y luego por el Lema [6] tenemos que

Yr(G) = 1r(G) =r+1. (3.3.1)

Veamos ahora que existe una FDR f de G con f(V') = r+ 1. Analicemos primero el caso
en que el vértice reemplazado es v € S.

Definimos f : V(G) — {0, 1,2} dada por:

A 9 sii—1 A
flsi)=1 Vi=2,...,r fle) = S” ’ flv)=0 YoveHU/{uy,uy uz}
0 sii#1.

Asi, como Vo = H U {uy, uz, uz} U (C — {e1}) = N(c1), con ¢, € Vs, resulta f una FDR de
G, con f(V) =r+ 1. Por lo tanto

Yr(G) <r+1. (3.3.2)

A partir de la ecuacion (3.3.1)) y la ecuacion (3.3.2)) concluimos que

Yr(G) =71+ 1.

Figura 3.9: Ejemplo de FDR sobre un grafo 3-arana
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De manera similiar, si el vértice reemplazado es v € C, definimos f : V(G) — {0,1,2}
dada por:

R A 9 &i—9 )
flsi)=1 Vi=2,...,r fla) = S” ’ flv)=0 YoveHU/{uy,u, us}
0 sii#2.

Asi, como Vo = H U {uy,up, uz} U (C — {e1,ca}) = N(cz), con ¢y € Va, resulta f una FDR
de G, con f(V) =r+ 1. Por lo tanto

Yr(G) <r+1. (3.3.3)
De la ecuacion (3.3.1]) y la ecuacion (3.3.3)) concluimos
Yr(G) =71+ 1.

Figura 3.10: Ejemplo de FDR sobre un grafo 3-arana

O

Teorema 14. Sea G un grafo (2,2)-arana débilmente etiquetado (S <= G5, C < G., H)
con |S| = |C| =r. Entonces

r+1, st G, = Ky
G pu—
R (G) {T + 2, st G, = 99

Demostracion. G se obtiene a partir de la arafia fina G de particion (S,C, H) donde ambos
extremos de una tnica pata s;c; son reemplazados por grafos de 2 vértices G, y G, respec-
tivamente. Observemos que estos reemplazos pueden pensarse como agregar un mellizo a s;
(verdadero si G5 = K, falso si Gy = S3) y un mellizo a ¢; (verdadero si Gy = K, falso si
Gs == SQ) B

Tenemos entonces que G se obtiene a partir de G mediante agregado de mellizos, y luego
por el Lema [6] tenemos que

Yr(G) > vr(G)=71+1 (3.3.4)

Veamos que si G, = K3 es posible encontrar una FDR f con f(V) = r + 1. Sin perder

generalidad, podemos pensar que la pata modificada es sjc;, y reemplazamos s; por un

grafo G con conjunto de vértices {uy,us} y ¢; por un Ky con conjunto de vértices {vy,va}.

Consideremos el conjunto de vértices U = {uy, uy, v1, v }. Definimos f : V(G) — {0,1,2}
dada por la particion

Vo= (U —{v})U{c,...,c,} UH, Vi={so,...,s:}, Vo ={v}
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Como Vo = N(v1) y f(v1) =2, f es efectivamente una FDR, y
1(G) < F(V(G) =r+1 (3:3.5)
Asi, por las ecuaciones la ecuacion (3.3.4) y la ecuacion (3.3.5) tenemos que si G. = K»

entonces
Yr(G) =r+1 (3.3.6)

Figura 3.11: Ejemplo de FDR sobre un grafo (2,2)-arana

Analicemos ahora qué pasa si G, = S5. Nuevamente, sin perder generalidad, podemos
pensar que la pata modificada es sjcq, y reemplazamos s; por un grafo G, con conjunto
de vértices {uj,us} y ¢ por Sy con conjunto de vértices {vy,vo}. Por la ecuacion
sabemos que

Yr(G) > 1+ 1.

Sea f una yg-funcion sobre G, y supongamos que f(V) =r+ 1.
Consideremos el conjunto de vértices U = {uq, ug, v1,v9}. Observemos que Nfu;] C U,
con lo cual por el Lema [3]

fU) = f(N[u]) = 1

Si f(U) = f(N(u1)) = 1, nuevamente por el Lema [3| tenemos que f(u1) = 1y f(w) =0
para cada w € U — {u;y}. De esta manera, f(uz) = 0; pero como N(ug) CU y U NV, = 0,
no existe ningtn vecino de us al que f = (Vp, V4, V3) le asigne el valor 2, contradiciendo que
f es una FDR. Entonces, concluimos que

fU)>2 (3.3.7)

Para j =2,...,r, N[s;] = {sj,¢;} y por el Lema tenemos que
f(si) + f(ej) 21 (3.3.8)
Entonces juntando las desigualdades obtenidas en la ecuacion (3.3.7) y la ecuacion

FOV) = fun) + fluz) + for) + floo) + Y flsi) + fle:) + Z@ >r+1  (3.3.9)

>9 =2 >1 veH

>0

Como f(V) =r+ 1, la ecuacion (3.3.9) se da por igualdad, y en consecuencia, la ecuacion
(3.3.7) se da por igualdad, la ecuacion (3.3.8) se da por igualdad para cada j = 2,...,r
y f(w) = 0 para cada v € H. Por el Lema [3| resulta f(s;) = 1, f(¢;) = 0 para cada
J=2,...,71.
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Como ¢y € Vp, debe existir un vértice en N(cg) N Va. Observemos que N(cp) = {s2} U
{v1,v2} U (C' —{c1,c2}) U H. Como ya hemos visto que (C' — {c1,c2}) UH C Vyy s1 € Vi,
entonces f(v;) = 2 o bien f(vy) = 2. En cualquiera de los dos casos, nos queda que f(s;) = 1
para i = 2,...,7, f(v1) = 2 (0o f(v2) = 2) y el resto de los vértices en 0, en particular
f(vg) =0 (o f(vy) = 0). La vecindad de vy (0 v1) esta contenida en Vj, lo que contradice
que f es una FDR.

Concluimos entonces que si G, = Ss, no existe ninguna FDR f con f(V(G)) = r + 1.
Entonces,

Yr(G) >1r+2 (3.3.10)

Finalmente, veamos que es posible encontrar una FDR f con f (V) = r 4+ 2. En efecto,
consideremos f : V(G) — {0, 1,2} definida por la particion

Vo = {ur,us} U{ca,...,c,} UH, Vi ={va} U{sa,...,5:}, Vo = {ui}
Como Vo = N(v1) y f(v1) = 2, f es efectivamente una FDR, y
10(G) < FV(G) =7 +2 (3:311)
Asi, por las ecuaciones la ecuacion y la ecuacion tenemos que si G, = Sy

entonces
Yr(G) =1+2 (3.3.12)

Figura 3.12: Ejemplo de FDR sobre un grafo (2,2)-arana

Juntando la ecuacion ([3.3.6) y la ecuacion (3.3.12)) tenemos que, si G es una (2, 2)-arana
débilmente etiquetada G = (S <= G, C <= G., H), entonces

r+1, si G, = Ky
G pr—
r(G) {r+2, si G, = S,

]

Teorema 15. Sea G un grafo arana miltiple débilmente etiquetado (S, ., Cy .y H) con |S| =
|C| = r. Entonces

T+ 2, siy=r
Yr(G)=<r+1, siv<ryo=r=0

r+kK-+o0, en otro caso
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Demostracion. G es obtenido a partir de la arafia fina G' = (S,C, H) con |C| = |S| =r. Es
decir, a lo sumo un extremo de cada pata s;c; se reemplaza por un grafo G; de dos vértices
(V(G;) = {us,v;}), y 0,k,7,n denotan el nimero de vértices en S reemplazados por Ss, el
numero de vértices en S reemplazados por Ky, el nimero de vértices en C reemplazados por
So, el numero de vértices en C reemplazados por Ks, respectivamente.

Sea f una ~yz-funcion sobre el grafo G.

Llamemos @);, parai =1, ..., 7, al grafo inducido por la pata s;c; después de haber hecho
el reemplazo correspondiente. Y diremos que Q); es

= de tipo 0 si no se realiza ningtin reemplazo.

de tipo 1 si se reemplaza s; por G; = So;

de tipo 2 si se reemplaza s; por G; = Ko;

de tipo 3 si se reemplaza c¢; por G; = So;

= de tipo 4 si se reemplaza ¢; por G; = K.

i ci C; U; V; U; U;
Si up Y u; v S; S;
tipo 0 tipo 1 tipo 2 tipo 3 tipo 4

Figura 3.13: Tipos de patas en una arana multiple débilmente etiquetada

Observemos que la cantidad de @);’s de tipo 1, 2, 3 y 4 son respectivamente o, k, vy 7,
y definimos los subconjuntos I; = {i =1,...,r: Q; es de tipo j}, para j =0,1,...,4.

Si @, es de tipo 0, tenemos que V(Q;) = {s;, ¢}, y como Nis;] = V(Q;), por el Lema
tenemos que

fV(Qi) >1 (3.3.13)

Si Q; es de tipo 1 o de tipo 2, tenemos que V(Q;) = {¢;, ui, v; }, y como V(G;) = {u;,v;} =
pn(c;, V(G) = V(G))) vy [V(G;)| = 2, por el Lema [4] tenemos que

fF(V(Q:) > 2 (3.3.14)

Si Q; es de tipo 3 o de tipo 4, tenemos que V(Q;) = {s;, u;, v}, y como Nis;] = V(Q;),
por el Lema [3] tenemos que

f(V(Q@i)) >1 (3.3.15)
Luego, por las ecuaciones (3.3.13)), (3.3.14)) y (3.3.15)) tenemos

r(G) = f(V(G)) = Z FV@)+ D f) =20+ k) + (v+n+hLl)  (3.3.16)

~—~—
veH >0
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Veamos que si 0 # 0 0 & # 0 entonces Yr(G) = 2(0 + &) + (v + 1 + [Lo]). Es decir, que
existe una FDR f sobre G tal que f(V(G)) = 2(c + k) + (v +n+ |Lo]). En efecto, definiendo

~

f = (Vo, V1, Vz) con la particion
Vo={¢ i€ UL}, Vi={s;:1€lyUl;UlL}, Vo=V - (ViUW)

vemos que Vy € N(Vp), con lo cual es una FDR y ademas f(V(G)) = 2(o+&)+ (v +n+|Lo|).
Es decir, si 0 # 0 o kK # 0, entonces

Yr(G) =2(c + k) + (v + 1+ |Io]) (3.3.17)
Y como v+ k + o+ n+ |Iy| = r, tenemos

Yr(G)=r+o+k (3.3.18)

Figura 3.14: Ejemplo de FDR sobre un grafo arana multiple

Si o =k =0, la ecuacioén la ecuacion (3.3.16|) nos queda
YR(G) =y +n+|l|=r (3.3.19)

Observemos que G se obtiene a partir de una arana fina de r patas mediante la operaciéon
de agregar mellizos, falsos o verdaderos, a vértices en SUC'. Entonces, por el Lema [6] tenemos
que

Yr(G) >1r+1 (3.3.20)

~ Siy < 7 entonces Yr(G) = r + 1. Es decir, que existe una FDR f sobre G tal que
f(V(G)) = r + 1. En efecto, si n > 0, elegimos k tal que Q es de tipo 4, y definimos
f = (Vb,V1,V3) con la particion

Vo={w}, Vi={si:i#k}, Vo=V-(Viuly)
Si n = 0, entonces elegimos k tal que Q) es de tipo 0, y definimos f = (Vb, V1, V2) con la
particion

Vi={a}, Vi={si:i#k}, Vo=V -(hUW)

En cualquiera de los dos casos, como Vo C N(Vp), f resulta una FDR y ademas f(V(G)) =
r + 1. Es decir, si v < r, entonces

r(G)=r+1 (3.3.21)
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Figura 3.15: Ejemplo de FDR sobre un grafo arana multiple

Finalmente, nos queda analizar el caso en que v = r. Sea f una ~yz-funciéon. Ya hemos
visto que f(V(Q;)) > 1 paracadai=1,...,r. Si f(V(G)) =r+ 1, entonces a lo sumo una
pata @), verifica f(V(Q;)) = 2 y para el resto vale f(V(Q;)) = 1.

Para cada i # j tenemos que N[s;] = V(Q;), y entonces por el Lema [3| tenemos que
f(si) =1y f(u;) = f(v;) = 0. Como V; # (), debe existir al menos un vértice w € V5. Tal
w no puede ser un vértice de H ya que de lo contrario tendriamos que

r41=7r(G) = f(V(G) =Y f(V(Q)+ f(V(Q;) + f(H) > r+2

que es un absurdo. Entonces resulta w € V((Q);). Ademas

J/

fV(@y)) = f(V(G)) = F(V(G) = V(Q;)) =2

-~

r(G) r—1
Entonces, exactamente un vértice en V(Q);) esta en V5 y el resto esta en Vj. Pero
» Si f(uj) =2, entonces f(v;) =0y N(v;)NVa=10;
» Si f(v;) =2, entonces f(uj) =0y N(u;) N Vo =0;
= Si f(sj) =2, entonces f(v;) =0y N(v;)NVa=0.

En cualquier caso, se contradice que f es una FDR. Esta contradicciéon viene de suponer
que vr(G) = r + 1. Luego, concluimos que si v = r entonces

Yr(G) > 1 +2 (3.3.22)

Para terminar esta demostracion, veamos que existe una FDR, f sobre G tal que f(V(G)) =
r + 2. En efecto, definimos f = (Vp, V1, V3) con la particion

Vo = {u}, Vi={s;:i# 1} U{wn}, Vo=V —-(WVUW)

Como Vy = N(uy) y uy € Va, f resulta una FDR y ademés f(V(G)) = r + 2. Es decir, si
v = r, entonces

Yr(G) =71 +2 (3.3.23)
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Figura 3.16: Ejemplo de FDR sobre un grafo arana multiple

Juntando la ecuacion (3.3.18)), la ecuacion (3.3.21)) y la ecuacion (3.3.23)), hemos probado

entonces que si G es una arana multiple débilmente etiquetada G = (S, 4, C.,,,, H), entonces

r+2, siy=r
Yr(G) =< r+1, siv<ryo=xk=0

r+ Kk + 0, en otro caso

Conclusién del capitulo

En este capitulo hemos analizado cuél es el valor del nimero de dominacién romana yg
para algunas familias de grafos arafia. Estas juegan un papel fundamental en la descompo-
sicion de ciertas familias con pocos P;’s que veremos en el capitulo a continuacion.

Cabe destacar que tanto en las aranas finas o gruesas, quasi-aranas como en las aranas
débilmente etiquetadas, el valor de vz no depende del grafo generado por la cabeza. Y la
complejidad computacional del calculo de vg(G) depende de la cantidad de operaciones
requeridas para obtener la particion de la arana subyacente y los reemplazos realizados.



Capitulo 4

Dominacién romana en grafos con pocos
Py’s

Algunas familias de grafos que se definen por contener, en un sentido local, solo un
numero restringido de P,’s. Estas familias han ido cobrando relevancia en los tltimos anos
[2, 135, [38].

Una de las razones que motivaron su estudio es que estos grafos tienen propiedades
estructurales que han sido de gran ayuda para resolver eficientemente algunos problemas
que son dificiles en general.

En este Capitulo, estudiaremos el Problema de Dominaciéon Romana para las familias
de grafos llamadas con pocos P,’s, a fin de analizar la complejidad del problema en cada
una de ellas, y buscar algoritmos especificos eficientes para algunas de estas familias, como
los grafos Py-sparse y Py-tidy.

4.1. Familias de grafos con pocos P;’s

En [26] Jamison y Olariu extendieron el analisis de los cografos a familias de grafos con
un nimero limitado de P,’s. Entre ellas los grafos Py-reducibles definidos por la condicion de
que todo vértice pertenece a lo sumo a un P,. Claramente los cografos forman una subfamilia
propia de los grafos Psj-reducibles, ya que, por ejemplo, el mismo P, es Pj-reducible pero no
es un cografo.

Hoéng [23] introdujo los grafos Pj-sparse como aquellos para los cuales todo conjunto
de cinco vértices induce a lo sumo un P,. Los grafos P;-sparse extienden estrictamente a los
grafos Pj-reducibles.

Giakoumakis y Vanherpe [18] estudiaron clases extendidas de los grafos P;-reducibles y
Py-sparse. Estas clases son obtenidas a partir de las familias Py-reducible y P,-sparse respec-
tivamente, permitiendo C5 como componente p-conexa. Llamaron a estas clases de grafos
Py-reducible extendidos y Py-sparse extendidos respectivamente. Todo grafo Pj-reducible
extendido es Pj-sparse extendido, pero no reciprocamente. Por ejemplo, la arana fina sin
cabeza de 3 patas es Py-sparse (extendido) pero no Ps-reducible (extendido). Ademaés, por
ejemplo C5 es Pj-reducible extendido pero no es Pj-sparse.

Otra de las familias estudiadas en la literatura son los grafos Py-extendible [21] y Py-lite
[25]. Un grafo es Py-extendible si para todo subconjunto U de vértices de G' que induce un
Py existe a lo sumo un vértice v en V — U tal que v induce un P, junto con vértices en U.
Esta clase de grafos generaliza la clase de los grafos P,-reducible extendidos. Ademas esta

61
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inclusion es propia. Los grafos P,-lite son grafos tales que todo subgrafo inducido con a lo
sumo 6 vértices contiene a lo sumo dos P,’s o es isomorfo a una arana sin cabeza. La familia
de grafos Pj-lite contiene estrictamente a los grafos Pj-sparse [25].

Sea U un subconjunto de vértices que inducen un P, en GG. Un partner de U es un vértice
v €V —U tal que U U {v} induce al menos dos Py en G. Un grafo es Py-tidy si todo P,
inducido tiene a lo sumo un partner. Los grafos P,-tidy fueron definidos por Giakoumakis en
[38] y representan una superclase de los grafos P;-lite, Pj-extendibles y Pj-sparse extendidos.

En [35], Roussel et al. llamaron grafos partner-limited a los grafos G para los cuales todo
Py en GG tiene a lo sumo dos partners. La clase de grafos partner-limited generaliza la clase
de grafos P;-tidy. Ademas, esta inclusion es propia.

Giakoumakis [I7] defini6 las siguientes clases de grafos con pocos P,’s. Un grafo G es
Py-laden si todo subgrafo inducido de G con a lo sumo 6 vértices que contiene mas de dos
Py’s inducidos es un grafo split. En particular, la familia de los grafos split es una subclase
de los grafos Pj-laden. De manera similar, un grafo G es P;-laden extendido si todo subgrafo
inducido de G con a lo sumo 6 vértices contiene a lo sumo dos P;’s inducidos o es un grafo
{Cy, Cy}-free. Como un grafo es split si y solo si es {Cy, Cy, Cs }-free [I5], resulta que todo
grafo Ps-laden es P,-laden extendido. Por definicion, tenemos que los grafos Pj-lite son
P,-laden.

En [3], Babel y Olariu generalizaron estas familias de grafos y definieron a un grafo (g, t)
si ningtn conjunto de a lo sumo ¢ vértices induce mas de t distintos P,’s. En particular, los
grafos (¢q,q —4) extienden y generalizan varias clases de grafos con pocos P,’s. por ejemplo,
los cografos son los grafos (4,0), y los Ps-sparse son los (5,1). Ademas los grafos (6,2)
generalizan a los grafos Py-reducibles, y los grafos (7,3) a los Py-lite.

En la Figura[d.T]se muestran algunas de estas familias, ordenadas por la inclusion estricta.

(g,q—4), ¢>7 Py-laden ext. partner-limited
| |
(7,3) Py-laden Py-tidy
Py-lite Ps-extendible Py-sparse ext.
(6,2) Py-sparse Pj-reducible ext.

I

P,-reducible

J

cografos

Figura 4.1: Familias con pocos P;’s

En [I0] se muestra que, para q fijo, los grafos de la familia (¢, q — 4) tienen cliquewidth
acotado por la constante ¢, y la g-expresion necesaria para describir un grafo de esa familia
se obtiene en tiempo lineal. En [39] se prueba que la familia de grafos partner-limited tiene
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cliquewidth acotado por 4, y la 4-expresion necesaria para describir un grafo de esa familia
se obtiene en tiempo lineal.

Como el Problema de Dominacion Romana se puede expresar como un problema de
optimizacion LinEMSOL(7; ), por el Corolario , resultard que el Problema de Dominacion
Romana se resuelve en tiempo polinomial si nos restringimos a dichas familias.

Tenemos entonces el siguiente resultado

Corolario 5. FEzxiste un algoritmo que resuelve el Problema de Dominacion Romana en
tiempo lineal, si nos restringimos a las familias de grafos (q,q — 4) y partner-limited.

Claramente, el Problema de Dominacién Romana se resuelve también eficientemente pa-
ra todas las familias que estén incluidas dentro de estas dos ultimas. Sin embargo, como se
menciona en [5], los algoritmos lineales basados en la expresion del problema en MSOL(7y)
[10] en general no brindan algoritmos ttiles en la préactica pues su dependencia de la des-
composicion cliquewidth involucra constantes multiplicativas muy grandes, incluso cuando
el clique-width esté acotado por 2 (ver [14]).

Entonces cabe preguntarnos si no podemos dar algtin algoritmo especifico que resuelva
el problema eficientemente en alguna de estas familias.

4.2. Un algoritmo para calcular v en grafos con pocos
P4’S

Recordemos que en la Secciéon hemos dado un algoritmo para calcular yg(G) inspi-
rados en la descomposicion modular del grafo G.

En esta secciéon vamos a dar un algoritmo especifico para calcular el nimero de domina-
ciéon romana 7y para algunas familias de grafos con pocos P,’s. En particular, analizaremos
las familias de los grafos P,-sparse y P,-tidy.

Para ciertas familias con pocos P,’s que hemos presentado se pueden caracterizar justa-
mente por cudles son sus subgrafos modulares. De esta manera, el paso en la linea 18 del
Algoritmo puede especificarse atin mas.

Por ejemplo, los cografos se pueden caracterizar de la siguiente manera:

Teorema 16 ([19]). Dado un grafo G, son equivalentes:
1. G es un cografo
2. G wverifica una y solo una de las siguientes afirmaciones:

a) G es disconezo

b) G es disconexo

c) G es Ky

En general, si G es una arana de particion (S,C, H) y el grafo G [H] pertenece a una
familia de grafos F, diremos que G es una F-arana. De la misma manera, si G es una quasi-
arana que se obtiene a parti de una arana de particion (S, C, H) y el grafo G [H] pertenece
a una familia de grafos F, diremos que G es una JF-quasi-arana.

En [27], Jamison y Olariu, caracterizan los grafos modulares de la familia Pj-sparse:

Teorema 17 (|27]). Dado un grafo G, son equivalentes:
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1. G es un grafo P,-sparse
2. G wverifica una y solo una de las siguientes afirmaciones:

a) G es disconexo

b) G es disconexo
C) G = K1

d) G es una Py-sparse-arana

En [38] Giakoumakis et al. estudian la estructura de los grafos Pj-tidy, y caracterizan
los subgrafos modulares de esta familia. El resultado se puede resumir como:

Teorema 18 ([38]). Dado un grafo G, son equivalentes:
1. G es un grafo P,-tidy
2. G wverifica una y solo una de las siguientes afirmaciones:

a) G es disconexo

b) G es disconexo
c) GesKy,Cs, Ps 0o Ps

d) G es una Py-tidy-quasi-arana

Utilizando estos resultados, podemos entonces reescribir el Algoritmo [2.1] cuando nos
restringimos a estas familias.

Grafos P,-tidy

Analicemos qué sucede si restringimos la entrada del algoritmo a un grafo P;-tidy.

En particular, queremos determinar yz(G) para G un grafo modular Py-tidy. Si G €
{K1, Ps, Ps,Cs}, ya conocemos el valor de vr(G).

En [38] se muestra que la particion (S, C, H) de una quasi-arana se consigue en tiempo li-
neal, y por ende la cantidad de patas r de la arana subyacente también, que es la informacion
que necesitamos para obtener vr(G) (ver el Teorema [12). Vamos a ver que no necesitamos
calcular la particion (S, C, H) de la arana subyacente, sino que si G es una quasi-araia, para
calcular r = |S| = |C] y si es fina o gruesa (que es la informaciéon necesaria para calcular
vr(G)) nos alcanza con analizar algunos aspectos relativos a vértices de grados especificos
en G.

Si G tiene un vértice quasi-universal, entonces G es una quasi-arana que se obtiene a
partir de una arana gruesa y yg(G) = 3 (ver el Teorema .

Si G no tiene ningln vértice quasi-universal, entonces G = (S, C’, H) es una quasi-
arana que se obtiene a partir de una arana fina de particion (S,C, H), donde a lo sumo
un vértice en S U C' es reemplazado por un grafo de 2 vértices. Observemos ademés que
r =S| =|C| > 3, ya que de lo contrario yg(G) =7 +1 =3y por el Lema[5| G tendria un
vértice quasi-universal, lo cual genera una contradiccion. Entonces GG se obtiene a partir de
una arana fina de r > 3 patas. Consideremos los conjuntos

X, ={veV(G):gr(v)=1}
Xo={veV(G):gr(v)=2}
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Tenemos entonces que S' = X; U Xs.

En efecto, si v € H entonces C' C N(v) y gr (v) > |C’'| > |C| > 3. Si v € C’, entonces
gr(v) >r >3. Es decir (HUC")N (X;UX3) = 0. Ademés, para un vértice v € S’ tenemos
varias situaciones posibles. Si v es un extremo de una pata que no fue modificada, o bien
fue modificada cambiando un vértice en S por Ss, entonces gr(v) =1y v € X;. Si v es
un extremo de una pata que fue modificada cambiando un vértice en S por Ks, o bien un
vértice en C por Sy o Ky, entonces gr (v) =2y v € Xo.

Figura 4.2: Algunos ejemplos de v € X; U X5

Entonces S’ = X; U X3 y por ende C” son los vecinos de X7 U X5 que no estan en
Xs. Consideremos 1 = |Xi|, 12 = |Xo| y re = {u € N(X1UXy) : u ¢ Xo}|. Entonces
|S"| = r1 4+ e, |C'] = 1. y tenemos que

r =min{r; + ro, 7.},

y resulta Yg(G) =7+ 1
Asi, podemos reescribir el algoritmo para el caso de los grafos Py-tidy de la siguiente
manera:

Algoritmo 4.1: Algoritmo para obtener v para un grafo G P-tidy

1 tnput G grafo P4-tidy

2 output drom(G) #nimero de dominacidén romana de G
3

4 2f G es disconexo then:

5 d =0

6 for H componente conexa de G do:

7 d += drom(H)

8 return d

9 else if complemento(G) disconexo then:

10 G join de G1, ..., Gk

11 2f algin Gi tiene un vértice universal then:
12 return 2

-
w

else if algin Gi tiene un vértice quasi-universal then:
return 3

[un
'S

else:
return 4

==
o w

else:

if G = K1 then:
return 1

else if G = C5 or G = P5 then:
return 4

else if G tiene un vértice quasi-universal then:
return 3

else:

NONONON N =
= W N = O © 0w
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25 X1 = {vértices de grado 1}

26 X2 = {vértices de grado 2}

27 ri = |X1]

28 r2 = |X2]|

29 rc = |vecindad (X1 U X2) - X2|
30 r = min{rl + r2, rc}

31 return r + 1

De los teoremas|8],[9]y [I8] tenemos que este algoritmo resuelve el Problema de Dominacion
Romana para grafos Ps-tidy.

Si un grafo P,-tidy G es modular pueden pasar tres cosas:
» G € {K,Cs, Ps}, cuyo reconocimiento y célculo de g se lleva a cabo en tiempo lineal,

= (G tiene un vértice quasi-universal, este es el caso en que G = P5 o G es una quasi-arana
gruesa, el reconocimiento de este caso se lleva a cabo en tiempo lineal y vz(G) = 3,

= Si G no verifica ninguno de los items anteriores, G es una quasi-arana que se obtiene a
partir de una arana fina de r > 3 patas, y r se calcula contando la cantidad de vértices
de grado 1y 2 en G.

Entonces el calculo de vg(G), si G es un grafo Py-tidy modular, se logra en tiempo lineal.

Si el grafo de entrada G del algoritmo verifica que su complemento es disconexo, entonces
el valor de vg(G) se consigue analizando los grados méaximos de cada uno de los grafos G;
tales que G = G V ...V Gg. Esto se consigue también en tiempo lineal respecto de la
cantidad de vértices en G.

Finalmente, si el grafo G es disconexo, entonces para cada componente conexa H de
G debemos correr el algoritmo. Cada una de estas componentes, o bien el complemento es
disconexo o bien es un grafo modular. En cualquier caso el valor de yg(H) se consigue en
tiempo lineal respecto al tamano del grafo H. Por lo tanto vg(G) se calcula en tiempo lineal
respecto al tamano del grafo G.

Todo esto nos lleva al siguiente resultado:

Teorema 19. El Algoritmo resuelve el Problema de Dominacion Romana en tiempo
lineal para grafos Py-tidy

El hecho de que exista un algoritmo que resuelve el problema en tiempo lineal para
grafos Pj-tidy no es una novedad. Ya en el Corolario [5] habiamos analizado que para los
grafos partner-limited (que contienen a los grafos Py-tidy), al tratarse de una familia con
cliquewidth acotado por la constante 4, existe un algoritmo lineal que resuelve el problema,
usando la 4-expresion del grafo y el problema expresado en MSOL(7). Se trata de un
algoritmo general, sin gran aplicacion préctica especifica. En cambio, el Algoritmo [4.1
ademés de ser un algoritmo especifico, es sencillo y claro.

Observacion 10. Del Teorema resulta que el algoritmo dado resuelve el Problema de
Dominacion Romana en tiempo lineal para todas las subfamilias de los grafos Py-tidy. En
particular, el mismo resuelve el problema eficientemente para las subfamilias que se muestran
en la Figura [{.1: Py-lite, Py-extendible, Py-sparse extendidos, Py-reducible extendidos, Py-
sparse, (6,2), Py-reducible, cografos.
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Grafos P,-sparse

En el caso de los grafos P,-sparse, podemos simplificar atin mas el algoritmo, observan-
do la estructura particular de los subgrafos modulares en esta familia. Hemos visto en el
Teorema [17] que estos son o bien K7, o bien grafos arana cuya cabeza, en caso de tenerla,
es a su vez un grafo Pj-sparse.

Si G es una arana fina, entonces la cantidad de patas (r) coincide con la cantidad de
vértices de grado 1. Ademas, por el Teorema tenemos que el nimero de dominaciéon
romana de G es Yg(G) = r + 1. Es decir, para obtener y(G) nos basta solamente con
contar la cantidad de vértices pendientes, y sumar 1. Si G es una arana gruesa, G no tiene
ningun vértice pendiente. Ademas el valor de vg(G) es 3, independientemente de la cantidad
de patas de la arana. Entonces tenemos el siguiente resultado:

Teorema 20. Sea G = (V, E) un grafo modular Py-sparse. Entonces se verifica una y solo
una de estas condiciones:

1 |V|=1

2. G tiene r > 0 vértices pendientes. En este caso G es una arana fina de r patas y
Yr(G)=r+1

3. V] > 1 y G no tiene vértices pendientes. En este caso G es una arana gruesa y

'VR(G) =3

Asi, podemos reescribir el algoritmo [d. 1] para el caso de los grafos P;-sparse de la siguiente
manera:

Algoritmo 4.2: Algoritmo para obtener v para un grafo G Pj-sparse

tnput G grafo P4-sparse
output drom(G) --> nimero de dominacidén romana de G

tf G es disconexo then:
d =0
for H componente conexa de G do:
d += drom(H)
return d
else if complemento(G) disconexo then:
G join de G1, ..., Gk
if algin Gi tiene un vértice universal then:
return 2
else 4f algin Gi tiene un vértice quasi-universal then:
return 3
else:
return 4

© 0 N O s W N

e e R
D Ut R W N = O

else:
if |Vl = 1 then:
return 1
else if #(vértices pendientes en G) = 0 then:
return 3
else:
return #(vértices pendientes en G) + 1

NOONON N = = =
w N = O © W =N
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4.3. Un resultado de NP-completitud

En esta seccién vamos a mostrar una familia de grafos con pocos P;’s para la cual el
problema de decisién asociado al Problema de Dominacién Romana es NP-completo.

En vista de esto, damos una prueba de la NP-completitud del Problema de Dominacion
Romana para los grafos split, mediante una reducciéon partiendo del Problema de Domina-
cion Romana para un grafo cualquiera (DROM), que sabemos que es NP-completo.

En [8] se menciona que Mc. Rae mostr6 que DROM es NP-completo en la familia de
grafos split. Sin embargo, no hemos encontrado ninguna publicacién de estos resultados.
Después de escribir esta prueba, hemos encontrado que en [36], Schnupp prueba efectiva-
mente que el problema DROM es NP-completo para la familia de grafos split, mediante una
reduccion a partir del problema de Cubrimiento por Vértices.

A continuacién, vamos a demostrar el resultado mediante la reduccion a partir de DROM.
Consideremos entonces los siguientes problemas de decision:

DROM
Instancia: G = (V, E) grafo, con E # (), k € N
Pregunta: ;FEziste una FDR f sobre G de peso a lo sumo k?

DROM-Split
Instancia: G = (V, E) grafo split, k € N
Pregunta: ;FEziste una FDR f sobre G de peso a lo sumo k?

Recordemos que un grafo G = (V, E) es un grafo split si el conjunto de vértices V' puede
particionarse en dos conjuntos disjuntos () y S, de manera que () forma una clique y S un
conjunto estable.

Teorema 21. El problema de decision DROM restringido a la familia de grafos split es
NP-completo.

Demostracion. Como DROM es NP-completo, DROMENP, por lo tanto DROM-SpliteNP.
Para demostrar que DROM-Splite NP-completo, presentamos una recuciion polinomial de
DROM a DROM-Split.

Usaremos una transformacion adecuada de DROM a DROM-Split para mostrar que este
altimo pertenece también a la clase de los problemas NP-completos.

Sea I = (G,k) una instancia de DROM. Construimos una instancia I’ = (G, k') de
DROM-Split de la siguiente manera: k' = k y el grafo G’ tiene conjunto de vértices V (G') =
Uvev(G){5v, v}, donde los vértices S = {s,}vev(q) forman un estable y Q@ = {q,}vev(a)
forman una clique. Ademés s,q, € E(G’) siy solo si u € Ng[v]. En la Figura {4.3[ se ve un
ejemplo de esta construccion.
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Figura 4.3: Ejemplo de construccion de G’

La instancia I admite una respuesta positiva para DROM si y solo si la instancia I’
admite una respuesta positiva para DROM-Split. En efecto, sea f = (Vp, V1, V5) una FDR
sobre el grafo G, de peso a f(V) < k. Por el Lema [2] podemos suponer sin pérdida de
generalidad que V3 # (). Definimos una funcion f': V(G') — {0, 1,2} dada por

1 siu=s,convelV;
f(u) =<2 siu=gq,conveV,
0

en otro caso

En la Figura se ilustra la funcién f’ a partir de una posible FDR sobre G.

u
° G
0

@ S

w
@
0

— @K

Figura 4.4: FDR sobre G y G’

Esta funcion f’ es una FDR sobre G’ de peso a lo sumo k. En efecto, sea u € V(G') tal que
f(u) = 0. Siu=q, para algin v € V(G), entonces como V3 # (), existe w € Vo y f'(qu) = 2.
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Al ser @ una clique, ¢,u € E(G'). Si u = s,, para algin v € V(G) entonces tenemos
dos posibles casos. Si v € Va, entonces f'(¢,) = 2y qu € E(G'). Si no, v € Vj y existe
w € Vo N Ng(v). Entonces f'(q,) = 2 y por construccion de G/, g,u € E(G’). Por lo tanto,
f’ es una FDR sobre G’. Ademés, para cada v € V(G) tenemos que f'(s,) + f'(¢,) = f(v)
con lo cual f'(V(G")) = f(V(G)) < k.

Reciprocamente, sea f’ una FDR sobre G’ de peso a lo sumo k. Definimos una funcion
f:V(G) — {0,1,2} dada por f(v) = max{f'(sy), f'(¢,)}. Esta funciéon f es una FDR
sobre G de peso a lo sumo k. En efecto, si f(v) = 0, entonces f'(s,) = f'(¢,) = 0 y como
N(s,) C Q, existe w € V(G) tal que vw € E(G) y f'(qw) = 2. Entonces f(w) > f'(qu) = 2,
tenemos que existe un vecino w de v en G tal que f(w) = 2. Ademaés, el peso de f es

FV(G)) = X yeviey mix f(50). /'(@0)} < Soevie £'(50) + @) = F(VG) <k O

Recordemos que un grafo es Py-laden si todo subgrafo inducido de orden al menos 6 que
contiene mas de dos P, inducido es un grafo split. La familia de los grafos split esté contenida
dentro de la familia P,-laden. Entonces, como el problema DROM es NP-completo para los
grafos split, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 22. El problema de decision DROM restringido a la familia de grafos Py-laden
es NP-completo.

Observacion 11. Del Teorema resulta que el Problema de Dominacion Romana es
NP-completo para todas las familias con pocos Py’s que contengan a los grafos Py-laden. En
particular, es NP-completo cuando restringimos el problema a los grafos Py-laden extendidos.

Conclusién del capitulo

Los resultados de este capitulo se resumen en el siguiente cuadro, donde pintamos de
celeste claro aquellas familias donde conocemos que el problema se resuelve en tiempo lineal,
de celeste oscuro aquellas donde se resuelve en tiempo lineal mediante el Algoritmo y
finalmente de rojo aquellas familias donde el problema es NP-completo.

(,9—4), ¢=>7 Py-laden ext. partner-limited
l J
(7,3) Py-laden Py-tidy
P;-lite Ps-extendible Py-sparse ext.
|
(6,2) Py-sparse P,-reducible ext.

I

P,-reducible

|

cografos



Conclusiéon y Trabajo a Futuro

En este trabajo hemos estudiado el Problema de Dominaciéon Romana. En particular,
hemos analizado el problema restringido a las familias de grafos con pocos P;’s que se ven

en la Figura [4.1]

Hemos mostrado, con un resultado general, que para varias de estas familias el problema
se resuelve en tiempo lineal, y hemos disennado un algoritmo a partir de la descomposicion de
un grafo mediante las operaciones join y union disjunta, que resuelve el problema en tiempo
lineal para los grafos Ps-tidy, v por ende para todas sus subfamilias. Por otro lado, hemos
probado que si nos restringimos a los grafos Ps-laden el problema de decisiéon asociado al
problema de dominacién romana es NP-completo.

En el Capitulo [2] presentamos un algoritmo para resolver el Problema de Dominacion
Romana, con una estrategia basada en la descomposicion modular de un grafo. En el Ca-
pitulo [3| de este trabajo estudiamos distintas familias de grafos arana. Los grafos arana y
quasi-arana aparecen en la descomposicion modular de los grafos Py-tidy, y los resultados
obtenidos para estas familias fueron utilizados para adaptar el algoritmo dado en el Capitulo
cuando nos restringimos a estas familias.

Completamos con los resultados obtenidos el cuadro de la Seccion de esta manera:

Problema de Problema de

Familia Dominaciéon Romana | Dominaciéon Clasico
Arboles Lineal [§] Lineal [13]
Intervalos Lineal [30] Lineal [7]
Cliquewidth acot. Polinomial [30] Polinomial [10]
Cografos Lineal [30] Lineal [20]

Block Lineal [24] Lineal [33]
Dist. hereditarios Lineal [30] Lineal [33]

AT-free

Polinomial [30)]

Polinomial [29]

Cordales NP-completo [31] NP-completo [6]
Fuertemente cordales | Lineal |31] Lineal [13]
Bipartitos NP-completo [31] NP-completo [12]
Split NP-completo [36] NP-completo [4]
Planares NP-completo [36] NP-completo [16]
(g, 9 — 4) Lineal Lineal [10]
partner-limited Lineal Lineal[39]
P,-tidy Lineal Lineal|39]
P,-sparse Lineal Lineal[32]
P,-laden NP-completo NP-completol4]
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Trabajo a Futuro

Los grafos arana débilmente etiquetados, también analizados en ese capitulo, aparecen en
la descomposicion modular de la familia de grafos partner-limited. Queda pendiente, como
trabajo a futuro, estudiar qué sucede con el resto de los grafos modulares de esta familia,
entre los que se encuentra una clase de grafos split [1].

Otra pregunta de interés, a partir del anélisis del cuadro en la seccion [1.2.3] es la siguien-
te: jexiste alguna clase de grafos donde los problemas de decisién asociados al Problema
de Dominacién Romana y al Problema de Dominaciéon cléasico tienen diferente complejidad
(polinomial - NP-completo)? O bien, jexiste algin indicio de que los problemas de Domi-
naciéon y de Dominacién Romana tengan la misma complejidad? Hasta dénde conocemos,
no se han hallado clases de grafos donde estos problemas difieran en complejidad.

Por otro lado, entre las operaciones que hemos analizado en el capitulo 2] se encuentra el
borrado de un vértice. Esto nos lleva a preguntarnos qué caracteristicas puede o debe tener
un grafo vyg-critico, es decir, un grafo en el cual el borrado de cualquier vértice implica la
disminucién (en una unidad) del valor de 7g.



Apéndice A
Un algoritmo usando Sage

En este apéndice, vamos a presentar una implementacion del algoritmo utilizando
Sage (www.sagemath.org).

A.1. Grafos Ps;-tidy

En esta primera seccion implementaremos el Algoritmo [4.1] Introduciremos y explicare-
mos el funcionamiento de dos funciones auxiliares Rdom_join y Rdom_mod_tidy para luego
presentar la funcion final Rdom_P4_tidy, que dado un grafo GG en la familia Py-tidy, devuelve
el valor de yg(G).

Rdom_join

La funcién Rdom_join toma como entrada una lista de grafos Glist y calcula el valor de
~vr para el grafo join de todos los grafos de la lista. Para este calculo utilizamos el Teorema
9 Lo primero que hacemos es calcular el valor de m, siendo

= { V(H)|—A(H
m= win {|V(H) —A(H)}
Segtn m sea 1, 2 0 > 2, estaremos en el primer, segundo o tercer caso del teorema [J] respec-
tivamente.
def Rdom_join(Glist):
L =[]

for g in Glist:
L.append(g.order () - max(g.degree()))

m = min (L)
if m == : return 2
else:

if m == : return 3

else: return 4

Rdom_mod_tidy

La funciéon Rdom_mod_tidy recibe como entrada un grafo modular Py-tidy G, y devuelve
el valor de vg(G). Recordemos que por el Teorema , G cumple una y solo una de las
siguientes opciones:

1. Ges K,
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2. Ges (5,
3. Ges Ps,

4. Ges Ps,

5. G es una Py-tidy-quasi-arana

APENDICE A. UN ALGORITMO USANDO SAGE

Y ademés, por lo expuesto antes del Algoritmo tenemos que G se puede clasificar segiin
propiedades de los vértices de grados particulares.
Entonces, podemos calcular el pardmetro vz de un grafo modular Py-tidy con la siguiente

funcién:

1 def Rdom_mod_tidy (G):

2
3
I

if G.order () ==
return 1
else:

1:

if G.is_isomorphic(graphs.PathGraph(5)) or G.is_isomorphic(graphs.

CycleGraph (5)):

return 4
else:

if max(G.degree()) == G.order() - 2:
return 3

else:
X1 = Set([1)
X2 = Set([])
N = Set ([])
for v in G.vertices():

if G.degree(v) == 1:

Rdom_P4_tidy

X1 = X1.union(Set ([v]))
N = N.union(Set(G.neighbors(v)))
else:
if G.degree(v) == 2:
X2 = X2.union(Set([v]))
N = N.union(Set(G.neighbors(v)))
rl = X1.cardinality ()
r2 = X2.cardinality ()
N = N.difference (X2)
rc = N.cardinality ()
r = min([ri+r2, rcl)
return r + 1

Finalmente, la funciéon Rdom_P4_tidy recibe como entrada un grafo P;-tidy cualquiera,
y devuelve el valor del pardmetro vg para ese grafo.

El funcionamiento es el siguiente. Para cada componente conexa H de G, calculamos
vr(H), y sumamos esos valores en la variable d, que sera igual a yz(G) (ver el Teorema

. Para calcular yr(H), separamos en dos casos. Si H es disconexo, entonces H puede

expresarse como join de los complementos de las componentes conexas de H, y usamos la
funcién Rdom_join. Si no, H es un subgrafo modular y usamos la funciéon Rdom_mod_tidy.

1 def Rdom_P4_tidy(G):
Glist = G.connected_components_subgraphs ()

2

d =0
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for H in Glist:
if H.complement ().connected_components_number () > 1:
HList = []
for CC in H.complement ().connected_components_subgraphs():
HList .append (CC.complement ())
d += Rdom_join (HList)
else:
d += Rdom_mod_tidy (H)
return d

A.2. Grafos Ps-sparse

De manera similar, vamos a dar una implementacion del Algoritmo 1.2} La funcion
Rdom_join es la misma ya presentada en la secciéon anterior. Presentaremos la funcion
auxiliar Rdom_mod_sparse para luego presentar la funciéon final Rdom_P4_sparse, que dado
un grafo G en la familia Pj-sparse, devuelve el valor de vz(G).

Rdom_mod_sparse

La funciéon Rdom_mod_sparse recibe como entrada un grafo modular Pj-sparse G, y de-
vuelve el valor de vz(G). Recordemos que por el Teorema G cumple una y solo una de
las siguientes opciones:

1. Ges Ky,
2. G es una Pj-sparse-arana

Para el primer caso sabemos que el nimero de dominacion romana es yg(K7) = 1. Si G es una
arana de r patas, para calcular su nimero de dominaciéon romana, basta con identificar sus
vértices pendientes. En efecto, observemos que una arana gruesa no tiene vértices pendientes
(en este caso g (G) = 3) mientras que una araina fina tiene exactamente r vértices pendientes
(y tenemos vr(G) =7+ 1).

Entonces, podemos calcular el parametro vz de un grafo modular P,-sparse con la si-
guiente funcioén:

def Rdom_mod_sparse (G):
if G.order () == 1:
return 1
else:
r =0
for v in G.vertices():
if G.degree(v) == 1:
r += 1
if r == 0:
return 3
else:
return r + 1

Rdom_P4_sparse

Finalmente y de manera similar a lo hecho para los grafos P;-tidy, la funciéon Rdom_P4_sparse

recibe como entrada un grafo P,-sparse, y devuelve el valor del parametro v para ese grafo.
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El funcionamiento es anélogo al de la funciéon Rdom_P4_tidy. Para cada componente
conexa H de G, calculamos yg(H ), y sumamos esos valores en la variable d, que seré igual a
vr(G) (ver el Teorema . Para calcular yg(H), separamos en dos casos. Si H es disconexo,
entonces H puede expresarse como join de los complementos de las componentes conexas de
H, y usamos la funciéon Rdom_join. Si no, H es un subgrafo modular y usamos la funcién
Rdom_mod_sparse.

def Rdom_P4_sparse(G):
Glist = G.connected_components_subgraphs ()
d =0

for H in Glist:
if H.complement ().connected_components_number () > 1:
HList = []
for CC in H.complement ().connected_components_subgraphs():
HList.append (CC.complement ())
d += Rdom_join(HList)
else:
d += Rdom_mod_sparse (H)
return d
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