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INTRODUCCION

En muchas situaciones, es preferible establecer las relaciones entre dos 0 mas variables co-
mo razones de cambio entre las mismas. Si la variable con respecto a la cual se consideran los cam-
bios es discreta, se trabaja con ecuaciones en diferencias. Cuando se considera que los cambios de
la variable en cuestion se producen en forma continua o instantanea, las razones de cambio se pre-
sentan como derivadas y las ecuaciones que las contienen son las ecuaciones diferenciales. Una
ecuacién diferencial es entonces aquélla que incluye derivadas de una o mas funciones incégnitas.
Recordemos que las ecuaciones diferenciales se pueden clasificar teniendo en cuenta su tipo, orden
y grado.

Si una ecuacion diferencial contiene derivadas de una funcién incégnita a una sola variable
independiente, la ecuacion diferencial se llama ordinaria; si ella incluye derivadas parciales de una
funcién incognita de varias variables independientes, se llama ecuacién diferencial en derivadas par-
ciales.

El orden de una ecuacion diferencial es el orden maximo de las derivadas que se presentan
en la ecuacién.

Si la ecuacién diferencial es racional e integrable con respecto a todas las derivadas que figu-
ran en ella, el grado con respecto a la derivada de mayor orden es el grado de la ecuacion diferencial.

Veremos una aplicacion para ecuaciones diferenciales de primer orden y primer grado.

EJERCICIO

La razén de crecimiento del volumen de ventas y a medida que el precio x decrece, es pro-
porcional al volumen de ventas e inversamente proporcional a la diferencia entre el precio x y una
constante b.

Resuelva las consignas 1), 2) y 3) con lapiz y papel y con el programa DERIVE.

1) Exprese matematicamente el problema planteado. Interprete el significado del
parametro b.

2) Halle la relacion entre el volumen de ventas y y el precio x, es decir la solucién general.
3) Verifique la solucién hallada.

4) Represente graficamente las curvas integrales, para el parametro de proporcionalidad
a=2yelparametro b = 20.

5) Obtenga la solucion particular que satisface y(32) = 1y represéntela graficamente.

6) En la solucion particular obtenida en 5), asigne distintos valores al parametro de propor-
cionalidad
a=05 10 15 20 25

manteniendo el parametro b = 20. Grafique las curvas correspondientes e interprete. Ana-
lice qué ocurre si a varia de 100 a 150. Estudie el caso en que a se mantiene igual a 2

y
b=10 20 30 40
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Resolucidn con papel y lapiz

1) dy/dx=-ay/(x-b) cona>0, b>0 , x-b> 0 yaque las ventas se realizan siempre
que el precio sea superior a b.

2) Resolvamos la ecuacion diferencial planteada, que resulta a variables separables.
dy/y=[a/(xb)]dx; integrando, Jdy/y = -a[dx/(x-b) +C es decir
Iny=-aln(x-b) + C
Iny +aln(x-b)=C
In [y(x-0)*]=C
y(x-b)® =e®=cy  llamando con ¢, = €°
despejamos
y=ci/(x-b)?

3) Para verificar que la solucién encontrada es correcta, derivemos la funcion y encontrada:
dy / dx = ¢4 (-a) (x-b) 21 es decir
dy/dx=-ac;/(x-b) " =[-a/(xb)].c1/(xb)? =-ay/(x-b)

Resoluciéon con DERIVE
1) Una vez especificada la ecuacion diferencial
dy/dx =-ay/ (x—b),
notamos que es una ecuacién de primer grado y primer orden a variables separables.

DERIVE proporciona métodos de resolucién de ecuaciones diferenciales y es muy potente en
ese sentido. Los operadores estan en el archivo util ODE1 y otros. Debemos entonces cargar dicho
archivo util aplicando los comandos Transfer — Load — Utility y ODE1.MTH.

A continuacion definimos las constantes a y b , que en nuestro problema resultan positivas,
asi como las variables x e y. (Usamos el comando Declare). También, como la ecuacién es a varia-
bles separables, definiremos las dos funciones univariadas que el DERIVE llama con p(x) y q(y). Co-
mo x debe ser mayor que el parametro b, definimos una nueva variable z = x - b, que sera positiva, y
tal que p sea ahora funcién de z.

2) Para encontrar la solucion general, DERIVE posee un operador propio:
SEPARABLE-GEN(p,q,z,y,c), donde ¢ es una constante arbitraria.

a € Real {@,. =}
#2: b :ze BReal {8, =}
Real {@,. w3}
#4: vy e Heal (B, w)
#5: =z z=x - h

##6: = € Real {8, =)

=+
a
k1
H

#7: p =

H8: q ==y
#9: SEPARABLE_GEM(p. g. =z. y. c) = {LN{y) = ¢ — a-LN{z)})

Los dos ultimos miembros de la expresién anterior representan la solucion general de la
ecuacion diferencial planteada.
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Para resolver esta ecuacion usamos el comando Solve, y asi obtenemos
v - =]
fAd: |y = & -z
Sustituimos en esta Ultima, z por x-b, obteniendo

Hi: |y =2 ¢ - by |

Por ejemplo, si el pardmetro de proporcionalidad a vale 2 y el parametro b es 20, la solucién
general es la familia de curvas integrales siguiente:

H2: [y = Ec-{x - 2@}_2]

3) Para verificar la solucion general hallada, debemos derivar la misma, mediante los co-
mandos Calculus, Differentiate, Simplify, obteniendo

d C —a
H5: — (& -(x — h) )
dx

C —a — 1
He: — a-& -{x — h)

comoy = e® (x-b)'a, queda verificada ya que la derivada resulta igual a -ay / (x-b).

4) Con el objeto de representar graficamente algunas de las curvas integrales de esta fami-
lia, por ejemplo aquéllas correspondientes a los valores de ¢ enteros entre 0 y 5, usamos el operador
VECTOR, al que una vez definido, se le aplicara el comando Simplify para obtener dichas funciones,
y el Plot para representarlas graficamente. Debe tenerse en cuenta la eleccién adecuada de las esca-
las en ambos ejes, asi como la localizacién del centro del gréafico.

[ -2
B13: UECTOR{& -{x — 28> ., c,. B, 5%
2 3 4 i
1 3 3 3 3
Hi4: H H A A A
2 2 2 2 2
{x — 28) (x — 28) (x — 28) (x - 28) (x — 2@8) (x — !

e

8a
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El alumno debera interpretar qué parte de las curvas integrales tienen sentido para el
problema.

5) Obtendremos la solucion particular que satisface y(32) = 1. Observemos que esto
implicara z = 12.

Sobreiluminamos la solucién general (# 12), y aplicamos los comandos Substitute y Solve, y
obtenemos un valor de ¢ aproximadamente igual a 5.

En consecuencia, la funcién pedida sera

[
é
#17: |1
144

H18: [c = 4.76782]

144

u
kH9: 2
{x — 28)

144

IF|x > 28,

k2@: 2
{x — 28}

La ultima sentencia sirve para que s6lo grafique la parte de la curva integral que interesa de
acuerdo al analisis anterior.

-18 18 28
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6) Supongamos ahora que el parametro de proporcionalidad a toma distintos valores, y ob-
servemos qué ocurre con las curvas integrales. Mantenemos fijo el parametro b en 20. Usamos el
operador Vector y la sentencia Simplify

144
UECTOR|————— . a,. 8.5, 2.5%. 8.5
t21: a
{x — 28)

3.2

§22: [144/J(x - 28}, 144/{)( - 28). 144/{)( - 28} . 144/()( - 23)2. 144/{)( -2

a=2,5

21 22 23 24 25

Observemos que graficamente se confirma que al aumentar el valor del parametro a, la caida
del volumen de ventas es mds abrupta, es decir que la razén de crecimiento crece en valor absoluto,
si bien es siempre negativa (recordemos que el parametro b se mantuvo constante igual a 20).
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