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Universidad Nacional de Rosario

2021
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Resumen

El Método de Elementos de Contorno (MEC) es una técnica numérica reconocida en la

matemática aplicada y las ingenieŕıas desde hace más de 50 años. La base de este método

es transformar una ecuación en derivadas parciales (EDP) que describa un problema f́ısico

en una ecuación integral equivalente haciendo uso de las identidades de Green y teoremas

de representación. Una mejora de este método ha sido el método de elementos de frontera

local, en el cual en vez de usar una interpolación directa del campo desconocido la EDP

y las condiciones de frontera son incluidas en las interpolaciones locales. En este tipo de

método local, el dominio es cubierto por una serie de esténciles de interpolación pequeños

y fuertemente solapados, donde una interpolación directa del campo se usa para aproximar

la solución y las condiciones de borde se imponen en la representación integral. La ventaja

reside en que, en vez de tratar con matrices globales llenas, los sistemas de ecuaciones

locales resultan pequeños y se ensamblan en un sistema ralo con estructura de banda que

se resuelve por esquemas iterativos.

Para conservar la naturaleza del MEC, las integrales de domino son transformadas

en integrales de contorno por el Método de Reciprocidad Dual (MRD). Un ejemplo de

esto es el reciente Método de Reciprocidad Dual-Regular Local (MRD-RL). En esta tesis

desarrollamos el Método de Integral Local de Frontera y Dominio (MILFD) que utiliza una

formulación integral que depende de integrales de frontera y también de dominio colocadas

solamente en puntos interiores de la distribución de nodos en el dominio. Esta formulación

utiliza la función de Green-Dirichlet (FGD) para evitar el cálculo de algunas integrales de

dominio y las condiciones de frontera son impuestas a la interpolación local con Funciones

de Base Radial (FBR).
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La teoŕıa de FBR tuvo un desarrollo considerable en los últimos años debido a su al-

to orden de exactitud, flexibilidad para geometŕıas no triviales, eficiencia computacional

y facilidad de implementación. Cuando se utilizan FBR infinitamente diferenciables, estas

dependen de un parámetro de forma ε > 0. Fue demostrada la convergencia espectral en

varios casos, sin embargo, la experimentación numérica mostró que cuando ε → 0 el error

de interpolación decrece hasta cierto valor a partir del cual se desestabiliza debido al mal

condicionamiento de la matriz de interpolación. Desde entonces, distintas técnicas de esta-

bilidad han sido investigadas y desarrolladas para interpolaciones globales: Countor-Padé,

FBR-QR, Gauss-QR, FBR-GA, FBR-RA. Estas técnicas abrieron nuevas posibilidades para

métodos sin mallas basados en interpolaciones locales con FBR.

El objetivo principal de nuestro trabajo consiste en estabilizar el error de un método

local integral para resolver EDP a partir de lograr estabilizar el error en las interpolaciones

locales cuando el parámetro de forma tiende a cero y evitar el mal condicionamiento de los

sistemas locales. Este será nuestra hipótesis de trabajo.

Los resultados numéricos mostrados en dos dimensiones para problemas de Laplace,

Poisson, convección-difusión, capa ĺımite y un ecuación eĺıptica general con condiciones

de Dirichlet/Neumann. Todas estas experiencias muestran una mejora considerable en los

errores numéricos cuando el parámetro se reduce y, consecuentemente, una mejora en la

exactitud del cálculo. Además, comparaciones con otros métodos numéricos de la literatura

cient́ıfica reafirman la robustez del método.
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2.4.2. Resolución numérica de las integrales de ĺınea y de dominio . . . . . 25
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y del parámetro de forma ε para distribuciones de nodos dispersas repelentes
con N = 1185, 4880, 9639 usando los métodos MILFD y MILFD-Est. . . . . 122

5.17. Tiempo computacional (en segundos (s)) usando el MILFD (ĺınea ćırculo
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0.1 fijo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

xii



Tablas

Tabla Página

2.1. Soluciones particulares para algunas FBRs donde r = ‖x−xj‖ es la distancia
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1 Motivación y estado del arte

Uno de los objetivos fundamentales de esta tesis es poder resolver en forma eficiente una

ecuación en derivadas parciales (EDP) que provenga del modelado de un proceso f́ısico, para

el cual, debido a su dificultad, no es posible encontrar una solución exacta usando méto-

dos anaĺıticos. La creación, el desarrollo, la implementación y la extensa experimentación

computacional de métodos numéricos (en inglés, numerical methods) ha permitido calcular

soluciones aproximadas a problemas numéricos complejos derivados de aplicaciones reales.

Los métodos numéricos sin malla (meshless numerical methods o simplemente, meshless

methods) han ganando la atención de la comunidad cient́ıfica de la matemática aplicada en

los últimos años, y también de la f́ısica, las ingenieŕıas, la informática y otras ramas de la

ciencia. Esto se debe a las numerosas aplicaciones de estos métodos de aproximación que

derivan de un trabajo fuertemente interdisciplinario.

Muchos métodos numéricos clásicos desarrollados en los últimos setenta años han al-

canzado éxito como el Método de Diferencias Finitas (MDF) (Finite Difference Method), el

Método de Elementos Finitos (MEF) (Finite Element Method) o el Método de Volúmenes

Finitos (MVF) (Finite Volumen Method), sin embargo, estos requieren de la construcción

de un mallado o refinamiento espećıfico para abordar eficientemente determinados proble-

mas numéricos. En cambio, los métodos sin malla se adaptan mejor a problemas sobre

geometŕıas no triviales ya que requieren de la construcción de una distribución de nodos en

el dominio.

1



El hecho de que no se requiera una malla es otra ventaja debido a que su generación en

problemas diferenciales es laboriosa y costosa en tiempo y recursos computacionales. Por

ejemplo, cuando la malla tiene huecos o esquinas angulosas, se requiere un refinamiento con

una alta densidad de elementos para estas regiones cŕıticas. En la Figura 1.1 se muestra

una triangulación de un dominio irregular para métodos que dependen de un mallado y una

distribución de nodos para métodos que no dependen de un mallado.

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5
-1.5
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0

0.5

1
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Figura 1.1: Triangulación de un dominio para métodos que dependen de un mallado (izq.)
y distribución de nodos interiores y fronteras para métodos que no dependen de un mallado
(der.).

Aplicaciones de métodos sin malla pueden encontrarse en la resolución numérica de

ecuaciones diferenciales, mecánica de los fluidos, elasticidad, nanotecnoloǵıa, modelado de

datos dispersos (mapeos en geodesia, geof́ısica, meteoroloǵıa), gráfica computacional, inte-

ligencia artificial, matemática financiera y optimización. Particularmente, en esta tesis nos

interesarán aplicaciones orientadas a EDP tipo eĺıpticas como la ecuación de convección-

difusión.

Muchas de las aplicaciones antes mencionadas involucran una dimensión (1D), dos di-

mensiones (2D), tres dimensiones (3D) (de la variable espacial x) o la variable t (temporal),

sin embargo, algunos problemas f́ısicos requieren trabajar con más de tres dimensiones. Este
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punto es otra ventaja de los métodos sin malla sobre los métodos tradicionales MDF, MEF

y MVF, dado que pueden trabajar precisa y eficientemente en dimensiones grandes, espe-

cialmente cuando se trabaja con interpolaciones que usan Función de Base Radial (FBR).

Estas funciones se utilizan para interpolaciones en varias dimensiones [1–3].

El Método de Elementos de Contorno (MEC), también conocido como Método de Ele-

mentos de Frontera (Boundary Element Method), es un método utilizado para resolver

ecuaciones en derivadas parciales formuladas como ecuaciones integrales, es decir, en forma

de integral sobre la frontera. En el MEC la EDP que describe al problema f́ısico se trans-

forma en una ecuación integral de borde (EIB), también conocida como de frontera o de

contorno (Boundary Integral Equation), lo cual se logra haciendo uso de las identidades de

Green para luego aplicar esta formulación integral sobre puntos distribuidos en el dominio.

A partir del desarrollo del MEC, varios métodos han sido propuestos para llevar las

integrales de dominio a integrales de contorno a fin de eliminar el cálculo de integrales

en celdas internas. Uno de los más conocidos es el Método de Reciprocidad Dual (MRD)

(Dual Reciprocity Method) introducido por Nardini y Brebbia [4, 5], que convierte integra-

les de dominio en integrales de frontera equivalentes. Popov y Power [6, 7] encontraron que

la aproximación del MRD puede ser mejorada haciendo una descomposición en subdomi-

nios y usando FBR localmente. Siguiendo esos resultados, el comportamiento del MRD en

multidominios fue investigado en Portapila y Power [8, 9].

Una mejora ha sido el Método Integral Local de Elementos de Frontera (MILEF) presen-

tado en [10, 11], con el cual, en vez de usar una interpolación global del campo desconocido,

la EDP y las condiciones de borde son incluidas en interpolaciones locales. En este tipo de

método de carácter local, el dominio es cubierto por una serie de esténciles de interpola-

ción pequeños, en la que una interpolación del campo se usa para aproximar la solución y

las condiciones de frontera se imponen en la representación integral. En la literatura suele

encontrárselo con el nombre de métodos locales integrales. La ventaja reside en que, en vez

de tratar con matrices globales grandes y llenas como en el MEC clásico, los sistema de

ecuaciones lineales (SEL) locales a resolver resultan pequeños, los cuales se ensamblan en

un gran sistema lineal formado por una matriz rala con estructura de banda que se resuel-
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ve eficientemente por métodos iterativos de tipo Krylov [12, 13] o también incorporando

técnicas de precondicionamiento [14].

Caruso, Portapila y Power en [15] presentaron un nuevo método denominado Método

de Reciprocidad Dual-Regular Local (MRD-RL), en el que aparecen solamente ecuaciones

integrales regulares y se implementan interpolaciones locales con FBR. En [16] los autores

mejoraron este método imponiendo las condiciones de borde en la interpolación local y en

[17] mostraron que la colocación en el centro de la región de interpolación circular o esférica

es la función de Green-Dirichlet (FGD).

Cuando en las interpolaciones globales se utiliza una base de FBR infinitamente dife-

renciables que dependen de un parámetro de forma ε > 0, se ha mostrado que algunas FBR

convergen cuando ε → 0 [18–21]. Sin embargo, la experimentación numérica ha mostrado

que cuando dicho parámetro tiende a cero el error de interpolación decrece hasta cierto

valor a partir del cual se desestabiliza [22, 23]. Esto sucede debido al mal condicionamiento

de las matrices de interpolación que se vuelven dif́ıciles de resolver numéricamente con un

método de tipo directo para SEL, y se conoce como FBR-Directo. El llamado principio de

incertidumbre formulado por Schaback en [24] ha contribuido a la concepción de que el

espacio de funciones con FBR no es bueno debido al mal condicionamiento, asumiendo que

la resolución de los SEL generados deben resolverse en forma directa.

Desde la primera década de este milenio, distintas técnicas numéricas han sido inves-

tigadas y desarrolladas por Fornberg y colaboradores para estabilizar el comportamiento

del error en interpolaciones globales cuando el parámetro de forma es chico. Algunas de

estas técnicas, como el método de Contorno-Padé (C-Padé) en [25], el método de FBR QR

(FBR-QR) en [26–28], el método de Gaussianas con QR (Gauss-QR) en [29], el método de

FBR Gamma (FBR-GA) en [30] o el método de FBR Aproximaciones Racionales (FBR-RA)

en [31] abrieron nuevas posibilidades, en particular, para métodos locales integrales que no

dependen de un mallado y que interpolan localmente con una base de FBR que dependen

del parámetro de forma.

En la Figura 1.2 se ilustra el comportamiento del error norma-L2 en un problema de

interpolación sobre un ćırculo con nodos distribuidos en su interior. Se puede observar, por

4



un lado, la inestabilidad del error generado cuando ε tiende a cero, mientras que, por otro

lado, se observa la estabilidad lograda al usar un método de estabilidad como FBR-QR en

la medida que este tiende a cero.
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Figura 1.2: Ilustración del comportamiento del error norma-L2 en un problema de inter-
polación global sobre un ćırculo (izq.) con FBR-Directo y con un método estabilizado en
función del parámtro de forma ε de las FBR Gaussianas (der.).

La motivación de esta tesis es la resolución numérica precisa y eficiente de SEL prove-

nientes de la resolución de problema de valores de contorno (PVC) gobernados por EDP

de tipo eĺıpticas a través de la combinación de métodos sin malla, formulaciones integrales

basadas en el MEC en multidominios e interpolaciones locales de las incógnitas con FBR.

La mayor parte del esfuerzo de trabajo de esta tesis consiste en estabilizar el error

numérico de un nuevo método local integral denominado Método Integral Local de Frontera

y Dominio-Estabilizado (MILFD-Est) a partir de lograr estabilizar el error en las interpo-

laciones locales cuando disminuye el parámetro de forma, mejorando aśı el mal condiciona-

miento de los sistemas locales.

La experimentación numérica permitió obtener resultados en distintos dominios 2D para

problemas de Laplace, Poisson, convección-difusión estacionario, capa ĺımite y una ecuación

eĺıptica con coeficientes variables con condiciones de Dirichlet o Dirichlet-Neumann.
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1.2 Organización de la tesis

La tesis se organiza de la siguiente manera. Luego de la introducción de este Cap. 1, en el

Cap. 2 presentamos las ideas centrales en la resolución numérica de PVC de EDP usando el

MEC que utiliza FBR. Desarrollamos las ecuaciones integrales de frontera para problemas de

Laplace y Poisson a través de la solución fundamental, su formulación matemática, aśı como

su desarrollo matricial haciendo énfasis en su implementación computacional. Finalmente,

explicamos los fundamentos del MRD y las soluciones particulares para algunas FBR.

En el Cap. 3 desarrollamos la descomposición en multidominios como antecedentes inme-

diatos al método a desarrollar en esta tesis y presentamos los métodos locales integrales. En

particular, el MRD-RL presentado en [15] que interpola localmente con FBR multicuádri-

cas, y el Método Integral Local de Frontera y Dominio (MILFD) presentado recientemente

en [32] que utiliza FBR Gaussianas que dependen del parámetro de forma ε.

En el Cap. 4 se describen algunas FBR, la exactitud en sus aproximaciones y los pro-

blemas de mal condicionamiento asociados a su matriz de interpolación. En particular,

comentamos el desarrollo de métodos de estabilidad para FBR en interpolaciones globales.

También desarrollamos la formulación matemática de la nueva técnica numérica estabiliza-

da llamada MILFD-Est, presentada por Ponzellini, Caruso y Portapila en [32], la cual usa

ecuaciones integrales regulares e interpolaciones locales con FBR estabilizadas.

En el Cap. 5 mostramos los resultados de la experimentación numérica del MILFD-Est en

varios PVC estacionarios en 2D y comparaciones con otros métodos numéricos. Ecuaciones

de Laplace y Poisson con condiciones de Dirichlet o Dirichlet-Neumann son resueltas sobre

distintos tipos de dominios. También se experimenta numéricamente con la ecuación de

convección-difusión aplicada en un canal con condiciones mixtas, el problema de la capa

ĺımite termal sin solución anaĺıtica, y finalmente con una ecuación general tipo eĺıptica

con coeficientes oscilantes sobre un domino general con agujero y picos angulosos. Para las

discretizaciones de los dominios son usadas distintas distribuciones de puntos (uniforme,

Halton, cuasi-uniformes y dispersión repelente).

Finalmente, en el Cap. 6 presentamos las conclusiones generales de la tesis y los linea-

mientos para futuros trabajos.
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1.3 Contribuciones originales

Inicialmente se investigaron técnicas de precondicionamiento aplicadas a las matrices

globales y ralas surgidas del MRD-RL aplicadas a la ecuación de convección-difusión con

distintos métodos iterativos de tipo Krylov para SEL [33], cuyos resultados fueron pre-

sentados en el IV Congreso de Matemática Aplicada, Computacional e Industrial (MACI)

organizado por la sección Argentina de la Society for Industrial and Applied Mathematics

(AR-SIAM) realizado durante mayo de 2013 en la ciudad de Buenos Aires, Argentina.

Sin embargo, experimentaciones numéricas orientaron las investigaciones de los métodos

tipo Krylov precondicionados a técnicas de estabilidad numérica para métodos que usan

FBR. Esto se debe a que el MRD-RL se basa en una formulación integral con interpolaciones

locales utilizando FBR para resolver EDP. En este método aparecen solamente ecuaciones

integrales regulares y se resuelven dos interpolaciones locales con FBR que dependen del

parámetro de forma de esta. Estos SEL se vuelven extremadamente mal condicionados

cuando el parámetro tiende a cero. Resultados preliminares fueron publicados en el VI

Congreso de MACI en mayo de 2017 realizado en Comodoro Rivadavia, Argentina, donde

se logró estabilizar el error en PVC con condiciones de borde de Dirichlet [34].

Seguidamente, en agosto de 2017 se presentó un poster cient́ıfico en el Workshop Lo-

calized Kernel-Based Meshless Methods for Partial Differential Equations realizado en The

Institute for Computational and Experimental Research in Mathematics (ICERM) en Pro-

vidence, Estados Unidos (EU), en el cual se estabilizó el error en PVC con condiciones de

Dirichlet-Neumann [35].

Durante los meses de abril y mayo del 2018 realicé una estancia de investigación en el

Departamento de Matemática Aplicada de la University of Colorado at Boulder (Colorado,

EU) con el Prof. Bengt Fornberg, en la cual se trabajó sobre dominios más generales incorpo-

rando distribuciones de puntos cuasi-uniformes [36]. Por otro lado, con estas distribuciones

se logró estabilizar los errores de las interpolaciones locales del MILFD al compararlas con

resultados presentados en [37] con el método de Diferencias Finitas con Funciones de Base

Radial (DF-FBR) (RBF-generated finite difference method)) para EDP tipo eĺıpticas.
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Un primer acercamiento a las comparaciones entre métodos de estabilidad para interpo-

laciones globales con FBR aplicados en métodos integrales locales fue presentado en mayo

de 2019 en el VII Congreso de MACI en la ciudad de Rı́o Cuarto, Argentina [38].

Todos estos resultados preliminares presentados contribuyeron a un trabajo cient́ıfico

publicado en la revista internacional con referato Mathematics and Computers in Simulation

[32].

A partir del Cap. 3 en adelante los resultados presentados son originales. En particular,

el MILFD utiliza la FGD e integrales locales regulares. La principal contribución de esta

tesis es la estabilidad numérica del error en un método local integral. En este sentido, en el

Cap. 4 se proporciona un nuevo método denominado el MILFD-Est que estabiliza el error

total logrando alcanzar casos ĺımites del parámetro de forma de la FBR Gaussiana. Por

otro lado, se consiguió ampliar el rango de utilidad del parámetro de forma logrando mayor

exactitud para valores bajos y, además, se mejoró el condicionamiento de los sistemas locales

y, por tanto, el error total del método. Las experiencias numéricas del Cap. 5 muestran la

buena performance de este nuevo método estabilizado presentado.

1.4 Publicaciones

Parte de los resultados incluidos en esta tesis ya fueron publicados y presentados en

congresos nacionales e internacionales y en revistas internacionales. Otros resultados que se

desprenden forman parte de trabajos en preparación.

A continuación se enumeran en orden de aparación cronológica.

L. Ponzellini Marinelli, M. Portapila, M.C. Sanziel, “Solución numérica de sistemas de

ecuaciones lineales provenientes del método MRD-RL para la ecuación de convección-

difusión”, Acta IV Congreso de MACI 2013, Vol. 4, 299-302, 2013. ISSN 2314-3282.

L. Ponzellini Marinelli, N. Caruso, M. Portapila, “Estabilidad numérica del Método

de Reciprocidad Dual Regular Local usando FBR-QR”, Acta VI Congreso de MACI

2017, Vol. 6, 134-137, 2017. ISSN 2314-3282.
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L. Ponzellini Marinelli, N. Caruso, M. Portapila, “Numerical stability of the Localized

Regular Dual Reciprocity Method using RBF-QR”, Poster Participant Workshop “Lo-

calized Kernel-Based Meshless Methods for Partial Differential Equations”, Institute

for Computational and Experimental Research in Mathematics (ICERM), Providence,

Rhode Island, August 7-11 2017.

L. Ponzellini Marinelli, N. Caruso, M. Portapila, “Estabilidad numérica de un Método

Local Integral con RBF-QR”, Libro XII Jornadas de Ciencia y Tecnoloǵıa 2018, 595-

601, 2018. ISSN 978-987-702-366-4.

L. Ponzellini Marinelli, N. Caruso, “Estabilidad numérica de un Método Local Integral

sin malla usando RBF-GA”, Actas VII Congreso de Matemática Aplicada, Compu-

tacional e Industrial (VII MACI 2019), Vol. 7, 185-188, 2019. ISSN 2314-3282.

L. Ponzellini Marinelli, N. Caruso, M. Portapila, “A stable computation on local

boundary-domain integral method for elliptic PDEs”, Mathematics and Computers

in Simulation, 180 (2021) 379-400.
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Caṕıtulo 2

Resolución numérica de

problemas de valores de

contorno usando el Método de

Elementos de Contorno con

Funciones de Base Radial

Este caṕıtulo consta de cinco secciones donde presentamos las ideas centrales del MEC

para la resolución de problemas diferenciales. Describimos brevemente la historia de su

desarrollo, el concepto de la solución fundamental, aśı como su implementación y resolución

numérica. A la vez, introducimos la idea de la reciprocidad dual en el MEC y presentamos

las interpolantes con base de FBR y sus correspondientes soluciones particulares.
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2.1 Problemas de contorno en las ecuaciones en derivadas

parciales

Muchos fenómenos f́ısicos se modelan matemáticamente por ecuaciones en derivadas

parciales. Estas son ecuaciones que involucran derivadas de una función que depende de dos

o más variables.

Consideremos la ecuación diferencial de segundo orden con coeficientes variables siendo

las variables independientes (x, y)

L(u) = A
∂2u

∂x2
+ 2B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ Fu+G = 0, (2.1)

donde A,B,C,D,E, F,G son funciones continuas en (x, y) sobre el dominio abierto y conexo

Ω y las funciones A, B y C no se anulan simultáneamente.

El carácter de la solución u = u(x, y) de la ecuación (2.1), aśı como el tipo de problema

diferencial a resolver, viene dado por el valor del discriminante

∆ = B2 −AC, (2.2)

siendo la ecuación de tipo:

Eĺıptica si ∆ < 0.

Parabólica si ∆ = 0.

Hiperbólica si ∆ > 0.

Las EDP de tipo eĺıpticas describen procesos que alcanzaron un estado estacionario y,

por tanto, son independientes del tiempo, mientras que las ecuaciones parabólicas describen

procesos f́ısicos disipativos que dependen del tiempo, como la difusión, y que evolucionan

hacia un estado estacionario. Los problemas de tipo hiperbólicos son dependientes del tiempo

y describen procesos f́ısicos conservativos, como la convección, que no evolucionan a un

estado estacionario.

La mayoŕıa de estos problemas diferenciales provenientes de aplicaciones del mundo

real no pueden resolverse expĺıcitamente debido a la imposibilidad de disponer técnicas
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anaĺıticas para encontrar una expresión exacta de la solución. Se vuelve necesario, entonces,

disponer de métodos numéricos espećıficos y robustos que aproximen las soluciones. El tipo

de ecuación también determina cómo será resuelta numéricamente.

En esta tesis abordamos principalmente ecuaciones de tipo eĺıpticas cuando B = 0, y

particularmente nos interesan las ecuaciones de la forma

∇2u = b en Ω. (2.3)

Esta ecuación diferencial es conocida como la ecuación de Laplace para el caso b = 0 y

como la ecuación de Poisson cuando b 6= 0. La solución u representa el potencial producido

en un punto del dominio Ω debido a la fuente b distribuida en Ω. Este potencial describe

problemas de procesos estacionarios, tales como el flujo de un fluido, flujo en medios porosos,

flujos termales, entre otros. Se busca una solución en la clausura de Ω, Ω̄, con frontera

Γ = ∂Ω, donde está definida la función u o bien su derivada normal a Γ, ∂u
∂n . Esta solución,

además de la EDP (2.3), debe satisfacer las condiciones de borde o de contorno.

Los PVC para la ecuación potencial, los clasificamos de la siguiente manera usual:

Problemas de Dirichlet 




∇2u = b en Ω,

u = f en Γ,
(2.4)

donde la función f es conocida en Γ.

Problemas de Neumann 



∇2u = b en Ω,

∂u
∂n = g en Γ,

(2.5)

donde la función g es conocida en Γ.

Problemas mixtos 




∇2u = b en Ω,

u = f en Γ1,

∂u
∂n = g en Γ2,

(2.6)

donde f es conocida en Γ1, g en Γ2, siendo Γ1 ∪ Γ2 = Γ y Γ1 ∩ Γ2 = ∅.

12



Problemas de Robin 



∇2u = b en Ω,

u+ k ∂u∂n = f en Γ,
(2.7)

donde las funciones f y k son conocidas en Γ.

Una generalización de los casos anteriores es:





∇2u = b en Ω,

αu+ β ∂u∂n = γ en Γ,
(2.8)

donde α, β y γ son funciones conocidas sobre Γ.

En la Figura 2.1 tenemos una representación esquemática de un dominio global Ω en

2D con condiciones de contorno mixtas sobre Γ1 y Γ2.

Ω
u = f

∂u
∂n

= g

Γ1 Γ2

Figura 2.1: Dominio global Ω en 2D con condiciones de contorno mixtas.

El MEC fue desarrollado para construir una solución numérica de problemas diferenciales

descriptos por la ecuación potencial y los problemas de valores de contorno (2.4,2.5,2.6,2.7)

citados anteriormente. Existen dos clases: el MEC directo y el MEC indirecto. En esta tesis

desarrollaremos el MEC directo.
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2.1.1 La estructura del MEC

Una aplicación clásica del MEC consta de las siguientes partes:

Modelo matemático.

Fórmula de representación.

Ecuaciones integrales de borde.

Ecuaciones discretizadas.

Solución de los SEL.

Interpretación de los resultados numéricos.

2.2 Historia del Método de Elementos de Contorno

Hoy d́ıa el MEC es una técnica numérica establecida en los métodos numéricos y sus

aplicaciones ingenieriles. La idea central de este método es transformar la EDP original, o

sistema de EDP que definen un problema f́ısico dado, en una ecuación integral equivalente (o

sistema) mediante la segunda identidad de Green correspondiente y su solución fundamental,

es decir, la fórmula de representación integral de Green. De esta manera, es suficiente con

que algunas o todas las funciones incógnitas y sus derivadas estén definidas en la frontera

Γ del dominio Ω.

La idea de resolver problemas potenciales transformando la ecuación diferencial en una

ecuación integral de frontera se remonta a los trabajos iniciales de Green [39], en los que se

introdujo la función de Green para formular una representación integral de la solución de

problemas de contorno de Dirichlet y Neumann para la ecuación de Laplace. Sin embargo,

fue Fredholm quien en el siglo XX usó las ecuaciones integrales singulares de frontera para

encontrar soluciones sobre una frontera para problemas potenciales [40].

Debido a la imposibilidad práctica de resolver ecuaciones integrales de frontera singu-

lares, estas ideas se limitaron a probar teoremas de existencia de soluciones de ecuaciones

diferenciales. No fue sino hasta el desarrollo de la computación moderna con los trabajos de
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Jaswon [41], Symm [42] y Jaswon y Ponter [43], en los cuales se desarrolló e implementó una

técnica numérica para resolver ecuaciones integrales de frontera en problemas potenciales y

el problema clásico de torsión, que se resolvió en un problema con condiciones de Neumann

para la ecuación de Laplace.

Numerosas trabajos sobre soluciones con MEC para problemas potenciales han sido

publicados en las últimas décadas. Los libros de Jaswon y Symm [44] y Gipson [45] tienen

un detallado estudio del método de ecuaciones integrales de frontera. Aplicaciones del MEC

a problemas potenciales pueden hallarse en Brebbia y Dominguez [46].

Hacia fines de 1980, numerosas publicaciones sobre el MEC aparećıan en la literatura

cient́ıfica con aplicaciones a distintas areas de las ingenieŕıas: estática y dinámica, problemas

de elasticidad lineal y no-lineal, problemas de elastodinámica, dinámica de fluidos, fluidos

en medios porosos, ingenieŕıa de ondas y terremotos, geomecánica e ingenieŕıa de cimien-

tos, viscoelasticidad, interacción suelo-estructura, interacción fluido-estructura, mecánica

de fracturas, electricidad y electromagnetismo, conducción de calor, acústica, aerodinámi-

ca, corrosión, optimización, entre otras.

Desde la primera conferencia internacional del MEC organizada por Brebbia en 1978, pe-

riódicamente se presentan los principales resultados conocidos sobre los enfoques del método

aplicados a problemas potenciales, formulaciones, implementaciones numéricas, programa-

ción y aplicaciones a problemas de mediana y gran escala. Actualmente, la International

Association for Boundary Element Methods (IABEM) y el Wessex Institute of Techno-

logy (WIT), Inglaterra, Reino Unido, publican la serie de la International Conference on

Boundary Elements and other Mesh Reduction Methods (BEM/MRM) y el Journal of En-

gineering Analysis with Boundary Elements.

2.3 Desarrollo del Método de Elementos de Contorno directo

y problemas de contorno

El aumento del número de aplicaciones del MEC se ha visto obstaculizado por la necesi-

dad de operar con soluciones fundamentales relativamente complejas o por las dificultades
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encontradas cuando estas soluciones no pueden expresarse en una forma cerrada. En la

formulación MEC de este tipo de problemas, es común usar una representación integral

basada en una EDP con una expresión conocida de la solución fundamental y los términos

restantes de la ecuación original. Se sabe que en estos casos el MEC está en desventaja en

comparación con los clásicos esquemas de dominio, como el MEF o el MVF.

2.3.1 Ecuaciones integrales

Las ecuaciones integrales son una herramienta importante para la modelización, for-

mulación y resolución de problemas cient́ıficos. Una ecuación integral es una ecuación que

contiene una o varias funciones incógnitas bajo el signo integral. En R
2 y R

3 pueden definirse

como

α(x)u(x) +

∫

Γ
K(x,y) u(y) dΓy = f(x), x ∈ Γ, (2.9)

donde u es la función incógnita, K(x,y) es un núcleo conocido y α, f son funciones dadas

para x,y ∈ Γ. Las siguientes ecuaciones son ecuaciones integrales:

∫

Γ
K(x,y) u(y) dΓy = f(x), x ∈ Γ, (2.10)

u(x) =

∫

Γ
K(x,y) u(y) dΓy + g(x), x ∈ Γ. (2.11)

La ecuación (2.10) se conoce como ecuación lineal de Fredholm de primer tipo y la ecuación

(2.11) se conoce como ecuación lineal de Fredholm de segundo tipo. Si el ĺımite de la integral

es fijo, se denomina ecuación integral de tipo Fredholm y si uno de los ĺımites es variable,

se denomina ecuación integral de tipo Volterra.

El núcleo K(x,y) determina la caracteŕıstica de la ecuación integral, por ejemplo en el

caso que

K(x,y) =
1

‖x − y‖ , (2.12)

las integrales en (2.10) y (2.11) son singulares cuando x ∈ Γ, y estas ecuaciones son llamadas

ecuaciones integrales singulares.
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2.3.2 La solución fundamental

Las soluciones fundamentales son una parte importante de las formulaciones de EIB.

Generalmente, sin estas soluciones expĺıcitas no podemos transformar una EDP en una EIB.

Estas soluciones se conocen en la mayoŕıa de los problemas lineales, sin embargo, dependen

de una fuente distinta (fuente de calor, de fuerza, de carga, otras) para diferentes problemas.

Entender el comportamiento de estas soluciones fundamentales para un problema particular

es importante para comprender el desarrollo del MEC. En esta tesis abordaremos el caso

del problema de Poisson.

Consideremos una fuente puntual x ∈ Ω ⊂ R
2 cuya densidad en el punto ξ ∈ Ω se

expresa matemáticamente por la distribución delta de Dirac

b(x) = δ(x − ξ). (2.13)

Entonces, el potencial u∗ = u∗(x, ξ) en el punto ξ puede expresarse como

∇2u∗ = δ(x − ξ). (2.14)

Una solución particular de la ecuación (2.14) se conoce como una solución fundamental del

potencial (2.3).

En el caso bidimensional, reescribiendo esta ecuación en coordenadas polares con centro

en x, el operador laplaciano se transforma en

1

r

d

dr

(
r
du∗

dr

)
= δ(x − ξ), (2.15)

donde r = ‖x − ξ‖ es la distancia euclidea. Como el término de la derecha en la ecuación

(2.15) se anula en todo el plano salvo cuando r = 0, resulta

1

r

d

dr

(
r
du∗

dr

)
= 0, r > 0. (2.16)

Integrando dos veces resulta

u∗ = a ln r + b, r > 0, (2.17)
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siendo a, b constantes a determinar. Tomando b = 0 y considerando un dominio circular Ωρ

de radio r = ρ con centro en ξ como en la Figura 2.2 y aplicando la segunda identidad de

Green se obtiene que, en el caso 2D, a = 1
2π y, por tanto la solución fundamental tiene la

forma

u∗(x, ξ) =
1

2π
ln(r). (2.18)

Debido a la simetŕıa axial ∂u∗

∂n = ∂u∗

∂r , la derivada normal viene dada por

q∗(x, ξ) :=
∂u∗

∂n
(x, ξ) =

1

2π

1

r

∂r

∂n
. (2.19)

Esta solución fundamental (2.18) es conocida en la literatura como función de Green.

Ωρ

ξ

x

n

ρ = r

Figura 2.2: Dominio circular Ωρ con fuente ξ como centro.

2.3.3 El MEC directo para la ecuación de Laplace

En la formulación del MEC directo, los valores de la función y su derivada normal sobre

Γ juegan el papel de las densidades fuentes para generar u sobre Ω. Consideremos la ecuación

de Laplace con condiciones de borde mixtas





∇2u(x) = 0, x ∈ Ω, (2.20a)

u(x) = f(x), x ∈ Γ1, (2.20b)

∂u(x)

∂n
= g(x), x ∈ Γ2, (2.20c)
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donde Γ1 ∪ Γ2 = Γ y Γ1 ∩ Γ2 = ∅. La condición (2.20b) se conoce como esencial y (2.20c)

como natural. Aplicando la segunda identidad de Green para las funciones u y u∗ que

satisfacen las ecuaciones (2.20a) y (2.14) respectivamente, y asumiendo que la fuente está

colocada en ξ, resulta

−
∫

Ω
u (x) δ(x − ξ) dΩx =

∮

Γ

[
u∗ (y, ξ)

∂u(y)

∂n
− u(y)

∂u∗(y, ξ)

∂n

]
dΓy, (2.21)

o bien,

u (ξ) = −
∮

Γ

[
u∗ (y, ξ)

∂u(y)

∂n
− u(y)

∂u∗(y, ξ)

∂n

]
dΓy, (2.22)

donde los sub́ındices de los diferenciales dΩx y dΓy indican las variables respecto a las cuales

se integra.

Esta fórmula se conoce como representación integral de Green para la ecuación de La-

place, la cual provee el valor exacto de la solución u de (2.20a-2.20c) en el punto ξ interior

al dominio Ω, conociendo las valores de u y de su derivada normal ∂u/∂n sobre Γ y siendo

u∗ la solución fundamental descripta anteriormente.

Para obtener una EIB de u para puntos sobre la frontera Γ, hay que hacer tender un

punto interior hacia la frontera. En la Figura 2.3 consideramos el caso general donde la

frontera no es suave y P es el punto de la esquina del dominio.

A
B

θ2

θ1

P

ρ

ΓAB
Γ

Ωρ

Ω
∗

ρ

Figura 2.3: Geometŕıa en puntos esquinas de una frontera no suave.
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Sea el dominio Ω∗ = Ω − Ωρ que resulta de quitar una sección circular centrada en P

de radio ρ con frontera en las curvas PA y PB y el arco circular Γρ (notaremos ΓAB a la

unión de las curvas PA y PB). El ángulo α entre las tangentes de la frontera a P satisface

ĺım
ρ→0

(θ1 − θ2) = α. (2.23)

Aplicando la segunda identidad de Green a las funciones u y u∗ que satisfacen las

ecuaciones (2.20a) y (2.14) respectivamente, como en la ecuación (2.21) obtenemos

0 =

∫

Γ−ΓAB

[
u∗ ∂u
∂n

− u
∂u∗

∂n

]
dΓ +

∫

Γρ

[
u∗ ∂u
∂n

− u
∂u∗

∂n

]
dΓ, (2.24)

puesto que ξ es un punto exterior al dominio Ω∗ donde δ(x − ξ) = 0.

Tomando ĺımite cuando ρ → 0, la primera integral de (2.24) resulta

ĺım
ρ→0

∫

Γ−ΓAB

[
u∗ ∂u
∂n

− u
∂u∗

∂n

]
dΓ =

∮

Γ

[
u∗ ∂u
∂n

− u
∂u∗

∂n

]
dΓ. (2.25)

La segunda resulta

∫

Γρ

[
u∗ ∂u
∂n

− u
∂u∗

∂n

]
dΓ =

∫

Γρ

1

2π

∂u

∂n
ln(r) ds−

∫

Γρ

1

2π
u
cosφ

r
ds = I1 + I2, (2.26)

donde φ es el ángulo entre r y n (ver Figura 2.2).

Para el arco circular Γρ, resulta r = ρ y ds = (−ρ)dθ, y por el teorema del valor medio

integral, el valor de la integral es el valor de su integrando en algún punto x∗ por la longitud

del intervalo. Por ende, I1 en (2.26) queda de la forma

I1 =

∫

Γρ

1

2π

∂u

∂n
ln(r) ds =

∫ θ2

θ1

1

2π

∂u

∂n
ρ ln(ρ)(−dθ) =

1

2π

[
∂u

∂n

]

x=x∗

ρ ln(ρ)(θ2 −θ1). (2.27)

Por lo tanto, ĺımρ→0 I1 = 0.

Análogamente, la integral I2 en (2.26) queda de la forma

I2 = −
∫

Γρ

1

2π
u
cosφ

r
ds = −

∫ θ2

θ1

1

2π
u

(−1)

ρ
ρ (−dθ) = − 1

2π
[u]x∗∗ (θ1 − θ2). (2.28)

para algún punto x∗∗. Por lo tanto, ĺımρ→0 I2 = α
2πu(ξ), con ξ ∈ Γ.

Usando las ecuaciones (2.25) y (2.26), y tomando en cuenta I1 y I2 cuando ρ → 0, la
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ecuación (2.24) resulta

α

2π
u(ξ) = −

∮

Γ

[
u∗ (y, ξ)

∂u(y)

∂n
− u(y)

∂u∗(y, ξ)

∂n

]
dΓy. (2.29)

Esta fórmula es la representación integral de la solución del Laplace en puntos ξ ∈ Γ

cuando la frontera no es suave (tiene esquinas). En el caso de una frontera suave, resulta

α = π y la ecuación (2.29) anterior se transforma en

1

2
u(ξ) = −

∮

Γ

[
u∗ (y, ξ)

∂u(y)

∂n
− u(y)

u∗(y, ξ)

∂n

]
dΓy. (2.30)

Cuando el punto de colocación ξ es exterior a Ω y con la segunda identidad de Green

0 = −
∮

Γ

[
u∗ (y, ξ)

∂u(y)

∂n
− u(y)

u∗(y, ξ)

∂n

]
dΓy. (2.31)

Las ecuaciones (2.22), (2.30) y (2.31) pueden combinarse en una sola ecuación integral

c(ξ)u(ξ) = −
∮

Γ

[
u∗ (y, ξ)

∂u(y)

∂n
− u(y)

u∗(y, ξ)

∂n

]
dΓy. (2.32)

donde el factor c(ξ), conocido como coeficiente libre, toma el valor

c(ξ) =






1 ξ interior a Ω,

α
2π ξ ∈ Γ = ∂Ω,

0 ξ exterior a Ω,

(2.33)

siendo α = π cuando Γ es suave.

La ecuación (2.30) puede mirarse como una ecuación integral sobre Γ, y se conoce como

una ecuación integral de frontera. Esta representación fue usada por Fredholm en [40].

Asumiendo que la frontera Γ es suave, podemos describir la ecuación integral de frontera

en el problema mixto (2.20a-2.20c) como

1

2
f(ξ) = −

∮

Γ

[
u∗ (y, ξ)

∂u(y)

∂n
− f(y)

∂u∗(y, ξ)

∂n

]
dΓy sobre Γ1, (2.34)

1

2
u(ξ) = −

∮

Γ

[
u∗ (y, ξ) g(y) − u(y)

∂u∗(y, ξ)

∂n

]
dΓy sobre Γ2, (2.35)

siendo f conocida en (2.34) (desconocida ∂u
∂n) sobre Γ1 y g conocida en (2.35) (desconocida

u) sobre Γ2.
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2.3.4 El MEC directo para la ecuación de Poisson

En este caso buscamos la formulación del MEC directo para generar la solución u en Ω

gobernada por la ecuación de Poisson con condiciones de borde mixtas






∇2u(x) = b(x), x ∈ Ω, (2.36a)

u(x) = f(x), x ∈ Γ1, (2.36b)

∂u(x)

∂n
= g(x), x ∈ Γ2, (2.36c)

siendo b una función conocida, f y g datos conocidos y Γ1 ∪ Γ2 = Γ y Γ1 ∩ Γ2 = ∅.

Aplicando la segunda identidad de Green a las funciones u y u∗ que satisfacen las

ecuaciones (2.36a) y (2.14) respectivamente, y asumiendo que la fuente está colocada en ξ,

c(ξ)u(ξ) =

∫

Ω
u∗ (x, ξ) b(x) dΩx −

∮

Γ

[
u∗ (y, ξ)

∂u(y)

∂n
− u(y)

u∗(y, ξ)

∂n

]
dΓy. (2.37)

Su correspondiente ecuación integral de frontera para fronteras suaves es

1

2
u(ξ) =

∫

Ω
u∗ (x, ξ) b(x) dΩx −

∮

Γ

[
u∗ (y, ξ)

∂u(y)

∂n
− u(y)

u∗(y, ξ)

∂n

]
dΓy, (2.38)

donde vemos que integrando sobre Ω no introduce nuevas incógnitas y necesitamos calcular

integrales sobre el dominio de u∗ y u, además de las integrales sobre la frontera Γ.

2.4 Implementación numérica del MEC

En aplicaciones ingenieriles reales, encontrar una solución anaĺıtica como respuesta a un

modelo f́ısico es prácticamente imposible por la complejidad del problema. Sin embargo, se

puede construir una solución numérica haciendo uso del MEC.

Consideremos un dominio abierto y conexo Ω ⊂ R
2 con frontera Γ. La idea central del

MEC consiste en discretizar la frontera Γ en un número finito de elementos, no necesaria-

mente iguales, que llamamos elementos de frontera o de contorno. Sobre estos elementos se

realiza la aproximación del campo desconocido en la frontera y la aproximación de la geo-

metŕıa de la frontera, dependiendo de qué tipo de elementos se utilicen: constantes, lineales,

cuadráticos o de mayor orden. En cada elemento distinguimos los puntos extremos y los
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puntos nodales, es sobre estos últimos donde se evalúa la incógnita sobre la frontera.

En la Figura 2.4 (izq.) puede observarse el caso del elemento constante, donde el punto

nodal se ubica en el punto medio del segmento que conecta los puntos extremos y el valor

sobre la frontera es igual al valor en el punto nodal. Para los elementos lineales de la Figura

2.4 (centro), estos son segmentos que tienen los extremos en los puntos nodales y se asume

que el valor sobre la frontera vaŕıa linealmente entre los valores sobre los puntos nodales.

Finalmente, para los elementos cuadráticos de la Figura 2.4 (der.) la sección de frontera es

aproximada por un arco de parábola y el elemento tiene tres puntos nodales, dos de estos

en los extremos y el tercero en el punto medio del arco de parábola.

Ω

Γ

Punto Nodal

Nodos

Elemento constante

Punto extremo
Punto extremo

Ω

Ω

Γ
Nodos

Elemento lineal

Nodo extremo

Nodo extremo

Ω

Γ
Nodos

Elemento cuadrático

Nodo extremo
Nodo extremo

Punto medio nodal

Figura 2.4: Algunos tipos del elementos el Método de Elementos de Contorno: constantes
(izq.), lineales (centro) y cuadráticos (der.).

Luego, en el procedimiento del MEC, se aplica la ecuación integral discretizada a puntos

nodales dentro de cada elemento, donde se conocen los valores del potencial y su derivada

normal. Las integrales sobre cada elemento de frontera se calculan usando una cuadratura

numérica adecuada.

Posteriormente, imponiendo las condiciones de borde del problema, se obtiene un sistema

de ecuaciones lineales algebraico que se resuelve usando métodos directos o bien métodos

iterativos dependiento de las caracteŕıstas del sistema obtenido. La solución de este SEL

genera los demás valores de u y ∂u/∂n sobre la frontera mediante un álgebra matricial.

Finalmente, es posible calcular la aproximación de u y sus derivadas parciales ∂u/∂x y

∂u/∂y en puntos interiores del dominio Ω debido a la continuidad de la solución fundamental

u∗ y sus derivadas como funciones de x e y en la frontera. Se puede derivar directamente

bajo el signo integral en la ecuación (2.32) tomando c(ξ) = 1.
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2.4.1 El MEC para el caso de elementos constantes

Consideremos que la frontera Γ = Γ1 ∪ Γ2 en un problema de Laplace con condiciones

de borde mixta es discretizada en N = N1 +N2 puntos frontera como en la Figura 2.5.

Ω

Γ1 Γ2

Nodos frontera (N2)

Nodos frontera (N1)

Nodos interiores (L)

Figura 2.5: Discretización del dominio Ω con nodos internos y fronteras en el MEC.

La ecuación (2.30) aplicada en ξ se discretiza de la forma

1

2
ui = −

N∑

j=1

∫

Γj

u∗ (y, ξi) q(y) dΓy +
N∑

j=1

∫

Γj

u(y)q∗(y, ξi) dΓy, (2.39)

donde q = ∂u
∂n , q∗ = ∂u∗

∂n es la derivada normal de la solución fundamental u∗, Γj es el

segmento que contiene al punto nodal j-ésimo y ξi es el punto nodal del i-ésimo elemento.

Si consideramos elementos constantes y denotamos uj y qj los valores de u y q (constan-

tes) sobre el elemento j-ésimo Γj respectivamente, la ecuación (2.39) puede notarse como

−1

2
ui +

N∑

j=1

uj

(∫

Γj

q∗(y, ξi) dΓy

)
=

N∑

j=1

qj

(∫

Γj

u∗ (y, ξi) dΓy

)
. (2.40)

Los coeficientes en las integrales de las sumatorias anteriores son conocidos como coefi-

cientes de influencia dado que expresan la contribución de los valores nodales uj y qj para
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determinar el valor 1
2ui. Estos coeficientes denotados hij y gij tienen la forma





ĥij =

∫

Γj

q∗(y, ξi) dΓy, (2.41a)

gij =

∫

Γj

u∗(y, ξi) dΓy, (2.41b)

donde el punto ξi es el punto de colocación y y vaŕıa sobre el elemento j-ésimo.

2.4.2 Resolución numérica de las integrales de ĺınea y de dominio

Las integrales de linea (2.41a) y (2.41b) se evalúan numéricamente usando la cuadra-

tura Gaussiana o algún otro método de integración (regla del Trapecio, regla de Simpson,

fórmula de Newton-Cotes). La ventaja reside en la exactitud de estos métodos numéricos

para aproximar estas integrales debido a que calcularlas con lenguajes simbólicos como Mat-

hematica o Maple seŕıa muy costoso computacionalmente. El éxito del MEC depende de

calcular integrales de ĺınea y de dominio en forma eficiente y exacta.

La integración numérica Gaussiana, se calcula sobre el intervalo ξ ∈ [−1, 1] como

I =

∫ 1

−1
f(ξ) dξ ≈

n∑

k=1

wk f(ξk) (2.42)

donde ξk, k = 1, . . . , n son los puntos de integración de Gauss o directamente puntos de

Gauss (no necesariamente equidistantes), n es la cantidad de estos puntos, y wk, k = 1, . . . , n

son los pesos de la cuadratura Gaussiana de orden n. En la cuadratura gaussiana se busca

que la fórmula (2.42) sea exacta para los polinomios de grado menor o igual que mn,

1, x, x2, . . . , xmn . Es decir, la igualdad de la fórmula anterior da lugar a mn + 1 ecuaciones

con 2n incógnitas, los pesos wk y los puntos de Gauss ξk para un valor fijo de n. De donde

para obtener un sistema cuadrado mn = 2n− 1. Por tanto, (2.42) debe ser exacta para los

polinomios de grado menor o igual a 2n − 1 para tener mayor precisión en la integración.

Usando las expresiones de los polinomios de Legendre las abscisas ξk quedan determinadas

por las ráıces de dichos polinomios y además se tienen fórmulas exactas para los pesos

wk y el error de cuadratura. En adelante la llamaremos cuadratura de Gauss-Legendre o

directamente integración de Gauss a este método sin pérdida de generalidad.

En el caso del cálculo de las integrales de ĺınea en el MEC se distinguen dos casos. Cuando
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i 6= j, es decir, cuando el punto fuente y el punto del campo no coinciden, la cuadratura

Gaussiana es el método indicado para el cálculo de ĥij y gij. En el caso que i = j, debido a la

singularidad de la solución fundamental, es recomendable usar otras reglas de integración de

mayor orden o bien fórmulas de cuadratura especialmente desarrolladas como la logaŕıtmica.

La extensión natural de esta cuadratura a 2D o 3D sobre distintos tipos de dominio

puede consultarse en [46, 47].

Para el caso de un problema de Poisson, la ecuación (2.38) discretizada aplicada en ξ es

1

2
ui =

∫

Ω
u∗ (x, ξi) b(x) dΩx −

N∑

j=1

∫

Γj

u∗ (y, ξi) q(y) dΓy +
N∑

j=1

∫

Γj

u(y)q∗(y, ξi) dΓy. (2.43)

En este caso, el dominio Ω es subdividido en celdas (triangulares o rectangulares) y sobre

cada una se calculan numéricamente las integrales de dominio por cuadratura Gaussiana.

2.4.3 Resolución numérica del SEL global en el MEC

Usando la notación de (2.41a) y (2.41b) en la ecuación (2.39), la forma discretizada de

la solución u sobre Γ obtenida es

−1

2
ui +

N∑

j=1

ĥij uj =
N∑

j=1

gij qj. (2.44)

Llamando hij = ĥij − 1
2δij , siendo δij la delta de Kronecker, podemos reescribir la

ecuación (2.44) como
N∑

j=1

hij uj =
N∑

j=1

gij qj. (2.45)

Matricialmente, aplicando esta ecuación en los puntos de colocación ξi con i = 1, . . . , N ,

siendo N = N1 +N2 sobre la frontera Γ = Γ1 ∪ Γ2, resulta el SEL N ×N de la forma

Hu = Gq, (2.46)

donde H,G ∈ R
N×N , y u,q ∈ R

N×1. Esta ecuación es la base del desarrollo del MEC. En

la Figura 2.6 se puede observar una representación esquemática de las matrices H y G y

los vectores u y q.
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H u qG=

Figura 2.6: Esquema matricial en el MEC de la ecuación (2.46).

La ecuación (2.46) tiene (N − N1) valores incógnitas de u sobre Γ2 y (N −N2) valores

incógnitas de q sobre Γ1. Particionando las matrices H y G como

[ H11 H12 ]




f1

u2


 = [ G11 G12 ]




q1

g2


 , (2.47)

donde f1 y g2 representan los valores datos conocidos sobre Γ1 y Γ2 respectivamente, y u2

y q1 representan las incógnitas podemos reacomodar este sistema algebraico como

Ax = b, (2.48)

donde A = [ H12 −G11 ], x =




u2

q1


 y b = [ −H11 f1 + G12 g2 ]. Este SEL lleno se

resuelve numéricamente por un método directo.

Conociendo todos los valores de u y q sobre Γ podemos calcular la solución u en puntos

interiores de Ω usando la ecuación (2.32) con c(ξ) = 1. En ese caso, la discretización de la

solución se obtiene de la fórmula

ui =
N∑

j=1

ĥij uj −
N∑

j=1

gij qj. (2.49)

También podemos calcular q en puntos interiores de Ω usando la ecuación (2.32) con

c(ξ) = 1 debido a que la solución fundamental y sus derivadas son continuas y, a la vez,

podemos derivar las integrales sobre Γ.
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2.5 El Método de Reciprocidad Dual

A comienzos del desarrollo del MEC, la evaluación de las integrales de dominio se realizó

mediante integración por celdas, como se mencionó en 2.4.2. Se trata de una técnica que,

aunque efectiva y general, hizo que el enfoque fuera demasiado costoso computacionalmen-

te, debido a las sucesivas integraciones en cada celda requerida para cada uno de los puntos

de colocación de la superficie. Para abordar esto, se han desarrollado en la literatura varios

métodos para llevar las integrales de dominio a la frontera y aśı eliminar la necesidad de las

celdas internas. Uno de los métodos más populares hasta la fecha es el MRD (Dual Recipro-

city Method (DRM)) introducido por Nardini y Brebbia [4, 5] hacia mediados de los 80. Su

idea principal reside en que no es necesario una nueva solución particular en cada problema

que se considera. Otro método conocido es la Técnica de Integrales Particulares, (Particular

Integrals Technique) introducida por Ahmad y Banerjee [48], que también transforma inte-

grales de dominio en integrales de contorno. Katsikadelis introdujo el Método de la Ecuación

Análoga (Analog Equation Method) para abordar problemas de EDP no-lineales estáticos

y problemas lineales dinámicos en mecánica del continuo, aśı como también sistemas [49].

En el MRD, las densidades desconocidas u de las correspondientes integrales de dominio

se interpolan mediante un esquema de FBR. Aśı, aplicando la segunda identidad de Green

a una integral de convolución de una solución particular y la solución fundamental, las in-

tegrales de dominio se convierten en integrales de frontera equivalentes. Muchos problemas

han sido resueltos exitosamente con este método, por ejemplo, en [50]. Sin embargo, el enfo-

que del MRD tiene las mismas limitaciones computacionales que el esquema de integración

por celdas, ya que se obtienen sistemas matriciales muy grandes y llenos. La aproximación

del MRD es un enfoque alternativo para evaluar las integrales de dominio definiendo inter-

polaciones globales de dominio y solo evaluando integrales de frontera, pero sigue siendo un

esquema de integración de dominios.
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2.5.1 El MRD para la ecuación de Poisson

Consideremos la ecuación de Poisson

∇2u(x) = b(x), x ∈ Ω ∪ Γ, (2.50)

donde la fuente b = b(x) es un dato conocido. La representación integral de la solución de

la ecuación (2.50) viene dada por (2.37) y para mantener el carácter de contorno del MEC

es necesario convertir las integrales de dominio de la formulación en integrales de contorno.

Sabemos que la solución de la ecuación (2.50) puede ser expresada como la suma de una

solución de la parte homogénea y una solución particular û tal que

∇2û(x) = b(x), x ∈ Ω ∪ Γ. (2.51)

Como es necesario proveer una solución particular û y sus derivadas normales, tarea que

puede ser no trivial, la idea del MRD consiste en usar una serie de soluciones particulares

ûj obtenidas de una aproximación de la fuente b. La cantidad de funciones aproximantes ûj

a usar es igual al número total de nodos del problema en estudio, que consisten en L nodos

internos y N nodos sobre la frontera. Ver Figura 2.5.

En el MRD la fuente b toma la totalidad de los nodos y es aproximada de la forma

b ≈
N+L∑

j=1

αjϕj , (2.52)

donde αj son coeficientes a determinar y ϕj las funciones aproximantes. Las soluciones

particulares ûj son obtenidas a partir de la ecuación

∇2ûj = ϕj , j = 1, . . . , N + L. (2.53)

Las funciones ϕj son independientes geométricamente y al sustituir la ecuación (2.53) en

(2.52) obtenemos

∇2u =
N+L∑

j=1

αj
(
∇2ûj

)
, (2.54)

es decir, la fuente b es sustituida por una combinación lineal de operadores laplacianos que

operan sobre soluciones particulares.
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La ecuación (2.37) se transforma entonces en

c(ξ)u(ξ) =

∫

Ω
u∗b dΩy −

∮

Γ

[
u∗ ∂u
∂n

− u
∂u∗

∂n

]
dΓy (2.55)

=
N+L∑

j=1

αj

(∫

Ω
u∗∇2ûj

)
dΩy −

∮

Γ

[
u∗ ∂u
∂n

− u
∂u∗

∂n

]
dΓy, (2.56)

y aplicando la segunda identidad de Green se transforma en

∫

Ω

(
u∗∇2ûj − ûj∇2u∗

)
dΩy =

∮

Γ

(
u∗∂ûj
∂n

− ûj
∂u∗

∂n

)
dΓy. (2.57)

Usando la solución fundamental del laplaciano u∗ como potencial auxiliar, se obtienen

las integrales de frontera en términos de los coeficientes de interpolación αj

c(ξ)u(ξ) +

∮

Γ
u∗qdΓy −

∮

Γ
uq∗dΓy =

N+L∑

j=1

αj

(
c(ξ)ûj(ξ) +

∮

Γ
u∗q̂jdΓy −

∮

Γ
ûjq

∗dΓy

)
(2.58)

donde q = ∂u
∂n , q∗ = ∂u∗

∂n y q̂j =
∂ûj

∂n . Notemos que ahora solo contamos con términos con

integrales de contorno. Esta técnica se conoce con el nombre de MRD.

Tomando ξ = ξi ∈ Ω ∪ Γ, la forma discretizada de la (2.58) es

ciui +
N∑

k=1

∫

Γk

u∗qdΓy −
N∑

k=1

∫

Γk

uq∗dΓy =
N+L∑

j=1

αj

(
ciûij +

N∑

k=1

∫

Γk

u∗q̂jdΓy −
N∑

k=1

∮

Γ
ûjq

∗dΓy

)
,(2.59)

donde ûij es el valor de la solución particular ûj en ξ, esto es ûij = ûj(ξi).

Llamando Hik y Gik a los coeficientes de influencia provenientes de las integraciones de

u∗ y q∗ en los elementos de contorno y de las funciones ûj y q̂j en (2.59), tenemos

ciui +
N∑

k=1

Gikqk −
N∑

k=1

Ĥikuk =
N+L∑

j=1

αj

(
ciûij +

N∑

k=1

Gik q̂k −
N∑

k=1

Ĥikûk

)
. (2.60)

Matricialmente, aplicando la ecuación (2.60) en los puntos de colocación ξi con i =

1, . . . , N sobre la frontera Γ, resulta el SEL N ×N de la forma

Hu − Gq =
N+L∑

j=1

αj
(
Huj − Gqj

)
, (2.61)

donde los coeficientes ci fueron incorporados en la diagonal de H. Para el caso de elementos

constantes, los elementos de las matrices H y G están dadas por las ecuaciones (2.41a) y

(2.41b). Considerando uj y qj como columnas de las matrices U y Q, reescribimos (2.61)
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Hu − Gq = (HU − GQ)α. (2.62)

Esta ecuación es la base del desarrollo del MRD.

En la Figura 2.7 se puede observar una representación esquemática de las matrices en el

MRD. Este es un método de frontera en el sentido de que sólo se realizan discretizaciones

de frontera, mientras que los nodos interiores sólo son necesarios cuando se necesita evaluar

la solución u en esos puntos.

H u qG H G
α

U Q- = -

Figura 2.7: Esquema matricial en el MRD de la ecuación (2.62).

Como en el caso de la ecuación de Poisson, la fuente b es conocida, entonces podemos

calcular el vector α haciendo la colocación de (2.52) en los N +L nodos. Obtenemos el SEL

Φα = b, (2.63)

donde Φ = [ϕj(xi)] para i = 1, . . . , N + L es la matriz de interpolación y b = [b(xi)].

Posteriormente, aplicando las condiciones de frontera (2.36b) y (2.36c) a la expresión

(2,62), esta se transforma algebraicamente en otro SEL a resolver

Av = w, (2.64)

donde el vector v contiene N valores de frontera de u y q.

Una vez conocidos los valores nodales de u y q sobre la frontera, calculamos los valores

en cualquier nodo interior del dominio usando la ecuación (2.60) con ci = 1, donde las

matrices
[
Ĥik

]
y [Gik] son evaluadas en los puntos interiores donde se desea conocer la

solución. Matricialmente,

Ĥu − Iû − Ĝq =
(
ĤU − ĜQ

)
α − Ûα, (2.65)

donde el śımbolo circunflejo refiere a los nodos interiores, I ∈ R
L×L es la matriz identidad,

Ĥ, Ĝ ∈ R
L×N , U,Q ∈ R

N×(N+L) y Û ∈ R
L×(N+L).
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2.5.2 Tipos de interpolantes: las Funciones de Base Radial

Una parte del éxito del MRD depende de la elección de las funciones interpolantes {ϕj}

que aproximen la fuente b, como se muestra en la ecuación (2.52). Las funciones tradicionales

fueron en su mayoŕıa funciones de coordenadas (polinómicas y trigonométricas), que son

costosas computacionalmente cuando se tratan problemas de dimensión alta debido a su

dependencia lineal en geometŕıas complejas. En cambio, las FBR se construyen en términos

de una variable unidimensional, la distancia r, independientemente de la dimensión del

problema y tienen ventaja sobre las funciones de base polinómicas tradicionales.

La metodoloǵıa de usar FBR como funciones base para interpolar datos dispersos fue

introducida por Hardy para interpolar superficies geodésicas en 2D [51] y luego los trabajos

de Golberg [52] y Partridge [53] introdujeron estas funciones al MEC.

Una función ϕ : Rd → R se dice función de base radial o radial si existe una función

φ : [0,∞) → R tal que

ϕ (x) = φ(r), r = ‖x‖, (2.66)

donde ‖.‖ es la norma euclideana u otra norma en R
d. En particular, cuando la función

radial depende de la distancia a un centro xj ∈ R
d, llamado centro de la FBR, notamos

ϕj (x) = φ(r), r = ‖x − xj‖. (2.67)

Las ventajas de la interpolación con FBR reside en que, además de la flexibilidad respecto

a la geometŕıa del dominio del problema, son fáciles de implementar computacionalmente

en d-dimensiones, tienen exactitud espectral, convergencia exponencial y generan soluciones

continuamente diferenciables. Muchas de estas funciones han sido reportadas en la literatura

desde su aparición, como en [1], [2] y [3].

Algunas FBR dependen de un parámetro ε > 0 conocido como parámetro de forma. La

experiencia ha demostrado que, cuando este parámetro tiende a cero, la convergencia mejora

hasta cierto valor donde se desestabiliza numéricamente debido al mal condicionamiento del

problema. Varios métodos han sido desarrollados para encontrar el parámetro óptimo. Otros

métodos logran estabilizar el error de la interpolación. Desarrollaremos esto en el Cap. 4.
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2.5.3 Soluciones particulares de FBR para distintos operadores

Otra parte del éxito del MEC para resolver EDP depende de la habilidad de encontrar

soluciones particulares a distintos operadores diferenciales en una o varias dimensiones,

como el caso de la ecuación 2.53 para el operador laplaciano. Esto es, hallar una expresión

de una solución particular fijando una función en el lado derecho.

Las correspondientes soluciones particulares de las FBR para el MEC son conocidas en

forma cerrada en varios casos y también son fáciles de implementar computacionalmente.

Una revisión para el Laplaciano ∇2, el operador biarmónico ∇4, operadores tipo Helmholtz

∇2 ± λ y otros puede hallarse en [54, 55], donde se estudian fuentes FBR de tipo spline de

capa delgada (TPS) (Thin Polyharmonic Spline) y también de tipo monomiales rk para el

caso 2D y 3D.

La Tabla 2.1 muestra algunas soluciones particulares para el caso 2D para algunas FBR

que dependen y no dependen del parámetro de forma ε. Es sabido que algunas FBR deben

usarse en la interpolación con un polinomio para asegurar la convergencia [1], por tanto,

las soluciones particulares a estos polinomios deben ser incorporadas. Algunas soluciones

particulares FBR de tipo multicuádrica (MQ) (multiquadric) pueden encontrarse en [56]

junto a las soluciones de algunos polinomios.

FBR no dependiente de ε φ(r) Solución particular û

Polinómica 1 + r + r2 + · · · + rk 1
4r

2 + 1
9r

3 + · · · + 1
(2+k)

2
rk+2

Spline de capa delgada r2k log(r) 2r2k+2

(2k+2)3 [(k + 1) log(r) − 1]

FBR dependiente de ε φ(r, ε) Solución particular û

Gaussiana e−(εr)2
Consultar [57]

Multicuádrica
√

1 + (εr)2 1
9φ

3(r) + 1
3φ(r)ε2 − ε3

3 ln(ε+ φ(r))

Tabla 2.1: Soluciones particulares para algunas FBRs donde r = ‖x − xj‖ es la distancia al
centro de la FBR y ε es el parámetro de forma.
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En esta tesis usaremos interpolaciones locales con FBR Gaussianas φ(r) = e−(εr)2
. Las

soluciones particulares en forma cerrada para el operador laplaciano usando las Gaussianas

en el MEC no estaban disponibles debido a la dificultad de integración de estas. Los desa-

rrollos de herramientas computacionales simbólicas o numéricas como Matlab permitieron

sortear esta dificultad. Lamichhane y Chen en [57] establecieron formas cerradas expĺıcitas

de soluciones particulares para el operador Laplaciano con lado derecho Gaussianas en 2D

∇2û = e−(εr)2
, ∇2 =

1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
, (2.68)

haciendo uso de funciones especiales como la función integral exponencial Ei(r) y la función

error erf(r).
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Caṕıtulo 3

El Método Integral Local de

Frontera y Dominio

En este caṕıtulo presentamos algunos antecedentes de descomposición en multidominios

de métodos locales integrales entre los cuales desarrollamos el Método de Reciprocidad Dual

- Regular Local. Este método integral de descomposición de dominio tiene dos ventajas: por

un lado, las condiciones de contorno son impuestas al nivel de la interpolante local con

FBR y, por otro, las integrales calculadas son siempre regulares. También desarrollamos el

Método Intregal Local de Frontera y Dominio que, además de las ventajas anteriores, evita

el uso del MRD .

El caṕıtulo consta de tres secciones. En la primera, describimos antecedentes de des-

composición en multidominios de métodos locales integrales. En la segunda, desarrollamos

el MRD-RL y en la tercera, el MILFD.
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3.1 Antecedentes de descomposición en multidominios de

métodos locales integrales

3.1.1 Desarrollos del MEC en multidominios

Es sabido que el MEC tradicional corre en desventaja cuando es comparado con esque-

mas clásicos de dominios como el MDF o el MEF, por eso cuando se trabaja con el MEC

para PVC sobre grandes dominios, con o sin solución fundamental en su forma cerrada, se

utiliza con frecuencia la técnica de descomposición del dominio en la que el dominio original

Ω ⊂ R
2 abierto y conexo, se subdivide en subdominios abiertos y conexos Ωi de modo que

Ω =
N⋃

i=1

Ωi, (3.1)

donde Ωi ∩ Ωj = ∅ para i 6= j como se muestra en la Figura 3.1. Estrictamente, tomamos

clausura en la ecuación anterior para garantizar la igualdad. Sin embargo, la representación

de Ω como unión en (3.1) solo debe incluir las fronteras Γi de los subdominios Ωi que sean

interiores al dominio dado que a estos los consideramos abiertos y conexos (ĺıneas rojas en la

Figura 3.1). En este caso Γi define el contorno para calcular las intengrales de ĺınea (ĺıneas

de trazo azul en la Figura 3.1).

Γ

Γi

Ω

Ωi

Ωj Γj

Figura 3.1: Dominio global Ω en 2D subdividido en subdominios Ωi.
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En cada uno de estos subdominios se aplican las fórmulas de representación integral

y en los puntos de contacto (conocidas como interfaces) de los subdominios adyacentes se

imponen las condiciones comunes (conocidas como condiciones de macheo), para lo cual es

necesario definir computacionalmente conectividades de los subdominios y los elementos.

Una de las ventajas en el MEC en multidominios consiste en que la fórmula de represen-

tación integral de la EDP basada en la segunda identidad de Green es una representación

integral exacta de la EDP original en cada subregión de integración. Otra de las venta-

jas reside en que las matrices que aparecen en la formulación de un único dominio Ω son

matrices llenas, mientras que en el ensamblado de las matrices locales la formulación en

subdominios Ωi genera matrices bandas en bloques y ralas (en inglés sparse), con un bloque

para cada subregión de integración y con superposición entre bloques cuando sus respectivos

subdominios tienen una interfaz común (caso de Ωi y Ωj en la Figura 3.1).

Uno de estos desarrollos para un gran número de subdominios fue realizado por Po-

pov y Power en [6, 7], donde desarrollaron el Método de Reciprocidad Dual-Multidominio

(MRD-MD) (Dual Reciprocity Method - Multi Domain) cuyo enfoque está basado en des-

componer en una gran cantidad de subdominios utilizando, a la vez, el MRD para evaluar las

integrales en cada subdominio Ωi, reemplazando la integración celular. Esta técnica mostró

mejor convergencia y propiedades de aproximación que la aplicación del MRD global sobre

el dominio Ω. En este caso, la ecuación base del desarrollo del MRD (2.62) queda definida

en cada subdominio Ωi como

Hiu − Giq = (HiU − GiQ)α, i = 1, . . . , N. (3.2)

Sin embargo, uno de las desventajas del MRD es que requiere una serie de multiplicacio-

nes de matrices llenas y, en el caso de problemas no-lineales, un gran número de nodos para

la interpolación del término no-homogéneo. Florez, Power y Chejne en [58] y Florez y Power

en [59] mejoraron la performance del MRD para la solución numérica de las ecuaciones de

Navier-Stokes con el MEC a través de otra técnica de descomposición en multidominios.

Siguiendo esos resultados, el comportamiento del MRD-MD fue investigado por Portapila

y Power [8, 9], quienes implementaron FBR cuadráticas en los elementos de la frontera.
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3.1.2 Formulaciones locales del MEC

El aspecto más atractivo del enfoque del MEC en multidominios es el uso de la re-

presentación integral exacta de la ecuación diferencial, sin embargo, la eficiencia numérica

de este tipo de enfoques todav́ıa compite con esquemas numéricos de dominio clásico Ω.

Por esta razón, se han realizado importantes esfuerzos para mejorar este tipo de esquemas

tratándolas como MEC locales.

Estas variantes son atractivas para incrementar la eficiencia de los esquemas locales

del MEC dado que la fórmula de representación integral es aplicada internamente en cada

subdominio Ωi que está inmerso en un esténcil de interpolación Θi, el cual está formado por

puntos de la discretización del dominio Ω y de su frontera Γ (ver esquema de la discretización

en la Figura 2.5 del caṕıtulo anterior).

La continuidad del campo incógnita u se satisface por la continuidad de las funciones

interpolantes evitando la conectividad local entre subregiones o elementos necesarios para

forzar el macheo entre estos. Pueden usarse distintos tipos de interpolaciones, siendo las

más conocidas en la literatura cient́ıfica la aproximación polinomial del Método de Mı́nimos

Cuadrados (MMC) o la interpolación directa con FBR.

Cuando se compara las formulaciones del MEC local con variantes del MEC en multido-

minios, como el MRD-MD, una de las ventajas es que los integrandos de la representación

integral son regulares, dado que la colocación de los nodos es elegida en el interior del subdo-

minio de integración Ωi y no en su frontera Γi. Otro problema del MRD es que se obtienen

sistemas algebraicos provenientes de multiplicaciones de matrices llenas. Cuando se consi-

deran pocos puntos internos, el tiempo computacional es, en general, menor al necesario

para los esquemas de integración por celdas, pero sigue siendo costoso en comparación con

aproximaciones de dominio. Además, para mejorar la exactitud es necesario incrementar el

número de nodos internos en el dominio, pero mientras este aumenta la multiplicación del

conjunto de matrices llenas requiere un esfuerzo computacional mayor. Por otro lado, en

problemas complejos este método se ve limitado a valores chicos del término no homogéneo

o del número de Péclet como en el caso de la ecuación de convección-difusión.
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En el MILEF (Local Boundary Integral Element Methods (LBEM o LBIEM)) presen-

tado por Atluri y Zhu en [10] y Zhu, Zhang y Atluri en [11], y posteriormente en sus

aplicaciones en [60, 61], la solución sobre el dominio Ω es cubierta con esténciles locales de

interpolación Θi, donde una interpolación directa de la incógnita se utiliza para aproximar

la solución, y las condiciones de frontera del problema son impuestas en la formulación

integral local. En este tipo de algoritmo, los dominios de integración Ωi son fuertemente

solapados y definidos en cada uno de los esténciles de interpolación Θi, que también resultan

solapados. Los esquemas de interpolación local del MILEF reconocidos en la literatura son

el MMC y las FBR.

Otra variante del MEC local es el MRD-RL presentado por Caruso, Portapila y Power

en [15]. Este es un método local integral basado en el MRD que considera solamente in-

tegrales regulares. Además, en este método las condiciones de frontera son impuestas a la

interpolación local con FBR y no existe la necesidad de que las subregiones de integración

estén basadas en un mallado. Desarrollaremos este método en la siguiente sección 3.2.

3.2 El Método de Reciprocidad Dual-Regular Local

3.2.1 Introducción

En esta sección introducimos como antecedente reciente la formulación propuesta en

[15, 56], en la cual los esténciles locales de interpolación Θi se superponen entre śı y las sub-

regiones de integración Ωi se solapan las unas de las otras dentro del dominio del problema

Ω de tal manera que lo cubren completamente. En dichos trabajos solo fueron considerados

subregiones rectangulares en 1D y 2D con un número variable de puntos internos dentro

de cada subregión de integración, cada uno correspondiente a un punto de colocación de la

fórmula de representación integral local. En cada uno de los esténciles donde la interpolación

con FBR es aplicada, se incluyó una única subregión de integración que encierra al menos

un punto de interpolación (también conocido como punto de colocación) rodeado de puntos

de colocación de subregiones de integración vecinas.

En comparación con otras formulaciones del MEC local previamente reportadas, en el
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MRD-RL la ecuación integral es aplicada a uno o más puntos de colocación siempre dentro de

la subregión de integración y no se consideran puntos sobre el contorno de las subregiones de

integración. La aproximación se dice regular puesto que las ecuaciones integrales se aplican

solamente a puntos internos del dominio y también se dice local, ya que la incógnita u es

interpolada localmente. Para convertir las integrales de dominio en integrales de ĺınea (o

contorno) se recurrió al MRD visto anteriormente.

Este esquema numérico es un tipo de método independiente de un mallado sin condi-

ciones comunes impuestas en los contornos de las subregiones de integración, lo cual, de

este modo, evita algoritmos de conectividad. Al igual que la aproximación propuesta por

Popov y Bui en [62], esas condiciones comunes son impuestas a través de la interpolación

local en función de las FBR que se extienden a los puntos comunes que van definiendo

los esténciles vecinos, en función de recorrer las subregiones de integración. Por ende, no

es necesario aplicar condiciones comunes en las interfaces de las subregiones de integra-

ción, y aśı se simplifica sustancialmente la implementación numérica. Las condiciones de

contorno del problema son directamente impuestas en los esténciles de interpolación que

tienen bordes comunes con la frontera Ω del problema en estudio y no sobre las integrales

de superficie, como se hace en las formulaciones del MEC. Esto último también simplifica

la programación.

Una vez realizada la discretización del dominio Ω del problema, esta es cubierta por un

conjunto de N esténciles de interpolación Θi superpuestos, que coinciden con el número

de subregiones de integración Ωi. El número total de puntos internos por esténcil es una

cantidad constante n, y cada uno tiene un punto de colocación por subdominio. Cuando el

esténcil está totalmente dentro del dominio del problema, la función incógnita u se aproxima

con FBR como las MQ, IMQ y TPS.

3.2.2 Desarrollo

Consideremos el siguiente PVC sobre un dominio abierto y acotado Ω ⊂ R
2






L [u] (x) = f(x), x ∈ Ω, (3.3a)

B [u] (x) = g(x), x ∈ Γ, (3.3b)
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donde L[ . ] es un operador diferencial eĺıptico y B[ . ] un operador de frontera con diferentes

tipos de condiciones vistas en la sección 2.1 (Dirichlet, Neumann, Robin o mixtas). Asu-

mimos que la ecuación en derivadas parciales (3.3a) puede reescribirse del siguiente modo

∇2u (x) = b (x, u (x) ,∇u (x)) , (3.4)

como ecuación de Poisson con lado derecho b, donde u (x) es el potencial incógnita en el

punto x ∈ Ω y ∇ el operador nabla.

La fórmula de representación integral de la EDP de (3.4) sobre Γ y Ω se obtiene como

en el Cap. 1 a partir de la solución fundamental de Laplace y la segunda identidad de Green

c(ξ)u(ξ) =

∫

Γ
q∗ (x, ξ) u (x) dΓx −

∫

Γ
u∗ (x, ξ) q (x) dΓx +

∫

Ω
b u∗ (x, ξ) dΩx, (3.5)

donde ξ es el punto de colocación, q(x) = ∂u(x)
∂n la derivada normal del campo incógnita,

u∗(x, ξ) la solución fundamental del Laplaciano y q∗(x, ξ) = ∂u∗

∂n (x, ξ) la derivada normal

de la solución fundamental. En nuestro caso 2D, u∗(x, ξ) viene dada por

u∗ (x, ξ) =
1

2π
ln

(
1

‖x − ξ‖

)
, (3.6)

donde ‖x − ξ‖ es la distancia entre los puntos de integración x y de colocación ξ. La

constante c(ξ) ∈ [0, 1], siendo 1 si el punto ξ es interior a Ω, 1
2 si el punto ξ pertenece a una

parte suave de Γ = ∂Ω y 0 si ξ es exterior.

La fórmula (3.5) es base de cualquier esquema del MEC local donde el contorno de inte-

gración Γ y el dominio Ω son elegidos como subregiones de integración Ωi con frontera Γi,

ambas insertas dentro de un esténcil de interpolación Θi, los cuales se hayan fuertemente

solapados entre śı. En la Figura 3.2 se tiene una representación esquemática de la distribu-

ción de esténciles locales Θi y subregiones de integración Ωi para MEC locales sin malla.

En la misma se puede observar el solapamiento entre los esénciles Ωi y Ωj que tienen nodos

en común. Es importante remarcar que en esta tesis no se utilizan técnicas para considerar

nodos exteriores al dominio sino que los nodos que conforman un esténcil son interiores o

bien parte de la frontera. A su vez los nodos no tienen que ser necesariamente interiores
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a la subregión de integración respecto al centro considerado, aśı como no es necesario que

coincida la cantidad de nodos de cada esténcil ni tampoco tiene que coincidir el radio de

cada subregión de integración circular como se muestra en la figura.

Ω

Γ1 Γ2

xi

xj

xk

Ωj

Θj
Ωi

Θi

Ωk

Θk

Γi

Γj

Γk

Figura 3.2: Representación esquemática de los esténciles locales Θi con frontera Γi y de las
subregiones de integración Ωi para MEC locales sin malla.

El campo u (x) es aproximado por una interpolación local con FBR usando como centros

los nodos de la discretización correspondientes a los esténciles interiores del dominio. Si dicho

nodo está cerca de la frontera del dominio global, se utilizarán para la interpolación con

FBR algunos nodos de la frontera como centros de estas.

En caso de que el esténcil sea interior, el conjunto {(xj , u(xj))}ni

j=1 estará formado

por los nodos interiores xj y sus correspondientes valores nodales desconocidos u(xj) para

j = 1, . . . , ni (puntos rojos del esténcil Θi en la Figura 3.2).

En caso de que el esténcil esté próximo a la frontera, el conjunto {(xj , g(xj))}nj=ni+1

tendrá los nodos xj y data de frontera g(xj) conocida para j = ni+1, . . . , n siendo n = ni+nb

(puntos rojos y azules del esténcil Θj, y puntos rojos, azules y verdes del esténcil Θk en la

Figura 3.2). Desarrollaremos las interpolaciones locales con FBR en el siguiente punto.
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3.2.3 Interpolaciones locales con FBR

Consideremos el siguiente problema de interpolación: dada la data {(xj , uj)}nj=1 donde

xj ∈ R
d y uj ∈ R, buscamos Pu continua tal que Pu(xj) = uj para j = 1, . . . , n. Cuando en

las formulaciones de los MEC y sus variantes se interpola localmente con las FBR definidas

en la sección 2.5.2, se tiene una interpolante que aproxima al campo incógnita u de la forma

u (x) ≈ Pu(x) =
n∑

j=1

αjϕj(x), (3.7)

donde ϕj(x) = φ(‖x − xj‖) es una FBR con centros xj y ‖.‖ es la norma eucĺıdea.

Si hacemos una colocación en los valores datos u (xj) = uj , obtenemos los coeficientes

de la expansión αj resolviendo el SEL

Φα = u, (3.8)

siendo Φ ∈ R
n×n la matriz de interpolación, α ∈ R

n el vector de coeficientes y u ∈ R
n el

vector del lado derecho. Este sistema tendrá la forma




φ(‖x1 − x1‖) φ(‖x1 − x2‖) . . . φ(‖x1 − xn‖)

φ(‖x2 − x1‖) φ(‖x2 − x2‖) . . . φ(‖x2 − xn‖)

...
...

. . .
...

φ(‖xn − x1‖) φ(‖xn − x2‖) . . . φ(‖xn − xn‖)




.




α1

α2

...

αn




=




u1

u2

...

un




. (3.9)

El problema de interpolación anterior está bien planteado si la solución existe y es

única, lo que equivale a decir que la matriz Φ es inversible. Mairhuber [63] y Curtis [64]

mostraron que, si se fijan las funciones base, el problema de interpolación anterior estaba

bien planteado sólo en el caso de que los nodos sean distintos en R
d con d = 1. Pero

cuando la dimensión d > 1 en dicho problema no puede garantizarse la inversibilidad de la

matriz de interpolación (y, por ende, existencia y unicidad) para cualquier caso de nodos

multidimensionales distribuidos en forma dispersa o uniforme.
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Para abordar lo anterior definieron los conjuntos m−unisolventes, es decir, conjuntos de

la forma χ = {x1, . . . ,xn} ⊂ R
d donde el único polinomio de grado menor o igual a m que

interpola datos nulos en χ es el polinomio nulo. Esta definición garantiza una única solución

para el problema de interpolación por un polinomio de grado m. Llamaremos Πd
m al espacio

vectorial de todos los polinomios de grado menor o igual que m en d variables.

FBR estrictamente definidas positivas

A su vez es necesario tener una caracterización de la clase de funciones base {ϕj} para

generar una matriz inversible y que exista única solución del sistema (3.9) para cualquier

conjunto de nodos distintos χ mencionado anteriormente. Un tratamiento de los resulta-

dos teóricos más importantes para la interpolación con datos dispersos puede consultarse

en [1, 21] a partir de la caracterización de funciones estrictamente definidas positivas y

condicionalmente definidas positivas.

Se dice que una función continua a valores complejos ϕ : Rd → C es definida positiva en

su dominio R
d si y solo si la forma cuadrática

n∑

j=1

n∑

k=1

cjck ϕ (xj − xk) ≥ 0 (3.10)

para cualquier conjunto de n nodos distintos χ = {x1, . . . ,xn} ⊂ R
d y c = [c1, . . . , cn] ∈ C

d.

A su vez la función se dice estrictamente definida positiva en R
d si la forma cuadrática

anterior (3.10) es cero sólo cuando c = 0. Debido a que las funciones (estrictamente)

definidas positivas satisfacen como propiedad que ϕ(−x) = ϕ(x), en el caso de que la

función ϕ sea a valores reales como trataremos en esta tesis, es necesario pedir que ϕ sea

una función par además de la no negatividad de la forma cuadrática. También es posible

caracterizar las funciones estrictamente definidas positivas ϕ como toda función continua

del espacio de Lebesgue L1(Rd), acotada y cuya transformada de Fourier sea no-negativa y

no idénticamente nula.
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Las FBR Gaussianas (Gaussians (GA)) son de la forma

ϕ(x) = e−ε2‖x‖2
, ε > 0, (3.11)

y las FBR Multicuádricas Inversas Generalizadas (Generalized Inverse Multicuadrics

(IMQ)) son de la forma

ϕ(x) =
(
1 + ε2‖x‖2

)−β
, β >

d

2
, ε > 0. (3.12)

Estas FBR son infinitamente diferenciables, y a través de sus respectivas transformadas

de Fourier se puede ver que son estrictamente definidas positivas en R
d para cualquier

dimensión d. La FBR IMQ introducida por Hardy en [51] corresponde a β = 1
2 . Fornberg y

Wright trabajaron con el caso β = 1 en [25] popularizándolas como multicuádricas inversas.

En la Figura 3.3 se muestran la FBR GA y la FBR IMQ en 2D para los casos ε = 1 y

β = 1
2 sobre una ćırculo de radio R = 3.

Figura 3.3: FBR Gaussiana con ε = 1 (izq.) y FBR IMQ con ε = 1 y β = 1
2 (der.) sobre un

ćırculo de radio R = 3.

Es posible probar que tanto las Gaussianas como las Multicuádricas Inversas y otras

FBR que sean estrictamente definidas positivas generan matrices de interpolación definidas

positivas que aseguran la existencia y unicidad del sistema (3.9).
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Una matriz real y simétrica A se dice semidefinida positiva si su forma cuadrática

asociada en no-negativa, es decir

n∑

j=1

n∑

k=1

cjck Ajk ≥ 0 (3.13)

para cualquier c = [c1, . . . , cn]T ∈ R
n. Si la forma cuadrática anterior (3.13) es cero sólo en

el caso que c = 0 entonces la matriz A se dice definida positiva. Una propiedad importante

de las matrices definidas positivas es que todos sus autovalres son positivos y por tanto es

una matriz inversible.

A su vez, una matriz real y simétrica A se dice condicionalmente semidefinida positiva

de orden uno si su forma cuadrática satisface (3.13) para cualquier c = [c1, . . . , cn]T ∈ R
n

que cumple
n∑

j=1

cj = 0. (3.14)

Si c 6= 0 implica la desigualdad estricta en (3.13) entonces la matriz A se dice condicional-

mente definida positiva de orden uno. Se puede pensar esta última matriz como una matriz

definida positiva en el espacio de vectores c ∈ R
n tal que vale la condición (3.14). Es decir,

es perpendicular a las funciones constantes.

Es sencillo demostrar que si una matriz real simétrica A ∈ R
n×n es condicionalmente

definida positiva de orden uno y P = [1, . . . , 1]T ∈ R
n, entonces el SEL




A P

PT 0


 .




c

d


 =




y

0


 , (3.15)

tiene única solución.

Las FBR estrictamente definidas positivas como las GA y las IMQ mostradas anterior-

mente generan matrices de interpolación definidas positivas que pueden ser vistas como

matrices condicionalmente definidas postivas de orden uno. Por tanto puede asegurarse la

invertibilidad de esta matriz cuando es aumentada como en (3.15) garantizando la única

solución del SEL. Para interpolaciones de FBR con polinomios de mayor orden es necesario

introducir el concepto de funciones ondicionalmente definidas positivas de orden m.
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FBR estrictamente condicionalmente definidas positivas de orden m

Muchas FBR han sido consideradas en la literatura como interpolantes locales en los

métodos numéricos integrales. En [15, 16] se utilizaron las MQ1, MQ2 y TPS aumentadas

con sus correspondientes polinomios. Se describen a continuación algunas de estas FBR

usadas en la interpolación local del MRD-RL. Estas funciones se clasifican como condicio-

nalmente definidas positivas de orden m.

Se dice que una función continua a valores complejos ϕ : Rd → C es condicionalmente

definida positiva de orden m en su dominio R
d si y solo si la forma cuadrática

n∑

j=1

n∑

k=1

cjck ϕ (xj − xk) ≥ 0 (3.16)

para cualquier conjunto de n nodos distintos χ = {x1, . . . ,xn} ⊂ R
d y c = [c1, . . . , cn]T ∈ C

d

que satisfacen
n∑

j=1

cj p (xj) = 0 (3.17)

para cualquier polinomio complejo p de grado a lo sumo m − 1. La función ϕ se dice

estrictamente condicionalmente definida positiva de orden m si la forma cuadrática (3.16)

es cero sólo cuando c = 0. Como mencionamos en la subsección anterior, al restringirnos a

funciones a valores reales que son las que nos interesan en esta tesis, es necesario considerar

que ϕ es par.

Las FBR Potencias Radiales (Radial Power (RP)) vienen definidas de la forma

ϕ(x) = ‖x‖β , β ∈ R
+ \ 2N, (3.18)

las FBR Multicuádricas (Multicuadrics (MQ)) vienen definidas como

ϕ(x) =
(
1 + ε2‖x‖2

)β
, β ∈ R \ N0, ε > 0 (3.19)

y las FBR Spline de capa delgada (Thin Plate Spline (TPS)) se definen como

ϕ(x) = ‖x‖2β log ‖x‖, β ∈ N. (3.20)
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Asimismo, mediante sus respectivas transformadas de Fourier, puede verse que las poten-

cia radial (PR) ϕ0(x) = (−1)⌈β/2⌉ϕ(x), β ∈ R
+\2N, que las FBR MQ ϕ0(x) = (−1)⌈β⌉ϕ(x),

β ∈ R
+ \N y las FBR TPS ϕ0(x) = (−1)β+1ϕ(x), β ∈ N son estrictamente condicionalmen-

te definidas positivas de orden m = ⌈β⌉ para las RP, m = ⌈β/2⌉ para las MQ y m = β + 1

para las TPS respectivamente.

En la Figura 3.4 se pueden observar estas funciones para los casos MQ y TPS ε = 1 y

β = 1 (der.) sobre una circunferencia de radio R = 1.

Figura 3.4: FBR MQ con ε = 1 (izq.) y FBR TPS con ε = 1 y β = 1 (der.) sobre un disco
de radio R = 1.

Las FBR estrictamente condicionalmente definidas positivas de orden m requieren un

término adicional polinomios de grado a lo sumo (m − 1) con el fin de garantizar que la

matriz de colocación sea inversible [1]. En este caso, una interpolante puede plantearse como

u (x) ≈ Pu (x) =
n∑

j=1

αjφ (‖x − xj‖) +

np∑

j=1

α′
jpj (x) , (3.21)

donde p1, . . . , pnp forman una base del espacio Πd
m−1 de los polinomios en la variable x ∈ R

d

de grado gr(p) ≤ m − 1 y cuya dimensión es np =
(m−1+d
m−1

)
. Entonces, forzando las n

condiciones de interpolación

Pu (xj) = uj j = 1, . . . , n, (3.22)

es necesario entonces forzar las np condiciones
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n∑

j=1

α′
jpk (xj) = 0, k = 1, . . . , np, (3.23)

para obtener un SEL cuadrado n+ np y asegurar solución única [1]. El sistema es




Φ P

PT 0


 .




α

α′


 =




u

0′


 , (3.24)

donde los coeficientes de la matriz Φ son Φij = φ (‖xi − xj‖), i, j = 1, . . . , n, los coeficientes

de la matriz P son Pjk = pk(xj), j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , np, y los vectores 0 ∈ R
np×np , α ∈

R
n, α′ ∈ R

np , 0′ ∈ R
np y u ∈ R

n siendo sus coeficientes de la forma ui = Pu(xi) = u(xi).

El concepto de unisolvencia permite afirmar que si el conjunto de puntos χ =

{x1, . . . ,xn} ⊂ R
d es (m−1)-unisolventes, esto equivale a decir que la matriz P tiene rango

completo por columnas. Entonces es posible demostrar que si una función par φ a valores

reales es estrictamente condicionalmente definida positiva de orden m en R
d y los puntos

χ = {x1, . . . ,xn} ⊂ R
d forman un conjunto (m − 1)-unisolvente, entonces el SEL anterior

(3.24) tiene solución única.

En el caso de FBR estrictamente condicionalmente definidas positivas de orden m, la

elección de m, y por tanto de np, es un tema actual de estudio e investigación. Flyer y

colaboradores realizaron en [65] varias experiencias numéricas para estudiar la exactitud de

las interpolaciones locales del método DF-FBR con Gaussianas y Splines de Capa Delgada

aumentando el grado del término polinomial en (3.21) hasta m − 1 = 9 en 2D. En el caso

de las TPS mostraron que la parte polinomial controla la tasa de convergencia del error,

volviendo muy atractivas estas funciones debido a que no dependen de un parámetro de

forma ε. A su vez, en el caso de las FBR GA que si bien son funciones estrictamente defini-

das positivas que dependen de ε, mostraron que trabajando con 16 d́ıgitos significativos es

posible introducir y aumentar el grado polinomial permitiendo mejorar el error numérico en

doble precisión. Sin embargo, trabajando con 80 d́ıgitos significativos el aporte polinomial

en la interpolación no vaŕıa el error y por tanto dicho error está controlado por la combina-

ción lineal de las Gaussianas en (3.21). En [37] continuaron el estudio del rol del aumento

polinomial en DF-FBR para la solución numérica de EDP eĺıpticas.
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Dependecia del parámetro de forma

Las PR y las TPS se conocen como FBR libres de un parámetro de forma dado que no

están afectadas por un escalamiento de dicho parámetro. Si bien esto es una caracteŕıstica

sobre aquellas que śı lo tienen, a su vez es una desventaja dado en los casos que śı dependen

de dicho parámetro, se puede obtener un parámetro de forma óptimo (denominaremos

εopt) que permite disminuir los errores de aproximación. Desarrollaremos este aspecto en el

siguiente caṕıtulo como parte fundamental del desarrollo de esta tesis. Por otro lado, las

PR no pueden lograr convergencia espectral (o exponencial) como śı tienen las Gaussianas,

MQ e IMQ. En estos casos, el error decrece con una tasa de O(ηN ), siendo η una constante

0 < η < 1 y N la cantidad de nodos.

Cuando las FBR dependen del parámetro de forma φ(r, ε), el estudio de la convergencia

de los métodos son analizados de forma estacionaria o no estacionaria. En el caso de la

aproximación estacionaria, se fija el número de centros n de las FBR y el parámetro de

forma ε se hace tender a cero, mientras que en el caso no estacionario se fija el valor de ε y

se aumenta la cantidad n de FBR para interpolar. Este tipo de análisis de convergencia son

un caracteŕıstica de los métodos que usan espacios de FBR dependientes del parámetro de

forma dado que no es posible hacerlo, por ejemplo, en métodos basados en polinomios.

En la Tabla 3.1 se muestran varias FBR estrictamente definidas positivas como las

Gaussianas y las Multicuádricas Inversas Generalizadas, aśı como también las funciones

estrictamente condicionalmente definidas positivas como las Multicuádricas Generalizadas,

las Potencias Radiales y varias Splines de Capa Delgada. En la última columna aparecen los

respectivos aumentos polinómicos para asegurar inversibilidad de la matriz de interpolación.

A su vez se dividen en dos grandes grupoes, entre aquellas que dependen del parámetro de

forma φ(r, ε) y las que no φ(r).
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φ(r, ε) Nombre Abreviación Aumento polinómico

e−(εr)2
Gaussiana GA Ninguno

(
1 + (εr)2

)−β
Multicuádrica Inversa Generalizada GIMQ Ninguno

1/
√

1 + (εr)2 Multicuádrica Inversa IMQ Ninguno
1/1 + (εr)2 Inversa Cuadrática IQ Ninguno
(
1 + (εr)2

)m/2
Multicuádrica Generalizada GMQ De grado m

φ(r) Nombre Abreviación Aumento polinómico

r3 Cúbica PR3 Lineal
r5 Qúıntica PR5 Cuadrático
r2m+1 Potencia Radial PR De grado m
r2log(r) Spline de Capa Delgada TPS2 Lineal
r4log(r) Spline de Capa Delgada TPS4 Cuadrático
r2mlog(r) Spline de Capa Delgada TPS De grado m

Tabla 3.1: Algunas FBR populares con sus respectivos polinomios siendo r = ‖x − xj‖ la
distancia al centro xj de la FBR y ε el parámetro de forma.

3.2.4 Expresión matricial discretizada

Si bien en el desarrollo del MRD-RL fueron utizados en su mayoŕıa distribuciones de

nodos uniformes o cartesianas, la formulación integral puede ser extendida a otro tipo de

distribuciones de nodos sobre dominios más generales. En esta tesis consideramos distribu-

ciones de nodos uniformes y dispersas sobre dominios 2D que describiremos en el Cap. 5. En

la Figura 3.5 puede observarse una distribución de nodos (conocida como cuasi-uniforme)

sobre un dominio irregular con frontera exterior suave y frontera interior con puntos angu-

losos también usada en [37].

Cuando el esténcil de interpolación Θi tiene nodos sobre el contorno Γ del dominio global

Ω, se consideran puntos de interpolación sobre la frontera para el esténcil. En la Figura 3.6

se muestran los distintos casos de esténciles y sus respectivas subregiones de integración Ωi:

en el caso (a) cuando son totalmente interiores al dominio, y en los casos (b) y (c), cuando

los esténciles tienen contacto con la frontera del dominio global, se consideran puntos dato

sobre el contorno en cuestión con las condiciones impuestas del PVC en estudio. El caso (b)

muestra un esténcil en las cercańıas de una parte suave de Γ y el caso (c) en las cercańıas

de un punto anguloso.
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Figura 3.5: Distribución de nodos dispersos sobre un dominio 2D con algunos esténciles
locales para n = 30.

Figura 3.6: Esténciles locales Θi y subregiones de integración Ωi en 2D para n = 30.

En los casos (b) y (c) de la Figura 3.6, la interpolante directa (3.7) es sustituida por una

interpolación de tipo Hermite que se puede consultar en [1]

u (x) ≈ Pu (x) =
ni∑

j=1

αjφ (‖x − xj‖) +
ni+nb∑

j=ni+1

αjBξφ (‖x − ξ‖) |ξ=xj
+

np∑

j=1

α′
jpj (x) , (3.25)
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donde ni es el número de nodos interiores del esténcil, nb es la cantidad de nodos en la

frontera y np es la cantidad de términos auxiliares polinónicos siendo n = ni+nb. El operador

Bxj
es el operador de borde respecto a esos nodos xj y Bx respecto a x, que en el caso de

condiciones de Dirichlet, será igual al operador identidad. Este tipo de interpolante tiene la

ventaja en nuestro caso que trabajamos con EDP eĺıpticas de asegurar la inversibilidad de

la matriz de interpolación para las FBR Gaussianas que usamos en esta tesis. A su vez, en

el caso de que haya condiciones de borde de Dirichlet, la matriz resultará simétrica, lo cual

permite una implementación eficiente de la misma.

En este caso, la matriz de interpolación de Hermite viene dada por

A =




Φ BξΦ P

BxΦ BxBξΦ BxP

PT [BxP]T 0




(3.26)

donde [Φ] ∈ R
ni×ni , [Bxj

Φ] ∈ R
ni×nb , [P] ∈ R

ni×np , [BxΦ] ∈ R
nb×ni , [BxBxj

Φ] ∈ R
nb×nb ,

[BxP] ∈ R
nb×np y 0 ∈ R

np×np . Los coeficientes de los bloques matriciales anteriores son de

la forma

[Φ]ij = φ (‖x − xj‖) |x=xi
i, j = 1, . . . , ni,

[BξΦ]ij = Bξφ (‖xi − ξ‖) |ξ=xj
i = 1, . . . , ni, i = 1, . . . , nb,

[P]ij = pj(xi), i = 1, . . . , ni, j = 1, . . . , np,

[BxΦ]ij = Bxφ (‖x − xj‖) |x=xi
i = 1, . . . , nb, j = 1, . . . , ni, ,

[BxBξΦ]ij = BxBξφ (‖x − ξ‖) |x=xi,ξ=xj
i, j = 1, . . . , nb,

[BxP]ij = Bxpj(x)|x=xi
i = 1, . . . , nb, j = 1, . . . , np.

El vector de coeficientes α de la interpolación viene dado por la solución del SEL

Aα = d, (3.27)

donde por simplicidad hemos incluido los coeficientes α′
j de (3.25) en el vector α. Llamando

u = [u (x1) , . . . , u (xni
)] y g(u) = [g(xni+1), . . . , g(xn)], siendo g de la ecuación (3.3b).
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En los esténciles ı́ntegramente dentro del dominio del problema, el vector d está dado

por

dT = [u,0]T , (3.28)

y la matriz de interpolación viene dada por (3.24). Mientras que en los esténciles que toman

datos de contorno el vector d viene dado por

dT = [u, g(u),0]T , (3.29)

cuya matriz corresponde a la matriz de interpolación de Hermite dada por (3.26).

Los valores del campo desconocido u y su derivadas ∂u
∂xi

sobre una subregión de integra-

ción se obtienen a partir de la fórmula de reconstrucción

u(x) = Φ
T (x)α = Φ

T (x)A−1d, (3.30)

donde el vector Φ (x) contiene las FBR y sus respectivos polinomios. Para el caso en los

que los esténciles Θi sean interiores, Φ (x) será de la forma

Φ
T (x) =

[
φ (‖x − x1‖) , . . . , φ (‖x − xn‖) , p1(x), . . . , pnp(x)

]T
, (3.31)

mientras que en el caso de que estos tomen dato sobre la frontera serán de la forma

Φ
T (x) =

[
φ (‖x − x1‖) , . . . , φ (‖x − xn‖) ,Bx1

φ (‖x − x1‖) , . . . ,Bxnb
φ (‖x − xnb

‖) , p1(x), . . . , pnp
(x)
]T

.

(3.32)

Para la reconstrucción de las derivadas parciales, derivando la ecuación (3.7) se tiene

∂u (x)

∂xi
≈

n∑

j=1

αj
∂ϕj (x)

∂xi
, (3.33)

o bien, matricialmente

∂u(x)

∂xi
=
∂ΦT (x)

∂xi
α =

∂ΦT (x)

∂xi
A−1d. (3.34)

Finalmente, usando (3.7) y (3.33) en la formulación integral (3.5) con ξ = xi como punto

fuente en el interior del subdominio Ωi con frontera Γi, obtenemos

54



u(xi) =
n∑

j=1

αj

∫

Γi

q∗ (x,xi)ϕj(x) dΓx−
n∑

j=1

αj

∫

Γi

u∗ (x,xi)
∂ϕj (x)

∂n
dΓx+

∫

Ωi

b u∗ (x,xi) dΩx,

(3.35)

donde u∗, q∗ y b definidos como en la sección 3.2.2 anterior.

Llamando a la incógnita ui = u(xi), su forma discretizada será de forma

ui =
n∑

j=1

αjhij +
n∑

j=1

αjgij +

∫

Ωi

b u∗ (x,xi) dΩx, (3.36)

donde los coeficientes de influencia




hij =

∫

Γi

q∗ (x,xi)ϕj (x) dΓx, (3.37a)

gij =

∫

Γi

u∗ (x,xi)
∂ϕj (x)

∂n
dΓx, (3.37b)

son calculados con cuadratura numérica.

3.2.5 Formulación de la reciprocidad dual

Existen diferentes formas de calcular las correspondientes integrales de volumen en (3.35)

∫

Ωi

b u∗ (x,xi) dΩx. (3.38)

En esta subsección seguimos el enfoque dado en el MRD-RL presentado por Caruso, Por-

tapila y Power en [15, 17]. Como en muchos enfoques locales del MEC, en el MRD-RL la

formulación de la representación integral es aplicada en integrales locales de subregiones

dentro de esténciles de interpolación que están fuertemente solapados (Ωi y Ωj ; Θi y Θj

en la Figura 3.2). El MRD-RL usa el MRD que consiste en aproximar la densidad b en

términos de una función de interpolación

b (x, u (x) ,∇u (x)) ≈
m∑

j=1

βjχj (x) , (3.39)

siendo m el número de puntos de interpolación, que coincide con el número de puntos del

esténcil de interpolación, y χj (x) usualmente definida como una FBR, no necesariamente

las mismas que en la interpolación local del campo u.
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Se determina una solución particular auxiliar χ̃j del operador Laplaciano

∇2χ̃j (x) = χj (x) , (3.40)

siendo el lado derecho χj (x) una FBR como en la sección 2.5.3.

Luego, aplicando la segunda identidad de Green (este paso del procedimiento se conoce

como reciprocidad dual) a la integral de superficie o volumen resultante con la solución

particular como densidad y la solución fundamental como núcleo, obtenemos

∫

Ωi

b u∗(x,xi) dΩx =
m∑

j=1

βj

∫

Ωi

∇2χ̃j u
∗(x,xi) dΩx (3.41)

=
m∑

j=1

βj

{
χ̃j(xi) +

∫

Γi

[
u∗(x,xi)

∂χ̃j
∂n

− q∗(x,xi)χ̃j

]
dΓx

}
.(3.42)

Llamando a

fij = χ̃j(xi) +

∫

Γi

[
u∗(x,xi)

∂χ̃j
∂n

− q∗(x,xi) χ̃j

]
dΓx, (3.43)

podemos obtener la forma discretizada de la ecuación (3.42) como

ui =
n∑

j=1

αjhij +
n∑

j=1

αjgij +
m∑

j=1

βjfij, (3.44)

siendo su forma matricial

ui = hTi α + gTi α + fTi β, (3.45)

donde α = [. . . , αj , . . . ]
T ∈ R

n y β = [. . . , βj , . . . ]
T ∈ R

m, y los vectores columnas

hi = [. . . , hij , . . .]
T ∈ R

n, gi = [. . . , gij , . . .]
T ∈ R

n y fi = [. . . , fij, . . .]
T ∈ R

m siendo

sus componentes definidos en las ecuaciones (3.37a), (3.37b) y (3.43) respectivamente.

Todas las integrales en la formulación anterior también son calculadas a través de una

cuadratura. Los coeficientes de interpolación α y β en la ecuación (3.45) corresponden a la

interpolación de la variable u y a la parte no-homegénea b, respectivamente, y vienen dados

en términos de los valores nodales de la variable de campo u.

Finalmente, la ecuación (3.45) es aplicada en cada punto interior de cada esténcil para

formar un sistema matricial disperso para los valores nodales no-conocidos u, donde las

condiciones de contorno son impuestas en la interpolante local con un esquema tipo Hermite.
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3.3 El Método Integral Local de Frontera y Dominio

El objetivo principal de aplicar la formulación del MRD en el MRD-RL presentado en

la sección anterior es evitar el costo computacional de calcular las integrales de dominio

sobre las subregiones de integración. Sin embargo, para un método local integral con una

cantidad fija y pequeña de grados de libertad, las integrales de dominio pueden evaluarse a

un bajo costo computacional.

Como el objetivo de esta tesis es lograr mejorar las aproximaciones a soluciones numéri-

cas de problemas diferenciales a partir de estabilizar el comportamiento del error para un

rango bajo del parámetro de forma de las FBR, el cálculo de integrales de frontera usando

el MRD puede ser omitido y estas pueden calcularse como integrales de dominio sobre las

subregiones locales.

En esta sección desarrollamos el MILFD presentado recientemente por Ponzellini Mari-

nelli, Caruso y Portapila en [32] como un nuevo método local integral.

3.3.1 La función de Green-Dirichlet en el MILFD

Consideremos un PVC definido sobre un dominio abierto y acotado Ω ⊂ R
2 mediante

la ecuación diferencial (3.3a) con condiciones de borde (3.3b) sobre Γ = ∂Ω vistas anterior-

mente. Supondremos que la EDP gobernante podemos escribirla como la ecuación (3.4).

La FGD que denotamos G(x, ξ) surge de considerar la solución al problema






∇2G(x, ξ) = δ(x − ξ), x ∈ Ω, (3.46a)

G(x, ξ) = 0, x ∈ Γ, (3.46b)

siendo x la variable independiente y ξ el punto fuente o de colocación fijado.

En general, es conveniente considerar G(x, ξ) dividida en dos partes de la forma

G(x, ξ) = U(x, ξ) + v(x, ξ), (3.47)

donde U es una solución particular (conocida como solución principal) de (3.46a) que no

necesariamente satisface las condiciones de borde, y v es solución del Laplaciano ∇2v = 0.

En nuestro caso, es conocida la solución particular de (3.47) dada por la ecuación (2.18),
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siendo

G(x, ξ) =
1

2π
ln(r) + v(x, ξ), (3.48)

donde r = ‖x − ξ‖ y v la función armónica solución del PVC






∇2v(x, ξ) = 0, x ∈ Ω, (3.49a)

v(x, ξ) = − 1

2π
ln(r), x ∈ Γ. (3.49b)

Cuando Ω es un disco circular en 2D con radio R y centro x0, la FGD y su derivada

pueden ser obtenidas expĺıcitamente por el método de las imágenes presentado en [66]. En

la Figura 3.7, se observa el punto fuente ξ dentro del ćırculo Ω y el punto reflejado o punto

imagen ξ̂ fuera de este sobre una semirrecta con origen en x0 y que también contiene al

punto fuente. El punto x está situado en la frontera Γ. El planteo geométrico del método

de las imágenes consiste en describir a la circunferencia Γ como todos los puntos tales que

el cociente r/r̂ = cte. siendo r = ‖x − ξ‖ y r̂ = ‖x − ξ̂‖. Es decir, dado ξ en el interior del

ćırculo y x sobre su frontera la circunferencia, siempre es posible encontrar un punto imagen

ξ̂ tal que la relación anterior valga. A partir de esto es posible encontrar las ecuaciones de

G(x, ξ) y de su derivada normal Q(x, ξ) como se describe en la bibliograf́ıa citada.

ξ

x

R
r

x0 ξ̂

r̂

Ω

Γ

(θ̃ = 0)

θ

Figura 3.7: Representación esquemática del la función de Green-Dirichlet en un ćırculo.
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Notando x = (x1, x2) y ξ = (ξ1, ξ2), hacemos el cambio a polares centrado en x0,





x1 = ρ cos(θ), ξ1 = ρ̃ cos(θ̃),

x2 = ρsen(θ), ξ2 = ρ̃sen(θ̃),
(3.50)

se tiene que

r2 = ‖x − ξ‖2 = ρ2 + ρ̃2 − 2ρρ̃ cos(θ − θ̃), (3.51)

r̂2 = ‖x − ξ̂‖2 =
R4

ρ̃2
+ ρ2 − 2ρ

R2

ρ̃
cos(θ − θ̃). (3.52)

Puede verse que la FGD es de la forma

G(x, ξ) =
1

2π
ln (r) − 1

2π
ln (r̂) +

1

2π
ln

(
R

ρ̃

)
, (3.53)

siendo su correspondiente derivada normal sobre la frontera Γ

Q(x, ξ) :=
∂G(x, ξ)

∂n

∣∣∣∣
Γ

=
1

2πR

R2 − ρ̃2

R2 + ρ̃2 − 2Rρ̃ cos(θ − θ̃)
. (3.54)

Resulta entonces que en el caso 2D

G(x, ξ) =





1

2π
ln

(
R

r

)
si ξ = x0,

1

2π
ln

(
rR

r̂ρ̃

)
si ξ 6= x0.

(3.55)

Los métodos integrales locales utilizan una representación integral a nivel local usando

diferentes formas geométricas para las subregiones de integración, siendo el ćırculo la más

popular. En el desarrollo del MILFD en 2D, si en lugar de usar la solución fundamental

u∗ (x, ξ) y su correspondiente derivada normal q∗ (x, ξ) en la ecuación (3.5), consideramos

dominios circulares Ωi con su respectivas fronteras Γi, y usamos la FGD G (x, ξ) con su

correspondiente derivada normal Q (x, ξ), obtenemos

c(ξ)u(ξ) =

∫

Γi

Q (x, ξ) u (x) dΓx −
∫

Γi

G (x, ξ) q (x) dΓx +

∫

Ωi

b G (x, ξ) dΩx, (3.56)

Ahora, si bien u(x) es conocida en la frontera, su derivada normal q(x) no lo es, y por tanto

podemos remover el integrando G (x, ξ) q (x) haciendo uso de que G (x, ξ) es nula sobre la
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frontera Γi. Obtenemos aśı una nueva formulación integral de la forma

c(ξ)u(ξ) =

∫

Γi

Q (x, ξ) u (x) dΓx +

∫

Ωi

b G (x, ξ) dΩx. (3.57)

El valor de la constante c(ξ) ∈ [0, 1] será 1 si ξ es interior al dominio, 1
2 si ξ está sobre

una parte suave de la frontera Γi y 0 si es un punto de colocación exterior. En [17] pueden

obtenerse mayores detalles sobre el uso de la FGD en el MRD-RL.

3.3.2 Expresión matricial discretizada

En el MILFD, la fórmula de representación integral (3.57) se aplica en cada subregión

local de integración inserto dentro los esténciles de interpolación que están fuertemente

solapados (ver Figura 3.2). En este método, las condiciones de borde del PVC son impuestas

localmente en el esténcil de interpolación, y el punto de colocación es interior a la subregión

de integración que será un ćırculo, de modo que la FGD presentada en la subsección 3.3.1

anterior es bien conocida.

Asumimos que el término b de la EDP puede partirse de la siguiente manera

b (x, u (x) ,∇u (x)) = f (x) + b̃ (u (x) ,∇u (x)) , (3.58)

donde la función fuente f es conocida o bien es dato. Asumimos b̃ es lineal en la variable u

y ∇u. La representación integral de la fórmula anterior (3.57), usando la FGD G(x, ξ) y su

correpondiente derivada normal Q(x, ξ), estará dada en cada subregión de integración por

u(ξ) =

∫

Γi

Q(x, ξ)u(x) dΓx +

∫

Ωi

G(x, ξ)f(x) dΩx +

∫

Ωi

b̃ G(x, ξ) dΩx, (3.59)

siendo ξ el punto fuente interior.

El campo u es interpolado localmente con una base de FBR {ϕj}nj=1 con centros {xj}nj=1

del esténcil Θx como se presentó en la sección 3.2.3,

u (x) ≈
n∑

j=1

αjϕj(x), (3.60)

aśı como también el término b̃ de la ecuación (3.58) es interpolado con FBR {χj}mj=1 con
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centros {yj}mj=1 del esténcil Θx

b̃ (u (x) ,∇u (x)) ≈
m∑

j=1

βjχj (x) , (3.61)

siendo {ϕj}nj=1 y {χj}mj=1 bases de funciones de FBR, eventualmente del mismo tipo y con

el mismo centro.

Obtenemos entonces de (3.59) la siguiente formulación integral local

u(ξ) =
n∑

j=1

αj

{∫

Γi

Q(x, ξ)ϕj(x) dΓx

}
+

m∑

j=1

βj

{∫

Ωi

G(x, ξ)χj (x) dΩx

}

+

∫

Ωi

G(x, ξ)f(x) dΩx. (3.62)

Si tomamos ξ = xi un punto de colocación en el interior de la subregión de integración

Ωi, la forma discretizada del campo desconocido ui = u (xi) será

ui =
n∑

j=1

αj h̃ij +
m∑

j=1

βj g̃ij + f̃i, (3.63)

donde αj y βj provienen de las ecuaciones (3.60) y (3.61).

Los coeficientes h̃ij , g̃ij y f̃i serán de la forma





h̃ij =

∫

Γi

Q (x,xi)ϕj (x) dΓx, (3.64a)

g̃ij =

∫

Ωi

G (x,xi)χj (x) dΩx, (3.64b)

f̃i =

∫

Ωi

G (x,xi) f (x) dΩx, (3.64c)

siendo su forma discretizada

ui = h̃Ti α + g̃Ti β + f̃i, (3.65)

donde α = [. . . , αj , . . .]
T ∈ R

n y β = [. . . , βj , . . .]
T ∈ R

m son los vectores columnas con

los coeficientes de interpolación, h̃i =
[
. . . , h̃ij , . . .

]T
∈ R

n, g̃i = [. . . , g̃ij , . . .]
T ∈ R

m son

vectores columnas con los coeficientes de influencia y f̃i ∈ R un escalar dato. Todas las

integrales anteriores son regulares, dado que los puntos de colocación están dentro de la

subregión de integración Ωi y son calculadas numéricamente por cuadratura. Los coeficientes

de interpolación αj y βj que corresponden a la interpolación de u y b están dados en términos
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de los valores nodales del campo en los esténciles Θi
x y Θi

y respectivamente.

De la interpolación (3.60) y por la fórmula de reconstrucción (3.30), obtenemos

ui = u(xi) = Φ
T (xi)α, (3.66)

donde Φ
T (xi) está dado por la ecuación (3.31). Del sistema

Aiα = di (3.67)

surge el vector α

α = A−1
i di. (3.68)

Las componentes de la matriz de interpolación resultan (Ai)jk = ϕk(xj) para j, k = 1, . . . , n,

y el vector di puede ser descrito en términos de los valores nodales desconocidos del vector

u y los valores de las condiciones de contorno conocidas del vector g(ub) vistas en la sección

3.2.4.

De la interpolación (3.61) y por la fórmula de reconstrucción (3.30), obtenemos

b̃(u (xi) ,∇u (xi)) = χT (xi)β, (3.69)

donde χT (xi) está dado por la ecuación (3.31). Del sistema

Ãiβ = b̃i (3.70)

surge el vector β

β = Ã−1
i b̃i. (3.71)

Las componentes matriciales son (Ãi)jk = χk(yj) para j, k = 1, . . . ,m, donde también

b̃i puede escribirse como una función del vector di, dado que, por la ecuación (3.58), las

componentes son de la forma

(
b̃i

)

j
= b̃ (u(yj),∇u(yj)) = b̃

(
Φ
T (yj)α,∇Φ

T (yj)α
)

(3.72)

= b̃
(
Φ
T (yj),∇Φ

T (yj)
)
α, (3.73)

para j = 1, . . . ,m.
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Por tanto,

β = Ã−1
i b̃i = Ã−1

i

(
A
b̃i
α
)

= Ã−1
i

(
A
b̃i

A−1
i di

)
(3.74)

siendo A
b̃i

∈ R
m×n como la matriz correspondiente al cálculo del vector b̃i cuyos coeficientes

matriciales son de la forma (A
b̃i

)jk = b̃ (ϕk (yj) ,∇ϕk (yj)) para j = 1, . . . ,m y k = 1, . . . , n.

Finalmente, reemplazando las ecuaciones (3.68) y (3.74) en la ecuación (3.65), podemos

escribir esta en términos de di. La forma matricial para ui está dada por

ui =
(
h̃Ti (A−1

i di) + g̃Ti (Ã−1
i A

b̃i
A−1
i )di

)
+ f̃i (3.75)

=
(
h̃Ti A−1

i + g̃Ti Ã−1
i A

b̃i
A−1
i

)
di + f̃i, (3.76)

que, calculada en cada punto de colocación de cada esténcil, forma un ensamblado de una

matriz rala a resolver por un método numérico espećıfico.

En la Figura 3.8 se puede observar una representación esquemática del cálculo de la

fórmula matricial (3.76).

g̃T
i

A
b̃i

Ã−1

i

h̃T
i

A−1

i
ui

1× n

A−1

i

n× n

di

1×m m×m m× n n× n n× 11× 1 1× 1

f̃i+ +=

Figura 3.8: Esquema matricial en el MILFD de la ecuación (3.76).

Si tomamos las mismas bases de FBR {ϕj}nj=1 y {χj}mj=1 para m = n, las matrices

de interpolación Ai ∈ R
n×n y Ãi ∈ R

m×m son idénticas en esténciles de interpolación

interiores a Ω, no obstante, en esténciles sobre la frontera Γ la matriz Ai se define por su

correspondiente matriz de interpolación de acuerdo a las condiciones de borde, mientras que

la matriz Ãi es exactamente la matriz de interpolación de FBR-Directa (ver en la sección

3.2.4).
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3.3.3 Procedimiento algoŕıtmico en la resolución numérica de los SEL

locales con FBR

Para resolver numéricamente estos SEL en los métodos locales integrales existen dos

grandes categoŕıas de métodos: los métodos directos y los métodos iterativos. Los méto-

dos directos obtienen la solución exacta, salvo errores de redondeo, en un número finito

de pasos y son apropiados para sistemas chicos y densos. En estos casos, se obtienen fac-

torizaciones matriciales para resolver el sistema como la descomposición de Cholesky para

matrices simétricas y definida positivas, la descomposición LU o la factorización QR, entre

otras. Debido al costo computacional y de uso de memoria, obtener la solución por métodos

de factorización puede ser demasiado costoso cuando el sistema es grande, además de que

estos métodos pueden ser numéricamente inestables. En el método de eliminación Gaussia-

na necesitamos almacenar n2 entradas de la matriz y realizar 2n3/3 + O(n2) operaciones

aritméticas.

Como fue mostrado en [32, 33] para el caso del MILFD, el procedimiento algoŕıtmico

para evitar el cálculo numérico de las inversas de las matrices A−1
i y Ã−1

i provenientes de

los SEL de las interpolaciones con FBR surge de reescribir la expresión (3.76) de la siguiente

manera

ui = zTdi + f̃i, (3.77)

donde

zT = h̃Ti A−1
i + g̃Ti Ã−1

i A
b̃i

A−1
i . (3.78)

Entonces, el procedimiento algoŕıtmico para resolver la ecuación (3.76) evitando el costo

computacional del cálculo de las inversas es el siguiente:

Paso 1. Resolver Ãiw̃ = g̃i (puesto que Ãi es simétrica).

Paso 2. Calcular w = h̃i + AT
b̃i

w̃.

Paso 3. Resolver AT
i z = w.

Paso 4. Desarrollar ui = zTdi + f̃i.
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En la Figura 3.9 se muestra un esquema del procedimiento algoŕıtmico eficiente usado

en la resolución numérica de los SEL locales con FBR en el MILFD.

g̃iÃi

=
χk(xj) w̃j

w̃

g̃ij

Paso 1: Resolver el SEL local
proveniente de la interpolación
local (3.61) con FBR {χk} del
término no-homogéneo b̃ con lado
derecho dado por los coeficientes
de influencia g̃ij de (3.64b).

AT

b̃i
h̃i

+= b̃ (ϕj (xk) ,∇φj (xk))

w

wj h̃ij

w̃j

w̃

Paso 2: Multiplicación matriz-vector de la matriz del
término b̃ aproximado con la base de FBR {ϕk} por el
vector w̃ anterior. Sumar los coeficientes de influencia
h̃ij dados por (3.64a).

wA
T
i

=
ϕj(xk) zj

z

wj

Paso 3: Resolver el SEL local
proveniente de la interpolación
local (3.60) con FBR {ϕk} de la
incógnita u con lado derecho el
vector w del paso anterior.

ui
di

f̃i+=

z
T

zj

dj

Paso 4: Multiplicación vector-vector del vector local
di dado por (3.28) o (3.29), donde el vector z es del pa-
so anterior y di contiene incógnitas uj . Sumar los va-
lores f̃i dados por (3.64c). Esta una ecuación lineal se
reordena como parte del SEL ensamblado del MILFD.

Figura 3.9: Procedimiento algoŕıtmico en la resolución numérica de los SEL locales con FBR
del MILFD.

Cuando las FBR dependen del parámetro de forma ε y se hace tender ε → 0 para lograr

mayor exactitud, en los pasos 1 y 3 es relevante el condicionamiento de los sistemas lineales.

Volveremos sobre este punto en el siguiente caṕıtulo.
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3.3.4 Ensamblado del SEL disperso

La ecuación del Paso 4 anterior es desarrollada para obtener una ecuación lineal

ui = zTdi + f̃i =
n∑

j=1

zjdj + f̃i (3.79)

donde ui = u(xi), i = 1, . . . , N son las variables incógnitas, f̃i ∈ R es un valor conocido dado

por la integral de subdominio (3.64c), z = [z1, . . . , zn]T ∈ R
n son los valores surgidos del

procedimiento algoŕıtmico de la subsección anterior y di = [d1, . . . , dn]T ∈ R
n es un vector

formado por incógnitas o valores conocidos de la frontera depediendo el tipo de esténcil

utilizado. Veremos esto en detalle a continuación.

Sea Θ = {x1, . . . ,xN} y Θ′ = {xN+1, . . . ,xN+Nfro
} la discretización del interior del

dominio Ω y de su frontera Γ = ∂Ω, respectivamente. Sea xi ∈ Θ un nodo de la discretización

interior y sea Θi = {xi1 , . . . ,xin} el esténcil asociado a dicho nodo xi. El conjunto de

sub́ındices i1, . . . , in ∈ {1, . . . , N} ∪ {N + 1, . . . , Nfro} debido a que los nodos del esténcil

puede ser nodos tanto del interior del dominio como de su frontera, y donde xi es considerado

parte del esténcil. En nuestro caso, el vector incógnita será u = [u1, . . . , uN ]T ∈ R
N .

En el caso que el esténcil Θi sólo contenga nodos interiores como se muestra en la Figura

3.6 (a), los valores del vector di se definen de la forma

dj := uij , j = 1, . . . , n (3.80)

siendo los sub́ındices ij ∈ {1, . . . , N}. Desarrollando la ecuación (3.79)

ui = z1ui1 + z2ui2 + · · · + znuin + f̃i, (3.81)

o bien

z1ui1 + z2ui2 + · · · + (zii − 1)ui + · · · + znuin = −f̃i, (3.82)

que forma una ecuación de nuestro SEL ensamblado final.

Por otro lado, en el caso que el esténcil Θi contenga una cantidad nint de nodos internos
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y una cantidad nfro de nodos frontera como se muestra en la Figura 3.6 (b) o (c), se define





dj := uij , j = 1, . . . , nint, (3.83a)

dj := g(uij ), j = nint + 1, . . . , n, (3.83b)

siendo n = nint + nfro y los sub́ındices ij ∈ {1, . . . , N} ∪ {N + 1, . . . , Nfro}. El valor del

operador g dependerá de las condiciones de borde que aparece en la ecuación (3.3b) del

PVC. Desarrollando la ecuación (3.79) en este caso

ui = z1ui1 + · · · + znint
uinint

+ znint+1g(uinint+1) + · · · + zng(uin) + f̃i, (3.84)

o bien

z1ui1 + · · · + (zii − 1)ui + · · · + znint
uinint

= −f̃i− znint+1g(uinint+1) − · · · − zng(uin), (3.85)

que forma otra ecuación de nuestro SEL ensamblado final.

Finalmente, reacomodando las ecuaciones (3.82) y (3.85) obtenemos el siguiente sistema

lineal ensamblado

Mu = c, (3.86)

donde M ∈ R
N×N es la matriz de coeficientes, c ∈ R

N es el vector lado derecho y u ∈ R
N

es el vector incógnitas para la reconstrucción de la aproximación a la solución u(x) sobre

todo el domino.

Debido a que el tamaño de los esténciles es n << N y que los mismos están fuertemen-

te solapados, cada ecuación posee pocas incógnitas y por tanto la matriz M resulta una

matriz dispersa (del inglés, sparse), no aśı el vector lado derecho c. La solución numéri-

ca de este sistema se realiza con métodos iterativos de tipo Krylov para mejorar el costo

computacional.
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Caṕıtulo 4

El Método Integral Local de

Frontera y Dominio Estabilizado

En este caṕıtulo retomamos los problemas de estabilidad generados con las interpola-

ciones locales con FBR, introducimos los métodos de estabilidad numérica para FBR y

presentamos el desarrollo de un nuevo método integral de formulación local que utiliza

interpolaciones estabilizadas.

En particular, nos concentramos en el FBR-QR presentado en [27, 28, 67] que abrió la

posibilidad de usar esta técnica en métodos que se valgan de aproximantes locales con FBR,

tales como los métodos integrales locales que utilizan una formulación con una EIB [15], en

métodos de descomposićıon de dominio que usan FBR o en el método de DF-FBR [68, 69]

para la resolución de EDP.

En las siguientes secciones desarrollamos la nueva formulación para el MILFD-Est que

usa la formulación del FBR-QR para estabilizar el error y mejorar la extactitud de las

aproximaciones para este tipo de métodos locales sin malla. El principal objetivo es poder

reducir el mal condicionamiento del esquema de interpolación con FBR-Directo en el caso

de FBR casi planas.
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4.1 Métodos estables para Funciones de Base Radial

4.1.1 Breve historia de las FBR

Las FBR fueron introducidas por Hardy en 1971 en el área de la cartograf́ıa [51]. En

dicho problema, Hardy utilizó las FBR multicuádricas (MQ) para interpolar datos dispersos

(distribuidos no uniformemente) para formar una topograf́ıa y generar contornos. Fue la

primera aplicación de las FBR a un problema real, que rápidamente se expandió a un gran

número de aplicaciones, fundamentalmente para interpolaciones de datos dispersos en varias

dimensiones [70].

En 1982, Franke popularizó el método de las MQ reportando casos conocidos de inter-

polaciones y mostrando que estas funcionaban mejor [71]. A su vez, Franke conjeturó la

hipótesis de la inversibilidad de la matriz de interpolación asociada con las MQ.

Hacia 1986, Michelli probó este hecho haciendo uso de los trabajos de Schoenberg y

Bochner de los años 30 y 40 [72]. Esto justificó su uso y aceleró el desarrollo de métodos

numéricos que usaban FBR, aśı como su aceptación en el ámbito cient́ıfico.

En los 90, fue Kansa quien introdujo un método de colocación sin malla de forma de

resolver EDP de tipo parabólicas, hiperbólicas y eĺıpticas [73, 74]. Este método consist́ıa en

construir una interpolante suave con FBR de datos dispersos que se derivaba anaĺıticamene

con el fin de aproximar las derivadas parciales. Además, contrariamente a otros métodos

como MDF, MEF o MVF, el método era independiente de un mallado y los datos pod́ıan

estar dispersos sobre un dominio irregular en una o varias dimensiones.

Posteriormente, los trabajos pioneros de Schaback, en los cuales formula el principio

de incertidumbre [24, 75], Buhmann [20], Wendland [21] y Fasshauer [1, 2] sientan los

fundamentos teóricos y ventajas computacionales para aplicaciones en grandes escalas.

Una de las caracteŕısticas prácticas más importantes de las FBR es que la interpolante

es una combinación lineal de funciones bases trasladadas que dependen solamente de la

distancia eucĺıdea a un centro en R
n. Esto es, las funciones base son radialmente simétricas

respecto a sus centros.
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4.1.2 Formulación del problema de interpolación con FBR que dependen

de un parámetro de forma

En general, las interpolaciones locales en los métodos sin malla se realizan con una base

de estas funciones que dependen de la distancia a un centro xj ∈ Ω ⊂ R
d y, en muchos tipos

de FBR, también dependen de un parámetro de forma ε > 0 como mostramos en la Tabla

3.1. Podemos notar, entonces, las FBR de la siguiente manera

ϕj(x, ε) = φ(r, ε), r = ‖x − xj‖, x ∈ Ω. (4.1)

Dado un conjunto de centros x1, . . . ,xn de R
d distribuidos sobre el dominio en forma

dispersa o uniforme de las FBR, como vimos en el Cap. 2 la interpolante será ahora una

combinación lineal de funciones que también depende de ε

Pf (x, ε) =
n∑

j=1

αjϕj(x, ε), (4.2)

donde αj son los coeficientes de la expansión, ϕj(x, ε) = φ(‖x−xj‖, ε) son las FBR definida

como en la Sec. 2.5.2 y ‖.‖ denota la norma eucĺıdea.

Cuando no son necesarios los polinomios p(x) ∈ Πd presentados en (3.21), la matriz de

interpolación (3.24) tomará la forma

A(ε) =




φ(‖x1 − x1‖, ε) φ(‖x1 − x2‖, ε) . . . φ(‖x1 − xn‖, ε)

φ(‖x2 − x1‖, ε) φ(‖x2 − x2‖, ε) . . . φ(‖x2 − xn‖, ε)
...

...
. . .

...

φ(‖xn − x1‖, ε) φ(‖xn − x2‖, ε) . . . φ(‖xn − xn‖, ε)




, (4.3)

siendo el SEL a resolver ahora dependiente de ε

A(ε)α = f . (4.4)

Una vez halladas los componentes αj del vector α puede reconstruirse la interpolante

Pf (x, ε) y su evaluación en otros puntos del dominio Ω o incluso será posible diferenciarla.

Estas aproximaciones sirvieron para la solución numérica de EDP como fuera mostrado en

los trabajos pioneros de Kansa [73, 74].
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4.1.3 Convergencia y exactitud en aproximaciones

Los primeros resultados sobre exactitud de FBR fueron puestos en práctica sobre grillas

infinitas, aunque estos dominios tienen en algunos casos limitaciones prácticas. Cuando se

usan FBR independientes de ε, en el caso 1D es sabido que las PR φ = r2m−1 que tienen un

salto en su derivada 2m − 1 construyen una interpolante con exactitud de orden O(h2m),

siendo h inversamente proporcional a la cantidad de nodos n. La suavidad de la FBR es un

factor clave en la exactitud de la interpolante. Algunos ejemplos numéricos pueden hallarse

en [1].

Es sabido que en la medida en que se aumenta la cantidad de centros de la interpolación

n las FBR continuas por partes convergen algebraicamente a la función interpolante. Por

otro lado, también es conocido que las PR no pueden converger espectralmente. En el caso

de las FBR infinitamente diferenciables que no son polinómicas se produce una convergencia

con un orden de O(e− const
h ), siempre que el fenómeno de Runge no aparezca. Este fenómeno,

conocido en el caso de interpolaciones polinomiales, también fue definido en [76] para FBR

Gaussianas en 1D y en [77] donde se muestra que las mismas son suceptibles al fenómeno

de Runge.

Asumimos que en la medida que aumentamos n en la interpolación global el coeficiente

h → 0. Por ejemplo, las MQ y IMQ tienen convergencia espectral, mientras que las FBR

Gaussianas, que son las que nos interesan en esta tesis, producen un convergencia de orden

O(e
− const

(εh)2 ), conocida como convergencia superespectral (ver [78]).

La convergencia de los métodos que utilizan interpolaciones globales con FBR que son

ε-dependientes puede estudiarse de forma estacionaria o no estacionaria. En el caso de una

aproximación estacionaria, el número total de nodos n = cte. es fijada, mientras que el pa-

ramétro de forma ε decrece a cero, generando las FBR casi planas. Este tipo de análisis no

existe en el caso de interpolaciones que dependen de un polinomio. El caso de la aproxima-

ción no estacionaria, se fija el valor del parámetro de forma ε = cte. y se hace incrementar

el número total de puntos globales n, como se hace en métodos basados en interpolaciones

polinómicas. En particular, interesa conocer el decrecimiento del error para las FBR sua-
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ves cuando n crece, esto es, h → 0. Las formas cerradas conocidas de las expresiones del

error muestran cómo el error de diferentes FBR caen en estas tres categoŕıas -algebraica,

espectral, superespectral-.

La Figura 4.1 muestra los casos de la FBR Gaussiana ϕ(r, ε) = e−(rε)2
para diferentes

valores de ε. Cuando el parámetro de forma se fija como un valor pequeño de las interpolantes

como el caso de la subfigura correspodiente a ε =0.1, las FBR se vuelven casi planas de

modo que la combinación lineal de las mismas se vuelve casi linealmente dependiente.
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Figura 4.1: Comportamiento de las FBR Gaussianas cuando ε → 0.
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4.1.4 Condicionamiento de la matriz de interpolación

Un criterio usual para medir la estabilidad numérica de un método de aproximación es

el número de condición. En particular, cuando usamos interpolaciones con FBR miramos

el número de condición, κ(A), de la matriz de interpolación (4.3) con componentes Aij =

ϕ(‖xi − xj‖, ε) para i, j = 1, . . . , n.

Cuando se estudia la perturbación de sistemas lineales aparece la cantidad

κ(A) = ‖A‖‖A−1‖, (4.5)

que se define como número de condición de la matriz de coeficientes A del SEL respecto a

la norma ‖.‖. Este valor es relativo a la norma en cuestión, por tanto cuando se utilizan las

p-normas ‖.‖p, p = 1, . . . ,∞ es usual hacer referencia a la norma usada.

Cuando se utiliza la norma l2 en el cálculo del número de condición, resulta

κ(A) = ‖A‖2‖A−1‖2 =
σmáx

σmı́n
, (4.6)

donde σmáx y σmı́n son los valores singulares más grandes y más pequeños de A respectiva-

mente.

En el caso de que la matriz A sea normal, es decir satisfaga que AA∗ = A∗A siendo

A∗ la matriz transpuesta conjugada de A, el número de condición puede calcularse como

κ(A) =
|λmáx|
|λmı́n| , (4.7)

donde λmáx y λmı́n son los autovalores más grandes y más pequeños de A respectivamente

y las |.| indican el módulo complejo.

En particular, las matrices simétricas son normales y debido a que una matriz definida

positiva (como vimos sucede en la sección 3.2.3 con la matriz de interpolación de las FBR

Gaussianas) es simétrica, resulta que dicho número de condición puedo calcularlo como

κ(A) =
λmáx

λmı́n
, (4.8)

debido a que todos sus autovalores son reales y positivos.
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A su vez, usando el teorema de Gershgorin en la matriz (4.3), puede verse que

|λmax −Aii| ≤
n∑

j=1,j 6=i
|Aij |,

para todo i = 1, . . . , n. Por tanto,

λmax ≤ n máx
i,j=1,...,n

|Aij | = n máx
i,j=1,...,n

|ϕ(‖xi − xj‖, ε)|.

Como nuestra ϕ(r, ε) = e−r2ε2
es estrictamente definida positiva, se puede mostrar que estas

funciones son acotadas y ϕ(x, ε) ≤ ϕ(0, ε) (consultar [1]). Por tanto λmáx está acotado por

λmáx ≤ nϕ(0, ε). (4.9)

Es decir, es de orden O(n), siendo n la cantidad de centros de la interpolación. Por tanto, si

n no es demasiado grande, el autovalor máximo se vuelve aceptable, especialmente cuando

la dimensión del problema, d, no es grande.

Para investigar la estabilidad numérica del SEL (4.4), se realizan perturbaciones en dicho

sistema. Schaback [79] analizó el condicionamiento de las matrices surgidas de interpola-

ciones con FBR con total generalidad y obtuvo una cota del error relativo en un análisis

de estabilidad. Siguiendo este trabajo, en el cual se estudia las cotas del condicionamiento,

el error relativo de los coeficientes de dicho sistema para las FBR estrictamente definidas

positivas como las Gaussianas, se tiene la siguiente cota

‖∆α‖2

‖α‖2
≤ ‖A‖‖A−1‖‖∆f‖2

‖f‖2
= κ(A)

‖∆f‖2

‖f‖2
=
λmáx

λmı́n

‖∆f‖2

‖f‖2
. (4.10)

Por tanto, el condicionamiento de este tipo de problema está dado por κ(A), donde la

estabilidad es dominada por λmı́n en el caso de FBR que generen matrices definidas positivas.

Buhman [20], Wendland [21] y Fasshauer [1, 2] han hecho una revisón completa de teo-

remas con cotas del número de condición para distribuciones de nodos regulares y dispersas.

En particular, en el caso de la FBR Gaussiana que depende del parámetro de forma ε, la
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cota inferior para el λmı́n viene dada por

λmı́n ≥ Cde
−40,71d2/(εqΘ)2

(√
2εqΘ

)d , (4.11)

donde qΘ = 1
2 mı́n
i6=j

‖xi − xj‖2 es conocida como la distancia de separación entre los centros

datos y Cd es una constante que depende de la dimensión d (consultar [1]).

Por un lado, en el caso estacionario cuando se fija la cantidad de puntos n de la interpola-

ción o bien se fija h, mientras se hace ε → 0, la cota inferior de λmı́n crece exponencialmente

cuando la distancia de separación decrece. Entonces, como κ(A) depende del cociente entre

los autovalores máximo y mı́nimo, siendo que el λmáx es de orden n, κ(A) también crece

exponencialmente. Incrementar ε puede servir para mejorar el número de condición, aunque

a expensas de pérdida de la exactitud.

Por otro lado, en el caso no estacionario para un parámetro de forma fijo ε, aumentando

la cantidad de puntos n de la interpolación o bien disminuyendo h, vemos que el número de

condición crece exponencialmente con la distancia de separación. Desde el punto de vista

práctico, si se agregan puntos sobre el dominio Ω para mejorar la exactitud, el problema se

vuelve extremadamente mal condicionado.

La experimentación numérica ha mostrado un salto cuantitativo significativo entre las

cotas de dichos teoremas y los órdenes encontrados para los números de condición. En gene-

ral se han encontrado comportamientos asintóticos cuando se estudia el condicionamiento

de las matrices de interpolación para las distintas FBR y distribuciones de nodos sobre

dominios en distintas dimensiones.

Otro enfoque es el estudio del caso ĺımite (ε → 0) desde el punto de vista anaĺıtico.

Este enfoque es de particular interés y se han realizado grandes esfuerzos en mostrar la

convergencia anaĺıtica en estos casos en los trabajos [22, 23, 68, 80]. En [81] se realizan

estudios del caso ĺımite del parámetro de forma para las FBR Gaussianas y IMQ.
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4.1.5 Estabilidad computacional en interpolaciones

La estabilidad es un tema de investigación cuando se interpola con FBR, incluso si la

inversibilidad de la matriz de interpolación está asegurada como el caso de las Gaussianas,

MQ, IMQ, IQ, entre otras. Como se dijo en la sección anterior, cuando el parámetro de

forma ε tiende a cero, el error de interpolación decrece hasta que se vuelve inestable para

valores bajos si se resuelven los sistemas surgidos de la interpolación con FBR-Directo

[22, 24]. Esto se debe a que la matriz de interpolación (4.3) se vuelve extremadamente

mal condicionada, los coeficientes de la expansión αj se vuelven grandes en magnitud y la

oscilación numérica causa errores de cancelaciones. Suele decirse que las FBR constituyen

una base mal condicionada en un buen espacio de aproximación.

Varios trabajos de experimentación numérica han sido desarrollados sobre el estudio de

las FBR casi planas [80, 82, 83]. En [84] se hace un estudio de la MQ variando el parámetro

de forma con distribuciones fijas de puntos usando precisión aritmética arbitraria.

Fornberg y Zuev [85] estudiaron experimentalmente estos números de condición de la

matriz de interpolación A con las FBR Gaussianas cuando el parámetro de forma ε → 0,

mientras que Boyd y Gildersleeve [86] experimentaron numéricamente sobre el condiciona-

miento de esta matriz cuando la cantidad de puntos n → ∞ en grillas uniformes. En [85] se

mostraron la cantidad de autovalores en distintas dimensiones y distribuciones, algunas de

las cuales se reproducen en la Tabla 4.1

Nro. autovalores de O(1) O(ε2) O(ε4) O(ε6) O(ε8) ...

Caso 2D 1 2 3 4 5 ...
Caso 3D 1 3 6 10 15 ...

Tabla 4.1: Caso de una distribución no regular para GA (ϕ(r) = e−(εr)2
), MQ (ϕ(r) =√

1 + (εr)2), IMQ (ϕ(r) = 1/
√

1 + (εr)2) y GIMQ (ϕ(r) = 1/(1 + (εr)2)).

Estos estudios basados en la experimentación computacional muestran que si se utiliza

el FBR-Directo en la resolución del SEL (4.4) existe un conflicto en la exactitutd posible y

la estabilidad numérica.
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Las cotas del error de la interpolación para problemas usando FBR infinitamente dife-

renciables muestran que este error decrece exponencialmente cuando decrece la distancia

de separación entre nodos para distribuciones que están bien distribuidas sobre el dominio.

Pero esto último implica que el número de condición de la matriz de intepolación crece

exponencialmente. Esto conlleva a inestabilidades numéricas que hacen imposible obtener

resultados exactos como las cotas teóricas de error.

Análogamente, si usamos el parámetro de forma ε para aumentar la exactitud según la

cota del error de [87] entonces el número de condición de A crece exponencialmente, dado

que las FBR se asemejan a una función constante y, por tanto, las filas y columnas de la

matriz se asemejan volviendo la matriz no inversible, aun cuando los centros de las FBR

están distanciados.

Esto fue enunciado por Schaback en [24] como el principio de incertidumbre

Para tener buena exactitud en la aproximación necesitamos una distancia de llenado

h chica (h ց 0) y/o un parámetro de forma chico (ε ց 0).

Para tener buen condicionamiento necesitamos una distancia mı́nima de separación

grande (qΘ ր ∞) y/o un parámetro de forma grande (ε ր ∞).

Ambas situaciones no pueden ocurrir simultáneamente. Es decir, en métodos de aproxima-

ción con FBR no podemos tener al mismo tiempo buena exactitud y buen condicionamiento.

En la Figura 1.2 del Cap. 1 se muestra la inestabilidad numérica producida en el com-

portamiento del error norma L2 en un problema de interpolación global sobre un ćırculo con

FBR-Directo. Este principio ha derivado en que se busque un valor del parámetro de forma

óptimo, es decir aquel que obtenga la mejor exactitud mientras haya estabilidad numérica.

En [88] se estudia la elección del parámetro de forma óptimo para la solución de EDP.

Pero también, este principio de Schaback ha contribuido a una concepción equivocada de

que el espacio de funciones con FBR no es bueno debido al mal condicionamiento, asumiendo

que la resolución de los SEL generados deben resolverse en forma directa. Por eso, desde la

primer década del milenio, se han desarrollado distintas técnicas numéricas para estabilizar

el comportamiento del error en interpolaciones globales cuando ε es chico.
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4.1.6 Desarrollo de métodos de estabilidad para FBR en interpolaciones

globales

Como mencionamos anteriormente, los núcleos de interpolación con FBR Gaussianas

llevan a matrices A(ε) muy mal condicionadas cuando ε → 0, esto es, la base {e−ε2‖x−xj‖2
:

j = 1, . . . , n} se vuelve numéricamente linealmente dependiente, por lo tanto, numérica-

mente inestable limitando el uso de las Gaussianas. Sin embargo, estas FBR tienen tasa de

convergencia superespectral. La dependencia de la estabilidad de los valores del paráme-

tro de forma se ha estudiado sistemáticamente en los trabajos de Driscoll y Fornberg [68],

Fornberg y Wright [25] y Larsson y Fornberg [23].

Al momento de escritura de esta tesis, en el caso de interpolaciones globales, existen

cuatro diferentes técnicas numéricas para evitar el mal condicionamiento y ampliar el rango

de utilidad práctica de ε mejorando aśı el error numérico. Estos son, en orden desde su

primer aparición en la literatura cient́ıfica, los siguientes:

El método C-Padé [25]

El método FBR-QR [26–29]

El método Gauss-QR [29]

El método FBR-GA [30]

El método FBR-RA [31]

La primera de estas herramientas fue desarrollada en [25, 69] para trabajar con MQ con

bajo parámetro de forma asumiendo que ε ∈ C. Este enfoque fue llamado el método C-Padé

y se limitaba a un número bajo de puntos en la interpolación.

Una segunda herramienta surgida de una observación del principio de incertidumbre

estableció que la base usual de FBR no es una buena base y que pod́ıa evitarse el mal

condicionamiento cambiando la base. Esta idea comenzó a gestarse en los trabajos [26, 27,

89], en los cuales se desarrolló el método FBR-QR en casos especiales de problemas en la

esfera. Posteriormente, en [28] se presentó FBR-QR para problemas de interpolación en 2D
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con expansiones de las Gaussianas. Finalmente, en [67] se presentó la extensión del FBR-QR

para problemas diferenciales.

En [90] se obtuvo aplicaciones del FBR-QR a problemas de Stefan a dos fases, en [91] se

introduce el FBR-QR en el método de soluciones fundamentales para PVC en EDP, en [92]

se lo aplica en soluciones numéricas de EDP fraccionarias dependientes de espacio-tiempo

y recientemente en [93] se aplica al cálculo de la divergencia con FBR en el caso ĺımite.

Otra interpretación motivada del método FBR-QR fue realizada por Fasshauer y Mc-

Court en [29] usando expansiones de Hilbert-Schmidt (o de Mercer) de núcleo definidos

positivos como las FBR Gaussianas. Este nuevo algoritmo fue llamado Gauss-QR.

El método FBR-GA desarrollado en [30] fue otro algoritmo que evita el truncamiento

de series infinitas usando la implementación computacional de la función Gamma.

Uno de los últimos desarrollos, presentado por Fornberg y Wright en [31] para estabilizar

el error numérico de FBR casi planas, es el FBR-RA que utiliza una aproximación racional

vectorizada como una mejora al algoritmo C-Padé.

Otros métodos de estabilidad se presentaron en [94], donde utilizan descomposicón en

valores singulares (DVS) ponderados, en [95], donde un nuevo enfoque de FBR chatas basado

el cálculo numérico de series de Laurent de la inversa de la matriz de interpolación, en [96],

donde presentan un nuevo método estable exacto basado en partición de la unidad usando

el teorema de Mercer, y en [97], en donde se propone un método estabilizado de DF-FBR

para sobrellevar el problema de los MDF en mallas regulares utilizando un núcleo generado

con un h́ıbrido de FBR Gaussianas y PR cúbicas.

Sin embargo, la aplicación de estas técnicas en métodos locales integrales es un campo

abierto. Estos métodos de estabilidad abrieron nuevas posibilidades para métodos locales

integrales que no dependen de un mallado y que interpolan localmente con una base de

FBR que dependen del parámetro de forma.

En la Figura 1.2 del Cap. 1 se ilustra el efecto de estabilizar con FBR-QR el comporta-

miento del error en norma L2 en un problema de interpolación sobre un ćırculo con nodos

distribuidos en el interior del mismo.
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4.2 Expansión de las FBR Gaussianas

La FBR Gaussiana ϕ(r) = e−ε2r2
centrada en xk ∈ R

d es de la forma

φk(x) = ϕk(‖x − xk‖) = e−ε2‖x−xk‖2
(4.12)

= e−ε2(x−xk)T ·(x−xk) = e−ε2(xT ·x)e−ε2(xT
k

·xk)e2ε2(xT ·xk), (4.13)

donde solo el último término depende de x y xk. Haciendo el desarrollo de Taylor de este

término resulta

e2ε2(xT .xk) =
∞∑

n=0

(2ε2)n

n!
(xT · xk)

n, ∀ε > 0. (4.14)

En particular, en el caso d = 2 la FBR Gaussiana centrada en (xk, yk) es de la forma

φk(x, y) = e−ε2(x2+y2)e−ε2(x2
k

+y2
k

)e2ε2(xxk+yyk). (4.15)

Expandiendo el último factor dependiente de (x, y) y (xk, yk) por Taylor

e2ε2(xxk+yyk) =
∞∑

n=0

(2ε2)n

n!
(xxk + yyk)

n, ∀ε > 0. (4.16)

Entonces, teniendo en cuenta el término e−ε2(x2+y2), tenemos que la FBR Gaussiana depende

de la base de funciones

e−ε2(x2+y2){{1}, {x, y}, {x2 , xy, y2}, {x3, x2y, xy2, y3}, . . .}. (4.17)

Se puede ver que en este caso la cantidad de potencias del parámetro de forma ε con la

cantidad de monomios en su desarrollo como se muestra en la Tabla 4.2.

Cantidad de potencias de ε 0 2 4 6 8 . . .

Cantidad de monomios adicionales 1 2 3 4 5 . . .

Tabla 4.2: Relación en el caso 2D de la cantidad de potencias de ε y de monomios adicionales
en la expansión de FBR Gaussianas.
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Esta cantidad de mononios adicionales coincide además con la cantidad de autovalores

λj de la matriz de interpolación de las FBR Gaussianas para una distribución no regular

que aparecen con orden εj como se muestra en la Tabla 4.3.

Orden de ε O(1) O(ε2) O(ε4) O(ε6) O(ε8) . . .

Cantidad de autovalores 1 2 3 4 5 . . .

Tabla 4.3: Relación en el caso 2D de la cantidad de autovalores y el orden del parámetro de
forma ε en la matriz de interpolación de FBR Gaussianas para una distribución no regular.

Muchos monomios de la base (4.17) se vuelve linealmente dependientes cuando aumenta

el grado. Entonces, la Gaussiana se expresa en coordenadas polares φk(x, y, xk, yk) −→

Φk(r, θ, rk, θk) quedando de la forma

φk(r, θ, rk, θk) = e−ε2r2
. e−ε2r2

k . e2ε2rkrΘ1 (4.18)

siendo Θ1 = cos(θk) cos(θ) + sen(θk)sen(θ).

Haciendo la expansión de Taylor del último término de (4.18) resulta

φk(r, θ, rk, θk) = 2e−ε2r2
. e−ε2r2

k .

[
(ε2rkr)

0
(

1

2

1

0!0!
Θ0

)
(4.19)

+ (ε2rkr)
2
(

1

2

1

1!1!
Θ0 +

1

2!0!
Θ2

)
(4.20)

+ (ε2rkr)
4
(

1

2

1

2!2!
Θ0 +

1

3!1!
Θ2 +

1

4!0!
Θ4

)
(4.21)

+ . . . (4.22)

+ (ε2rkr)
1
(

1

2

1

1!0!
Θ1

)
(4.23)

+ (ε2rkr)
3
(

1

2

1

2!1!
Θ1 +

1

3!0!
Θ3

)
(4.24)

+ (ε2rkr)
5
(

1

2

1

3!2!
Θ1 +

1

4!1!
Θ3 +

1

5!0!
Θ5

)
(4.25)

+ . . . (4.26)

siendo Θm = cos(mθk) cos(mθ) + sen(mθk)sen(mθ).
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Tenemos, entonces, la nueva base en polares

e−ε2r2{{1}, (4.27)

r{cos(θ), sen(θ)}, (4.28)

r2{1, cos(2θ), sen(2θ)}, (4.29)

r3{cos(θ), sen(θ), cos(3θ), sen(3θ)}, (4.30)

r4{1, cos(2θ), sen(2θ), cos(4θ), sen(4θ)}, (4.31)

r5{cos(θ), sen(θ), cos(3θ), sen(3θ), cos(5θ), sen(5θ)}, . . .}. (4.32)

El término e−ε2r2 → 1 cuando ε → 0 para un r fijo, entonces la nueva base se aproxima

a los monomios {1, r, r2, r3, r4, r5, . . .}. Si bien esta expresión de la nueva base resuelve

el problema vinculado a ε debido a que las funciones trigonométricas dan independencia

en la dirección de θ, surge el problema concentrado ahora en r y vinculado a que los

monomios de alto grado hacen nuevamente una base mal condicionada. Esto sucede porque

para potencias altas de rp, estos monomios se comportan muy similarmente y por tanto

una combinación lineal de los mismos tiende a ser linealmente dependiente. Por ejemplo, si

tomamos r ∈ (0, 1), los valores de los monomios con grados altos serán casi nulos y difieren

en las cercańıas de r = 1 por tanto estaŕıamos usando funciones casi planas e iguales para

combinarlas linealmente, lo cual trae aparejado el problema del mal condicionamiento de la

sección 4.1.3 cuando las FBR Gaussianas son casi planas para ε → 0 (ver Figura 4.1).

Los polinomios de Chebyshev ayudan a mejorar esta situación como se muestra en el

desarrollo de [28]. Una base más atractiva que los monomios de r se puede hallar usando

estos polinomios de Chebyshev Tn(r) a partir de la relación

r2j+p =
j∑

l=0

blT2l+p(r), (4.33)

donde p ∈ {0, 1} y j ∈ N0 (bl también dependen de j y p).

Entonces de la base en trigonométrica que teńıamos en (4.27-4.32), excluyendo el término

e−ε2r2
, resulta la Tabla 4.4 que muestra la relación entre las potencias de ε y la base de

potencias pares e impares de r.

82



Potencias ε Potencias pares r

ε0 r0

ε4 r2 r2{cos(2θ), sen(2θ)}
ε8 r4 r4{cos(2θ), sen(2θ)} r4{cos(4θ), sen(4θ)}
...

...
Potencias ε Potencias impares r

ε2 r1{cos(θ), sen(θ)}
ε6 r3{cos(θ), sen(θ)} r3{cos(3θ), sen(3θ)}
ε10 r5{cos(θ), sen(θ)} r5{cos(3θ), sen(3θ)} r5{cos(5θ), sen(5θ)}
...

...

Tabla 4.4: Relación entre las potencias de ε y la base de potencias pares e impares de r.

Factorizando la menor potencia de r en cada columna anterior y usando los polinomios

de Chebyshev para convertir las demás potencias resulta la Tabla 4.5 que muestra la relación

entre las potencias de ε y el nuevo conjunto de funciones base.

Potencias ε Potencias pares r

ε0 T0(r)
ε4 T2(r) r2T0(r){cos(2θ), sen(2θ)}
ε8 T4(r) r2T2(r){cos(2θ), sen(2θ)} r4T0(r){cos(4θ), sen(4θ)}
...

...
...

...
Potencias ε Potencias impares r

ε2 T1(r){cos(θ), sen(θ)}
ε6 T3(r){cos(θ), sen(θ)} r2T1(r){cos(3θ), sen(3θ)}
ε10 T5(r){cos(θ), sen(θ)} r2T3(r){cos(3θ), sen(3θ)} r4T1(r){cos(5θ), sen(5θ)}
...

...
...

...

Tabla 4.5: Relación entre las potencias de ε y el nuevo conjunto de funciones base.

Encontramos, entonces, la nueva base de funciones

T cosj,m(x) = e−ε2r2
r2m Tj−2m(r) cos((2m + p)θ), (2m + p) 6= 0, (4.34)

T senj,m (x) = e−ε2r2
r2m Tj−2m(r) sen((2m + p)θ), (2m + p) 6= 0, (4.35)

donde {Tj−2m(r)} son los polinomios de Chebyshev, j ∈ N0, 0 ≤ m ≤ ⌊j/2⌋, p = 0 si j par

y p = 1 si j impar.
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La nueva expansión de la FBR Gaussiana es de la forma

ϕ(‖x − xk‖) =
∞∑

j=0

⌊j/2⌋∑

m=0

dj,m cj,m(xk) T
cos
j,m(x) (4.36)

+
∞∑

j=0

⌊j/2⌋∑

m=1−p
dj,m sj,m(xk) T

sen
j,m (x) (4.37)

donde p = 0 si j es par y p = 1 si j es impar. Los llamados factores de escala tienen orden

O(ε2j) y son de la forma

dj,m =
ε2j

2j−2m−1
(
j+2m+p

2

)
!
(
j−2m−p

2

)
!

(4.38)

donde p = 0 si j es par y p = 1 si j es impar y los coeficientes ck,l, sk,l de orden O(1) vienen

dados por

cj,m(xk) = b2m+p tj−2m e−ε2r2
k rkj cos((2m + p)θk) 1F2(αj,m;βj,m; ε4r2

k), (4.39)

sj,m(xk) = b2m+p tj−2l e
−ε2r2

k rkj sin((2m + p)θk) 1F2(αj,m;βj,m; ε4r2
k), (4.40)

donde b0 = 1, bj = 2,∀j > 0, t0 = 1/2, tj = 1,∀j > 0 y (rk, θk) las coordenadas polares del

nodo xk. La función 1F2 es la función hipergeométrica con parámetros

αj,m =
j − 2m+ p+ 1

2

y

βj,m =

[
j − 2m+ 1,

j + 2m+ p+ 2

2

]
,

siendo ε4r2
k la variable de dicha función.

La Figura 4.2 muestra cuatro niveles de funciones de expansión usadas para generar

T cosj,m y T senj,m (x) para un parámetro de forma chico (ε=0.1). En la misma se puede observar

la independencia lineal entre la nueva base de funciones.
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Figura 4.2: Algunas expansiones de las funciones (4.34) y (4.35) usadas para representar las
FBR Gaussianas cuando ε= 0.1.
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4.2.1 Forma matricial de FBR-QR en 2D

Matricialmente, la base de FBR Gaussianas Φ(x) = [φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x)]T viene

dada por

Φ(x) = C.D.T(x), (4.41)

donde C ∈ R
n×∞ contiene los coeficientes de la expansión cj,m y sj,m, D ∈ R

∞×∞ contiene

los factores de escala dj,m y T(x) contiene las funciones T cosj,m(x) y T senj,m (x) expresadas con

polinomios de Chebyshev. Esto es,




φ1(x)

φ2(x)

...

φn(x)




=




. . . . .

. cj,m . . .

. sj,m . . .

. . . . .







. . .

dj,m
. . .







T cos0,0 (x)

T cos1,0 (x)

T sen1,0 (x)

T cos2,0 (x)

T cos2,1 (x)

T sen2,1 (x)

...




(4.42)

donde habrá que truncar el ı́ndice j para algún jmax en la implementación numérica.

En [27] se establecieron criterios de truncamiento para el cálculo eficiente de jmax de

modo de asegurar que la nueva base sea obtenida en precisión máquina (16 cifras significa-

tivas). A su vez, la fórmula presentada en [28] establece un dependencia entre el número M

de columnas de la matriz C y el ı́ndice jmax como

M =

(
jmax + d

d

)
,

siendo d la dimensión del problema. Los algoritmos de implementación puede consultarse en

el apéndice de este último trabajo donde también se muestran resultados sobre la variación

del número M como función de la cantidad de funciones n de la base y del parámetro de

forma ε estableciendo la validez numérica de la elección de dicho jmax.
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Haciendo, entonces, la factorización matricial QR, C = QR ∈ R
n×jmax con Q ∈ R

n×n

unitaria y R ∈ R
n×jmax triangular superior, tenemos

Φ(x) = C.D.T(x) (4.43)

= Q.R.D.T(x) (4.44)

= Q[R1 | R2]



D1 O

O D2


T(x) (4.45)

= Q [R1D1 | R2D2] T(x), (4.46)

donde R1 ∈ R
n×n es triangular superior, R2 ∈ R

n×jmax un bloque matricial, D1 ∈ R
n×n y

D2 ∈ R
jmax×n son submatrices diagonales, y T(x) es el vector de jmax funciones T cosj,m(x) y

T senj,m (x).

Premultiplicando por D−1
1 R−1

1 QT a la vieja base Φ(x) de la ecuación (4.46) resulta

D−1
1 R−1

1 QTΦ(x) =
[

I | D−1
1 R−1

1 R2D2

]
T(x) (4.47)

=
[

I | R̃
]

T(x), (4.48)

donde R̃ = D−1
1 R−1

1 R2D2 se conoce como matriz de corrección y solo contiene las potencias

no-negativas de ε debido al ordenamiento de sus factores de escala (4.38).

Entonces, la nueva base Ψ(x) = [ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψn(x)]T resulta

Ψ(x) =




ψ1(x)

ψ2(x)

...

ψn(x)




=
[

I | R̃
]




T cos0,0 (x)

T cos1,0 (x)

T sen1,0 (x)

T cos2,0 (x)

T cos2,1 (x)

T sen2,1 (x)

...

Tjmax(x)




. (4.49)

Para interpolar en los puntos de x1, . . . ,xm ∈ R
d tenemos que resolver el sistema lineal
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Bλ = f para λ = [λ1, . . . , λm]T , siendo f dato. Trasponiendo lo anterior tenemos

B := [Ψ(x1) . . .Ψ(xm)]T (4.50)

= [T(x1) . . .T(xm)]T




I

R̃T


 (4.51)

= TT
1 + TT

2 R̃T . (4.52)

Finalmente, evaluamos la aproximante Pf (x, ε) como

Pf (x, ε) = Ψ(x)Tλ. (4.53)

4.3 El MILDF estabilizado

El objetivo de un algoritmo estable de FBR consiste en poder evaluar las interpolantes

de forma que se mantengan bien condicionadas numéricamente, aun en el caso de que el

parámetro de forma tienda a cero. En nuestro caso consideramos las FBR Gaussianas (GA)

φ(r, ε) = e−(rε)2
para las interpolaciones locales del campo u y del término no homogéneo

b̃. Seguiremos las ideas soslayadas en el método de FBR-QR de forma que en el caso ĺımite

cuando ε → 0 podamos sustituir la base de las FBR Gaussianas mal condicionadas {φj}

por otra bien condicionada que expanda exactamente el mismo espacio de funciones. Esto

es posible de hacer sin que involucre cancelaciones numéricas [27, 28].

Para evitar el mal condicionamiento que se presenta con las interpolaciones locales de

u y de la densidad b̃, cambiamos las bases tal como fue desarrollado en [28] para 2D.

4.3.1 Formulación del MILDF estabilizado

El propósito del algoritmo FBR-QR es usar una mejor base de funciones basados en

la expansión de las FBR Gaussianas y la condición de conteo presentados en la sección

anterior. Estas expansiones son conocidas expĺıcitamente solo para las Gaussianas y las

FBR de Bessel. Encontrar expansiones alternativas para las cuales la condición de conteo

valga para otras distribuciones de puntos y dimensiones no es un problema trivial [28] y

excede los objetivos de esta tesis.
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El aporte de esta tesis es el uso de una técnica de estabilidad como FBR-QR para

calcular las interpolantes con FBR de forma estable en un método local integral para la

solución numérica de PVC.

En nuestra nueva formulación del MILFD en vez de tomar como base las FBR Gaussia-

nas que dependen del parámetro de forma ε, el campo u ahora es calculado numéricamente

con la nueva base {ψj}nj=1 con centros {xj}nj=1 que forman el esténcil Θi solapado sobre

cada subregión de integración Ωi y su correspodiente frontera Γi,

u (x) ≈
n∑

k=1

γkψk (x) . (4.54)

Sin pérdida de generalidad, suponemos que también el término no homogéneo b̃ es interpo-

lado usando la misma base con los mismos centros como en la ecuación (3.61)

b ≈
n∑

k=1

λkψk (x) , (4.55)

donde los nuevos coeficientes {γk}nk=1 y {λk}nk=1, son expresados en términos de los valores

nodales del vector u y los datos en la frontera g(ub).

Obtenemos, entonces, de (3.59) la siguiente formulación integral local

u(ξ) =
n∑

j=1

γj

{∫

Γi

Q(x, ξ)ψj(x) dΓx

}
+

n∑

j=1

λj

{∫

Ωi

G(x, ξ)ψj (x) dΩx

}

+

∫

Ωi

G(x, ξ)f(x) dΩx, (4.56)

donde la base {ψj}nj=1 que depende de la expansión de las funciones que son las combinacio-

nes de potencias polinómicas, polinomios de Chebyshev y funciones trigonométricas vistas

en la sección anterior. Para simplificar la notación usada en la sección anterior llamaremos

a esta base {Vk}k≥1.
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4.3.2 Expresión matricial discretizada del MILDF estabilizado

En forma matricial, esta nueva base {ψj} viene dada de la siguiente manera




ψ1(x)

ψ2(x)

...

ψn(x)




:= D−1
1 R−1

1 QT




ϕ1(x)

ϕ2(x)

...

ϕn(x)




≈
[

In | R̃
]




V1(x)

V2(x)

...

Vm(x)




. (4.57)

Estas fueron truncadas en cierto jmax = m ≥ n basados en el tamaño del desarrollo. Los

criterios para un truncamiento eficiente de este ı́ndice fueron establecidos en la sección 4.2.1.

La matriz Q ∈ R
n×n es ortogonal, R ∈ R

n×m es triangular superior y In ∈ R
n×n.

La matriz R se particiona como [R1|R2], donde R1 es triangular superior y contiene

las primeras n columnas de R, mientras que R2 es un bloque de orden n × (m − n).

Consecuentemente, la matriz de escalamiento D se particiona en D1, un bloque diagonal

n× n y en D2, otro bloque de orden (m − n) × (m− n).

La matriz de correción se define como R̃ = D−1
1 R−1

1 R2D2, la cual contiene las potencias

no-negativas de ε debido al ordenamiento de los coeficientes de escala que generan matrices

de interpolación locales mejor condicionadas.

Similarmente al MILFD presentado en la sección 3.3.1, tenemos la matriz de inter-

polación para u y el término b̃. Estas matrices pueden obtenerse usando la nueva base.

Denotaremos a estas nuevas matrices como Bi y B̃i cuando la colocación de (4.56) sea en

el nodo xi de la discretización del dominio.

Para esténciles internos, estas matrices serán iguales y de la forma (Bi
ψ)jk = ψk(xj)

para j, k = 1, . . . , n. Transponiendo la ecuación (4.57), obtenemos la nueva matriz

Bi
ψ = V




In

R̃T


 , (4.58)

donde la matriz V tiene elementos vjk = Vk(xj).

Para las FBR Gaussianas, la matriz de interpolación es siempre invertible para distintos

distribuciones de nodos [1, 3], sin embargo, esta propiedad no se traslada automáticamente
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a las bases generadas por el FBR-QR. Para que el cambio de bases sea válido, necesitamos

que la matriz R1 de (4.57) sea invertible. Esto es posible si las primeras n columnas de la

matriz de coeficientes C son linealmente independientes. En [67], los autores implementaron

una estrategia selectiva de pivoteo en el algoritmo FBR-QR para superar el aspecto de la

dependencia lineal o de las columnas nulas de C. Esta estrategia de pivoteo permite obtener

un algoritmo estable y en determinados casos permite obtener el caso ĺımite para las FBR

Gaussianas cuando ε → 0.

La matriz Bi, correspondiente a los esténciles fronteras, se define de acuerdo a las con-

diciones de contorno del problema. Para nodos con condiciones de Dirichlet, la nueva base

es evaluada como Bi
ψ, y para nodos con condiciones de Neumann es necesario calcular las

derivadas parciales de la nueva base.

De la ecuación (4.57) podemos observar que las funciones {ψk} dependen linealmente de

la expansión de las funciones {Vk}, por tanto, las derivadas parciales de un operador lineal

B puede calcularse de la siguiente manera




Bψ1(x)

Bψ2(x)

...

Bψn(x)




≈
[

In | R̃
]




BV1(x)

BV2(x)

...

BVm(x)




. (4.59)

La matriz local matriz de interpolación Bi para los esténciles frontera se compone de

dos bloques

Bi =




Bi
ψ

Bi
Bψ


 , (4.60)

donde el bloque Bi
ψ tiene coeficientes (Bi

ψ)jk = ψk(xj) para j = 1, . . . , ni (nodos interiores)

y k = 1, . . . , n (nodos frontera), y de otro bloque Bi
Bψ con coeficientes (Bi

Bψ)jk = Bψk(xj)

para j = ni + 1, . . . , n y k = 1, . . . , n. Las derivadas parciales para los nodos en el con-

torno correspodiente a las condiciones de Neumann fueron evaluados a través del código

de MATLAB RBF QR diffmat 2D del sitio de E. Larsson [98]. La fórmula exactas para el
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cálculo simbólico de las derivadas de las funciones {Vk} figuran en el apéndice de ese trabajo.

Las ecuaciones (4.55) y (4.56) se reescriben en teŕminos de los nuevos coeficientes de

interpolación

λ = B−1
i di (4.61)

y

σ = B̃−1
i

(
fi + B

b̃i
B−1
i di

)
, (4.62)

donde (B
b̃i

)jk = b (ψj (xk) ,∇ψj (xk)) para j, k = 1, . . . , n.

La ecuación discretizada de esta nueva formulación ahora toma la forma

ui =
n∑

k=1

γk lik +
n∑

k=1

λk l̃ik + f̃i, (4.63)

donde f̃i, lik y l̃ik son de la forma





lij =

∫

Γi

Q (x,xi)ψj (x) dΓx, (4.64a)

l̃ij =

∫

Ωi

G (x,xi)ψj (x) dΩx, (4.64b)

f̃i =

∫

Ωi

G (x,xi) f (x) dΩx. (4.64c)

Estas integrales de contorno y dominio son calculadas numéricamente con cuadraturas.

Similarmente a la ecuación (3.76), obtenemos una forma matricial para el campo des-

conocido u en cada nodo interno como

ui =
(
lTi B−1

i + l̃Ti B̃−1
i Bb̃i

B−1
i

)
di + f̃i, (4.65)

donde los vectores columnas son li = [. . . , lik, . . .]
T y l̃i = [. . . , l̃ik, . . .]

T .

Para evitar la evaluación de las matrices llenas inversas B−1
i y B̃−1

i , seguimos el mismo

procedimiento algoŕıtmico presentado en la sección 3.3.3.

Este método fue presentado en [32] como el Método Integral Local Estabilizado de

Frontera y Dominio (MILFD-Est), el cual tiene dos ventajas principales comparado con el

MRD-RL: el esquema de interpolación local es estable para valores chicos de ǫ y no hay

necesidad de usar la solución particular a las bases {ψk} como en el MRD.
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Caṕıtulo 5

Resultados numéricos

En este caṕıtulo presentamos resultados numéricos calculados con el MILFD y el MILF-

D-Est para PVC de diferentes EDP tipo eĺıpticas. La precisión y la eficiencia de este méto-

do es observado a través del desempeño numérico en diversos ejemplos. Los mismos están

ordenados en las siguientes tres secciones: ecuaciones de Poisson, ecuaciones de convección-

difusión y ecuaciones eĺıpticas. En la primer sección estudiamos tres ecuaciones de Poisson

en 2D: una con condiciones de frontera mixtas sobre un dominio cuadrado, otra con condicio-

nes de Dirichlet también sobre un cuadrado y una tercera con condiciones de Dirichlet sobre

un dominio circular. En la segunda sección estudiamos ecuaciones de convección-difusión

1D y 2D con condiciones de borde mixtas: la primera es un caso conocido y estudiado en

la literatura cient́ıfica, y la segunda es el caso de la capa ĺımite térmica termal estacionaria

sin solución anaĺıtica.
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5.1 Objetivos

El objetivo de este caṕıtulo es mostrar la buena performance de la exactitud numérica en

la aproximación de soluciones del método MILFD-Est en distintos problemas diferenciales

sobre diversos dominios. Además, se realizaron comparaciones con resultados publicados en

[15, 37, 99] para las mismas ecuaciones obteniéndose mejoras a los resultados reportados.

Los resultados numéricos obtenidos fueron comparados con sus correspodientes solucio-

nes exactas en los casos conocidos. Los distintos errores reportados en el trabajo de esta

tesis son el error norma L2 (Error-L2), el error norma L2 porcentual (Error-L2 %) y el error

cuadrático medio (ECM):

Error-L2 =

√√√√
∑N
i=1 (uexaci − uaproxi )

2

∑N
i=1 (uexaci )2 , (5.1)

Error-L2 % =

√√√√
∑N
i=1 (uexacti − uaproxi )

2

∑N
i=1 (uexaci )2 100 %, (5.2)

ECM =

√∑N
i=1 (uexaci − uaproxi )

2

N
, (5.3)

donde uexaci es el valor en el nodo xi de la solución exacta y uaproxi es el valor correspodiente

de la aproximación. También fue estudiado el error norma L∞ pero no fue reportado.

Los resultados numéricos fueron estudiados sobre distintas distribuciones de nodos sobre

el dominio y la frontera, esto es, uniformes, de tipo Halton, cuasi-uniforme y distribución

dispersa repelente. Una disquisición sobre las distribuciones de los nodos se presenta en la

sección 5.2 sobre discretizaciones del dominio.

En algunos casos, también fueron comparados tiempos computacionales para evaluar

la eficiencia de un método local integral al introducir una técnica de estabilidad numérica

cuando se interpola localmente con FBR.

Las implementaciones y los experimentos numéricos fueron realizados usando el software

de cálculo numérico MATLAB en una PC con 7,5 GB de RAM y un procesador AMD

Phenom (tm) II X6 1090T corriendo a 804 MHz.
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5.2 Discretización del dominio

Tradicionalmente, las discretizaciones para EDP se basan en mallas estructuradas. Sin

embargo, de los métodos locales integrales, el MILFD en particular es considerado un méto-

do sin malla en el que la discretización del dominio Ω está basada en las distintas distribu-

ciones de nodos sobre este, por tanto, no son necesarias las relaciones de conectividad entre

nodos o elementos, como en el caso de MEF.

Los métodos conocidos en la literatura sobre distribuciones de nodos se clasifican en dos

grandes categoŕıas: los métodos iterativos generados a partir de un algoritmo recursivo de

forma de llenar el dominio, y los métodos de avance, que comienzan con una distribución

de nodos sobre la frontera Γ y van avanzando hasta llenar el domino.

Los algoritmos usados en esta tesis para generar distribuciones de nodos son de ambas

categorás mencionadas anteriormente, en particular, en casos 2D donde fueron implementa-

dos en MATLAB a partir de algoritmos propios o modificaciones de algoritmos existentes.

Por otra parte, no se modificaron las implementaciones para realizar una variación de la

densidad de nodos en distintas partes del dominio para mejorar la efectividad, dado que

esto exced́ıa los objetivos de esta tesis. Otras opciones para crear distribuciones de nodos

2D pueden encontrarse en [100] y sobre adaptividad de los mismos en la solución numérica

con FBR de problemas de Poisson con condiciones de Dirichlet en [101].

En esta tesis, los dominios rectangulares fueron discretizados generando nodos de tipo:

Distribuciones uniformes.

Distribuciones de tipo Halton [102].

Distribuciones cuasi-uniformes [36].

Distribuciones de tipo repelente [37].

En la Figura 5.1 se muestran ejemplos de distribuciones de nodos uniformes, de tipo

Halton y cuasi-uniformes para el cuadrado Ω =
[
−1

2 ,
1
2

]2
. A continuación, desarrollamos

brevemente algunos de estos tipos de distribuciones.
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Figura 5.1: Discretizaciones del dominio usando diferentes distribuciones de nodos. Unifor-
me: N = 400 nodos interiores + 84 nodos frontera. De tipo Halton: N = 400 nodos interiores
+ 80 nodos frontera. Cuasi-uniformes: N = 401 nodos interiores + 76 nodos frontera.

5.2.1 Distribuciones de tipo Halton

La construcción de los puntos Halton [102] está basada en un método iterativo deter-

mińıstico. Estos nodos son creados a partir de la sucesión de van der Corput tomando un

número primo como su base y generando puntos bien distribuidos en el intervalo (0, 1).

Para generar los puntos de Halton en el cuadrado (0, 1)2, creamos cada coordenada con un

número primo base distinto. Luego, se traslada y se escala al dominio rectangular de R
2

mediante una transformación lineal. Los nodos distribuidos en los contornos de la frontera

también se generaron como puntos de Halton pero de una dimensión.

Estas distribuciones se usaron en las EDP de las secciones 5.4.2 y 5.4.3 para abordar

problemas de Poisson con condiciones mixtas y de Dirichlet, respectivamente. También su

usaron en la ecuación de convección-difusión de la sección 5.5.1. En el Apéndice B se puede

consultar las cantidades de nodos utilizadas en cada caso.

5.2.2 Distribuciones cuasi-uniformes

Las distribuciones cuasi-uniformes fueron desarrolladas por Fornberg y Flyer en [36]

para 2D. Estas distribuciones fueron creadas con un método de avance que genera un

conjunto de nodos a partir de una función de densidad que comienza desde la frontera

hacia el interior del dominio.
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Estas distribuciones se usaron en las EDP de las secciones 5.4.2, 5.4.3, 5.5.1 y 5.5.2. En

el Apéndice B se pueden consultar las cantidad de nodos utilizados en cada caso, tanto en

el interior como en la frontera de cada dominio.

5.2.3 Distribuciones repelentes

El dominio circular fue discretizado usando el algoritmo repelente citado anteriormente.

El propósito de este algoritmo es incrustar el ćırculo en un cuadrado 2D y discretizarlo

usando nodos estructurados equiespaciados con un determinado espaciamiento h e ir des-

cartando aquellos nodos que estén a determinada distancia de la frontera circular. Luego se

va aplicando a cada nodo interior un desplazamiento ligeramente aleatorio en la dirección

de una fuerza de repulsión dada por ~F (x, y) =
∑n
i=1

~ri

‖~ri‖3
2
, donde ~ri = (x− xi, y − yi) y n es

el número de nodos cercanos al i-ésimo nodo (xi, yi). La frontera ∂Ω se discretiza con una

cantidad fijada de nodos equiespaciados. Estas distribuciones se usaron en la sección 5.5.1.

Figura 5.2: Diferentes tipos de esténciles: subregión de integración (ćırculo verde), punto de
colocación (asterisco), punto interior (rojo) y nodo frontera (azul).
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Para la construcción de los esténciles locales, definimos para cada dominio una región

fija cercana a la frontera donde, si el punto de evaluación del punto de colocación es ubicado

dentro de esta región, el esténcil local Θi encierra ni nodos interiores y nb nodos sobre la

frontera. En el otro caso, el esténcil solo encierra nodos interiores. Ejemplos de diferentes

tipos de esténciles dependiendo de su posición se muestran en la Figura 5.2. Los resultados

numéricos de las subsecciones 5.4.1, 5.4.2, 5.4.3, 5.5.1 y 5.5.2 fueron corridos con una canti-

dad fija de esténciles de n = 25 mientras que los ejemplos de las subsecciones 5.4.4 y 5.6.1,

se consideraron estudios sobre la cantidad de esténciles, que vaŕıan entre 10 y 100 nodos.

5.3 Implementación numérica para el MILFD-Est

En esta sección explicamos paso por paso el procedimiento algoŕıtmico para resolver

numéricamente un PVC con su correspodiente EDP y condiciones de borde usando el es-

quema del MILFD-Est. Los pasos de la implementación pueden describirse como:

1. Discretización del dominio y de su frontera del PVC.

2. Construcción de los esténciles locales.

3. Definición de las subregiones de integración.

4. Cálculo por cuadraturas de las integrales de frontera y dominio.

5. Resolución de los SEL locales provenientes de las interpolaciones con FBR.

6. Resolución del sistema lineal ensamblado.

7. Reconstrucción de la solución aproximada.

Discretización del dominio y de su frontera del PVC

El MILFD-Est es un método local sin malla con el cual, a partir de la discretización

uniforme o dispersa del dominio Ω (denominaremos Θ) con N nodos interiores y Nfro nodos

en la frontera Γ, se obtienen matrices locales de interpolación llenas de dimensión menor n

depediente del tamaño de los esténciles locales. El procedimiento algoŕıtminco presentado
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en la sección 3.3.3 establece los 2N SEL a resolver numéricamente. La resolución numérica

de cada uno de estos sistemas permite armar una ecuación de un solo sistema más grande

de tamaño N ×N con una matriz rala a resolver.

El primer paso en un método sin malla es crear los nodos internos del dominio compu-

tacional. En la sección anterior se describen algunas de las discretizaciones creadas haciendo

algunos arreglos matemáticos en dominios 2D. No obstante, un método sin mallado trabaja

bien con cualquier distribución random o manual por el usuario.

Construcción de los esténciles locales

Como el MILFD-Est es un esquema sin malla, el siguiente paso es definir una estrategia

para seleccionar un número finito de puntos para conformar los esténciles Θi de cada nodo

interior. Estos nodos serán los centros de las FBR elegidas para las interpolaciones locales.

En esta tesis usamos dos alternativas para definir la cercańıa a la frontera. Por un lado,

en los dominios poligonales definimos una banda cercana a la frontera para la selección de

nodos frontera según una cantidad de nodos frontera fija a elegir. Por otro, se utilizó la

estrategia de usar el criterio de los puntos más cercanos al punto de colocación.

Definición de las subregiones de integración

Para calcular las integrales de frontera y dominio es necesario definir la subregión de

integración Γi. En esta tesis usamos la FGD definida sobre un ćırculo de radio inversamente

proporcional a la cantidad de puntos internos del dominio. Una vez definida la ecuación

discretizada del MILFD-Est, es necesario calcular numéricamente por cuadraturas las inte-

grales de frontera y dominio.

Dos posibles esquemas de integración numérica para realizar este cálculo son la regla

del trapecio y la cuadratura de Gauss-Legendre. En esta tesis se optó por esta última. En el

Apéndice A mostramos la relación existente entre la integración numérica de las integrales

de frontera y dominio y la exactitud del error para el MILFD y el MILFD-Est.

99



Resolución de los SEL locales

Una vez generadas las matrices de interpolación locales de dimensión depediente de la

cantidad de puntos de los esténciles locales, se utilizó el procedimiento algoŕıtmico pre-

sentado en la sección 3.3.3 para resolver estos SEL. El reemplazo de la buena base con

FBR Gaussianas por la base generada por las combinaciones de funciones de Chebyshev y

trigonométricas del FBR-QR para valores bajos del parámetro de forma mejora el condi-

cionamiento y, por tanto, su resolución numérica.

Los sistemas lineales planteados en la sección 3.3.3 son pequeños, llenos y mejor condi-

cionados, por tanto su resolución numérica se realiza con métodos directos para SEL. Estos

solvers aprovechan las ventajas de simetŕıas en los problemas usando el solver adecuado

según la matriz de coeficientes a resolver para minimizar el tiempo computacional (LU sol-

ver, LDL solver, Cholesky solver). En el caso que estas sean hermitianas definidas positivas,

se resuelvan por el método de Cholesky.

Resolución del sistema lineal ensamblado

El sistema lineal ensamblado se resolvió usando el método iterativo de tipo Krylov

llamado generalized minimal residual (GMRES) (conocido en español como método residual

mı́nimo generalizado) con y sin técnicas de precondicionamiento. Este método aproxima el

vector solución en un subespacio de Krylov con residuo mı́nimio y usando la iteración de

Arnoldi. La tolerancia para este esquema residual fue seteada en 1 × 10−9, el vector inicial

ones(N, 1), la dimensión del espacio de búsqueda ⌊N/10⌋ y el máximo número de iteraciones

igual a N , siendo N la cantidad de nodos internos del dominio. Para mayores detalles de

este método consultar [13]. En esta tesis no se utilizaron técnicas de reordenamiento de la

matriz de ensamblado dispersa como el algoritmo de Cuthill-McKee.

El MILFD-Est recorre cada uno de los nodos interiores xi de la discretización del dominio

y para cada punto usamos la ecuación (4.65) en términos de los valores desconocidos ui =

u(xi) y los valores uj = u(xj), donde xj pertenece al esténcil local de interpolación Θi.

La i-ésima ecuación del SEL ensamblado y disperso se calcula haciendo el procedimiento
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similar al presentado en la sección 3.3.3. Los elementos del vector z correspondientes a los

valores desconocidos uj que forman parte de los elementos del vector di son parte de la

matriz dispersa, mientras que los elementos restantes de z junto con la data de frontera

g(xj) (también elementos del vector di) son usados para calcular la i-ésima entrada del

lado derecho del sistema ensamblado.

En la Figura 5.3 mostramos el patrón de esparcidad para la ecuación unidimensional de

convección-difusión tratada en esta tesis usando una distribución de nodos uniformes con

N = 2000 puntos interiores y un esténcil de tamaño n = 25. En cada fila se tiene poca

cantidad de coeficientes no nulos (en azul) mientras que una gran cantidad de coeficientes

nulos (en blanco) por fila dan la caracteŕıstica de una estructura de matriz dispersa. A su

vez, la construcción de esta matriz iterativamente y su ensamblado, le dan estructura de

matriz en banda. En este caso, la cantidad de elementos no nulos es nz = 50000, apenas el

1.25 % de la cantidad de coeficientes totales de la matriz ensamblada.
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Figura 5.3: Patrón de esparcidad de la matriz ensamblada del problema 1D de la ecuación
de convección-difusión.
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Precondicionamiento de la matriz de ensamblado

Para resolver el sistema lineal ensamblado también se testeó el método de GMRES

con precondicionamiento directo e inverso [13, 14]. Se precondicionó este sistema (3.86)

mediante una premultiplicación o posmultiplicación por una matriz no singular N llamada

precondicionador, transformándolo en un sistema equivalente mejor condicionado para que

el esquema iterativo converja con mayor rapidez. Se implementaron precondicionadores de

tipo directo (N ≈ M) y de tipo inverso (N ≈ M−1).

Entre las técnicas de precondicionamiento directo, se utilizó un precondicionador en

banda debido al patrón de esparcidad de la matriz de ensamblado. También, se testearon

las técnicas de Factorización LU Incompleta (ILU) (del inglés, incomplete LU factorization

preconditioner), con y sin llenado. Entre las técnicas de precondicionamiento inverso, se

utilizaron las técnicas de aproximación dispersa de la inversa (SPAI) (del inglés, sparse

approximate inverse preconditioner) y aproximación factorizada de la inversa (AINV) (del

inglés, approximate inverse preconditioner).

En [33] se mostraron las tasas de convergencia, condicionamiento y tiempos compu-

tacionales de estas técnicas de precondicionamiento aplicados al MRD-RL. Los resultados

mostraron que si bien cuando las técnicas de precondicionamiento implementadas permitie-

ron resolver el sistema ensamblado alcanzando la tolerancia deseada, los errores numéricos

totales del método integral local no mejoraban.

5.4 Resolución numérica de EDP tipo Laplace y Poisson con

el MILFD-Est

En esta sección mostramos los resultados numéricos en distintos problemas de valores

de contorno de Laplace y Poisson con distintas condiciones de borde en 2D. En las expe-

rimentaciones abordamos primeramente una EDP de Laplace con condiciones de borde de

Dirichlet y problemas de Poisson con condiciones mixtas de Dirichlet y de Neumann. El

dominio es cuadrangular o bien el ćırculo unitario con distintos tipo de distribuciones de

nodos como uniformes, de tipo Halton, cuasi-uniformes y repelentes en su interior y frontera.
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5.4.1 EDP de Laplace y Poisson en casos simples

Consideramos PVC en 2D sobre el dominio Ω =
[
−1

2 ,
1
2

]
×
[
−1

2 ,
1
2

]





∆u (x, y) = b (x, y) ,

u (x, y) = u0 (x, y) .

Se testearon casos de Laplace y Poisson con condiciones de borde de Dirichlet en Γ = ∂Ω.

Los casos estudiados fueron con fuente b = 0, b = cte. 6= 0 y b = b(x).

∆u(x, y) = 0. Exacta: u(x, y) = 10x− 1
2y.

∆u(x, y) = 4. Exacta: u(x, y) = x2 + y2.

∆u(x, y) = −x2. Exacta: u(x, y) = − 1
246

(
50x2 − 8y2 + 33,6

) (x2

4 + y2 − 1
)
.

En la Figura 5.4 se muestran las soluciones exactas de cada uno de estos casos. Las con-

diciones de borde vienen dadas por las soluciones exactas en cada caso. Las distribuciones

sobre el dominio usadas fueron de puntos uniformes y tipo Halton con N = 400, 900, 1600.

−0.5

0

0.5

−0.5

0

0.5

−6

−4

−2

0

2

4

6

x

∆u(x, y) = 0

y

z

−0.5

0

0.5

−0.5

0

0.5

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

x

∆u(x, y) = b (const.)

y

z

−0.5

0

0.5

−0.5

0

0.5

−0.18

−0.17

−0.16

−0.15

−0.14

−0.13

−0.12

−0.11

−0.1

−0.09

x

∆u(x, y) = b(x)

y

z

Figura 5.4: Soluciones exactas.

Se estudió la performance del MILFD usando FBR Gaussianas y del MILFD-Est para

analizar la estabilidad numérica del error total utilizando un rango bajo del parámetro de

forma ε ∈ (0, 3). También comparamos los resultados usando con el MRD-RL o su versión

con el esquema local de FBR-QR que denominamos MRDRL-QR. Los resultados muestran

la mejora lograda del MILFD-Est en estos casos simples.
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Para obtener estos valores del error en los casos del MILFD, MRD-RL y MRDRL-QR

no se utilizaron algoritmos de optimización del parámetro de forma ε de la FBR Gaussiana.

Algunas estrategias para encontrar el parámetro óptimo pueden consultarse en el libro

de Fasshauer [1], como por ejemplo la herramienta estad́ıstica de validación cruzada (del

inglés, leave-one-out cross validation (LOOCV)) presentada en [103] para interpolaciones.

Posteriormente, en [88] se estudia un criterio de elección de parámetros de forma óptimos

para la resolución numérica de EDP con métodos espectrales que utilizan FBR. En esta tesis

usamos la estrategia más simple debido a que en la mayoŕıa de los casos testeados conocemos

la solución exacta. Es decir, repetimos una serie de exprimentos numéricos variando el

parámetro de forma y elegimos aquel para el cual se obtiene el mejor error. Esta forma de

prueba y error si bien nos permite encontrar el menor error numérico en cada caso tiene la

desventaja de necesitar de varias corridas del método hasta alcanzarla. Volveremos sobre

este punto más adelante cuando hablemos de tiempos computacionales.
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Figura 5.5: Error-L2 para N = 1600 (b = 0).

∆u = 0
N MRD-RL MILFD-Est

400 7.33E-07 5.95E-14
900 5.42E-07 7.77E-14
1600 4.90E-07 6.98E-14

Tabla 5.1: Error-L2 en Laplace
para distribuciones de tipo Halton.

En la Figura 5.5 se observa que cuando se resuelve este problema de Laplace con el

MRD-RL sin estabilizar, este no resulta estable para valores del parámetro de forma cuando

ε → 0 (ĺınea azul). La estabilidad del error es lograda en valores de ε < 2 para la versión

de MRD-RL con el método de FBR-QR (notada como MRDRL-QR) en una distribución
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uniforme (ĺınea cian) y para el MILFD-Est en una de tipo Halton (ĺınea roja) con N = 1600

puntos internos del dominio. Los mejores los errores se presentan para este último método

cuando la técnica de estabilidad FBR-QR se aplica localmente. La Tabla 5.1 recoge los

mejores resultados en cada caso de N = 400, 900, 1600 del Error-L2 para puntos de Halton

del MILFD-Est (columna derecha), los cuales alcanzan errores del orden 1 × 10−14 casi

del orden epsilon máquina en MATLAB. Estos resultados son comparados con el MRD-RL

(columna izquierda) usando FBR Gaussianas en la interpolación local del término u (en

este caso b = 0), siendo en este caso siete órdenes mayores. Estos resultados reportados

en la tabla son para el valor del parámetro de forma que tiene el mejor error numérico

(denotamos εopt).
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Figura 5.6: Error-L2 para N = 1600 (b = cte.).

∆u = cte.
N MRD-RL MRDRL-QR MILFD-Est

400 1.73E-06 5.16E-07 2.53E-08
900 8.66E-07 8.87E-08 2.55E-08
1600 2.63E-07 2.10E-07 5.92E-09

Tabla 5.2: Error-L2 en Poisson para
distribuciones de tipo Halton.

En la Figura 5.6 se observa un comportamiento similiar de estabilidad del error numérico

para el MILFD-Est sobre una distribución uniforme y dispersa tipo Halton con N = 1600

(ĺıneas magenta y roja respectivamente). El método MRD-RL (ĺınea azul) se desestabiliza

a partir de valores menores a ε = 1.7, mientras que la versión del MRD-RL con FBR-QR

(MRDRL-QR) también se desestabiliza desde el mismo valor (ĺınea cian). En la Tabla 5.2

se muestra, además, que el MILFD-Est supera en un órden de magnitud al MRD-RL para

N = 900 y en dos órdenes para N = 400, 1600. A su vez, el MILFD-Est supera en un

orden al MRDRL-QR para el caso N = 400 y en dos órdenes para N = 1600. Todos estos

resultados reportados son para el valor del parámetro de forma óptimo εopt.
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Figura 5.7: Error-L2 paraN = 1600 (b = b(x)).

∆u = b(x)
N MRD-RL MRDRL-QR MILFD-Est

400 4.00E-08 7.41E-08 3.76E-08
900 4.13E-07 1.73E-08 9.95E-10
1600 5.41E-08 2.20E-08 6.47E-10

Tabla 5.3: Error-L2 en Poisson
para distribuciones de tipo Halton.

Finalmente, en este último caso simple de un problema de Poisson, en la Figura 5.7

se muestra nuevamente la estabilidad numérica lograda para el método desarrollado en

esta tesis en los dos tipos de distribuciones, uniforme y dispersa (ĺıneas magenta y roja

respectivamente). Desde ε = 2 tanto el MRD-RL como la versión con FBR-QR, MRDRL-

QR, se vuelven inestables (ĺıneas azul y cian respectivamente). La Tabla 5.3 muestra que

usando el εopt el MILFD-Est alcanza errores del orden de 1 × 10−10 para los casos de

Halton con N = 900, 1600 superando por hasta tres órdenes los otros dos métodos. Además,

la columna de la derecha refleja que, en la medida en que la cantidad de nodos de la

discretización N crece, disminuye el error numérico.

Estos resultados preliminares se reportaron en [35].
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5.4.2 EDP de Poisson con condiciones mixtas

Consideramos el siguiente problema eĺıptico: una EDP de Poisson donde el término no-

homogéneo es producto de funciones trigonométricas sobre el dominio cuadrado centrado

en el origen Ω =
[
−1

2 ,
1
2

]2
⊂ R

2. La ecuación gobernante es de la forma

∆u (x1, x2) = −5

4
π2sen

(
πx1

2

)
cos (πx2) , (x1, x2) ∈ Ω, (5.4)

y las condiciones de frontera mixtas son

(CB)





u (−0,5, x2) = −
√

2
2 cos(πx2),

u (0,5, x2) =
√

2
2 cos(πx2),

∂u

∂x2
(x1,−0,5) = πsen

(πx1
2

)
,

∂u

∂x2
(x1, 0,5) = −πsen

(πx1
2

)
.

(5.5)

La solución exacta de este problema viene dada por u (x1, x2) = sen(πx1
2 ) cos (πx2).

Para este ejemplo, consideramos distribuciones uniformes, de tipo Halton y cuasi-

uniformes cuyas cantidades de puntos se muestran en el Apéndice B. En el caso de las

distribuciones uniformes, discretizamos con una distribución incial de N = 400 subregiones

de integración y aumentamos hasta una cantidad más densa de N = 2500.

La ecuación matricial (4.65) es aplicada a cada punto interior sobre cada correspodiente

subregión de integración. En esta tesis, N denota el número total de puntos internos, que

coincide con el número total de subregiones de integración. La Figura 5.8 muestra el ECM

para una distribución uniforme con N = 1600, como una función del parámetro de forma

para MRD-RL, MILFD y MILFD-Est.

Los tres métodos muestran el mismo comportamiento para el parámetro de forma en el

rango 2.5 < ε < 4.0, donde el ECM decrece un orden de magnitud desde 1×10−5 a 1×10−6.

Sin embargo, para ε < 2.5 el ECM del MRD-RL y del MILFD se desestabilizan, dando un

salto significativo, mientras que el error del MILFD-Est decrece, alcanzando valores del

orden de 1 × 10−8. Esto es una mejora numérica en exactitud de dos órdenes. Este mismo

comportamiento fue encontrado discretizando con nodos de Halton y cuasi-uniformes.
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Figura 5.8: Comparación entre MRD-RL, MILFD y MILFD-Est con FBR Gaussianas para
N = 1600 nodos interiores.

Este problema numérico fue corrido para cuatro discretizaciones uniformes del domino

con N = 400, 900, 1600, 2500 para hacer un estudio no estacionario sobre la cantidad de

puntos interiores al dominno. Los resultados numéricos están mostrados en la Tabla 5.4.

Leyendo la tabla por columnas observamos que la exactitud crece con las discretizaciones

del dominio para el MILFD-Est alcanzando un orden de 1 × 10−8 mientras que para el

MRD-RL y el MILFD se mantienen en el mismo orden de magnitud 1 × 10−6. Cuando

leemos la tabla por filas notamos el efecto beneficioso del nuevo método MILFD-Est, dado

que, para N = 900, 1600, 2500 el ECM decrece por un orden de magnitud para N = 900 y

por dos órdenes para N = 1600 y 2500.

N MRD-RL MILFD MILFD-Est (1er salto)
ǫopt ECM tiempo ǫopt ECM tiempo ǫopt ECM tiempo

400 1.60 1.15E-06 15.1 1.60 1.12E-06 16.6 1.60 1.12E-06 32.7
900 1.90 1.62E-06 34.1 1.90 1.61E-06 37.3 1.60 1.53E-07 71.9
1600 2.50 3.50E-06 61.0 2.50 3.48E-06 65.6 1.60 3.69E-08 126
2500 2.90 4.19E-06 94.0 2.90 4.31E-06 102 1.60 2.33E-08 190

Tabla 5.4: ECM y tiempo computacional (en segundos) para diferentes N en el caso de
distribuciones uniformes.
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Al igual que en los experimentos simples de la subsección anterior, en este caso se usó

el parámetro de forma óptimo por prueba y error que se reporta en la Tabla 5.4. Si bien el

aumento de la cantidad de nodos en el interior del dominio N debeŕıa mejorar el ECM, esto

no sucede en los casos del MRD-RL y del MILFD debido a las inestabilidades producidas

cuando ε → 0. El mejor error es elegido en una región que se vuelve inestable debida al mal

condicionamiento local de las matrices de interpolación. Al cambiar localmente las bases

con FBR-QR, reducir el condicionamiento del problema y estabilizar el error, es posible

aumentar N reduciendo el ECM como sucede con el MILFD-Est.

A su vez, en dicha tabla se muestra el tiempo computacional total (en segundos) de

cada método para alcanzar dicho ECM con dicho εopt. En todos los casos, los tiempos

muestran un leve aumento entre el MRD-RL y el MILFD, esto se debe a que este úlitmo

calcula una integral sobre una región circular mientras que en el primero solo se calculan

integrales de frontera. A su vez, el tiempo computacional es duplicado aproximadamente

entre el MILFD y el MILFD-Est, esto es debido a que este último conlleva un cambio de

base cuyo cálculo numérico principal es una factorización matricial QR. Esto podŕıa llevar

a la conclusión errónea que el MRD-RL o bien el MILFD son más eficientes para alcanzar

un error determinado, sin embargo es necesario remarcar que para obtener el parámetro

de forma óptimo fueron necesaria una serie de corridas sobre un rango determinado para

luego encontrar el mejor error. En cambio, el MILFD-Est alcanza un valor estable a partir

de ciertos valores chicos del ε con una sola corrida. Por ejemplo, en la Figura 5.8 se observa

que para valores de ε <1.6 el ECM oscilará con órdenes entre 1 × 10−7 y 1 × 10−8.

El fenómeno de Runge para interpolaciones con FBR en el MILFD

Como es bien sabido, el fenómeno de Runge (FR) puede aparecer cuando se interpola

con polinomios en distribuciones uniformes de puntos. Esto es, para tener exactitud en la in-

terpolación en el interior del dominio del problema en estudio, podemos generar oscilaciones

cerca de las fronteras. Considerando valores bajos del parámetro de forma ε, el mal condi-

cionamiento del método FBR-Directo puede ser significativo, incluso cuando hay métodos

estables de resolución numérica el FR para aproximaciones con FBR puede aparecer en el

109



ĺımite ε → 0. Fornberg y Zuev en [85] mostraron experimentalmente cómo el FR para las

interpolaciones con FBR Gaussianas surgen si ε es suficientemente pequeño. Aun cuando

una mejor exactitud pueda alcanzarse, el FR la interrumpe cuando el ε decrece.

Existe una conexión de este fenómeno con las interpolantes basadas en FBR infinitamen-

te suaves, como las Gaussianas [80]. En varios casos, las interpolantes con FBR convergen a

interpolantes polinomiales cuando ε → 0. Decrecer ε produce FBR Gaussianas chatas que

generan interpolantes más exactas hasta que el FR emerge. Esta fuente de error numéri-

co para valores pequeños del parámetro de forma aparece cuando la exactitud es óptima.

Cuando se analizan los factores que determinan una buena elección del parámetro de forma,

el FR debe considerarse como una nueva fuente de error.
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Figura 5.9: Fenómeno de Runge en la comparación del ECM entre diferentes distribuciones
de nodos uniformes para el MILFD-Est y ε ∈ [0.1, 4.0].

En la Figura 5.9 se muestra el ECM versus diferentes valores de ε y para diferentes

distribuciones uniformes de puntos sobre el dominio. Podemos observar que, mientras N

crece, el error numérico decrece en las diferentes curvas de la figura. Además, fijando una

curva de una discretización, se observa primero el error decreciente cuando ε decrece de ε = 4
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a ε ≈ 1.6 y alcanza un mı́nimo local (primer salto). Luego, este error crece alcanzando un

segundo mı́nimo local para ε ≈ 0.8 (segundo salto). Nótese que la ubicación de los saltos

de las curvas son independientes de N (i.e. 400, 900, 1600, 2500) dado que corresponden a

los mismos valores de ε. Por tanto, podemos afirmar que en este ejemplo, si bien se ha

logrado alcanzar una buena exactitud, el FR se introdujo en todos los casos cuando ε es

suficientemente pequeño.

Si bien en esta tesis no abordamos el tratamiento del FR, Fornberg y Zuev sugirieron

en [85] que puede ser ventajoso que el parámetro de forma vaŕıe espacialmente, en vez de

fijarse a un valor para evitar el error producido por el FR. A su vez, en [76] Boyd desarrolló

seis estrategias sobre una grilla uniforme de un intervalo finito cuyo objetivo era pasar

por alto el FR generado por las FBR Gaussianas en 1D. De estas estrategias, solo tres

resultaron exitosas aunque dos de ellas convergieron muy lentamente según sus resultados

experimentales. En [104] Piret continuó un estudio similar a la mejor estrategia presentada

por Boyd usando extensiones de Fourier y obteniendo un método numérico para eludir el

FR sin la necesidad de usar una mayor densidad de nodos en la cercańıas de los bordes del

dominio que puede extenderse a mayores dimensiones.

En la Figura 5.10 mostramos el comportamiento del ECM para diferentes tipos de dis-

tribuciones (uniforme, Halton y cuasi-uniforme) cuando el parámetro de forma decrece. En

esta figura se observa el beneficio de incrementar la cantidad de puntos de la discretización

del dominio y, a la vez, la distribución cuasi-uniforme muestra el mejor error (subfiguras

para N = 1600 y 2500). La distribución uniforme muestra en todas las subfiguras de 5.10,

el comportamiento del FR comentado anteriormente, mientras que, en la medida en que N

crece, la distribución de nodos tipo Halton y cuasi-uniforme muestran un comportamiento

estable cuando ε decrece (ver subfiguras N = 1600 y N = 2500). Sin embargo, es la distri-

bución cuasi-uniforme la que alcanza el mejor resultado estable para valores pequeños del

parámetro de forma ε con un ECM de 2.18E-08 y 2.47E-08 para N = 1600 y N = 2500,

respectivamente, en ε = 0.1. Si bien el orden del error es el mismo, este aumento en la

cantidad de nodos internos de 1600 a 2500 permite ampliar el rango útil del parámetro de

forma que llega a este orden del error. Por ejemplo, en el caso de la distribución Halton
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Figura 5.10: Comparación del ECM entre distribuciones de nodos uniformes, tipo Halton y
cuasi-uniformes para diferentes valores de N .

para N = 1600 se observa se alcanza el menor error en un pico debido al FR mientras que

cuando se aumenta a N = 2500 el intervalo de ε donde se alcanza el menor error se extiende

de 0.1 a 1.3.

Por lo tanto, se necesita una estrategia combinada para mejorar los resultados numéricos:

por un lado incrementar N para tener una distribución más densa sobre el dominio, y, por

otro, disminuir el parámetro de forma.
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5.4.3 EDP de Poisson con condiciones de Dirichlet

Consideremos la siguiente ecuación de Poisson definida en el dominio Ω = [1, 2]2 ⊂ R
2

∆u (x, y) = − 751

144
π2sen
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π

6
x

)
sen

(
7

4
πx

)
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, (5.6)

con condiciones de contorno de Dirichlet dadas por

(CB)



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(5.7)

La solución anaĺıtica de este problema es: u (x, y) = sen
(
π
6x
)
sen

(
7
4πx

)
sen

(
3
4πy

)
sen

(
5
4πy

)
,

la cual resulta muy oscilante sobre su dominio y dificulta su aproximación numérica.

Los resultados numéricos obtenidos con el MILFD-Est fueron comparados con los re-

sultados del MRD-RL, los cuales fueron comparados con los publicados por Ooi y Popov

[99] usando el Método de Ecuación Integral con FBR (MEIFBR), cuyas siglas en inglés son

RBIEM (Radial Basis Integral Equation Method), otro método local integral reportado en

la literatura cient́ıfica. Para realizar la comparación, en este caso reportamos el Error-L2

para la variable u y estudiamos siete discretizaciones del dominio con distribuciones unifor-

mes de nodos para N = 400, 900, 1600, 2500, 3600, 4900, 6400 nodos interiores, de forma de

alcanzar los valores tomados en [15] y en [99]. A su vez, testeamos para cada N un conjunto

discreto de valor del parámetro de forma ε=0.1:0.1:2.0.

En la Figura 5.11 presentamos un análisis de convergencia para el MEIFBR, el

MRD-RL y el MILFD-Est. Podemos observar que el MRD-RL mejora los resultados del

MEIFBR por un orden de magnitud desde N = 1600 en adelante y alcanza un Error-L2

de 6.50E-04 para N = 6400, mientras que en el MEIFBR el error reportado es del orden

de 8.00E-03. La performance del MILFD-Est se muestra en los valores del error para
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ε = 0.1 (ĺınea rojo con triángulos) y para un parámetro de forma optimizado εopt (ĺınea

magenta con diamantes) en dicha Figura. Para el primero, con ε = 0.1, los errores norma

L2 son: 2.18E-03, 2.89E-04, 7.11E-05, 2.35E-05, 8.85E-06, 3.97EE-06 y 3.28E-06 para

N = 400, 900, 1600, 2500, 3600, 4900, 6400 respectivamente, mientras que, para el último,

los errores presentados con εopt son: 2.46E-04 (para ε=1.5), 3.69E-05 (ε=1.4), 1.03E-05

(ε=1.3), 4.54E-06 (ε=1.2), 3.48E-06 (ε=1.1), 3.24E-06 (ε=0.7), 3.29E-06 (ε=0.1) para

N = 400, 900, 1600, 2500, 3600, 4900, 6400 respectivamente. Estos errores en norma L2 son

tres órdenes de magnitud menos en seis de los siete casos que los reportados en el MRD-RL.

En esta figura las integrales de frontera y dominio fueron evaluadas numéricamente usando

50 y 2500 (50×50) puntos de cuadratura Gaussiana respectivamente.
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Figura 5.11: Comparación del error L2 % entre MEIFBR, MRD-RL, MILFD-Est para un
conjunto uniforme de nodos. N es el número de nodos interiores en el dominio.

Para N = 6400, el mejor error en el rango estudiado del parámetro de forma fue obtenido

en ε = 0.1, entonces estudiamos el comportamiento del error para resolver un problema de

Poisson para un bajo rango de ε ∈ {1 × 10−2, 1 × 10−3, 1 × 10−4, 1 × 10−5} en el caso ĺımite.

Por otro lado, cuando incrementamos N para valores grandes (N = 8100, 10000, 22500) y
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aumentamos los puntos de cuadratura de q = 40 : 5 : 80, observamos que el error decrece

hasta N = 8100 y crece levemente para N = 22500, pero aun aśı se mantiene estable en

el mismo orden de magnitud. El error-L2 % obtenido se muestra en Tabla la 5.5 con siete

cifras significativas de modo de poder notar las diferencias entre los errores. Similarmente

a la sección 5.4.2, podemos afirmar que con un número creciente de puntos interiores en la

discretización del dominio se puede alcanzar muy buenos resultados con valores pequeños

del ε siendo altamente oscilante el comportamiento de la solución numérica del problema

diferencial.

MILFD-St Error-L2 %
ε N = 3600 N = 4900 N = 6400 N = 8100 N = 10000 N = 22500

(q = 40) (q = 50) (q = 55) (q = 60) (q = 60) (q = 65)

1 × 10
−2

6.604455E-06 4.014382E-06 3.089683E-06 2.999104E-06 3.177822E-06 5.999833E-06

1 × 10
−3

6.604586E-06 4.014650E-06 3.089796E-06 2.999142E-06 3.177826E-06 5.999836E-06

1 × 10
−4

6.604568E-06 4.014653E-06 3.089793E-06 2.999125E-06 3.177834E-06 5.999841E-06

1 × 10
−5

6.604584E-06 4.014651E-06 3.089794E-06 2.999135E-06 3.177824E-06 5.999842E-06

Tabla 5.5: Comparación del error-L2 % para el MILFD-Est con un rango bajo del parámetro
de forma en el caso uniforme.

No se observan diferencias significativas en el error-L2 cuando se integran numérica-

mente las fronteras de borde de los subdominios usando cuadratura Gaussiana y la fórmula

del trapecio, aunque se observa una variación de error-L2 % porcentual en términos de la

cantidad de puntos de la cuadratura Gaussiana (ver Apéndice A).

Cuando esta técnica de integración fue usada variando el número de puntos de Gauss

q, el error decreció alcanzando un mı́nimo local para un parámetro de forma fijo. Estos

resultados obtenidos sugieren que gran parte del error total en MILFD-Est es causado por

el decrecimiento del parámetro de forma y el mal condicionamiento de las matrices locales

de interpolación, aun cuando se usa localmente la colocación con FBR-QR.

Similarmente al ejemplo anterior, el MILFD-Est fue testeado para diferentes tipos de

distribuciones de nodos. La convergencia del MILFD-Est para este tipo de distribuciones

diferentes (uniforme, Halton y cuasi-uniforme) se muestra en la Figura 5.12.
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Figura 5.12: Error-L2 % versus N para distribuciones uniformes, Halton y cuasi-uniformes.

En cada subplot de la figura presentamos resultados para el MILFD y el MILFD-Est. Se

puede observar la mejora en la estabilidad numérica y la exactitud del MILFD-Est cuando

N crece para distribuciones de nodos uniformes y cuasi-uniformes. Los mejores resultados se

obtuvieron para la distribución de nodos uniforme, los cuales alcanzaron para N = 2500 un

Error-L2 de 8.47E-06 (para ε = 1.1), mientras que la distribución cuasi-uniforme muestra un

error de 1.60E-05 (para ε = 1.9). La distribución tipo Halton no muestra una convergencia

monótona. Es decir que para esta EDP de Poisson la distribución uniforme es la mejor

tipo de distribución para un régimen del ε decreciente. Los casos de Halton no muestran

convergencia uniforme en cualquiera de los métodos.

5.4.4 EDP de Poisson sobre un disco

En esta sección consideramos una EDP de Poisson con condiciones de borde de Dirichlet.

La ecuación está definida sobre un dominio circular Ω = {(x, y)/x2 +y2 ≤ 1} de la siguiente

manera 




∆u = −200sen[10(x + y)] (x, y) ∈ Ω,

u = sen[10(x + y)] (x, y) ∈ ∂Ω (CB).
(5.8)

Este problema diferencial fue resuelto numéricamente por Bayona, Flyer, Fornberg y

Barnett en el trabajo [37] usando el método de DF-FBR, combinándolo con FBR de tipo

splines poliarmónicas (PHS) φ(r) = r2m−1,m ∈ N aumentado con polinomios.

Este ejemplo numérico fue resuelto para tres tipos de discretizaciones del dominio, una

basada en el algoritmo repelente mencionado en la sección 5.2.3, para h = 0.05, otro para

116



h = 0.025 y un tercero para h = 0.01. Estos resultados son para N = 1185, 4880 nodos

interiores, y Nb = 125, 251 nodos fronteras respectivamente. La subfigura de la izquierda

en la Figura 5.13 muestra la distribución de la discretización repelente de nodos para h =

0.05; siendo similar la estructura de la discretización para h = 0.025 pero más densa. La

subfigura de la derecha de la Figura 5.13 muestra el comportamiento oscilatorio de la gráfica

del campo solución de la ecuación (5.8) sobre el disco unitario.
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Figura 5.13: Distribución de nodos con estructura equiespaciada (izq.) y solución exacta
(der.).

El objetivo en esta sección de la tesis es hacer un análisis estacionario y no estacionario

simultáneamente explorando los efectos del crecimiento del número de nodos en los esténciles

desde n = 10 a n = 100 con un salto de 10 y, a la vez, una variación del rango de ε=1:10.

La Figura 5.14 muestra las isoĺıneas de exactitud como función del tamaño del esténcil

local n y el parámetro de forma ε para el MILFD (subplots de la columna izquierda) y para

el MILFD-Est (subplots de la columna derecha).

La primer fila de subplots de la Figura 5.14 corresponde a la exactitud para N = 1185.

Cuando miramos el subplot de la izquierda que corresponde al MILFD, resaltamos los

problemas de estabilidad numérica que es extiendan desde la esquina superior izquierda
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para valores pequeños de ε < 4 y valores grandes de n > 50. Sin embargo, en el subplot

de la derecha, observamos que estas inestabilidades desaparecen para el MILFD-Est y se

alcanzan mejores resultados de exactitud para valores de ε < 4 y para esténciles con un

n > 70. La isoĺınea de exactitud es del orden de 1 × 10−5 aunque es importante remarcar

que la región interior limitada por esta isoĺınea contiene valores del orden de 1 × 10−6. En

adelante llamaremos la región de estabilidad de orden η del MILFD-Est siendo η ∈ Z a la

región determinada por el interior de la curva de nivel de menor orden de error numérico

que aparece en el gráfico.

La segunda fila de la Figura 5.14 presenta los resultados para N = 4880. Los resultados

de exactitud para el MILFD vuelvan a mostrar problemas de inestabilidades en toda la

región de triangular que se extiende desde la esquina superior izquierda del subplot izquier-

do. En la región triangular que se extiende desde la esquina inferior derecha hay errores

numéricos de orden menores a 1 × 10−5; estos errores están debajo de la diagonal del gráfi-

co y están marcados por dos curvas de nivel cerradas, dentro de las cuales el error es del

orden de 1 × 10−6. Una de las isoĺıneas de error-L2 igual a 1 × 10−5 corresponde a valores

de n > 40 y valores de ε > 6, mientras la otra isoĺınea del error-L2 corresponde a valores

de n < 40 y valores de 3 < ε < 6. En el caso del subplot derecho con el MILFD-Est es

importante resaltar un comportamiento análogo al caso anterior: la región de estabilidad

de orden η = −6 se extiende ampliamente alcanzando un error de orden 1 × 10−7 dentro de

esta región.

Finalmente, la última fila de la Figura 5.14 corresponde a los resultados para N = 9639.

Similarmente a los dos casos anteriores con el MILFD en el subplot izquierdo, el error-L2

se desestabiliza extendiendo la región triangular inestable, mientras que en cambio en la

subfigura derecha el MILFD-Est extiende ampliamente la región deestabilidad de orden

η = −6 y con errores de orden 1 × 10−7 en su interior.

Cuando miramos los subplots del MILFD-Est por fila, observamos que los problemas de

estabilidad desaparecen y se puede obtener regiones de estabilidad para valores pequeños de

ε llegando a regiones de estabilidad de orden η = −6 y con error-L2 de orden 1×10−7 en su

interior. Estos resultados son significativos porque muestran la convergencia del MILFD-Est
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Figura 5.14: Isoĺıneas de exactitud (log10(Error-L2)) usando FBR Gaussianas como función
del tamaño del esténcil n y del parámetro de forma ε para distribuciones de nodos dispersas
repelentes con N = 1185, 4880, 9639 usando los métodos MILFD y MILFD-Est.
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tanto cuando el número de nodos de la discretización total del dominio N crece como

cuando crece el número de nodos de los esténciles locales n. Es decir, que el aumento de la

cantidad de nodos interiores N sobre el dominio circular definido conlleva a que los nodos

de los esténciles estén más cercanos generando de esta manera matrices de interpolación

local peores condcionadas, el MILFD-Est permite estabilizar el error y ampliar la región de

estabilidad en la medida que N se incrementa.

Comparando los resultados obtenidos del MILFD-Est con los obtenidos por Bayona,

Flyer, Fornberg y Barnett en [37], podemos mencionar que en ese trabajo, para una discre-

tización de N = 1885 con un parámetro h = 0.05 de la distribución repelente, obtuvieron

una exactitud para un orden del error de orden 1 × 10−5 para un tamaño de estencil de

55 < n < 95, con PHS r7 y un grado de polinomio p ≈ 9 (ver la esquina derecha del subplot

izquierdo para el caso ideal en la primer fila, Figura a, pág. 262 del trabajo citado). El

mismo orden de exactitud fue obtenido con el MILFD para 30 < n < 100 y 3 < ε < 5.

Además, en su versión estabilizada, el MILFD-Est supera el rendimiento de los resultados

del DF-FBR en una región mayor para dicho orden, alcanzando una exactitud del error de

orden de 1 × 10−5 para n > 30 y 1 < ε < 5. Más aun, logramos una región de estabilidad

de orden η = −5 y alzancamos una exactitud del orden 1 × 10−6 para n > 70 y 2 < ε < 3

(en el subplot se marcan con asterisco los valores menores de error-L2 obtenidos para del

MILFD-Est para cada n fijado y con N = 1185).

Para una discretización del dominio de N = 4880 con parámetro de discretización h =

0.025, los autores reportaron una exactitud de orden 1 × 10−6 para n > 45, con FBR PHS

r7 con un polinomio de grado p ≈ 8 (ver la esquina derecha del subplot para el caso ideal

en la segundo fila, Figura 2, pág. 262 de [37]), mientras que el MILFD-Est obtiene el mismo

orden de exactitud para 30 < n < 100 y ε < 8. Es decir, el MILFD-Est mejora DF-FBR

por un orden de magnitud y alcanza una exactitud del orden 1 × 10−7 para 40 < n < 100

y 1 < ε < 4 (en el subplot se marcan con asterisco los valores menores de error-L2 del

MILFD-Est para cada n fijado y con N = 4880).

Al igual que en las subfiguras anteriores de la columna izquierda de la Figura 5.14,

las marcas de asteriscos alcanzadas para una discretización del dominio de N = 9639 y
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parámetro de discretización de h = 0.018 muestran los valores menores de error-L2 del

MILFD-Est. Se observa que en la medida que aumenta N = 1885, 4880, 9639 los mejores

errores se ubican en la región de estabilidad para valores chicos del parámetro de forma de

la FBR Gaussiana. Esta es una caracteŕıstica notable del MILFD-Est.

Siguiendo este análisi, la Figura 5.15 muestra las isoĺıneas de log10(error-L2) como fun-

ción del parámetro de forma ε y del tamaño del esténcil cuando crece N para valores

grandes, 19816 (h=0.0125) y 30976 (h=0.01), de la distribución de nodos repelentes usando

el MILFD-Est. Observamos que la región de estabilidad se extiende alcanzando un orden

de error de 1 × 10−7.
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Figura 5.15: Isoĺıneas de exactitud (log10(Error-L2)) usando el MILFD-Est para grandes
valores de N = 19816, 30976 como función del tamaño del esténcil n y del parámetro de
forma ε para distribuciones de nodos dispersas repelentes.

Número de condición para la EDP de Poisson sobre el disco unitario

Consideramos el PVC presentado en (5.8), y lo resolvemos con el MILFD y el MILF-

D-Est para analizar el comportamiendo del condicionamiento del problema. La Figura 5.16

muestra los contornos del orden del número de condición para un problema de Poisson sobre

una distribución de nodos no uniforme sobre un dominio circular que toma una cantidad

de puntos interiores N = 1185, 4880, 9639 usando estos métodos.
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Figura 5.16: Isoĺıneas del condicionamiento (log10(κ(Ai))) para las matrices de interpolación
local de u con FBR Gaussianas, como función del tamaño del esténcil n y del parámetro de
forma ε para distribuciones de nodos dispersas repelentes con N = 1185, 4880, 9639 usando
los métodos MILFD y MILFD-Est.
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Para el caso del primer método en las subfiguras de la columna izquierda observamos que,

cuando se reduce el parámetro de forma ε o bien se agranda el tamaño de los esténciles locales

n, el número de condición κ(Ai) de la matriz de interpolación local de u con FBR Gaussianas

respectivas vista en la ecuación (3.67) se agranda alcanzando un orden de 1×1020. La región

con este contorno se extiende desde la esquina superior izquierda y aumenta conforme crece

N . Un comportamiento semejante se observa para el número de condición κ(Ãi) de la

matriz de interpolación local del término b̃ vista en la ecuación (3.70). El aumento de N

de 1185 a 9639 conlleva a una mayor cercańıa de los nodos y por tanto el empeoramiento

de los numéros de condición de ambas matrices por la construccón de estas con las FBR

Gaussianas.

En cambio, en el caso del segundo método estabilizado en las subfiguras de la columna

derecha vemos que se llega a obtener un orden de 1×1010, la mitad que el anterior, mientras

que la región con este contorno es menor. A su vez, es remarcable que si bien el incremento

deN empeora el condicionamiento, esto no es notorio. Se observa que en el caso deN = 9639

las isoĺıneas son horizaontales casi paralelas, es decir, hay una tendencia a independizarse

del valor del parámetro de forma ε y solo empeora el número de condición cuando aumenta

la cantidad de puntos del esténcil.

Tiempo computacional para la EDP de Poisson sobre el disco unitario

En la Figura 5.17 ploteamos el tiempo de la CPU para distribuciones de nodos internos

de N = 1185, 4880 y parámetro de forma de valores ε = 2, 3, 6. Leyendo la fila superior,

observamos que el tiempo computacional para el MILFD crece para valores grandes del

número de esénciles n cuando el parámetro de forma ε decrece. Por otro lado, el tiempo

para el MILFD-Est se mantiene constante para distintos valores de ε. Más aún, para valores

pequeños de ε y valores grandes de n, el MILFD-Est mejora al MILFD. En la última fila, con

N = 4880, el tiempo para el MILFD-Est es mayor que el MILFD, pero para los esténciles

más grandes la diferencia es de menos de un orden de magnitud.

Cuando leemos la Figura 5.17 por columna, observamos que el tiempo computacional

para el cálculo de MILFD crece en la medida que n aumenta de 1185 a 4880, sin embargo,
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el tiempo de MILFD-Est se mantiene constante independientemente de la varación del

paramétro de forma.

Es un hecho que el uso local del algoritmo de FBR-QR permite lograr estabilidad numéri-

ca cuando se interpola con FBR a costo de tiempo computacional. No obstante, el efecto de

introducir esta técnica de estabilidad en un método local integral como el MILFD es una

mejora sustancial. La versión estabilizada de este, llamada MILFD-Est, mantiene casi cons-

tante el tiempo de la CPU cuando el parámetro de forma decrece y alcanza mejor exactitud

que MILFD o MRD-RL.

En las subfiguras se observa que el MILFD tiene mejor performance que el MILFD-Est

para esténciles de tamaño de hasta 50-60 nodos. Para esténciles más grandes, el tiempo

computacional de la corrida total es levemente mejor en el MILFD-Est.
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Figura 5.17: Tiempo computacional (en segundos (s)) usando el MILFD (ĺınea ćırculo azul)
y el MILFD-Est (ĺınea roja diamantes) como función del tamaño de esténcil n para distri-
buciones de nodos repelentes de N = 1185, 4880 y ε = 2, 3, 6.
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5.5 Resolución numérica de EDP tipo convección-difusión con

el MILFD-Est

En esta sección se resolvieron numéricamente problemas de aplicaciones de la ingenieŕıa

como la ecuación de convección-difusión con término de reacción y campo de velocidad

variable en 2D.

5.5.1 Ecuación de convección-difusión unidimensional

Para testear la exactitud y la robustez del método estabilizado MILFD-Est propuesto

en esta tesis en problemas diferenciales que provienen de aplicaciones, consideramos una

ecuación de convección-difusión estacionaria con campo de velocidad variable que ha sido

usada ampliamente en la literatura cient́ıfica con otros métodos (incluyendo el MRD-RL,

el MRD-MD, el MEIFBR y el MEF). Ver trabajos [7, 9, 15, 62, 105] respectivamente. Aśı

como también se aborda el problema de la capa ĺımite termal en un canal bidimensional con

diferencia de temperaturas en sus paredes sin solución anaĺıtica expĺıcita. Estas ecuaciones

se resolvieron sobre dominios rectangulares con distribuciones de nodos uniformes, de tipo

Halton y cuasi-uniformes.

Esta ecuación está dada por

D∆u(x) − v(x) . ∇u(x) − ku(x) = 0, (5.9)

con campo de velocidad convectivo dado por

v(x) = (v1(x), v2(x)) =

(
ln

(
U1

U0

)
+ k

(
x1 − 1

2

)
, 0

)
, (5.10)

siendo x = (x1, x2). Este campo corresponde al flujo de un hipotético fluido compresible

con una variación de densidad inversamente proporcional al campo de velocidad y concen-

traciones fijas en los extremos dadas por U0 y U1.
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Para la solución numérica a este problema 1D (visto como un problema 2D), se define un

dominio rectangular Ω = [0, 1] × [−0,1, 0,1] sujeto a las siguientes condiciones de frontera:

(CB)





u (0, x2) = U0,

u (1, x2) = U1,

∂u
∂x2

(x1,−0.1) = 0,

∂u
∂x2

(x1, 0.1) = 0.

(5.11)

El dominio Ω es discretizado usando distribuciones de nodos uniformes, tipo Halton

y cuasi-uniformes. El tamaño del esténcil es fijo (n = 25) y se estudia la variación del

parámetro de forma ε ∈ [1, 20].

La solución anaĺıtica del PVC anterior para un coeficiente de difusión D = 1 es conocida

u (x) = U0 exp

{
k

2
x2

1 +

(
ln
U1

U0
− k

2

)
x1

}
. (5.12)

Esta solución es constante en la variable x2, por eso se lo suele referir al mismo como

unidimensional. De todas formas, el algoritmo debe predecir que en la dirección de la variable

y el potencial es constante para un x fijado (es decir, u(x) = u(x)) y que el flujo es cero en

esta dirección. Este ejemplo numérico es interesante porque el campo de velocidad cambia

dentro del dominio.
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Figura 5.18: Solución exacta del problema de convección-difusión para k = 40.
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La Figura 5.18 muestra la formación de estructuras de salto (shock) en los bordes. Para

analizar la performance del esquema numérico MILFD-Est, se consideran diferentas valores

del parámetro k en la velocidad convectiva, donde los mayores valores de k corresponden a

“saltos” más fuertes en la estructura, como se muestra en la frontera de la solución.
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Figura 5.19: Discretización del dominio Ω = [0, 1] × [−0.1, 0.1] de tipo uniforme, Halton y
cuasi-uniforme para N = 500 puntos interiores.

En este problema, comparamos el desempeño del MILFD-Est con los errores obtenidos

para el MRD-RL con esténciles de 25 puntos (presentado en [15, 56] con diferentes FBR)

cuando el parámetro de forma decrece, similarmente a los realizados en las secciones 5.4.2 y

5.4.3. El objetivo de esta sección es mostrar cómo el MILFD-Est provee una mejora sustan-

cial comparada con otros esquemas locales integrales, incluso cuando se consideran distintos

tipos de discretizaciones (ver Figura 5.19) con una cantidad de puntos de la discretización

N bajo. También se vaŕıa el coeficiente k para generar un “salto” mayor que dificulte la

resolución numérica del problema diferencial.
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Para el análisis de este problema en 1D, primero consideramos el caso k = 40 con valores

potenciales U0 = 300 y U1 = 10 respectivamente y luego hicimos una comparación del Error-

L2 % entre diferentes distribuciones de nodos uniformes, de tipo Halton y cuasi-uniformes

con distinto N en un rango de ε ∈ [0.1, 20]. En la Figura 5.20 se muestra que, en la medida

en que el parámetro de forma tiende a cero, los errores decrecen casi uniformemente, siendo

la distribución de puntos cuasi-uniforme la que muestra la mejor performance.
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Figura 5.20: Comparación del Error-L2 % entre diferentes distribuciones de nodos uniformes,
de tipo Halton y cuasi-uniformes con N = 4500 para el MILFD-Est y ε ∈ [0.1, 20].

La diferencia entre el MILFD-Est con distribución cuasi-uniforme y el MRD-RL para la

distribución uniforme reportada con FBR TPS, MQ1 y MQ2 se muestra en la Figura 5.21

y en la Tabla 5.6. En esta última se observa que la performance del método estabilizado

para el caso k = 40 de la ecuación de convección-difusión supera en un orden de magnitud

el error para los N fijados en el caso uniforme, mientras que en los casos Halton (para

N = 2000) y cuasi-uniforme (para N = 7987) los supera en dos órdenes.
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Figura 5.21: Comparación del error-L2 % entre diferentes métodos locales integrales y dis-
tintas distribuciones para el caso k = 40 de la ecuación de convección-difusión.

MRD-RL c/MQ2 MILFD-Est c/Gaussianas

Uniforme Uniforme Halton Cuasi-uniforme

N Error-L2 % N Error-L2 % N Error-L2 % N Error-L2 %

2000 1.48E-02 2000 2.01E-3 2000 9.78E-4 1981 3.76E-4
3125 7.21E-03 3125 7.42E-4 3125 4.02E-4 3125 1.77E-4
4500 3.84E-03 4500 3.40E-4 4500 1.70E-4 4501 1.46E-4
8000 1.22E-03 8000 9.40E-4 8000 1.49E-4 7987 3.69E-5

Tabla 5.6: Comparación del Error-L2 % para el MRD-RL y el MILFD-Est en distintas
distribuciones para el caso k = 40 de la ecuación de convección-difusión.

La comparación para diferentes distribuciones uniformes, de tipo Halton y cuasi-

uniformes también se muestra en la Figura 5.22 para k = 40, 100, 200. Si comparamos estas

distribuciones, observamos en todos los subplots que el mejor resultado se obtiene para

los puntos cuasi-uniformes. Para k = 40, con MILFD-Est en las distribuciones uniforme

y Halton, el Error-L2 % decrece de N = 500 a N = 6125 y alcanza los mejores valores

de errores en 1.72E-04 y 7.13E-05 para N = 6125 respectivamente. Con la distribución

cuasi-uniforme, el error continúa decreciendo hasta alcanzar un error de 3.69E-05 para

N = 7987 puntos internos.
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Figura 5.22: Análisis de convergencia para el MILFD-Est para valores de k = 40, 100, 200
de la ecuación de convección-difusión.

La Tabla 5.7 muestra la comparación para distintas distribuciones y diferentes valores

de k. Podemos decir que los resultados para el MILFD-Est comparados con los casos k = 40

y k = 100 del MRD-RL con N = 20480 puntos interiores uniformes requieren menos de

la tercera parte de esos puntos para alcanzar la mejora de un orden de magnitud en el

error. Para el caso más complicado de k = 200, se alcanza el mismo orden que el MRD-RL

con N = 20480 puntos interiores pero usando N = 8000, 6125, 7987 para las distribuciones

uniformes, Halton y cuasi-uniformes respectivamente. El MILFD-Est con N = 7987 nodos

cuasi-uniformes alcanza un error de 1.66E-02, que es menor que el valor de 3.44E-02 con

N = 20480 puntos uniformes para el MRD-RL.

MRD-RL c/ MQ2 MILFD-Est c/ Gaussianas

Uniforme Uniforme Halton Cuasi-uniforme

k N Error-L2 % N Error-L2 % N Error-L2 % N Error-L2 %

40 20480 6.83E-04 6125 1.72E-04 6125 7.13E-05 7987 3.69E-05
100 20480 4.32E-03 6125 1.17E-04 6125 2.82E-03 7987 5.86E-04
200 20480 3.44E-02 8000 6.24E-02 6125 8.71E-02 7987 1.66E-02

Tabla 5.7: Comparación del Error-L2 % para el MRD-RL y el MILFD-Est para diferentes
valores de k de la ecuación de convección-difusión.
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Exactitud del MEIFBR, MRD-MD, MEF Galerkin y MILFD-Est

Resolvimos el problema presentado en las ecuación (5.9) con campo de velocidad convec-

tivo (5.10) y condiciones de borde (5.11). Las concentraciones en los extremos están dadas

como antes por U0 = 300 y U1 = 10. La solución anaĺıtica sobre el dominio rectangular

Ω = [0, 1] × [−0,1, 0,1] para el coeficiente D = 1 está dado como en la ecuación (5.18).

El dominio Ω es discretizado usando N = 185 puntos interiores cuasi-uniformes (como

se muestra en la Figura 5.23) y un tamaño de esténcil local de n = 25. El parámetro de

forma de la FBR Gaussianes está fijado en un valor bajo de ε = 0.1.

En Tabla 5.8 se muestran los resultados del error porcentual en los nodos. Estos resul-

tados muestran que el MILFD-Est supera a los otros métodos integrales, como el MEIFBR

(presentado [62]) y el MRD-MD con subdominios solapados. Estos esquemas numéricos

usan tres ecuaciones por nodos. Una comparación adicional se hace con el MEF Galerkin,

el cual es un esquema numérico distinto a los anteriores por su dependencia de un mallado.
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Figura 5.23: Discretización con N = 185 internos nodos cuasi-uniformes.
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x MEIFBR MRD-MD MEF Galerkin x MILFD-Est

Uniforme Error ( %) Error ( %) Error ( %) Cuasi-uniforme Error ( %)

0.00 0.00000 0.00000 0.00000 0.0000 0.00000

0.02 5.45668 0.93093 0.90054 0.0212 0.10683

0.04 2.56934 2.04848 1.69814 0.0362 0.03398

0.07 1.75382 2.93691 4.11598 0.0720 0.02105

0.10 0.37164 2.72869 6.09828 0.1029 0.00290

0.14 1.69740 0.48519 9.93769 0.1414 0.03763

0.19 3.19192 5.10446 15.42395 0.1931 0.04795

0.25 4.36701 14.41637 21.39718 0.2523 0.08302

0.32 3.69001 25.54530 26.13824 0.3211 0.18088

0.40 4.60394 34.33515 28.03575 0.3991 0.39813

0.56 7.38737 35.25292 22.10643 0.5590 0.20276

0.75 8.09956 25.47853 11.15552 0.7488 0.03603

0.85 2.24756 20.63368 6.66810 0.8506 0.00341

0.93 4.94376 13.70113 3.39957 0.9356 0.03341

1.00 0.00000 0.00000 0.00000 1.0000 0.00000

Tabla 5.8: Resultados obtenidos con el MEIFBR, MRD-MD, MEF Galerkin y MILFD-Est.

5.5.2 Capa ĺımite térmica en un canal bidimensional

Consideremos un flujo estacionario en 2D entrando en un canal paralelo con diferentes

temperaturas en sus paredes. La ecuación gobernante es:

∆T (x1, x2) − PeV (x2)
∂T

∂x1
= 0, (5.13)

donde la distribución de velocidad es una parábola dada por V (x2) = 4x2(x2 − 1) y Pe es

el número de Péclet. El dominio computacional es Ω = [0, 1]2 y las siguientes condiciones

de borde mixtas de Dirichlet y Neumann son impuestas por:





T (x1, 0) = 1 0 ≤ x1 ≤ 1,

T (x1, 1) = 0 0 ≤ x1 ≤ 1,

T (0, x2) = 0 0 ≤ x2 ≤ 1,

∂T
∂x1

(1, x2) = 0 0 ≤ x2 ≤ 1.

(5.14)

No existe solución anaĺıtica conocida para esta EDP.
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El objetivo de esta experiencia fue obtener aproximaciones numéricas para valores bajos

del parámetro de forma ε para diferentes distribuciones de nodos cuasi-uniformes. También

se consideran tres valores del número de Péclet global (Pe).

Las Figuras 5.24, 5.25 y 5.26 muestran los resultados para Pe = 2,5, 50 y 125 respectiva-

mente. Los resultados fueron obtenidos con distribuciones de nodos cuasi-uniformes. Todas

las figuras muestran las soluciones numéricas obtenidas. En la primera columna se muestran

las graficas de las soluciones, donde se observa el salto abrupto en la solución debido a la

discontinuidad en los datos de frontera. En la segunda y tercera columna se muestran dis-

tintas secciones para la temperatura. En este caso para la reconstrucción de las soluciones

se usaron splines biarmónicas (biharmonic spline), que son una interpolación bidimensional

para los nodos irregulares en 2D obtenidos del método integral. Esta surperficie de interpo-

lación es una combinación lineal de funciones de Green centradas en cada punto dato (ver

[106, 107]).

De todos los valores estudiados para los números de Peclet con el MILFD-Est, los resul-

tados numéricos estables sin oscilaciones fueron obtenidos para un valor bajo del parámetro

de forma (ε = 0.1). Para mantener la estabilidad numérica de la solución aproximada cuan-

do ε = 0.1, se necesitaron N = 901 puntos cuasi-uniformes en el caso Pe = 2,5 y Pe = 50,

mientras que se necesitaron N = 2505 para Pe = 125. Estos son los valores mostrados en

las Figuras 5.24, 5.25 y 5.26.

Cuando consideramos el MILFD, obtenemos que para parámetros de forma ε < 1 las

aproximaciones numéricas presentan oscilaciones en todos los casos. Esto es debido a que

los órdenes del número de condición de las matrices locales de interpolación oscila entre

1 × 1017 y 1 × 1021.
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Figura 5.24: Superficie solución (der.), sección x1 (centro) y sección x2 (izq.) para el MILFD-
Est con Pe=2.5, N = 901 y ε = 0.1.
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Figura 5.25: Superficie solución (der.), sección x1 (centro) y sección x2 (izq.) para el MILFD-
Est con Pe = 50, N = 901 y ε = 0.1.
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Figura 5.26: Superficie solución (der.), sección x1 (centro) y sección x2 (izq.) para el MILFD-
Est con Pe = 125, N = 901 y ε = 0.1.

5.6 Resolución numérica de EDP eĺıpticas con el MILFD-Est

En esta última sección estudiamos la performance del MILFD-Est en una ecuación

diferencial de tipo eĺıptica general con coeficientes variables y condiciones de borde de

Dirichlet. Este caso muestra la robustez y la versatilidad del método integral local sin malla

para adaptarse a dominios generales, en este caso con un hueco y puntas.
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5.6.1 EDP eĺıptica sobre un dominio irregular 2D

Como experiencia numérica final, exploramos la exactitud de MILFD-Est cuando se

resuelve numéricamente la siguiente EDP eĺıptica con coeficientes variables y condiciones

de Dirichlet:





∆u+ α(x, y)∂u∂x + β(x, y)∂u∂y + γ(x, y)u = f(x, y) en Ω,

u(x, y) = g(x, y) sobre ∂Ω (CB),
(5.15)

sobre una región irregular Ω ⊂ R
2 con agujero y picos en la frontera mostrados en la

5.27. Las fronteras internas y externas en coordenadas polares vienen dadas por rint(θ) =

3
10 + 1

10 cos(θ) + 3
20sen(5θ) y rext(θ) = 1 + 1

5 cos(θ) + 3
20sen(4θ) respectivamente.

Los coeficientes variables oscilantes en la ecuación (5.15) vienen dados por

α(x, y) = e−y2+cos(4πx)sen(3πy), (5.16)

β(x, y) = −ysen(4πx), (5.17)

γ(x, y) = x2y. (5.18)

Las funciones f(x, y) y g(x, y) se obtienen asumiendo que la solución exacta al problema

es: u(x, y) = sen(2πy2 + 3πx) − cos(πy − 2πx2).

El dominio se discretiza con el algoritmo repelente presentado en la sección 5.4.4 y en

[37] para el parámetro h ∈ {0.1, 0.071, 0.05, 0.036, 0.025, 0.018, 0.0125, 0.01}. En dicho

trabajo, los autores resuelven un PVC semejante sobre la misma región usando DF-FBR

con FBR poliarmónicas aumentada con polinomios. En la Figura 5.27 se muestra la discre-

tización del dominio con nodos repelentes para N = 2217 puntos interiores y Nfro = 296

con condiciones de Dirichlet.

Este algoritmo para generar distribuciones de nodos interiores a un dominio de dimen-

sión arbitraria tiene algunas propiedades deseables, como por ejemplo, permitir discretizar

dominios irregulares como el nuestro solamente discretizando una región rectangular que

contenga la región irregular y luego descartando los nodos que estén fuera de nuestra do-

minio a cierta distancia fijada. A su vez, la discretización de la frontera es equiespaciada
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y permite trabajar con nodos fantasmas (o ficticios) como se muestra en el trabajo citado

para resolver problemas diferenciales. Estos nodos tienen la propiedad de poder evitar el

uso de esténciles de un solo lado de la frontera mejorando el exactitud y estabilidad de las

aproximaciones, aunque último no será abordado en esta tesis.
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Figura 5.27: Discretización del dominio Ω para h = 0.036 con el algoritmo repelente.

Resolvimos el problema diferencial eĺıptico usando el MILFD-Est con N = 280, 569,

1146, 2217, 4610, 8927, 18546, 28981 puntos repelentes (ver Apéndice B) para estudiar la

estabilidad para valores grandes de N . En este ejemplo, estudiamos la exactitud del método

usando el Error-L2 como función del tamaño del esténcil n para distintos ε.

La Figura 5.28 muestra el Error-L2 como función de
√
N para tres tamaños de esténciles,

n = 21, 36, 55. En cada subfigura observamos que cuando disminuye ε el Error-L2 decrece

como se esperaba hasta cierto valor. Observamos también que, cuando se incrementa el

número de nodos interiores repelentes N de la discretización, el error decrece y alcanza

valores de 4.45E-07 para n = 21, de 3.80E-07 para n = 28, 3.65E-07 para n = 36 y 3.55E-07

para n = 55.
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Figura 5.28: Error-L2 como función del número de nodos
√
N usando esténcil local de

tamaño n = 21, 28, 36, 55 con MILFD-Est para ε ∈ [4, 9].

La Figura 5.28 también muestra que el error del MILFD-Est se estanca para cierto valor

grande de N . Si bien en el caso del esténcil de n = 21 y n = 28 esto no sucede, las curvas

del error se pegan para n = 36 y n = 55, y alcanzan un orden de error de 1 × 10−7. Este

mismo fenómeno se observa en la Tabla 5.5 y la Figura 5.11 en el ejemplo de la sección

5.4.3. Incluso cuando el número de condición de la matriz local de interpolación crece con

n, el mejor error es alcanzado en el rango de ε ∈ [4, 9] estudiado en los cuatro esténciles.

Como se observa en [28], puede aumentarse la precisión aritmética del computador para

mitigar los efectos del mal condicionamiento.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1 Resultados de MILFD-Est

En esta tesis se presentó y desarrolló un nuevo método basado en un esquema local

integral que considera interpolaciones con FBR Gaussianas mejorando la estabilidad del

error numérico con el objetivo de alcanzar mayor exactitud en un rango bajo del parámetro

de forma ε. En primer lugar se propuso una técnica denominada Método Integral Local de

Frontera y Dominio (MILFD) que se inspira en formulaciones locales del Método Elemen-

tos de Contornos (MEC) y otras técnicas preexistentes. En segundo lugar, se propuso el

denominado Método Integral Local de Frontera y Dominio-Estabilizado (MILFD-Est) para

remarcar su carácter fuertemente estable. La robustez del nuevo MILFD-Est fue evaluada

para diferentes EDP de tipo eĺıpticas con condiciones de borde de Dirichlet y/o Neumann

sobre diferentes dominios bidimensionales.

A su vez, los buenos resultados se obtuvieron sobre distintas discretizaciones de los

dominios usados en esta tesis. Se utilizaron distribuciones de nodos tanto uniformes como

dispersas de tipo Halton, algoritmos repelentes o de tipo cuasi-uniformes. Esto muestra el

carácter fuertemente independiente de un mallado del método integral local desarrollado.

Como se expuso a lo largo de esta tesis, la exactitud y robustez del MILFD-Est se han

mostrado aplicándolo a problemas de Laplace, Poisson en 2D y de convección-difusión para

los cuales la solución exacta es conocida. También se resolvió un problema de capa ĺımite

termal sin solución conocida y una ecuación diferencial general de tipo eĺıptica con coefi-

cientes variables. Su eficiencia ha quedado demostrada frente a los exhaustivos análisis de
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los distintos errores calculados, cuando se ha contado, en la mayoŕıa de los casos, con solu-

ciones exactas. Asimismo, se han comparado los resultados del MILFD-Est con el MRD-RL

desarrollado por Caruso, Portapila y Power en [15] debido a ser el método integral local

reciente con mayor analoǵıa a esta tesis. También se comparó con el MEIFBR desarrollado

por Ooi y Popov en [99], con el DF-FBR usado por Bayona, Flyer, Fornberg, y Barnett en

[37], con el MRD-MD analizado por Portapila y Power en [8, 9] y con el MEF de Galerkin

ya establecido. La resultados de exactitud logrados en los casos de estudio mejoraron los

métodos mencionados.

Se utilizó además la correspondiente función de Green en subregiones de integración

circulares, en lugar de aplicar la solución fundamental del laplaciano en la formulación in-

tegral. La caracteŕıstica principal de este nuevo esquema es que siempre se anula el término

integral con el potencial de capa simple, lo cual simplifica de manera significativa la imple-

mentación numérica y acelera su cálculo. Cabe destacar que para dicho esquema deja de ser

necesario que el punto fuente esté ubicado en el centro de la región circular.

En los casos sencillos de Laplace y Poisson con condiciones de borde Dirichlet sobre un

cuadrado de la sección 5.4.1 se observa que el nuevo método presentado logra estabilizarse

para valores bajos del parámetro de forma en distribuciones uniformes y dispersas. Las

comparaciones iniciales en estos casos simples al usar el MRD-RL con Gaussianas muestran

que el MILFD-Est lo supera en hasta siete órdenes de magnitud en el caso de Laplace

y en hasta tres órdenes en el caso de Poisson. A diferencia de los otros métodos que se

vuelven inestables numéricamente, la estabilidad del error del nuevo método lograda en

estos ejemplos permitiŕıa un rango bajo útil del parámetro de forma, por ejemplo en casos

de estudio de simulaciones numéricas para aplicaciones ingenieriles o de otra ı́ndole.

En el problema presentado en la sección 5.4.2 (una EDP de Poisson con condiciones

de borde mixtas sobre un cuadrado) se muestra un comportamiento similar al usar los

métodos MRD-RL, MILFD y MILFD-Est para valores del parámetro de forma mayor que

2.5, mientras que para ε <2.5 solo el MILFD-Est muestra una buena performance. Usando

una distribución uniforme de N = 400 puntos se logró mejorar un orden de magnitud

respecto al MRD-RL con FBR Gaussianas. También para N = 900, 1600, 2500 y ε < 1
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se lograron mejoras. Para estas distribuciones uniformes puede verse cómo el fenómeno de

Runge actúa en cada una de las interpolaciones locales con FBR del MILFD-Est con bajo

parámetro de forma, y termina trasladándose al error total del método. La comparación de

tiempos computacionales permite concluir que, al ser el MILFD-Est un método estable, son

necesarias pocas experimentaciones numéricas con valores bajos del parámetro de forma

para alcanzar un error aceptable, mientras que con los demás métodos habŕıa que realizar

varias experiencias computacionales de modo de obtener un εopt o bien introducir alguna

técnica de optimización lo cual incrementaŕıa aún más el tiempo computacional.

En el ejemplo presentado en la sección 5.4.3 (una EDP de Poisson con condiciones

de borde de Dirichlet) se logran mejorar por tres órdenes los resultados presentados pa-

ra el MEIFBR y al menos por dos órdenes para los resultados del MILFD. Además, los

tests numéricos para grandes discretizaciones de N = 8000, 10000, 22500 alcanzaron buena

exactitud para FBR casi planas comportándose además de forma estable. Para mitigar los

errores de integración numérica producidos por el cálculo de las integrales de frontera y

dominio, se varió la cantidad de puntos de la cuadratura Gaussiana reportando el mejor

error. Sin embargo, de los resultados provistos se concluye que los errores introducidos por

la integración numérica no son la principal componente del error.

Para el problema de Poisson sobre el disco unitario presentado en la sección 5.4.4, el

esquema del MILFD-Est mostró una gran área de estabilidad con un error norma L2 (error-

L2) alcanzando un orden de 1×10−6 para N = 1185, y 1×10−7 para N = 4880 y N = 9639.

Estos resultados se dieron cuando el tamaño del esténcil crećıa y ε decrećıa, mientras que los

resultados con el MILFD mostraron una gran región de inestabilidad debido al mal condi-

cionamiento de las matrices de interpolación locales. Se mostró además con el MILFD-Est la

mejora del condicionamiento del problema logrando bajar en diez órdenes el número de las

matrices locales de interpolación y a su vez, mostrando cierta independencia del paráme-

tro de forma cuando N aumentaba. Todos estos resultados mejoraron el error-L2 que se

presenta al usar el método de DF-FBR con aumento polinomial para el mismo problema.

Más aún, incluimos las isoĺıneas de exactitud para valores grandes de las distribuciones de

nodos repelentes (N = 19816, 30976) usando el MILFD-Est. En esto último se observó que
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la región de estabilidad se extiende hasta alcanzar un error de orden 1 × 10−7 para n > 30

y ε ∈ [1, 10]. Esta mejora se obtuvo con un costo computacional mayor debido al cálculo

extra de la factorización QR, pero esta nueva técnica mantiene constante el tiempo compu-

tacional cuando decreció el parámetro de forma ε alcanzando la mejor exactitud. Esto es

remarcable porque permite tener una noción del tiempo requerido para valores bajos de ε

independientemente del tamaño del esténcil usado. En cambio, los métodos que se vuelven

inestables, si bien tardan menos tiempo, necesitan varias experimentaciones numéricas para

obtener un parámetro de forma óptimo.

En el problema de aplicación presentado en la sección 5.5.1 para la ecuación de convec-

ción-difusión, testeado ampliamente en la literatura cient́ıfica y que presenta dos “shocks”

cerca de las fronteras, el MILFD-Est mejora el error-L2 por dos órdenes de magnitud al

MRD-RL si comparamos los resultados obtenidos con una discretización de N = 1127 pun-

tos cuasi-uniformes con los resultados obtenidos para N = 8000 puntos uniformes usando el

MRD-RL con FBR TPS, MQ1 y MQ2. Además, en el mismo problema pero con N = 185

puntos, el MILFD-Est mejora al MEIFBR, al MRD-MD y al MEF de Galerkin, métodos

ya establecidos en la literatura cient́ıfica. Si bien ninguna técnica de adaptividad cerca de

la frontera del shock fue utilizada en el caso del MILFD-Est, en este problema proveniente

de las aplicaciones es interesante notar que tanto las discretizaciones estructuradas o no

estructuradas permitieron encontrar los mejores errores cuando el parámetro de forma dis-

minuye. Seŕıa esperable mejorar estos resultados con tećnicas adaptivas y a un bajo rango

del parámetro de forma.

El problema sin solución exacta de la capa térmica presentado en la sección 5.5.2 es

inestable para valores del número de Péclet más grandes que Pe = 2. Este PVC se resolvió

numéricamente usando el MILFD-Est con N=901 para Pe=2.5,50 y con N=2505 para

Pe=125, alcanzando un valor de ε =0.1. Los resultados obtenidos fueron interpolados con

splines biarmónicas, las cuales mostraron buena performance en la reconstrucción de la

solución aproximada.

El ejemplo final presentado en la sección 5.6.1 es una EDP eĺıptica con coeficientes

variables y altamente oscilantes sobre un dominio irregular bidimensional con un agujero
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y fronteras en pico. Incrementando el número de puntos repelentes en la discretización, los

errores decrecen y alcanzan un orden de 1 × 10−7 para diferentes esténciles. Además, el

MILFD-Est se estabilizó para valores grandes de N .

Por todo lo expuesto, puede concluirse que esta nueva técnica estabilizada, el MILF-

D-Est, es una contribución valiosa al campo espećıfico de los métodos locales integrales y

las FBR, que colabora en reducir el error numérico debido a las inestabilidades producidas

por el mal condicionamiento de un rango bajo del parámetro de forma de las FBR Gaussia-

nas interpolantes. A su vez, su eficiencia computacional radica en su estabilidad para valores

bajos del parámetro de forma. La aplicabilidad a varios problemas de valores de contorno

con diferentes condiciones de borde sobre diferentes dominios en 2D estacionario validan el

método, ya que mejoran la exactitud y el condicionamiento numérico con distintos tipos y

tamaños de distribuciones de nodos. El método resulta entonces una contribución a temas

de interés actuales en el campo de la matemática aplicada.

6.2 Proyectos futuros

Los buenos resultados obtenidos con el nuevo método local integral estabilizado deno-

minado MILFD-Est permiten concluir que el uso de técnicas de estabilidad actuales para

FBR permite lograr una buena exactitud del error numérico ampliando el rango de utilidad

en el caso que estas funciones dependan del parámetro de forma ε.

Desarrollo de nuevos métodos integrales locales estables que usen FBR

Distintas técnicas de estabilidad han sido investigadas y desarrolladas para interpola-

ciones globales, sin embargo es un área de investigación y desarrollo vacante su formulación

en métodos integrales locales, siendo necesario su tratamiento debido a que estas técnicas

mejoran el mal condicionamiento de las matrices cuando se interpola con FBR y abren

nuevas posibilidades de desarrollo de nuevos métodos.

Un primer proyecto futuro es la estabilización del error generado por el mal condicio-

namiento local con otras técnicas de estabilidad numérica para interpolar locamente con
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funciones que dependan del parámatro de forma, como por ejemplo FBR-GA o Gauss-QR

desarrollando aśı nuevos métodos integrales para resolver PVC. Un primer avance en este

sentido se presentó en [38].

A su vez, generar matrices de interpolación local del MILFD con FBR que sean inde-

pendientes de dicho parámetro permitiŕıa incorporar técnicas como FBR-RA para lograr

mayor amplitud en el uso del tipo de función radial a usar dependiendo el problema en es-

tudio. La comparación en exactitud y eficiencia entre estas técnicas de estabilidad de FBR

en problemas diferenciales tanto para funciones que dependan o no del parámatro de forma

ε es un trabajo interesante a continuar.

Paralelamente, el uso de interpolaciones locales en el MILFD con FBR de tipo splines

poliarmónicas aumentadas con polinomios para comparar con el método DF-FBR es una

ĺınea de trabajo a seguir debido a los buenos resultados mostrados con este último método

en la resolución de EDP generales de tipo eĺıpticas sobre regiones irregulares.

Extensión a otras dimensiones y problemas no-estacionarios

Desde el punto de vista de las aplicaciones para obtener una solución numérica precisa y

eficiente para problemas, como por ejemplo el de transporte de contaminantes, es necesario

contar con un método local integral estabilizado con interpolaciones con FBR en varias

dimensiones, incluso para problemas dependientes del tiempo.

Un segundo proyecto de trabajo es la extensión natural del MILFD a dimensiones mayo-

res. En principio, lograr formulaciones integrales en 3D y su eficiente integración numérica

de las integrales de borde y de frontera de las subregiones. A su vez, habrá que realizar

la implemetación numérica y el testeo de las técnicas de estabilidad globales en mayores

dimensiones para poder incorporar estos esquemas estables para interpolar localemente y

resolver PVC en derivadas parciales. Implementar la nueva formulación estabilizada del

MILFD-Est 3D para ampliar la región de utilidad del parámetro de forma, es un trabajo

desafiante. Asimismo, la construcción de las distribuciones de nodos y de los esténciles y

subregiones de integración en dimensiones mayores es un tema pendiente.

Paralelamente, en problemas de dinámica de fluidos como el transporte de flujo en
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cursos de agua y el transporte de contaminantes en medios porosos, es necesario abordar

estos problemas no-estacionarios dependientes del tiempo. Esto también es materia para

futuros estudios e investigaciones cient́ıficas.

Abordaje de problemas provenientes de aplicaciones con el MILFD-Est

Finalmente, si bien en esta tesis se ha trabajado hasta el momento con el MILFD-Est

aplicado a problemas de transporte lineales y estacionarios, un tercer proyecto de trabajo

es lograr abordar PVC más complicados con EDP que contegan términos no-lineales y

condiciones de borde más generales, incluso sobre dominios más generales. Esto permitiŕıa

mostrar la robustez del método desarrollado y su contribución al campo de las simulaciones

numéricas.

Un tercer proyecto seŕıa incorporar este método y sus versiones mejoradas en problemas

provenientes de aplicaciones de diversas ramas de la ingenieŕıa y las ciencias como aporte

de la matemática aplicada.
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Apéndice A

Integración de frontera y

dominio del MILFD-Est

A.1 La EDP de Poisson con condiciones de borde mixtas

Es bien sabido que en integración numérica la regla del trapecio converge geométrica-

mente cuando se aplica a funciones anaĺıticas sobre intervalos periódicos, mientras que la

cuadratura de Gauss-Legendre es adecuada en la integración solo sobre segmentos o arcos.

Ver [108].

En este apéndice mostramos la relación existente entre la integración numérica de las

integrales de frontera y dominio y la exactitud del error para el MILFD y el MILFD-Est.

Los dos esquemas de integración numérica que presentamos son la regla del trapecio y la

cuadratura de Gauss-Legendre.

Consideramos los diferentes casos estudiados en la sección 5.4.4 del Cap. 5 que usan

el método local integral con y sin el solver local FBR-QR variando el número de puntos

de integración (q ∈ [1, 50]N) para ambos métodos. Usamos N = 1185 nodos interiores con

esténciles de n = 20, 40, 60 nodos y parámetro de forma de la FBR Gaussiana de ε =3.0.

En la Figura A.1 se muestra que el aumento de la cantidad de puntos q de integración de

Gauss (ĺınea azul) y del trapecio (ĺınea roja) no mejoran el error numérico total del MILFD

(columna izquierda) y del MILFD-Est (columna derecha) para este problema aun cuando

se aumenta el esténcil de n = 20 a n = 60. La elección fue fijada en q = 40.
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Figura A.1: Comparación del Error-L2 para cuadratura Gaussiana y la regla del trapecio
en el MILFD (columna izq.) y el MILFD-Est (columna der.) con esténciles de n = 20, 40, 60
nodos en una discretización repelente de N = 1185.
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A.2 La EDP de Poisson con condiciones de borde de Dirichlet

Para mostrar el efecto de la exactitud de la cuadratura de Gauss-Legendre en las integra-

les de frontera y de dominio presentadas en las ecuaciones (4.64a)-(4.64c), incrementamos

el número de puntos de Gauss q (q=40:1:80) en el problema presentado en la sección 5.4.3

del Cap. 5.

En la Figura A.2 observamos que, para un paraámetro de forma fijo (ε = 0,1), el aumento

de q es beneficioso hasta alcanzar un mı́nimo local.

La Figura A.3 muestra el mismo efecto. No profundizamos en este aspecto porque ex-

ceden a los objetivos de esta tesis.
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Figura A.2: Error-L2 % para el MILFD-Est usando distribuciones uniformes de nodos (en
cada subplot) y q ∈ [40, 80]N para un parámetro de forma de ε = 0.1 fijo.
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Figura A.3: Error-L2 % para el MILFD-Est usando distribuciones uniformes de nodos (todas
las ĺıneas juntas) y q ∈ [40, 60]N para un parámetro de forma de ε = 0.1 fijo.
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Apéndice B

Discretizaciones de dominios

B.1 Discretizaciones EDP Laplace y Poisson en casos simples

Uniforme Halton

N NDir N NDir

400 84 400 80
900 124 900 120
1600 164 1600 160

Tabla B.1: Discretizaciones de las EDP de Laplace y Poisson 5.4 con N nodos internos y
NDir nodos con condiciones de Dirichlet.

B.2 Discretizaciones EDP Poisson con condiciones mixtas

Uniforme Halton Cuasi-uniforme

N NDir NNeu N NDir NNeu N NDir NNeu

400 44 40 400 40 40 401 38 38
900 64 60 900 60 60 901 58 58
1600 84 80 1600 80 80 1600 80 80
2500 104 100 2500 100 100 2505 100 100

Tabla B.2: Número de discretizaciones de la EDP de Poisson 5.4.2 con N nodos internos,
NDir nodos con condiciones de Dirichlet y NNeu nodos con condiciones de Neumann.
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B.3 Discretizaciones EDP Poisson con condiciones Dirichlet

Uniforme Halton Cuasi-uniforme

N NDir N NDir N NDir r

400 84 400 80 401 80 0.04973
900 124 900 120 901 120 0.03345
1600 164 1600 160 1600 164 0.024852
2500 204 2500 200 2505 204 0.0198294
3600 244 3600 240 3603 240 0.016557
4900 284 4900 280 4508 268 0.0147053
6400 324 6500 320 6580 324 0.012221
8100 364 8000 360 8027 360 0.011085
10000 404 10000 400 10078 400 0.0099585
22500 604 22500 600 22570 600 0.006625

Tabla B.3: Discretizaciones de la EDP de Poisson 5.4.3 con N nodos internos, NDir nodos
con condiciones de Dirichlet y r coeficiente de espaciamiento del algoritmo cuasi-uniforme.

B.4 Discretizaciones EDP Poisson sobre un disco

Nodos repelentes

N NDir h

279 62 0.1
279 64 0.098
566 88 0.071
1185 125 0.050
2362 174 0.036
4880 251 0.025
9639 349 0.018
19816 502 0.0125
30976 628 0.0100

Tabla B.4: Discretizaciones de la EDP de Poisson 5.4.4 con N nodos internos, NDir nodos
con condiciones de Dirichlet y h coeficiente de espaciamiento del algoritmo repelente.
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B.5 Discretizaciones ecuación convección-difusión

Uniforme Halton Cuasi-uniforme

N NDir NNeu N NDir NNeu N NDir NNeu

500 24 100 500 20 100 500 22 100
1125 34 150 1125 30 150 1127 32 150
2000 44 200 2000 40 200 1981 42 198
3125 54 250 3125 50 250 3125 52 250
4500 64 300 4500 60 300 4501 62 300
6125 74 350 6125 70 350 6158 74 352
8000 84 400 8000 80 400 7987 84 404
10125 94 450 10125 90 450 10126 92 450

Tabla B.5: Discretizaciones de la ecuación de convección-difusión 5.5.1 con N nodos internos,
NDir nodos con condiciones de Dirichlet y NNeu nodos con condiciones de Neumann.

B.6 Discretizaciones EDP capa ĺımite térmica en un canal

Cuasi-uniforme

N NDir NNeu

401 57 19
901 87 29
1600 120 40
2505 150 50
3603 180 60

Tabla B.6: Discretizaciones del problema de la capa ĺımite térmica 5.5.2 con N nodos inter-
nos, NDir nodos con condiciones de Dirichlet y NNeu nodos con condiciones de Neumann.
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B.7 Discretizaciones EDP eĺıptica sobre dominio irregular 2D

Cuasi-uniforme

N NDir h

280 104 0.1
569 149 0.071
1146 212 0.050
2217 296 0.036
4610 427 0.025
8927 594 0.018
18546 854 0.0125
28981 1070 0.01

Tabla B.7: Discretizaciones de la EDP tipo eĺıptica 5.6.1 con N nodos internos, NDir nodos
con condiciones de Dirichlet y h coeficiente de espaciamiento del algoritmo repelente.
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