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RESUMEN

El Método de Elementos de Contorno (MEC) es una técnica numérica reconocida en la
matematica aplicada y las ingenierias desde hace méas de 50 afios. La base de este método
es transformar una ecuacién en derivadas parciales (EDP) que describa un problema fisico
en una ecuacion integral equivalente haciendo uso de las identidades de Green y teoremas
de representacién. Una mejora de este método ha sido el método de elementos de frontera
local, en el cual en vez de usar una interpolaciéon directa del campo desconocido la EDP
y las condiciones de frontera son incluidas en las interpolaciones locales. En este tipo de
método local, el dominio es cubierto por una serie de esténciles de interpolacién pequefios
y fuertemente solapados, donde una interpolacion directa del campo se usa para aproximar
la solucién y las condiciones de borde se imponen en la representacién integral. La ventaja
reside en que, en vez de tratar con matrices globales llenas, los sistemas de ecuaciones
locales resultan pequenos y se ensamblan en un sistema ralo con estructura de banda que
se resuelve por esquemas iterativos.

Para conservar la naturaleza del MEC, las integrales de domino son transformadas
en integrales de contorno por el Método de Reciprocidad Dual (MRD). Un ejemplo de
esto es el reciente Método de Reciprocidad Dual-Regular Local (MRD-RL). En esta tesis
desarrollamos el Método de Integral Local de Frontera y Dominio (MILFD) que utiliza una
formulacién integral que depende de integrales de frontera y también de dominio colocadas
solamente en puntos interiores de la distribucién de nodos en el dominio. Esta formulacion
utiliza la funcién de Green-Dirichlet (FGD) para evitar el calculo de algunas integrales de
dominio y las condiciones de frontera son impuestas a la interpolacién local con Funciones

de Base Radial (FBR).
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La teoria de FBR tuvo un desarrollo considerable en los tltimos afios debido a su al-
to orden de exactitud, flexibilidad para geometrias no triviales, eficiencia computacional
y facilidad de implementaciéon. Cuando se utilizan FBR. infinitamente diferenciables, estas
dependen de un pardmetro de forma ¢ > 0. Fue demostrada la convergencia espectral en
varios casos, sin embargo, la experimentacién numérica mostré que cuando € — 0 el error
de interpolacién decrece hasta cierto valor a partir del cual se desestabiliza debido al mal
condicionamiento de la matriz de interpolaciéon. Desde entonces, distintas técnicas de esta-
bilidad han sido investigadas y desarrolladas para interpolaciones globales: Countor-Padé,
FBR-QR, Gauss-QR, FBR-GA, FBR-RA. Estas técnicas abrieron nuevas posibilidades para
métodos sin mallas basados en interpolaciones locales con FBR.

El objetivo principal de nuestro trabajo consiste en estabilizar el error de un método
local integral para resolver EDP a partir de lograr estabilizar el error en las interpolaciones
locales cuando el parametro de forma tiende a cero y evitar el mal condicionamiento de los
sistemas locales. Este serd nuestra hipétesis de trabajo.

Los resultados numeéricos mostrados en dos dimensiones para problemas de Laplace,
Poisson, conveccion-difusion, capa limite y un ecuacién eliptica general con condiciones
de Dirichlet/Neumann. Todas estas experiencias muestran una mejora considerable en los
errores numéricos cuando el pardmetro se reduce y, consecuentemente, una mejora en la
exactitud del célculo. Ademaés, comparaciones con otros métodos numéricos de la literatura

cientifica reafirman la robustez del método.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

1.1 Motivacion y estado del arte

Uno de los objetivos fundamentales de esta tesis es poder resolver en forma eficiente una
ecuacion en derivadas parciales (EDP) que provenga del modelado de un proceso fisico, para
el cual, debido a su dificultad, no es posible encontrar una solucién exacta usando méto-
dos analiticos. La creacién, el desarrollo, la implementacion y la extensa experimentacién
computacional de métodos numéricos (en inglés, numerical methods) ha permitido calcular
soluciones aproximadas a problemas numéricos complejos derivados de aplicaciones reales.

Los métodos numéricos sin malla (meshless numerical methods o simplemente, meshless
methods) han ganando la atencién de la comunidad cientifica de la matematica aplicada en
los ultimos afios, y también de la fisica, las ingenierias, la informética y otras ramas de la
ciencia. Esto se debe a las numerosas aplicaciones de estos métodos de aproximacion que
derivan de un trabajo fuertemente interdisciplinario.

Muchos métodos numéricos clasicos desarrollados en los ultimos setenta anos han al-
canzado éxito como el Método de Diferencias Finitas (MDF) (Finite Difference Method), el
Método de Elementos Finitos (MEF) (Finite Element Method) o el Método de Voliimenes
Finitos (MVF) (Finite Volumen Method), sin embargo, estos requieren de la construccién
de un mallado o refinamiento especifico para abordar eficientemente determinados proble-
mas numéricos. En cambio, los métodos sin malla se adaptan mejor a problemas sobre
geometrias no triviales ya que requieren de la construccién de una distribucién de nodos en

el dominio.



El hecho de que no se requiera una malla es otra ventaja debido a que su generacién en
problemas diferenciales es laboriosa y costosa en tiempo y recursos computacionales. Por
ejemplo, cuando la malla tiene huecos o esquinas angulosas, se requiere un refinamiento con
una alta densidad de elementos para estas regiones criticas. En la Figura 1.1 se muestra
una triangulaciéon de un dominio irregular para métodos que dependen de un mallado y una

distribucién de nodos para métodos que no dependen de un mallado.

15 T T T T 1.5 T T T T
>
P
JA A YO AVAVaVAY:
o, R
5 e
2 RIS
5 R ORIIS KSR
SIS SRS R ISKIASR ISR ORI,
05| e S N 05 | 1
. IO S ATIKINOIXAKIAISSALHKA .
RERBETIERE] S S SSRRERIORIREANAT
RSO RS RSIKDORIESASSS
NS RIS XRISIZ %)
SREASEXDA] KR IS ATHA
SEDR2 SRR ROSRRSRRIEE S
AR RS <RSI
&R RERRPRS SRS
Prcsrad RIS
SO SKRIRIZORSEASEL
ol RO RERSPSRRREER RS 1 0r 1
OSRRRR REREROCERIARRNY
EOARSSRNOSE A RTINSO
SR S RNSREISTS
COOSKIEEY A RO
SSBSATOOARR RIS ARSI
e S S O
SRR S S S S SERRANKIERIS,
OO RO S ESISISIENISISAN KNI o AYav,
05 | O ERPRREIIRRRSIAXL ] 05 |
: R R NRRERS AR -0.
T R ATAVAY Y S SN AVAAS AVAN o AVAY Vi
SRRSO LRSI AN,
R S Ay
B S S S )
(AVA RS KRERESES
CIRNXAASOOREKES ST
SESOOOOXZIKES 04:’;‘:#3'
20
-1 Xl & 1 -1r 1
-1.5 1 L L L -1.5 1 1 L L
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 1.1: Triangulacién de un dominio para métodos que dependen de un mallado (izq.)
y distribucién de nodos interiores y fronteras para métodos que no dependen de un mallado

(der.).

Aplicaciones de métodos sin malla pueden encontrarse en la resolucién numérica de
ecuaciones diferenciales, mecanica de los fluidos, elasticidad, nanotecnologia, modelado de
datos dispersos (mapeos en geodesia, geofisica, meteorologia), grafica computacional, inte-
ligencia artificial, matematica financiera y optimizacion. Particularmente, en esta tesis nos
interesaran aplicaciones orientadas a EDP tipo elipticas como la ecuacién de conveccion-
difusion.

Muchas de las aplicaciones antes mencionadas involucran una dimensién (1D), dos di-
mensiones (2D), tres dimensiones (3D) (de la variable espacial x) o la variable ¢ (temporal),

sin embargo, algunos problemas fisicos requieren trabajar con méas de tres dimensiones. Este



punto es otra ventaja de los métodos sin malla sobre los métodos tradicionales MDF, MEF
y MVF, dado que pueden trabajar precisa y eficientemente en dimensiones grandes, espe-
cialmente cuando se trabaja con interpolaciones que usan Funcién de Base Radial (FBR).
Estas funciones se utilizan para interpolaciones en varias dimensiones [1-3].

El Método de Elementos de Contorno (MEC), también conocido como Método de Ele-
mentos de Frontera (Boundary Element Method), es un método utilizado para resolver
ecuaciones en derivadas parciales formuladas como ecuaciones integrales, es decir, en forma
de integral sobre la frontera. En el MEC la EDP que describe al problema fisico se trans-
forma en una ecuacién integral de borde (EIB), también conocida como de frontera o de
contorno (Boundary Integral Equation), lo cual se logra haciendo uso de las identidades de
Green para luego aplicar esta formulacién integral sobre puntos distribuidos en el dominio.

A partir del desarrollo del MEC, varios métodos han sido propuestos para llevar las
integrales de dominio a integrales de contorno a fin de eliminar el calculo de integrales
en celdas internas. Uno de los més conocidos es el Método de Reciprocidad Dual (MRD)
(Dual Reciprocity Method) introducido por Nardini y Brebbia [1, 5], que convierte integra-
les de dominio en integrales de frontera equivalentes. Popov y Power [0, 7] encontraron que
la aproximacion del MRD puede ser mejorada haciendo una descomposicién en subdomi-
nios y usando FBR localmente. Siguiendo esos resultados, el comportamiento del MRD en
multidominios fue investigado en Portapila y Power [3, 9].

Una mejora ha sido el Método Integral Local de Elementos de Frontera (MILEF) presen-
tado en [10, 11], con el cual, en vez de usar una interpolacién global del campo desconocido,
la EDP y las condiciones de borde son incluidas en interpolaciones locales. En este tipo de
método de cardcter local, el dominio es cubierto por una serie de esténciles de interpola-
cién pequeiios, en la que una interpolaciéon del campo se usa para aproximar la solucién y
las condiciones de frontera se imponen en la representacién integral. En la literatura suele
encontrarselo con el nombre de métodos locales integrales. La ventaja reside en que, en vez
de tratar con matrices globales grandes y llenas como en el MEC clasico, los sistema de
ecuaciones lineales (SEL) locales a resolver resultan pequeiios, los cuales se ensamblan en
un gran sistema lineal formado por una matriz rala con estructura de banda que se resuel-
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ve eficientemente por métodos iterativos de tipo Krylov [12] 13] o también incorporando
técnicas de precondicionamiento [14].

Caruso, Portapila y Power en [15] presentaron un nuevo método denominado Método
de Reciprocidad Dual-Regular Local (MRD-RL), en el que aparecen solamente ecuaciones
integrales regulares y se implementan interpolaciones locales con FBR. En [10] los autores
mejoraron este método imponiendo las condiciones de borde en la interpolacién local y en
[17] mostraron que la colocacién en el centro de la regién de interpolacién circular o esférica
es la funcién de Green-Dirichlet (FGD).

Cuando en las interpolaciones globales se utiliza una base de FBR infinitamente dife-
renciables que dependen de un parametro de forma £ > 0, se ha mostrado que algunas FBR
convergen cuando £ — 0 [18-21]. Sin embargo, la experimentacién numérica ha mostrado
que cuando dicho parametro tiende a cero el error de interpolacién decrece hasta cierto
valor a partir del cual se desestabiliza [22, 23]. Esto sucede debido al mal condicionamiento
de las matrices de interpolaciéon que se vuelven dificiles de resolver numéricamente con un
método de tipo directo para SEL, y se conoce como FBR-Directo. El llamado principio de
incertidumbre formulado por Schaback en [24] ha contribuido a la concepcién de que el
espacio de funciones con FBR no es bueno debido al mal condicionamiento, asumiendo que
la resolucién de los SEL generados deben resolverse en forma directa.

Desde la primera década de este milenio, distintas técnicas numéricas han sido inves-
tigadas y desarrolladas por Fornberg y colaboradores para estabilizar el comportamiento
del error en interpolaciones globales cuando el pardmetro de forma es chico. Algunas de
estas técnicas, como el método de Contorno-Padé (C-Padé) en [25], el método de FBR QR
(FBR-QR) en [26-28], el método de Gaussianas con QR (Gauss-QR) en [29], el método de
FBR Gamma (FBR-GA) en [30] o el método de FBR Aproximaciones Racionales (FBR-RA)
en [31] abrieron nuevas posibilidades, en particular, para métodos locales integrales que no
dependen de un mallado y que interpolan localmente con una base de FBR que dependen
del parametro de forma.

En la Figura 1.2 se ilustra el comportamiento del error norma-Ls en un problema de
interpolacién sobre un circulo con nodos distribuidos en su interior. Se puede observar, por
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un lado, la inestabilidad del error generado cuando € tiende a cero, mientras que, por otro
lado, se observa la estabilidad lograda al usar un método de estabilidad como FBR-QR en

la medida que este tiende a cero.

Dominio circular, N =279
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Figura 1.2: Tustracién del comportamiento del error norma-Ls en un problema de inter-
polacién global sobre un circulo (izq.) con FBR-Directo y con un método estabilizado en
funcién del pardmtro de forma ¢ de las FBR Gaussianas (der.).

La motivacion de esta tesis es la resolucion numeérica precisa y eficiente de SEL prove-
nientes de la resolucién de problema de valores de contorno (PVC) gobernados por EDP
de tipo elipticas a través de la combinacion de métodos sin malla, formulaciones integrales
basadas en el MEC en multidominios e interpolaciones locales de las incégnitas con FBR.

La mayor parte del esfuerzo de trabajo de esta tesis consiste en estabilizar el error
numérico de un nuevo método local integral denominado Método Integral Local de Frontera
y Dominio-Estabilizado (MILFD-Est) a partir de lograr estabilizar el error en las interpo-
laciones locales cuando disminuye el pardametro de forma, mejorando asi el mal condiciona-
miento de los sistemas locales.

La experimentacién numérica permitié obtener resultados en distintos dominios 2D para
problemas de Laplace, Poisson, conveccién-difusién estacionario, capa limite y una ecuaciéon

eliptica con coeficientes variables con condiciones de Dirichlet o Dirichlet-Neumann.



1.2 Organizacion de la tesis

La tesis se organiza de la siguiente manera. Luego de la introduccion de este Cap. 1, en el
Cap. 2 presentamos las ideas centrales en la resolucién numérica de PVC de EDP usando el
MEC que utiliza FBR.. Desarrollamos las ecuaciones integrales de frontera para problemas de
Laplace y Poisson a través de la solucion fundamental, su formulacién matematica, asi como
su desarrollo matricial haciendo énfasis en su implementacién computacional. Finalmente,
explicamos los fundamentos del MRD y las soluciones particulares para algunas FBR.

En el Cap. 3 desarrollamos la descomposiciéon en multidominios como antecedentes inme-
diatos al método a desarrollar en esta tesis y presentamos los métodos locales integrales. En
particular, el MRD-RL presentado en [15] que interpola localmente con FBR multicuddri-
cas, y el Método Integral Local de Frontera y Dominio (MILFD) presentado recientemente
en [32] que utiliza FBR Gaussianas que dependen del pardmetro de forma e.

En el Cap. 4 se describen algunas FBR, la exactitud en sus aproximaciones y los pro-
blemas de mal condicionamiento asociados a su matriz de interpolaciéon. En particular,
comentamos el desarrollo de métodos de estabilidad para FBR en interpolaciones globales.
También desarrollamos la formulaciéon matematica de la nueva técnica numérica estabiliza-
da llamada MILFD-Est, presentada por Ponzellini, Caruso y Portapila en [32], la cual usa
ecuaciones integrales regulares e interpolaciones locales con FBR estabilizadas.

En el Cap. 5 mostramos los resultados de la experimentaciéon numérica del MILFD-Est en
varios PVC estacionarios en 2D y comparaciones con otros métodos numéricos. Ecuaciones
de Laplace y Poisson con condiciones de Dirichlet o Dirichlet-Neumann son resueltas sobre
distintos tipos de dominios. También se experimenta numéricamente con la ecuacién de
conveccién-difusién aplicada en un canal con condiciones mixtas, el problema de la capa
limite termal sin solucién analitica, y finalmente con una ecuacién general tipo eliptica
con coeficientes oscilantes sobre un domino general con agujero y picos angulosos. Para las
discretizaciones de los dominios son usadas distintas distribuciones de puntos (uniforme,
Halton, cuasi-uniformes y dispersién repelente).

Finalmente, en el Cap. 6 presentamos las conclusiones generales de la tesis y los linea-

mientos para futuros trabajos.



1.3 Contribuciones originales

Inicialmente se investigaron técnicas de precondicionamiento aplicadas a las matrices
globales y ralas surgidas del MRD-RL aplicadas a la ecuacién de conveccién-difusién con
distintos métodos iterativos de tipo Krylov para SEL [33], cuyos resultados fueron pre-
sentados en el IV Congreso de Matematica Aplicada, Computacional e Industrial (MACTI)
organizado por la secciéon Argentina de la Society for Industrial and Applied Mathematics
(AR-SIAM) realizado durante mayo de 2013 en la ciudad de Buenos Aires, Argentina.

Sin embargo, experimentaciones numéricas orientaron las investigaciones de los métodos
tipo Krylov precondicionados a técnicas de estabilidad numérica para métodos que usan
FBR. Esto se debe a que el MRD-RL se basa en una formulacién integral con interpolaciones
locales utilizando FBR para resolver EDP. En este método aparecen solamente ecuaciones
integrales regulares y se resuelven dos interpolaciones locales con FBR que dependen del
parametro de forma de esta. Estos SEL se vuelven extremadamente mal condicionados
cuando el parametro tiende a cero. Resultados preliminares fueron publicados en el VI
Congreso de MACI en mayo de 2017 realizado en Comodoro Rivadavia, Argentina, donde
se logré estabilizar el error en PVC con condiciones de borde de Dirichlet [34].

Seguidamente, en agosto de 2017 se presenté un poster cientifico en el Workshop Lo-
calized Kernel-Based Meshless Methods for Partial Differential Equations realizado en The
Institute for Computational and Experimental Research in Mathematics (ICERM) en Pro-
vidence, Estados Unidos (EU), en el cual se estabilizé el error en PVC con condiciones de
Dirichlet-Neumann [35].

Durante los meses de abril y mayo del 2018 realicé una estancia de investigacion en el
Departamento de Matemaética Aplicada de la University of Colorado at Boulder (Colorado,
EU) con el Prof. Bengt Fornberg, en la cual se trabaj6 sobre dominios més generales incorpo-
rando distribuciones de puntos cuasi-uniformes [36]. Por otro lado, con estas distribuciones
se logré estabilizar los errores de las interpolaciones locales del MILFD al compararlas con
resultados presentados en [37] con el método de Diferencias Finitas con Funciones de Base

Radial (DF-FBR) (RBF-generated finite difference method)) para EDP tipo elipticas.



Un primer acercamiento a las comparaciones entre métodos de estabilidad para interpo-
laciones globales con FBR aplicados en métodos integrales locales fue presentado en mayo
de 2019 en el VII Congreso de MACI en la ciudad de Rio Cuarto, Argentina [38].

Todos estos resultados preliminares presentados contribuyeron a un trabajo cientifico
publicado en la revista internacional con referato Mathematics and Computers in Simulation
[32].

A partir del Cap. 3 en adelante los resultados presentados son originales. En particular,
el MILFD utiliza la FGD e integrales locales regulares. La principal contribucién de esta
tesis es la estabilidad numérica del error en un método local integral. En este sentido, en el
Cap. 4 se proporciona un nuevo método denominado el MILFD-Est que estabiliza el error
total logrando alcanzar casos limites del parametro de forma de la FBR Gaussiana. Por
otro lado, se consiguié ampliar el rango de utilidad del pardmetro de forma logrando mayor
exactitud para valores bajos y, ademas, se mejoré el condicionamiento de los sistemas locales
y, por tanto, el error total del método. Las experiencias numéricas del Cap. 5 muestran la

buena performance de este nuevo método estabilizado presentado.

1.4 Publicaciones

Parte de los resultados incluidos en esta tesis ya fueron publicados y presentados en
congresos nacionales e internacionales y en revistas internacionales. Otros resultados que se
desprenden forman parte de trabajos en preparacion.
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difusion”, Acta IV Congreso de MACI 2013, Vol. 4, 299-302, 2013. ISSN 2314-3282.

= L. Ponzellini Marinelli, N. Caruso, M. Portapila, “FEstabilidad numérica del Método
de Reciprocidad Dual Reqular Local usando FBR-QR”, Acta VI Congreso de MACI
2017, Vol. 6, 134-137, 2017. ISSN 2314-3282.



= L. Ponzellini Marinelli, N. Caruso, M. Portapila, “Numerical stability of the Localized
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Rhode Island, August 7-11 2017.

s L. Ponzellini Marinelli, N. Caruso, M. Portapila, “FEstabilidad numérica de un Método
Local Integral con RBF-QR”, Libro XII Jornadas de Ciencia y Tecnologia 2018, 595-
601, 2018. ISSN 978-987-702-366-4.
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Capitulo 2

RESOLUCION NUMERICA DE
PROBLEMAS DE VALORES DE
CONTORNO USANDO EL METODO DE
ELEMENTOS DE CONTORNO CON
FUNCIONES DE BASE RADIAL

Este capitulo consta de cinco secciones donde presentamos las ideas centrales del MEC
para la resolucién de problemas diferenciales. Describimos brevemente la historia de su
desarrollo, el concepto de la solucién fundamental, asi como su implementacion y resolucién
numérica. A la vez, introducimos la idea de la reciprocidad dual en el MEC y presentamos

las interpolantes con base de FBR y sus correspondientes soluciones particulares.
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2.1 Problemas de contorno en las ecuaciones en derivadas

parciales

Muchos fenémenos fisicos se modelan mateméticamente por ecuaciones en derivadas
parciales. Estas son ecuaciones que involucran derivadas de una funcién que depende de dos
o mas variables.

Consideremos la ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes variables siendo

las variables independientes (x,y)

2 2 2
Ou 90 L 0% p%u g9 pusa—o, (2.1)

£lu) = AW Ox0y 0y? Ox Oy

donde A, B,C, D, E, F, G son funciones continuas en (x, y) sobre el dominio abierto y conexo
Q y las funciones A, B y C no se anulan simultdneamente.

El caracter de la solucién u = u(z,y) de la ecuacién (2.1), asi como el tipo de problema

diferencial a resolver, viene dado por el valor del discriminante
A =DB?- AC, (2.2)
siendo la ecuacién de tipo:
= Kliptica si A < 0.
= Parabdlica si A = 0.
= Hiperbodlica si A > 0.

Las EDP de tipo elipticas describen procesos que alcanzaron un estado estacionario y,
por tanto, son independientes del tiempo, mientras que las ecuaciones parabélicas describen
procesos fisicos disipativos que dependen del tiempo, como la difusién, y que evolucionan
hacia un estado estacionario. Los problemas de tipo hiperbdlicos son dependientes del tiempo
y describen procesos fisicos conservativos, como la conveccién, que no evolucionan a un
estado estacionario.

La mayoria de estos problemas diferenciales provenientes de aplicaciones del mundo

real no pueden resolverse explicitamente debido a la imposibilidad de disponer técnicas

11



analiticas para encontrar una expresion exacta de la solucién. Se vuelve necesario, entonces,
disponer de métodos numéricos especificos y robustos que aproximen las soluciones. El tipo
de ecuaciéon también determina cémo serd resuelta numéricamente.

En esta tesis abordamos principalmente ecuaciones de tipo elipticas cuando B = 0, y

particularmente nos interesan las ecuaciones de la forma
Viu="b en (). (2.3)

Esta ecuacion diferencial es conocida como la ecuacion de Laplace para el caso b= 0y
como la ecuaciéon de Poisson cuando b # 0. La solucién u representa el potencial producido
en un punto del dominio €2 debido a la fuente b distribuida en 2. Este potencial describe
problemas de procesos estacionarios, tales como el flujo de un fluido, flujo en medios porosos,
flujos termales, entre otros. Se busca una solucién en la clausura de Q, Q, con frontera
I' = 99, donde estd definida la funcién « o bien su derivada normal a T, g—z. Esta solucién,
ademés de la EDP (2.3), debe satisfacer las condiciones de borde o de contorno.

Los PVC para la ecuacién potencial, los clasificamos de la siguiente manera usual:

s Problemas de Dirichlet
Viu = b en €,

(2.4)
u = f en I,
donde la funcién f es conocida en I'.
= Problemas de Neumann
Viu = b en (2,
(2.5)
% = g en [
donde la funcién g es conocida en I'.
= Problemas mixtos
Vu = b en {2,
u = f en I'y, (2.6)
o=y en I'y,

donde f es conocida en I'y, gen I'y, siendo 'y UT'y, =Ty I'y NIy = @.
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s Problemas de Robin
Viu = b en (2,

(2.7)
U+ k:% = f en I
donde las funciones f y k son conocidas en I'.
Una generalizacion de los casos anteriores es:
V2u = b en €,
(2.8)

au + % = 7 en T,
donde «, B y v son funciones conocidas sobre T'.

En la Figura 2.1 tenemos una representacién esquemadtica de un dominio global 2 en

2D con condiciones de contorno mixtas sobre I'y y I's.

Figura 2.1: Dominio global €2 en 2D con condiciones de contorno mixtas.

El MEC fue desarrollado para construir una solucién numérica de problemas diferenciales
descriptos por la ecuacién potencial y los problemas de valores de contorno (2.4,2.5,2.6,2.7)
citados anteriormente. Existen dos clases: el MEC directo y el MEC indirecto. En esta tesis

desarrollaremos el MEC directo.
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2.1.1 La estructura del MEC
Una aplicacién clasica del MEC consta de las siguientes partes:
= Modelo matematico.
= Férmula de representacion.
= Ecuaciones integrales de borde.
= Ecuaciones discretizadas.

Solucién de los SEL.

s Interpretacién de los resultados numeéricos.

2.2 Historia del Método de Elementos de Contorno

Hoy dia el MEC es una técnica numérica establecida en los métodos numéricos y sus
aplicaciones ingenieriles. La idea central de este método es transformar la EDP original, o
sistema de EDP que definen un problema fisico dado, en una ecuacién integral equivalente (o
sistema) mediante la segunda identidad de Green correspondiente y su solucién fundamental,
es decir, la férmula de representacion integral de Green. De esta manera, es suficiente con
que algunas o todas las funciones incégnitas y sus derivadas estén definidas en la frontera
I" del dominio 2.

La idea de resolver problemas potenciales transformando la ecuacién diferencial en una
ecuacion integral de frontera se remonta a los trabajos iniciales de Green [39], en los que se
introdujo la funciéon de Green para formular una representacion integral de la soluciéon de
problemas de contorno de Dirichlet y Neumann para la ecuacién de Laplace. Sin embargo,
fue Fredholm quien en el siglo XX usé las ecuaciones integrales singulares de frontera para
encontrar soluciones sobre una frontera para problemas potenciales [10)].

Debido a la imposibilidad practica de resolver ecuaciones integrales de frontera singu-
lares, estas ideas se limitaron a probar teoremas de existencia de soluciones de ecuaciones

diferenciales. No fue sino hasta el desarrollo de la computacién moderna con los trabajos de
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Jaswon [11], Symm [12] y Jaswon y Ponter [13], en los cuales se desarrolld e implementé una
técnica numérica para resolver ecuaciones integrales de frontera en problemas potenciales y
el problema clasico de torsién, que se resolvié en un problema con condiciones de Neumann
para la ecuaciéon de Laplace.

Numerosas trabajos sobre soluciones con MEC para problemas potenciales han sido
publicados en las tltimas décadas. Los libros de Jaswon y Symm [11] y Gipson [15] tienen
un detallado estudio del método de ecuaciones integrales de frontera. Aplicaciones del MEC
a problemas potenciales pueden hallarse en Brebbia y Dominguez [1(].

Hacia fines de 1980, numerosas publicaciones sobre el MEC aparecian en la literatura
cientifica con aplicaciones a distintas areas de las ingenierias: estdtica y dindmica, problemas
de elasticidad lineal y no-lineal, problemas de elastodinamica, dindmica de fluidos, fluidos
en medios porosos, ingenieria de ondas y terremotos, geomecanica e ingenieria de cimien-
tos, viscoelasticidad, interaccion suelo-estructura, interaccién fluido-estructura, mecanica
de fracturas, electricidad y electromagnetismo, conduccién de calor, acustica, aerodinami-
ca, corrosion, optimizacién, entre otras.

Desde la primera conferencia internacional del MEC organizada por Brebbia en 1978, pe-
ribdicamente se presentan los principales resultados conocidos sobre los enfoques del método
aplicados a problemas potenciales, formulaciones, implementaciones numéricas, programa-
cién y aplicaciones a problemas de mediana y gran escala. Actualmente, la International
Association for Boundary Element Methods (IABEM) y el Wessex Institute of Techno-
logy (WIT), Inglaterra, Reino Unido, publican la serie de la International Conference on
Boundary Elements and other Mesh Reduction Methods (BEM/MRM) y el Journal of En-

gineering Analysis with Boundary Elements.

2.3 Desarrollo del Método de Elementos de Contorno directo

y problemas de contorno

El aumento del ntimero de aplicaciones del MEC se ha visto obstaculizado por la necesi-

dad de operar con soluciones fundamentales relativamente complejas o por las dificultades
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encontradas cuando estas soluciones no pueden expresarse en una forma cerrada. En la
formulacion MEC de este tipo de problemas, es comin usar una representacion integral
basada en una EDP con una expresion conocida de la solucién fundamental y los términos
restantes de la ecuacién original. Se sabe que en estos casos el MEC esta en desventaja en

comparacion con los clasicos esquemas de dominio, como el MEF o el MVF.

2.3.1 Ecuaciones integrales

Las ecuaciones integrales son una herramienta importante para la modelizacién, for-
mulacion y resoluciéon de problemas cientificos. Una ecuacién integral es una ecuacién que
contiene una o varias funciones incégnitas bajo el signo integral. En R? y R? pueden definirse

a(x)u(x) + /F K(x,y) uly) dly = f(x),  xeT, (2.9)

donde u es la funcién incégnita, K(x,y) es un nicleo conocido y «, f son funciones dadas

para x,y € I'. Las siguientes ecuaciones son ecuaciones integrales:

/FK(x,y) u(y) dly = f(x), xeT, (2.10)

u(x) = /FK(x,y) u(y) dl'y + g(x), xel. (2.11)

La ecuacién (2.10) se conoce como ecuacion lineal de Fredholm de primer tipo y la ecuacién
(2.11) se conoce como ecuacién lineal de Fredholm de segundo tipo. Si el limite de la integral
es fijo, se denomina ecuacién integral de tipo Fredholm y si uno de los limites es variable,
se denomina ecuacién integral de tipo Volterra.
El nucleo K(x,y) determina la caracteristica de la ecuacién integral, por ejemplo en el
caso que
1

K(xy) = 3T’ (2.12)

las integrales en (2.10) y (2.11) son singulares cuando x € I, y estas ecuaciones son llamadas

ecuaciones integrales singulares.
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2.3.2 La solucién fundamental

Las soluciones fundamentales son una parte importante de las formulaciones de EIB.
Generalmente, sin estas soluciones explicitas no podemos transformar una EDP en una EIB.
Estas soluciones se conocen en la mayoria de los problemas lineales, sin embargo, dependen
de una fuente distinta (fuente de calor, de fuerza, de carga, otras) para diferentes problemas.
Entender el comportamiento de estas soluciones fundamentales para un problema particular
es importante para comprender el desarrollo del MEC. En esta tesis abordaremos el caso
del problema de Poisson.

Consideremos una fuente puntual x € Q C R? cuya densidad en el punto £ € Q se

expresa matemadaticamente por la distribucién delta de Dirac

b(x) =d(x —&). (2.13)
Entonces, el potencial u* = u*(x,£) en el punto £ puede expresarse como

Viur = 6(x — &). (2.14)

Una solucién particular de la ecuacion (2.14) se conoce como una solucién fundamental del
potencial (2.3).
En el caso bidimensional, reescribiendo esta ecuacién en coordenadas polares con centro

en x, el operador laplaciano se transforma en

1d [/ du*
;% (7’ dr ) - 5(X - E)? (215)
donde r = [|x — £|| es la distancia euclidea. Como el término de la derecha en la ecuacién

(2.15) se anula en todo el plano salvo cuando r = 0, resulta

1d [/ du*
- = . 2.1
rdr(rdr) 0, r >0 (2.16)
Integrando dos veces resulta
u* =alnr+b, r >0, (2.17)
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siendo a, b constantes a determinar. Tomando b = 0 y considerando un dominio circular €2,
de radio 7 = p con centro en & como en la Figura 2.2 y aplicando la segunda identidad de

Green se obtiene que, en el caso 2D, a = % y, por tanto la solucién fundamental tiene la

forma
u(x,€) = %ln(r). (2.18)
Debido a la simetria axial % = %, la derivada normal viene dada por
. ou* 1 10r
q"(x,§) == %(Xaé) = T on (2.19)

Esta solucién fundamental (2.18) es conocida en la literatura como funcién de Green.

Figura 2.2: Dominio circular €2, con fuente £ como centro.

2.3.3 El MEC directo para la ecuacién de Laplace

En la formulacién del MEC directo, los valores de la funcién y su derivada normal sobre
I" juegan el papel de las densidades fuentes para generar u sobre (2. Consideremos la ecuacién

de Laplace con condiciones de borde mixtas

V2u(x) =0, x €Q, (2.20a)
u(x) = f(x), x €Ty, (2.20Db)
ag(nx) = 9(x), x € T, (2.20¢)
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donde 'y UTy, =T y I'y NT'y = &. La condicién (2.20b) se conoce como esencial y (2.20c)
como natural. Aplicando la segunda identidad de Green para las funciones u y u* que
satisfacen las ecuaciones (2.20a) y (2.14) respectivamente, y asumiendo que la fuente estd

colocada en &, resulta

- [0t - don = i .0 2 - 2 ary, 2
o bien,
w©) = f [ 5.0 252 —ur) 22, (2.22)

donde los subindices de los diferenciales d€)x y dI'y indican las variables respecto a las cuales
se integra.

Esta formula se conoce como representacion integral de Green para la ecuaciéon de La-
place, la cual provee el valor exacto de la solucién u de (2.20a-2.20c) en el punto & interior
al dominio 2, conociendo las valores de u y de su derivada normal du/0n sobre I' y siendo
u* la solucién fundamental descripta anteriormente.

Para obtener una EIB de u para puntos sobre la frontera I', hay que hacer tender un
punto interior hacia la frontera. En la Figura 2.3 consideramos el caso general donde la

frontera no es suave y P es el punto de la esquina del dominio.

Figura 2.3: Geometria en puntos esquinas de una frontera no suave.
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Sea el dominio * = 2 — €, que resulta de quitar una seccién circular centrada en P
de radio p con frontera en las curvas PA y PB y el arco circular I', (notaremos I'4p a la

unién de las curvas PA 'y PB). El dngulo « entre las tangentes de la frontera a P satisface
;%(91 — 92) = Q. (2.23)

Aplicando la segunda identidad de Green a las funciones u y u* que satisfacen las

ecuaciones (2.20a) y (2.14) respectivamente, como en la ecuacién (2.21) obtenemos

0_/F—FAB [u %_uﬁn}dr—F r, |:’U, on uan]dr’ (224>

puesto que £ es un punto exterior al dominio Q* donde 6(x — &) = 0.

Tomando limite cuando p — 0, la primera integral de (2.24) resulta

lim [u*@ - ual} dl' = ?{ {u*a—u - uai] ar. (2.25)
p—0 I'-Tap on on T

La segunda resulta

L ou ou* B 1 ou 1 cosp,
/Fp{u G_n_u(‘)n]dr_/rp27ranln(r)ds /szﬂu . ds =11 + I, (2.26)

donde ¢ es el dngulo entre r y n (ver Figura 2.2).
Para el arco circular I'y, resulta r = p y ds = (—p)df, y por el teorema del valor medio
integral, el valor de la integral es el valor de su integrando en algin punto x* por la longitud

del intervalo. Por ende, I; en (2.26) queda de la forma

L= /1“,, o In(r) ds = . o o’ In(p)(—df) = o [%sz* pIn(p)(62—61). (2.27)

Por lo tanto, lim, o I; = 0.
Anélogamente, la integral Is en (2.26) queda de la forma

1 coso
U

I = — —
2 r, 2m r

ds — — /;2 L, % p(=dB) = —== [u] . (61— B2).  (2.28)

1% 2

para algin punto x**. Por lo tanto, lim, o Iz = g-u(§), con £ € I'.

Usando las ecuaciones (2.25) y (2.26), y tomando en cuenta I; y Iy cuando p — 0, la
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ecuacion (2.24) resulta

2@ =~ [ 5.6 2 ) 28 (2.29)

Esta formula es la representacion integral de la solucion del Laplace en puntos € € T’
cuando la frontera no es suave (tiene esquinas). En el caso de una frontera suave, resulta

a = m y la ecuacion (2.29) anterior se transforma en

3u(@ = § [ 7.6 20 ) "2, (2.30)

Cuando el punto de colocacién £ es exterior a {2 y con la segunda identidad de Green

0= [ 50 20 - u) "2, (2.31)

Las ecuaciones (2.22), (2.30) y (2.31) pueden combinarse en una sola ecuacién integral

(©u(©) = - f [ . B — ) L (232

donde el factor ¢(£), conocido como coeficiente libre, toma el valor

1 £ interior a €,
c(f) =4 =& el =09, (2.33)
0 & exterior a (),

siendo o = m cuando I" es suave.
La ecuacién (2.30) puede mirarse como una ecuacién integral sobre I', y se conoce como
una ecuacion integral de frontera. Esta representacién fue usada por Fredholm en [10].
Asumiendo que la frontera I' es suave, podemos describir la ecuacién integral de frontera

en el problema mixto (2.20a-2.20c) como

7O =—f [ 02X ) ary sobrers, (239
30O = — f [ 0.090) —u EXE ary sobrers (239)

siendo f conocida en (2.34) (desconocida %) sobre I'1 y g conocida en (2.35) (desconocida

u) sobre T's.

21



2.3.4 El MEC directo para la ecuacién de Poisson

En este caso buscamos la formulacién del MEC directo para generar la solucién u en 2

gobernada por la ecuaciéon de Poisson con condiciones de borde mixtas

V2u(x) = b(x), x € Q, (2.36a)
u(x) = f(x), x eIy, (2.36b)
Ju(x)

o g(x), x €'y, (2.36¢)

siendo b una funcién conocida, f y g datos conocidos y 'y Ul =Ty I'1 NIy = @.
Aplicando la segunda identidad de Green a las funciones u y u* que satisfacen las

ecuaciones (2.36a) y (2.14) respectivamente, y asumiendo que la fuente estd colocada en &,

w 5, 0x) s~ f [u (5.8 B —u) S ary )

c(&)ule) = [

Q

Su correspondiente ecuacién integral de frontera para fronteras suaves es

3@ = [ v 0000 do— f [ .0 BX ) X ary - 2aw)

donde vemos que integrando sobre €2 no introduce nuevas incégnitas y necesitamos calcular

integrales sobre el dominio de u* y u, ademés de las integrales sobre la frontera I'.

2.4 Implementacién numérica del MEC

En aplicaciones ingenieriles reales, encontrar una solucién analitica como respuesta a un
modelo fisico es practicamente imposible por la complejidad del problema. Sin embargo, se
puede construir una solucién numérica haciendo uso del MEC.

Consideremos un dominio abierto y conexo  C R? con frontera I'. La idea central del
MEC consiste en discretizar la frontera I' en un ntimero finito de elementos, no necesaria-
mente iguales, que llamamos elementos de frontera o de contorno. Sobre estos elementos se
realiza la aproximacion del campo desconocido en la frontera y la aproximacion de la geo-
metria de la frontera, dependiendo de qué tipo de elementos se utilicen: constantes, lineales,

cuadraticos o de mayor orden. En cada elemento distinguimos los puntos extremos y los
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puntos nodales, es sobre estos tltimos donde se evalia la incégnita sobre la frontera.

En la Figura 2.4 (izq.) puede observarse el caso del elemento constante, donde el punto
nodal se ubica en el punto medio del segmento que conecta los puntos extremos y el valor
sobre la frontera es igual al valor en el punto nodal. Para los elementos lineales de la Figura
2.4 (centro), estos son segmentos que tienen los extremos en los puntos nodales y se asume
que el valor sobre la frontera varia linealmente entre los valores sobre los puntos nodales.
Finalmente, para los elementos cuadraticos de la Figura 2.4 (der.) la seccién de frontera es
aproximada por un arco de parabola y el elemento tiene tres puntos nodales, dos de estos

en los extremos y el tercero en el punto medio del arco de pardbola.

Elemento cuadrético

Nodos

Elemento lineal

Nodo extremo Nod
PUHIU NOd‘dl NO(]O extremo o odo extremo
Punto thromrb%*f " " \#ﬁ/
unto extremo " .
Nodo extremo Punto medio nodal

Figura 2.4: Algunos tipos del elementos el Método de Elementos de Contorno: constantes
(izq.), lineales (centro) y cuadréticos (der.).

Luego, en el procedimiento del MEC, se aplica la ecuacién integral discretizada a puntos
nodales dentro de cada elemento, donde se conocen los valores del potencial y su derivada
normal. Las integrales sobre cada elemento de frontera se calculan usando una cuadratura
numérica adecuada.

Posteriormente, imponiendo las condiciones de borde del problema, se obtiene un sistema
de ecuaciones lineales algebraico que se resuelve usando métodos directos o bien métodos
iterativos dependiento de las caracteristas del sistema obtenido. La solucién de este SEL
genera los demds valores de u y du/dn sobre la frontera mediante un algebra matricial.

Finalmente, es posible calcular la aproximacién de u y sus derivadas parciales Ou/dx y
Ju/0y en puntos interiores del dominio €2 debido a la continuidad de la solucién fundamental
u* y sus derivadas como funciones de x e y en la frontera. Se puede derivar directamente
bajo el signo integral en la ecuacién (2.32) tomando ¢(§) = 1.
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2.4.1 El MEC para el caso de elementos constantes

Consideremos que la frontera I' = I'y UT's en un problema de Laplace con condiciones

de borde mixta es discretizada en N = Ny + No puntos frontera como en la Figura 2.5.

Nodos frontera (Ns)

Figura 2.5: Discretizacion del dominio €2 con nodos internos y fronteras en el MEC.

La ecuacién (2.30) aplicada en £ se discretiza de la forma

S = - Z/ (v,£&) aly) dTy +Z/ ¢ (v, &) Ty, (2.39)

donde ¢ = %, g = % es la derivada normal de la solucién fundamental u*, I'; es el

segmento que contiene al punto nodal j-ésimo y &; es el punto nodal del i-ésimo elemento.
Si consideramos elementos constantes y denotamos u; y ¢; los valores de u y ¢ (constan-
tes) sobre el elemento j-ésimo I'; respectivamente, la ecuacion (2.39) puede notarse como

——u,+2u] (/F

(v,&) dU ) Zq] </F (v,&) d ) (2.40)

J

Los coeficientes en las integrales de las sumatorias anteriores son conocidos como coefi-

cientes de influencia dado que expresan la contribucién de los valores nodales u; y g; para
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determinar el valor %ul Estos coeficientes denotados h;; y g;; tienen la forma

i :/r q*(y,&) dl'y, (2.41a)
J
9ij = /F u*(y, &) dl'y, (2.41Db)

J

donde el punto &; es el punto de colocaciéon y y varia sobre el elemento j-ésimo.

2.4.2 Resolucion numérica de las integrales de linea y de dominio

Las integrales de linea (2.41a) y (2.41b) se evalian numéricamente usando la cuadra-
tura Gaussiana o algin otro método de integracién (regla del Trapecio, regla de Simpson,
formula de Newton-Cotes). La ventaja reside en la exactitud de estos métodos numéricos
para aproximar estas integrales debido a que calcularlas con lenguajes simbdlicos como Mat-
hematica o Maple seria muy costoso computacionalmente. El éxito del MEC depende de
calcular integrales de linea y de dominio en forma eficiente y exacta.

La integraciéon numérica Gaussiana, se calcula sobre el intervalo ¢ € [—1,1] como

1 n
I= [ 5@ de~ 3w £ (2.42)

-1 k=1
donde &,k = 1,...,n son los puntos de integracion de Gauss o directamente puntos de
Gauss (no necesariamente equidistantes), n es la cantidad de estos puntos, y wg, k =1,...,n

son los pesos de la cuadratura Gaussiana de orden n. En la cuadratura gaussiana se busca
que la férmula (2.42) sea exacta para los polinomios de grado menor o igual que my,,
1,z,2%,...,2™ . Es decir, la igualdad de la férmula anterior da lugar a m,, + 1 ecuaciones
con 2n incognitas, los pesos wy, y los puntos de Gauss & para un valor fijo de n. De donde
para obtener un sistema cuadrado m, = 2n — 1. Por tanto, (2.42) debe ser exacta para los
polinomios de grado menor o igual a 2n — 1 para tener mayor precisién en la integracion.
Usando las expresiones de los polinomios de Legendre las abscisas £, quedan determinadas
por las raices de dichos polinomios y ademas se tienen férmulas exactas para los pesos
wg v el error de cuadratura. En adelante la llamaremos cuadratura de Gauss-Legendre o
directamente integracién de Gauss a este método sin pérdida de generalidad.

En el caso del calculo de las integrales de linea en el MEC se distinguen dos casos. Cuando
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i # j, es decir, cuando el punto fuente y el punto del campo no coinciden, la cuadratura
Gaussiana es el método indicado para el calculo de ﬁij y gij- En el caso que 7 = j, debido a la
singularidad de la solucién fundamental, es recomendable usar otras reglas de integracién de
mayor orden o bien férmulas de cuadratura especialmente desarrolladas como la logaritmica.

La extensién natural de esta cuadratura a 2D o 3D sobre distintos tipos de dominio
puede consultarse en [16, 17].

Para el caso de un problema de Poisson, la ecuacién (2.38) discretizada aplicada en £ es

%ui:/ﬂ * (x, &) b(x) dx —Z/ (v, &) q(y) dT +Z/ “(y,&) dTy. (2.43)

En este caso, el dominio 2 es subdividido en celdas (triangulares o rectangulares) y sobre

cada una se calculan numéricamente las integrales de dominio por cuadratura Gaussiana.

2.4.3 Resolucion numérica del SEL global en el MEC

Usando la notacién de (2.41a) y (2.41b) en la ecuacién (2.39), la forma discretizada de

la solucién u sobre I' obtenida es

1 N N
—§ui + Z hij Uj; = Z 9ij 4j- (2.44)
j=1 J=1
Llamando h;; = ftij — %&j, siendo ¢;; la delta de Kronecker, podemos reescribir la
ecuacién (2.44) como
N N
> hijui = gij ¢ (2.45)
j=1 J=1
Matricialmente, aplicando esta ecuacién en los puntos de colocacion & coni=1,..., N,

siendo N = Ny + Ny sobre la frontera I' = I'y U Ty, resulta el SEL N x N de la forma
Hu = Gq, (2.46)

donde H,G € RV*N v u, q € RVX1. Esta ecuacién es la base del desarrollo del MEC. En
la Figura 2.6 se puede observar una representacion esquematica de las matrices Hy G y

los vectores u y q.
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u=| G ||q

Figura 2.6: Esquema matricial en el MEC de la ecuacién (2.46).

La ecuacion (2.46) tiene (N — Nj) valores incognitas de u sobre I's y (N — N3) valores

incégnitas de g sobre I';. Particionando las matrices H y G como

f1 q1
[Hi1 Hi2 ] =[G11 G2 ] ; (2.47)

u2 g2

donde f; y go representan los valores datos conocidos sobre I'y y I'y respectivamente, y ug

y q1 representan las incognitas podemos reacomodar este sistema algebraico como

Ax =b, (2.48)

u
donde A = [Hi2 —G11 ], x = 2 y b = [ —Hi1 f1 + G12 g2 ]. Este SEL lleno se

q1
resuelve numéricamente por un método directo.

Conociendo todos los valores de u y ¢ sobre I' podemos calcular la soluciéon u en puntos
interiores de  usando la ecuacién (2.32) con ¢(€) = 1. En ese caso, la discretizacién de la
solucién se obtiene de la férmula

N N
wi =) hig uj = Y gij 4. (2.49)
j=1 j=1

También podemos calcular ¢ en puntos interiores de 2 usando la ecuacién (2.32) con
c(&) = 1 debido a que la solucién fundamental y sus derivadas son continuas y, a la vez,

podemos derivar las integrales sobre I'.
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2.5 El Método de Reciprocidad Dual

A comienzos del desarrollo del MEC, la evaluacién de las integrales de dominio se realizd
mediante integracion por celdas, como se mencioné en 2.4.2. Se trata de una técnica que,
aunque efectiva y general, hizo que el enfoque fuera demasiado costoso computacionalmen-
te, debido a las sucesivas integraciones en cada celda requerida para cada uno de los puntos
de colocacion de la superficie. Para abordar esto, se han desarrollado en la literatura varios
métodos para llevar las integrales de dominio a la frontera y asi eliminar la necesidad de las
celdas internas. Uno de los métodos més populares hasta la fecha es el MRD (Dual Recipro-
city Method (DRM)) introducido por Nardini y Brebbia [, 5] hacia mediados de los 80. Su
idea principal reside en que no es necesario una nueva solucién particular en cada problema
que se considera. Otro método conocido es la Técnica de Integrales Particulares, (Particular
Integrals Technique) introducida por Ahmad y Banerjee [18], que también transforma inte-
grales de dominio en integrales de contorno. Katsikadelis introdujo el Método de la Ecuacion
Andloga (Analog Equation Method) para abordar problemas de EDP no-lineales estaticos
y problemas lineales dindmicos en mecanica del continuo, asi como también sistemas [19].

En el MRD, las densidades desconocidas u de las correspondientes integrales de dominio
se interpolan mediante un esquema de FBR. Asi, aplicando la segunda identidad de Green
a una integral de convolucién de una solucién particular y la solucién fundamental, las in-
tegrales de dominio se convierten en integrales de frontera equivalentes. Muchos problemas
han sido resueltos exitosamente con este método, por ejemplo, en [50]. Sin embargo, el enfo-
que del MRD tiene las mismas limitaciones computacionales que el esquema de integracién
por celdas, ya que se obtienen sistemas matriciales muy grandes y llenos. La aproximacién
del MRD es un enfoque alternativo para evaluar las integrales de dominio definiendo inter-
polaciones globales de dominio y solo evaluando integrales de frontera, pero sigue siendo un

esquema de integracion de dominios.
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2.5.1 El MRD para la ecuacion de Poisson

Consideremos la ecuacién de Poisson
V2u(x) = b(x), xeQUT, (2.50)

donde la fuente b = b(x) es un dato conocido. La representacion integral de la solucién de
la ecuacién (2.50) viene dada por (2.37) y para mantener el cardcter de contorno del MEC
es necesario convertir las integrales de dominio de la formulacién en integrales de contorno.

Sabemos que la solucién de la ecuacién (2.50) puede ser expresada como la suma de una

solucion de la parte homogénea y una soluciéon particular 4 tal que
V2i(x) = b(x), x e QUT. (2.51)

Como es necesario proveer una solucién particular @ y sus derivadas normales, tarea que
puede ser no trivial, la idea del MRD consiste en usar una serie de soluciones particulares
U; obtenidas de una aproximacién de la fuente b. La cantidad de funciones aproximantes ;
a usar es igual al namero total de nodos del problema en estudio, que consisten en L nodos
internos y IV nodos sobre la frontera. Ver Figura 2.5.

En el MRD la fuente b toma la totalidad de los nodos y es aproximada de la forma

N+L
b~ Z a;pj, (2.52)
j=1
donde «; son coeficientes a determinar y ¢; las funciones aproximantes. Las soluciones

particulares 7i; son obtenidas a partir de la ecuacién
Vi, = pj, j=1,...,N+ L. (2.53)

Las funciones ¢; son independientes geométricamente y al sustituir la ecuacién (2.53) en

(2.52) obtenemos
N+L

Viu= 3" o; (V?,), (2.54)
j=1

es decir, la fuente b es sustituida por una combinacién lineal de operadores laplacianos que

operan sobre soluciones particulares.
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La ecuacién (2.37) se transforma entonces en

X Lo0u ou*
c(&u(g) = /Qu b dSdy —ﬁ [u " Yo ] dl'y (2.55)
N+L
ou ou*
- . 724 _ * 27—
= ;:1 aj (/Qu \% u]> dsdy ]g [u Yo ] dl'y, (2.56)

y aplicando la segunda identidad de Green se transforma en

o0t ou*
A v A v _ * J _oa.
/Q(u Vei; —u;V-u )de _j{r (u e ) dr’y. (2.57)

Usando la soluciéon fundamental del laplaciano u* como potencial auxiliar, se obtienen
las integrales de frontera en términos de los coeficientes de interpolacién «;

N+L
c(E)u(e) + fp w*qdly — ]fr ug*dTy = Jz::l o <c(g)aj(§) 4 jép w*§;dTy — ]fr ajq*dry)(2.58)

* ~ o0 , .
donde ¢ = g—z, g = %in y gj = aqif. Notemos que ahora solo contamos con términos con

integrales de contorno. Esta técnica se conoce con el nombre de MRD.

Tomando € = &; € QUT, la forma discretizada de la (2.58) es

N N N+L N N
citli + Y / w qdly — > / ugtdly = > a; <ciaij +y / u*@dly — ) ]f ajq*dry>(2.59)
k=1"T% k=1"T% j=1 k=1"T% k=171
donde 15 es el valor de la solucién particular @, en &, esto es @;; = 4;(&;).
Llamando H;, v G a los coeficientes de influencia provenientes de las integraciones de
u* y ¢* en los elementos de contorno y de las funciones 4; y §; en (2.59), tenemos
N N N+L N N
ciu; + Z Gikqr — Z Hipup = Z Q; <Ciﬁij + Z Girdr — Z szﬁk> . (2.60)
k=1 k=1 j=1 k=1 k=1
Matricialmente, aplicando la ecuacién (2.60) en los puntos de colocacién &; con i =

1,..., N sobre la frontera I', resulta el SEL N x N de la forma
N+L
Hu - Gq = Z a; (Huj — qu) ) (2.61)
j=1
donde los coeficientes ¢; fueron incorporados en la diagonal de H. Para el caso de elementos
constantes, los elementos de las matrices H y G estdn dadas por las ecuaciones (2.41a) y

(2.41b). Considerando u; y q; como columnas de las matrices U y Q, reescribimos (2.61)
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Hu - Gq = (HU - GQ) a. (2.62)

Esta ecuacion es la base del desarrollo del MRD.

En la Figura 2.7 se puede observar una representacién esquematica de las matrices en el
MRD. Este es un método de frontera en el sentido de que sélo se realizan discretizaciones
de frontera, mientras que los nodos interiores s6lo son necesarios cuando se necesita evaluar

la solucién u en esos puntos.

u -| G |9= U -/ G || Q

Figura 2.7: Esquema matricial en el MRD de la ecuacién (2.62).

Como en el caso de la ecuacién de Poisson, la fuente b es conocida, entonces podemos

calcular el vector v haciendo la colocacién de (2.52) en los N 4+ L nodos. Obtenemos el SEL

Pa = b, (2.63)

donde ® = [p;(x;)] parai=1,..., N + L es la matriz de interpolaciéon y b = [b(x;)].
Posteriormente, aplicando las condiciones de frontera (2.36b) y (2.36¢) a la expresién

(2,62), esta se transforma algebraicamente en otro SEL a resolver
Av = w, (2.64)

donde el vector v contiene N valores de frontera de u y q.

Una vez conocidos los valores nodales de u y g sobre la frontera, calculamos los valores
en cualquier nodo interior del dominio usando la ecuacién (2.60) con ¢; = 1, donde las
matrices {ﬁ,k} y [Gik] son evaluadas en los puntos interiores donde se desea conocer la

solucion. Matricialmente,
Hu-Ia- Gq= (ﬂU — GQ) a—Ua, (2.65)
donde el simbolo circunflejo refiere a los nodos interiores, I € REXL es la matriz identidad,

H,G e RPN, U, Q e RVX(VHD) y U € REX(VHL),
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2.5.2 Tipos de interpolantes: las Funciones de Base Radial

Una parte del éxito del MRD depende de la eleccién de las funciones interpolantes {¢; }
que aproximen la fuente b, como se muestra en la ecuacion (2.52). Las funciones tradicionales
fueron en su mayoria funciones de coordenadas (polindmicas y trigonométricas), que son
costosas computacionalmente cuando se tratan problemas de dimensién alta debido a su
dependencia lineal en geometrias complejas. En cambio, las FBR se construyen en términos
de una variable unidimensional, la distancia r, independientemente de la dimensiéon del
problema y tienen ventaja sobre las funciones de base polinémicas tradicionales.

La metodologia de usar FBR como funciones base para interpolar datos dispersos fue
introducida por Hardy para interpolar superficies geodésicas en 2D [51] y luego los trabajos
de Golberg [52] y Partridge [53] introdujeron estas funciones al MEC.

Una funcién ¢ : R? — R se dice funcién de base radial o radial si existe una funcién
¢ :[0,00) — R tal que

@ (x) = o(r), r=Ixll, (2.66)

donde ||.|| es la norma euclideana u otra norma en R% En particular, cuando la funcién

radial depende de la distancia a un centro x; € R?, llamado centro de la FBR, notamos

pj (x) = o(r), =[x = x]. (2.67)

Las ventajas de la interpolacion con FBR reside en que, ademés de la flexibilidad respecto
a la geometria del dominio del problema, son faciles de implementar computacionalmente
en d-dimensiones, tienen exactitud espectral, convergencia exponencial y generan soluciones
continuamente diferenciables. Muchas de estas funciones han sido reportadas en la literatura
desde su aparicién, como en [1], [2] vy [3].

Algunas FBR dependen de un pardmetro € > 0 conocido como pardmetro de forma. La
experiencia ha demostrado que, cuando este pardmetro tiende a cero, la convergencia mejora
hasta cierto valor donde se desestabiliza numéricamente debido al mal condicionamiento del
problema. Varios métodos han sido desarrollados para encontrar el parametro éptimo. Otros

métodos logran estabilizar el error de la interpolaciéon. Desarrollaremos esto en el Cap. 4.
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2.5.3 Soluciones particulares de FBR para distintos operadores

Otra parte del éxito del MEC para resolver EDP depende de la habilidad de encontrar
soluciones particulares a distintos operadores diferenciales en una o varias dimensiones,
como el caso de la ecuacién 2.53 para el operador laplaciano. Esto es, hallar una expresiéon
de una solucién particular fijando una funcién en el lado derecho.

Las correspondientes soluciones particulares de las FBR para el MEC son conocidas en
forma cerrada en varios casos y también son faciles de implementar computacionalmente.
Una revisién para el Laplaciano V2, el operador biarménico V4, operadores tipo Helmholtz
V2 4+ )\ y otros puede hallarse en [54, 55], donde se estudian fuentes FBR de tipo spline de
capa delgada (TPS) (Thin Polyharmonic Spline) y también de tipo monomiales r* para el
caso 2D y 3D.

La Tabla 2.1 muestra algunas soluciones particulares para el caso 2D para algunas FBR
que dependen y no dependen del parametro de forma e. Es sabido que algunas FBR deben
usarse en la interpolacién con un polinomio para asegurar la convergencia [!], por tanto,
las soluciones particulares a estos polinomios deben ser incorporadas. Algunas soluciones
particulares FBR de tipo multicuddrica (MQ) (multiquadric) pueden encontrarse en [5(]

junto a las soluciones de algunos polinomios.

FBR no dependiente de ¢ o(r) Solucién particular

Polinémica Ltr4ri44rk 224384 4 (zikfrk”
Spline de capa delgada 2k log(r) (22’,;2—;3;; [(k+ 1)log(r) — 1]

FBR dependiente de ¢ o(r,e) Solucién particular 4

Gaussiana e~ (er)? Consultar [57]

Multicuddrica 1+ (er)? $03(r) + 39(r)e? — % In(e + ¢(r))

Tabla 2.1: Soluciones particulares para algunas FBRs donde r = ||x — x| es la distancia al
centro de la FBR y ¢ es el pardmetro de forma.
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En esta tesis usaremos interpolaciones locales con FBR Gaussianas ¢(r) = e~ Las
soluciones particulares en forma cerrada para el operador laplaciano usando las Gaussianas
en el MEC no estaban disponibles debido a la dificultad de integracién de estas. Los desa-
rrollos de herramientas computacionales simbdlicas o numéricas como Matlab permitieron
sortear esta dificultad. Lamichhane y Chen en [57] establecieron formas cerradas explicitas
de soluciones particulares para el operador Laplaciano con lado derecho Gaussianas en 2D

V2 = e ), V2= %% (7%) : (2.68)
haciendo uso de funciones especiales como la funcién integral exponencial Ei(r) y la funcién

error er f(r).
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Capitulo 3

ErL METODO INTEGRAL LLOCAL DE
FRONTERA Y DOMINIO

En este capitulo presentamos algunos antecedentes de descomposicion en multidominios
de métodos locales integrales entre los cuales desarrollamos el Método de Reciprocidad Dual
- Regular Local. Este método integral de descomposicién de dominio tiene dos ventajas: por
un lado, las condiciones de contorno son impuestas al nivel de la interpolante local con
FBR y, por otro, las integrales calculadas son siempre regulares. También desarrollamos el
Método Intregal Local de Frontera y Dominio que, ademas de las ventajas anteriores, evita
el uso del MRD .

El capitulo consta de tres secciones. En la primera, describimos antecedentes de des-
composiciéon en multidominios de métodos locales integrales. En la segunda, desarrollamos

el MRD-RL y en la tercera, el MILFD.
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3.1 Antecedentes de descomposicion en multidominios de

métodos locales integrales

3.1.1 Desarrollos del MEC en multidominios

Es sabido que el MEC tradicional corre en desventaja cuando es comparado con esque-
mas clasicos de dominios como el MDF o el MEF, por eso cuando se trabaja con el MEC
para PVC sobre grandes dominios, con o sin solucién fundamental en su forma cerrada, se
utiliza con frecuencia la técnica de descomposicion del dominio en la que el dominio original

Q) C R? abierto y conexo, se subdivide en subdominios abiertos y conexos €2; de modo que
JE— N —_
Q= (3.1)
i=1

donde €2; N); = @ para i # j como se muestra en la Figura 3.1. Estrictamente, tomamos
clausura en la ecuacion anterior para garantizar la igualdad. Sin embargo, la representacion
de © como unién en (3.1) solo debe incluir las fronteras I'; de los subdominios 2; que sean
interiores al dominio dado que a estos los consideramos abiertos y conexos (lineas rojas en la
Figura 3.1). En este caso I'; define el contorno para calcular las intengrales de linea (lineas

de trazo azul en la Figura 3.1).

e 0

o)
<.

—
<

N /

~— _—

Figura 3.1: Dominio global € en 2D subdividido en subdominios 2;.
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En cada uno de estos subdominios se aplican las féormulas de representacion integral
y en los puntos de contacto (conocidas como interfaces) de los subdominios adyacentes se
imponen las condiciones comunes (conocidas como condiciones de macheo), para lo cual es
necesario definir computacionalmente conectividades de los subdominios y los elementos.

Una de las ventajas en el MEC en multidominios consiste en que la férmula de represen-
tacion integral de la EDP basada en la segunda identidad de Green es una representacion
integral exacta de la EDP original en cada subregion de integracién. Otra de las venta-
jas reside en que las matrices que aparecen en la formulacién de un inico dominio 2 son
matrices llenas, mientras que en el ensamblado de las matrices locales la formulacién en
subdominios §2; genera matrices bandas en bloques y ralas (en inglés sparse), con un bloque
para cada subregién de integraciéon y con superposicién entre bloques cuando sus respectivos
subdominios tienen una interfaz comun (caso de §2; y §; en la Figura 3.1).

Uno de estos desarrollos para un gran nimero de subdominios fue realizado por Po-
pov y Power en [6, 7], donde desarrollaron el Método de Reciprocidad Dual-Multidominio
(MRD-MD) (Dual Reciprocity Method - Multi Domain) cuyo enfoque estd basado en des-
componer en una gran cantidad de subdominios utilizando, a la vez, el MRD para evaluar las
integrales en cada subdominio €);, reemplazando la integracién celular. Esta técnica mostré
mejor convergencia y propiedades de aproximacién que la aplicacion del MRD global sobre
el dominio €. En este caso, la ecuacién base del desarrollo del MRD (2.62) queda definida

en cada subdominio 2; como
Hiu—qu = (HZU—GZQ) a, 1= 1,...,N. (32)

Sin embargo, uno de las desventajas del MRD es que requiere una serie de multiplicacio-
nes de matrices llenas y, en el caso de problemas no-lineales, un gran nimero de nodos para
la interpolacién del término no-homogéneo. Florez, Power y Chejne en [58] y Florez y Power
en [59] mejoraron la performance del MRD para la solucién numérica de las ecuaciones de
Navier-Stokes con el MEC a través de otra técnica de descomposicién en multidominios.
Siguiendo esos resultados, el comportamiento del MRD-MD fue investigado por Portapila
y Power [8, 9], quienes implementaron FBR cuadréticas en los elementos de la frontera.
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3.1.2 Formulaciones locales del MEC

El aspecto mas atractivo del enfoque del MEC en multidominios es el uso de la re-
presentacién integral exacta de la ecuacién diferencial, sin embargo, la eficiencia numérica
de este tipo de enfoques todavia compite con esquemas numéricos de dominio clasico §2.
Por esta razén, se han realizado importantes esfuerzos para mejorar este tipo de esquemas
tratdndolas como MEC locales.

Estas variantes son atractivas para incrementar la eficiencia de los esquemas locales
del MEC dado que la férmula de representacién integral es aplicada internamente en cada
subdominio 2; que esta inmerso en un esténcil de interpolacién ©;, el cual estd formado por
puntos de la discretizacion del dominio 2 y de su frontera I' (ver esquema de la discretizacion
en la Figura 2.5 del capitulo anterior).

La continuidad del campo incognita u se satisface por la continuidad de las funciones
interpolantes evitando la conectividad local entre subregiones o elementos necesarios para
forzar el macheo entre estos. Pueden usarse distintos tipos de interpolaciones, siendo las
mas conocidas en la literatura cientifica la aproximacién polinomial del Método de Minimos
Cuadrados (MMC) o la interpolacién directa con FBR.

Cuando se compara las formulaciones del MEC local con variantes del MEC en multido-
minios, como el MRD-MD, una de las ventajas es que los integrandos de la representacion
integral son regulares, dado que la colocacién de los nodos es elegida en el interior del subdo-
minio de integracion {2; y no en su frontera I';. Otro problema del MRD es que se obtienen
sistemas algebraicos provenientes de multiplicaciones de matrices llenas. Cuando se consi-
deran pocos puntos internos, el tiempo computacional es, en general, menor al necesario
para los esquemas de integracién por celdas, pero sigue siendo costoso en comparacién con
aproximaciones de dominio. Ademds, para mejorar la exactitud es necesario incrementar el
numero de nodos internos en el dominio, pero mientras este aumenta la multiplicacién del
conjunto de matrices llenas requiere un esfuerzo computacional mayor. Por otro lado, en
problemas complejos este método se ve limitado a valores chicos del término no homogéneo

o del nimero de Péclet como en el caso de la ecuacién de conveccién-difusion.
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En el MILEF (Local Boundary Integral Element Methods (LBEM o LBIEM)) presen-
tado por Atluri y Zhu en [10] y Zhu, Zhang y Atluri en [I1], y posteriormente en sus
aplicaciones en [60, (1], la solucién sobre el dominio {2 es cubierta con esténciles locales de
interpolaciéon ©;, donde una interpolacién directa de la incégnita se utiliza para aproximar
la solucién, y las condiciones de frontera del problema son impuestas en la formulacién
integral local. En este tipo de algoritmo, los dominios de integracién €2; son fuertemente
solapados y definidos en cada uno de los esténciles de interpolacién ©;, que también resultan
solapados. Los esquemas de interpolacion local del MILEF reconocidos en la literatura son
el MMC y las FBR.

Otra variante del MEC local es el MRD-RL presentado por Caruso, Portapila y Power
en [15]. Este es un método local integral basado en el MRD que considera solamente in-
tegrales regulares. Ademas, en este método las condiciones de frontera son impuestas a la
interpolacion local con FBR y no existe la necesidad de que las subregiones de integracién

estén basadas en un mallado. Desarrollaremos este método en la siguiente secciéon 3.2.

3.2 El Método de Reciprocidad Dual-Regular Local

3.2.1 Introduccién

En esta secciéon introducimos como antecedente reciente la formulaciéon propuesta en
[15, 50], en la cual los esténciles locales de interpolacién ©; se superponen entre si y las sub-
regiones de integracién (); se solapan las unas de las otras dentro del dominio del problema
Q) de tal manera que lo cubren completamente. En dichos trabajos solo fueron considerados
subregiones rectangulares en 1D y 2D con un numero variable de puntos internos dentro
de cada subregion de integracién, cada uno correspondiente a un punto de colocacién de la
férmula de representacién integral local. En cada uno de los esténciles donde la interpolacion
con FBR es aplicada, se incluyé una tinica subregién de integracién que encierra al menos
un punto de interpolacién (también conocido como punto de colocacién) rodeado de puntos
de colocacion de subregiones de integraciéon vecinas.

En comparacién con otras formulaciones del MEC local previamente reportadas, en el
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MRD-RL la ecuacién integral es aplicada a uno o méas puntos de colocacién siempre dentro de
la subregién de integracién y no se consideran puntos sobre el contorno de las subregiones de
integracién. La aproximacion se dice regular puesto que las ecuaciones integrales se aplican
solamente a puntos internos del dominio y también se dice local, ya que la incégnita u es
interpolada localmente. Para convertir las integrales de dominio en integrales de linea (o
contorno) se recurrié al MRD visto anteriormente.

Este esquema numérico es un tipo de método independiente de un mallado sin condi-
ciones comunes impuestas en los contornos de las subregiones de integracién, lo cual, de
este modo, evita algoritmos de conectividad. Al igual que la aproximacién propuesta por
Popov y Bui en [62], esas condiciones comunes son impuestas a través de la interpolacion
local en funcién de las FBR que se extienden a los puntos comunes que van definiendo
los esténciles vecinos, en funcién de recorrer las subregiones de integracién. Por ende, no
es necesario aplicar condiciones comunes en las interfaces de las subregiones de integra-
cién, y asi se simplifica sustancialmente la implementacion numérica. Las condiciones de
contorno del problema son directamente impuestas en los esténciles de interpolacién que
tienen bordes comunes con la frontera €2 del problema en estudio y no sobre las integrales
de superficie, como se hace en las formulaciones del MEC. Esto ultimo también simplifica
la programacion.

Una vez realizada la discretizacion del dominio €2 del problema, esta es cubierta por un
conjunto de N esténciles de interpolacién ©; superpuestos, que coinciden con el ntmero
de subregiones de integracion €2;. El nimero total de puntos internos por esténcil es una
cantidad constante n, y cada uno tiene un punto de colocacién por subdominio. Cuando el
esténcil esta totalmente dentro del dominio del problema, la funcién incégnita u se aproxima

con FBR como las MQ, IMQ y TPS.

3.2.2 Desarrollo

Consideremos el siguiente PVC sobre un dominio abierto y acotado © C R?
Lhl(x) = f(x),  xeQ, (3.32)

Blu] (x) = g(x), x e, (3.3b)



donde L[ . | es un operador diferencial eliptico y B[ . | un operador de frontera con diferentes
tipos de condiciones vistas en la secciéon 2.1 (Dirichlet, Neumann, Robin o mixtas). Asu-

mimos que la ecuacién en derivadas parciales (3.3a) puede reescribirse del siguiente modo

V2u (x) = b(x,u(x), Vu(x)), (3.4)
como ecuaciéon de Poisson con lado derecho b, donde u (x) es el potencial incognita en el
punto x €  y V el operador nabla.

La férmula de representacion integral de la EDP de (3.4) sobre I' y €2 se obtiene como
en el Cap. 1 a partir de la solucién fundamental de Laplace y la segunda identidad de Green

c(&)ulé) = [

r

g (x,8) u(x) de—/Fu* (x,€) q(x) de—k/Qbu* (x,&) dfx, (3.5)

donde £ es el punto de colocacién, ¢(x) = 815(:) la derivada normal del campo incégnita,

u*(x, &) la solucién fundamental del Laplaciano y ¢*(x, &) = %(x,é) la derivada normal

de la solucién fundamental. En nuestro caso 2D, u*(x, &) viene dada por

u*(x,g):i1< L > (3.6)

2r "\ —¢]
donde ||x — &J| es la distancia entre los puntos de integracion x y de colocaciéon €. La
constante c¢(€) € [0, 1], siendo 1 si el punto & es interior a €2, % si el punto & pertenece a una
parte suave de I' = 00 y 0 si € es exterior.

La férmula (3.5) es base de cualquier esquema del MEC local donde el contorno de inte-
gracion I' y el dominio €2 son elegidos como subregiones de integracién €2; con frontera I';,
ambas insertas dentro de un esténcil de interpolacién ©;, los cuales se hayan fuertemente
solapados entre si. En la Figura 3.2 se tiene una representacién esquematica de la distribu-
cién de esténciles locales ©; y subregiones de integracion €2; para MEC locales sin malla.
En la misma se puede observar el solapamiento entre los esénciles €2; y £; que tienen nodos
en comun. Es importante remarcar que en esta tesis no se utilizan técnicas para considerar
nodos exteriores al dominio sino que los nodos que conforman un esténcil son interiores o

bien parte de la frontera. A su vez los nodos no tienen que ser necesariamente interiores
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a la subregion de integracién respecto al centro considerado, asi como no es necesario que
coincida la cantidad de nodos de cada esténcil ni tampoco tiene que coincidir el radio de

cada subregién de integracién circular como se muestra en la figura.

Figura 3.2: Representacién esquematica de los esténciles locales ©; con frontera I'; y de las
subregiones de integracion §2; para MEC locales sin malla.

El campo u (x) es aproximado por una interpolacién local con FBR usando como centros
los nodos de la discretizacion correspondientes a los esténciles interiores del dominio. Si dicho
nodo estd cerca de la frontera del dominio global, se utilizaran para la interpolacién con
FBR algunos nodos de la frontera como centros de estas.

En caso de que el esténcil sea interior, el conjunto {(x;,u(x;))}jL; estard formado
por los nodos interiores x; y sus correspondientes valores nodales desconocidos u(x;) para
j=1,...,n; (puntos rojos del esténcil ©; en la Figura 3.2).

En caso de que el esténcil esté préximo a la frontera, el conjunto {(x;, 9(x;))}j—,+1
tendra los nodos x; y data de frontera g(x;) conocida para j = n;+1,...,n siendon = n;+ny,
(puntos rojos y azules del esténcil ©;, y puntos rojos, azules y verdes del esténcil Oy, en la

Figura 3.2). Desarrollaremos las interpolaciones locales con FBR en el siguiente punto.
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3.2.3 Interpolaciones locales con FBR

Consideremos el siguiente problema de interpolacién: dada la data {(x;,u;)}}—; donde
X;j € R? y uj € R, buscamos P, continua tal que P,(x;) = u; para j =1,...,n. Cuando en
las formulaciones de los MEC y sus variantes se interpola localmente con las FBR definidas

en la seccién 2.5.2, se tiene una interpolante que aproxima al campo incégnita u de la forma

u(x) & Pu(x) = 3 aj5(x), (37)
j=1
donde ¢;(x) = ¢(||x — x,||) es una FBR con centros x; y ||.|| es la norma euclidea.

Si hacemos una colocacién en los valores datos u (x;) = uj, obtenemos los coeficientes

de la expansion «; resolviendo el SEL
Pa =u, (3.8)

siendo ® € R™ " la matriz de interpolacién, a € R™ el vector de coeficientes y u € R” el

vector del lado derecho. Este sistema tendra la forma

ok —xal) o(xi—xol) o elxi—xal) | [er | [ ]
P(|lx2 —x1]])  o(llx2 —x2f]) ... o(llx2 —xnl|) e | (39)
Co(xn —xal) 6% —xol) o S(%n—%al) | | an | | un |

El problema de interpolacién anterior estd bien planteado si la solucidon existe y es
unica, lo que equivale a decir que la matriz ® es inversible. Mairhuber [63] y Curtis [64]
mostraron que, si se fijan las funciones base, el problema de interpolacion anterior estaba
bien planteado sélo en el caso de que los nodos sean distintos en R? con d = 1. Pero
cuando la dimensién d > 1 en dicho problema no puede garantizarse la inversibilidad de la
matriz de interpolacién (y, por ende, existencia y unicidad) para cualquier caso de nodos

multidimensionales distribuidos en forma dispersa o uniforme.
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Para abordar lo anterior definieron los conjuntos m—unisolventes, es decir, conjuntos de
la forma y = {x1,...,x,} C R? donde el tinico polinomio de grado menor o igual a m que
interpola datos nulos en x es el polinomio nulo. Esta definiciéon garantiza una tinica solucién
para el problema de interpolaciéon por un polinomio de grado m. Llamaremos Hdm al espacio

vectorial de todos los polinomios de grado menor o igual que m en d variables.

FBR estrictamente definidas positivas

A su vez es necesario tener una caracterizacion de la clase de funciones base {¢;} para
generar una matriz inversible y que exista tnica solucién del sistema (3.9) para cualquier
conjunto de nodos distintos y mencionado anteriormente. Un tratamiento de los resulta-
dos tedricos mas importantes para la interpolaciéon con datos dispersos puede consultarse
en [, 21] a partir de la caracterizacién de funciones estrictamente definidas positivas y
condicionalmente definidas positivas.

Se dice que una funcién continua a valores complejos ¢ : R* — C es definida positiva en

su dominio R? si y solo si la forma cuadrética

n n
SN ere(x; —x5) =0 (3.10)
j=1k=1
para cualquier conjunto de n nodos distintos x = {x1,...,X,} CRYyc = [c1,...,c,] € CY

A su vez la funcién se dice estrictamente definida positiva en R? si la forma cuadratica
anterior (3.10) es cero sélo cuando ¢ = 0. Debido a que las funciones (estrictamente)
definidas positivas satisfacen como propiedad que p(—x) = W, en el caso de que la
funcién ¢ sea a valores reales como trataremos en esta tesis, es necesario pedir que ¢ sea
una funcién par ademas de la no negatividad de la forma cuadratica. También es posible
caracterizar las funciones estrictamente definidas positivas ¢ como toda funcién continua
del espacio de Lebesgue L;(R?), acotada y cuya transformada de Fourier sea no-negativa y

no idénticamente nula.
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Las FBR Gaussianas (Gaussians (GA)) son de la forma
o(x) = e~ IXI”, e >0, (3.11)

y las FBR Multicuddricas Inversas Generalizadas (Generalized Inverse Multicuadrics

(IMQ)) son de la forma
2 2 _6 d
o(x) = (1 + &°||x|| ) , B8 > 5 €> 0. (3.12)

Estas FBR son infinitamente diferenciables, y a través de sus respectivas transformadas
de Fourier se puede ver que son estrictamente definidas positivas en R¢ para cualquier
dimensién d. La FBR IMQ introducida por Hardy en [51] corresponde a 3 = % Fornberg y
Wright trabajaron con el caso 5 = 1 en [25] popularizdndolas como multicuddricas inversas.

En la Figura 3.3 se muestran la FBR GA y la FBR IMQ en 2D para los casos e =1y

8= % sobre una circulo de radio R = 3.

Figura 3.3: FBR Gaussiana con ¢ =1 (izq.) y FBR IMQ cone =1y 3 = % (der.) sobre un
circulo de radio R = 3.

Es posible probar que tanto las Gaussianas como las Multicuddricas Inversas y otras
FBR que sean estrictamente definidas positivas generan matrices de interpolacion definidas

positivas que aseguran la existencia y unicidad del sistema (3.9).
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Una matriz real y simétrica A se dice semidefinida positiva si su forma cuadratica

asociada en no-negativa, es decir

n n
SN cjor Ajp >0 (3.13)
j=lk=1
para cualquier ¢ = [cg,...,c,]7 € R™. Si la forma cuadrética anterior (3.13) es cero sélo en

el caso que ¢ = 0 entonces la matriz A se dice definida positiva. Una propiedad importante
de las matrices definidas positivas es que todos sus autovalres son positivos y por tanto es
una matriz inversible.

A su vez, una matriz real y simétrica A se dice condicionalmente semidefinida positiva
de orden uno si su forma cuadratica satisface (3.13) para cualquier ¢ = [cy,...,c,]T € R

que cumple
> ¢ =0. (3.14)
j=1

Si ¢ # 0 implica la desigualdad estricta en (3.13) entonces la matriz A se dice condicional-
mente definida positiva de orden uno. Se puede pensar esta ultima matriz como una matriz
definida positiva en el espacio de vectores ¢ € R™ tal que vale la condicién (3.14). Es decir,
es perpendicular a las funciones constantes.

Es sencillo demostrar que si una matriz real simétrica A € R™*"™ es condicionalmente

definida positiva de orden uno y P = [1,...,1]” € R”, entonces el SEL

A P c y
. = , (3.15)
PT 0 d 0
tiene tnica solucion.

Las FBR estrictamente definidas positivas como las GA y las IMQ mostradas anterior-
mente generan matrices de interpolacién definidas positivas que pueden ser vistas como
matrices condicionalmente definidas postivas de orden uno. Por tanto puede asegurarse la
invertibilidad de esta matriz cuando es aumentada como en (3.15) garantizando la tnica

solucién del SEL. Para interpolaciones de FBR. con polinomios de mayor orden es necesario

introducir el concepto de funciones ondicionalmente definidas positivas de orden m.
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FBR estrictamente condicionalmente definidas positivas de orden m

Muchas FBR han sido consideradas en la literatura como interpolantes locales en los
métodos numéricos integrales. En [15, 16] se utilizaron las MQ1, MQ2 y TPS aumentadas
con sus correspondientes polinomios. Se describen a continuacién algunas de estas FBR
usadas en la interpolacién local del MRD-RL. Estas funciones se clasifican como condicio-
nalmente definidas positivas de orden m.

Se dice que una funcién continua a valores complejos ¢ : RY — C es condicionalmente

definida positiva de orden m en su dominio R? si y solo si la forma cuadratica

n n
Z Z ¢tk ¢ (x5 —x) >0 (3.16)
j=1k=1
para cualquier conjunto de n nodos distintos x = {x1,...,%x,} CR?yc = [c1,...,c,]T € C?
que satisfacen
n
S p(x) =0 (3.17)
j=1

para cualquier polinomio complejo p de grado a lo sumo m — 1. La funcién ¢ se dice
estrictamente condicionalmente definida positiva de orden m si la forma cuadratica (3.16)
es cero sblo cuando ¢ = 0. Como mencionamos en la subseccién anterior, al restringirnos a
funciones a valores reales que son las que nos interesan en esta tesis, es necesario considerar
que @ es par.

Las FBR Potencias Radiales (Radial Power (RP)) vienen definidas de la forma
p(x) =|x|I?,  BeRF\2N, (3.18)
las FBR Multicuddricas (Multicuadrics (MQ)) vienen definidas como
211112\
p(x) = (1+2x|?)", BEeR\Ny, >0 (3.19)
y las FBR Spline de capa delgada (Thin Plate Spline (TPS)) se definen como

p(x) = [|x[*7og [1x]|, BeN. (3.20)
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Asimismo, mediante sus respectivas transformadas de Fourier, puede verse que las poten-
cia radial (PR) g(x) = (—1)I#/21p(x), B € RT\2N, que las FBR MQ ¢o(x) = (—1)Plp(x),
B € RT\Nylas FBR TPS ¢g(x) = (—1)%*1p(x), # € N son estrictamente condicionalmen-
te definidas positivas de orden m = [§] para las RP, m = [3/2] para las MQy m =+ 1
para las TPS respectivamente.

En la Figura 3.4 se pueden observar estas funciones para los casos MQy TPSe =1y

B =1 (der.) sobre una circunferencia de radio R = 1.

,e=1

N

0=

T

Figura 3.4: FBR MQ con ¢ =1 (izq.) y FBR TPS con e =1 y 8 = 1 (der.) sobre un disco
de radio R = 1.

Las FBR estrictamente condicionalmente definidas positivas de orden m requieren un
término adicional polinomios de grado a lo sumo (m — 1) con el fin de garantizar que la

matriz de colocacién sea inversible [1]. En este caso, una interpolante puede plantearse como

n p
w(x) = Py (%) =Y ;o (Ix = x4l) + D alpj (x), (3:21)
j=1 j=1
donde py, ..., py, forman una base del espacio Hffl_l de los polinomios en la variable x € R?
m—1+d

de grado gr(p) < m — 1 y cuya dimensién es n, = ( 1 ). Entonces, forzando las n
condiciones de interpolacién

P, (x5) = u; j=1...,n, (3.22)

es necesario entonces forzar las n, condiciones
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n
> alipe (x5) =0, k=1,...,np, (3.23)
=1

para obtener un SEL cuadrado n + n, y asegurar solucién tnica [1]. El sistema es
¢ P a u
. = , (3.24)
PT 0 o o
donde los coeficientes de la matriz ® son ®;; = ¢ (||x; — x,||), 4,7 = 1,...,n, los coeficientes
de la matriz P son Pj, = pi(x;), 5 =1,...,n,k=1,...,n,,y los vectores 0 € R"*"™ o €

R" o' € R™, 0" € R™ y u € R" siendo sus coeficientes de la forma u; = P,(x;) = u(x;).

El concepto de unisolvencia permite afirmar que si el conjunto de puntos y =
{x1,...,xp} C R? es (m — 1)-unisolventes, esto equivale a decir que la matriz P tiene rango
completo por columnas. Entonces es posible demostrar que si una funcién par ¢ a valores
reales es estrictamente condicionalmente definida positiva de orden m en R¢ y los puntos
X = {X1,...,%,} C R% forman un conjunto (m — 1)-unisolvente, entonces el SEL anterior
(3.24) tiene solucién unica.

En el caso de FBR estrictamente condicionalmente definidas positivas de orden m, la
eleccion de m, y por tanto de n,, es un tema actual de estudio e investigacion. Flyer y
colaboradores realizaron en [05] varias experiencias numéricas para estudiar la exactitud de
las interpolaciones locales del método DF-FBR con Gaussianas y Splines de Capa Delgada
aumentando el grado del término polinomial en (3.21) hasta m — 1 = 9 en 2D. En el caso
de las TPS mostraron que la parte polinomial controla la tasa de convergencia del error,
volviendo muy atractivas estas funciones debido a que no dependen de un parametro de
forma . A su vez, en el caso de las FBR GA que si bien son funciones estrictamente defini-
das positivas que dependen de €, mostraron que trabajando con 16 digitos significativos es
posible introducir y aumentar el grado polinomial permitiendo mejorar el error numérico en
doble precisién. Sin embargo, trabajando con 80 digitos significativos el aporte polinomial
en la interpolacién no varia el error y por tanto dicho error esta controlado por la combina-
cién lineal de las Gaussianas en (3.21). En [37] continuaron el estudio del rol del aumento
polinomial en DF-FBR para la solucién numérica de EDP elipticas.
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Dependecia del parametro de forma

Las PR y las TPS se conocen como FBR libres de un parametro de forma dado que no
estan afectadas por un escalamiento de dicho parametro. Si bien esto es una caracteristica
sobre aquellas que si lo tienen, a su vez es una desventaja dado en los casos que si dependen
de dicho pardmetro, se puede obtener un pardmetro de forma 6ptimo (denominaremos
Eopt) que permite disminuir los errores de aproximacién. Desarrollaremos este aspecto en el
siguiente capitulo como parte fundamental del desarrollo de esta tesis. Por otro lado, las
PR no pueden lograr convergencia espectral (o exponencial) como s tienen las Gaussianas,
MQ e IMQ. En estos casos, el error decrece con una tasa de O(n"), siendo 1 una constante
0 <n <1y N la cantidad de nodos.

Cuando las FBR dependen del pardmetro de forma ¢(r, ), el estudio de la convergencia
de los métodos son analizados de forma estacionaria o no estacionaria. En el caso de la
aproximacion estacionaria, se fija el ntmero de centros n de las FBR y el pardmetro de
forma ¢ se hace tender a cero, mientras que en el caso no estacionario se fija el valor de € y
se aumenta la cantidad n de FBR para interpolar. Este tipo de andlisis de convergencia son
un caracteristica de los métodos que usan espacios de FBR dependientes del pardmetro de
forma dado que no es posible hacerlo, por ejemplo, en métodos basados en polinomios.

En la Tabla 3.1 se muestran varias FBR estrictamente definidas positivas como las
Gaussianas y las Multicuddricas Inversas Generalizadas, asi como también las funciones
estrictamente condicionalmente definidas positivas como las Multicuadricas Generalizadas,
las Potencias Radiales y varias Splines de Capa Delgada. En la ultima columna aparecen los
respectivos aumentos polinémicos para asegurar inversibilidad de la matriz de interpolacién.
A su vez se dividen en dos grandes grupoes, entre aquellas que dependen del parametro de

forma ¢(r,e) y las que no ¢(r).
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o(r,e) Nombre Abreviacién Aumento polinémico

e—(n)? Gaussiana GA Ninguno

(1+ (67‘)2)_5 Multicuddrica Inversa Generalizada GIMQ Ninguno

1/y/1+ (er)?  Multicuddrica Inversa IMQ Ninguno

1/1 4 (er)? Inversa Cuadratica 1Q Ninguno

(1+ (67‘)2)m/ ? Multicuddrica Generalizada GMQ De grado m

o(r) Nombre Abreviacién Aumento polinémico

r3 Cubica PR3 Lineal

P Quintica PR5 Cuadratico

r2m+l Potencia Radial PR De grado m

r2log(r) Spline de Capa Delgada TPS2 Lineal

r*log(r) Spline de Capa Delgada TPS4 Cuadrético

r2™log(r) Spline de Capa Delgada TPS De grado m
Tabla 3.1: Algunas FBR populares con sus respectivos polinomios siendo r = ||x — x;|| la

distancia al centro x; de la FBR y ¢ el pardmetro de forma.

3.2.4 Expresion matricial discretizada

Si bien en el desarrollo del MRD-RL fueron utizados en su mayoria distribuciones de
nodos uniformes o cartesianas, la formulacién integral puede ser extendida a otro tipo de
distribuciones de nodos sobre dominios més generales. En esta tesis consideramos distribu-
ciones de nodos uniformes y dispersas sobre dominios 2D que describiremos en el Cap. 5. En
la Figura 3.5 puede observarse una distribucién de nodos (conocida como cuasi-uniforme)
sobre un dominio irregular con frontera exterior suave y frontera interior con puntos angu-
losos también usada en [37].

Cuando el esténcil de interpolacién ©; tiene nodos sobre el contorno I' del dominio global
), se consideran puntos de interpolacién sobre la frontera para el esténcil. En la Figura 3.6
se muestran los distintos casos de esténciles y sus respectivas subregiones de integracion §2;:
en el caso (a) cuando son totalmente interiores al dominio, y en los casos (b) y (c¢), cuando
los esténciles tienen contacto con la frontera del dominio global, se consideran puntos dato
sobre el contorno en cuestion con las condiciones impuestas del PVC en estudio. El caso (b)
muestra un esténcil en las cercanias de una parte suave de I' y el caso (c¢) en las cercanias

de un punto anguloso.
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15 ESTENCIL LOCAL: n= 30
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Figura 3.5: Distribuciéon de nodos dispersos sobre un dominio 2D con algunos esténciles
locales para n = 30.
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Figura 3.6: Esténciles locales ©; y subregiones de integracién €2; en 2D para n = 30.

En los casos (b) y (¢) de la Figura 3.6, la interpolante directa (3.7) es sustituida por una

interpolacién de tipo Hermite que se puede consultar en [1]

ng ni+nyg Tp
u(x) = Py (x) =Y o (x—x;l) + D ajBed (Ix —&ll) le=x, + D ajp; (%), (3.25)
Jj=1 Jj=ni+1 Jj=1
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donde n; es el nimero de nodos interiores del esténcil, n; es la cantidad de nodos en la
frontera y n, es la cantidad de términos auxiliares polinénicos siendo n = n;+ny. El operador
Bx; es el operador de borde respecto a esos nodos x; y Bx respecto a x, que en el caso de
condiciones de Dirichlet, serd igual al operador identidad. Este tipo de interpolante tiene la
ventaja en nuestro caso que trabajamos con EDP elipticas de asegurar la inversibilidad de
la matriz de interpolaciéon para las FBR Gaussianas que usamos en esta tesis. A su vez, en
el caso de que haya condiciones de borde de Dirichlet, la matriz resultara simétrica, lo cual
permite una implementacion eficiente de la misma.

En este caso, la matriz de interpolacién de Hermite viene dada por

® B® P
A=| B® BBBe® BP (3.26)
PT [BP]T 0

donde [®) € R'™, [B, @] € R™*7, [P] € R' ™, [BeB] € R™M, [B By, ®) € RM*",
[BxP] € R™*" y 0 € R™*™. Los coeficientes de los bloques matriciales anteriores son de
la forma

[®]ij = ¢ (IIx = x5]1) [x=s 67 =154,
[Be®lij = Beop (|xi — &) le=x; i=1,...,mi=1,...,my,
Plij =pj(xs), i=1,...,n5j=1,...,np,
[Bx®]ij = Bx ([|x = x|) [x=x; i =1, mp, 5 =1,... 4,
BeBe®],; = BoBed (1% — €]) lonsieny 03 = L. -1
[B«PJij = Bxpj(X)|x=x; ¢ =1,....,np,5 =1,...,np.
El vector de coeficientes ac de la interpolacion viene dado por la solucién del SEL

Aa=d, (3.27)

donde por simplicidad hemos incluido los coeficientes ag- de (3.25) en el vector a. Llamando

u=[u(x),...,u(xp)] v g(u) =[9(xn,+1),---,9(x,)], siendo g de la ecuacién (3.3b).
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En los esténciles integramente dentro del dominio del problema, el vector d estd dado
por

d¥ = [u,0]", (3.28)
y la matriz de interpolacién viene dada por (3.24). Mientras que en los esténciles que toman
datos de contorno el vector d viene dado por

dT = [u, g(u),0]”, (3.29)

cuya matriz corresponde a la matriz de interpolacién de Hermite dada por (3.26).
Los valores del campo desconocido u y su derivadas g—;‘i sobre una subregién de integra-

cién se obtienen a partir de la féormula de reconstruccién
u(x) = @7 (x)a = T (x)A71d, (3.30)
donde el vector ® (x) contiene las FBR y sus respectivos polinomios. Para el caso en los

que los esténciles ©; sean interiores, ® (x) serd de la forma

" (x) = [p(llx —x1),-- - S (Ix = %n]) ,p1(X), -, Pa, (0)] (3.31)

mientras que en el caso de que estos tomen dato sobre la frontera seran de la forma

@7 (x) = [0 (Ix 1) 6 (=l B 6 (I =31l B, 0 (¢ = 0, [).21 (30, 2y (9]
(3.32)

Para la reconstruccién de las derivadas parciales, derivando la ecuacion (3.7) se tiene

du(x) Oy (x)
P, Njgajiaxi , (3.33)

o bien, matricialmente

ulx) 9870 03" (x)
ox; N ox; N Ox;

A~ld. (3.34)

Finalmente, usando (3.7) y (3.33) en la formulacién integral (3.5) con £ = x; como punto

fuente en el interior del subdominio €2; con frontera I';, obtenemos
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Za]/ (x,%;) j(x Z / (x,%;) a%éx) de—i-/Q‘ bu*(x,x;) dx,

(3.35)
donde u*, ¢* v b definidos como en la seccién 3.2.2 anterior.
Llamando a la incognita u; = u(x;), su forma discretizada serd de forma
u; = Zozjhij + Z Q;9ij —I—/ bu*(x,%x;) dfx, (3.36)
j=1 i=1 Q;
donde los coeficientes de influencia
hij = / q" (X7Xi) Py (X) dl', (337&)
ry
Ly
9ij = / " (x, %) &) dlx, (3.37b)
T; 877/

son calculados con cuadratura numérica.

3.2.5 Formulacién de la reciprocidad dual

Existen diferentes formas de calcular las correspondientes integrales de volumen en (3.35)
/ bu*(x,x;) dQx. (3.38)
Q;

En esta subseccién seguimos el enfoque dado en el MRD-RL presentado por Caruso, Por-
tapila y Power en [15, 17]. Como en muchos enfoques locales del MEC, en el MRD-RL la
formulaciéon de la representacién integral es aplicada en integrales locales de subregiones
dentro de esténciles de interpolacién que estan fuertemente solapados (; y ©;; ©; y ©;
en la Figura 3.2). E1 MRD-RL usa el MRD que consiste en aproximar la densidad b en

términos de una funcién de interpolacién
b(x,u(x),Vu(x)) ~ Z Bix; (%), (3.39)
j=1

siendo m el niimero de puntos de interpolacién, que coincide con el nimero de puntos del
esténcil de interpolacién, y x; (x) usualmente definida como una FBR, no necesariamente

las mismas que en la interpolacién local del campo w.
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Se determina una solucién particular auxiliar x; del operador Laplaciano
V2 (%) = x; (%), (3.40)

siendo el lado derecho x; (x) una FBR como en la seccién 2.5.3.
Luego, aplicando la segunda identidad de Green (este paso del procedimiento se conoce
como reciprocidad dual) a la integral de superficie o volumen resultante con la solucién

particular como densidad y la solucién fundamental como ntcleo, obtenemos

/ bu*(x,x;) dx = E ,Bj/ V2, ut(x,%;) dQx (3.41)
(3 j 1 7

= ~ * X * ~
= Zﬁj {Xj(xi) +/F {u (x,xi)% —q (x,xi)xj} dI‘x} (3.42)
j=1 i
Llamando a

fij = Xj(xq) + /F [u*(x,xi)% — " (x,%;) ij} dly, (3.43)

podemos obtener la forma discretizada de la ecuacion (3.42) como

n n m
ui =Y ajhi+ ) aggi + Y Bifi, (3.44)
j=1 j=1 j=1
siendo su forma matricial
u; =hl'a+gla+ 18, (3.45)
donde o = [...,0;,...]F € R* y B = [...,B),...]T € R™, y los vectores columnas
hy = [ hiy, )t € RY g =g, )T € RM y £ = [, fij,...]7 € R™ siendo

sus componentes definidos en las ecuaciones (3.37a), (3.37b) y (3.43) respectivamente.

Todas las integrales en la formulacién anterior también son calculadas a través de una
cuadratura. Los coeficientes de interpolacion « y 3 en la ecuacién (3.45) corresponden a la
interpolaciéon de la variable u y a la parte no-homegénea b, respectivamente, y vienen dados
en términos de los valores nodales de la variable de campo u.

Finalmente, la ecuacién (3.45) es aplicada en cada punto interior de cada esténcil para
formar un sistema matricial disperso para los valores nodales no-conocidos u, donde las
condiciones de contorno son impuestas en la interpolante local con un esquema tipo Hermite.
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3.3 El Método Integral Local de Frontera y Dominio

El objetivo principal de aplicar la formulacién del MRD en el MRD-RL presentado en
la seccién anterior es evitar el costo computacional de calcular las integrales de dominio
sobre las subregiones de integraciéon. Sin embargo, para un método local integral con una
cantidad fija y pequena de grados de libertad, las integrales de dominio pueden evaluarse a
un bajo costo computacional.

Como el objetivo de esta tesis es lograr mejorar las aproximaciones a soluciones numéri-
cas de problemas diferenciales a partir de estabilizar el comportamiento del error para un
rango bajo del pardmetro de forma de las FBR, el calculo de integrales de frontera usando
el MRD puede ser omitido y estas pueden calcularse como integrales de dominio sobre las
subregiones locales.

En esta seccién desarrollamos el MILFD presentado recientemente por Ponzellini Mari-

nelli, Caruso y Portapila en [32] como un nuevo método local integral.

3.3.1 La funcién de Green-Dirichlet en el MILFD

Consideremos un PVC definido sobre un dominio abierto y acotado © C R? mediante
la ecuacién diferencial (3.3a) con condiciones de borde (3.3b) sobre I' = 99 vistas anterior-
mente. Supondremos que la EDP gobernante podemos escribirla como la ecuacién (3.4).

La FGD que denotamos G(x, &) surge de considerar la solucién al problema
V23G(x,€) = d(x — §), x €, (3.46a)
{ G(x,€) =0, x e, (3.46b)
siendo x la variable independiente y £ el punto fuente o de colocacién fijado.

En general, es conveniente considerar G(x, &) dividida en dos partes de la forma
G(x,€) =U(x,£) +v(x,§), (3.47)

donde U es una solucién particular (conocida como solucién principal) de (3.46a) que no
necesariamente satisface las condiciones de borde, y v es solucién del Laplaciano Vv = 0.

En nuestro caso, es conocida la solucién particular de (3.47) dada por la ecuacién (2.18),
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siendo

1
G(X7 6) = % ln(’r) + U(X7 5)7 (348)
donde r = ||x — £|| y v la funcién arménica solucién del PVC

V2u(x,€) =0, x €0, (3.49a)

v(x, &) = —% In(r), xel. (3.49b)

Cuando €2 es un disco circular en 2D con radio R y centro xg, la FGD y su derivada
pueden ser obtenidas explicitamente por el método de las imagenes presentado en [(6]. En
la Figura 3.7, se observa el punto fuente £ dentro del circulo €2 y el punto reflejado o punto
imagen é fuera de este sobre una semirrecta con origen en Xy y que también contiene al
punto fuente. El punto x estd situado en la frontera I'. El planteo geométrico del método
de las imégenes consiste en describir a la circunferencia I' como todos los puntos tales que
el cociente 7/7 = cte. siendo r = ||x — &|| y # = ||x — £||. Es decir, dado & en el interior del
circulo y x sobre su frontera la circunferencia, siempre es posible encontrar un punto imagen
é tal que la relacién anterior valga. A partir de esto es posible encontrar las ecuaciones de

G(x,€) y de su derivada normal Q(x,&) como se describe en la bibliografia citada.

Figura 3.7: Representacion esquematica del la funciéon de Green-Dirichlet en un circulo.
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Notando x = (z1,22) y € = (£1,&2), hacemos el cambio a polares centrado en xg,

x1 = pcos(h), & = pcos(h),

3 (3.50)
xg = psen(0), & = psen(0),
se tiene que
r? = |x—&|* = p*+p* —2ppcos(6 - b), (3.51)
- R* R2 -
P o= |x—€|? = ~—2+P2 — 2p—cos(0 — 0). (3.52)
p p
Puede verse que la FGD es de la forma
1 1 . 1 R
G(x8) = 5-In(r) ~ 5= () + 5-In (5) , (3.53)
siendo su correspondiente derivada normal sobre la frontera I
Qlx )= 208) ] ket (3.54)
2 9n |p 2rRR2+ 5% —2Rpcos(f — 0) '
Resulta entonces que en el caso 2D
1
—1In (E) st & = Xxo,
27 T
G(x,€) = (3.55)
1
—In (Tﬁ) st € # Xg.
27 TP

Los métodos integrales locales utilizan una representacién integral a nivel local usando
diferentes formas geométricas para las subregiones de integracion, siendo el circulo la mas
popular. En el desarrollo del MILFD en 2D, si en lugar de usar la solucién fundamental
u* (x,&) y su correspondiente derivada normal ¢* (x, &) en la ecuacién (3.5), consideramos
dominios circulares €; con su respectivas fronteras I';, y usamos la FGD G (x,£) con su

correspondiente derivada normal @ (x, ), obtenemos

() = [ QxOu(x) dx— [ CxEax) du+t [ DG (xE) 2 (3.56)

Ahora, si bien u(x) es conocida en la frontera, su derivada normal ¢(x) no lo es, y por tanto

podemos remover el integrando G (x,&) ¢ (x) haciendo uso de que G (x, &) es nula sobre la
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frontera I';. Obtenemos asi una nueva formulacién integral de la forma

c©u®) = [ Qx,&ulx) dix+ / b G (x,€) dOy. (3.57)
T Q;

El valor de la constante c(§) € [0,1] serd 1 si £ es interior al dominio, % si & estd sobre
una parte suave de la frontera I'; y 0 si es un punto de colocacién exterior. En [17] pueden

obtenerse mayores detalles sobre el uso de la FGD en el MRD-RL.

3.3.2 Expresion matricial discretizada

En el MILFD, la férmula de representacion integral (3.57) se aplica en cada subregion
local de integracién inserto dentro los esténciles de interpolacion que estdn fuertemente
solapados (ver Figura 3.2). En este método, las condiciones de borde del PVC son impuestas
localmente en el esténcil de interpolacion, y el punto de colocacion es interior a la subregion
de integraciéon que serd un circulo, de modo que la FGD presentada en la subseccién 3.3.1
anterior es bien conocida.

Asumimos que el término b de la EDP puede partirse de la siguiente manera

b(x,u(x),Vu(x))=f(x)+b(u(x),Vu(x)), (3.58)

donde la funcién fuente f es conocida o bien es dato. Asumimos b es lineal en la variable u
y Vu. La representacion integral de la formula anterior (3.57), usando la FGD G(x,£) y su

correpondiente derivada normal Q(x, &), estard dada en cada subregién de integracién por

u(g) = /F QU €)u(x) dlx + /Q Gl €)f(x) d + /Q iBG(x,é) 0., (3.59)

siendo £ el punto fuente interior.
El campo u es interpolado localmente con una base de FBR {;}7_; con centros {x;}]_,

del esténcil O como se presentd en la secciéon 3.2.3,
u(x) ~ Z a;p;(x), (3.60)
j=1

ast como también el término b de la ecuacion (3.58) es interpolado con FBR {x;}~; con
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centros {y;}72; del esténcil O

b(u(x) i/BJX] (3.61)

siendo {¢;}7_; ¥ {x;}jL; bases de funciones de FBR, eventualmente del mismo tipo y con
el mismo centro.

Obtenemos entonces de (3.59) la siguiente formulacién integral local

n

w© = o[ Axex }+Zﬂ]{/ (. ) (x) e |

j=1 i

+ /Q (Glx,)f(x) dx. (3.62)

Si tomamos € = x; un punto de colocacién en el interior de la subregién de integracion
Q;, la forma discretizada del campo desconocido u; = u (x;) serd
n ~ m .
u; = Z ajhij + Z Bigi; + fi (3.63)
j=1 j=1
donde «; y f; provienen de las ecuaciones (3.60) y (3.61).

Los coeficientes ﬁij, 9ij ¥ f; seran de la forma

hij = [ Qxx) 5 () dT (3.64)
r;
Gii = / G (x,%:) X; (%) dx, (3.64b)
Q;
fi= / G (%, %) f (x) dx, (3.64c)
Q;
siendo su forma discretizada
ui=hlo+gl'B+fi (3.65)
donde a@ = [...,aj,...]T eR"y B8 = [...,Bj,...]T € R™ son los vectores columnas con
- ~ T
los coeficientes de interpolacién, h; = { ) .,hij,...} eR" g = [...,Gij-- |7 € R™ son

vectores columnas con los coeficientes de influencia y f; € R un escalar dato. Todas las
integrales anteriores son regulares, dado que los puntos de colocacién estan dentro de la
subregion de integracién €2; y son calculadas numéricamente por cuadratura. Los coeficientes

de interpolacién o y 55 que corresponden a la interpolacién de u y b estan dados en términos
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de los valores nodales del campo en los esténciles O% y (9; respectivamente.

De la interpolacién (3.60) y por la férmula de reconstruccién (3.30), obtenemos
u; = u(x;) = 7 (%)), (3.66)

donde ®7 (x;) estd dado por la ecuacién (3.31). Del sistema

surge el vector a
a=A7'd,. (3.68)
Las componentes de la matriz de interpolacién resultan (A;) k= or(xj) para j,k=1,...,n,

y el vector d; puede ser descrito en términos de los valores nodales desconocidos del vector
u y los valores de las condiciones de contorno conocidas del vector g(up) vistas en la seccién

3.2.4.

De la interpolacién (3.61) y por la férmula de reconstruccién (3.30), obtenemos
blu (xi), Vu(x:)) = x7 (x:)8, (3.69)

donde x” (x;) estd dado por la ecuacién (3.31). Del sistema

AB=h; (3.70)

surge el vector 3
B=A b, (3.71)
Las componentes matriciales son (Al)]k = xx(y;) para j,k = 1,...,m, donde también

b; puede escribirse como una funcién del vector d;, dado que, por la ecuacién (3.58), las

componentes son de la forma

(b:), =bluly)). Vuly)) = b(2"(v))e. V' (y))ar) (3.72)

= b(®"(y,), Vo' (y;)) o, (3.73)
para j =1,...,m.
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Por tanto,

B=A"bi=A;" (A; ) = A (A; A 'd)) (3.74)

siendo Ay € R™*™ como la matriz correspondiente al calculo del vector b; cuyos coeficientes
matriciales son de la forma (A; );x = b(pr (v5),Vor (y))paraj=1,....myk=1,...,n.
Finalmente, reemplazando las ecuaciones (3.68) y (3.74) en la ecuacion (3.65), podemos

escribir esta en términos de d;. La forma matricial para u; estd dada por

w = (b (A7'd)+ &l (A7 A7 AT Nd,) + i (3.75)

= (BfA7 +ETAIAG AT di + (3.76)

que, calculada en cada punto de colocaciéon de cada esténcil, forma un ensamblado de una
matriz rala a resolver por un método numérico especifico.
En la Figura 3.8 se puede observar una representacién esquemaética del célculo de la

féormula matricial (3.76).

: h{ + & +
1x1 1xn nxn 1xm m X m mXxXn nxXn nxl 1x1

Figura 3.8: Esquema matricial en el MILFD de la ecuacién (3.76).

Si tomamos las mismas bases de FBR {p;}7_; v {x;}jL; para m = n, las matrices
de interpolacion A; € R™" y A; € R™™ gon idénticas en esténciles de interpolacion
interiores a {2, no obstante, en esténciles sobre la frontera I' la matriz A; se define por su
correspondiente matriz de interpolacion de acuerdo a las condiciones de borde, mientras que
la matriz A; es exactamente la matriz de interpolacién de FBR-Directa (ver en la seccién

3.2.4).
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3.3.3 Procedimiento algoritmico en la resolucién numérica de los SEL

locales con FBR

Para resolver numéricamente estos SEL en los métodos locales integrales existen dos
grandes categorias de métodos: los métodos directos y los métodos iterativos. Los méto-
dos directos obtienen la solucién exacta, salvo errores de redondeo, en un nimero finito
de pasos y son apropiados para sistemas chicos y densos. En estos casos, se obtienen fac-
torizaciones matriciales para resolver el sistema como la descomposicién de Cholesky para
matrices simétricas y definida positivas, la descomposicién LU o la factorizacién QR, entre
otras. Debido al costo computacional y de uso de memoria, obtener la solucién por métodos
de factorizacion puede ser demasiado costoso cuando el sistema es grande, ademés de que
estos métodos pueden ser numéricamente inestables. En el método de eliminacion Gaussia-
na necesitamos almacenar n? entradas de la matriz y realizar 2n3/3 + O(n?) operaciones
aritméticas.

Como fue mostrado en [32, 33] para el caso del MILFD, el procedimiento algoritmico
para evitar el calculo numérico de las inversas de las matrices A Ly 112-_ ! provenientes de
los SEL de las interpolaciones con FBR surge de reescribir la expresién (3.76) de la siguiente

manera

u =2z"d; + f, (3.77)

donde
z' =h] A7+ g A7 TA; AT (3.78)

Entonces, el procedimiento algoritmico para resolver la ecuacién (3.76) evitando el costo

computacional del cilculo de las inversas es el siguiente:
Paso 1. Resolver A;w = g; (puesto que A; es simétrica).
Paso 2. Calcular w = }Nll + A%i\’fv.
Paso 3. Resolver Al'z = w.

Paso 4. Desarrollar u; = z”d; + f,
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En la Figura 3.9 se muestra un esquema del procedimiento algoritmico eficiente usado

en la resolucion numérica de los SEL locales con FBR en el MILFD.

gij

A, A4 g

Paso 1: Resolver el SEL local
proveniente de la interpolacién
local (3.61) con FBR {xj} del
término no-homogéneo b con lado
derecho dado por los coeficientes
de influencia g;; de (3.64b).

Paso 3: Resolver el SEL local
proveniente de la interpolacién
local (3.60) con FBR {¢;} de la
incégnita u con lado derecho el
vector w del paso anterior.

Al W

Paso 2: Multiplicacién matriz-vector de la matriz del
término b aproximado con la base de FBR {¢y} por el
vector w anterior. Sumar los coeficientes de influencia

hi; dados por (3.64a).
] I +17
d;

Paso 4: Multiplicaciéon vector-vector del vector local
d; dado por (3.28) o (3.29), donde el vector z es del pa-
so anterior y d; contiene incégnitas u;. Sumar los va-
lores f; dados por (3.64c). Esta una ecuacién lineal se
reordena como parte del SEL ensamblado del MILFD.

U;| =

= =

ZT

Figura 3.9: Procedimiento algoritmico en la resoluciéon numérica de los SEL locales con FBR

del MILFD.

Cuando las FBR dependen del pardmetro de forma ¢ y se hace tender ¢ — 0 para lograr

mayor exactitud, en los pasos 1 y 3 es relevante el condicionamiento de los sistemas lineales.

Volveremos sobre este punto en el siguiente capitulo.
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3.3.4 Ensamblado del SEL disperso

La ecuacién del Paso 4 anterior es desarrollada para obtener una ecuacién lineal
~ n ~
w=2"d;+ f; = Z zid; + fi (3.79)
j=1

donde u; = u(x;),i = 1,..., N son las variables incégnitas, ﬁ € R es un valor conocido dado
por la integral de subdominio (3.64c), z = [21,...,2,]7 € R™ son los valores surgidos del
procedimiento algoritmico de la subseccién anterior y d; = [dy,...,d,]T € R™ es un vector
formado por incégnitas o valores conocidos de la frontera depediendo el tipo de esténcil
utilizado. Veremos esto en detalle a continuacion.

Sea © = {x1,...,xny} vy © = {XN+1,...,XN+me} la discretizacién del interior del
dominio 2 y de su frontera I' = 02, respectivamente. Sea x; € © un nodo de la discretizacion
interior y sea ©; = {x;,,...,X;,} el esténcil asociado a dicho nodo x;. El conjunto de
subindices i1,...,i, € {1,...,N}U{N +1,..., Nt} debido a que los nodos del esténcil
puede ser nodos tanto del interior del dominio como de su frontera, y donde x; es considerado
parte del esténcil. En nuestro caso, el vector incégnita serd u = [ug,...,uyn]’ € RV,

En el caso que el esténcil ©; sélo contenga nodos interiores como se muestra en la Figura

3.6 (a), los valores del vector d; se definen de la forma

dj:=wui;, j=1,...,n (3.80)
siendo los subindices ¢; € {1,..., N}. Desarrollando la ecuacién (3.79)
wp = 21w, + Zaliy + -+ zpui, + fi (3.81)
o bien
21Uy 4 2oty 4 -+ (2o, — Dug + - 4 20u5, = — fi, (3.82)

que forma una ecuacién de nuestro SEL ensamblado final.

Por otro lado, en el caso que el esténcil ©; contenga una cantidad n;,; de nodos internos
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y una cantidad n ., de nodos frontera como se muestra en la Figura 3.6 (b) o (c), se define
dj =wi;, j=1,...,pnt, (3.83a)
dj=g(ui;), j=nm+1,...,n, (3.83b)

siendo n = nns + Ny y los subindices i; € {1,..., N} U{N +1,..., Ng}. El valor del

operador g dependera de las condiciones de borde que aparece en la ecuacién (3.3b) del

PVC. Desarrollando la ecuacion (3.79) en este caso
Ui = 21Uy + oo F Znint Win,,, + Znint+1g(uinint+1) + 4+ an(uin) + ﬁa (384)
o bien

2 Uiy + 00t (Zii - 1)11,2' +o Tt it Wing,, = _fi - Zni7lt+lg(uinint+l) T an(uin)7 (385)

que forma otra ecuacién de nuestro SEL ensamblado final.
Finalmente, reacomodando las ecuaciones (3.82) y (3.85) obtenemos el siguiente sistema
lineal ensamblado

Mu = c, (3.86)

donde M € RV*N s la matriz de coeficientes, ¢ € RY es el vector lado derecho y u € RV
es el vector incognitas para la reconstruccién de la aproximacién a la solucién u(x) sobre
todo el domino.

Debido a que el tamafio de los esténciles es n << N y que los mismos estan fuertemen-
te solapados, cada ecuacién posee pocas incognitas y por tanto la matriz M resulta una
matriz dispersa (del inglés, sparse), no asi el vector lado derecho c. La solucién numéri-
ca de este sistema se realiza con métodos iterativos de tipo Krylov para mejorar el costo

computacional.
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Capitulo 4

ErL METODO INTEGRAL LLOCAL DE
FRONTERA Y DOMINIO ESTABILIZADO

En este capitulo retomamos los problemas de estabilidad generados con las interpola-
ciones locales con FBR, introducimos los métodos de estabilidad numérica para FBR y
presentamos el desarrollo de un nuevo método integral de formulaciéon local que utiliza
interpolaciones estabilizadas.

En particular, nos concentramos en el FBR-QR presentado en [27, 28, (7] que abri6 la
posibilidad de usar esta técnica en métodos que se valgan de aproximantes locales con FBR,
tales como los métodos integrales locales que utilizan una formulacién con una EIB [15], en
métodos de descomposicion de dominio que usan FBR o en el método de DF-FBR [68, (9]
para la resoluciéon de EDP.

En las siguientes secciones desarrollamos la nueva formulacién para el MILFD-Est que
usa la formulacién del FBR-QR para estabilizar el error y mejorar la extactitud de las
aproximaciones para este tipo de métodos locales sin malla. El principal objetivo es poder
reducir el mal condicionamiento del esquema de interpolacién con FBR-Directo en el caso

de FBR casi planas.
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4.1 Métodos estables para Funciones de Base Radial

4.1.1 Breve historia de las FBR

Las FBR fueron introducidas por Hardy en 1971 en el drea de la cartografia [51]. En
dicho problema, Hardy utiliz6 las FBR multicuddricas (MQ) para interpolar datos dispersos
(distribuidos no uniformemente) para formar una topografia y generar contornos. Fue la
primera aplicacién de las FBR a un problema real, que rapidamente se expandié a un gran
ntumero de aplicaciones, fundamentalmente para interpolaciones de datos dispersos en varias
dimensiones [70].

En 1982, Franke popularizé el método de las MQ reportando casos conocidos de inter-
polaciones y mostrando que estas funcionaban mejor [71]. A su vez, Franke conjeturé la
hipétesis de la inversibilidad de la matriz de interpolacion asociada con las MQ.

Hacia 1986, Michelli prob6 este hecho haciendo uso de los trabajos de Schoenberg y
Bochner de los anos 30 y 40 [72]. Esto justificé su uso y aceleré el desarrollo de métodos
numéricos que usaban FBR, asi como su aceptacién en el ambito cientifico.

En los 90, fue Kansa quien introdujo un método de colocacién sin malla de forma de
resolver EDP de tipo parabdlicas, hiperbdlicas y elipticas [73, 74]. Este método consistia en
construir una interpolante suave con FBR de datos dispersos que se derivaba analiticamene
con el fin de aproximar las derivadas parciales. Ademads, contrariamente a otros métodos
como MDF, MEF o MVF, el método era independiente de un mallado y los datos podian
estar dispersos sobre un dominio irregular en una o varias dimensiones.

Posteriormente, los trabajos pioneros de Schaback, en los cuales formula el principio
de incertidumbre [24, 75], Buhmann [20], Wendland [21] y Fasshauer [I, 2] sientan los
fundamentos tedricos y ventajas computacionales para aplicaciones en grandes escalas.

Una de las caracteristicas practicas mas importantes de las FBR es que la interpolante
es una combinacién lineal de funciones bases trasladadas que dependen solamente de la
distancia euclidea a un centro en R"™. Esto es, las funciones base son radialmente simétricas

respecto a sus centros.
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4.1.2 Formulacién del problema de interpolacién con FBR que dependen

de un parametro de forma

En general, las interpolaciones locales en los métodos sin malla se realizan con una base
de estas funciones que dependen de la distancia a un centro x; € 0 C R? y, en muchos tipos
de FBR, también dependen de un pardmetro de forma ¢ > 0 como mostramos en la Tabla

3.1. Podemos notar, entonces, las FBR de la siguiente manera
@j(xve) :¢(T,€), r= HX_Xjuv x € Q. (41)

Dado un conjunto de centros xi,...,x, de R% distribuidos sobre el dominio en forma
dispersa o uniforme de las FBR, como vimos en el Cap. 2 la interpolante serd ahora una

combinacion lineal de funciones que también depende de e
n
Pr(x.) = Y ajp;(x.2), (4.2)
=1

donde «; son los coeficientes de la expansion, ¢;(x, ) = ¢(||x —x;||,€) son las FBR definida
como en la Sec. 2.5.2 y ||.|| denota la norma euclidea.
Cuando no son necesarios los polinomios p(x) € I1¢ presentados en (3.21), la matriz de

interpolacién (3.24) tomara la forma

¢(lx1 =xulle)  o(llxi —x2ll,e) .. dlllx1 = xnll,€)
Ale) = ¢lx2 —xull,e)  d(lxz —xall,e) ... dlllx2 —xall,€) , (4.3)
| ¢lxn —xill6) @(llxn = xafl,e) o d(llxn —xnll,€) ]

siendo el SEL a resolver ahora dependiente de e
A(e)a =T. (4.4)

Una vez halladas los componentes «; del vector a puede reconstruirse la interpolante

Py (x,€) y su evaluacién en otros puntos del dominio € o incluso sera posible diferenciarla.
Estas aproximaciones sirvieron para la solucién numérica de EDP como fuera mostrado en

los trabajos pioneros de Kansa [73, 71].
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4.1.3 Convergencia y exactitud en aproximaciones

Los primeros resultados sobre exactitud de FBR fueron puestos en préctica sobre grillas
infinitas, aunque estos dominios tienen en algunos casos limitaciones practicas. Cuando se
usan FBR independientes de ¢, en el caso 1D es sabido que las PR ¢ = r?™~! que tienen un
salto en su derivada 2m — 1 construyen una interpolante con exactitud de orden O(h?™),
siendo h inversamente proporcional a la cantidad de nodos n. La suavidad de la FBR es un
factor clave en la exactitud de la interpolante. Algunos ejemplos numéricos pueden hallarse
en [1].

Es sabido que en la medida en que se aumenta la cantidad de centros de la interpolacién
n las FBR continuas por partes convergen algebraicamente a la funcién interpolante. Por
otro lado, también es conocido que las PR no pueden converger espectralmente. En el caso
de las FBR infinitamente diferenciables que no son polinémicas se produce una convergencia

_ const . , ,
con un orden de O(e” » ), siempre que el fenémeno de Runge no aparezca. Este fendmeno,

conocido en el caso de interpolaciones polinomiales, también fue definido en [76] para FBR
Gaussianas en 1D y en [77] donde se muestra que las mismas son suceptibles al fenémeno
de Runge.

Asumimos que en la medida que aumentamos n en la interpolacién global el coeficiente
h — 0. Por ejemplo, las MQ y IMQ tienen convergencia espectral, mientras que las FBR
Gaussianas, que son las que nos interesan en esta tesis, producen un convergencia de orden

_ const

O(e (m?), conocida como convergencia superespectral (ver [78]).

La convergencia de los métodos que utilizan interpolaciones globales con FBR que son
e-dependientes puede estudiarse de forma estacionaria o no estacionaria. En el caso de una
aproximacion estacionaria, el nimero total de nodos n = cte. es fijada, mientras que el pa-
ramétro de forma e decrece a cero, generando las FBR casi planas. Este tipo de analisis no
existe en el caso de interpolaciones que dependen de un polinomio. El caso de la aproxima-
cién no estacionaria, se fija el valor del parametro de forma € = cte. y se hace incrementar
el namero total de puntos globales n, como se hace en métodos basados en interpolaciones

polinémicas. En particular, interesa conocer el decrecimiento del error para las FBR sua-
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ves cuando n crece, esto es, h — 0. Las formas cerradas conocidas de las expresiones del
error muestran cémo el error de diferentes FBR caen en estas tres categorias -algebraica,
espectral, superespectral-.

La Figura 4.1 muestra los casos de la FBR Gaussiana ¢(r,¢) = e~ (") para diferentes
valores de €. Cuando el parametro de forma se fija como un valor pequeno de las interpolantes
como el caso de la subfigura correspodiente a ¢ =0.1, las FBR se vuelven casi planas de

modo que la combinacién lineal de las mismas se vuelve casi linealmente dependiente.

5:2 5:1
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Y 5203050
/ 0505e%
//’;,’;;;',':.:.ﬂ
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Figura 4.1: Comportamiento de las FBR Gaussianas cuando ¢ — 0.
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4.1.4 Condicionamiento de la matriz de interpolacién

Un criterio usual para medir la estabilidad numérica de un método de aproximacién es
el nimero de condicién. En particular, cuando usamos interpolaciones con FBR miramos
el nimero de condicién, £(A), de la matriz de interpolacién (4.3) con componentes A;; =
o(||lxi —xj|,€) parai,j =1,...,n.

Cuando se estudia la perturbacién de sistemas lineales aparece la cantidad
r(A) = A[l]AT"], (4.5)

que se define como ntmero de condicién de la matriz de coeficientes A del SEL respecto a
la norma ||.||. Este valor es relativo a la norma en cuestién, por tanto cuando se utilizan las
p-normas ||.||p,p = 1,...,00 es usual hacer referencia a la norma usada.

Cuando se utiliza la norma I5 en el cilculo del nimero de condicién, resulta

_ Oméax
K(A) = A A, = Zni, (4:6)

min
donde omsx v omin Son los valores singulares mas grandes y mas pequenios de A respectiva-
mente.
En el caso de que la matriz A sea normal, es decir satisfaga que AA* = A*A siendo

A* la matriz transpuesta conjugada de A, el namero de condicién puede calcularse como

K(A) = A (4.7)

a ’)‘mfn‘,
donde Ansx ¥ Amin son los autovalores mas grandes y mas pequenos de A respectivamente
y las |.| indican el médulo complejo.
En particular, las matrices simétricas son normales y debido a que una matriz definida
positiva (como vimos sucede en la seccién 3.2.3 con la matriz de interpolacién de las FBR

Gaussianas) es simétrica, resulta que dicho nimero de condiciéon puedo calcularlo como

>

K(A) = 22 (4.8)

)\mfn

debido a que todos sus autovalores son reales y positivos.
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A su vez, usando el teorema de Gershgorin en la matriz (4.3), puede verse que

n

Amae — Aiil <> A4l
=L

para todo i = 1,...,n. Por tanto,

Amaz SN MAx |Aij| =n max |o(|x; _Xj||,5)|-
t,j=1,...,n t,j=1,..,n

7”26

_2g2 . . .
Como nuestra p(r,e) = e es estrictamente definida positiva, se puede mostrar que estas

funciones son acotadas y ¢(x,¢) < ¢(0,¢) (consultar [1]). Por tanto Amsx esta acotado por
Amax < np(0,¢€). (4.9)

Es decir, es de orden O(n), siendo n la cantidad de centros de la interpolacion. Por tanto, si
n no es demasiado grande, el autovalor maximo se vuelve aceptable, especialmente cuando
la dimensién del problema, d, no es grande.

Para investigar la estabilidad numérica del SEL (4.4), se realizan perturbaciones en dicho
sistema. Schaback [79] analiz6 el condicionamiento de las matrices surgidas de interpola-
ciones con FBR con total generalidad y obtuvo una cota del error relativo en un anélisis
de estabilidad. Siguiendo este trabajo, en el cual se estudia las cotas del condicionamiento,
el error relativo de los coeficientes de dicho sistema para las FBR estrictamente definidas

positivas como las Gaussianas, se tiene la siguiente cota

[Ac]
lexl2

[AFll2 _ Amix [|AFl2

1AF]:
= k(A = .
T P W T8

(4.10)

Por tanto, el condicionamiento de este tipo de problema estd dado por k(A), donde la
estabilidad es dominada por Ay, en el caso de FBR que generen matrices definidas positivas.

Buhman [20], Wendland [21] y Fasshauer [1, 2] han hecho una revisén completa de teo-
remas con cotas del niimero de condicién para distribuciones de nodos regulares y dispersas.

En particular, en el caso de la FBR Gaussiana que depende del pardametro de forma ¢, la
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cota inferior para el Ay, viene dada por
Cye—10.71d*/(cg0)?

(\/qu@)d

: (4.11)

min =

donde go = %lgr;gl |xi —x;]|2 es conocida como la distancia de separacién entre los centros
datos y Cy es una constante que depende de la dimensién d (consultar [1]).

Por un lado, en el caso estacionario cuando se fija la cantidad de puntos n de la interpola-
cién o bien se fija h, mientras se hace e — 0, la cota inferior de Ay, crece exponencialmente
cuando la distancia de separacién decrece. Entonces, como k(A) depende del cociente entre
los autovalores maximo y minimo, siendo que el A\psx es de orden n, kK(A) también crece
exponencialmente. Incrementar € puede servir para mejorar el niimero de condicién, aunque
a expensas de pérdida de la exactitud.

Por otro lado, en el caso no estacionario para un parametro de forma fijo €, aumentando
la cantidad de puntos n de la interpolacién o bien disminuyendo h, vemos que el ntimero de
condicién crece exponencialmente con la distancia de separacion. Desde el punto de vista
préctico, si se agregan puntos sobre el dominio ) para mejorar la exactitud, el problema se
vuelve extremadamente mal condicionado.

La experimentacién numérica ha mostrado un salto cuantitativo significativo entre las
cotas de dichos teoremas y los érdenes encontrados para los niimeros de condicién. En gene-
ral se han encontrado comportamientos asintoticos cuando se estudia el condicionamiento
de las matrices de interpolaciéon para las distintas FBR y distribuciones de nodos sobre
dominios en distintas dimensiones.

Otro enfoque es el estudio del caso limite (¢ — 0) desde el punto de vista analitico.
Este enfoque es de particular interés y se han realizado grandes esfuerzos en mostrar la
convergencia analitica en estos casos en los trabajos [22, 23, 68, 80]. En [31] se realizan

estudios del caso limite del parametro de forma para las FBR Gaussianas y IMQ.
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4.1.5 Estabilidad computacional en interpolaciones

La estabilidad es un tema de investigacién cuando se interpola con FBR, incluso si la
inversibilidad de la matriz de interpolacién estd asegurada como el caso de las Gaussianas,
MQ, IMQ), IQ, entre otras. Como se dijo en la seccién anterior, cuando el pardmetro de
forma e tiende a cero, el error de interpolacién decrece hasta que se vuelve inestable para
valores bajos si se resuelven los sistemas surgidos de la interpolacién con FBR-Directo
[22, 21]. Esto se debe a que la matriz de interpolacién (4.3) se vuelve extremadamente
mal condicionada, los coeficientes de la expansién «; se vuelven grandes en magnitud y la
oscilacién numérica causa errores de cancelaciones. Suele decirse que las FBR constituyen
una base mal condicionada en un buen espacio de aproximacién.

Varios trabajos de experimentacién numérica han sido desarrollados sobre el estudio de
las FBR casi planas [30, 82, 83]. En [84] se hace un estudio de la MQ variando el pardmetro
de forma con distribuciones fijas de puntos usando precision aritmética arbitraria.

Fornberg y Zuev [35] estudiaron experimentalmente estos nimeros de condicién de la
matriz de interpolacion A con las FBR Gaussianas cuando el parametro de forma ¢ — 0,
mientras que Boyd y Gildersleeve [36] experimentaron numéricamente sobre el condiciona-
miento de esta matriz cuando la cantidad de puntos n — oo en grillas uniformes. En [85] se
mostraron la cantidad de autovalores en distintas dimensiones y distribuciones, algunas de

las cuales se reproducen en la Tabla 4.1

Nro. autovalores de  O(1) O(e?) O(e*) O(%) O(®)
Caso 2D 1 2 3 4 5
Caso 3D 1 3 6

Tabla 4.1: Caso de una distribucién no regular para GA (p(r) = e_(”)Q), MQ (¢(r) =
VI+(er)?), IMQ (o(r) = 1/y/T+ (er)?) y GIMQ (o(r) = 1/(1 + (er)?)).

Estos estudios basados en la experimentacién computacional muestran que si se utiliza
el FBR-Directo en la resolucién del SEL (4.4) existe un conflicto en la exactitutd posible y

la estabilidad numérica.
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Las cotas del error de la interpolacion para problemas usando FBR infinitamente dife-
renciables muestran que este error decrece exponencialmente cuando decrece la distancia
de separacién entre nodos para distribuciones que estan bien distribuidas sobre el dominio.
Pero esto dltimo implica que el nimero de condicién de la matriz de intepolacién crece
exponencialmente. Esto conlleva a inestabilidades numéricas que hacen imposible obtener
resultados exactos como las cotas tedricas de error.

Anidlogamente, si usamos el parametro de forma e para aumentar la exactitud segun la
cota del error de [37] entonces el nimero de condicién de A crece exponencialmente, dado
que las FBR se asemejan a una funcién constante y, por tanto, las filas y columnas de la
matriz se asemejan volviendo la matriz no inversible, aun cuando los centros de las FBR
estan distanciados.

Esto fue enunciado por Schaback en [24] como el principio de incertidumbre

= Para tener buena exactitud en la aproximacién necesitamos una distancia de llenado

h chica (h \,0) y/o un parametro de forma chico (g N\ 0).

= Para tener buen condicionamiento necesitamos una distancia minima de separacion

grande (go /" 00) y/o un pardmetro de forma grande (¢ * 00).

Ambas situaciones no pueden ocurrir simultdneamente. Es decir, en métodos de aproxima-
cién con FBR no podemos tener al mismo tiempo buena exactitud y buen condicionamiento.
En la Figura 1.2 del Cap. 1 se muestra la inestabilidad numérica producida en el com-
portamiento del error norma Ly en un problema de interpolacién global sobre un circulo con
FBR-Directo. Este principio ha derivado en que se busque un valor del pardmetro de forma
optimo, es decir aquel que obtenga la mejor exactitud mientras haya estabilidad numérica.
En [88] se estudia la eleccién del pardmetro de forma éptimo para la solucién de EDP.
Pero también, este principio de Schaback ha contribuido a una concepcién equivocada de
que el espacio de funciones con FBR no es bueno debido al mal condicionamiento, asumiendo
que la resolucién de los SEL generados deben resolverse en forma directa. Por eso, desde la
primer década del milenio, se han desarrollado distintas técnicas numéricas para estabilizar

el comportamiento del error en interpolaciones globales cuando € es chico.
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4.1.6 Desarrollo de métodos de estabilidad para FBR en interpolaciones

globales

Como mencionamos anteriormente, los nicleos de interpolacién con FBR Gaussianas
llevan a matrices A(e) muy mal condicionadas cuando € — 0, esto es, la base {6_52”"_’9’”2 :
j =1,...,n} se vuelve numéricamente linealmente dependiente, por lo tanto, numérica-
mente inestable limitando el uso de las Gaussianas. Sin embargo, estas FBR tienen tasa de
convergencia superespectral. La dependencia de la estabilidad de los valores del pardme-
tro de forma se ha estudiado sistematicamente en los trabajos de Driscoll y Fornberg [65],
Fornberg y Wright [25] y Larsson y Fornberg [23].

Al momento de escritura de esta tesis, en el caso de interpolaciones globales, existen
cuatro diferentes técnicas numeéricas para evitar el mal condicionamiento y ampliar el rango

de utilidad practica de € mejorando asi el error numérico. Estos son, en orden desde su

primer aparicién en la literatura cientifica, los siguientes:
» El método C-Padé [25]
» El método FBR-QR [26-29]
» El método Gauss-QR [29]
» El método FBR-GA [30)]
» El método FBR-RA [31]

La primera de estas herramientas fue desarrollada en [25, 69] para trabajar con MQ con
bajo parametro de forma asumiendo que € € C. Este enfoque fue llamado el método C-Padé
y se limitaba a un ntimero bajo de puntos en la interpolacién.

Una segunda herramienta surgida de una observaciéon del principio de incertidumbre
establecié que la base usual de FBR no es una buena base y que podia evitarse el mal
condicionamiento cambiando la base. Esta idea comenz6 a gestarse en los trabajos [20, 27,

], en los cuales se desarroll6 el método FBR-QR en casos especiales de problemas en la

esfera. Posteriormente, en [28] se presenté FBR-QR para problemas de interpolacién en 2D
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con expansiones de las Gaussianas. Finalmente, en [67] se present6 la extensién del FBR-QR
para problemas diferenciales.

En [90] se obtuvo aplicaciones del FBR-QR a problemas de Stefan a dos fases, en [91] se
introduce el FBR-QR en el método de soluciones fundamentales para PVC en EDP, en [92]
se lo aplica en soluciones numéricas de EDP fraccionarias dependientes de espacio-tiempo
y recientemente en [93] se aplica al cdlculo de la divergencia con FBR en el caso limite.

Otra interpretacion motivada del método FBR-QR fue realizada por Fasshauer y Mc-
Court en [29] usando expansiones de Hilbert-Schmidt (o de Mercer) de nicleo definidos
positivos como las FBR Gaussianas. Este nuevo algoritmo fue llamado Gauss-QR.

El método FBR-GA desarrollado en [30] fue otro algoritmo que evita el truncamiento
de series infinitas usando la implementacién computacional de la funcién Gamma.

Uno de los tltimos desarrollos, presentado por Fornberg y Wright en [31] para estabilizar
el error numérico de FBR casi planas, es el FBR-RA que utiliza una aproximacion racional
vectorizada como una mejora al algoritmo C-Padé.

Otros métodos de estabilidad se presentaron en [94], donde utilizan descomposicén en
valores singulares (DVS) ponderados, en [95], donde un nuevo enfoque de FBR chatas basado
el célculo numérico de series de Laurent de la inversa de la matriz de interpolacion, en [90],
donde presentan un nuevo método estable exacto basado en particién de la unidad usando
el teorema de Mercer, y en [97], en donde se propone un método estabilizado de DF-FBR,
para sobrellevar el problema de los MDF en mallas regulares utilizando un nicleo generado
con un hibrido de FBR Gaussianas y PR ctibicas.

Sin embargo, la aplicaciéon de estas técnicas en métodos locales integrales es un campo
abierto. Estos métodos de estabilidad abrieron nuevas posibilidades para métodos locales
integrales que no dependen de un mallado y que interpolan localmente con una base de
FBR que dependen del parametro de forma.

En la Figura 1.2 del Cap. 1 se ilustra el efecto de estabilizar con FBR-QR. el comporta-
miento del error en norma Lo en un problema de interpolaciéon sobre un circulo con nodos

distribuidos en el interior del mismo.
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4.2 Expansion de las FBR Gaussianas

La FBR Gaussiana ¢(r) = e~ centrada en xj, € R? es de la forma

or(x) = er(lx —xp) = e Ixxl? (4.12)

— 6—52(x—xk)T-(x—xk) — e—EQ(XT-x)e—EQ(X{-xk)ekQ(xT-xk)’ (4‘13)

donde solo el ultimo término depende de x y xj. Haciendo el desarrollo de Taylor de este

término resulta

3

(2¢%)
n!

o
27X Z (xT - xp)", Ve >0. (4.14)
n=0
En particular, en el caso d = 2 la FBR Gaussiana centrada en (zy,yx) es de la forma
br(z,y) = e~ @) o= (@ HUR) 2% (@i tyn) (4.15)
Expandiendo el ultimo factor dependiente de (x,y) v (x, yx) por Taylor

(2e*)"
n!

2 lamtym) = N (zxe +yy)", Ve >0. (4.16)
n=0

. , . _ 2202 2 .
Entonces, teniendo en cuenta el término e ¢ " +¥°)  tenemos que la FBR Gaussiana depende

de la base de funciones

R VR R N N N AR T N B (4.17)

Se puede ver que en este caso la cantidad de potencias del parametro de forma e con la

cantidad de monomios en su desarrollo como se muestra en la Tabla 4.2.

Cantidad de potencias de ¢ 0
1

2 4 6 8
Cantidad de monomios adicionales 2 3 4 5

Tabla 4.2: Relacion en el caso 2D de la cantidad de potencias de € y de monomios adicionales
en la expansion de FBR Gaussianas.
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Esta cantidad de mononios adicionales coincide ademas con la cantidad de autovalores
Aj de la matriz de interpolacién de las FBR Gaussianas para una distribucién no regular

que aparecen con orden €/ como se muestra en la Tabla 4.3.

Orden de ¢ O(1) 0% 0O(Y 0@E% 0D
Cantidad de autovalores 1 2 3 4 5

Tabla 4.3: Relacion en el caso 2D de la cantidad de autovalores y el orden del pardmetro de
forma ¢ en la matriz de interpolaciéon de FBR Gaussianas para una distribucién no regular.

Muchos monomios de la base (4.17) se vuelve linealmente dependientes cuando aumenta
el grado. Entonces, la Gaussiana se expresa en coordenadas polares ¢x(x,y, Tk, yp) —

Oy (r, 0,7k, 0;) quedando de la forma

2,2 2,2

G, 0,75, 1) = €= 77 L emTTE L 2T (4.18)

siendo ©1 = cos(f) cos(8) + sen(bx)sen(6).

Haciendo la expansién de Taylor del tltimo término de (4.18) resulta

B _e2p2 2,2 9 o1 1
k(10,7 0) = 207 o= {(g W) (30%) (4.19)
2
+  (e%rgr) <2 1|1' 2|0| —— 09 > (4.20)
11 1
4
+ E Tkr (52— 3'1'@ 4'—0'@4) (421)
+ (4.22)
1
+ 6 'f'k'l" 1 <§'—0| ) (423)
P (L —0 4.24
+ 6 Tk;’l" 2 '1' 3'0' 3 ( . )
11 1
5
+ E 7’].;;7’ (23— 4'1'@ WGS) (425)
+ (4.26)

siendo ©,,, = cos(mby) cos(mb) + sen(mby)sen(mb).
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Tenemos, entonces, la nueva base en polares

e~ ({1}, (4.27)

r{cos(0), sen(6)}, (4.28)

r2{1,cos(26), sen(26)}, (4.29)

r3{cos(8), sen(0), cos(30), sen(30)}, (4.30)

{1, cos(260), sen(26), cos(40), sen(46)}, (4.31)

r5{cos(f), sen(h), cos(30), sen(30), cos(50), sen(50)}, ... }. (4.32)

2.2 . .
€™ — 1 cuando € — 0 para un r fijo, entonces la nueva base se aproxima

El término e
a los monomios {1,r,72,73,74 15 ...}. Si bien esta expresién de la nueva base resuelve
el problema vinculado a e debido a que las funciones trigonométricas dan independencia
en la direccion de 6, surge el problema concentrado ahora en r y vinculado a que los
monomios de alto grado hacen nuevamente una base mal condicionada. Esto sucede porque
para potencias altas de rP, estos monomios se comportan muy similarmente y por tanto
una combinacién lineal de los mismos tiende a ser linealmente dependiente. Por ejemplo, si
tomamos r € (0,1), los valores de los monomios con grados altos serén casi nulos y difieren
en las cercanias de r = 1 por tanto estariamos usando funciones casi planas e iguales para
combinarlas linealmente, lo cual trae aparejado el problema del mal condicionamiento de la
seccién 4.1.3 cuando las FBR Gaussianas son casi planas para ¢ — 0 (ver Figura 4.1).

Los polinomios de Chebyshev ayudan a mejorar esta situacion como se muestra en el
desarrollo de [28]. Una base mds atractiva que los monomios de r se puede hallar usando
estos polinomios de Chebyshev T),(r) a partir de la relacién

J
P =S Ty (1), (433)
1=0
donde p € {0,1} y j € Ny (b; también dependen de j y p).
Entonces de la base en trigonométrica que teniamos en (4.27-4.32), excluyendo el término
—&2r2

e , resulta la Tabla 4.4 que muestra la relacién entre las potencias de € y la base de

potencias pares e impares de 7.
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Potencias ¢ Potencias pares r

0 0
et 72 r2{cos(20), sen(20)}

e® rd r*{cos(20), sen(20)}  r*{cos(40), sen(40)}

Potencias ¢ Potencias impares r

£? r'{cos(0), sen(0)}
gl r3{cos(0), sen(0)} r3{cos(30), sen(30)}

gld r3{cos(0), sen(6)} r®{cos(30), sen(30)} r®{cos(50), sen(50)}

Tabla 4.4: Relacién entre las potencias de € y la base de potencias pares e impares de 7.

Factorizando la menor potencia de r en cada columna anterior y usando los polinomios
de Chebyshev para convertir las demés potencias resulta la Tabla 4.5 que muestra la relacién

entre las potencias de ¢ y el nuevo conjunto de funciones base.

Potencias ¢ Potencias pares r

EO T()(T)
et To(r) r2To(r){cos(20), sen(260)}

8 Ty(r) 72Ty (r){cos(20), sen(20)}  riTy(r){cos(40), sen(46)}

Potencias ¢ Potencias impares r

g2 T (r){cos(0), sen(0)}
€8 Ts3(r){cos(0),sen(0)} r2Ty(r){cos(30), sen(30)}

gll Ts(r){cos(8),sen(8)} r2T3(r){cos(30),sen(30)} 71Ty (r){cos(50), sen(50)}
Tabla 4.5: Relacién entre las potencias de € y el nuevo conjunto de funciones base.

Encontramos, entonces, la nueva base de funciones

]}f‘;ﬁb(x) _ e 2m Tj—om(r) cos((2m +p)f), (2m +p) # 0, (4.34)
Tien(x) = e r? p2m Tj_om(r) sen((2m +p)d), (2m +p) #0, (4.35)
donde {T)j_2m(r)} son los polinomios de Chebyshev, j € Ny, 0 <m < [j/2], p=0si j par

y p =1 si j impar.
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La nueva expansion de la FBR Gaussiana es de la forma

oo [7/2]

Pl —xll) = D D djm cjm(xe) Tin(x) (4.36)

7=0 m=0
oo 13/2]
+ 3D dim sim(xk) Tin (%) (4.37)
j=0m=1-p
donde p =0si j es par y p =1 si j es impar. Los llamados factores de escala tienen orden
O(%) y son de la forma
e

9j—2m—1 (j+2;n+p)! (j—2£n—p)!

djm = (4.38)

donde p =0si j es par y p=1si j es impar y los coeficientes ¢y, s, de orden O(1) vienen

dados por
2.2
Cim(Xk) = bamgp tj—om €= % 75 cos((2m + p)Ox) 1Fa(jmi Bjmie'rh), (4.39)
g2, .
Sjm(Xk) = bomap tj—or ek 7‘;-“ sin((2m + p)6y) 1F2(aj7m;ﬁj7m;€4r,%), (4.40)

donde by =1, b; =2,Vj >0, to =1/2, t; =1,Vj > 0y (r%,0)) las coordenadas polares del

nodo xg. La funcién | F5 es la funcién hipergeométrica con parametros

j—2m+p+1
Qjom = "5

. j4+2m+p+2
/ijm: ]_2m+17 9 )
siendo 547’,% la variable de dicha funcién.
La Figura 4.2 muestra cuatro niveles de funciones de expansion usadas para generar

150, v Tpon(x) para un pardmetro de forma chico (€=0.1). En la misma se puede observar

la independencia lineal entre la nueva base de funciones.
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Figura 4.2: Algunas expansiones de las funciones (4.34) y (4.35) usadas para representar las
FBR Gaussianas cuando e= 0.1.
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4.2.1 Forma matricial de FBR-QR en 2D

Matricialmente, la base de FBR Gaussianas ®(x) = [¢1(x), ¢2(X), ..., dn(x)]" viene
dada por

¢(x) = C.D.T(x), (4.41)

R*® contiene

donde C € R™™* contiene los coeficientes de la expansién ¢, ¥ sjm, D €
los factores de escala dj,;, y T(x) contiene las funciones 7700 (x) y ;77 (x) expresadas con

polinomios de Chebyshev. Esto es,

T5e' (%)
_ _ ~ _ Tc7os (X)
¢1 (X) . . v . Ho
i) - TPE (%)
X . Cim .-
=T dim 755 (<) (142
. Sjm
T55° (%)
L o) || ]
155" (%)

donde habré que truncar el indice j para algin jn.. en la implementacién numeérica.

En [27] se establecieron criterios de truncamiento para el calculo eficiente de jpq, de
modo de asegurar que la nueva base sea obtenida en precisién maquina (16 cifras significa-
tivas). A su vez, la formula presentada en [23] establece un dependencia entre el nimero M

de columnas de la matriz C y el indice j,4, como

Jmaz +d
M =

siendo d la dimensién del problema. Los algoritmos de implementacién puede consultarse en
el apéndice de este ultimo trabajo donde también se muestran resultados sobre la variacion
del ntimero M como funcién de la cantidad de funciones n de la base y del parametro de

forma e estableciendo la validez numérica de la eleccién de dicho jpaz-
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Haciendo, entonces, la factorizacién matricial QR, C = QR € R**Jmaz con Q € R™*"

unitaria y R € R™*Jmaz triangular superior, tenemos

b(x) = C.D.T(x) (4.43)
— QRD.T(x) (4.44)
D; O
= Q[R1 | Rz T(x) (4.45)
O Dy
= Q[R1D; | R2D2] T(x), (4.46)

donde Ry € R™" es triangular superior, Ry € R™*/maz un bloque matricial, D; € R™" y
Dy € RImae*" gon submatrices diagonales, y T(x) es el vector de j,q. funciones T (%) y
T55 (%)-
Premultiplicando por D7*R;*QT a la vieja base ®(x) de la ecuacién (4.46) resulta
D;'R;'QTe(x) = [I|Di'Ri'R2D: | T(x) (4.47)

= [1 | R] T(x), (4.48)

donde R = DIIRI_ 1R, D, se conoce como matriz de correccién y solo contiene las potencias

no-negativas de ¢ debido al ordenamiento de sus factores de escala (4.38).

Entonces, la nueva base W(x) = [1h1(x),¥2(X), . .., ¥ (x)]" resulta
0.0 (%)
TYE (x)
P1(x) Tyg' (%)
Po(x Ticos (x
U(x) = 2() = [1IR] 6 () (4.49)
T55°(x)
| Un(x) | T57"(x)
Para interpolar en los puntos de x1, .. .,X,;, € R% tenemos que resolver el sistema lineal
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BX =f para A = [\q,... ,)\m]T, siendo f dato. Trasponiendo lo anterior tenemos

B = [U(x))...¥(xn)]" (4.50)
I

= [T(x1)...T(xm)]" | _ (4.51)
RT

= T{ +TiR". (4.52)

Finalmente, evaluamos la aproximante Pf(x,¢e) como

Pi(x,e) = U(x)TA. (4.53)

4.3 El MILDF estabilizado

El objetivo de un algoritmo estable de FBR consiste en poder evaluar las interpolantes
de forma que se mantengan bien condicionadas numéricamente, aun en el caso de que el
pardmetro de forma tienda a cero. En nuestro caso consideramos las FBR Gaussianas (GA)
o(r,e) = e=(re)? para las interpolaciones locales del campo u y del término no homogéneo
b. Seguiremos las ideas soslayadas en el método de FBR-QR de forma que en el caso limite
cuando ¢ — 0 podamos sustituir la base de las FBR Gaussianas mal condicionadas {¢;}
por otra bien condicionada que expanda exactamente el mismo espacio de funciones. Esto
es posible de hacer sin que involucre cancelaciones numéricas [27, 28].

Para evitar el mal condicionamiento que se presenta con las interpolaciones locales de

u y de la densidad b, cambiamos las bases tal como fue desarrollado en [28] para 2D.

4.3.1 Formulacion del MILDF estabilizado

El proposito del algoritmo FBR-QR es usar una mejor base de funciones basados en
la expansién de las FBR Gaussianas y la condiciéon de conteo presentados en la secciéon
anterior. Estas expansiones son conocidas explicitamente solo para las Gaussianas y las
FBR de Bessel. Encontrar expansiones alternativas para las cuales la condicién de conteo
valga para otras distribuciones de puntos y dimensiones no es un problema trivial [28] y

excede los objetivos de esta tesis.
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El aporte de esta tesis es el uso de una técnica de estabilidad como FBR-QR para
calcular las interpolantes con FBR de forma estable en un método local integral para la
soluciéon numérica de PVC.

En nuestra nueva formulaciéon del MILFD en vez de tomar como base las FBR Gaussia-
nas que dependen del parametro de forma ¢, el campo u ahora es calculado numéricamente
con la nueva base {1;}7_; con centros {x;}_; que forman el esténcil ©; solapado sobre

cada subregién de integracién €2; y su correspodiente frontera I';,
n
X) R Y Wtk (%) . (4.54)
k=1

Sin pérdida de generalidad, suponemos que también el término no homogéneo b es interpo-
lado usando la misma base con los mismos centros como en la ecuaciéon (3.61)
n
b > At (%), (4.55)
k=1
donde los nuevos coeficientes {y;}7_; ¥y {A\}}_1, son expresados en términos de los valores
nodales del vector u y los datos en la frontera g(uy).

Obtenemos, entonces, de (3.59) la siguiente formulacién integral local

Zw{/@x&% dF} Zij {/ G(x, )9, (x )dQ}
+ [ Gx€)f(x) 0 (4.56)

donde la base {1/1] _, que depende de la expansién de las funciones que son las combinacio-
nes de potencias polinémicas, polinomios de Chebyshev y funciones trigonométricas vistas
en la seccién anterior. Para simplificar la notaciéon usada en la seccién anterior llamaremos

a esta base {Vj}p>1.
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4.3.2 Expresion matricial discretizada del MILDF estabilizado

En forma matricial, esta nueva base {1;} viene dada de la siguiente manera

[ (x) | [ oi(x) | ) |
7/)2.(7() — Dl—lRl—lQT 902:(X) ~ {In | f{} V2(X) . (4.57)
L P () | i Pn(x) i L Vin(x) i

Estas fueron truncadas en cierto j.. = m > n basados en el tamano del desarrollo. Los
criterios para un truncamiento eficiente de este indice fueron establecidos en la seccién 4.2.1.
La matriz Q € R"*"™ es ortogonal, R € R"*™ es triangular superior y I,, € R™"*",

La matriz R se particiona como [R;|Rg|, donde R; es triangular superior y contiene
las primeras n columnas de R, mientras que Ry es un bloque de orden n x (m — n).
Consecuentemente, la matriz de escalamiento D se particiona en Dy, un bloque diagonal
n X n'y en Dg, otro bloque de orden (m —n) x (m — n).

La matriz de correcién se define como R = D 'R 'RyDy, la cual contiene las potencias
no-negativas de € debido al ordenamiento de los coeficientes de escala que generan matrices
de interpolacién locales mejor condicionadas.

Similarmente al MILFD presentado en la secciéon 3.3.1, tenemos la matriz de inter-
polacién para u y el término b. Estas matrices pueden obtenerse usando la nueva base.
Denotaremos a estas nuevas matrices como B; y B; cuando la colocacién de (4.56) sea en
el nodo x; de la discretizacion del dominio.

Para esténciles internos, estas matrices seran iguales y de la forma (pr)jk = Yi(x;)

para j,k = 1,...,n. Transponiendo la ecuacién (4.57), obtenemos la nueva matriz

n

B,=V| |, (4.58)
RT

donde la matriz V tiene elementos v, = Vj(x;).

Para las FBR Gaussianas, la matriz de interpolacion es siempre invertible para distintos

distribuciones de nodos [1, 3], sin embargo, esta propiedad no se traslada automaticamente
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a las bases generadas por el FBR-QR. Para que el cambio de bases sea valido, necesitamos
que la matriz Ry de (4.57) sea invertible. Esto es posible si las primeras n columnas de la
matriz de coeficientes C son linealmente independientes. En [67], los autores implementaron
una estrategia selectiva de pivoteo en el algoritmo FBR-QR para superar el aspecto de la
dependencia lineal o de las columnas nulas de C. Esta estrategia de pivoteo permite obtener
un algoritmo estable y en determinados casos permite obtener el caso limite para las FBR
Gaussianas cuando € — 0.

La matriz B;, correspondiente a los esténciles fronteras, se define de acuerdo a las con-
diciones de contorno del problema. Para nodos con condiciones de Dirichlet, la nueva base
es evaluada como B!, y para nodos con condiciones de Neumann es necesario calcular las
derivadas parciales de la nueva base.

De la ecuacion (4.57) podemos observar que las funciones {1} dependen linealmente de
la expansién de las funciones {Vj }, por tanto, las derivadas parciales de un operador lineal

B puede calcularse de la siguiente manera

[ Bui(x) | [ BVI(x) |
Bakx) | (LR Blalx) (4.59)
| Bin(x) | | BVin(x) |

La matriz local matriz de interpolaciéon B’ para los esténciles frontera se compone de

dos bloques

Bi
Bi=| ' |, (4.60)
By

donde el bloque Bfl} tiene coeficientes (Bflz)j’f = 1r(x;) para j =1,...,n; (nodos interiores)
y k=1,...,n (nodos frontera), y de otro bloque B%w con coeficientes (B%df)j’f = B (x;)
para j =n; +1,...,ny k = 1,...,n. Las derivadas parciales para los nodos en el con-
torno correspodiente a las condiciones de Neumann fueron evaluados a través del cédigo

de MATLAB RBF_QR diffmat 2D del sitio de E. Larsson [98]. La férmula exactas para el
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célculo simbolico de las derivadas de las funciones {V} } figuran en el apéndice de ese trabajo.
Las ecuaciones (4.55) y (4.56) se reescriben en tefminos de los nuevos coeficientes de
interpolacién

A=B;'d; (4.61)

o =B (f+B; B 'd:), (4.62)
donde (Bj )i = b (1; (xx), Ve; (xx)) para j.k =1,...,n.

La ecuaciéon discretizada de esta nueva formulacién ahora toma la forma

wi =y lin+ O Ml + fis (4.63)
k=1 k=1

donde fi, Lir y lNZk son de la forma

lij = /F Q (x,x;) ¥j (x) dl'x, (4.64a)
I = /Q G (i) vy (%) (4.64b)
fi = / G (x,%;) f (x) dQx. (4.64c)

7
Estas integrales de contorno y dominio son calculadas numéricamente con cuadraturas.
Similarmente a la ecuacién (3.76), obtenemos una forma matricial para el campo des-

conocido u en cada nodo interno como

w = (B +17B;'B; B ') d; + fi, (4.65)
donde los vectores columnas son ; = [..., L, .. .]T yL =1.. ity - J7.

Para evitar la evaluaciéon de las matrices llenas inversas B; Ly ]§Z_ ! seguimos el mismo
procedimiento algoritmico presentado en la seccién 3.3.3.

Este método fue presentado en [32] como el Método Integral Local Estabilizado de
Frontera y Dominio (MILFD-Est), el cual tiene dos ventajas principales comparado con el
MRD-RL: el esquema de interpolacién local es estable para valores chicos de € y no hay

necesidad de usar la solucién particular a las bases {1} } como en el MRD.
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Capitulo 5
RESULTADOS NUMERICOS

En este capitulo presentamos resultados numéricos calculados con el MILFD y el MILF-
D-Est para PVC de diferentes EDP tipo elipticas. La precision y la eficiencia de este méto-
do es observado a través del desempeno numérico en diversos ejemplos. Los mismos estan
ordenados en las siguientes tres secciones: ecuaciones de Poisson, ecuaciones de conveccion-
difusién y ecuaciones elipticas. En la primer secciéon estudiamos tres ecuaciones de Poisson
en 2D: una con condiciones de frontera mixtas sobre un dominio cuadrado, otra con condicio-
nes de Dirichlet también sobre un cuadrado y una tercera con condiciones de Dirichlet sobre
un dominio circular. En la segunda seccién estudiamos ecuaciones de conveccion-difusién
1D y 2D con condiciones de borde mixtas: la primera es un caso conocido y estudiado en
la literatura cientifica, y la segunda es el caso de la capa limite térmica termal estacionaria

sin solucién analitica.
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5.1 Objetivos

El objetivo de este capitulo es mostrar la buena performance de la exactitud numérica en
la aproximacién de soluciones del método MILFD-Est en distintos problemas diferenciales
sobre diversos dominios. Ademaés, se realizaron comparaciones con resultados publicados en
[15, 37, 99] para las mismas ecuaciones obteniéndose mejoras a los resultados reportados.

Los resultados numéricos obtenidos fueron comparados con sus correspodientes solucio-
nes exactas en los casos conocidos. Los distintos errores reportados en el trabajo de esta
tesis son el error norma Ly (Error-Ls), el error norma Ly porcentual (Error-Lo %) y el error

cuadratico medio (ECM):

N exac _ ,,aprox 2
Error-Ly = 1212?;; ( ex::)Q ) , (5.1)
i=1\U;

N exact _ , Gpror\2
Error-Lo % = Ziz1 (1;\? ul2 ) 100 %, (5.2)
)

2

i i
\/ Y (g — )
N 7

ECM = (5.3)

exac
3

donde uf*? es el valor en el nodo x; de la solucién exacta y u;” °* es el valor correspodiente
de la aproximacion. También fue estudiado el error norma L, pero no fue reportado.

Los resultados numéricos fueron estudiados sobre distintas distribuciones de nodos sobre
el dominio y la frontera, esto es, uniformes, de tipo Halton, cuasi-uniforme y distribucién
dispersa repelente. Una disquisicion sobre las distribuciones de los nodos se presenta en la
seccion 5.2 sobre discretizaciones del dominio.

En algunos casos, también fueron comparados tiempos computacionales para evaluar
la eficiencia de un método local integral al introducir una técnica de estabilidad numérica
cuando se interpola localmente con FBR.

Las implementaciones y los experimentos numéricos fueron realizados usando el software

de célculo numérico MATLAB en una PC con 7,5 GB de RAM y un procesador AMD
Phenom (tm) IT X6 1090T corriendo a 804 MHz.
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5.2 Discretizacion del dominio

Tradicionalmente, las discretizaciones para EDP se basan en mallas estructuradas. Sin
embargo, de los métodos locales integrales, el MILFD en particular es considerado un méto-
do sin malla en el que la discretizacién del dominio §2 estd basada en las distintas distribu-
ciones de nodos sobre este, por tanto, no son necesarias las relaciones de conectividad entre
nodos o elementos, como en el caso de MEF.

Los métodos conocidos en la literatura sobre distribuciones de nodos se clasifican en dos
grandes categorias: los métodos iterativos generados a partir de un algoritmo recursivo de
forma de llenar el dominio, y los métodos de avance, que comienzan con una distribucién
de nodos sobre la frontera I' y van avanzando hasta llenar el domino.

Los algoritmos usados en esta tesis para generar distribuciones de nodos son de ambas
categords mencionadas anteriormente, en particular, en casos 2D donde fueron implementa-
dos en MATLAB a partir de algoritmos propios o modificaciones de algoritmos existentes.
Por otra parte, no se modificaron las implementaciones para realizar una variacién de la
densidad de nodos en distintas partes del dominio para mejorar la efectividad, dado que
esto excedia los objetivos de esta tesis. Otras opciones para crear distribuciones de nodos
2D pueden encontrarse en [100] y sobre adaptividad de los mismos en la solucién numérica
con FBR de problemas de Poisson con condiciones de Dirichlet en [101].

En esta tesis, los dominios rectangulares fueron discretizados generando nodos de tipo:
= Distribuciones uniformes.

» Distribuciones de tipo Halton [102].

» Distribuciones cuasi-uniformes [36].

» Distribuciones de tipo repelente [37].

En la Figura 5.1 se muestran ejemplos de distribuciones de nodos uniformes, de tipo
2
Halton y cuasi-uniformes para el cuadrado 2 = {—%, %} . A continuacién, desarrollamos

brevemente algunos de estos tipos de distribuciones.
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Figura 5.1: Discretizaciones del dominio usando diferentes distribuciones de nodos. Unifor-
me: N = 400 nodos interiores + 84 nodos frontera. De tipo Halton: N = 400 nodos interiores
+ 80 nodos frontera. Cuasi-uniformes: N = 401 nodos interiores 4+ 76 nodos frontera.

5.2.1 Distribuciones de tipo Halton

La construccién de los puntos Halton [102] estd basada en un método iterativo deter-
ministico. Estos nodos son creados a partir de la sucesiéon de van der Corput tomando un
nimero primo como su base y generando puntos bien distribuidos en el intervalo (0,1).
Para generar los puntos de Halton en el cuadrado (0,1)?, creamos cada coordenada con un
ntmero primo base distinto. Luego, se traslada y se escala al dominio rectangular de R?
mediante una transformacion lineal. Los nodos distribuidos en los contornos de la frontera
también se generaron como puntos de Halton pero de una dimension.

Estas distribuciones se usaron en las EDP de las secciones 5.4.2 y 5.4.3 para abordar
problemas de Poisson con condiciones mixtas y de Dirichlet, respectivamente. También su
usaron en la ecuacién de conveccion-difusion de la seccion 5.5.1. En el Apéndice B se puede

consultar las cantidades de nodos utilizadas en cada caso.

5.2.2 Distribuciones cuasi-uniformes

Las distribuciones cuasi-uniformes fueron desarrolladas por Fornberg y Flyer en [30]
para 2D. Estas distribuciones fueron creadas con un método de avance que genera un
conjunto de nodos a partir de una funcién de densidad que comienza desde la frontera

hacia el interior del dominio.
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Estas distribuciones se usaron en las EDP de las secciones 5.4.2, 5.4.3, 5.5.1 y 5.5.2. En
el Apéndice B se pueden consultar las cantidad de nodos utilizados en cada caso, tanto en

el interior como en la frontera de cada dominio.

5.2.3 Distribuciones repelentes

El dominio circular fue discretizado usando el algoritmo repelente citado anteriormente.
El propésito de este algoritmo es incrustar el circulo en un cuadrado 2D y discretizarlo
usando nodos estructurados equiespaciados con un determinado espaciamiento h e ir des-
cartando aquellos nodos que estén a determinada distancia de la frontera circular. Luego se
va aplicando a cada nodo interior un desplazamiento ligeramente aleatorio en la direcciéon
de una fuerza de repulsién dada por F(z,y) = Y7, HITFTZB’ donde ¥; = (v — zj,y — y;) y nes
el nimero de nodos cercanos al i-ésimo nodo (x;,y;). La frontera 92 se discretiza con una

cantidad fijada de nodos equiespaciados. Estas distribuciones se usaron en la secciéon 5.5.1.

Figura 5.2: Diferentes tipos de esténciles: subregién de integracion (circulo verde), punto de
colocacién (asterisco), punto interior (rojo) y nodo frontera (azul).
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Para la construccién de los esténciles locales, definimos para cada dominio una region
fija cercana a la frontera donde, si el punto de evaluacion del punto de colocacién es ubicado
dentro de esta region, el esténcil local ©; encierra n; nodos interiores y ny nodos sobre la
frontera. En el otro caso, el esténcil solo encierra nodos interiores. Ejemplos de diferentes
tipos de esténciles dependiendo de su posicién se muestran en la Figura 5.2. Los resultados
numéricos de las subsecciones 5.4.1, 5.4.2, 5.4.3, 5.5.1 y 5.5.2 fueron corridos con una canti-
dad fija de esténciles de n = 25 mientras que los ejemplos de las subsecciones 5.4.4 y 5.6.1,

se consideraron estudios sobre la cantidad de esténciles, que varian entre 10 y 100 nodos.

5.3 Implementaciéon numérica para el MILFD-Est

En esta secciéon explicamos paso por paso el procedimiento algoritmico para resolver
numéricamente un PVC con su correspodiente EDP y condiciones de borde usando el es-

quema del MILFD-Est. Los pasos de la implementacion pueden describirse como:
1. Discretizacién del dominio y de su frontera del PVC.
2. Construccion de los esténciles locales.
3. Definicién de las subregiones de integracién.
4. Calculo por cuadraturas de las integrales de frontera y dominio.
5. Resolucion de los SEL locales provenientes de las interpolaciones con FBR.
6. Resolucion del sistema lineal ensamblado.

7. Reconstruccion de la solucién aproximada.

Discretizacién del dominio y de su frontera del PVC

El MILFD-Est es un método local sin malla con el cual, a partir de la discretizacién
uniforme o dispersa del dominio §2 (denominaremos ©) con N nodos interiores y Ny, nodos
en la frontera I', se obtienen matrices locales de interpolacién llenas de dimensién menor n

depediente del tamano de los esténciles locales. El procedimiento algoritminco presentado
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en la seccion 3.3.3 establece los 2N SEL a resolver numéricamente. La resolucién numérica
de cada uno de estos sistemas permite armar una ecuacién de un solo sistema més grande
de tamafio N x N con una matriz rala a resolver.

El primer paso en un método sin malla es crear los nodos internos del dominio compu-
tacional. En la seccién anterior se describen algunas de las discretizaciones creadas haciendo
algunos arreglos matematicos en dominios 2D. No obstante, un método sin mallado trabaja

bien con cualquier distribucién random o manual por el usuario.

Construccion de los esténciles locales

Como el MILFD-Est es un esquema sin malla, el siguiente paso es definir una estrategia
para seleccionar un nimero finito de puntos para conformar los esténciles ©; de cada nodo
interior. Estos nodos seran los centros de las FBR elegidas para las interpolaciones locales.
En esta tesis usamos dos alternativas para definir la cercania a la frontera. Por un lado,
en los dominios poligonales definimos una banda cercana a la frontera para la seleccién de
nodos frontera segtin una cantidad de nodos frontera fija a elegir. Por otro, se utiliz6 la

estrategia de usar el criterio de los puntos més cercanos al punto de colocacién.

Definicién de las subregiones de integracién

Para calcular las integrales de frontera y dominio es necesario definir la subregion de
integracién I';. En esta tesis usamos la FGD definida sobre un circulo de radio inversamente
proporcional a la cantidad de puntos internos del dominio. Una vez definida la ecuacién
discretizada del MILFD-Est, es necesario calcular numéricamente por cuadraturas las inte-
grales de frontera y dominio.

Dos posibles esquemas de integraciéon numérica para realizar este cdlculo son la regla
del trapecio y la cuadratura de Gauss-Legendre. En esta tesis se opto por esta tltima. En el
Apéndice A mostramos la relacion existente entre la integracién numérica de las integrales

de frontera y dominio y la exactitud del error para el MILFD y el MILFD-Est.
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Resolucion de los SEL locales

Una vez generadas las matrices de interpolacién locales de dimension depediente de la
cantidad de puntos de los esténciles locales, se utilizé el procedimiento algoritmico pre-
sentado en la seccién 3.3.3 para resolver estos SEL. El reemplazo de la buena base con
FBR Gaussianas por la base generada por las combinaciones de funciones de Chebyshev y
trigonométricas del FBR-QR para valores bajos del parametro de forma mejora el condi-
cionamiento y, por tanto, su resoluciéon numérica.

Los sistemas lineales planteados en la seccién 3.3.3 son pequenos, llenos y mejor condi-
cionados, por tanto su resolucién numérica se realiza con métodos directos para SEL. Estos
solvers aprovechan las ventajas de simetrias en los problemas usando el solver adecuado
segin la matriz de coeficientes a resolver para minimizar el tiempo computacional (LU sol-
ver, LDL solver, Cholesky solver). En el caso que estas sean hermitianas definidas positivas,

se resuelvan por el método de Cholesky.

Resolucion del sistema lineal ensamblado

El sistema lineal ensamblado se resolvié usando el método iterativo de tipo Krylov
llamado generalized minimal residual (GMRES) (conocido en espanol como método residual
minimo generalizado) con y sin técnicas de precondicionamiento. Este método aproxima el
vector soluciéon en un subespacio de Krylov con residuo minimio y usando la iteracién de
Arnoldi. La tolerancia para este esquema residual fue seteada en 1 x 1079, el vector inicial
ones(N, 1), la dimensién del espacio de buisqueda | N/10] y el méximo ntimero de iteraciones
igual a N, siendo N la cantidad de nodos internos del dominio. Para mayores detalles de
este método consultar [13]. En esta tesis no se utilizaron técnicas de reordenamiento de la
matriz de ensamblado dispersa como el algoritmo de Cuthill-McKee.

El MILFD-Est recorre cada uno de los nodos interiores x; de la discretizacién del dominio
y para cada punto usamos la ecuacién (4.65) en términos de los valores desconocidos u; =
u(x;) y los valores u; = u(x;), donde x; pertenece al esténcil local de interpolacion ©;.

La i-ésima ecuacién del SEL ensamblado y disperso se calcula haciendo el procedimiento

100



similar al presentado en la seccién 3.3.3. Los elementos del vector z correspondientes a los
valores desconocidos u; que forman parte de los elementos del vector d; son parte de la
matriz dispersa, mientras que los elementos restantes de z junto con la data de frontera
g(x;) (también elementos del vector d;) son usados para calcular la i-ésima entrada del
lado derecho del sistema ensamblado.

En la Figura 5.3 mostramos el patrén de esparcidad para la ecuacién unidimensional de
conveccién-difusién tratada en esta tesis usando una distribucién de nodos uniformes con
N = 2000 puntos interiores y un esténcil de tamafio n = 25. En cada fila se tiene poca
cantidad de coeficientes no nulos (en azul) mientras que una gran cantidad de coeficientes
nulos (en blanco) por fila dan la caracteristica de una estructura de matriz dispersa. A su
vez, la construccion de esta matriz iterativamente y su ensamblado, le dan estructura de
matriz en banda. En este caso, la cantidad de elementos no nulos es nz = 50000, apenas el

1.25% de la cantidad de coeficientes totales de la matriz ensamblada.
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Figura 5.3: Patréon de esparcidad de la matriz ensamblada del problema 1D de la ecuacién
de conveccion-difusion.
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Precondicionamiento de la matriz de ensamblado

Para resolver el sistema lineal ensamblado también se testeé el método de GMRES
con precondicionamiento directo e inverso [13, 14]. Se precondicioné este sistema (3.86)
mediante una premultiplicacién o posmultiplicacién por una matriz no singular N llamada
precondicionador, transformandolo en un sistema equivalente mejor condicionado para que
el esquema iterativo converja con mayor rapidez. Se implementaron precondicionadores de
tipo directo (N ~ M) y de tipo inverso (N ~ M™1!).

Entre las técnicas de precondicionamiento directo, se utilizé un precondicionador en
banda debido al patrén de esparcidad de la matriz de ensamblado. También, se testearon
las técnicas de Factorizacion LU Incompleta (ILU) (del inglés, incomplete LU factorization
preconditioner), con y sin llenado. Entre las técnicas de precondicionamiento inverso, se
utilizaron las técnicas de aproximacién dispersa de la inversa (SPAI) (del inglés, sparse
approximate inverse preconditioner) y aproximacién factorizada de la inversa (AINV) (del
inglés, approximate inverse preconditioner).

En [33] se mostraron las tasas de convergencia, condicionamiento y tiempos compu-
tacionales de estas técnicas de precondicionamiento aplicados al MRD-RL. Los resultados
mostraron que si bien cuando las técnicas de precondicionamiento implementadas permitie-
ron resolver el sistema ensamblado alcanzando la tolerancia deseada, los errores numéricos

totales del método integral local no mejoraban.

5.4 Resoluciéon numérica de EDP tipo Laplace y Poisson con
el MILFD-Est

En esta seccién mostramos los resultados numéricos en distintos problemas de valores
de contorno de Laplace y Poisson con distintas condiciones de borde en 2D. En las expe-
rimentaciones abordamos primeramente una EDP de Laplace con condiciones de borde de
Dirichlet y problemas de Poisson con condiciones mixtas de Dirichlet y de Neumann. El
dominio es cuadrangular o bien el circulo unitario con distintos tipo de distribuciones de

nodos como uniformes, de tipo Halton, cuasi-uniformes y repelentes en su interior y frontera.
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5.4.1 EDP de Laplace y Poisson en casos simples

Consideramos PVC en 2D sobre el dominio €2 = {—%, %} X [—%, %]
Au(z,y) = b(z,y),
u(a:,y) = Uo (‘Tay)

Se testearon casos de Laplace y Poisson con condiciones de borde de Dirichlet en I' = 9f).

Los casos estudiados fueron con fuente b =0, b = cte. #0 y b = b(x).

» Au(z,y) = 0. Exacta: u(z,y) = 10z — %y

» Au(z,y) = 4. Exacta: u(x,y) = 22 + 2.

= Au(z,y) = —2?. Exacta: u(z,y) = — 55 (5022 — 8y? + 33,6) (% + 9% - 1).

En la Figura 5.4 se muestran las soluciones exactas de cada uno de estos casos. Las con-
diciones de borde vienen dadas por las soluciones exactas en cada caso. Las distribuciones

sobre el dominio usadas fueron de puntos uniformes y tipo Halton con N = 400, 900, 1600.

Au(z,y) = b (const.)

77

\ 7
\\\“2‘0&0« Sowyrs4
\\3‘\“&:’;”,’ .

Figura 5.4: Soluciones exactas.

Se estudio6 la performance del MILFD usando FBR Gaussianas y del MILFD-Est para
analizar la estabilidad numérica del error total utilizando un rango bajo del pardmetro de
forma € € (0,3). También comparamos los resultados usando con el MRD-RL o su versién
con el esquema local de FBR-QR que denominamos MRDRL-QR. Los resultados muestran

la mejora lograda del MILFD-Est en estos casos simples.
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Para obtener estos valores del error en los casos del MILFD, MRD-RL y MRDRL-QR
no se utilizaron algoritmos de optimizacién del pardmetro de forma e de la FBR Gaussiana.
Algunas estrategias para encontrar el parametro éptimo pueden consultarse en el libro
de Fasshauer [1], como por ejemplo la herramienta estadistica de validacién cruzada (del
inglés, leave-one-out cross validation (LOOCV)) presentada en [103] para interpolaciones.
Posteriormente, en [33] se estudia un criterio de eleccién de pardmetros de forma éptimos
para la resoluciéon numérica de EDP con métodos espectrales que utilizan FBR. En esta tesis
usamos la estrategia mas simple debido a que en la mayoria de los casos testeados conocemos
la solucién exacta. Es decir, repetimos una serie de exprimentos numeéricos variando el
parametro de forma y elegimos aquel para el cual se obtiene el mejor error. Esta forma de
prueba y error si bien nos permite encontrar el menor error numérico en cada caso tiene la
desventaja de necesitar de varias corridas del método hasta alcanzarla. Volveremos sobre

este punto mas adelante cuando hablemos de tiempos computacionales.

100+
Au=0

3 105 ] N | MRD-RL MILFD-Est
2 o 400 | 7.33E-07  5.95E-14
= 900 | 5.42E-07  7.77E-14
10710 —e—MRD-RL Halton 1 1600 | 4.90E-07 6.98E-14

MRDRL-QR Uniforme

+MILFD'ESt Halto? Tabla 5.1: Error-Ls en Laplace

0 0.5 1 15 2 2.5 3
g

Figura 5.5: Error-Lo para N = 1600 (b = 0).

para distribuciones de tipo Halton.

En la Figura 5.5 se observa que cuando se resuelve este problema de Laplace con el
MRD-RL sin estabilizar, este no resulta estable para valores del pardmetro de forma cuando
e — 0 (linea azul). La estabilidad del error es lograda en valores de ¢ < 2 para la versién

de MRD-RL con el método de FBR-QR (notada como MRDRL-QR) en una distribucién
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uniforme (linea cian) y para el MILFD-Est en una de tipo Halton (linea roja) con N = 1600
puntos internos del dominio. Los mejores los errores se presentan para este ultimo método
cuando la técnica de estabilidad FBR-QR se aplica localmente. La Tabla 5.1 recoge los
mejores resultados en cada caso de N = 400,900, 1600 del Error-L, para puntos de Halton

014 casi

del MILFD-Est (columna derecha), los cuales alcanzan errores del orden 1 x 1
del orden epsilon maquina en MATLAB. Estos resultados son comparados con el MRD-RL
(columna izquierda) usando FBR Gaussianas en la interpolacién local del término u (en
este caso b = 0), siendo en este caso siete 6rdenes mayores. Estos resultados reportados

en la tabla son para el valor del pardmetro de forma que tiene el mejor error numérico

(denotamos eqpt)-

N Au = cte.
‘j N MRD-RL MRDRL-QR  MILFD-Est
g 400 1.73E-06 5.16E-07 2.53E-08
M T 900 8.66E-07 8.87E-08 2.55E-08
1010 | —e—MRD-RL Halton | 1600 | 2.63E-07 2.10E-07 5.92E-09
MRDRL-QR Halton
—&— MILFD-Est Uniforme
—v— MILFD-Est Halton Tabla 5.2: Error-Ly en Poisson para
0 05 1 15 2 25 3 distribuciones de tipo Halton.
1S

Figura 5.6: Error-Lg para N = 1600 (b = cte.).

En la Figura 5.6 se observa un comportamiento similiar de estabilidad del error numérico
para el MILFD-Est sobre una distribucién uniforme y dispersa tipo Halton con N = 1600
(lineas magenta y roja respectivamente). El método MRD-RL (linea azul) se desestabiliza
a partir de valores menores a ¢ = 1.7, mientras que la versién del MRD-RL con FBR-QR
(MRDRL-QR) también se desestabiliza desde el mismo valor (linea cian). En la Tabla 5.2
se muestra, ademas, que el MILFD-Est supera en un érden de magnitud al MRD-RL para
N = 900 y en dos érdenes para N = 400,1600. A su vez, el MILFD-Est supera en un
orden al MRDRL-QR para el caso N = 400 y en dos 6rdenes para N = 1600. Todos estos

resultados reportados son para el valor del pardmetro de forma Optimo €,p.
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100 e
. Au = b(x)
T sl N | MRD-RL MRDRL-QR MILFD-Est
g 400 | 4.00E-08 7.41E-08 3.76E-08
e i 900 | 4.13E-07  1.73E-08 9.95E-10
o0 [T RTERST Ty —o—MRD-AL Halton 1600 | 5.41E-08  2.20E-08 6.47E-10
MRDRL-QR Halton
—&— MILFD-Est Uniforme .
—<— MILFD-Est Halton Tabla 5.3: Error-Ly en Poisson
0 05 1 15 2 25 3 para distribuciones de tipo Halton.

g
Figura 5.7: Error-Lg para N = 1600 (b = b(z)).

Finalmente, en este iltimo caso simple de un problema de Poisson, en la Figura 5.7
se muestra nuevamente la estabilidad numérica lograda para el método desarrollado en
esta tesis en los dos tipos de distribuciones, uniforme y dispersa (lineas magenta y roja
respectivamente). Desde ¢ = 2 tanto el MRD-RL como la versiéon con FBR-QR, MRDRL-
QR, se vuelven inestables (lineas azul y cian respectivamente). La Tabla 5.3 muestra que
usando el €4, el MILFD-Est alcanza errores del orden de 1 x 10710 para los casos de
Halton con N = 900, 1600 superando por hasta tres érdenes los otros dos métodos. Ademss,
la columna de la derecha refleja que, en la medida en que la cantidad de nodos de la
discretizacion N crece, disminuye el error numérico.

Estos resultados preliminares se reportaron en [35].
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5.4.2 EDP de Poisson con condiciones mixtas

Consideramos el siguiente problema eliptico: una EDP de Poisson donde el término no-
homogéneo es producto de funciones trigonométricas sobre el dominio cuadrado centrado

2
en el origen 2 = {—%, %] C R2. La ecuacién gobernante es de la forma
5 2 ™I
Au (1, x9) = —g T sen{—- ) cos (mxa), (x1,22) € Q, (5.4)

y las condiciones de frontera mixtas son

u(—0,5,x2) = —@COS(?T$2),
u (0,5, z2) = @ cos(mws),
(CB) ou nz (5.5)
@ (21,-05) = msen (%3),
gu = _ el
2 (005) = —men (5).

La solucién exacta de este problema viene dada por u (x1,z2) = sen(%5t) cos (mx2).

Para este ejemplo, consideramos distribuciones uniformes, de tipo Halton y cuasi-
uniformes cuyas cantidades de puntos se muestran en el Apéndice B. En el caso de las
distribuciones uniformes, discretizamos con una distribucion incial de N = 400 subregiones
de integraciéon y aumentamos hasta una cantidad més densa de N = 2500.

La ecuacién matricial (4.65) es aplicada a cada punto interior sobre cada correspodiente
subregion de integracion. En esta tesis, N denota el niamero total de puntos internos, que
coincide con el niimero total de subregiones de integraciéon. La Figura 5.8 muestra el ECM
para una distribucién uniforme con N = 1600, como una funcién del parametro de forma
para MRD-RL, MILFD y MILFD-Est.

Los tres métodos muestran el mismo comportamiento para el parametro de forma en el
rango 2.5 < € < 4.0, donde el ECM decrece un orden de magnitud desde 1 x107° a 1x 1076,
Sin embargo, para € < 2.5 el ECM del MRD-RL y del MILFD se desestabilizan, dando un
salto significativo, mientras que el error del MILFD-Est decrece, alcanzando valores del
orden de 1 x 1078, Esto es una mejora numérica en exactitud de dos érdenes. Este mismo

comportamiento fue encontrado discretizando con nodos de Halton y cuasi-uniformes.
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Figura 5.8: Comparacién entre MRD-RL, MILFD y MILFD-Est con FBR Gaussianas para
N = 1600 nodos interiores.

Este problema numérico fue corrido para cuatro discretizaciones uniformes del domino

con N = 400,900, 1600, 2500 para hacer un estudio no estacionario sobre la cantidad de

puntos interiores al dominno. Los resultados numéricos estan mostrados en la Tabla 5.4.

Leyendo la tabla por columnas observamos que la exactitud crece con las discretizaciones

del dominio para el MILFD-Est alcanzando un orden de 1 x 10~® mientras que para el

MRD-RL y el MILFD se mantienen en el mismo orden de magnitud 1 x 107%. Cuando

leemos la tabla por filas notamos el efecto beneficioso del nuevo método MILFD-Est, dado

que, para N = 900, 1600, 2500 el ECM decrece por un orden de magnitud para N = 900 y

por dos 6rdenes para N = 1600 y 2500.

N MRD-RL MILFD MILFD-Est (ler salto)
€opt ECM  tiempo | €opt ECM  tiempo | €opt ECM  tiempo

400 | 1.60 1.15E-06 15.1 1.60 1.12E-06 16.6 1.60 1.12E-06 32.7

900 | 1.90 1.62E-06 34.1 1.90 1.61E-06 37.3 1.60 1.53E-07 71.9

1600 | 2.50 3.50E-06 61.0 2.50 3.48E-06  65.6 1.60 3.69E-08 126

2500 | 2.90 4.19E-06 94.0 2.90 4.31E-06 102 1.60 2.33E-08 190

Tabla 5.4: ECM y tiempo computacional (en segundos) para diferentes N en el caso de
distribuciones uniformes.
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Al igual que en los experimentos simples de la subsecciéon anterior, en este caso se usé
el parametro de forma 6ptimo por prueba y error que se reporta en la Tabla 5.4. Si bien el
aumento de la cantidad de nodos en el interior del dominio NV deberia mejorar el ECM, esto
no sucede en los casos del MRD-RL y del MILFD debido a las inestabilidades producidas
cuando € — 0. El mejor error es elegido en una region que se vuelve inestable debida al mal
condicionamiento local de las matrices de interpolacién. Al cambiar localmente las bases
con FBR-QR, reducir el condicionamiento del problema y estabilizar el error, es posible
aumentar N reduciendo el ECM como sucede con el MILFD-Est.

A su vez, en dicha tabla se muestra el tiempo computacional total (en segundos) de
cada método para alcanzar dicho ECM con dicho e,,. En todos los casos, los tiempos
muestran un leve aumento entre el MRD-RL y el MILFD, esto se debe a que este tlitmo
calcula una integral sobre una regién circular mientras que en el primero solo se calculan
integrales de frontera. A su vez, el tiempo computacional es duplicado aproximadamente
entre el MILFD y el MILFD-Est, esto es debido a que este ultimo conlleva un cambio de
base cuyo calculo numérico principal es una factorizacién matricial QR. Esto podria llevar
a la conclusion errénea que el MRD-RL o bien el MILFD son mas eficientes para alcanzar
un error determinado, sin embargo es necesario remarcar que para obtener el parametro
de forma éptimo fueron necesaria una serie de corridas sobre un rango determinado para
luego encontrar el mejor error. En cambio, el MILFD-Est alcanza un valor estable a partir
de ciertos valores chicos del € con una sola corrida. Por ejemplo, en la Figura 5.8 se observa

que para valores de € <1.6 el ECM oscilara con érdenes entre 1 x 1077 y 1 x 1078,

El fenémeno de Runge para interpolaciones con FBR en el MILFD

Como es bien sabido, el fendmeno de Runge (FR) puede aparecer cuando se interpola
con polinomios en distribuciones uniformes de puntos. Esto es, para tener exactitud en la in-
terpolacion en el interior del dominio del problema en estudio, podemos generar oscilaciones
cerca de las fronteras. Considerando valores bajos del parametro de forma e, el mal condi-
cionamiento del método FBR-Directo puede ser significativo, incluso cuando hay métodos
estables de resolucién numérica el FR para aproximaciones con FBR puede aparecer en el
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limite € — 0. Fornberg y Zuev en [85] mostraron experimentalmente cémo el FR para las
interpolaciones con FBR Gaussianas surgen si € es suficientemente pequefio. Aun cuando
una mejor exactitud pueda alcanzarse, el FR la interrumpe cuando el € decrece.

Existe una conexién de este fenémeno con las interpolantes basadas en FBR infinitamen-
te suaves, como las Gaussianas [30]. En varios casos, las interpolantes con FBR convergen a
interpolantes polinomiales cuando € — 0. Decrecer £ produce FBR Gaussianas chatas que
generan interpolantes més exactas hasta que el FR emerge. Esta fuente de error numéri-
co para valores pequenos del parametro de forma aparece cuando la exactitud es éptima.
Cuando se analizan los factores que determinan una buena elecciéon del pardmetro de forma,

el FR debe considerarse como una nueva fuente de error.

1072 w w
—— N =400

0l N = 900 ]

ECM

Figura 5.9: Fenoémeno de Runge en la comparacion del ECM entre diferentes distribuciones
de nodos uniformes para el MILFD-Est y ¢ € [0.1,4.0].

En la Figura 5.9 se muestra el ECM versus diferentes valores de ¢ y para diferentes
distribuciones uniformes de puntos sobre el dominio. Podemos observar que, mientras N
crece, el error numérico decrece en las diferentes curvas de la figura. Ademds, fijando una

curva de una discretizacién, se observa primero el error decreciente cuando € decrece de e = 4
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a € ~ 1.6 y alcanza un minimo local (primer salto). Luego, este error crece alcanzando un
segundo minimo local para ¢ ~ 0.8 (segundo salto). Nétese que la ubicacién de los saltos
de las curvas son independientes de N (i.e. 400,900, 1600,2500) dado que corresponden a
los mismos valores de . Por tanto, podemos afirmar que en este ejemplo, si bien se ha
logrado alcanzar una buena exactitud, el FR se introdujo en todos los casos cuando ¢ es
suficientemente pequeno.

Si bien en esta tesis no abordamos el tratamiento del FR, Fornberg y Zuev sugirieron
en [25] que puede ser ventajoso que el pardmetro de forma varie espacialmente, en vez de
fijarse a un valor para evitar el error producido por el FR. A su vez, en [76] Boyd desarrolld
seis estrategias sobre una grilla uniforme de un intervalo finito cuyo objetivo era pasar
por alto el FR generado por las FBR Gaussianas en 1D. De estas estrategias, solo tres
resultaron exitosas aunque dos de ellas convergieron muy lentamente segiin sus resultados
experimentales. En [104] Piret continué un estudio similar a la mejor estrategia presentada
por Boyd usando extensiones de Fourier y obteniendo un método numérico para eludir el
FR sin la necesidad de usar una mayor densidad de nodos en la cercanias de los bordes del
dominio que puede extenderse a mayores dimensiones.

En la Figura 5.10 mostramos el comportamiento del ECM para diferentes tipos de dis-
tribuciones (uniforme, Halton y cuasi-uniforme) cuando el pardmetro de forma decrece. En
esta figura se observa el beneficio de incrementar la cantidad de puntos de la discretizacién
del dominio y, a la vez, la distribucién cuasi-uniforme muestra el mejor error (subfiguras
para N = 1600 y 2500). La distribucién uniforme muestra en todas las subfiguras de 5.10,
el comportamiento del FR comentado anteriormente, mientras que, en la medida en que N
crece, la distribucién de nodos tipo Halton y cuasi-uniforme muestran un comportamiento
estable cuando e decrece (ver subfiguras N = 1600 y N = 2500). Sin embargo, es la distri-
bucién cuasi-uniforme la que alcanza el mejor resultado estable para valores pequenos del
parametro de forma & con un ECM de 2.18E-08 y 2.47E-08 para N = 1600 y N = 2500,
respectivamente, en € = 0.1. Si bien el orden del error es el mismo, este aumento en la
cantidad de nodos internos de 1600 a 2500 permite ampliar el rango util del parametro de
forma que llega a este orden del error. Por ejemplo, en el caso de la distribucién Halton
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Figura 5.10: Comparacién del ECM entre distribuciones de nodos uniformes, tipo Halton y
cuasi-uniformes para diferentes valores de V.

para N = 1600 se observa se alcanza el menor error en un pico debido al FR mientras que
cuando se aumenta a N = 2500 el intervalo de £ donde se alcanza el menor error se extiende
de 0.1 a 1.3.

Por lo tanto, se necesita una estrategia combinada para mejorar los resultados numéricos:
por un lado incrementar N para tener una distribucién més densa sobre el dominio, y, por

otro, disminuir el pardmetro de forma.
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5.4.3 EDP de Poisson con condiciones de Dirichlet

Consideremos la siguiente ecuacién de Poisson definida en el dominio Q = [1,2]? C R?

Au(z,y)= — @71'28671 (zx) sen (Lm;) sen (§7r ) sen (§7T )
W= 144 6 1 4™ ik
7T m 7 3 5
+ 157 cos | g2 ) cos | g7z | sen ( Zmy | sen | o7y
15, (m 7 3 5
+ g sen (EJE> sen <Z7T:E> cos <Z7Ty) cos (Zﬂy> , (5.6)

con condiciones de contorno de Dirichlet dadas por

u(z,1) = —isen(Ez)sen (%’Tx) ,

©B) u(x,2) = —sen(§z)sen (%y) , 5.7
u(l,y) = —%sen (?ﬁfy) sen (%”y) ,
u(2,y) = —@sen (%T”y) sen (%’Ty) )

La solucién analitica de este problema es: u (z,y) = sen (%x) sen (%ﬂ'l’) sen (%ﬂy) sen (%Wy),

la cual resulta muy oscilante sobre su dominio y dificulta su aproximaciéon numérica.

Los resultados numéricos obtenidos con el MILFD-Est fueron comparados con los re-
sultados del MRD-RL, los cuales fueron comparados con los publicados por Ooi y Popov
[99] usando el Método de Ecuacién Integral con FBR (MEIFBR), cuyas siglas en inglés son
RBIEM (Radial Basis Integral Equation Method), otro método local integral reportado en
la literatura cientifica. Para realizar la comparacion, en este caso reportamos el Error-Lo
para la variable u y estudiamos siete discretizaciones del dominio con distribuciones unifor-
mes de nodos para N = 400, 900, 1600, 2500, 3600, 4900, 6400 nodos interiores, de forma de
alcanzar los valores tomados en [15] y en [99]. A su vez, testeamos para cada N un conjunto
discreto de valor del parametro de forma £=0.1:0.1:2.0.

En la Figura 5.11 presentamos un andlisis de convergencia para el MEIFBR, el
MRD-RL y el MILFD-Est. Podemos observar que el MRD-RL mejora los resultados del
MEIFBR por un orden de magnitud desde N = 1600 en adelante y alcanza un Error-Lo
de 6.50E-04 para N = 6400, mientras que en el MEIFBR el error reportado es del orden

de 8.00E-03. La performance del MILFD-Est se muestra en los valores del error para
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e = 0.1 (linea rojo con tridngulos) y para un pardmetro de forma optimizado e,y (linea
magenta con diamantes) en dicha Figura. Para el primero, con ¢ = 0.1, los errores norma
Ly son: 2.18E-03, 2.89E-04, 7.11E-05, 2.35E-05, 8.85E-06, 3.97EE-06 y 3.28E-06 para
N = 400,900, 1600, 2500, 3600, 4900, 6400 respectivamente, mientras que, para el dltimo,
los errores presentados con gqy¢ son: 2.46E-04 (para e=1.5), 3.69E-05 (¢=1.4), 1.03E-05
(e=1.3), 4.54E-06 (e=1.2), 3.48E-06 (¢=1.1), 3.24E-06 (¢=0.7), 3.29E-06 (¢=0.1) para
N = 400,900, 1600, 2500, 3600, 4900, 6400 respectivamente. Estos errores en norma Lo son
tres 6rdenes de magnitud menos en seis de los siete casos que los reportados en el MRD-RL.
En esta figura las integrales de frontera y dominio fueron evaluadas numéricamente usando

50 y 2500 (50x50) puntos de cuadratura Gaussiana respectivamente.

u
10° ‘
—O— MEIFBR
MRD-RL
1071 :z: MILFD-Est (q=50) eps=0.1
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Figura 5.11: Comparacién del error Lo % entre MEIFBR, MRD-RL, MILFD-Est para un
conjunto uniforme de nodos. N es el nimero de nodos interiores en el dominio.

Para N = 6400, el mejor error en el rango estudiado del parametro de forma fue obtenido
en ¢ = 0.1, entonces estudiamos el comportamiento del error para resolver un problema de
Poisson para un bajo rango de e € {1 x 1072,1x1073,1x 1074,1 x 1075} en el caso limite.

Por otro lado, cuando incrementamos N para valores grandes (N = 8100, 10000, 22500) y
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aumentamos los puntos de cuadratura de ¢ = 40 : 5 : 80, observamos que el error decrece
hasta N = 8100 y crece levemente para N = 22500, pero aun asi se mantiene estable en
el mismo orden de magnitud. El error-Ly % obtenido se muestra en Tabla la 5.5 con siete
cifras significativas de modo de poder notar las diferencias entre los errores. Similarmente
a la seccién 5.4.2, podemos afirmar que con un nimero creciente de puntos interiores en la
discretizacién del dominio se puede alcanzar muy buenos resultados con valores pequenos

del € siendo altamente oscilante el comportamiento de la solucién numérica del problema

diferencial.
MILFD-St Error-Lo %
€ N = 3600 N = 4900 N = 6400 N =8100 N =10000 N = 22500
(¢ = 40) (¢ = 50) (g = 55) (g = 60) (g = 60) (¢ = 65)
1x 1072 | 6.604455E-06 4.014382E-06 3.089683E-06 2.999104E-06 3.177822E-06  5.999833E-06
1x 1072 | 6.604586E-06 4.014650E-06 3.089796E-06  2.999142E-06 3.177826E-06  5.999836E-06
1x107* | 6.604568E-06 4.014653E-06 3.089793E-06 2.999125E-06 3.177834E-06 5.999841E-06
1x107° | 6.604584E-06 4.014651E-06 3.089794E-06 2.999135E-06 3.177824E-06  5.999842E-06

Tabla 5.5: Comparacion del error-Lo % para el MILFD-Est con un rango bajo del pardmetro
de forma en el caso uniforme.

No se observan diferencias significativas en el error-Ly cuando se integran numérica-
mente las fronteras de borde de los subdominios usando cuadratura Gaussiana y la formula
del trapecio, aunque se observa una variaciéon de error-Lo % porcentual en términos de la
cantidad de puntos de la cuadratura Gaussiana (ver Apéndice A).

Cuando esta técnica de integracion fue usada variando el nimero de puntos de Gauss
q, el error decreci6 alcanzando un minimo local para un pardmetro de forma fijo. Estos
resultados obtenidos sugieren que gran parte del error total en MILFD-Est es causado por
el decrecimiento del parametro de forma y el mal condicionamiento de las matrices locales
de interpolacién, aun cuando se usa localmente la colocaciéon con FBR-QR.

Similarmente al ejemplo anterior, el MILFD-Est fue testeado para diferentes tipos de
distribuciones de nodos. La convergencia del MILFD-Est para este tipo de distribuciones

diferentes (uniforme, Halton y cuasi-uniforme) se muestra en la Figura 5.12.
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Figura 5.12: Error-Lo % versus N para distribuciones uniformes, Halton y cuasi-uniformes.

En cada subplot de la figura presentamos resultados para el MILFD y el MILFD-Est. Se
puede observar la mejora en la estabilidad numérica y la exactitud del MILFD-Est cuando
N crece para distribuciones de nodos uniformes y cuasi-uniformes. Los mejores resultados se
obtuvieron para la distribucién de nodos uniforme, los cuales alcanzaron para N = 2500 un
Error-Ly de 8.47E-06 (para e = 1.1), mientras que la distribucién cuasi-uniforme muestra un
error de 1.60E-05 (para ¢ = 1.9). La distribucién tipo Halton no muestra una convergencia
monotona. Es decir que para esta EDP de Poisson la distribucién uniforme es la mejor
tipo de distribucién para un régimen del £ decreciente. Los casos de Halton no muestran

convergencia uniforme en cualquiera de los métodos.

5.4.4 EDP de Poisson sobre un disco

En esta seccién consideramos una EDP de Poisson con condiciones de borde de Dirichlet.
La ecuacién esté definida sobre un dominio circular Q = {(z,y)/z% +y? < 1} de la siguiente

manera
Au = —200sen[10(x +y)] (z,y) € L, (5.8)
v = sen[l0(z+y)] (z,y) €0 (CB).
Este problema diferencial fue resuelto numéricamente por Bayona, Flyer, Fornberg y
Barnett en el trabajo [37] usando el método de DF-FBR, combindndolo con FBR de tipo

splines poliarménicas (PHS) ¢(r) = r?m~!

,m € N aumentado con polinomios.
Este ejemplo numérico fue resuelto para tres tipos de discretizaciones del dominio, una

basada en el algoritmo repelente mencionado en la seccién 5.2.3, para h = 0.05, otro para
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h = 0.025 y un tercero para h = 0.01. Estos resultados son para N = 1185,4880 nodos
interiores, y N, = 125,251 nodos fronteras respectivamente. La subfigura de la izquierda
en la Figura 5.13 muestra la distribucién de la discretizacién repelente de nodos para h =
0.05; siendo similar la estructura de la discretizacién para h = 0.025 pero més densa. La
subfigura de la derecha de la Figura 5.13 muestra el comportamiento oscilatorio de la grafica

del campo solucién de la ecuacién (5.8) sobre el disco unitario.

= 1185 Interlor (rojo) / N, =125 CB Dmchlet (azul)
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Figura 5.13: Distribucién de nodos con estructura equiespaciada (izq.) y soluciéon exacta

(der.).

El objetivo en esta seccion de la tesis es hacer un anélisis estacionario y no estacionario
simultaneamente explorando los efectos del crecimiento del niimero de nodos en los esténciles
desde n = 10 a n = 100 con un salto de 10 y, a la vez, una variacién del rango de e=1:10.

La Figura 5.14 muestra las isolineas de exactitud como funcién del tamaio del esténcil
local n y el parametro de forma e para el MILFD (subplots de la columna izquierda) y para
el MILFD-Est (subplots de la columna derecha).

La primer fila de subplots de la Figura 5.14 corresponde a la exactitud para N = 1185.
Cuando miramos el subplot de la izquierda que corresponde al MILFD, resaltamos los

problemas de estabilidad numérica que es extiendan desde la esquina superior izquierda
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para valores pequenos de ¢ < 4 y valores grandes de n > 50. Sin embargo, en el subplot
de la derecha, observamos que estas inestabilidades desaparecen para el MILFD-Est y se
alcanzan mejores resultados de exactitud para valores de € < 4 y para esténciles con un
n > 70. La isolinea de exactitud es del orden de 1 x 107° aunque es importante remarcar
que la regién interior limitada por esta isolinea contiene valores del orden de 1 x 1076, En
adelante llamaremos la regiéon de estabilidad de orden n del MILFD-Est siendo n € Z a la
region determinada por el interior de la curva de nivel de menor orden de error numérico
que aparece en el grafico.

La segunda fila de la Figura 5.14 presenta los resultados para N = 4880. Los resultados
de exactitud para el MILFD vuelvan a mostrar problemas de inestabilidades en toda la
region de triangular que se extiende desde la esquina superior izquierda del subplot izquier-
do. En la regién triangular que se extiende desde la esquina inferior derecha hay errores
numéricos de orden menores a 1 x 107%; estos errores estdan debajo de la diagonal del grafi-
co y estan marcados por dos curvas de nivel cerradas, dentro de las cuales el error es del
orden de 1 x 107%. Una de las isolineas de error-Lsy igual a 1 x 107> corresponde a valores
de n > 40 y valores de € > 6, mientras la otra isolinea del error-Ls corresponde a valores
de n < 40 y valores de 3 < € < 6. En el caso del subplot derecho con el MILFD-Est es
importante resaltar un comportamiento andlogo al caso anterior: la regién de estabilidad
de orden 77 = —6 se extiende ampliamente alcanzando un error de orden 1 x 10~7 dentro de
esta region.

Finalmente, la dltima fila de la Figura 5.14 corresponde a los resultados para N = 9639.
Similarmente a los dos casos anteriores con el MILFD en el subplot izquierdo, el error-Lo
se desestabiliza extendiendo la region triangular inestable, mientras que en cambio en la
subfigura derecha el MILFD-Est extiende ampliamente la regiéon deestabilidad de orden
n = —6y con errores de orden 1 x 10~7 en su interior.

Cuando miramos los subplots del MILFD-Est por fila, observamos que los problemas de
estabilidad desaparecen y se puede obtener regiones de estabilidad para valores pequenos de
¢ llegando a regiones de estabilidad de orden n = —6 y con error-Ly de orden 1 x 1077 en su
interior. Estos resultados son significativos porque muestran la convergencia del MILFD-Est
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Figura 5.14: Isolineas de exactitud (logig(Error-Ls)) usando FBR Gaussianas como funcién
del tamano del esténcil n y del pardmetro de forma e para distribuciones de nodos dispersas
repelentes con N = 1185, 4880, 9639 usando los métodos MILFD y MILFD-Est.
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tanto cuando el nimero de nodos de la discretizacién total del dominio N crece como
cuando crece el namero de nodos de los esténciles locales n. Es decir, que el aumento de la
cantidad de nodos interiores N sobre el dominio circular definido conlleva a que los nodos
de los esténciles estén méas cercanos generando de esta manera matrices de interpolacién
local peores condcionadas, el MILFD-Est permite estabilizar el error y ampliar la region de
estabilidad en la medida que N se incrementa.

Comparando los resultados obtenidos del MILFD-Est con los obtenidos por Bayona,
Flyer, Fornberg y Barnett en [37], podemos mencionar que en ese trabajo, para una discre-
tizaciéon de N = 1885 con un pardmetro h = 0.05 de la distribucién repelente, obtuvieron
una exactitud para un orden del error de orden 1 x 10~° para un tamafio de estencil de
55 < n < 95, con PHS 77 y un grado de polinomio p =~ 9 (ver la esquina derecha del subplot
izquierdo para el caso ideal en la primer fila, Figura a, pag. 262 del trabajo citado). El
mismo orden de exactitud fue obtenido con el MILFD para 30 < n < 100y 3 < € < 5.
Ademas, en su version estabilizada, el MILFD-Est supera el rendimiento de los resultados
del DF-FBR en una regiéon mayor para dicho orden, alcanzando una exactitud del error de
orden de 1 x 107® paran > 30 y 1 < £ < 5. Més aun, logramos una regién de estabilidad
de orden 1 = —5 y alzancamos una exactitud del orden 1 x 1076 paran > 70y 2 < e < 3
(en el subplot se marcan con asterisco los valores menores de error-Ls obtenidos para del
MILFD-Est para cada n fijado y con N = 1185).

Para una discretizacion del dominio de N = 4880 con parametro de discretizacion h =
0.025, los autores reportaron una exactitud de orden 1 x 1076 para n > 45, con FBR PHS
r7 con un polinomio de grado p ~ 8 (ver la esquina derecha del subplot para el caso ideal
en la segundo fila, Figura 2, pag. 262 de [37]), mientras que el MILFD-Est obtiene el mismo
orden de exactitud para 30 < n < 100 y ¢ < 8. Es decir, el MILFD-Est mejora DF-FBR
por un orden de magnitud y alcanza una exactitud del orden 1 x 1077 para 40 < n < 100
y 1 < e < 4 (en el subplot se marcan con asterisco los valores menores de error-Lo del
MILFD-Est para cada n fijado y con N = 4880).

Al igual que en las subfiguras anteriores de la columna izquierda de la Figura 5.14,

las marcas de asteriscos alcanzadas para una discretizacién del dominio de N = 9639 y
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parametro de discretizacion de h = 0.018 muestran los valores menores de error-Lo del
MILFD-Est. Se observa que en la medida que aumenta N = 1885,4880,9639 los mejores
errores se ubican en la regién de estabilidad para valores chicos del pardmetro de forma de
la FBR Gaussiana. Esta es una caracteristica notable del MILFD-Est.

Siguiendo este andlisi, la Figura 5.15 muestra las isolineas de logjg(error-Ls) como fun-
cién del parametro de forma e y del tamano del esténcil cuando crece N para valores
grandes, 19816 (h=0.0125) y 30976 (h=0.01), de la distribucién de nodos repelentes usando
el MILFD-Est. Observamos que la regiéon de estabilidad se extiende alcanzando un orden

de error de 1 x 1077
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Figura 5.15: Isolineas de exactitud (logip(Error-Ly)) usando el MILFD-Est para grandes
valores de N = 19816,30976 como funcién del tamafno del esténcil n y del parametro de
forma e para distribuciones de nodos dispersas repelentes.

Niumero de condiciéon para la EDP de Poisson sobre el disco unitario

Consideramos el PVC presentado en (5.8), y lo resolvemos con el MILFD y el MILF-
D-Est para analizar el comportamiendo del condicionamiento del problema. La Figura 5.16
muestra los contornos del orden del nimero de condicién para un problema de Poisson sobre
una distribucién de nodos no uniforme sobre un dominio circular que toma una cantidad

de puntos interiores N = 1185, 4880, 9639 usando estos métodos.
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Figura 5.16: Isolineas del condicionamiento (logio(x(A;))) para las matrices de interpolacién
local de u con FBR Gaussianas, como funcién del tamano del esténcil n y del pardmetro de
forma e para distribuciones de nodos dispersas repelentes con N = 1185, 4880, 9639 usando
los métodos MILFD y MILFD-Est.
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Para el caso del primer método en las subfiguras de la columna izquierda observamos que,
cuando se reduce el parametro de forma € o bien se agranda el tamano de los esténciles locales
n, el nimero de condicién k(A;) de la matriz de interpolacién local de v con FBR Gaussianas
respectivas vista en la ecuacién (3.67) se agranda alcanzando un orden de 1x 10%°. La regién
con este contorno se extiende desde la esquina superior izquierda y aumenta conforme crece
N. Un comportamiento semejante se observa para el ntimero de condicién K}(Al) de la
matriz de interpolacién local del término b vista en la ecuacién (3.70). El aumento de N
de 1185 a 9639 conlleva a una mayor cercania de los nodos y por tanto el empeoramiento
de los numéros de condicién de ambas matrices por la construccéon de estas con las FBR
Gaussianas.

En cambio, en el caso del segundo método estabilizado en las subfiguras de la columna
derecha vemos que se llega a obtener un orden de 1 x 10'%, la mitad que el anterior, mientras
que la regién con este contorno es menor. A su vez, es remarcable que si bien el incremento
de N empeora el condicionamiento, esto no es notorio. Se observa que en el caso de N = 9639
las isolineas son horizaontales casi paralelas, es decir, hay una tendencia a independizarse
del valor del parametro de forma € y solo empeora el niimero de condicién cuando aumenta

la cantidad de puntos del esténcil.

Tiempo computacional para la EDP de Poisson sobre el disco unitario

En la Figura 5.17 ploteamos el tiempo de la CPU para distribuciones de nodos internos
de N = 1185,4880 y parametro de forma de valores ¢ = 2,3,6. Leyendo la fila superior,
observamos que el tiempo computacional para el MILFD crece para valores grandes del
numero de esénciles n cuando el parametro de forma ¢ decrece. Por otro lado, el tiempo
para el MILFD-Est se mantiene constante para distintos valores de €. Mas atin, para valores
pequenos de € y valores grandes de n, el MILFD-Est mejora al MILFD. En la ultima fila, con
N = 4880, el tiempo para el MILFD-Est es mayor que el MILFD, pero para los esténciles
més grandes la diferencia es de menos de un orden de magnitud.

Cuando leemos la Figura 5.17 por columna, observamos que el tiempo computacional
para el cilculo de MILFD crece en la medida que n aumenta de 1185 a 4880, sin embargo,
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el tiempo de MILFD-Est se mantiene constante independientemente de la varacion del
paramétro de forma.

Es un hecho que el uso local del algoritmo de FBR-QR permite lograr estabilidad numéri-
ca cuando se interpola con FBR a costo de tiempo computacional. No obstante, el efecto de
introducir esta técnica de estabilidad en un método local integral como el MILFD es una
mejora sustancial. La versién estabilizada de este, llamada MILFD-Est, mantiene casi cons-
tante el tiempo de la CPU cuando el parametro de forma decrece y alcanza mejor exactitud
que MILFD o MRD-RL.

En las subfiguras se observa que el MILFD tiene mejor performance que el MILFD-Est
para esténciles de tamano de hasta 50-60 nodos. Para esténciles mas grandes, el tiempo

computacional de la corrida total es levemente mejor en el MILFD-Est.
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Figura 5.17: Tiempo computacional (en segundos (s)) usando el MILFD (linea circulo azul)
y el MILFD-Est (linea roja diamantes) como funcién del tamano de esténcil n para distri-
buciones de nodos repelentes de N = 1185,4880 y € = 2, 3, 6.
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5.5 Resoluciéon numérica de EDP tipo conveccion-difusion con
el MILFD-Est

En esta seccién se resolvieron numéricamente problemas de aplicaciones de la ingenieria
como la ecuacién de conveccidon-difusion con término de reaccién y campo de velocidad

variable en 2D.

5.5.1 Ecuaciéon de conveccién-difusién unidimensional

Para testear la exactitud y la robustez del método estabilizado MILFD-Est propuesto
en esta tesis en problemas diferenciales que provienen de aplicaciones, consideramos una
ecuacién de conveccién-difusién estacionaria con campo de velocidad variable que ha sido
usada ampliamente en la literatura cientifica con otros métodos (incluyendo el MRD-RL,
el MRD-MD, el MEIFBR y el MEF). Ver trabajos [7, 9, 15, 62, | respectivamente. Asi
como también se aborda el problema de la capa limite termal en un canal bidimensional con
diferencia de temperaturas en sus paredes sin solucién analitica explicita. Estas ecuaciones
se resolvieron sobre dominios rectangulares con distribuciones de nodos uniformes, de tipo
Halton y cuasi-uniformes.

Esta ecuacion estd dada por
DAu(x) — v(x) . Vu(x) — ku(x) =0, (5.9)

con campo de velocidad convectivo dado por

Uy

V() = (10, ea(o)) = (10 () + (1= 5 ) 0). (5.10)

siendo x = (x1,x2). Este campo corresponde al flujo de un hipotético fluido compresible
con una variacién de densidad inversamente proporcional al campo de velocidad y concen-

traciones fijas en los extremos dadas por Uy y U;.
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Para la solucién numérica a este problema 1D (visto como un problema 2D), se define un

dominio rectangular Q = [0, 1] x [—0,1,0,1] sujeto a las siguientes condiciones de frontera:

u (0, 1‘2) = U(),

(CB) u(le) =0 (5.11)

2u (21,-0.1) =0,

0z

24 (21,0.1) = 0.

El dominio  es discretizado usando distribuciones de nodos uniformes, tipo Halton
y cuasi-uniformes. El tamano del esténcil es fijo (n = 25) y se estudia la variacién del
pardametro de forma e € [1,20].

La solucién analitica del PVC anterior para un coeficiente de difusién D = 1 es conocida

u(x) = erxp{le + (ln T, 2) xl}. (5.12)

Esta solucién es constante en la variable xo, por eso se lo suele referir al mismo como
unidimensional. De todas formas, el algoritmo debe predecir que en la direccién de la variable
y el potencial es constante para un z fijado (es decir, u(x) = u(z)) y que el flujo es cero en
esta direccién. Este ejemplo numérico es interesante porque el campo de velocidad cambia

dentro del dominio.

Figura 5.18: Solucién exacta del problema de conveccién-difusién para k = 40.
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La Figura 5.18 muestra la formacién de estructuras de salto (shock) en los bordes. Para

analizar la performance del esquema numérico MILFD-Est, se consideran diferentas valores

del pardmetro k en la velocidad convectiva, donde los mayores valores de k corresponden a

on.
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Figura 5.19: Discretizacién del dominio 2

En este problema, comparamos el desempeno del MILFD-Est con los errores obtenidos

para el MRD-RL con esténciles de 25 puntos (presentado en [15, 56] con diferentes FBR)

cuando el parametro de forma decrece, similarmente a los realizados en las secciones 5.4.2 y

5.4.3. El objetivo de esta seccién es mostrar como el MILFD-Est provee una mejora sustan-

cial comparada con otros esquemas locales integrales, incluso cuando se consideran distintos

tipos de discretizaciones (ver Figura 5.19) con una cantidad de puntos de la discretizacion

N bajo. También se varia el coeficiente k para generar un “salto” mayor que dificulte la

del problema diferencial.

7
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Para el andlisis de este problema en 1D, primero consideramos el caso k = 40 con valores
potenciales Uy = 300 y U; = 10 respectivamente y luego hicimos una comparaciéon del Error-
Lo % entre diferentes distribuciones de nodos uniformes, de tipo Halton y cuasi-uniformes
con distinto N en un rango de ¢ € [0.1,20]. En la Figura 5.20 se muestra que, en la medida
en que el parametro de forma tiende a cero, los errores decrecen casi uniformemente, siendo

la distribucién de puntos cuasi-uniforme la que muestra la mejor performance.

10°
Uniforme N = 4500
Halton N = 4500
107 Cuasi-uniforme N = 4501 E

Error-L,%

Figura 5.20: Comparacion del Error-Lo % entre diferentes distribuciones de nodos uniformes,
de tipo Halton y cuasi-uniformes con N = 4500 para el MILFD-Est y ¢ € [0.1, 20].

La diferencia entre el MILFD-Est con distribucién cuasi-uniforme y el MRD-RL para la
distribucién uniforme reportada con FBR TPS, MQ1 y MQ2 se muestra en la Figura 5.21
y en la Tabla 5.6. En esta ultima se observa que la performance del método estabilizado
para el caso k = 40 de la ecuaciéon de conveccién-difusién supera en un orden de magnitud
el error para los N fijados en el caso uniforme, mientras que en los casos Halton (para

N =2000) y cuasi-uniforme (para N = 7987) los supera en dos érdenes.
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Figura 5.21: Comparacién del error-Ls % entre diferentes métodos locales integrales y dis-
tintas distribuciones para el caso k = 40 de la ecuacién de conveccién-difusion.

MRD-RL ¢/MQ2 MILFD-Est ¢/Gaussianas
Uniforme Uniforme Halton Cuasi-uniforme
N  Error-Lo% | N  Error-Lo% | N  Error-Lo% | N  Error-Lo %
2000 1.48E-02 2000 2.01E-3 2000 9.78E-4 1981 3.76E-4
3125 7.21E-03 3125 7.42E-4 3125 4.02E-4 3125 1.77E-4
4500 3.84E-03 4500 3.40E-4 4500 1.70E-4 4501 1.46E-4
8000  1.22E-03 | 8000 9.40E-4 8000 1.49E-4 7987 3.69E-5

Tabla 5.6: Comparacién del Error-Lo % para el MRD-RL y el MILFD-Est en distintas
distribuciones para el caso k = 40 de la ecuacién de conveccién-difusion.

La comparacién para diferentes distribuciones uniformes, de tipo Halton y cuasi-
uniformes también se muestra en la Figura 5.22 para k = 40, 100, 200. Si comparamos estas
distribuciones, observamos en todos los subplots que el mejor resultado se obtiene para
los puntos cuasi-uniformes. Para & = 40, con MILFD-Est en las distribuciones uniforme
y Halton, el Error-Ls % decrece de N = 500 a N = 6125 y alcanza los mejores valores
de errores en 1.72E-04 y 7.13E-05 para N = 6125 respectivamente. Con la distribucion
cuasi-uniforme, el error contintia decreciendo hasta alcanzar un error de 3.69E-05 para
N = 7987 puntos internos.
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Figura 5.22: Andlisis de convergencia para el MILFD-Est para valores de k = 40, 100, 200
de la ecuacién de conveccién-difusion.

La Tabla 5.7 muestra la comparaciéon para distintas distribuciones y diferentes valores
de k. Podemos decir que los resultados para el MILFD-Est comparados con los casos k = 40
y k = 100 del MRD-RL con N = 20480 puntos interiores uniformes requieren menos de
la tercera parte de esos puntos para alcanzar la mejora de un orden de magnitud en el
error. Para el caso mas complicado de k£ = 200, se alcanza el mismo orden que el MRD-RL
con N = 20480 puntos interiores pero usando N = 8000, 6125, 7987 para las distribuciones
uniformes, Halton y cuasi-uniformes respectivamente. El MILFD-Est con N = 7987 nodos

cuasi-uniformes alcanza un error de 1.66E-02, que es menor que el valor de 3.44E-02 con

N = 20480 puntos uniformes para el MRD-RL.

MRD-RL ¢/ MQ2 MILFD-Est ¢/ Gaussianas

Uniforme Uniforme Halton Cuasi-uniforme
k N Error-Lo% | N  Error-Lo% | N Error-Lo% | N  Error-Lo %
40 | 20480 6.83E-04 6125 1.72E-04 6125 7.13E-05 7987 3.69E-05
100 | 20480  4.32E-03 | 6125 1.17TE-04 | 6125 2.82E-03 | 7987  5.86E-04
200 | 20480 3.44E-02 8000 6.24E-02 6125 8.71E-02 7987 1.66E-02

Tabla 5.7: Comparacién del Error-Lo % para el MRD-RL y el MILFD-Est para diferentes
valores de k de la ecuacién de conveccién-difusion.
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Exactitud del MEIFBR, MRD-MD, MEF Galerkin y MILFD-Est

Resolvimos el problema presentado en las ecuacion (5.9) con campo de velocidad convec-
tivo (5.10) y condiciones de borde (5.11). Las concentraciones en los extremos estdn dadas
como antes por Uy = 300 y U; = 10. La solucién analitica sobre el dominio rectangular
Q2 =[0,1] x [-0,1,0,1] para el coeficiente D = 1 estd dado como en la ecuacién (5.18).

El dominio © es discretizado usando N = 185 puntos interiores cuasi-uniformes (como
se muestra en la Figura 5.23) y un tamafio de esténcil local de n = 25. El pardmetro de
forma de la FBR Gaussianes esta fijado en un valor bajo de € = 0.1.

En Tabla 5.8 se muestran los resultados del error porcentual en los nodos. Estos resul-
tados muestran que el MILFD-Est supera a los otros métodos integrales, como el MEIFBR
(presentado [62]) y el MRD-MD con subdominios solapados. Estos esquemas numéricos
usan tres ecuaciones por nodos. Una comparacion adicional se hace con el MEF Galerkin,

el cual es un esquema numérico distinto a los anteriores por su dependencia de un mallado.

Interior (rojo) / CB Dirichlet (azul) / CB Neumann (verde)

019000 000060606000 006060600600600000 0600600
0°°° 0% 00 o000 00,0% 0 g%°00 00000 00 0°,
g ©e®,° 0° o ° o 0.-".0'0"'o'°".«
...‘ ® L ° ..0.0.0...0.0.0.0‘ e® 00 o
= 0¢, .‘.. ¢ L 0,0 0 0 o e LI ° 0.,
"o:ooo...'.'o‘..o‘.Oo'.Oo‘.°o..’."
o 000 06%°0 % 00000000006 000000 00 0¢°%°°
-0.1 —90—90—90—900-000090 0000000000000 00090 0¢
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
xr

Figura 5.23: Discretizacién con N = 185 internos nodos cuasi-uniformes.
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T MEIFBR MRD-MD MEF Galerkin T MILFD-Est
Uniforme | Error (%)  Error (%) Error (%) Cuasi-uniforme | Error (%)
0.00 0.00000 0.00000 0.00000 0.0000 0.00000
0.02 5.45668 0.93093 0.90054 0.0212 0.10683
0.04 2.56934 2.04848 1.69814 0.0362 0.03398
0.07 1.75382 2.93691 4.11598 0.0720 0.02105
0.10 0.37164 2.72869 6.09828 0.1029 0.00290
0.14 1.69740 0.48519 9.93769 0.1414 0.03763
0.19 3.19192 5.10446 15.42395 0.1931 0.04795
0.25 4.36701 14.41637 21.39718 0.2523 0.08302
0.32 3.69001 25.54530 26.13824 0.3211 0.18088
0.40 4.60394 34.33515 28.03575 0.3991 0.39813
0.56 7.38737 35.25292 22.10643 0.5590 0.20276
0.75 8.09956 25.47853 11.15552 0.7488 0.03603
0.85 2.24756 20.63368 6.66810 0.8506 0.00341
0.93 4.94376 13.70113 3.39957 0.9356 0.03341
1.00 0.00000 0.00000 0.00000 1.0000 0.00000

Tabla 5.8: Resultados obtenidos con el MEIFBR, MRD-MD, MEF Galerkin y MILFD-Est.

5.5.2 Capa limite térmica en un canal bidimensional

Consideremos un flujo estacionario en 2D entrando en un canal paralelo con diferentes

temperaturas en sus paredes. La ecuaciéon gobernante es:

or

AT (x1,x9) — PeV (z3) proi

0,

(5.13)

donde la distribucién de velocidad es una pardbola dada por V(zg) = 4xo(zo — 1) y Pe es

el nimero de Péclet. El dominio computacional es Q = [0,1]? y las siguientes condiciones

de borde mixtas de Dirichlet y Neumann son impuestas por:

T(x1,0) =1 0<uz <1,
T(x1,1) = 0 0<z <1,
T(0,2z2) = 0 <zp <1,
S (1,m3) = 0 0<zy<1

No existe solucién analitica conocida para esta EDP.
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El objetivo de esta experiencia fue obtener aproximaciones numéricas para valores bajos
del parametro de forma ¢ para diferentes distribuciones de nodos cuasi-uniformes. También
se consideran tres valores del nimero de Péclet global (Pe).

Las Figuras 5.24, 5.25 y 5.26 muestran los resultados para Pe = 2,5, 50 y 125 respectiva-
mente. Los resultados fueron obtenidos con distribuciones de nodos cuasi-uniformes. Todas
las figuras muestran las soluciones numéricas obtenidas. En la primera columna se muestran
las graficas de las soluciones, donde se observa el salto abrupto en la solucién debido a la
discontinuidad en los datos de frontera. En la segunda y tercera columna se muestran dis-
tintas secciones para la temperatura. En este caso para la reconstruccion de las soluciones
se usaron splines biarmoénicas (biharmonic spline), que son una interpolacién bidimensional
para los nodos irregulares en 2D obtenidos del método integral. Esta surperficie de interpo-
lacién es una combinacién lineal de funciones de Green centradas en cada punto dato (ver
[106, 107]).

De todos los valores estudiados para los ntimeros de Peclet con el MILFD-Est, los resul-
tados numeéricos estables sin oscilaciones fueron obtenidos para un valor bajo del pardmetro
de forma (¢ = 0.1). Para mantener la estabilidad numérica de la solucién aproximada cuan-
do € = 0.1, se necesitaron N = 901 puntos cuasi-uniformes en el caso Pe = 2,5 y Pe = 50,
mientras que se necesitaron N = 2505 para Pe = 125. Estos son los valores mostrados en
las Figuras 5.24, 5.25 y 5.26.

Cuando consideramos el MILFD, obtenemos que para parametros de forma ¢ < 1 las
aproximaciones numéricas presentan oscilaciones en todos los casos. Esto es debido a que
los 6rdenes del ntimero de condicién de las matrices locales de interpolacion oscila entre

1x107 y 1 x 102,

133



Pe =25, N=901, ¢ =0.1
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Figura 5.24: Superficie solucién (der.), seccién x1 (centro) y seccién x4 (izq.) para el MILFD-
Est con Pe=2.5, N =901 y ¢ = 0.1.
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Figura 5.25: Superficie solucién (der.), seccién x; (centro) y seccion z (izq.) para el MILFD-
Est con Pe =50, N =901 y ¢ = 0.1.

Pe = 125, N = 2505, ¢ =0.1
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Figura 5.26: Superficie soluciéon (der.), seccién x1 (centro) y seccién x4 (izq.) para el MILFD-
Est con Pe =125, N =901 y £ = 0.1.

5.6 Resoluciéon numérica de EDP elipticas con el MILFD-Est

En esta ultima seccidon estudiamos la performance del MILFD-Est en una ecuacién
diferencial de tipo eliptica general con coeficientes variables y condiciones de borde de
Dirichlet. Este caso muestra la robustez y la versatilidad del método integral local sin malla

para adaptarse a dominios generales, en este caso con un hueco y puntas.
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5.6.1 EDP eliptica sobre un dominio irregular 2D

Como experiencia numérica final, exploramos la exactitud de MILFD-Est cuando se
resuelve numéricamente la siguiente EDP eliptica con coeficientes variables y condiciones

de Dirichlet:

Au+ a(z,y) 58 + Bz, )3 +v(zy)u = f(z,y) en ©Q,
u(z,y) = g(x,y) sobre 9§) (C'B),

(5.15)

sobre una regién irregular 2 C R? con agujero y picos en la frontera mostrados en la
5.27. Las fronteras internas y externas en coordenadas polares vienen dadas por r,:(0) =
2+ & cos(8) + Zsen(50) y reat(f) = 1+ £ cos() + 25sen(46) respectivamente.

Los coeficientes variables oscilantes en la ecuacién (5.15) vienen dados por

a(m,y) _ e_y2+cos(47rx)sen(37ry)7 (516)
Blr,y) = —ysen(dnz), (5.17)
Yxy) = 2y (5.18)

Las funciones f(z,y) v g(x,y) se obtienen asumiendo que la solucién exacta al problema
es: u(z,y) = sen(2my? + 3rx) — cos(my — 2mz?).

El dominio se discretiza con el algoritmo repelente presentado en la seccién 5.4.4 y en
[37] para el pardmetro h € {0.1, 0.071, 0.05, 0.036, 0.025, 0.018, 0.0125, 0.01}. En dicho
trabajo, los autores resuelven un PVC semejante sobre la misma regién usando DF-FBR
con FBR poliarmoénicas aumentada con polinomios. En la Figura 5.27 se muestra la discre-
tizacién del dominio con nodos repelentes para N = 2217 puntos interiores y Ny., = 296
con condiciones de Dirichlet.

Este algoritmo para generar distribuciones de nodos interiores a un dominio de dimen-
sién arbitraria tiene algunas propiedades deseables, como por ejemplo, permitir discretizar
dominios irregulares como el nuestro solamente discretizando una regién rectangular que
contenga la regién irregular y luego descartando los nodos que estén fuera de nuestra do-

minio a cierta distancia fijada. A su vez, la discretizacion de la frontera es equiespaciada
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y permite trabajar con nodos fantasmas (o ficticios) como se muestra en el trabajo citado
para resolver problemas diferenciales. Estos nodos tienen la propiedad de poder evitar el
uso de esténciles de un solo lado de la frontera mejorando el exactitud y estabilidad de las

aproximaciones, aunque ultimo no serd abordado en esta tesis.

N= 2217 Interior (rojo) / Nfr,= 296 CB Dirichlet (azul)

0.5 -

-0.5 -

15 I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 5.27: Discretizacién del dominio € para h = 0.036 con el algoritmo repelente.

Resolvimos el problema diferencial eliptico usando el MILFD-Est con N = 280, 569,
1146, 2217, 4610, 8927, 18546, 28981 puntos repelentes (ver Apéndice B) para estudiar la
estabilidad para valores grandes de N. En este ejemplo, estudiamos la exactitud del método
usando el Error-Ls como funcién del tamafio del esténcil n para distintos e.

La Figura 5.28 muestra el Error-Ly como funcién de v/ N para tres tamaiios de esténciles,
n = 21,36,55. En cada subfigura observamos que cuando disminuye ¢ el Error-Lo decrece
como se esperaba hasta cierto valor. Observamos también que, cuando se incrementa el
numero de nodos interiores repelentes N de la discretizacion, el error decrece y alcanza
valores de 4.45E-07 para n = 21, de 3.80E-07 para n = 28, 3.65E-07 para n = 36 y 3.55E-07

para n = 55.
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Figura 5.28: Error-Ls como funcién del ntimero de nodos V/N usando esténcil local de
tamafio n = 21, 28, 36,55 con MILFD-Est para ¢ € [4,9].

La Figura 5.28 también muestra que el error del MILFD-Est se estanca para cierto valor
grande de N. Si bien en el caso del esténcil de n = 21 y n = 28 esto no sucede, las curvas
del error se pegan para n = 36 y n = 55, y alcanzan un orden de error de 1 x 10~". Este
mismo fenémeno se observa en la Tabla 5.5 y la Figura 5.11 en el ejemplo de la seccién
5.4.3. Incluso cuando el nimero de condiciéon de la matriz local de interpolacién crece con
n, el mejor error es alcanzado en el rango de € € [4,9] estudiado en los cuatro esténciles.
Como se observa en [28], puede aumentarse la precisién aritmética del computador para

mitigar los efectos del mal condicionamiento.
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Capitulo 6
CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

6.1 Resultados de MILFD-Est

En esta tesis se presenté y desarrollé6 un nuevo método basado en un esquema local
integral que considera interpolaciones con FBR Gaussianas mejorando la estabilidad del
error numeérico con el objetivo de alcanzar mayor exactitud en un rango bajo del parametro
de forma e. En primer lugar se propuso una técnica denominada Método Integral Local de
Frontera y Dominio (MILFD) que se inspira en formulaciones locales del Método Elemen-
tos de Contornos (MEC) y otras técnicas preexistentes. En segundo lugar, se propuso el
denominado Método Integral Local de Frontera y Dominio-Estabilizado (MILFD-Est) para
remarcar su caracter fuertemente estable. La robustez del nuevo MILFD-Est fue evaluada
para diferentes EDP de tipo elipticas con condiciones de borde de Dirichlet y/o Neumann
sobre diferentes dominios bidimensionales.

A su vez, los buenos resultados se obtuvieron sobre distintas discretizaciones de los
dominios usados en esta tesis. Se utilizaron distribuciones de nodos tanto uniformes como
dispersas de tipo Halton, algoritmos repelentes o de tipo cuasi-uniformes. Esto muestra el
caracter fuertemente independiente de un mallado del método integral local desarrollado.

Como se expuso a lo largo de esta tesis, la exactitud y robustez del MILFD-Est se han
mostrado aplicandolo a problemas de Laplace, Poisson en 2D y de conveccién-difusion para
los cuales la solucién exacta es conocida. También se resolvié un problema de capa limite
termal sin solucién conocida y una ecuacion diferencial general de tipo eliptica con coefi-
cientes variables. Su eficiencia ha quedado demostrada frente a los exhaustivos analisis de
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los distintos errores calculados, cuando se ha contado, en la mayoria de los casos, con solu-
ciones exactas. Asimismo, se han comparado los resultados del MILFD-Est con el MRD-RL
desarrollado por Caruso, Portapila y Power en [15] debido a ser el método integral local
reciente con mayor analogia a esta tesis. También se compard con el MEIFBR desarrollado
por Ooi y Popov en [99], con el DF-FBR usado por Bayona, Flyer, Fornberg, y Barnett en
[37], con el MRD-MD analizado por Portapila y Power en [3, 9] y con el MEF de Galerkin
va establecido. La resultados de exactitud logrados en los casos de estudio mejoraron los
métodos mencionados.

Se utiliz6 ademés la correspondiente funcién de Green en subregiones de integracion
circulares, en lugar de aplicar la soluciéon fundamental del laplaciano en la formulacién in-
tegral. La caracteristica principal de este nuevo esquema es que siempre se anula el término
integral con el potencial de capa simple, lo cual simplifica de manera significativa la imple-
mentacién numérica y acelera su calculo. Cabe destacar que para dicho esquema deja de ser
necesario que el punto fuente esté ubicado en el centro de la regién circular.

En los casos sencillos de Laplace y Poisson con condiciones de borde Dirichlet sobre un
cuadrado de la seccién 5.4.1 se observa que el nuevo método presentado logra estabilizarse
para valores bajos del parametro de forma en distribuciones uniformes y dispersas. Las
comparaciones iniciales en estos casos simples al usar el MRD-RL con Gaussianas muestran
que el MILFD-Est lo supera en hasta siete 6érdenes de magnitud en el caso de Laplace
y en hasta tres 6rdenes en el caso de Poisson. A diferencia de los otros métodos que se
vuelven inestables numéricamente, la estabilidad del error del nuevo método lograda en
estos ejemplos permitiria un rango bajo 1util del pardmetro de forma, por ejemplo en casos
de estudio de simulaciones numéricas para aplicaciones ingenieriles o de otra indole.

En el problema presentado en la seccién 5.4.2 (una EDP de Poisson con condiciones
de borde mixtas sobre un cuadrado) se muestra un comportamiento similar al usar los
métodos MRD-RL, MILFD y MILFD-Est para valores del parametro de forma mayor que
2.5, mientras que para ¢ <2.5 solo el MILFD-Est muestra una buena performance. Usando
una distribucién uniforme de N = 400 puntos se logré mejorar un orden de magnitud
respecto al MRD-RL con FBR Gaussianas. También para N = 900, 1600,2500 y ¢ < 1
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se lograron mejoras. Para estas distribuciones uniformes puede verse cémo el fenémeno de
Runge actia en cada una de las interpolaciones locales con FBR del MILFD-Est con bajo
parametro de forma, y termina trasladdndose al error total del método. La comparacion de
tiempos computacionales permite concluir que, al ser el MILFD-Est un método estable, son
necesarias pocas experimentaciones numéricas con valores bajos del parametro de forma
para alcanzar un error aceptable, mientras que con los deméds métodos habria que realizar
varias experiencias computacionales de modo de obtener un e,,; o bien introducir alguna
técnica de optimizacion lo cual incrementaria atin més el tiempo computacional.

En el ejemplo presentado en la secciéon 5.4.3 (una EDP de Poisson con condiciones
de borde de Dirichlet) se logran mejorar por tres érdenes los resultados presentados pa-
ra el MEIFBR y al menos por dos 6rdenes para los resultados del MILFD. Ademas, los
tests numéricos para grandes discretizaciones de N = 8000, 10000, 22500 alcanzaron buena
exactitud para FBR casi planas comportandose ademas de forma estable. Para mitigar los
errores de integracion numérica producidos por el calculo de las integrales de frontera y
dominio, se vari6 la cantidad de puntos de la cuadratura Gaussiana reportando el mejor
error. Sin embargo, de los resultados provistos se concluye que los errores introducidos por
la integracién numérica no son la principal componente del error.

Para el problema de Poisson sobre el disco unitario presentado en la seccién 5.4.4, el
esquema del MILFD-Est mostr6 una gran area de estabilidad con un error norma Ly (error-
Ls) alcanzando un orden de 1 x 107 para N = 1185, y 1 x 10~7 para N = 4880 y N = 9639.
Estos resultados se dieron cuando el tamano del esténcil crecia y € decrecia, mientras que los
resultados con el MILFD mostraron una gran regién de inestabilidad debido al mal condi-
cionamiento de las matrices de interpolacién locales. Se mostré ademas con el MILFD-Est la
mejora del condicionamiento del problema logrando bajar en diez 6rdenes el ntimero de las
matrices locales de interpolaciéon y a su vez, mostrando cierta independencia del parame-
tro de forma cuando N aumentaba. Todos estos resultados mejoraron el error-Lo que se
presenta al usar el método de DF-FBR con aumento polinomial para el mismo problema.
Maés aun, incluimos las isolineas de exactitud para valores grandes de las distribuciones de
nodos repelentes (N = 19816, 30976) usando el MILFD-Est. En esto tltimo se observé que
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la regién de estabilidad se extiende hasta alcanzar un error de orden 1 x 10~7 para n > 30
y € € [1,10]. Esta mejora se obtuvo con un costo computacional mayor debido al célculo
extra de la factorizacién QR, pero esta nueva técnica mantiene constante el tiempo compu-
tacional cuando decrecié el parametro de forma e alcanzando la mejor exactitud. Esto es
remarcable porque permite tener una nociéon del tiempo requerido para valores bajos de &
independientemente del tamafio del esténcil usado. En cambio, los métodos que se vuelven
inestables, si bien tardan menos tiempo, necesitan varias experimentaciones numéricas para
obtener un parametro de forma éptimo.

En el problema de aplicacién presentado en la seccién 5.5.1 para la ecuacién de convec-
cién-difusiéon, testeado ampliamente en la literatura cientifica y que presenta dos “shocks”
cerca de las fronteras, el MILFD-Est mejora el error-Lo por dos érdenes de magnitud al
MRD-RL si comparamos los resultados obtenidos con una discretizacién de N = 1127 pun-
tos cuasi-uniformes con los resultados obtenidos para N = 8000 puntos uniformes usando el
MRD-RL con FBR TPS, MQ1 y MQ2. Ademéds, en el mismo problema pero con N = 185
puntos, el MILFD-Est mejora al MEIFBR, al MRD-MD y al MEF de Galerkin, métodos
va establecidos en la literatura cientifica. Si bien ninguna técnica de adaptividad cerca de
la frontera del shock fue utilizada en el caso del MILFD-Est, en este problema proveniente
de las aplicaciones es interesante notar que tanto las discretizaciones estructuradas o no
estructuradas permitieron encontrar los mejores errores cuando el parametro de forma dis-
minuye. Seria esperable mejorar estos resultados con te¢nicas adaptivas y a un bajo rango
del parametro de forma.

El problema sin soluciéon exacta de la capa térmica presentado en la seccién 5.5.2 es
inestable para valores del niimero de Péclet mas grandes que Pe = 2. Este PVC se resolvid
numéricamente usando el MILFD-Est con N=901 para Pe=2.5,50 y con N=2505 para
Pe=125, alcanzando un valor de £ =0.1. Los resultados obtenidos fueron interpolados con
splines biarmonicas, las cuales mostraron buena performance en la reconstrucciéon de la
solucién aproximada.

El ejemplo final presentado en la seccién 5.6.1 es una EDP eliptica con coeficientes
variables y altamente oscilantes sobre un dominio irregular bidimensional con un agujero
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y fronteras en pico. Incrementando el niimero de puntos repelentes en la discretizacion, los
errores decrecen y alcanzan un orden de 1 x 1077 para diferentes esténciles. Ademas, el
MILFD-Est se estabilizé para valores grandes de N.

Por todo lo expuesto, puede concluirse que esta nueva técnica estabilizada, el MILF-
D-Est, es una contribucién valiosa al campo especifico de los métodos locales integrales y
las FBR, que colabora en reducir el error numérico debido a las inestabilidades producidas
por el mal condicionamiento de un rango bajo del parametro de forma de las FBR Gaussia-
nas interpolantes. A su vez, su eficiencia computacional radica en su estabilidad para valores
bajos del parametro de forma. La aplicabilidad a varios problemas de valores de contorno
con diferentes condiciones de borde sobre diferentes dominios en 2D estacionario validan el
método, ya que mejoran la exactitud y el condicionamiento numérico con distintos tipos y
tamanos de distribuciones de nodos. El método resulta entonces una contribucién a temas

de interés actuales en el campo de la matematica aplicada.

6.2 Proyectos futuros

Los buenos resultados obtenidos con el nuevo método local integral estabilizado deno-
minado MILFD-Est permiten concluir que el uso de técnicas de estabilidad actuales para
FBR permite lograr una buena exactitud del error numérico ampliando el rango de utilidad

en el caso que estas funciones dependan del parametro de forma €.

Desarrollo de nuevos métodos integrales locales estables que usen FBR

Distintas técnicas de estabilidad han sido investigadas y desarrolladas para interpola-
ciones globales, sin embargo es un area de investigaciéon y desarrollo vacante su formulacién
en métodos integrales locales, siendo necesario su tratamiento debido a que estas técnicas
mejoran el mal condicionamiento de las matrices cuando se interpola con FBR y abren
nuevas posibilidades de desarrollo de nuevos métodos.

Un primer proyecto futuro es la estabilizacién del error generado por el mal condicio-

namiento local con otras técnicas de estabilidad numérica para interpolar locamente con
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funciones que dependan del pardmatro de forma, como por ejemplo FBR-GA o Gauss-QR
desarrollando asi nuevos métodos integrales para resolver PVC. Un primer avance en este
sentido se present6 en [38].

A su vez, generar matrices de interpolacién local del MILFD con FBR que sean inde-
pendientes de dicho parametro permitiria incorporar técnicas como FBR-RA para lograr
mayor amplitud en el uso del tipo de funcién radial a usar dependiendo el problema en es-
tudio. La comparacién en exactitud y eficiencia entre estas técnicas de estabilidad de FBR
en problemas diferenciales tanto para funciones que dependan o no del paramatro de forma
€ es un trabajo interesante a continuar.

Paralelamente, el uso de interpolaciones locales en el MILFD con FBR, de tipo splines
poliarménicas aumentadas con polinomios para comparar con el método DF-FBR es una
linea de trabajo a seguir debido a los buenos resultados mostrados con este tltimo método

en la resolucién de EDP generales de tipo elipticas sobre regiones irregulares.

Extension a otras dimensiones y problemas no-estacionarios

Desde el punto de vista de las aplicaciones para obtener una solucién numérica precisa y
eficiente para problemas, como por ejemplo el de transporte de contaminantes, es necesario
contar con un método local integral estabilizado con interpolaciones con FBR en varias
dimensiones, incluso para problemas dependientes del tiempo.

Un segundo proyecto de trabajo es la extensién natural del MILFD a dimensiones mayo-
res. En principio, lograr formulaciones integrales en 3D y su eficiente integracion numeérica
de las integrales de borde y de frontera de las subregiones. A su vez, habrd que realizar
la implemetacién numérica y el testeo de las técnicas de estabilidad globales en mayores
dimensiones para poder incorporar estos esquemas estables para interpolar localemente y
resolver PVC en derivadas parciales. Implementar la nueva formulacién estabilizada del
MILFD-Est 3D para ampliar la region de utilidad del pardmetro de forma, es un trabajo
desafiante. Asimismo, la construccion de las distribuciones de nodos y de los esténciles y
subregiones de integraciéon en dimensiones mayores es un tema pendiente.

Paralelamente, en problemas de dindmica de fluidos como el transporte de flujo en
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cursos de agua y el transporte de contaminantes en medios porosos, es necesario abordar
estos problemas no-estacionarios dependientes del tiempo. Esto también es materia para

futuros estudios e investigaciones cientificas.

Abordaje de problemas provenientes de aplicaciones con el MILFD-Est

Finalmente, si bien en esta tesis se ha trabajado hasta el momento con el MILFD-Est
aplicado a problemas de transporte lineales y estacionarios, un tercer proyecto de trabajo
es lograr abordar PVC maés complicados con EDP que contegan términos no-lineales y
condiciones de borde méas generales, incluso sobre dominios méas generales. Esto permitiria
mostrar la robustez del método desarrollado y su contribucién al campo de las simulaciones
numéricas.

Un tercer proyecto seria incorporar este método y sus versiones mejoradas en problemas
provenientes de aplicaciones de diversas ramas de la ingenieria y las ciencias como aporte

de la matematica aplicada.
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Apéndice A
INTEGRACION DE FRONTERA Y
DOMINIO DEL MILFD-EST

A.1 La EDP de Poisson con condiciones de borde mixtas

Es bien sabido que en integracién numeérica la regla del trapecio converge geométrica-
mente cuando se aplica a funciones analiticas sobre intervalos periddicos, mientras que la
cuadratura de Gauss-Legendre es adecuada en la integracion solo sobre segmentos o arcos.
Ver [108].

En este apéndice mostramos la relacién existente entre la integracion numérica de las
integrales de frontera y dominio y la exactitud del error para el MILFD y el MILFD-Est.
Los dos esquemas de integracién numérica que presentamos son la regla del trapecio y la
cuadratura de Gauss-Legendre.

Consideramos los diferentes casos estudiados en la seccién 5.4.4 del Cap. 5 que usan
el método local integral con y sin el solver local FBR-QR variando el ntimero de puntos
de integracién (¢ € [1,50]y) para ambos métodos. Usamos N = 1185 nodos interiores con
esténciles de n = 20, 40, 60 nodos y parametro de forma de la FBR Gaussiana de ¢ =3.0.

En la Figura A.1 se muestra que el aumento de la cantidad de puntos g de integracién de
Gauss (linea azul) y del trapecio (linea roja) no mejoran el error numérico total del MILFD
(columna izquierda) y del MILFD-Est (columna derecha) para este problema aun cuando

se aumenta el esténcil de n = 20 a n = 60. La eleccién fue fijada en g = 40.
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Figura A.1: Comparaciéon del Error-Lo para cuadratura Gaussiana y la regla del trapecio

en el MILFD (columna izq.) y el MILFD-Est (columna der.) con esténciles de n = 20, 40, 60
nodos en una discretizacién repelente de N = 1185.
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A.2 La EDP de Poisson con condiciones de borde de Dirichlet

Para mostrar el efecto de la exactitud de la cuadratura de Gauss-Legendre en las integra-

les de frontera y de dominio presentadas en las ecuaciones (4.64a)-(4.64c), incrementamos

el nimero de puntos de Gauss g (¢=40:1:80) en el problema presentado en la seccién 5.4.3

del Cap. 5.

En la Figura A.2 observamos que, para un paradametro de forma fijo (¢ = 0,1), el aumento

de g es beneficioso hasta alcanzar un minimo local.

La Figura A.3 muestra el mismo efecto. No profundizamos en este aspecto porque ex-

ceden a los objetivos de esta tesis.
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Figura A.2: Error-Ly % para el MILFD-Est usando distribuciones uniformes de nodos (en
cada subplot) y ¢ € [40, 80|y para un pardmetro de forma de ¢ = 0.1 fijo.
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Figura A.3: Error-Ls % para el MILFD-Est usando distribuciones uniformes de nodos (todas
las lineas juntas) y ¢ € [40, 60|y para un pardmetro de forma de ¢ = 0.1 fijo.
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DISCRETIZACIONES DE DOMINIOS

B.1 Discretizaciones EDP Laplace y Poisson en casos simples

Tabla B.1: Discretizaciones de las EDP de Laplace y Poisson 5.4 con N nodos internos y

Apéndice B

Uniforme Halton
N NDir N NDir
400 84 400 80
900 124 900 120
1600 164 | 1600 160

Np;r nodos con condiciones de Dirichlet.

B.2 Discretizaciones EDP Poisson con condiciones mixtas
Uniforme Halton Cuasi-uniforme
N NDir NNeu N NDir NNeu N NDir NNeu
400 44 40 400 40 40 401 38 38
900 64 60 900 60 60 901 58 58
1600 84 80 1600 80 80 1600 80 80
2500 104 100 2500 100 100 2505 100 100

Tabla B.2: Numero de discretizaciones de la EDP de Poisson 5.4.2 con N nodos internos,
Npir nodos con condiciones de Dirichlet y Ny, nodos con condiciones de Neumann.
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B.3 Discretizaciones EDP Poisson con condiciones Dirichlet

Uniforme Halton Cuasi-uniforme
N Npir N Npir N Npir 7

400 84 400 80 401 80  0.04973

900 124 900 120 901 120 0.03345
1600 164 1600 160 1600 164  0.024852
2500 204 2500 200 2505 204 0.0198294
3600 244 3600 240 3603 240 0.016557
4900 284 | 4900 280 | 4508 268 0.0147053
6400 324 6500 320 6580 324 0.012221
8100 364 8000 360 8027 360 0.011085
10000 404 | 10000 400 | 10078 400 0.0099585
22500 604 | 22500 600 | 22570 600 0.006625

Tabla B.3: Discretizaciones de la EDP de Poisson 5.4.3 con N nodos internos, Np;- nodos
con condiciones de Dirichlet y r coeficiente de espaciamiento del algoritmo cuasi-uniforme.

B.4 Discretizaciones EDP Poisson sobre un disco

Nodos repelentes

N NDiT h

279 62 0.1
279 64  0.098

566 88  0.071
1185 125  0.050
2362 174  0.036
4880 251  0.025
9639 349 0.018
19816 502  0.0125
30976 628  0.0100

Tabla B.4: Discretizaciones de la EDP de Poisson 5.4.4 con N nodos internos, Np;- nodos
con condiciones de Dirichlet y h coeficiente de espaciamiento del algoritmo repelente.

150



B.5 Discretizaciones ecuacion conveccion-difusion

Uniforme Halton Cuasi-uniforme
N NDir NNeu N NDir NNeu N NDir NNeu

500 24 100 500 20 100 500 22 100
1125 34 150 1125 30 150 1127 32 150
2000 44 200 2000 40 200 1981 42 198
3125 54 250 3125 50 250 3125 52 250
4500 64 300 4500 60 300 4501 62 300
6125 74 350 6125 70 350 6158 74 352
8000 84 400 8000 80 400 7987 84 404
10125 94 450 | 10125 90 450 | 10126 92 450

Tabla B.5: Discretizaciones de la ecuacién de convecciéon-difusion 5.5.1 con N nodos internos,
Npir nodos con condiciones de Dirichlet y Ny, nodos con condiciones de Neumann.

B.6 Discretizaciones EDP capa limite térmica en un canal

Cuasi-uniforme
N NDir NNeu
401 57 19
901 87 29
1600 120 40
2505 150 50
3603 180 60

Tabla B.6: Discretizaciones del problema de la capa limite térmica 5.5.2 con N nodos inter-
nos, Np; nodos con condiciones de Dirichlet y Ny, nodos con condiciones de Neumann.

151



B.7 Discretizaciones EDP eliptica sobre dominio irregular 2D

Cuasi-uniforme
N NDiT h
280 104 0.1
569 149  0.071
1146 212 0.050
2217 296  0.036
4610 427  0.025
8927 594 0.018
18546 854  0.0125
28981 1070 0.01

Tabla B.7: Discretizaciones de la EDP tipo eliptica 5.6.1 con N nodos internos, Np; nodos
con condiciones de Dirichlet y h coeficiente de espaciamiento del algoritmo repelente.
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