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2021, Vol 8, pp. 289-292.

y presentados en los siguientes eventos cient́ıficos:

1. S. D. Roscani, K. Ryszewska, L. D. Venturato, “Desarrollo de herramientas clásicas para

problemas de Stefan fraccionarios en el espacio con derivada de Caputo”, IX Congreso de
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Resumen

En esta tesis se estudian dos clases de problemas de Stefan. En la primera parte se aborda

un problema asociado a aleaciones binarias, obteniendo soluciones expĺıcitas de tipo similaridad,

para dos condiciones de borde, de Neumann y convectiva. Se obtienen además desigualdades para

el coeficiente que caracteriza la frontera libre en cada caso.

En la segunda parte se estudia un problema de Stefan fraccionario en la variable espacial de

tipo Dirichlet, asociado a un flujo de Caputo. Este tipo de problemas, está relacionado con proce-

sos de difusión anómala en materiales heterogéneos, y a diferencia del problema presentado en la

primera parte, no existe en la literatura resultados previos de existencia, unicidad o regularidad

de soluciones aśı como tampoco las herramientas necesarias para su deducción. Los mismos serán

obtenidos en esta segunda parte.

El desarrollo se centra en las teoŕıas de semigrupos y de operadores de evolución. En un

primer paso, analizaremos dominios apropiados para la solución buscada. Esto requerirá la intro-

ducción de los espacios de Sobolev fraccionarios y los espacios de interpolación. Posteriormente,

consideraremos el problema de frontera móvil asociado al problema de Stefan fraccionario, al cual

aplicaremos algunas transformaciones para obtener un nuevo problema. Resolveremos el mismo

buscando una solución a una ecuación integral asociada, que se denomina ”mild solution”. Fi-

nalmente, utilizaremos la solución al problema de frontera móvil para obtener una solución al

problema de Stefan fraccionario, mediante un teorema de punto fijo. Deduciremos la unicidad

de solución mediante un resultado de monotońıa para la frontera libre y una condición integral

equivalente a la condición de Stefan. Para terminar, daremos soluciones autosimilares en términos

de funciones especiales denominadas funciones de Mittag-Leffler de tres parámetros.
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2.4. Teoŕıa de semigrupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.5. Operadores de evolución . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3. Problemas de Stefan asociados a aleaciones binarias 31

3.1. Soluciones autosimilares para el problema de Aleación binaria . . . . . . . . . . . 31
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los problemas de Stefan son una clase de problemas que pretenden modelar la transferencia

de calor en un material o medio, el cual experimenta un cambio de fase, por ejemplo solidificación

o fusión, debido a la aplicación de una fuente de calor en parte de la frontera del mismo. Este

cambio de fase se modela mediante una función denominada frontera libre que las separa. En

esta tesis consideraremos un problema unidimensional de fusión a una fase. Esto último implica

que en la región donde el material se encuentra en estado sólido, su temperatura es constante

(coincidiendo con la temperatura de fusión). Para dicho caso, podemos deducir un modelo como

sigue:

Sean u = u(x, t) y q = q(x, t) la temperatura y el flujo en cada posición x y tiempo t de un

material unidimensional, representado por el semieje positivo en x. Supongamos que inicialmente

dicho material posee una fase ĺıquida, dada por 0 < x < b y una fase sólida dada por x > b

la cual se encuentra a temperatura constante igual a la temperatura de fusión. Por simplicidad,

supondremos que dicha temperatura es igual a cero. Aplicamos una fuente de calor en el extremo

izquierdo x = 0, con lo cual el frente de separación x = b entre ambas fases avanza hacia la

derecha, adoptando un valor s(t) para cada instante de tiempo t. La función s se denomina

frontera libre. Supongamos además que en la fase sólida, el material se encuentra a temperatura

constante cero en cada tiempo t, por lo que tenemos un problema a una fase. Definimos la función

de entalṕıa, como H = u+ ϕ, con

ϕ(x, t) :=


L 0 < x < s(t)

0 x > s(t).

donde L representa el calor latente, es decir, la cantidad de enerǵıa requerida para cambiar de

11



Cap. 1 Secc. 1.0

fase sólida a ĺıquida.

Queremos deducir una ecuación gobernante para el problema analizado. Para ello, considere-

mos la ley de Fourier para modelar la transferencia de calor, que establece la siguiente relación

entre las funciones u y q,

q(x, t) =


−ux(x, t) 0 < x < s(t),

0 x > s(t).

(1.1)

Por otro lado, aplicando el primer principio de la termodinámica, tenemos que,

d

dt

∫ b

a
H(x, t)dx = −(q(b, t)− q(a, t)), (1.2)

para cualesquiera 0 < a < b, de donde se deduce que

Ht(x, t) = −qx(x, t),

y por definición de H y q, resulta

ut − uxx = 0, 0 < x < s(t).

Teniendo en cuenta que tanto la función temperatura como la posición de la frontera libre

s(t) son desconocidas, necesitamos otra condición en el modelo. Si, por simplicidad, procedemos

formalmente, podemos derivar tal condición utilizando nuevamente el primer principio de la

termodinámica. Sean 0 < a < s(t) < b, entonces de (1.2)

d

dt

(∫ s(t)

a
H(x, t)dx+

∫ b

s(t)
H(x, t)dx

)
= −(q(b, t)− q(a, t))

d

dt

(∫ s(t)

a
(u(x, t) + L)dx+

∫ b

s(t)
u(x, t)dx

)
= ux(a, t)

d

dt

(∫ s(t)

a
u(x, t)dx+ L(s(t)− a)

)
= ux(a, t)

u(s(t), t)ṡ(t) + Lṡ(t) = ux(a, t)

Lṡ(t) = ux(a, t),

por lo que, haciendo a → s(t)− obtenemos que

Lṡ(t) = ux(s(t)
−, t),

que se conoce como condición de Stefan.
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De lo anterior, si adicionalmente suponemos por simplicidad que L = 1, consideramos una

condición de borde de tipo Dirichlet, y una condición inicial en t = 0 dada por una función dato

u0, se deduce la siguiente formulación de un problema de Stefan a una fase

(i) ut(x, t) = uxx(x, t) 0 < x < s(t), t > 0,

(ii) u(0, t) = C > 0 t > 0,

(iii) u(s(t), t) = 0 t > 0,

(iv) u(x, 0) = u0(x), 0 < x < b

(v) ṡ(t) = − ĺım
x→s(t)−

ux(x, t) t > 0.

(1.3)

Siguiendo ideas similares, podemos deducir una formulación para un problema de Stefan a dos

fases para la solidificación de un material unidimensional y semi-infinito, con constantes f́ısicas

iguales a uno:

(i) uSt (x, t) = uSxx(x, t) 0 < x < s(t), t > 0,

(ii) uLt (x, t) = uLxx(x, t) x > s(t), t > 0,

(iii) uS(0, t) = CS > 0 t > 0,

(iv) uS(s(t), t) = uL(s(t), t) = 0 t > 0,

(v) uS(x, 0) = u0(x), 0 < x < b

(vi) uL(x, 0) = u0(x), x > b

(iii) uL(+∞, t) = CL > 0 t > 0,

(v) ṡ(t) = uSx (s(t), t)− uLx (s(t), t) t > 0.

(1.4)

En la literatura se puede encontrar un amplio desarrollo de los problemas de Stefan a una y

a dos fases, entre los que cabe mencionar [2, 5, 8, 11, 21, 28] referentes al estudio teórico de los

mismos y sus aplicaciones, y [6, 18, 33, 34, 36, 44] donde se obtienen soluciones expĺıcitas.

Los problemas analizados anteriormente, suponen que el material considerado es homogéneo,

por lo que su constitución no afecta a la ecuación gobernante ni a la condición de Stefan. Una

forma de alejarnos de esta hipótesis, es considerar un material cuya composición pueda ser con-

siderada por separado, como es el caso del problema que abordaremos en el Caṕıtulo 3, o bien

considerar un material “uniformemente heterogéneo”, como es el caso del problema del Caṕıtulo

4.

El primero se conoce como problema de aleación binaria, y corresponde a un problema de

transferencia de calor en un material que consta de dos componentes. Esto induce una formulación

donde las funciones que representan la temperatura del material y la concentración de uno de los

componentes del mismo están relacionadas por ciertas condiciones, y ambas verifican un problema
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de Stefan a dos fases. Este tipo de problema fue analizado por Rubinstein en [28], obteniendo

que existe una única solución de tipo similaridad cuando la condición en el borde fijo x = 0 está

dada por una temperatura constante. Posteriores trabajos sobre la solidificación de una aleación

binaria pueden verse en [1, 7, 39, 40, 41] donde se obtienen tanto soluciones exactas, como aśı

también soluciones aproximadas. En el Caṕıtulo 3, se analizará el siguiente problema:

i. αsTsxx = Tst 0 < x < s(t), t > 0,

ii. αlTlxx = Tlt s(t) < x, t > 0,

iii. dsCsxx = Cst 0 < x < s(t), t > 0,

iv. dlClxx = Clt s(t) < x, t > 0,

v. ksTsx(0, t) =
q0√
t

(q0 > 0), t > 0,

vi. Ts(s(t), t) = Tl(s(t), t) = Tk t > 0,

vii. Tl(x, 0) = T0 TA < T0 < TB, x > 0,

viii. Tl(∞, t) = T0 TA < T0 < TB, t > 0,

ix. Csx(0, t) = 0 t > 0,

x. Cs(s(t), t) = fs(Tk) t > 0,

xi. Cl(x, 0) = C0 x > 0,

xii. Cl(s(t), t) = fl(Tk) t > 0,

xiii. ksTsx(s(t), t)− klTlx(s(t), t) = γρs′(t) t > 0,

xiv. dlClx(s(t), t)− dsCsx(s(t), t) =
[
fs(Tk)− fl(Tk)

]
s′(t) t > 0,

donde Ts, Tl representan la temperatura en las fases sólida y ĺıquida respectivamente, Cs, Cl las

concentraciones en cada fase de uno de los dos compuestos que conforman el material (previamen-

te indicado), y los coeficientes involucrados provienen de constantes f́ısicas asociadas al problema.

Notemos que, en los problemas de aleación binaria la composición del material no parece afectar

al proceso de transferencia de calor, pues está modelado por la ecuación del calor.

Por otro lado, respecto del segundo problema que se desarrolla en el Caṕıtulo 4, cuando

consideramos materiales o medios más complicados, surgen nuevas formulaciones donde tanto

la ecuación gobernante como la condición de Stefan cambian. En particular, supongamos que

queremos modelar un fenómeno de fusión relacionado con un cambio de fase en una barra semi-

infinita debido a la transferencia de calor. Consideremos un modelo a una fase, con lo cual la

fase sólida está a una temperatura de fusión constante igual a cero. En consecuencia, basta con

analizar la fase ĺıquida. Por simplicidad, supongamos también que todos los parámetros f́ısicos
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involucrados son constantes e iguales a uno.

Sean u = u(x, t) y q = q(x, t) la temperatura y el flujo en cada posición x y tiempo t. Como

vimos anteriormente, considerando el primer principio de la termodinámica (1.2) y la ley de

Fourier (1.1) para modelar la transferencia de calor, obtenemos la ecuación del calor

ut − uxx = 0.

Sin embargo, la ley de Fourier es una relación emṕırica, y por lo tanto puede ser reemplazada.

Si elegimos el flujo propuesto en [42], dado por

qnl(x, t) = − 1

Γ(1− α)

∫ x

0
ux(p, t)(x− p)−αdp, (1.5)

tenemos una expresión la cual establece que el flujo en cada posición x y tiempo t es una suma

generalizada de los flujos locales en cada posición de la barra entre su extremo izquierdo (x = 0)

y la posición actual, donde los flujos más cercanos tienen un peso mayor. En consecuencia,

estamos considerando un material cuya composición afecta el flujo de temperatura, por ejemplo,

un material heterogéneo.

Como veremos luego, la expresión 1
Γ(1−α)

∫ x

0
ux(p, t)(x − p)−αdp se conoce como derivada

fraccionaria de Caputo de orden α de la función u, y se denota Dα
xu (donde el sub́ındice x indica

que se aplica respecto de dicha variable), por lo que podemos reescribir el flujo en (1.5) de la

siguiente manera

qnl(x, t) = −Dα
xu(x, t). (1.6)

Si aplicamos el primer principio de la termodinámica (1.2) con el nuevo flujo (1.6), obtenemos

ut(x, t)−
∂

∂x
Dα

xu(x, t) = 0 (1.7)

que se conoce como ecuación de difusión fraccioria en el espacio.

Siguiendo el desarrollo realizado para el problema de Stefan clásico, si denotamos por s(t) a

la frontera libre, deducimos la siguiente condición de Stefan fraccionaria

ṡ(t) = − ĺım
x→s(t)−

Dα
xu(x, t).

Agregando una condición de borde de tipo Dirichlet, una condición inicial para t = 0, y

teniendo en cuenta que en s(t) se da la temperatura de cambio de fase, que supondremos igual a
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cero, tenemos el siguiente problema

(i) ut − ∂
∂xD

α
xu = 0, en Qs,T

(ii) u(0, t) = 0, u(s(t), t) = 0, t ∈ (0, T ),

(iii) u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, 0 < x < s(0) = b,

(iv) ṡ(t) = − ĺım
x→s(t)−

(Dαu)(x, t), t ∈ (0, T ),

(1.8)

donde α ∈ (0, 1), Qs,T = {(x, t) : 0 < x < s(t), 0 < t < T}.

El problema (1.8) entra en la categoŕıa de Problemas de Stefan fraccionarios en el espacio,

cuyo desarrollo es reciente. En particular, en [42] se considera un modelo de infiltración de agua en

suelos subterráneos heterogéneos, donde se introduce el flujo q = −Dα
xu, y la ecuación gobernante

para el problema está dada por ∂
∂xD

α
xu = 0.

Cabe destacar que al reemplazar la ley de Fourier (1.1) en la deducción del problema de Stefan

(1.8), son válidas diferentes opciones, dependiendo del tipo de proceso que se pretende modelar.

Algunas alternativas se analizan en [23], donde se considera un fenómeno de transporte para dos

flujos no locales definidos en términos de derivadas fraccionarias.

Una observación importante acerca de los problemas de Stefan fraccionarios, se verá al estudiar

soluciones exactas de (1.8) en el Caṕıtulo 4, donde obtendremos que el comportamiento de la

frontera libre es diferente al observado en los problemas de Stefan clásicos. Más precisamente,

si en estos últimos, consideramos por ejemplo una condición de borde constante en x = 0, la

frontera libre crece como s(t) ∼ t
1
2 . Sin embargo, para el problema (1.8) obtendremos que dicho

comportamiento es de la forma s(t) ∼ t
1

1+α , que corresponde a un proceso de super-difusión, pues

1
2 < 1

1+α < 1, y coincide con lo obtenido en [43] para el caso estacionario.

Vale destacar que, el problema (1.8) donde la condición u(0, t) = 0 es reemplazada por la

condición ux(0, t) = 0 a sido estudiado en [31]. Es por eso que, para resolver (1.8) se seguirá la

misma estrategia, que involucra el abordaje de dicho problema por medio de la teoŕıa de semi-

grupos y operadores de evolución. Más aún, a partir del trabajo en [31], y junto a la autora se

extendieron los resultados para una condición de tipo Neumann fraccionaria, los cuales han sido

publicados en [27] como una continuación del trabajo mencionado, y muchas de las herramientas

desarrolladas en el mismo se incluyen aqúı. En cuanto al problema (1.8), para obtener un teorema

de existencia de solución, adaptaremos parte de los resultados de los trabajos previos nombra-

dos anteriormente. Sin embargo, se presentan algunas dificultades debido a diferencias con los

problemas estudiados en [31] y [27], para lo cual será de gran importancia demostrar algunas

propiedades novedosas.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

En este caṕıtulo, desarrollaremos los conceptos y resultados necesarios para abordar tanto los

problemas de Aleaciones Binarias (Caṕıtulo 3) como los problemas de Stefan fraccionarios en el

espacio (Caṕıtulo 4)

2.1. Funciones especiales

Comencemos por definir algunas funciones recurrentes en el cálculo fraccionario.

Definición 2.1.1. Sea U = {z ∈ C : ℜ(z) > 0}. La función Γ : U 7→ C definida por Γ(z) =∫ ∞

0
e−ttz−1dt se denomina función Gamma.

Definición 2.1.2. La función B : U × U 7→ C definida por B(α, β) =

∫ 1

0
tα−1(1 − t)β−1dt se

denomina función Beta.

Proposición 2.1.1. Sean α, β ∈ U . Entonces

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
. (2.1)

Corolario 2.1.1. Sean α, β ∈ U , entonces

B(α, β) = B(β, α).

Definición 2.1.3. Sean α, β > 0, y l tal que α(jm + l) ̸= −1,−2,−3, . . . (j = 0, 1, 2, . . . ).

Definimos las funciones de Mittag-Leffler de uno, dos y tres parámetros respectivamente como

Eα(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, (2.2)

17
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Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, (2.3)

Eα,m,l(z) =

∞∑
n=0

cnz
n, con c0 = 1, cn =

n−1∏
j=0

Γ(α(jm+ l) + 1)

Γ(α(jm+ l + 1) + 1)
, (n = 1, 2, 3, . . . ). (2.4)

Observación 2.1.1. Las funciones de Mittag-Leffler proporcionan una generalización de la fun-

ción exponencial. En efecto,

E1(z) = E1,1(z) = E1,1,0(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=

∞∑
k=0

zk

k!
= ez, z ∈ C,

Por otro lado, tenemos las siguientes relaciones entre dichas funciones,

Eα,1,0(z) = Eα(z), Eα,1,l(z) = Γ(αl + 1)Eα,αl+1(z)

Observación 2.1.2. Las funciones de Mittag-Leffler están bien definidas en todo el plano com-

plejo C. Para probarlo, necesitamos el siguiente resultado cuya demostración puede verse en pág.

47 de Erdélyi [12].

Teorema 2.1.1. Sea z ∈ C. Para a, b ∈ C, se tiene que

Γ(z + a)

Γ(z + b)
= za−b

[
1 +

1

2
z−1(a− b)(a+ b− 1) +O(z−2)

]
, cuando z → ∞.

Teniendo en cuenta la Observación 2.1.1, basta con analizar la función de Mittag-Leffler de

tres parámetros. Notemos que

cn+1 = cn
Γ((n+ 1)(1 + α))

Γ((n+ 1)(1 + α) + α)
= cn

Γ((n+ 1)(1 + α) + 1)

Γ((n+ 1)(1 + α) + α)(n+ 1)(1 + α)

de donde,
cn
cn+1

= (n+ 1)(1 + α)
Γ((n+ 1)(1 + α) + α)

Γ((n+ 1)(1 + α) + 1)
.

Entonces, considerando z = (n+1)(1+α), a = α, b = 1, y llamando R al radio de convergencia

de la serie (2.4), por Teorema 2.1.1 se tiene que

R = ĺım
n→∞

∣∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣∣ = ĺım
k→∞

∣∣∣∣(n+ 1)(1 + α)
Γ((n+ 1)(1 + α) + α)

Γ((n+ 1)(1 + α) + 1)

∣∣∣∣
= ĺım

k→∞
(n+ 1)α(1 + α)α

∣∣∣∣1 + (α− 1)α

2(n+ 1)(1 + α)
+O

(
1

(n+ 1)2(1 + α)2

)∣∣∣∣
= +∞,

ya que α > 0. Por lo tanto, las funciones de Mittag-Leffler de uno, dos y tres parámetros están

bien definidas en todo el plano complejo.
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Teorema 2.1.2. [16, Teorema 4] Sean α,m, l ∈ R tales que

α > 0, m > 0, α(im+ l) ̸= −1,−2,−3, . . . (i = 0, 1, 2, . . .),

y

l > m− 1− 1

α
.

Entonces(
∂α
[
tα(l−m+1)Eα,m,l (at

αm)
])

(x) =
Γ(α(l −m+ 1) + 1)

Γ(α(l −m) + 1)
xα(l−m) + axαlEα,m,l (ax

αm) (a ̸= 0)

Si además

α(l −m) = −j para algún j = 1, 2, . . . ,−⌊−α⌋

entonces (
∂α
[
tα(l−m+1)Eα,m,l (at

αm)
])

(x) = axαlEα,m,l (ax
αm) (a ̸= 0).

2.2. Operadores fraccionarios y sus propiedades

Definiremos a continuación los operadores fraccionarios necesarios para los problemas que

analizaremos. Estableceremos además propiedades de los mismos.

Definición 2.2.1. [15] Sea L > 0, α ∈ C con Re(α) > 0. Para f suficientemente regular,

definimos la integral fraccionaria Iα como

Iαf(x) =
1

Γ(α)

∫ x

0
(x− p)α−1f(p)dp, x ∈ [0, L]. (2.5)

Observación 2.2.1. [15, Lema 2.1] Iα está bien definido en Lp(0, L) para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

Definición 2.2.2. [15, Ecuaciones (2.1.5) y (2.4.1)] Sea 0 < α < 1. Si f es suficientemente

regular, definimos la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville como

∂αf(x) =
∂

∂x
I1−αf(x) =

1

Γ(1− α)

∂

∂x

∫ x

0
(x− p)−αf(p)dp, (2.6)

y la derivada fraccionaria de Caputo como

Dαf(x) =
∂

∂x
I1−α[f(x)− f(0)] =

1

Γ(1− α)

∂

∂x

∫ x

0
(x− p)−α[f(p)− f(0)]dp. (2.7)

Observación 2.2.2. [15, Lema 2.2 y Teorema 2.1] Las derivadas de Riemann-Liouville y de

Caputo están bien definidas en AC[0, L]. Más aún, si f ∈ AC[0, L] entonces Dαf puede escribirse

de forma equivalente como

Dαf(x) = I1−αf ′(x) =
1

Γ(1− α)

∫ x

0
(x− p)−αf ′(p)dp. (2.8)
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Proposición 2.2.1. [15, Propiedad 2.1] Sea β > −1. Entonces,

Iα(xβ) =
Γ(β + 1)

Γ(α+ β + 1)
xα+β,

y

∂α(xβ) =


Γ(β+1)

Γ(β−α+1)x
β−α si α− β /∈ N,

0 si α− β ∈ N.
.

Proposición 2.2.2. [15, Propiedad 2.16] Sea β > −1. Entonces,

Dα(xβ) =


Γ(β+1)

Γ(β−α+1)x
β−α si β ̸= 0,

0 si β = 0.

.

Proposición 2.2.3. [30, Proposición 2.26] Sea L > 0, α ∈ (0, 1). Si f, g ∈ AC[0, L] y g ∈

C0,β([0, L]) para β ∈ (α, 1), entonces

∂α(f · g) = g(x)(∂αf)(x) +
α

Γ(1− α)

∫ x

0
(x− p)−α−1(g(x)− g(p))f(p)dp.

Proposición 2.2.4. [15, Lema 2.21] Sea L > 0, α ∈ (0, 1). Entonces

(DαIαf)(x) = f(x), f ∈ Lp(0, L), p >
1

α
,

(IαDαf)(x) = f(x)− f(0), f ∈ AC[0, L]. (2.9)

Proposición 2.2.5. [32, Theorem 2.4] Sea L > 0, α ∈ (0, 1). Entonces

∂αIαf = f, f ∈ L1(0, L).

Si f ∈ L1(0, L) verifica que ∂αf ∈ L1(0, L), entonces

(Iα∂αf)(x) = f(x)− xα−1

Γ(α)
I1−αf(0),

donde

I1−αf(0) := ĺım
x→0

I1−αf(x).

Si adicionalmente f ∈ Lp(0, L) para p > 1
1−α , entonces

Iα∂αf = f.
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Proposición 2.2.6. [15, Caṕıtulo 2] Sea f ∈ AC[0, 1]. Entonces,

(Dα
xf)(x) = (∂αf)(x)− x−α

Γ(1− α)
f(0), (2.10)

y

I1−αf(x) =

∫ x

0
Dαf(z)dz + f(0)

x1−α

Γ(2− α)
. (2.11)

En particular, si f(0) = 0,

I1−αf(x) =

∫ x

0
Dαf(z)dz, (2.12)

mientras que si I1−αf ′ ∈ AC[0, 1], entonces

∂

∂x
Dα

xf =
∂

∂x
I1−αf ′ = ∂αf ′. (2.13)

Proposición 2.2.7. [17, Proposición 6.5] Sea L > 0, α, β ∈ (0, 1) tales que α + β ≤ 1 y sea

f ∈ AC[0, L]. Entonces ∂βDαf = Dα+βf . Adicionalmente, ∂α∂1−αf = ∂
∂xf .

2.3. Espacios de Sobolev fraccionarios

Recordemos la definición de espacios de Sobolev para órdenes enteros. Por simplicidad, y

teniendo en cuenta el posterior desarrollo, en lo que sigue consideraremos el intervalo (0, 1).

Denotemos por Cm
c (0, 1) el conjunto de funciones de Cm(0, 1) con soporte compacto.

Definición 2.3.1. [4] Sea 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos el espacio de Sobolev W 1,p(0, 1) de la siguiente

manera:

W 1,p(0, 1) =

{
u ∈ Lp(0, 1) : ∃g ∈ Lp(0, 1) tal que

∫ 1

0
uϕ′ = −

∫ 1

0
gϕ, ∀ϕ ∈ C1

c (0, 1)

}
.

Dado m ∈ N con m ≥ 2 y 1 ≤ p ≤ ∞, definimos

Wm,p(0, 1) = {u ∈ Wm−1,p(0, 1) : u′ ∈ Wm−1,p(0, 1)}.

Denotamos Hm(0, 1) = Wm,2(0, 1)

Se puede probar que para todo 1 ≤ p ≤ ∞, Wm,p(0, 1) es un espacio de Banach, para

1 < p < ∞ es reflexivo, y para 1 ≤ p < ∞ es separable. Además, Hm(0, 1) es un espacio de

Hilbert separable.

Adicionalmente, definimos los siguientes subespacios de Wm,p(0, 1).
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Definición 2.3.2. [4] Sean m ∈ N con m ≥ 2 y 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos Wm,p
0 (0, 1) como la

clausura de Cm
c (0, 1) en Wm,p(0, 1).

A continuación, queremos definir los espacios Wm,p(0, 1) para m no entero. Para ello consi-

deramos la siguiente definición como subespacio de Lp(0, 1).

Definición 2.3.3. [9] Sea β ∈ (0, 1) y 1 ≤ p < ∞. Definimos el espacio de Sobolev fraccionario

W β,p(0, 1) como

W β,p(0, 1) = {u ∈ Lp(0, 1) :
|u(x)− u(y)|

|x− y|
1
p
+β

∈ Lp((0, 1)× (0, 1))}.

con la norma

||u||Wβ,p(0,1) =

(
||u||pLp(0,1) +

∫ 1

0

∫ 1

0

|u(x)− u(y)|p

|x− y|1+βp
dydx

) 1
p

.

Para β ≥ 1, con m = ⌊β⌋, definimos el espacio de Sobolev fraccionario W β,p(0, 1) como el

espacio de funciones u en Wm,p(0, 1) tales que para s = β−⌊β⌋ resulta u(m) ∈ W s,p(0, 1), con la

norma

||u||Wβ,p(0,1) =
(
||u||pWm,p(0,1) + ||u(m)||pW s,p(0,1)

) 1
p
.

Denotamos Hβ(0, 1) = W β,2(0, 1)

Observemos que para β ∈ N, las definiciones 2.3.1 y 2.3.3 coinciden.

Finalmente, presentamos los siguientes subespacios de Hβ(0, 1).

Definición 2.3.4. Sea γ > 0, y

0C
∞[0, 1] = {v ∈ C∞[0, 1] : ∀n ∈ N0, v

(n)(0) = 0}, 0C∞[0, 1] = {v ∈ C∞[0, 1] : ∀n ∈ N0, v
(n)(1) = 0},

C∞
0 [0, 1] = {v ∈ C∞[0, 1] : ∀n ∈ N0, v

(n)(0) = 0, v(n)(1) = 0}.

Definimos,

0H
γ(0, 1) = 0C∞[0, 1]

Hγ(0,1)
, 0Hγ(0, 1) = 0C∞[0, 1]

Hγ(0,1)
, Hγ

0 (0, 1) = C∞
0 [0, 1]

Hγ(0,1)
.

Como veremos más adelante, los espacios de Sobolev fraccionarios Hγ(0, 1) pueden verse

como espacios intermedios entre L2(0, 1) y H⌈γ⌉(0, 1). En consecuencia, compartirá similitudes

con ellos, de acuerdo a “que tan cerca” se encuentre de cada uno. En particular, tenemos la

siguiente caracterización para dichos espacios, que determina el comportamiento de la traza en

función del orden α ∈ (0, 1).
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Proposición 2.3.1. [47, Proposición 1]

0H
α(0, 1) =


Hα(0, 1), α ∈

(
0, 12
)
,

{u ∈ H
1
2 (0, 1) :

∫ 1
0

|u(x)|2
x dx < ∞}, α = 1

2 ,

{u ∈ Hα(0, 1) : u(0) = 0}, α ∈
(
1
2 , 1
)
,

y

0Hα(0, 1) =


Hα(0, 1), α ∈

(
0, 12
)
,

{u ∈ H
1
2 (0, 1) :

∫ 1
0

|u(x)|2
1−x dx < ∞}, α = 1

2 ,

{u ∈ Hα(0, 1) : u(1) = 0}, α ∈
(
1
2 , 1
)
,

con

||u||
0Hα(0,1) = ||u||0Hα(0,1) = ||u||Hα(0,1), α ̸= 1

2
,

||u||
0H

1
2 (0,1)

=

(
||u||2

H
1
2 (0,1)

+

∫ 1

0

|u(x)|2

x
dx

) 1
2

,

||u||
0H

1
2 (0,1)

=

(
||u||2

H
1
2 (0,1)

+

∫ 1

0

|u(x)|2

1− x
dx

) 1
2

,

Notemos que, por Definición 2.3.1, para m ∈ N se tiene que d
dx : Wm,p(0, 1) → Wm−1,p(0, 1)

y I1 : Wm−1,p(0, 1) → Wm,p(0, 1). Podemos deducir un comportamiento análogo si consideramos

los espacios de Sobolev fraccionarios y los operadores fraccionarios (ver [30, Proposición 2.25]).

Aqúı consideraremos únicamente los espacios Hγ(0, 1) y 0H
γ(0, 1), por lo que los resultados que

necesitaremos son los siguientes.

Proposición 2.3.2. [19, Remark 12.8] Sea γ ̸= 1
2 . Entonces, ∂x es un operador lineal y continuo

de Hγ(0, 1) en Hγ−1(0, 1), es decir

∂x ∈ L(Hγ(0, 1), Hγ−1(0, 1)). (2.14)

Proposición 2.3.3. [30, Proposición 2.25] Para α ∈ [0, 1] los operadores Iα : L2(0, 1) →

0H
α(0, 1) y ∂α : 0H

α(0, 1) → L2(0, 1) son isomorfismos y se verifican las siguientes desigual-

dades

c−1
α ||u||

0Hα(0,1) ≤ ||∂αu||L2(0,1) ≤ cα||u||0Hα(0,1), u ∈ 0H
α(0, 1),

c−1
α ||Iαf ||

0Hα(0,1) ≤ ||f ||L2(0,1) ≤ cα||Iαf ||0Hα(0,1), u ∈ L2(0, 1),

donde cα denota una constante positiva que depende de α.
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Corolario 2.3.1. [31, Corolario 1] Para α, β > 0 se tiene que Iβ : 0H
α(0, 1) → 0H

α+β(0, 1). Más

aún, existe una constante c > 0 que depende únicamente de α y β tal que para cada f ∈ 0H
α(0, 1)

∥Iβf∥
0Hα+β(0,1) ≤ c∥f∥

0Hα(0,1).

Proposición 2.3.4. [9, Proposición 2.1] Sean 0 < s ≤ s̃ ≤ 1. Entonces H s̃(0, 1) ↪→ Hs(0, 1). En

particular, existe c > 0 tal que para toda u ∈ H s̃(0, 1),

∥u∥Hs(0,1) ≤ c ∥u∥H s̃(0,1) .

A continuación presentamos un caso particular del resultado [19, Teorema 9.8].

Teorema 2.3.1. Sea β > 1
2 . Entonces, H

β(0, 1) ⊂ C0([0, 1]) con inyección continua.

Proposición 2.3.5. [17, Proposición 6.10] Sea L > 0, α, β ∈ (0, 1) y w ∈ AC[0, L]. Entonces∫ L

0
∂αw(x)·w(x)dx =

α

4

∫ L

0

∫ L

0

|w(x)− w(p)|2

|x− p|1+α
dpdx+

1

2Γ(1− α)

∫ L

0
[(L−x)−α+x−α]|w(x)|2dx.

En consecuencia, existe una constante c > 0 que depende de α y L, tal que∫ L

0
∂αw(x) · w(x)dx ≥ c||w||2

H
α
2 (0,L)

. (2.15)

Observación 2.3.1. [47, Ejemplo 2.1] De la Proposición 2.3.3 se deduce que

xβ ∈ 0H
α(0, 1), si β > α− 1

2
.

De la Observación 2.3.1 y la definición de 0H
β(0, 1) para β > 1 se deduce que, dados β >

0, γ > 1

xβ ∈ 0H
γ(0, 1), si β > γ − 1

2
. (2.16)

En el Caṕıtulo 4 utilizaremos el concepto de espacios de interpolación, que como veremos a

continuación, proporcionan otra definición equivalente para los espacios de Sobolev fraccionarios.

Uno de los mayores motivos para incorporar dicha definición, consiste en que disponemos de

estimaciones sobre tales espacios, que nos permitirán deducir resultados de regularidad, como aśı

tambien aplicar resultados de punto fijo. Comencemos con algunos conceptos previos.

Definición 2.3.5. El par (X,Y ) de espacios de Banach se dice un par de interpolación si X,Y

están continuamente embebidos en un espacio vectorial Hausdorff V .
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Observación 2.3.2. Dado (X,Y ) un par de interpolación, se tiene que X ∩ Y es un subespacio

lineal de V , y más aún es un espacio de Banach bajo la norma

∥v∥X∩Y := máx{∥v∥X , ∥v∥Y }.

Definición 2.3.6. Sea X un espacio de Hilbert, y U, V ⊆ X subespacios de Banach de X. Para

cada x ∈ U + V , definimos la norma

||x||U+V = ı́nf{||u||U + ||v||V : x = u+ v}.

Definición 2.3.7. Sea (X,Y ) un par de interpolación. Denotamos por F(X,Y ) al conjunto de

funciones f : S = {z ∈ C : 0 ≤ Re(z) ≤ 1} 7→ X + Y tales que

F-(i) f es acotada y continua en S,

F-(ii) f es anaĺıtica en el interior de S (S◦),

F-(iii) f(it) ∈ X y f(1 + it) ∈ Y para todo t ∈ R.

F-(iv) las funciones t 7→ f(it) y t 7→ f(1 + it) son acotadas y continuas respecto de los

espacios X e Y, respectivamente.

Definimos en F(X,Y ) la siguiente norma

||f ||F(X,Y ) = máx{sup
t∈R

||f(it)||X , sup
t∈R

||f(1 + it)||Y }.

Definición 2.3.8. Sea (X,Y ) un par de interpolación. Definimos el espacio de interpolación

[X,Y ]θ como

[X,Y ]θ = {f(θ) : f ∈ F(X,Y )},

con la norma

||ϕ||θ = ı́nf{||f ||F(X,Y ) : f(θ) = ϕ}. (2.17)

Definición 2.3.9. Sean γ > 0, θ ∈ [0, 1], y m ∈ N tales que θm = γ. Definimos

Hγ(0, 1) := [L2(0, 1), Hm(0, 1)]θ.

Definición 2.3.10. Para α ∈ [0, 1], definimos los siguientes subespacios de Hα(0, 1)

0H
α(0, 1) := [L2(0, 1), 0H

1(0, 1)]α,
0Hα(0, 1) := [L2(0, 1), 0H1(0, 1)]α,

Hα
0 (0, 1) := [L2(0, 1), H1

0 (0, 1)]α

y para γ > 1,

0H
γ(0, 1) := {f ∈ Hγ(0, 1) : f (k)(0) = 0, k = 0, . . . , ⌊γ⌋, f (⌊γ⌋) ∈ 0H

β−⌊γ⌋(0, 1)}.
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0Hγ(0, 1) := {f ∈ Hγ(0, 1) : f (k)(1) = 0, k = 0, . . . , ⌊γ⌋, f (⌊γ⌋) ∈ 0Hβ−⌊γ⌋(0, 1)}.

Hγ
0 (0, 1) := {f ∈ Hγ(0, 1) : f (k)(0) = f (k)(1) = 0, k = 0, . . . , ⌊γ⌋, f (⌊γ⌋) ∈ H

β−⌊γ⌋
0 (0, 1)}.

Observación 2.3.3. [38, Remark 4.4.2/2] Las definiciones 2.3.3 y 2.3.9 son equivalentes. De

manera similar, las definiciones 2.3.4 y 2.3.10 son equivalentes.

Finalizamos esta sección con un resultado de regularidad local para los espacios de Sobolev

fraccionarios.

Lema 2.3.1. [31, Lema 4] Sea f ∈ 0H
α(0, 1) con α ∈ (0, 1) y ∂αf ∈ Hβ

loc(0, 1) con β ∈ (12 , 1].

Entonces f ∈ Hβ+α
loc (0, 1) y para todo 0 < δ < ω < 1 existe una constante positiva c = c(δ, ω, α, β)

tal que

∥f∥Hβ+α(δ,ω) ≤ c(∥f∥
0Hα(0,ω) + ∥∂αf∥Hβ( δ

2
,ω)). (2.18)

2.4. Teoŕıa de semigrupos

Abordaremos a continuación algunos conceptos de la teoŕıa de semigrupos necesarios para el

estudio del operador ∂
∂xD

α en (1.8)−(i) en el Caṕıtulo 4. Comencemos recordando la definición

de conjunto y operador resolvente asociado a un operador dado.

Definición 2.4.1. Sea A : D(A) ⊂ X → X un operador lineal en un espacio de Banach X.

Definimos el conjunto resolvente ρ(A) y el espectro σ(A) de A de la siguiente manera

ρ(A) = {λ ∈ C : ∃(λI −A)−1 ∈ L(X)}, σ(A) = C \ ρ(A).

Los valores λ ∈ σ(A) tales que λI−A no es inyectiva se denominan autovalores de A. El conjunto

de todos los autovalores de A, denotado por σp(A), se denomina espectro puntual.

Dado λ ∈ ρ(A), definimos el operador resolvente R(λ,A) := (λI −A)−1.

Proseguimos con la definición de operador sectorial, que será fundamental para definir luego

una noción de solución débil del problema (1.8).

Definición 2.4.2. Sea A un operador lineal en un espacio de Banach X. Diremos que A es

sectorial si existen M > 0 y ω ∈
(
π
2 , π

]
tales que

1. Sω := {λ ∈ C : λ ̸= 0, |arg(λ)| < ω} ⊆ ρ(A),

2. ||(λI −A)−1|| ≤ M
|λ| , para todo λ ∈ Sω.
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Uno de nuestros objetivos será probar que ∂
∂xD

α es un operador sectorial, para luego establecer

una relación con el concepto de familia de operadores de evolución. Para ello, debemos introducir

primero las siguientes definiciones.

Definición 2.4.3. Sea X un espacio de Banach, y {T (t)}t≥0 una familia de operadores acotados

en X. Diremos que T (t) es un C0-semigrupo de contracciones, si:

1. T (0) = I,

2. T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s ≥ 0,

3. ĺım
t→0+

T (t)u = u, para todo u ∈ X,

4. ||T (t)||B(X) ≤ 1, con B(X) el espacio de operadores acotados en X.

Observación 2.4.1. Una familia {T (t)}t≥0 que verifica 1 y 2 se denomina un semigrupo, y si

además verifica 3, se denomina un C0-semigrupo.

Definición 2.4.4. Sea X un espacio de Banach y T (t) un semigrupo en X. El operador A

definido por

D(A) = {u ∈ X : ĺım
t→0+

T (t)u− u

t
existe en X},

y

A : D(A) 7→ X, Au = ĺım
t→0+

T (t)u− u

t
,

se denomina generador infinitesimal del semigrupo T (t). Diremos además que A es un generador

del semigrupo T (t).

Estas definiciones serán relevantes puesto que, por un lado, probaremos que ∂
∂xD

α es un ge-

nerador de un C0-semigrupo de contracciones, y por el otro, probaremos caracterizaciones para

C0-semigrupos de contracciones que nos permitirán comprobar que ∂
∂xD

α verifica las condicio-

nes en la Definición 2.4.2. Para establecer dichas caracterizaciones necesitamos una definición

adicional.

Definición 2.4.5. Un operador lineal A : D(A) ⊆ X → X se dice disipativo, si para cada

u ∈ D(A) existe u∗ ∈ X∗ tal que ||u∗|| ≤ 1, < u∗, u >= ||u|| y ℜ < u∗, Au >≤ 0, donde ℜ(z)

denota la parte real de z.

Observación 2.4.2. Un operador A en un espacio de Banach X es disipativo, si y sólo si para

cada u ∈ D(A) y t > 0 se verifica ||u − tAu|| ≥ ||u||. Si además, X es un espacio de Hilbert, A

es disipativo si y sólo si para cada u ∈ D(A) se verifica ℜ(Au, u) ≤ 0.
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Estamos en condiciones de presentar las caracterizaciones antes mencionadas.

Teorema 2.4.1. (Teorema de Lumer-Philips)[3, Theorem 3.4.5] Sea X un espacio de Banach y

A un operador lineal definido densamente en X. Entonces A es un generador de un C0-semigrupo

de contracciones si y sólo si

1. A es disipativo,

2. Existe λ > 0 tal que el recorrido del operador λI −A es X, es decir, R(λI −A) = X.

Teorema 2.4.2. [24, Teorema 3.1, Caṕıtulo 1] Un operador lineal (no acotado) A en X es un

generador de un C0-semigrupo de contracciones si y sólo si,

1. A es cerrado y D(A) = X,

2. R+ ⊆ ρ(A) y para todo λ > 0,

||(λI −A)−1|| ≤ 1

λ
.

Observemos que la condición 2 es más restrictiva que la condición 1 de la Definición 2.4.2, por

lo que el resultado anterior no nos permitirá probar de forma directa que ∂
∂xD

α es un generador

de un C0-semigrupo. Es por ello que, haremos uso del siguiente resultado.

Proposición 2.4.1. [24, Teorema 3.9, Caṕıtulo 1] Sea X un espacio de Banach, y A un operador

lineal en X. Definimos el rango numérico de A como

S(A) := {< x∗, Ax >: x ∈ D(A), ||x|| = 1, x∗ ∈ X∗, ||x∗|| = 1, < x∗, x >= 1}. (2.19)

Supongamos que A es cerrado y definido densamente en X. Denotamos por Σ := C \ S(A). Si

λ ∈ Σ, entonces λI − A es inyectivo y tiene rango cerrado. Más aún, si existe Σ0 ⊆ Σ tal que

Σ0 ∩ ρ(A) ̸= ∅, entonces el espectro de A está contenido en C \ Σ0 y

||(λI −A)−1|| ≤ 1

d(λ, S(A))
, ∀λ ∈ Σ0.

En el Caṕıtulo 4 utilizaremos los resultados de esta sección, para probar que ∂
∂xD

α es secto-

rial. La idea consiste en ver primero que es un generador de un C0-semigrupo de contracciones

mediante el Teorema 2.4.1, y luego combinar el Teorema 2.4.2 y la Proposición 2.4.1 para ver

que ∂
∂xD

α verifica las condiciones de la Definición 2.4.2.
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2.5. Operadores de evolución

Para finalizar el presente caṕıtulo, introduciremos algunos conceptos de la teoŕıa de operadores

de evolución para poder definir en el Caṕıtulo 4 una noción de solución débil del Problema 1.8.

Comencemos con la siguiente definición.

Definición 2.5.1. [20, Definición 6.0.1] Sea X un espacio de Banach, y sea T > 0. Una familia

de operadores lineales acotados {G(t, σ) : 0 ≤ σ ≤ t ≤ T} se dice que es una familia de operadores

de evolución para el problema

u′(t) = A(t)u+ f(t), 0 < t ≤ T, u(0) = u0, (2.20)

donde A(·) denota una familia de operadores sectoriales con dominios comunes, es decir, D(A(t)) ≡

D por cada t ∈ [0, T ], si

1. G(t, σ)G(σ, r) = G(t, r), y G(σ, σ) = E, para 0 ≤ r ≤ σ ≤ t ≤ T , donde E denota el

operador identidad,

2. G(t, σ) ∈ B(X,D) para 0 ≤ σ ≤ t ≤ T ,

3. t 7→ G(t, σ) es diferenciable en (σ, T ) con valores en B(X) y

∂

∂t
G(t, σ) = A(t)G(t, σ) para 0 ≤ σ < t ≤ T.

Para resolver el Problema 1.8, nuestra estrategia será obtener un problema asociado, escrito

en la forma (2.20), para aplicar el siguiente resultado.

Teorema 2.5.1. [20, Caṕıtulo 6] Sea D un espacio de Banach embebido continuamente en X y

sea T > 0, a ∈ (0, 1). Si para 0 ≤ t ≤ T los operadores A(t) : D(A(t)) → X cumplen que

1. para cada t ∈ [0, T ] A(t) es sectorial y D(A(t)) ≡ D,

2. t 7→ A(t) ∈ C0,a([0, T ];B(D,X)),

entonces existe una familia de operadores de evolución para A(t) dada por Definición 2.5.1.

Por último, introducimos el concepto de mild solution asociado con el problema (2.20), que en

el Caṕıtulo 4 adaptaremos al problema 1.8, y que adoptará el papel de solución débil del mismo.
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Definición 2.5.2. Si existe una familia de operadores de evolución {G(t, σ) : 0 ≤ σ ≤ t ≤ T}

para el problema (2.20), decimos que una función u que verifica

u(t) = G(t, 0)u0 +

∫ t

0
G(t, τ)f(τ)dτ (2.21)

es una mild solution de (2.20).

Adicionalmente, presentamos algunos resultados de regularidad referentes a la familia de

operadores G(t, σ) y la relación entre la mild solution y una solución fuerte al problema (2.20).

Proposición 2.5.1. [20, Corolario 6.1.6.(i), (iii)] Sea A(t) tal que satisface las hipótesis del Teo-

rema 2.5.1. Si u0 ∈ X, entonces G(t, 0)u0 ∈ C([0, T ];X)∩C1((0, T ];X)∩C((0, T ];D). Además, si

u0 ∈ D, entonces G(t, 0)u0 ∈ C1([0, T ];X)∩C([0, T ];D) y ∂
∂tG(t, 0)u0 = A(t)G(t, 0)u0 para todo 0 ≤

t ≤ T .

Proposición 2.5.2. [20, Corolario 6.2.4.] Sea f ∈ C((0, T ];X) ∩ L1((0, T );X), u0 ∈ D. Si el

problema (2.20) tiene una solución perteneciente a C1((0, T ];X) ∩C((0, T ];D) ∩C([0, T ];X) de

modo que (2.20) se verifica para cada t ∈ (0, T ], entonces u viene dada por (2.21).
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Caṕıtulo 3

Problemas de Stefan asociados a

aleaciones binarias

3.1. Soluciones autosimilares para el problema de Aleación bi-

naria

En este caṕıtulo, estudiaremos un tipo de problema de Stefan asociado a la transferencia

de calor durante la solidificación de aleaciones binarias, conocido también como problema de

Rubinstein [28]. Más precisamente, consideremos un material semi-infinito, que consta de dos

componentes A y B, y denotemos por C la concentración del componente B, y T la temperatura

del material. Supongamos que la solidificación del material se rige por un diagrama de equilibrio de

fase que consta de una curva “liquidus” C = fl(T ) y una curva “solidus” C = fs(T ). Suponemos

que fs y fl son funciones estrictamente crecientes en la variable T y que verifican las siguientes

desigualdades:

fl(TA) = fs(TA) < fl(T ) < fs(T ) < fl(TB) = fs(TB),

donde TA y TB son las temperaturas de fusión de A y B respectivamente. El material está en fase

sólida si C > fs(T ) y en fase ĺıquida si C < fl(T ). Cuando C se encuentra entre fl(T ) y fs(T ) el

estado del material no está bien definido y se conoce como zona pastosa según la descripción del

modelo propuesto en [28, 33, 46, 45] que se puede apreciar en la Figura 3.1.

Supondremos que la aleación está inicialmente en estado ĺıquido a temperatura constante

T0 y concentración constante C0. Por otro lado, consideremos que aplicamos un flujo de calor

caracterizado por una constante q0 en x = 0, lo que provoca un frente de solidificación x = s(t) que
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genera en la aleación una división en dos estados, sólido (0 < x < s(t)) y ĺıquido (x > s(t)). Nos

proponemos hallar la temperatura T = T (x, t) y la concentración C = C(x, t), ambas definidas

para x > 0 y t > 0 , la frontera libre x = s(t), definida para t > 0, y la temperatura cŕıtica de

solidificación Tk tales que se cumplen las siguientes condiciones (problema (P1)):

i. αsTsxx = Tst 0 < x < s(t), t > 0,

ii. αlTlxx = Tlt s(t) < x, t > 0,

iii. dsCsxx = Cst 0 < x < s(t), t > 0,

iv. dlClxx = Clt s(t) < x, t > 0,

v. ksTsx(0, t) =
q0√
t

(q0 > 0), t > 0,

vi. Ts(s(t), t) = Tl(s(t), t) = Tk t > 0,

vii. Tl(x, 0) = T0 TA < T0 < TB, x > 0,

viii. Tl(∞, t) = T0 TA < T0 < TB, t > 0,

ix. Csx(0, t) = 0 t > 0,

x. Cs(s(t), t) = fs(Tk) t > 0,

xi. Cl(x, 0) = C0 x > 0,

xii. Cl(s(t), t) = fl(Tk) t > 0,

xiii. ksTsx(s(t), t)− klTlx(s(t), t) = γρs′(t) t > 0,

xiv. dlClx(s(t), t)− dsCsx(s(t), t) =
[
fs(Tk)− fl(Tk)

]
s′(t) t > 0,

(3.1)

donde ρ, k, α, d, γ representan la densidad de masa, la conductividad térmica, la difusividad térmi-

ca, el coeficiente de difusión y el calor latente de fusión, donde s y l hacen referencia a la fase

sólido y la fase ĺıquida respectivamente.

También consideraremos el problema (P2) que se obtiene al reemplazar en el problema (P1)

la condición (3.1)-(v) por la siguiente

v′. ksTsx(0, t) =
h0√
t
(Ts(0, t)− T∞), (h0 > 0), t > 0.

En cuanto al problema con condición en el borde fijo x = 0 de tipo Dirichlet, el mismo fue resuelto

en [28, 33, 46].

En lo que sigue, nos enfocaremos en hallar soluciones autosimilares a los problemas (P1) y (P2),

como aśı también en encontrar condiciones necesarias y/o suficientes de los datos (condiciones

iniciales, de contorno y coeficientes térmicos de la aleación binaria) para obtener un proceso de

cambio de fase instantáneo.
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Figura 3.1: Concentración vs. Temperatura (diagrama de equilibrio de fase con curvas liquidus y

solidus)

3.2. Solución expĺıcita para el problema de solidificación de una

aleación binaria con condición de borde de Neumann

Cosideremos el problema (P1) dado por (3.1)(i)-(xiv). Para obtener soluciones exactas de

dicho problema, recordemos primero que las soluciones autosimilares para la ecuación del calor

αuxx = ut tienen la forma u(x, t) = A+B erf

(
x

2
√
αt

)
donde

erf(x) =
2√
π

∫ x

0
e−t2dt,

y A, B son números reales arbitrarios. Por otro lado, necesitaremos el siguiente resultado.

Proposición 3.2.1. Sean

erfc(x) = 1− erf(x),

Q(x) =
√
πxex

2
erfc(x), F1(x) = erfc(x)ex

2
, x > 0

F (x) = T0 +
γραl

kl
Q

(√
αs√
αl

x

)
− q0

kl

√
αlπe

−x2
F1

(√
αs√
αl

x

)
, x > 0,

(3.2)

M(x) =

[
Q

(√
αs√
dl

x

)]−1

, x > 0, ϕ(x) =
fs(x)− fl(x)

C0 − fl(x)
, x ∈ (TA, T0l) ∪ (T0l, TB).

Entonces,
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(a) erf(x) es una función estrictamente creciente, con erf(0+) = 0 y erf(+∞) = 1.

(b) Q es una función estrictamente creciente, con Q(0+) = 0 y Q(+∞) = 1.

(c) F1 es una función estrictamente decreciente, con F1(0
+) = 1 y F1(+∞) = 0.

(d) F es una función estrictamente creciente, con F (0+) = T0 −
√
παlq0
kl

y F (+∞) = T0 +
γραl
kl

.

(e) ϕ es una función estrictamente creciente en [T0s, T0l), con ϕ(T0s) = 1 y ϕ(T−
0l ) = ĺım

x→T−
0l

ϕ(x) =

+∞.

Demostración. (a), (b), y (c) se deducen directamente de la definición de la función erf , [35,

Apéndice] y [45, Lema 2].

(d) Puesto que Q es estrictamente creciente y F1 es estrictamente decreciente, F es estricta-

mente creciente. Además,

F (0) = T0 +
γραl

kl
Q(0)− q0

kl

√
αlπe

−02F1(0) = T0 −
q0
kl

√
αlπ,

y

F (+∞) = ĺım
x→+∞

T0 +
γραl

kl
Q

(√
αs√
αl

x

)
− q0

kl

√
αlπe

−x2
F1

(√
αs√
αl

x

)
= T0 +

γραl

kl
,

(e) Notemos que,

ϕ(x) =
fs(x)− C0

C0 − fl(x)
+ 1,

y fs(x) ≥ C0 para todo x ≥ T0s, fl(x) < C0 para todo x < T0l. Teniendo en cuenta que

fs y fl son funciones estrictamente crecientes, resulta que ϕ es estrictamente creciente en

[T0s, T0l). Por otro lado,

ϕ(T0s) =
fs(T0s)− fl(T0s)

C0 − fl(T0s)
= 1,

y como fs(x) > fl(x) para todo x ∈ (TA, TB), deducimos que fs(T0l) > fl(T0l), de donde

ϕ(T−
0l ) = ĺım

x→T−
0l

fs(x)− fl(x)

C0 − fl(x)
= +∞.

Estamos en condiciones de obtener las soluciones autosimilares al problema (P1).
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Teorema 3.2.1. Si q0 verifica la siguiente desigualdad

(T0 − T0l)kl√
παl

< q0 <
(T0 − T0s)kl√

παl
(3.3)

con T0l = f−1
l (C0) y T0s = f−1

s (C0), donde f−1
l (C) = T es la inversa de fl y f−1

s (C) = T es la

inversa de fs, entonces existe una única solución autosimilar al problema (P1) dada por:

s(t) = 2λ
√
αst, t > 0, (3.4)

Ts(x, t) =

(
Tk −

q0
ks

√
παserf(λ)

)
+

q0
ks

√
παserf

(
x

2
√
αst

)
, 0 < x < s(t), t > 0, (3.5)

Tl(x, t) = T0 +
Tk − T0

erfc

(√
αs√
αl
λ

) +
T0 − Tk

erfc

(√
αs√
αl
λ

)erf

(
x

2
√
αlt

)
, s(t) < x, t > 0, (3.6)

Cs(x, t) = fs(Tk), 0 < x < s(t), t > 0, (3.7)

Cl(x, t) = C0 +
fl(Tk)− C0

erfc

(√
αs√
dl
λ

)erfc

(
x

2
√
dlt

)
, s(t) < x, t > 0, (3.8)

donde Tk y λ (coeficiente que caracteriza la frontera libre x = s(t)) satisface la siguiente ecuación:

Tk = F (λ), M(λ) = ϕ(Tk), λ > 0, TA < Tk < TB. (3.9)

Demostración. Por lo visto anteriormente, debemos considerar una solución de la forma

Ts(x, t) = AT
s +BT

s erf

(
x

2
√
αst

)
, Tl(x, t) = AT

l +BT
l erf

(
x

2
√
αlt

)
,

Cs(x, t) = AC
s +BC

s erf

(
x

2
√
dst

)
, Cl(x, t) = AC

l +BC
l erf

(
x

2
√
dlt

)
,

(3.10)

donde AT
s , B

T
s , A

T
l , B

T
l , A

C
s , B

C
s , A

C
l , B

C
l , son constantes a determinar. Comencemos conside-

rando (3.1)-vi. Tenemos que

Ts(s(t), t) = AT
s +BT

s erf

(
s(t)

2
√
αst

)
= Tk,

donde Tk es otra constante a determinar. Para que dicha igualdad sea válida, deber ser s(t) =

2λ
√
αst para algún λ > 0. Nuevamente por (3.1)-vi, vemos que

Ts(s(t), t) = AT
s +BT

s erf(λ) = Tk, (3.11)

Tl(s(t), t) = AT
l +BT

l erf

(√
αs√
αl

λ

)
= Tk. (3.12)

Por otro lado, de (3.1)-v obtenemos que

ksTsx(0, t) =
ksB

T
s√

παst
=

q0√
t
,
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de donde

BT
s =

q0
ks

√
παs. (3.13)

Luego, reemplazando (3.13) en (3.11), tenemos que

AT
s = Tk −

q0
ks

√
παserf(λ).

Adicionalmente, de (3.1)-vii, se sigue que

Tl(x, 0) = AT
l +BT

l = T0. (3.14)

Restando (3.12) y (3.14), deducimos que

BT
l erfc

(√
αs√
αl

λ

)
= T0 − Tk,

o equivalentemente,

BT
l =

T0 − Tk

erfc

(√
αs√
αl
λ

) . (3.15)

Reemplazando (3.15) en (3.14), concluimos que

AT
l = T0 −

T0 − Tk

erfc

(√
αs√
αl
λ

) .

En consecuencia, obtenemos (3.5) y (3.6). Análogamente, considerando las condiciones ix-xii de

(3.1), vemos que

Csx(0, t) =
BC

s√
παst

= 0,

de donde BC
s = 0, y

Cs(s(t), t) = AC
s +BC

s erf

(√
αs√
ds

λ

)
= AC

s = fs(Tk).

Luego, Cs ≡ fs(Tk). Por otro lado,

Cl(x, 0) = AC
l +BC

l = C0,

y

Cl(s(t), t) = AC
l +BC

l erf

(√
αs√
dl

λ

)
= fl(Tk),

por lo que,

AC
l = C0 −

C0 − fl(Tk)

erfc

(√
αs√
dl
λ

) , BC
l =

C0 − fl(Tk)

erfc

(√
αs√
dl
λ

) .
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En consecuencia, obtenemos (3.8), pues

Cl(x, t) = C0 −
C0 − fl(Tk)

erfc

(√
αs√
dl
λ

) +
C0 − fl(Tk)

erfc

(√
αs√
dl
λ

)erf

(
x

2
√
dlt

)

= C0 +
fl(Tk)− C0

erfc

(√
αs√
dl
λ

)erfc

(
x

2
√
dlt

)
,

De (3.1)-xiii, resulta

q0e
−λ2

+ kl
Tk − T0

erfc

(√
αs√
αl
λ

) e
−

(
√
αs√
αl

λ

)2

√
αlπ

= γρλ
√
αs.

Entonces,

Tk = T0 + (γρλ
√
αs − q0e

−λ2
)

√
αlπerfc

(√
αs√
αl
λ

)

kle
−

(
√
αs√
αl

λ

)2

= T0 +
γραl

kl
Q

(√
αs√
αl

λ

)
− q0e

−λ2
√
αlπ

kl
F1

(√
αs√
αl

λ

)
= F (λ),

(3.16)

donde Q, F1 y F vienen dadas por (3.2).

De (3.1)-xiv, obtenemos que

1

√
π
√
αs√
dl
λe

(
√
αs√
dl

λ

)2

erfc

(√
αs√
dl
λ

) =
fs(Tk)− fl(Tk)

C0 − fl(Tk)
, (3.17)

es decir,

M(λ) = ϕ(Tk).

Por Proposición 3.2.1, Q y F son estrictamente crecientes. Entonces, M es estrictamente decre-

ciente, y

M(0+) = ĺım
x→0+

1

Q(x)
= +∞, M(+∞) =

1

Q(+∞)
= 1, (3.18)

F (0+) = T0 −
√
παlq0
kl

, F (+∞) = T0 +
γραl

kl
. (3.19)

Por otro lado, de (3.16) y (3.17), deducimos que

M(λ) = ϕ(F (λ)). (3.20)
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En consecuencia, de (3.18), (3.19) y Proposición 3.2.1-(b), podemos asegurar que existe una única

solución λ a (3.20), si T0s ≤ F (0) < F (+∞) < T0l, o equivalentemente (3.3).

Corolario 3.2.1. Sea C1l = fl(T1) y C2l = fl(T0). Entonces, C0 ∈ [C1l, C2l].

Demostración. Por definición, C0 = fl(T0l), y por hipótesis, fl(Tl) ≥ Cl. Luego

C2l = fl(T0) = fl(Tl(x, 0)) ≥ Cl(x, 0) = C0. (3.21)

Por otro lado, existen x0 y t0, con 0 < x0 < s(t0), tales que

T0s = f−1
s (C0) = Ts(x0, t0),

y como fl(T ) < fs(T ), se sigue que T0s = f−1
s (C0) < f−1

l (C0) = T0l.

Entonces, por (3.26), se sigue que T1 ≤ Ts(x0, t0) = T0s ≤ T0l, de donde, puesto que fl es

creciente, deducimos que

C1l = fl(T1) ≤ fl(T0l) = C0. (3.22)

Por (3.21) y (3.22) concluimos que C0 ∈ [C1l, C2l].

Observación 3.2.1. Siguiendo los pasos en [46, Sección 4] podemos concluir la existencia de

una zona pastosa para el problema (P1) si se verifica la siguiente condición

T0 − Tk

C0 − fl(Tk)
< (f−1

l )′(fl(Tk))
αl

dl

Q
(√

αs√
αl
λ
)

Q
(√

αs√
dl
λ
) . (3.23)

Por Proposición (3.2.1)-(b), se sigue que

αl

dl

Q
(√

αs√
αl
λ
)

Q
(√

αs√
dl
λ
) >

αl

dl
Q

(√
αs√
αl

λ

)
. (3.24)

Entonces (3.23) se verifica si dl es suficientemente pequeño.

3.3. Una desigualdad para el coeficiente µ en la frontera libre

Retomando la solución obtenida en Teorema 3.2.1, vemos que la temperatura en x = 0 viene

dada por

T̃1 = Ts(0, t) = Tk −
q0
ks

√
αsπerf(λ), (3.25)
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que es una constante independiente de t. Además,

T̃1 ≤ Ts(x, t) < Tk, 0 < x < s(t), t > 0. (3.26)

En efecto, puesto que erf(x) es una función creciente, y para x ∈ (0, s(t)), 0 < erf

(
x

2
√
αst

)
<

erf(λ), resulta que

T̃1 = Ts(0, t) < Ts(x, t) < Ts(s(t), t) = Tk, 0 < x < s(t), t > 0.

En consecuencia, podemos considerar el problema (PR) dado por (3.1)(i)-(iv),(ṽ),(vi)-(xiv),

donde

ṽ. T̃s(0, t) =: T1, t > 0, (3.27)

para T1 < T̃k = T̃s(s̃(t), t). La solución a dicho problema, conocida como solución de Rubinstein

y obtenida en [28], está dada por

T̃s(x, t) = A T
s + BT

s erf

(
x

2
√
αst

)
, T̃l(x, t) = A T

l + BT
l erf

(
x

2
√
αlt

)
, (3.28)

C̃s(x, t) = A C
s + BC

s erf

(
x

2
√
dst

)
, C̃l(x, t) = A C

l + BC
l erf

(
x

2
√
dlt

)
,

s̃(t) = 2µ
√
αst

donde

A T
s (µ) = T1, BT

s (µ) =
T̃k − T1

erf(µ)
,

A T
l (µ) = T0 +

T̃k − T0

erfc

(√
αs√
αl
µ

) , BT
l (µ) =

T0 − T̃k

erfc

(√
αs√
αl
µ

) ,

A C
s (µ) = fs(T̃k), BC

s (µ) = 0,

A C
l (µ) = C0 +

fl(T̃k)− C0

erfc

(√
αs√
dl
µ

) , BC
l (µ) =

C0 − fl(T̃k)

erfc

(√
αs√
dl
µ

) ,

y T̃k, µ satisfacen:

T̃k = G(µ), M(µ) = ϕ(T̃k), µ > 0, TA < T̃k < TB, (3.29)

con G definida como:

G(x) =

γραsαlQ1(x)Q

(√
αs√
αl
x

)
+ T1ksαlQ

(√
αs√
αl
x

)
+ T0klαsQ1(x)

ksαlQ

(√
αs√
αl
x

)
+ klαsQ1(x)

, x > 0,
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Q1(x) =
√
πxex

2
erf(x). (3.30)

A partir de lo anterior, podemos establecer en el siguiente resultado una relación entre las

soluciones obtenidas para los problemas (P1) y (PR).

Teorema 3.3.1. Si en la solución del problema de Rubinstein dada por (3.28)-(3.29) considera-

mos T1 = T̃1, donde T̃1 está dado por (3.25), y suponemos que vale (3.3), entonces los problemas

(P1) y (PR) son equivalentes, es decir

µ = λ, T̃k = Tk, (3.31)

Ts(x, t) = T̃s(x, t), Tl(x, t) = T̃l(x, t), Cs(x, t) = C̃s(x, t), Cl(x, t) = C̃l(x, t). (3.32)

Demostración. Notemos que, de (3.9) se sigue queM(λ) = ϕ(Tk). Teniendo en cuenta que T1 = T̃1

está dado por (3.25), obtenemos que

G(λ) =

γραsαlQ1(λ)Q

(√
αs√
αl
λ

)
+ T̃1ksαlQ

(√
αs√
αl
λ

)
+ T0klαsQ1(λ)

ksαlQ

(√
αs√
αl
λ

)
+ klαsQ1(λ)

=

γραsαlQ1(λ)Q

(√
αs√
αl
λ

)
+ TkksαlQ

(√
αs√
αl
λ

)
− q0

√
αsπerf(λ)αlQ

(√
αs√
αl
λ

)
+ T0klαsQ1(λ)

ksαlQ

(√
αs√
αl
λ

)
+ klαsQ1(λ)

=

αsklQ1(λ)

(
T0 +

γραl
kl

Q

(√
αs√
αl
λ

)
− q0αl√

αskl
e−λ2

λ Q

(√
αs√
αl
λ

))
+ TkksαlQ

(√
αs√
αl
λ

)
ksαlQ

(√
αs√
αl
λ

)
+ klαsQ1(λ)

=

αsklQ1(λ)

(
T0 +

γραl
kl

Q

(√
αs√
αl
λ

)
− q0

kl

√
αlπe

−λ2
F1

(√
αs√
αl
λ

))
+ TkksαlQ

(√
αs√
αl
λ

)
ksαlQ

(√
αs√
αl
λ

)
+ klαsQ1(λ)

=

αsklQ1(λ)F (λ) + TkksαlQ

(√
αs√
αl
λ

)
ksαlQ

(√
αs√
αl
λ

)
+ klαsQ1(λ)

=

αsklQ1(λ)Tk + TkksαlQ

(√
αs√
αl
λ

)
ksαlQ

(√
αs√
αl
λ

)
+ klαsQ1(λ)

= Tk.

(3.33)
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Entonces, 
M(λ) = ϕ(Tk),

G(λ) = Tk,

y por unicidad del par T̃k, µ en (3.29), deducimos que λ = µ, y Tk = T̃k.

Por otro lado, puesto que λ = µ, se sigue (3.32), ya que

AT
s (x) = A T

s (x), ∀x > 0, AT
l (x) = A T

l (x), ∀x > 0,

AC
s (x) = A C

s (x), ∀x > 0, AC
l (x) = A C

l (x), ∀x > 0,

BT
s (x) = BT

s (x), ∀x > 0, BT
l (x) = BT

l (x), ∀x > 0,

BC
s (x) = BC

s (x), ∀x > 0, BC
l (x) = BC

l (x), ∀x > 0.

Corolario 3.3.1. Bajo las hipótesis del Teorema 3.3.1, el coeficiente µ de la frontera libre s̃(t) y

la temperatura inicial T̃k de solidificación correspondientes a la solución de Rubinstein, satisfacen

las siguientes desigualdades
√
αl√
αs

T̃k − T1

T0 − T0s

ks
kl

< erf(µ) <

√
αl√
αs

T̃k − T1

T0 − T0l

ks
kl
. (3.34)

Demostración. Por Teorema 3.3.1, los problemas (P1) and (PR) son equivalentes. Luego, Tk = T̃k,

de donde por (3.25) deducimos que

q0 =
ks(T̃k − T1)√
αsπerf(µ)

.

Nuevamente, por la equivalencia de los problemas (P1) y (PR), tenemos que q0 debe satisfacer

la condición (3.3), es decir

(T0 − T0l)kl√
παl

<
ks(Tk − T1)√
αsπerf(µ)

<
(T0 − T0s)kl√

παl
,

o equivalentemente (3.34).

Observación 3.3.1. Puesto que 0 ≤ erf(x) < 1, las desigualdades (3.34) tienen sentido f́ısico

para la solución del problema (PR) si
√
αl√
αs

T̃k − T1

T0 − T0l

ks
kl

< 1.

Observación 3.3.2. Si C(x, t) es constante y consideramos únicamente el problema de tempe-

ratura, recuperamos los resultados obtenidos en [35], siendo la condición (3.3) para dicho caso la

dada en [35, Lemma 1] para un problema de Stefan a dos fases con condición de Neumann en

x = 0.
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3.4. Solución expĺıcita para el problema de solidificación de una

aleación binaria con condición de borde convectiva

Repitiendo el desarrollo de la sección 3.2, obtenemos resultados análogos para el siguiente

problema de aleación binaria con condición convectiva (Problema (P2)):

i. αsTsxx = Tst 0 < x < s(t), t > 0,

ii. αlTlxx = Tlt s(t) < x, t > 0,

iii. dsCsxx = Cst 0 < x < s(t), t > 0,

iv. dlClxx = Clt s(t) < x, t > 0,

v. ksTsx(0, t) =
h0√
t

(
Ts(0, t)− T∞

)
(h0 > 0), t > 0,

vi. Ts(s(t), t) = Tl(s(t), t) = Tk t > 0,

vii. Tl(x, 0) = T0 TA < T0 < TB, x > 0,

viii. Tl(∞, t) = T0 TA < T0 < TB, t > 0,

ix. Csx(0, t) = 0 t > 0,

x. Cs(s(t), t) = fs(Tk) t > 0,

xi. Cl(x, 0) = C0 x > 0,

xii. Cl(s(t), t) = fl(Tk) t > 0,

xiii. ksTsx(s(t), t)− klTlx(s(t), t) = γρs′(t) t > 0,

xiv. dlClx(s(t), t)− dsCsx(s(t), t) =

[
fs(Tk)− fl(Tk)

]
s′(t) t > 0.

(3.35)

Teorema 3.4.1. Si el coeficiente h0 que caracteriza la condición convectiva (3.35)-(v), verifica

las siguientes desigualdades

(T0 − T0l)kl
(T0l − T∞)

√
παl

< h0 <
(T0 − T0s)kl

(T0s − T∞)
√
παl

, (3.36)

donde T0l = f−1
l (C0) y T0s = f−1

s (C0), con f−1
l (C) = T la inversa de fl y f−1

s (C) = T la inversa

de fs, entonces el problema (3.35) tiene una única solución autosimilar dada por:

ŝ(t) = 2δ
√
αst, t > 0, (3.37)

T̂s(x, t) = T̂k +
h0

√
παs(T̂k − T∞)

ks + h0
√
παserf(δ)

(
erf

(
x

2
√
αst

)
− erf(δ)

)
, 0 < x < ŝ(t), t > 0, (3.38)

T̂l(x, t) = T0 +
T̂k − T0

erfc

(√
αs√
αl
δ

)erfc

(
x

2
√
αlt

)
, ŝ(t) < x, t > 0, (3.39)
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Ĉs(x, t) = fs(T̂k), 0 < x < ŝ(t), t > 0, (3.40)

Ĉl(x, t) = C0 +
fl(T̂k)− C0

erfc

(√
αs√
dl
δ

)erfc

(
x

2
√
dlt

)
, ŝ(t) < x, t > 0, (3.41)

donde T̂k y δ (coeficiente que caracteriza la frontera libre x = ŝ(t)) satisface:

T̂k = W (δ), M(δ) = ϕ(T̂k), δ > 0, TA < T̂k < TB, (3.42)

y W está dada por:

W (x) = T∞ +
T0 − T∞
F2(x) + 1

+
γρ

√
παsαl

H(x)

F2(x) =

h0ks
√
παle

−x2
F1

(√
αs√
αl
x

)
kl(ks + h0

√
παserf(x))

,

H(x) =
h0ks

√
παl

xex2(ks + h0
√
παserf(x))

+
kl
√
παs

√
αlQ

(√
αs√
αl
x

) .

De forma similar a Teorema 3.2.1, la demostración se basa en propiedades de las funciones

involucradas, es decir, F2, H y W .

Proposición 3.4.1. Las funciones F2, H y W verifican las siguientes propiedades,

(a) F2 es una función estrictamente decreciente, con F2(0
+) = h0

kl

√
αlπ y F2(+∞) = 0.

(b) H es una función estrictamente decreciente, con H(0+) = +∞ y H(+∞) =
√
παs√
αl

kl.

(c) W es una función estrictamente creciente, con W (0+) = T∞ + T0−T∞

1+
h0

√
παl

kl

y W (+∞) = T0 +

γραl
kl

.

Demostración. Los apartados (a) y (b) se deducen de la Proposición 3.2.1, y (c) de los apartados

anteriores.

Observación 3.4.1. Siguiendo lo realizado en la Observación 3.2.1 podemos obtener desigual-

dades análogas a (3.23) y (3.24) para asegurar la existencia de una zona pastosa en el problema

(P2) cuando dl es suficientemente pequeño.
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3.5. Una desigualdad para el coeficiente µ en la frontera libre

Retomando las ideas de la sección 3.3, podemos obtener resultados similares al comparar los

problemas (P2) y (PR). En el presente caso, considerando la solución de (P2) dada en el Teorema

3.4.1, obtenemos que la temperatura en x = 0 está dada por

T̂1 = T̂s(0, t) = T̂k −
h0

√
παserf(δ)(T̂k − T∞)

ks + h0
√
παserf(δ)

. (3.43)

Teniendo en cuenta que T̂1 < T̂k, podemos considerar el problema de Rubinstein (PR) dado por

(3.35)(i)-(iv),(ṽ),(vi)-(xiv), donde

ṽ. T̂s(0, t) = T1, t > 0. (3.44)

cuya única solución viene dada por (3.28)-(3.29). En consecuencia, tenemos la siguiente relación

entre los problemas (P2) y (PR).

Teorema 3.5.1. Si T1 = T̂1, y suponemos que vale (3.36) y (3.43), entonces los problemas (P2)

y (PR) son equivalentes, es decir

µ = δ, T̂k = T̃k, (3.45)

T̂s(x, t) = T̃s(x, t), T̂l(x, t) = T̃l(x, t), Ĉs(x, t) = C̃s(x, t), Ĉl(x, t) = C̃l(x, t). (3.46)

Corolario 3.5.1. Bajo las hipótesis del Teorema 3.5.1, el coeficiente µ de la frontera libre s̃(t)

y la temperatura inicial T̃k de solidificación, correspondientes a la solución del problema (PR)

satisfacen las siguientes desigualdades
√
αl√
αs

ks
kl

T̃k − T1

T0 − T0s

T0s − T∞
T1 − T∞

< erf(µ) <

√
αl√
αs

ks
kl

T̃k − T1

T0 − T0l

T0l − T∞
T1 − T∞

. (3.47)

Observación 3.5.1. Si queremos obtener una desigualdad para el coeficiente µ de la solución

de Rubinstein debemos eliminar la dependencia respecto de T∞. Tomando el máximo de T0s−T∞
T1−T∞

respecto a T∞ del lado izquierdo, y el mı́nimo de T0l−T∞
T1−T∞

respecto a T∞ en el lado derecho de

(3.47), obtenemos √
αl√
αs

ks
kl

T̃k − T1

T0 − T0s
< erf(µ) <

√
αl√
αs

ks
kl

T̃k − T1

T0 − T0l
. (3.48)

que coincide con (3.34) obtenido en la Observación 3.3.1.

Observación 3.5.2. Si C(x, t) es constante y consideramos únicamente el problema de tempe-

ratura, recuperamos los resultados obtenidos en [37], siendo la condición (3.36) para dicho caso

la dada en [37, Theorem 1] para un problema de Stefan a dos fases con condición convectiva en

x = 0.
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Caṕıtulo 4

Problemas de Stefan asociados a

materiales heterogéneos

En el presente caṕıtulo, estudiaremos la existencia y unicidad al problema de Stefan fraccio-

nario descrito en (1.8), es decir, encontrar un par de funciones (u, s) donde

u : Qs,T := {(x, t) : 0 < x < s(t), 0 < t < T} → R, s : [0, T ] → R,

que sean solución del siguiente problema, que sean solución del siguiente problema

(i) ut(x, t) =
∂
∂x D

α
xu(x, t) 0 < x < s(t), 0 < t < T,

(ii) u(0, t) = 0 0 < t < T,

(iii) u(s(t), t) = 0 0 < t < T,

(iv) u(x, 0) = u0(x), 0 < x < b

(v) ṡ(t) = − ĺım
x→s(t)−

Dα
xu(x, t) 0 < t < T.

(4.1)

Como se comentó en diferentes secciones del caṕıtulo 2, la estrategia para resolver dicho pro-

blema combina nociones de espacios de Sobolev fraccionarios, teoŕıa de semigrupos y operadores

de evolución. Presentamos a continuación un resumen del procedimiento que seguiremos para

obtener un resultado de existencia y unicidad de solución del problema 4.1.

Comenzaremos por definir un dominio apropiado para ∂
∂xD

α
x de forma tal que resulte ser un ope-

rador sectorial. Por otro lado, consideraremos el problema de frontera móvil asociado a (4.1), y

transformaremos el dominio mediante un cambio de variables para pasar al dominio [0, 1]× [0, T ]

que no depende de s(t). Luego, por medio de la teoŕıa de operadores de evolución, definiremos una

noción de solución débil, a la que llamaremos mild solution. Probaremos que existe tal solución en
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un conjunto de funciones dado, y posteriormente estableceremos resultados de regularidad para

la misma, obteniendo que es solución del problema de frontera móvil transformado. Finalmente,

a partir de dicha solución, hallaremos una solución para (4.1) mediante un teorema de punto fijo

y una condición integral equivalente a la condición (4.1)-(v).

Como se mencionó en la introducción, el problema (4.1) donde la condición de Dirichlet

se reemplaza por una condición de Neumann de la forma ux(0
+, t) = 0 fue estudiado en [31],

mientras que para una condición de tipo Neumann fraccionaria de la forma −Dα
xu(0

+, t) = h(t)

se ha desarrollado en [27]. Para ambos casos, gran parte de los resultados obtenidos se basa en

la definición de un dominio apropiado para el operador ∂
∂xD

α
x . Si bien se utiliza el mismo en

los dos problemas, para el correspondiente a una condición de Neumann fraccionaria se adopta

una estrategia adicional, que consiste en representar a la solución buscada como suma de dos

funciones, denominadas parte singular y parte regular, esta última relacionada con el problema

con condición de Neumann clásica. Sin embargo, para el problema (4.1), debemos definir un

dominio diferente para el operador ∂
∂xD

α
x . Siguiendo entonces las ideas de los trabajos [27] y [31]

se presenta a continuación el estudio detallado del problema (4.1).

4.1. Problema con condición de Dirichlet

4.1.1. Dominio del operador ∂
∂x
Dα

x

En esta sección determinaremos un dominio apropiado para el operador ∂
∂xD

α
x acorde a las

condiciones de borde en (4.1). Para ello, consideremos la ecuación de difusión fraccionaria con

una fuente arbitraria, es decir,

ut(x, t)−
∂

∂x
Dα

xu(x, t) = f,

en el sentido de L2(0, 1) en la variable x, por lo que tiene sentido pedir ∂
∂x D

α
xu(·, t) ∈ L2(0, 1).

Recordemos que, por Proposición 2.2.6, resulta ∂
∂x D

α
xu = ∂αux. Luego, teniendo en cuenta la

Proposición 2.3.3 debemos pedir que ux ∈ 0H
α(0, 1), y por Corolario 2.3.1 parece adecuado

considerar que u ∈ 0H
1+α(0, 1). Por otro lado, notemos que si partimos de la condición u ∈

0H
1+α(0, 1), por Proposición 2.3.2 solo podemos asegurar que ux ∈ Hα(0, 1). Es por esto que, el

dominio natural más general para ∂
∂x D

α
x es

{v ∈ H1+α(0, 1) : vx ∈ 0H
α(0, 1)}.
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Consideramos además la condición u(1, t) = 0, que surge de la condición u(s(t), t) = 0 al reali-

zar un cambio de variable en problemas de Stefan fraccionario de la forma (4.1) con diferentes

condiciones de borde en x = 0. Dicha transformación es la que permite pasar de la región Qs,T a

[0, 1]× [0, T ], que no depende de s.

Obtenemos entonces el siguiente dominio

Dα := {u ∈ H1+α(0, 1) : ux ∈ 0H
α(0, 1), u(1) = 0},

el cual fue considerado en [27] y [31]. Sin embargo, como veremos más adelante, el dominio Dα

no permite aplicar la teoŕıa de semigrupos en nuestro caso, por lo que es necesario considerar

uno diferente. Definimos el siguiente, propuesto en [30]

D̃α := {u = w − w(1)xα : w ∈ 0H
1+α(0, 1)},

dotado con la siguiente norma

∥u∥D̃α
=


∥w∥H1+α(0,1) , si α ̸= 1

2(
∥w∥2

H
3
2 (0,1)

+
∫ 1
0

|wx(x)|2
x dx

) 1
2

, si α = 1
2

Notemos que xα /∈ 0H
1+α(0, 1), por lo que u /∈ 0H

1+α(0, 1) y por lo tanto u /∈ Dα. Por otra

parte, u(0) = u(1) = 0, que serán las condiciones de borde en el problema que consideraremos

más adelante en la región [0, 1]× [0, T ].

4.1.2. Propiedades del operador ∂
∂x
Dα

x definido en D̃α

En esta sección establecemos resultados que nos permitirán concluir que ∂
∂xD

α
x es un operador

sectorial densamente definido. El primer paso consiste en probar que ∂
∂xD

α
x : D̃α → L2(0, 1) genera

un C0-semigrupo de contracciones por medio del Teorema 2.4.1. Más aún, probaremos condiciones

más generales que las enunciadas en dicho resultado.

Lema 4.1.1. Sea ∂
∂xD

α
x : D̃α → L2(0, 1). Entonces, para cada λ ∈ C perteneciente al conjunto

ϑα := {z ∈ C \ {0} : |arg z| ≤ π(α+1)
2 } ∪ {0} resulta que R(λE − ∂

∂xD
α
x ) = L2(0, 1), donde E es el

operador identidad.

Demostración. Consideremos g ∈ L2(0, 1) y λ ∈ ϑα. Queremos ver que existe u ∈ D̃α tal que

λu− ∂

∂x
Dα

xu = g. (4.2)
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Dado que buscamos u ∈ D̃α, consideremos u = w − w(1)xα con w ∈ 0H
1+α(0, 1). Luego, Dα

xu =

Dα
xw − w(1)Γ(α + 1) y Dα

xw ∈ 0H
1(0, 1), de donde (Dα

xu)(0) = −w(1)Γ(α + 1). Por lo tanto,

nos proponemos resolver la ecuación (4.2) con condiciones iniciales u(0) = 0 y (Dα
xu)(0) = a con

a ∈ R.

Integrando a ambos lados de (4.2) y despejando, obtenemos que

Dα
xu = (Dα

xu)(0) + λIu− Ig = a+ λIu− Ig. (4.3)

Aplicando Iα, y usando la condición u(0) = 0 obtenemos que

u = aIα1 + λIα+1u− Iα+1g. (4.4)

Notemos que por Proposición 2.2.1, Proposición 2.2.4 y Proposición 2.3.3, la ecuación (4.2) es

equivalente a (4.4) si u ∈ D̃α.

Apliquemos λIα+1 a (4.4) para obtener

λIα+1u = λaI2α+11 + λ2I2(α+1)u− λI2(α+1)g. (4.5)

Reemplazando λIα+1u en (4.4) por lo obtenido en (4.5) y despejando resulta

u = aIα1 + λaI2α+11 + λ2I2(α+1)u− λI2(α+1)g − Iα+1g.

Repitiendo dicho procedimiento n veces, obtenemos que

u = a

n∑
k=0

λkIα+k(α+1)1−
n∑

k=0

λkI(k+1)(α+1)g + λn+1I(n+1)(α+1)u. (4.6)

Observemos que la última expresión tiende a cero cuando n → ∞. En efecto, puesto que

0H
1+α(0, 1) ⊆ L∞(0, 1) y teniendo en cuenta que la función Γ se encuentra en el denomina-

dor, obtenemos que∣∣∣λn(In(α+1)u)(x)
∣∣∣ ≤ ∥u∥L∞(0,1)

|λ|n x(α+1)n

Γ((α+ 1)n+ 1)
≤

∥u∥L∞(0,1) |λ|
n

Γ((α+ 1)n+ 1)
→ 0 cuando n → ∞

para cada λ ∈ C uniformemente respecto de x ∈ [0, 1]. Por otro lado, notemos que

∞∑
k=0

λkIα+k(α+1)1 = xαEα+1,α+1(λx
α+1),

donde Ea,b(·) denota la función de Mittag-Leffler de dos parámetros dada en Definición 2.1.3.

Adicionalmtene, se puede ver que la segunda serie en (4.6) es uniformemente convergente y

∞∑
k=0

λkI(k+1)(α+1)g = (g ∗ yαEα+1,α+1(λy
α+1))(x),
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donde ∗ denota la convolución en el eje real positivo, es decir. (f ∗ g)(x) :=
∫ x
0 f(p)g(x− p)dp.

De lo anterior, si hacemos n → ∞ en (4.6) obtenemos que

u = a
∞∑
k=0

λkIα+k(α+1)1−
∞∑
k=0

λkI(k+1)(α+1)g = axαEα+1,α+1(λx
α+1)−(g∗yαEα+1,α+1(λy

α+1))(x).

(4.7)

Teniendo en cuenta el procedimiento realizado anteriormente, es claro que la función u dada por

(4.7) es solución de (4.2) con condiciones de borde u(0) = 0 y (Dα
xu)(0) = a. Finalmente, puesto

que buscamos una función en D̃α, debemos elegir a de modo que u(1) = 0. Para ello, observemos

que si tomamos x = 1 en (4.7), entonces

u(1) = aEα+1,α+1(λ)− (g ∗ yαEα+1,α+1(λy
α+1))(1),

de donde, debe ser

a = Eα+1,α+1(λ))
−1(g ∗ yαEα+1,α+1(λy

α+1))(1).

Notemos que a está bien definido, ya que para ν = µ = α+1 en [26, Theorem 4.2.1], resulta que

Eα+1,α+1(λ) ̸= 0 para λ ∈ ϑα. En consecuencia, tenemos una solución a (4.2) dada por

u(x) =
(g ∗ yαEα+1,α+1(λy

α+1))(1)

Eα+1,α+1(λ)
xαEα+1,α+1(λx

α+1)− (g ∗ yαEα+1,α+1(λy
α+1))(x).

Definiendo w por

w(x) =
(g ∗ yαEα+1,α+1(λy

α+1))(1)

Eα+1,α+1(λ)
xα

∞∑
n=1

λnx(α+1)n

Γ((α+ 1)n+ α+ 1)
− (g ∗ yαEα+1,α+1(λy

α+1))(x),

tenemos que

u(x) = w(x)− w(1)xα.

Para finalizar, nos falta ver que u ∈ D̃α, para lo cual basta con probar que w ∈ 0H
1+α(0, 1).

Reescribimos w de la siguiente manera

w(x) = c

∞∑
n=1

λnx(2α+1)n

Γ((α+ 1)n+ α+ 1)
− (g ∗ yαEα+1,α+1(λy

α+1))(x). (4.8)

Notemos que, por (2.16), xβ ∈ 0H
1+α(0, 1) para β ≥ 2α+1 > (1+α)− 1

2 . Luego, la serie en (4.8)

es una función en 0H
1+α(0, 1), De forma similar, reescribiendo xαEα+1,α+1(λx

α+1) como serie

vemos que dicha función está en 0H
α(0, 1), por lo que la convolución (g ∗ yαEα+1,α+1(λy

α+1))(x)

está en 0H
1+α(0, 1). En efecto, g ∈ L2(0, 1) ⊆ L∞(0, 1) por lo que

|(g ∗ yαEα+1,α+1(λy
α+1))(x)| ≤ ∥g∥L∞(0,1)

∞∑
n=1

λnx(α+1)(n+1)

Γ((α+ 1)(n+ 1) + 1)
,

y x(α+1)(n+1) ∈ 0H
1+α(0, 1) para todo n ∈ N. Queda demostrado el resultado.
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Observación 4.1.1. En particular, para λ > 0 se tiene que R(λE−A) = L2(0, 1), por lo que se

verifica la condición 2 de Teorema 2.4.1.

Observación 4.1.2. El Lema 4.1.1 no es válido si cambiamos el dominio D̃α por Dα. En efecto,

como mencionamos anteriormente, nuestro objetivo es resolver un problema en la región [0, 1]×

[0, T ], con condiciones de la forma u(0) = 0 y u(1) = 0. Por otro lado, de (2.13) en Proposición

2.2.6, (4.2) es equivalente a

λu− ∂αux = g,

de donde, aplicando Iα, y considerando la Proposición 2.2.5, resulta

λIαu− ux = Iαg.

Integrando entre 0 y x a ambos lados, y teniendo en cuenta que u(0) = 0, obtenemos que

u = λI1+αu− I1+αg.

Repitiendo ahora con I1+α, y aplicando argumentos similares a los de Lema 4.1.1, deducimos que

u(x) = −(g ∗ yαEα+1,α+1(λy
α+1))(x).

Nos falta ver que u(1) = 0, pero lo anterior debe valer para toda g ∈ L2(0, 1), lo cual no es posible,

ya que podemos elegir una tal g de forma tal que u(1) ̸= 0. Por lo tanto, para cualquier valor

de λ ∈ C, la ecuación (4.2) no tiene solución para toda función g ∈ L2(0, 1) si consideramos el

dominio Dα y las condiciones de borde u(0) = u(1) = 0.

Lema 4.1.2. Para u ∈ D̃α resulta(
− ∂

∂x
Dα

xu, u

)
≥ cα ∥u∥2

H
1+α
2 (0,1)

(4.9)

y ∣∣∣∣(− ∂

∂x
Dα

xu, u

)∣∣∣∣ ≤ bα ∥u∥2
H

1+α
2 (0,1)

, (4.10)

donde cα, bα son constantes positivas que dependen únicamente de α.

Demostración. Comencemos con (4.9). Sea u ∈ D̃α. Como u(0) = u(1) = 0, realizando integración

por partes (
− ∂

∂x
Dα

xu, u

)
= −

∫ 1

0

(
∂

∂x
Dα

xu

)
(x) · u(x)dx =

∫ 1

0
Dα

xu(x) ·
∂

∂x
u(x)dx.
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Notemos que D̃α ⊆ AC[0, 1] por lo que podemos aplicar la Proposición 2.2.7 para obtener que

(
− ∂

∂x
Dα

xu, u

)
=

∫ 1

0
Dα

xu(x) · ∂1−αDα
xu(x)dx.

Por definición de D̃α sabemos que Dα
xu ∈ AC[0, 1], por lo que podemos aplicar la desigualdad

(2.15) con w = Dα
xu para obtener(
− ∂

∂x
Dα

xu, u

)
≥ cα ∥Dα

xu∥
2

H
1−α
2 (0,1)

≥ cα

∥∥∥∂ 1−α
2 Dα

xu
∥∥∥2
L2(0,1)

= cα

∥∥∥∥D 1+α
2

x u

∥∥∥∥2
L2(0,1)

= cα

∥∥∥∂ 1+α
2 u

∥∥∥2
L2(0,1)

≥ cα ∥u∥
H

1+α
2 (0,1)

.

La primera igualdad sigue de la Proposición 2.2.7, mientras que la segunda igualdad y la últiam

desigualdad se deducen de la Proposición 2.2.6 y el hecho de que u se anula en cero, y de la

Proposición 2.3.3 respectivamente. Queda por mostrar (4.10). Usando la Proposición 2.2.7, se

tiene que

∂

∂x
Dα

xu = ∂
1+α
2 ∂

1−α
2 Dα

xu =
∂

∂x
I

1−α
2 D

1+α
2

x u.

Luego, aplicando integración por partes, teniendo en cuenta que u(0) = u(1) = 0, y el teorema

de Fubini, vemos que∫ 1

0

∂

∂x
Dα

xu · udx = −
∫ 1

0
I

1−α
2 D

1+α
2

x u · uxdx = −
∫ 1

0
D

1+α
2

x u · I
1−α
2

− uxdx,

donde para β ∈ (0, 1), (Iβ−u)(x) := 1
Γ(β)

∫ 1
x (p − x)β−1u(p)dp. De manera similar denotamos

∂β
−u = − d

dxI
1−β
− u, Dβ

−u = − d
dxI

1−β
− [u(x)− u(1)].

Finalmente, aplicando de nuevo la Proposición 2.3.3, deducimos que∣∣∣∣∫ 1

0

∂

∂x
Dα

xu · udx
∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥D 1+α

2
x u

∥∥∥∥
L2(0,1)

∥∥∥∥D 1+α
2

x u

∥∥∥∥
L2(0,1)

=
∥∥∥∂ 1+α

2 u
∥∥∥
L2(0,1)

∥∥∥∥∂ 1+α
2

− u

∥∥∥∥
L2(0,1)

≤ bα ∥u∥2
H

1+α
2 (0,1)

.

Observación 4.1.3. Siendo u a valores reales, y de acuerdo a la Definición 2.4.5 resulta que

∂
∂xD

α
x es disipativo.

Teorema 4.1.1. El operador ∂
∂xD

α
x : D̃α ⊆ L2(0, 1) → L2(0, 1) genera un C0-semigrupo de

contracciones.

51



Cap. 4 Secc. 4.1

Demostración. Puesto que C∞
0 (0, 1) ⊆ D̃α,

∂
∂xD

α
x está densamente definido en L2(0, 1). Además,

por Observaciones 4.1.1 y 4.1.3, y Teorema 2.4.1, se deduce que ∂
∂xD

α
x genera un C0-semigrupo

de contracciones.

Teorema 4.1.2. El operador ∂
∂xD

α
x : D̃α ⊆ L2(0, 1) → L2(0, 1) es un operador sectorial densa-

mente definido.

Demostración. Adaptaremos la demostración presentada en [30, Teorema 3.5] para el operador

Dα, aplicando la Proposición 2.4.1. Para ello, notemos que, por definición de rango numérico (ver

(2.19)), resulta

S

(
− ∂

∂x
Dα

x

)
=

{(
u,− ∂

∂x
Dα

xu

)
: u ∈ D̃α, ||u||L2(0,1) = 1

}
. (4.11)

En efecto, considerando X = L2(0, 1), X∗ = L2(0, 1), y u, v ∈ L2(0, 1) con

u ∈ D̃α, ||u|| = 1, v ∈ L2(0, 1), ||v|| = 1, (v, u) = 1,

resulta que |(v, u)| = ||u|| · ||v||, de donde v = cu con c = (u,v)
||v||2 = 1, y por lo tanto u = v, de donde

se obtiene (4.11). Por otro lado, notemos que por (4.9), resulta 0 /∈ S
(
− ∂

∂xD
α
x

)
.

Sea z =
(
u,− ∂

∂xD
α
xu
)
. Por (4.9) y (4.10), deducimos que

|tan(arg(z))| =
∣∣∣∣Im(z)

Re(z)

∣∣∣∣ = |Im(z)|
|Re(z)|

≤ |z|
|Re(z)|

≤
bα||u||2

H
1+α
2 (0,1)

cα||u||2
H

1+α
2 (0,1)

=
bα
cα

,

de donde,

S

(
− ∂

∂x
Dα

x

)
⊆
{
λ ∈ C \ {0} : |arg(λ)| ≤ arctan

(
bα
cα

)}
.

Teniendo en cuenta que 0 ≤ arctan
(
bα
cα

)
< π

2 , consideremos ν tal que arctan
(
bα
cα

)
< ν < π

2 y

Σν := {λ : λ ̸= 0, |arg(λ)| > ν}. Entonces, Σν ⊆ C \ S
(
− ∂

∂xD
α
x

)
. Probaremos que existe una

constante cν tal que

d

(
λ, S

(
− ∂

∂x
Dα

x

))
≥ cν |λ|, ∀λ en Σν . (4.12)

Separamos en dos casos.

Si λ ∈ Σν es tal que |arg(λ)| > π
2 + arctan

(
bα
cα

)
, entonces d

(
λ, S

(
− ∂

∂xD
α
x

))
≥ d(λ, 0) = |λ|

(pues dado λ1 ∈ S
(
− ∂

∂xD
α
x

)
, el ángulo formado por λ1, (0, 0), λ es mayor a π

2 , por lo que la

distancia d(λ1, λ) es mayor que la distancia d(λ, 0)), y por lo tanto vale (4.12) para cν = 1.

Consideremos ahora λ ∈ Σν tal que ν < arg(λ) ≤ π
2 +arctan

(
bα
cα

)
. Entonces (ver Figura 4.1)

d
(
λ, S

(
− ∂

∂xD
α
x

))
|λ|

≥ sin

(
arg(λ)− arctan

(
bα
cα

))
≥ sin

(
ν − arctan

(
bα
cα

))
.
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Figura 4.1:

Análogamente, si λ ∈ Σν con −π
2 − arctan

(
bα
cα

)
< arg(λ) ≤ −ν

d
(
λ, S

(
− ∂

∂xD
α
x

))
|λ|

≥
∣∣∣∣sin(arg(λ) + arctan

(
bα
cα

))∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣sin(−ν + arctan

(
bα
cα

))∣∣∣∣ ,
por lo que vale (4.12) para cν =

∣∣∣sin(−ν + arctan
(
bα
cα

))∣∣∣. Por lo tanto, queda probado (4.12)

para todo λ ∈ Σν .

Por otro lado, por Teorema 4.1.1, ∂
∂xD

α
x genera un C0-semigrupo de contracciones, de donde,

por Teorema 2.4.2 , (0,+∞) ⊆ ρ
(

∂
∂xD

α
x

)
, o equivalentemente, (−∞, 0) ⊆ ρ

(
− ∂

∂xD
α
x

)
, y en

consecuencia

Σν ∩ ρ

(
− ∂

∂x
Dα

x

)
̸= ∅

Luego, podemos aplicar la Proposición 2.4.1 a − ∂
∂xD

α
x para obtener que el espectro de dicho

operador está contenido en C \ Σν , de donde Σν ⊆ ρ
(
− ∂

∂xD
α
x

)
y∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
(
λI −

(
− ∂

∂x
Dα

x

))−1
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ 1

d(λ, S
(

∂
∂xD

α
x

)
)
≤ 1

cν |λ|
, ∀λ ∈ Σν .

En consecuencia, teniendo en cuenta que λ ∈ ρ
(
− ∂

∂xD
α
x

)
si y sólo si −λ ∈ ρ

(
∂
∂xD

α
x

)
, y |arg(λ)| >

ν si y sólo si |arg(−λ)| < π − ν, resulta que

Sπ−ν = {λ ∈ C : λ ̸= 0, |arg(λ)| < π − ν} ⊆ ρ

(
∂

∂x
Dα

x

)
,
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siendo π
2 < π − ν < π, y ∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
(
λI − ∂

∂x
Dα

x

)−1
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ c−1

ν

|λ|
, ∀λ ∈ Sπ−ν .

Por lo tanto, ∂
∂xD

α
x verifica la Definición 2.4.2, por lo que es un operador es sectorial.

Recordando nuevamente lo comentado en el Caṕıtulo 2, y teniendo en cuenta el resultado

anterior, nuestra idea es aplicar el Teorema 2.5.1 a una familia de operadores A(t) relacionada

con un problema en la región [0, 1]× [0, T ] que se obtendrá a partir del problema (4.1), para luego

definir lo que consideraremos una mild solution.

4.1.3. Problema de frontera móvil

Comencemos considerando el problema de frontera móvil asociado al Problema 4.1, es decir,

(i) ut(x, t) =
∂
∂x D

α
xu(x, t) 0 < x < s(t), 0 < t < T,

(ii) u(0, t) = 0 0 < t < T,

(iii) u(s(t), t) = 0 0 < t < T,

(iv) u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, 0 < x < b

(4.13)

donde s : [0, T ] → R , y u0 ∈ 0H
1+α(0, b) son funciones conocidas, tal que u0(0) = u0(b) = 0.

Supongamos además que

s ∈ C0,1[0, T ], s(0) = b, y existe M > 0 tal que 0 ≤ ṡ(t) ≤ M a.e. t ∈ [0, T ]. (4.14)

Observación 4.1.4. Sea s una función que satisface (4.14). Entonces,

b ≤ s(t) ≤ b+MT, ∀t ∈ [0, T ].

Para analizar (4.13) desde la teoŕıa de operadores de evolución, realizamos primero un cambio

de variables para transformarlo en un problema con dominio fijo. Más precisamente, sea p = x
s(t) ,

y definimos

v(p, t) := u(s(t)p, t) = u(x, t). (4.15)

Podemos reescribir (4.13) en términos de v. Para ello observamos que ∂
∂p = s(t) ∂

∂x . Entonces,

vp(p, t) =
∂

∂p
v(p, t) =

∂

∂p
u(s(t)p, t) = s(t)

∂

∂x
u(s(t)p, t) = s(t)ux(x, t),

vt(p, t) =
∂

∂t
u(s(t)p, t) = ut(x, t) + pṡ(t)ux(x, t).
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Luego,

ut(x, t) = vt(p, t)− p
ṡ(t)

s(t)
vp(p, t). (4.16)

Además

(∂αvp)(p, t) =
1

Γ(1− α)

∂

∂p

∫ p

0
(p− r)−αvp(r, t)dr

=
1

Γ(1− α)
s(t)

∂

∂x

∫ x
s(t)

0

(
x

s(t)
− r

)−α

s(t)ux(s(t)r, t)dr,

de donde, realizando el cambio de variable r = z
s(t) obtenemos

(∂αvp)(p, t) =
1

Γ(1− α)
s(t)

∂

∂x

∫ x

0

(
x

s(t)
− z

s(t)

)−α

s(t)ux(s(t)r, t)
1

s(t)
dz

=
1

Γ(1− α)
s(t)

∂

∂x

∫ x

0

(x− z)−α

s(t)−α
ux(z, t)dz

=
1

Γ(1− α)
s(t)1+α ∂

∂x

∫ x

0
(x− z)−αux(z, t)dz

= s(t)1+α(∂αux)(x, t).

Por lo tanto,(
∂

∂x
Dα

xu

)
(x, t) = (∂αux)(x, t) =

1

s1+α(t)
(∂αvp)(p, t) =

1

s1+α(t)

(
∂

∂p
Dα

p v

)
(p, t). (4.17)

Denotando v0(p) = u0(pb) y renombrando p por x, tenemos que

(i) vt − x ṡ(t)
s(t)vx −

1
s1+α(t)

∂
∂xD

α
xv = 0, 0 < x < 1, 0 < t < T,

(ii) v(0, t) = 0, v(1, t) = 0, t ∈ (0, T ),

(iii) v(x, 0) = v0(x), 0 < x < 1,

(4.18)

que es el problema en la región [0, 1] × [0, T ] ya mencionado. Queremos ver a (4.18) como un

problema de evolución. Para ello, definimos A(t) : D(A(t)) ⊆ L2(0, 1) → L2(0, 1), para t ∈ (0, T ),

como

A(t)v =
1

s1+α(t)

∂

∂x
Dα

xv,

y f(x, t) := x ṡ(t)
s(t)vx. Entonces, (4.18) puede reescribirse como el siguiente problema:

(i) vt = A(t)v + f, 0 < x < 1, 0 < t < T,

(ii) v(0, t) = 0, v(1, t) = 0, t ∈ (0, T ),

(iii) v(x, 0) = v0(x), 0 < x < 1.

(4.19)

Luego, definiendo D(A(t)) := D̃α, el problema (4.19) es equivalente a hallar v ∈ D̃α que verifique

(i) vt = A(t)v + f, 0 < x < 1, 0 < t < T,

(ii) v(x, 0) = v0(x), 0 < x < 1.
(4.20)
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Observación 4.1.5. Para el caso en que el operador A no depende de t, tenemos el problema

que consiste en hallar v ∈ D, tal que

(i) vt = Av + f, 0 < x < 1, 0 < t < T,

(ii) v(x, 0) = v0(x), 0 < x < 1.

para el cual está demostrada la existencia y unicidad de solución mediante el Teorema de Hille-

Yosida [4].

4.1.4. Existencia de mild solution

Nos proponemos ahora definir el concepto de mild solution para el problema (4.20). Obser-

vemos que, por Teorema 4.1.2 y (4.14), A(t) verifica la hipótesis 1 del Teorema 2.5.1 para todo

0 ≤ t ≤ T .

Por otro lado, teniendo en cuenta que ∂
∂xD

α
xx

α = 0, para u = w − w(1)xα ∈ D̃α resulta

||(A(t)−A(τ))u||L2(0,1) =
|s1+α(τ)− s1+α(t)|
s1+α(t)s1+α(τ)

∥∥∥∥ ∂

∂x
Dα

xu

∥∥∥∥
L2(0,1)

=
|s1+α(τ)− s1+α(t)|
s1+α(t)s1+α(τ)

∥∥∥∥ ∂

∂x
Dα

xw

∥∥∥∥
L2(0,1)

=
|s1+α(τ)− s1+α(t)|
s1+α(t)s1+α(τ)

∥∂αwx∥L2(0,1) ≤ cα
2(b+MT )1+α

b2(1+α)
∥wx∥0Hα(0,1)

≤ cα
2(b+MT )1+α

b2(1+α)
∥w∥

0H1+α(0,1) = cα
2(b+MT )1+α

b2(1+α)
∥u∥D̃α

,

(4.21)

donde hemos aplicado (2.13), Proposición 2.3.3 y Corolario 2.3.1. En consecuencia, para cada

t ∈ [0, T ], A(t) ∈ B(D̃α, L
2(0, 1)).

Adicionalmente, por (4.14) tenemos que s ∈ C0,1[0, T ] ⊆ C0,a[0, T ], para 0 < a < 1, y en

consecuencia, dado t, τ ∈ [0, T ], t ̸= τ , trabajando de forma similar a (4.21), y aplicando el

teorema del valor medio, resulta

||(A(t)−A(τ))u||L2(0,1)

|t− τ |a
=

|s1+α(τ)− s1+α(t)|
|t− τ |as1+α(t)s1+α(τ)

∥∂αwx∥L2(0,1) ≤
|s1+α(τ)− s1+α(t)|

b2(1+α)|t− τ |a
∥u∥D̃α

=
(1 + α)sα(ξ)ṡ(ξ)|t− τ |

b2(1+α)|t− τ |a
∥u∥D̃α

≤
(1 + α)(b+MT )αM |t− τ |1−a ∥u∥D̃α

b2(1+α)

≤
(1 + α)(b+MT )αMT 1−a ∥u∥D̃α

b2(1+α)
= C ∥u∥D̃α

,

de donde

∥A(t)−A(τ)∥B(Dα,L2(0,1)) = sup
u̸=0

{
∥(A(t)−A(τ))u∥L2(0,1)

∥u∥D̃α

}
≤ C|t− τ |a
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Por lo tanto, t 7→ A(t) ∈ C0,a([0, T ];B(Dα, L
2(0, 1))), y podemos aplicar el Teorema 2.5.1.

Luego, A(t) : D̃α → L2(0, 1) genera una familia de operadores de evolución {G(t, σ) : 0 ≤ σ ≤

t ≤ T}. En consecuencia, siguiendo la Definición 2.5.2 proponemos la siguiente definición para el

problema (4.20).

Definición 4.1.1. Sea {G(t, σ) : 0 ≤ σ ≤ t ≤ T} una familia de operadores de evolución para el

problema (4.20). Una función u que verifica

u(x, t) = G(t, 0)u0 +

∫ t

0
G(t, σ)x

ṡ(σ)

s(σ)
ux(x, σ)dσ (4.22)

se denomina mild solution de (4.20).

Notemos que, en (4.20) es necesario separar a f de la familia de operadores A(t). En efecto,

puesto que ṡ(t) no necesariamente está en C0,1([0, T ]), no podemos aplicar el Teorema 2.5.1 a la

familia de operadores Ã(t) := x ṡ(t)
s(t)

∂
∂x + 1

s1+α(t)
∂
∂xD

α
x .

Si la función f en (4.20) no depende de u, entonces (4.22) es una mild solution en el sentido

de la Definición 2.5.2. Sin embargo, no debemos obviar el hecho de que la función u está a ambos

lados de la igualdad, por lo que recurriremos a un teorema de punto fijo para probar que existe

una única mild solution de (4.20) en un espacio de funciones adecuado. Para ello, necesitamos

las siguientes estimaciones en términos de los espacios de interpolación.

Proposición 4.1.1. [20, Corolario 6.1.8] Sea {G(t, σ) : 0 ≤ σ ≤ t ≤ T} una familia de ope-

radores de evolución generados por A(t) : D → X. Entonces, para cada g ∈ L2(0, 1) existe una

constante positiva c = c(T ) tal que

∥G(t, σ)g∥X ≤ c ∥g∥X . (4.23)

Si g ∈ D, entonces existe una constante positiva c = c(T ) tal que

∥A(t)G(t, σ)g∥X ≤ c ∥g∥D . (4.24)

Si g ∈ [X,D]δ, entonces para cualquier 0 ≤ σ < t ≤ T existe una constante positiva c =

c(θ, δ, T ) que es una función continua creciente de T tal que, para cada 0 < δ < 1

∥G(t, σ)g∥D ≤ c

(t− σ)1−δ
∥g∥[X,D]δ

. (4.25)

Además, para cualquier 0 ≤ δ < θ < 1, tenemos

∥G(t, σ)g∥[X,D]θ
≤ c

(t− σ)θ−δ
∥g∥[X,D]δ

(4.26)
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y para θ ∈ [0, 1), δ ∈ (0, 1], θ < δ

∥A(t)G(t, σ)g∥[X,D]θ
≤ c

(t− σ)1+θ−δ
∥g∥[X,D]δ

. (4.27)

Por otro lado, para cada 0 ≤ θ < δ < 1 y 0 ≤ σ < r < t ≤ T

∥G(t, σ)g −G(r, σ)g∥[X,D]θ
≤ c

(t− r)θ−δ
∥g∥[X,D]δ

. (4.28)

Finalmente, para cada 0 ≤ σ < r < t ≤ T

∥A(t)G(t, σ)g −A(r)G(r, σ)g∥X ≤ c

(
(t− r)a

(r − σ)1−δ
+

1

(r − σ)1−δ
− 1

(t− σ)1−δ

)
∥g∥[X,D]δ

, (4.29)

donde a ∈ (0, 1) proviene del Teorema 2.5.1. La constante c > 0 depende solo de α, θ, δ, T .

Además, T 7→ c(α, θ, δ, T ) es una función creciente.

Adicionalmente, utilizaremos las siguientes desigualdades.

Lema 4.1.3. Para todo v ∈ D̃α, existen constantes c = c(α, b,M, T ) y C = C(α, b,M, T ) tales

que

c||v||D̃α
≤ ||A(t)v||L2(0,1) ≤ C||v||D̃α

, ∀t ∈ [0, T ].

Demostración. La prueba es análoga a la de [27, Lemma 2], considerando (4.14) y usando que

∂
∂xD

α
xx

α = 0.

En efecto, si v = w−w(1)xα, entonces ∂
∂xD

α
xv = ∂

∂xD
α
xw y por lo tanto A(t)v=A(t)w. Luego,

por Proposición (2.2.6) tenemos que ∥A(t)w∥L2(0,1) =
∥ ∂

∂x
Dα

xw∥L2(0,1)

s(t)1+α =
∥∂αwx∥L2(0,1)

s(t)1+α . Entonces

de (4.14), la Proposición 2.3.3 y el Corolario 2.3.1 (teniendo en cuenta que I1(wx) = w puesto

que w(0) = 0), deducimos que

∥A(t)w∥L2(0,1) ≥ c ∥∂αwx∥L2(0,1) ≥ c ∥wx∥0Hα(0,1) ≥ c ∥w∥
0H1+α(0,1) = c ∥w∥D̃α

.

En consecuencia, teniendo en cuenta que

∥wx∥0Hα(0,1) ≤ ∥w∥L2(0,1) + ∥wx∥0Hα(0,1) = ∥w∥
0H1+α(0,1) ,

resulta que

∥A(t)w∥L2(0,1) ≤ C ∥∂αwx∥L2(0,1) ≤ C ∥wx∥0Hα(0,1) ≤ C ∥w∥
0H1+α(0,1) = C ∥w∥D̃α

.
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Lema 4.1.4. Para cada v ∈ D̃α, f(x, t) = x ṡ(t)
s(t)vx ∈ L∞((0, T ); 0H

α(0, 1)), y existe una constante

c > 0 tal que

||f ||L∞(0,T ;0Hα(0,1)) ≤ c||v||
C([0,T ],D̃α)

.

Demostración. Como v ∈ D̃α, existe w ∈ 0H
1+α(0, 1) tal que v(x) = w − w(1)xα. Entonces,

xvx = xwx − αw(1)xα y w(0) = 0, por lo que I1wx = w. Luego, por Corolario 2.3.1 y Teorema

2.3.1, se sigue que

||xvx||0Hα(0,1) ≤ ||xwx||0Hα(0,1) + α|w(1)|||xα||
0Hα(0,1) ≤ ||wx||0Hα(0,1) + α|w(1)|||xα||

0Hα(0,1)

≤ c(||w||
0H1+α(0,1) + ||w||C[0,1]) ≤ c(||v||D̃α

+ ||w||
0H1+α(0,1)) ≤ c||v||D̃α

.

Luego, aplicando (4.14)

||f ||L∞(0,T ;0Hα(0,1)) ≤ c sup
t∈[0,T ]

||xvx||0Hα(0,1) ≤ c sup
t∈[0,T ]

||v||D̃α
= c||v||

C([0,T ],D̃α)
.

Observación 4.1.6. Por definición, H
(1+α)θ
0 (0, 1) = [L2(0, 1), H1+α

0 (0, 1)]θ. Por otro lado, pues-

to que H1+α(0, 1) ↪→ D̃α resulta que H1+α
0 (0, 1) ↪→ D̃α. Luego, para todo θ ∈ (0, 1), H

(1+α)θ
0 (0, 1) ↪→

[L2(0, 1), D̃α]θ. Además, para todo δ < 1
2(1+α) tenemos que H(1+α)δ(0, 1) = H

(1+α)δ
0 (0, 1). Enton-

ces, para cada (1 + α)δ ∈
(
0, 12
)
se tiene que H(1+α)δ(0, 1) ↪→ [L2(0, 1), D̃α]δ y

||u||
[L2(0,1),D̃α]δ

≤ c||u||H(1+α)δ(0,1). (4.30)

Estamos en condiciones de probar la existencia y unicidad de mild solution para el problema

(4.20).

Teorema 4.1.3. Sea v0 ∈ D̃α. Entonces, existe una única solución para (4.22) perteneciente a

C([0, T ]; D̃α).

Demostración. Definimos un operador P de la siguiente manera

(Pv)(x, t) = G(t, 0)v0 +

∫ t

0
G(t, σ)x

ṡ(σ)

s(σ)
vx(x, σ)dσ = G(t, 0)v0 +

∫ t

0
G(t, σ)f(x, σ)dσ.

Queremos aplicar el teorema del punto fijo de Banach a dicho operador. Para ello, notemos que por

Proposición 2.5.1 obtenemos que G(t, 0)v0 ∈ C([0, T ]; D̃α). Por otro lado, para v ∈ C([0, T ]; D̃α),
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y para cada 0 < θ < mı́n{α,1/2}
1+α , por (4.25), (4.30) y Lema 4.1.4, se sigue que∣∣∣∣∣∣∣∣∫ t

0
G(t, σ)f(·, σ)dσ

∣∣∣∣∣∣∣∣
D̃α

≤
∫ t

0
c(t− σ)θ−1 ||f(·, σ)||

[L2(0,1);D̃α]θ
dσ

≤
∫ t

0
c(t− σ)θ−1 ||f(·, σ)||

0H(1+α)θ(0,1) dσ

≤ c

∣∣∣∣∣∣∣∣xṡ(·)s(·)
vx

∣∣∣∣∣∣∣∣
L∞((0,T ),0Hα(0,1))

tθ

θ
.

(4.31)

Entonces
∫ t
0 G(t, σ)f(·, σ)dσ es continua en t = 0 en la norma || · ||D̃α

. Por Lema 4.1.3,

solo necesitamos probar que A(t)
∫ t
0 G(t, σ)f(·, σ)dσ ∈ C((0, T ], L2(0, 1)) para obtener además

que
∫ t
0 G(t, σ)f(·, σ)dσ ∈ C((0, T ], D̃α). Sean 0 < τ ≤ t ≤ T y 0 < θ < mı́n{α,1/2}

1+α . Entonces,

aplicando primero (4.27) y (4.29), y luego Observación 4.1.6 y Lema 4.1.4, se sigue que∣∣∣∣∣∣∣∣A(t)

∫ t

0
G(t, σ)f(·, σ)dσ −A(τ)

∫ τ

0
G(τ, σ)f(·, σ)dσ

∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(0,1)

≤
∫ τ

0
||A(t)G(t, σ)f(·, σ)−A(τ)G(τ, σ)f(·, σ)||L2(0,1) dσ +

∫ t

τ
||A(t)G(t, σ)f(·, σ)||L2(0,1) dσ

≤
∫ τ

0

(
(t− τ)a

(τ − σ)1−θ
+

1

(τ − σ)1−θ
− 1

(t− σ)1−θ

)
||f(·, σ)||

[L2(0,1);D̃α]θ
dσ

+ c

∫ t

τ
(t− σ)θ−1 ||f(·, σ)||

[L2(0,1);D̃α]θ
dσ

≤ c ||f ||L∞((0,T ),0Hα(0,1))

(
τ θ(t− τ)a + τ θ − tθ + (t− τ)θ

)
y el último término tiende a cero cuando τ → t. Por lo tanto

∫ t
0 G(t, σ)f(·, σ)dσ ∈ C([0, T ], D̃α),

y concluimos que Pv ∈ C([0, T ], D̃α).

Ahora, probaremos que P es una contracción en C([0, T1], D̃α) para T1 suficientemente pe-

queño. Sean v1, v2 ∈ C([0, T1], D̃α). Por definición de P , tenemos

(Pv1 − Pv2)(x, t) =

∫ t

0
G(t, σ)x

ṡ(σ)

s(σ)
(v1x − v2x)(x, σ)dσ. (4.32)

Análogamente a (4.31),∣∣∣∣∣∣∣∣∫ t

0
G(t, σ)x

ṡ(t)

s(t)
(v1x − v2x)(x, σ)dσ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C([0,T1],D̃α)

≤ sup
t∈[0,T1]

∫ t

0
c(t− σ)θ−1

∣∣∣∣x(v1x − v2x)(x, σ)
∣∣∣∣

0Hα(0,1)
dσ

y por lo tanto, por Lema 4.1.4,∣∣∣∣∣∣∣∣∫ t

0
G(t, σ)x

ṡ(t)

s(t)
(v1x − v2x)(x, σ)dσ

∣∣∣∣∣∣∣∣
C([0,T1],D̃α)

≤ sup
t∈[0,T1]

c
∣∣∣∣v1 − v2

∣∣∣∣
C([0,T1],D̃α)

∫ t

0
(t− σ)θ−1dσ

=
cT θ

1

θ

∣∣∣∣v1 − v2
∣∣∣∣
C([0,T1],D̃α)

.
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Concluimos que P es una contracción en C([0, T1], D̃α) siempre que T1 <
(
θ
c

) 1
θ . Podemos extender

la solución a todo el intervalo [0, T ] aplicando un argumento estándar.

Finalmente, como consecuencia de los resultados anteriores, obtenemos la continuidad de v.

Corolario 4.1.1. Supongamos que v0 ∈ D̃α. Entonces, la solución de (4.22) obtenida en el

Teorema 4.1.3 satisface que

v ∈ C([0, 1]× [0, T ]). (4.33)

Demostración. Por Teorema 4.1.3, v ∈ C([0, T ]; D̃α). Entonces, v(x, t) = w(x, t) − w(1, t)xα,

donde w(·, t) ∈ 0H
1+α(0, 1) para todo t ∈ [0, T ]. Teniendo en cuenta que 0H

1+α(0, 1) ↪→ C([0, 1]),

y xα es continua en [0, 1], concluimos que v(·, t) ∈ C([0, 1]) para todo t ∈ [0, T ] de donde v ∈

C([0, 1]× [0, T ]).

4.1.5. Regularidad de la mild solution

Teniendo una mild solution, nos proponemos mejorar la regularidad de la misma. Para ello,

seguimos las ideas presentadas en [31] que también se aplicaron en [27, Sección 3.3]. La principal

diferencia aqúı, es que trabajamos con el espacio de interpolación [L2(0, 1), D̃α]θ, que no tiene

una caracterización en términos de los espacios de Sobolev fraccionarios, como en [27, ecuación

(3.17)]. Es por ello que necesitamos el siguiente resultado.

Teorema 4.1.4. Sea α ∈ (0, 1). Entonces, para todo 0 < ε < ω < 1, para todo 0 < δ < 1 + α y

u ∈ [L2(0, 1), D̃α] δ
1+α

, se sigue que ũ ∈ Hδ(ε, ω) y existe una constante positiva c = c(ε, ω, α, δ)

tal que

||ũ||Hδ(ε,ω) ≤ c||u||
[L2(0,1),D̃α] δ

1+α

, (4.34)

donde ũ es la restricción de u al intervalo (ε, ω).

Para demostrar este resultado, necesitaremos una equivalencia de normas en L2(0, 1). Recor-

demos primero que, puesto que H1+α
0 (0, 1) es un subespacio cerrado de L2(0, 1), entonces por

[29, Teorema 12.4], ∀u ∈ L2(0, 1), existen únicos up ∈ H1+α
0 (0, 1), uo ∈

(
H1+α

0 (0, 1)
)⊥

tales que

u = up + uo. Luego, tenemos la siguiente equivalencia de normas.

Lema 4.1.5. Sea u ∈ L2(0, 1). Consideremos su única descomposición ortogonal en L2(0, 1)

respecto de H1+α
0 (0, 1), es decir, u = up + uo donde up ∈ H1+α

0 (0, 1), uo ∈
(
H1+α

0 (0, 1)
)⊥

. Sean
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las normas sobre L2(0, 1) dadas por ||u||1 = ||uo||L2(0,1) + ||up||H1+α(0,1) y ||u||2 = ||u||
L2(0,1)+D̃α

,

donde || · ||
L2(0,1)+D̃α

es la norma dada en la Definición 2.3.6. Entonces las normas || · ||1 y || · ||2

son equivalentes en L2(0, 1).

Demostración. Sea u ∈ L2(0, 1). Como H1+α
0 (0, 1) ⊆ D̃α, deducimos que

||u||
L2(0,1)+D̃α

= ı́nf{||u1||L2(0,1) + ||u2||D̃α
: u = u1 + u2, u1 ∈ L2(0, 1), u2 ∈ D̃α}

≤ ||uo||L2(0,1) + ||up||D̃α
= ||uo||L2(0,1) + ||up||H1+α(0,1).

Por lo tanto, ∀u ∈ L2(0, 1), ||u||2 ≤ ||u||1, y por [4, Corolario 2.8] concluimos que existe c > 0 tal

que

||u||1 ≤ c||u||2, ∀u ∈ L2(0, 1). (4.35)

Demostración del teorema 4.1.4. Usaremos la definición de la norma en los espacios de in-

terpolación [X,Y ]θ dada por (2.17). Para ello, comencemos considerando g ∈ F(L2(0, 1), D̃α),

donde F(X,Y ) es la familia de interpolación en X e Y dada en la Definición 2.3.7. Definimos la

siguiente función

G : F(L2(0, 1), D̃α) 7→ F(L2(ε, ω), H1+α(ε, ω)),

con

(Gg)(z) = g̃(z) tal que g̃(z)(x) = g(z)
∣∣
(ε,ω)

(x).

Probaremos primero que G está bien definida, es decir, que G(g) = g̃ verifica las condiciones

en Definición 2.3.7.

F-(i) Sean z, z0 ∈ S y consideremos la representación ortogonal de g. Entonces,

g̃(z)− g̃(z0) = [go(z)
∣∣
(ε,ω)

− go(z0)
∣∣
(ε,ω)

] + [gp(z)
∣∣
(ε,ω)

− gp(z0)
∣∣
(ε,ω)

]. (4.36)

Luego,

||g̃(z)− g̃(z0)||L2(ε,ω)+H1+α(ε,ω) ≤ ||go(z)− go(z0)||L2(0,1) + ||gp(z)− gp(z0)||H1+α(0,1).

(4.37)

Por Lema 4.1.5, existe c > 0, que no depende de z ni de z0, tal que

||go(z)− go(z0)||L2(0,1) + ||gp(z)− gp(z0)||H1+α(0,1) ≤ c||g(z)− g(z0)||L2(0,1)+D̃α
. (4.38)
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De (4.37) y (4.38), deducimos que

||g̃(z)− g̃(z0)||L2(ε,ω)+H1+α(ε,ω) ≤ c||g(z)− g(z0)||L2(0,1)+D̃α
.

Dado que g es continua en S, concluimos que g̃ es continua en S.

Análogamente, podemos deducir que

||g̃(z)||L2(ε,ω)+H1+α(ε,ω) ≤ ||g(z)||
L2(0,1)+D̃α

(4.39)

lo que implica que g̃ está acotada en S, ya que g está acotada en S.

F-(ii) Sea z0 ∈ S◦. Sabemos que g es anaĺıtica en S◦. Entonces, existe g′(z0) tal que∣∣∣∣∣∣∣∣g(z0 + h)− g(z0)

h
− g′(z0)

∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(0,1)+D̃α

→ 0, cuando z → z0.

Un candidato para g̃′(z0) es

j(z0) = g′(z0)
∣∣
(ε,ω)

.

En efecto, por Lema 4.1.5 existe c > 0 tal que∣∣∣∣∣∣∣∣ g̃(z0 + h)− g̃(z0)

h
− j(z0)

∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(ε,ω)+H1+α(ε,ω)

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣go(z0 + h)|(ε,ω) − go(z0)|(ε,ω)

h
− g′o(z0)

∣∣
(ε,ω)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(ε,ω)

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣gp(z0 + h)|(ε,ω) − gp(z0)|(ε,ω)

h
− g′p(z0)

∣∣
(ε,ω)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
H1+α(ε,ω)

≤ c

∣∣∣∣∣∣∣∣g(z0 + h)− g(z0)

h
− g′(z0)

∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(0,1)+D̃α

(4.40)

y la última expresión tiende a cero cuando z → z0. Por lo tanto, g̃ es anaĺıtica en S◦.

F-(iii) Para todo g ∈ F(L2(0, 1), D̃α) y t ∈ R, tenemos

g̃(it)(x) = g(it)
∣∣
(ε,ω)

(x) ∈ L2(ε, ω)

y

g̃(1 + it)(x) = g(1 + it)
∣∣
(ε,ω)

(x).

Dado que g(1 + it) ∈ D̃α, existe una única función wg,t ∈ 0H
1+α(0, 1) tal que

g(1 + it) = wg,t − wg,t(1)x
α.

Teniendo en cuenta que, xα ∈ H1+α(ε, ω) deducimos que g(1 + it) ∈ H1+α(ε, ω).
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F-(iv) Probaremos únicamente que t 7→ g̃(1+ it) es acotada y continua con respecto a H1+α(ε, ω),

puesto que la otra condición es análoga. Por hipótesis g(1+ it) ∈ D̃α, por lo que g(1+ it) =

wg,t − wg,t(1)x
α, para wg,t ∈ 0H

1+α(0, 1). Entonces,

||g̃(1 + it)− g̃(1 + it0)||H1+α(ε,ω) = ||g(1 + it)
∣∣
(ε,ω)

− g(1 + it0)
∣∣
(ε,ω)

||H1+α(ε,ω)

≤ ||wg,t

∣∣
(ε,ω)

− wg,t0

∣∣
(ε,ω)

||H1+α(ε,ω)

+ ||(wg,t0(1)− wg,t(1))x
α||H1+α(ε,ω)

≤ ||wg,t − wg,t0 ||H1+α(0,1) + c|wg,t0(1)− wg,t(1)|

= ||g(1 + it)− g(1 + it0)||D̃α
+ c|wg,t0(1)− wg,t(1)|.

Luego, como t 7→ g(1 + it) es continua con respecto a D̃α, deducimos que

||g(1 + it)− g(1 + it0)||D̃α
→ 0, cuando t → t0,

o equivalentemente

||wg,t − wg,t0 ||H1+α(0,1) → 0, cuando t → t0.

Como H1+α(0, 1) ↪→ C([0, 1]), existe c > 0 tal que

|wg,t(1)−wg,t0(1)| ≤ sup
x∈[0,1]

|wg,t(x)−wg,t0(x)| ≤ c||wg,t−wg,t0 ||H1+α(0,1) → 0, cuando t → t0.

Por lo tanto, concluimos que t 7→ g̃(1 + it) es continua con respecto a H1+α(ε, ω). Por otro

lado,

||g̃(1+it)||H1+α(ε,ω) ≤ c||g̃(1+it)||L2(ε,ω)+H1+α(ε,ω) ≤ c||g(1+it)||
L2(0,1)+D̃α

≤ c||g(1+it)||D̃α
.

Entonces, dado que t 7→ g(1+it) está acotada con respecto a D̃α, deducimos que t 7→ g̃(1+it)

está acotada con respecto a H1+α(ε, ω).

Podemos concluir ahora que g̃ ∈ F(L2(ε, ω), H1+α(ε, ω)) y por lo tanto, G está bien definido.

Probaremos ahora que G es sobreyectiva. Sea h ∈ F(L2(ε, ω), H1+α(ε, ω)). Definimos g : S 7→

L2(0, 1)+ D̃α por g(z) = ηρh(z)|(0,1), donde η es una función fija tal que η ∈ C∞
0 (0, 1), η(x) = 1,

∀x ∈ (ε, ω), y ρ es el operador de extensión definido en [19, Teorema 8.1]. Notemos que por [19,

Teorema 9.1], ρ ∈ L(H1+α(ε, ω), H1+α(R)). Para simplificar, denotamos ηρh(z)|(0,1) = ηρh(z).

Por definición de g, obtenemos inmediatamente que (Gg)(z) = g(z)|(ε,ω) = ηρh(z)|(ε,ω) =

h(z), ∀z ∈ S. Por lo tanto, necesitamos probar que g ∈ F(L2(0, 1), D̃α).
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F-(i) Sea z ∈ S. Observemos que, para cada descomposición h(z) = u1,z + u2,z con u1,z ∈

L2(ε, ω), u2,z ∈ H1+α(ε, ω), la siguiente descomposición en L2(0, 1) + D̃α para g(z) vale

para todo z ∈ S

g(z) = ηρu1,z(z) + ηρu2,z(z).

Además, dado que ρ ∈ L(L2(ε, ω), L2(R))

||ηρu1,z||L2(0,1) ≤ c||u1,z||L2(ε,ω), y ||ηρu2,z||D̃α
≤ c||u2,z||H1+α(ε,ω). (4.41)

Luego, existe c > 0 tal que

||ηρu1,z||L2(0,1) + ||ηρu2,z||D̃α
≤ c(||u1,z||L2(ε,ω) + ||u2,z||H1+α(ε,ω)) (4.42)

para toda descomposición h(z) = u1,z + u2,z. Entonces

||g(z)||L2(0,1)+D̃α
= ı́nf{||w1,z||L2(0,1) + ||w2,z||D̃α

: g(z) = w1,z + w2,z, w1,z ∈ L2(0, 1), w2,z ∈ D̃α}

≤ ı́nf{||ηρu1,z||L2(0,1) + ||ηρu2,z||D̃α
: h(z) = u1,z + u2,z, u1,z ∈ L2(ε, ω),

u2,z ∈ H1+α(ε, ω)}

≤ c ı́nf{||u1,z||L2(ε,ω) + ||u2,z||H1+α(ε,ω) : h(z) = u1,z + u2,z, u1,z ∈ L2(ε, ω),

u2,z ∈ H1+α(ε, ω)}

= c||h(z)||L2(ε,ω)+H1+α(ε,ω),

y puesto que h ∈ F(L2(ε, ω), H1+α(ε, ω)) concluimos que g es acotada en S.

De manera similar, para z, z0 ∈ S, deducimos que

||g(z)− g(z0)||L2(0,1)+D̃α
≤ c||h(z)− h(z0)||L2(ε,ω)+H1+α(ε,ω), (4.43)

donde la última expresión tiende a 0 cuando z → z0. Por lo tanto, g es continua en S.

F-(ii) Un candidato para g′(z0) es j(z0) = ηρ(h′(z0)). En efecto, de (4.42),∣∣∣∣∣∣∣∣g(z0 + ξ)− g(z0)

ξ
− j(z0)

∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(0,1)+D̃α

≤ c

∣∣∣∣∣∣∣∣h(z0 + ξ)− h(z0)

ξ
− h′(z0)

∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(ε,ω)+H1+α(ε,ω)

(4.44)

y la última expresión tiende a 0 cuando ξ → 0. Por lo tanto, g es anaĺıtica en S◦.

F-(iii) Está claro que g(it) ∈ L2(0, 1) y g(1 + it) ∈ D̃α.

F-(iv) Siguiendo la correspondiente demostración para g̃, se puede probar que t 7→ g(it) y t 7→

g(1 + it) son continuas y acotadas con respecto a L2(0, 1) y D̃α respectivamente.
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Concluimos que g ∈ F(L2(0, 1), D̃α) y por lo tanto G es sobreyectiva. Por otro lado, para

todo t ∈ R es fácil ver que

||(Gg)(it)||L2(ε,ω) ≤ ||g(it)||L2(0,1)

y

||(Gg)(1 + it)||H1+α(ε,ω) ≤ c||g(1 + it)||D̃α
,

de donde, existe c > 0 tal que

máx{sup
t∈R

||Gg(it)||L2(ε,ω), sup
t∈R

||Gg(1+it)||H1+α(ε,ω)} ≤ cmáx{sup
t∈R

||g(it)||L2(0,1), sup
t∈R

||g(1+it)||D̃α
},

o equivalentemente

||Gg||F(L2(ε,ω),H1+α(ε,ω)) ≤ c||g||F(L2(0,1),D̃α)
. (4.45)

Finalmente, pasamos a los espacios de interpolación. Por definición, para 0 < δ < 1 + α, se

tiene que

Hδ(ε, ω) = [L2(ε, ω), H1+α(ε, ω)] δ
1+α

=

{
f

(
δ

1 + α

)
: f ∈ F(L2(ε, ω), H1+α(ε, ω))

}
,

[L2(0, 1), D̃α] δ
1+α

=

{
g

(
δ

1 + α

)
: g ∈ F(L2(0, 1), D̃α)

}
.

Sea u ∈ [L2(0, 1), D̃α] δ
1+α

. Entonces, existe g ∈ F(L2(0, 1), D̃α) tal que g
(

δ
1+α

)
= u.

Definiendo ũ = u|(ε,ω), resulta que ũ = u|(ε,ω) = g
(

δ
1+α

)∣∣∣
(ε,ω)

= (Gg)
(

δ
1+α

)
=: g̃

(
δ

1+α

)
, y

por definición de G se deduce que g̃ ∈ F(L2(ε, ω), H1+α(ε, ω)). En consecuencia, ũ = g̃
(

δ
1+α

)
∈

[L2(ε, ω), H1+α(ε, ω)] δ
1+α

, y usando (4.45) se tiene que,

||u||
[L2(0,1),D̃α] δ

1+α

= ı́nf

{
||g||F(L2(0,1),D̃α)

: g

(
δ

1 + α

)
= u

}
≥ c ı́nf

{
||Gg||F(L2(ε,ω),H1+α(ε,ω)) : (Gg)

(
δ

1 + α

)
= ũ

}
= c ı́nf

{
||g̃||F(L2(ε,ω),H1+α(ε,ω)) : g̃

(
δ

1 + α

)
= ũ

}
= c||ũ||[L2(ε,ω),H1+α(ε,ω)] δ

1+α

= c||ũ||Hδ(ε,ω).

A partir de los resultados anteriores, podemos probar que la mild solution verifica la ecuación

gobernante del Problema (4.20) y adicionalmente que tiene cierta regularidad.
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Lema 4.1.6. La mild solution v obtenida en el Teorema 4.1.3 verifica que vt ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1))

y

vt =
1

s1+α(t)

∂

∂x
Dα

xv + x
ṡ(t)

s(t)
vx, en L2(0, 1) para todo t ∈ (0, T ).

Demostración. Por definición de mild solution,

v(x, t) = G(t, 0)v0(x) +

∫ t

0
G(t, σ)f(x, σ)dσ. (4.46)

Además,

ĺım
r→0

v(x, t+ r)− v(x, t)

r
=

∂

∂t
G(t, 0)v0(x)+ĺım

r→0

1

r

[∫ t+r

0
G(t+ r, σ)f(x, σ)dσ −

∫ t

0
G(t, σ)f(x, σ)dσ

]
.

Más aún, de las propiedades de los operadores de evolución, se tiene que

∂

∂t
G(t, 0)v0 = A(t)G(t, 0)v0 ∈ L2(0, 1)

Por otro lado, si suponemos que r > 0 (la prueba es análoga para r < 0), tenemos que

1

r

[∫ t+r

0
G(t+ r, σ)f(x, σ)dσ −

∫ t

0
G(t, σ)f(x, σ)dσ

]

=
1

r

∫ t

0
(G(t+ r, σ)−G(t, σ))f(x, σ)dσ +

1

r

∫ t+r

t
G(t+ r, σ)f(x, σ)dσ =: I1 + I2.

Analicemos I1. Por definición de familia de operadores de evolución, dados 0 ≤ σ < t ≤ T se

tiene que

ĺım
r→0

1

r
(G(t+ r, σ)−G(t, σ))f(x, σ) = A(t)G(t, σ)f(x, σ).

Por otro lado, de Lema 4.1.4 se tiene que

||f ||L∞(0,T ;0Hα(0,1)) ≤ c||v||
C([0,T ],D̃α)

.

Aplicando (4.27) obtenemos que∥∥∥∥1r [G(t+ r, σ)−G(t, σ)]f(·, σ)
∥∥∥∥
L2(0,1)

=

∥∥∥∥1r
∫ t+r

t

∂

∂p
G(p, σ)f(·, σ)dp

∥∥∥∥
L2(0,1)

=

∥∥∥∥1r
∫ t+r

t
A(p)G(p, σ)f(·, σ)dp

∥∥∥∥
L2(0,1)

≤ c

r

∫ t+r

t
(p− σ)δ−1dp ∥f∥

[L2(0,1),D̃α]δ

y por (4.30), resulta que∥∥∥∥1r [G(t+ r, σ)−G(t, σ)]f(·, σ)
∥∥∥∥
L2(0,1)

≤ c

r

∫ t+r

t
(p− σ)δ−1dp ∥f∥H(1+α)δ(0,1)

67



Cap. 4 Secc. 4.1

Luego, por Proposición 2.3.4, Lema 4.1.4, y puesto que máx
t≤p≤t+r

{(p − σ)δ−1} = (t − σ)δ−1, sigue

que ∥∥∥∥1r [G(t+ r, σ)−G(t, σ)]f(·, σ)
∥∥∥∥
L2(0,1)

≤ c

r

∫ t+r

t
(p− σ)δ−1dp ∥f∥

0Hα(0,1)

≤ c(t− σ)δ−1 ∥f∥L∞(0,T ;0Hα(0,1))

≤ c(t− σ)δ−1 ∥v∥
C([0,T ],D̃α)

.

(4.47)

En consecuencia, por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, deducimos que

1

r

∫ t

0
(G(t+ r, σ)−G(t, σ))f(x, σ)dσ →

∫ t

0
A(t)G(t, σ)f(x, σ)dσ.

Analizamos a continuación I2

1

r

∫ t+r

t
G(t+ r, σ)f(x, σ)dσ =

1

r

∫ t+r

t
G(t, σ)f(x, σ)dσ

+
1

r

∫ t+r

t
(G(t+ r, σ)−G(t, σ))f(x, σ)dσ = I2,1 + I2,2.

Por Teorema de diferenciación de Lebesgue en espacios de Banach ([13, Proposición 2.1.22]) ob-

tenemos que I2,1 converge a f(x, t) en L2(0, 1) para todo t ∈ (0, T ). Respecto a I2,2, si denotamos

por E al operador identidad, resulta

I2,2 =
1

r

∫ t+r

t
(G(t+ r, t)− E)G(t, σ)f(x, σ)dσ =

(G(t+ r, t)− E)

r

∫ t+r

t
G(t, σ)f(x, σ)dσ.

En consecuencia, nuevamente por Teorema de diferenciación de Lebesgue en espacios de Banach

y la continuidad de G(t, ·) en L2(0, 1) deducimos que I2,2 converge a cero en L2(0, 1) para todo

t ∈ (0, T ).

De lo anterior, concluimos que

ĺım
r→0

1

r

[∫ t+r

0
G(t+ r, σ)f(x, σ)dσ −

∫ t

0
G(t+ r, σ)f(x, σ)dσ

]
= A(t)

∫ t

0
G(t, σ)f(x, σ)dσ+f(x, t).

Entonces, de (4.46) se sigue que

vt(x, t) = A(t)v(x, t) + f(x, t),

y por definición de f(x, t) y A(t) se tiene que

vt(x, t) =
1

s1+α(t)

∂

∂x
Dα

xv(x, t) +
ṡ(t)

s(t)
xvx(x, t),
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en L2(0, 1), para todo t ∈ (0, T ). La regularidad de vt se sigue de (4.24), Lema 4.1.4 y (4.47). En

efecto

∥vt∥L2(0,1) ≤ ∥A(t)G(t, 0)v0∥L2(0,1) + c

∫ t

0
(t− σ)δ−1 ∥v∥

C([0,T ],D̃α)
dσ + ∥f∥L2(0,1)

≤ ∥v0∥D̃α
+

c

δ
tδ ∥v∥

C([0,T ],D̃α)
+ ∥v∥

0Hα(0,1)

≤ ∥v0∥D̃α
+

c

δ
tδ ∥v∥

C([0,T ],D̃α)
+ ∥v∥

C([0,T ],D̃α)
,

de donde, vt ∈ L∞(0, T ;L2(0, 1)).

En adelante nos centraremos en el caso α > 1
2 , ya que para valores menores de α, las demos-

traciones de los siguientes resultados son demasiado técnicas, perdiendo aśı las ideas centrales

involucradas en las mismas (ver [31, Lemma 3] y [27, Lema 3.10]).

Para obtener una mayor regularidad de la mild solution, necesitaremos el siguiente lema

auxiliar.

Lema 4.1.7. Supongamos que α ∈ (12 , 1) y uσ ∈ 0H
α(0, 1). Denotamos por u la solución de la

ecuación  ut = A(t)u para 0 < x < 1, 0 ≤ σ < t < T,

u(x, σ) = uσ(x) para 0 < x < 1,
(4.48)

dada por el operador de evolución generado por la familia A(t). Entonces, para todo 0 < γ < α,

y para todo 0 < ε < ω < 1 existe una constante positiva c = c(α, b,M, T, ε, ω, γ), donde b,M

provienen de (4.14), tal que para cada t ∈ (σ, T ] se cumple

∥A(t)u(·, t)∥Hγ(ε,ω) ≤ c(t− σ)−
1+γ
1+α ∥uσ∥0Hα(0,1) . (4.49)

Demostración. La prueba sigue las ideas de [31, Lemma 2] pero dado que no disponemos de una

caracterización de los espacios de interpolación [L2(0, 1), D̃α]δ similar a la de [27, Eq. (3.17)],

debemos aplicar el Teorema 4.1.4 en reiteradas ocasiones.

Primero, observemos que uσ ∈ H(1+α)δ(0, 1), para todo δ < 1
2(1+α) , puesto que α > 1

2 y

uσ ∈ 0H
α(0, 1). Por otro lado, aplicando Proposición 2.5.2 a (4.48), se sigue que existe una única

solución u ∈ C([σ, T ];L2(0, 1)) ∩ C((σ, T ]; D̃α) ∩ C1((σ, T ];L2(0, 1)) tal que u(·, t) = G(t, σ)uσ, y

de (4.25) resulta que

||u(·, t)||D̃α
≤ c(t− σ)δ−1||uσ||[L2(0,1),D̃α]δ

.

Recordamos que la constante de interpolación c depende tanto de los parámetros de interpo-

lación como de α, T y b,M , es decir c = c(α, b,M, T, δ). Sin embargo, por simplicidad, omitiremos
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esta dependencia en la notación durante la demostración. De igual manera para los parámetros

ε y ω.

Comencemos fijando 0 < ε < ω < 1 y definamos ω∗ = 1+ω
2 . Consideremos una sucesión

{φk} ⊆ C∞
0 (0, 1) tal que

{φk} ⊆ D̃α, φk → uσ en 0H
α(0, ω∗) y φk → uσ en H γ̄(0, 1) para cada γ̄ <

1

2
. (4.50)

Se puede ver que dicha sucesión existe (Ver [30, Lemma 4.4]).

Definimos ahora para cada φk el siguiente problema aproximado ukt = A(t)uk para 0 < x < 1, 0 ≤ σ < t < T,

uk(x, σ) = φk(x) para 0 < x < 1,
(4.51)

Por [20, Corolario 6.2.4] existe una única solución uk al problema (4.51) tal que uk ∈

C([σ, T ];L2(0, 1)) ∩ C((σ, T ]; D̃α) ∩ C1((σ, T ];L2(0, 1)), y uk(·, t) = G(t, σ)φk. Por lo tanto, por

Proposición 2.5.1, se sigue que uk ∈ C([σ, T ]; D̃α) ∩ C1([σ, T ];L2(0, 1))

Consideremos ahora u, uk soluciones de (4.48) y (4.51) respectivamente. Luego, por (4.27) y

(4.30) se sigue que, para todo 0 < γ̄ < γ̄1 <
1
2 ,

||A(t)(u−uk)||
[L2(0,1),D̃α] γ

1+α

≤ c(t−σ)−1− γ−γ1
1+α ||uσ−φk||

[L2(0,1),D̃α] γ1
1+α

≤ c(t−σ)−1− γ−γ1
1+α ||uσ−φk||Hγ1 (0,1)

y el último término tiende a 0 cuando k → ∞. Por lo tanto, para casi todo t ∈ (σ, T ]

A(t)uk(·, t) → A(t)u(·, t), in [L2(0, 1), D̃α] γ
1+α

∀γ <
1

2
.

Entonces, teniendo en cuenta (4.14), para cada 0 ≤ γ̄ < 1
2 y casi todo t ∈ (σ, T ]

∂

∂x
Dα

xu
k(·, t) → ∂

∂x
Dα

xu(·, t) in [L2(0, 1), D̃α] γ
1+α

. (4.52)

Aplicando (4.27) primero, y luego (4.30) y (4.50), para k suficientemente grande y para cada

0 ≤ γ̄ < γ̄1 <
1
2 tenemos

||A(t)uk(·, t)||
[L2(0,1),D̃α] γ

1+α

≤ c(t− σ)−1− γ−γ1
1+α ||φk||Hγ1 (0,1) ≤ c(t− σ)−1− γ−γ1

1+α ||uσ||Hγ1 (0,1).

(4.53)

Para obtener una estimación local independiente de A(t)uk(·, t) en un espacio más regular,

introducimos una función de corte η, que sea suave y no negativa, y tal que η ≡ 0 en [0, ε2 ]∪[ω∗, 1],

y η ≡ 1 en [ε, ω]. Con dicha función en mente, aplicamos ∂α a (4.51) y multiplicamos la identidad

resultante por η. Luego, aplicando Proposición 2.2.3 llegamos a

η∂α ∂

∂x
Dα

xu
k = − α

Γ(1− α)

∫ x

0
(x− p)−α−1(η(x)− η(p))

∂

∂x
Dα

xu
k(p)dp+ ∂α(

∂

∂x
Dα

xu
k · η)
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= − α

Γ(1− α)

∫ x

0
(x− p)−α−1(η(x)− η(p))

∂

∂x
Dα

xu
k(p)dp+ ∂α ∂

∂x
(ηDα

xu
k)− ∂α(η′Dα

xu
k).

Como uk(0, t) = 0 para todo t ∈ (0, T ], de (2.10) tenemos que

∂α ∂

∂x
(ηDα

xu
k)(x, t) = ∂α ∂

∂x
(η∂αuk(x, t)).

Teniendo en cuenta la identidad (2.13) obtenemos que {uk} satisface(∂αuk · η)t −A(t)(∂αuk · η) = F k para 0 < x < 1, 0 ≤ σ < t < T,

(∂αuk · η)(·, σ) = ∂αφk · η para 0 < x < 1,
(4.54)

dónde

F k :=
1

s1+α(t)

[
−α

Γ(1− α)

∫ x

0
(x− p)−α−1(η(x)− η(p))

∂

∂x
Dα

xu
k(p, t)dp− ∂α(η′Dα

xu
k)

]
.

Nuestro objetivo ahora es aplicar la Proposición 2.5.2 al problema (4.54). Necesitamos de-

mostrar que:

(i) F k ∈ C((σ, T ];L2(0, 1)) ∩ L1(σ, T ;L2(0, 1)),

(ii) ∂αφk · η ∈ D̃α,

(iii) ∂αuk · η ∈ C([σ, T ];L2(0, 1)) ∩ C((σ, T ]; D̃α) ∩ C1((σ, T ];L2(0, 1)).

En primer lugar, notamos que para cada x, p ∈ [0, 1], x ̸= p tenemos∣∣∣∣η(x)− η(p)

x− p

∣∣∣∣ ≤ ∥η∥W 1,∞(0,1) , (4.55)

de donde,

1

Γ(1− α)

∣∣∣∣∫ x

0
(x− p)−α−1(η(x)− η(p))A(t)uk(p, t)dp

∣∣∣∣ ≤ ∥η∥W 1,∞(0,1) I
1−α

∣∣∣A(t)uk(x, t)∣∣∣ .
Como I1−α está acotado en L2(0, 1) obtenemos∥∥∥∥ 1

Γ(1− α)

∫ x

0
(x− p)−α−1(η(x)− η(p))A(t)uk(p, t)dp

∥∥∥∥
L2(0,1)

≤ c
∥∥∥A(t)uk(·, t)

∥∥∥
L2(0,1)

. (4.56)

Por la Proposición 2.3.3 y (4.14), podemos escribir

1

s1+α(t)

∥∥∥∂α(η′Dα
xu

k)
∥∥∥
L2(0,1)

≤ c

s1+α(t)

∥∥∥(η′Dα
xu

k)
∥∥∥

0Hα(0,1)
≤ c

s1+α(t)

∥∥∥(η′Dα
xu

k)
∥∥∥

0H1(0,1)

≤ c

s1+α(t)

∥∥∥(η′′Dα
xu

k)
∥∥∥
L2(0,1)

+
c

s1+α(t)

∥∥∥∥(η′ ∂∂xDα
xu

k)

∥∥∥∥
L2(0,1)

≤ c
∥∥∥Dα

xu
k
∥∥∥
L2(0,1)

+ c
∥∥∥A(t)uk

∥∥∥
L2(0,1)

(4.57)
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Adicionalmente, teniendo en cuenta que uk = wk − wk(1, t)xα, con wk(·, t) ∈ 0H
1+α(0, 1), apli-

cando la Proposición 2.3.3 y Teorema 2.3.1 deducimos que∥∥∥Dα
xu

k
∥∥∥
L2(0,1)

=
∥∥∥∂αuk

∥∥∥
L2(0,1)

≤
∥∥∥∂αwk

∥∥∥
L2(0,1)

+ |wk(1, t)| ∥∂αxα∥L2(0,1)

≤ c
∥∥∥wk

∥∥∥
0Hα(0,1)

+ c
∥∥∥wk

∥∥∥
C([0,1])

≤ c
∥∥∥wk

∥∥∥
0H1(0,1)

+ c
∥∥∥wk

∥∥∥
C([0,1])

= c
∥∥∥wk

∥∥∥
0H1+α(0,1)

+ c
∥∥∥wk

∥∥∥
C([0,1])

≤ c||uk||D̃α
.

(4.58)

Por lo tanto, por (4.57), (4.58) y el Lema 4.1.3 obtenemos que

1

s1+α(t)

∥∥∥∂α(η′Dα
xu

k)
∥∥∥
L2(0,1)

≤ c
∥∥∥A(t)uk

∥∥∥
L2(0,1)

. (4.59)

Combinando (4.56), (4.59) y (4.53) con γ = 0, resulta que para cada 0 < γ < 1
2∥∥∥F k(·, t)

∥∥∥
L2(0,1)

≤ c
∥∥∥A(t)uk(·, t)∥∥∥

L2(0,1)
≤ c(t− σ)

γ
(1+α)

−1 ∥uσ∥Hγ(0,1) (4.60)

y por lo tanto F k ∈ L1(σ, T ;L2(0, 1)).

Por otro lado, puesto que uk ∈ C([σ, T ]; D̃α), de la definición de F k, se sigue que F k ∈

C((σ, T ];L2(0, 1)). De hecho, para 0 < τ < t ≤ T , tenemos que∥∥∥F k(·, t)− F k(·, τ)
∥∥∥
L2(0,1)

≤ α ∥η∥W 1,∞(0,1)

∥∥∥I1−α[A(t)uk(·, t)−A(τ)uk(·, τ)]
∥∥∥
L2(0,1)

+

∥∥∥∥∂α

(
1

s1+α(τ)
(η′Dα

xu
k)(·, τ)− 1

s1+α(t)
(η′Dα

xu
k)(·, t)

)∥∥∥∥
L2(0,1)

El primer término tiende a cero porque la integral fraccionaria está acotada en L2 y A(·)uk ∈

C([σ, T ];L2(0, 1)). Además, dado que uk ∈ C([σ, T ]; D̃α), tenemos η′Dα
xu

k ∈ C([σ, T ]; 0H
1(0, 1)).

En particular, teniendo en cuenta (4.14), se tiene que 1
s1+α(t)

η′Dα
xu

k ∈ C([σ, T ];L2(0, 1)). Enton-

ces, por Lema 4.1.3 y (4.55), deducimos que F k ∈ C((σ, T ];L2(0, 1)) , y por lo tanto verificamos

(i).

Para probar (ii) procedemos de la siguiente manera. Como φk ∈ C∞
0 (0, 1) ⊆ 0H

1+2α(0, 1),

sigue que ∂αφk = ∂
∂xI

1−αφk ∈ H1+α(0, 1) y en consecuencia, ∂αφk · η ∈ H1+α
0 (0, 1) ⊆ D̃α.

Finalmente, probaremos (iii). De (2.10) tenemos ∂αuk = Dα
xu

k. Por lo tanto, basta con

mostrar que Dα
xu

k ·η ∈ C([σ, T ];L2(0, 1))∩C((σ, T ]; D̃α). Por lo anterior, sabemos que Dα
xu

k ·η ∈

C([σ, T ];L2(0, 1)). Veamos entonces que Dα
xu

k · η ∈ C((σ, T ]; D̃α).

Por un lado, para cualquier 0 < β < 1 + α∥∥∥∥ ∂

∂x
(ηDα

xu
k)(·, t)

∥∥∥∥
Hβ(0,1)

≤
∥∥∥η′Dα

xu
k(·, t)

∥∥∥
Hβ(0,1)

+

∥∥∥∥η ∂

∂x
Dα

xu
k(·, t)

∥∥∥∥
Hβ(0,1)

.
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Aplicando Teorema 4.1.4 y la estimación (4.27) obtenemos que∥∥∥∥η ∂

∂x
Dα

xu
k(·, t)

∥∥∥∥
Hβ(0,1)

≤
∥∥∥∥ ∂

∂x
Dα

xu
k(·, t)

∥∥∥∥
Hβ( ε

2
,ω∗)

≤
∥∥∥∥ ∂

∂x
Dα

xu
k(·, t)

∥∥∥∥
[L2(0,1),D̃α] β

1+α

≤ c(t− σ)−
β

1+α

∥∥∥φk
∥∥∥
D̃α

.

(4.61)

Además, ∥∥∥η′Dα
xu

k(·, t)
∥∥∥
Hβ(0,1)

≤ c
∥∥∥Dα

xu
k(·, t)

∥∥∥
Hβ( ε

2
,ω∗)

.

Adicionalmente, si β ∈ (0, 1],∥∥∥Dα
xu

k(·, t)
∥∥∥
Hβ( ε

2
,ω∗)

≤ c
∥∥∥Dα

xu
k(·, t)

∥∥∥
H1( ε

2
,ω∗)

≤ c
∥∥∥Dα

xu
k(·, t)

∥∥∥
H1(0,1)

≤ c

(∥∥∥Dα
xu

k(·, t)
∥∥∥
L2(0,1)

+

∥∥∥∥ ∂

∂x
Dα

xu
k(·, t)

∥∥∥∥
L2(0,1)

)
,

y ∥∥∥Dα
xu

k(·, t)
∥∥∥
L2(0,1)

≤
∥∥∥∂αwk(·, t)

∥∥∥
L2(0,1)

+ c
∥∥∥wk

∥∥∥
C([0,1])

≤ c
∥∥∥wk(·, t)

∥∥∥
0H1+α(0,1)

= c
∥∥∥uk(·, t)∥∥∥

D̃α

≤ c
∥∥∥A(t)uk(·, t)

∥∥∥
L2(0,1)

.

Por lo tanto, ∥∥∥Dα
xu

k(·, t)
∥∥∥
Hβ( ε

2
,ω∗)

≤ c
∥∥∥A(t)uk(·, t)

∥∥∥
L2(0,1)

, 0 < β ≤ 1. (4.62)

Consideremos ahora β ∈ (1, 1 + α). Dado que β − 1 ∈ (0, 1), por (4.61) y (4.62), se sigue que∥∥∥Dα
xu

k(·, t)
∥∥∥
Hβ( ε

2
,ω∗)

=
∥∥∥Dα

xu
k(·, t)

∥∥∥
L2( ε

2
,ω∗)

+

∥∥∥∥ ∂

∂x
Dα

xu
k(·, t)

∥∥∥∥
Hβ−1( ε

2
,ω∗)

≤
∥∥∥Dα

xu
k(·, t)

∥∥∥
Hβ−1( ε

2
,ω∗)

+ c

∥∥∥∥η ∂

∂x
Dα

xu
k(·, t)

∥∥∥∥
Hβ−1(0,1)

≤ c

(∥∥∥A(t)uk(·, t)
∥∥∥
L2(0,1)

+ (t− σ)−
β−1
1+α

∥∥∥φk
∥∥∥
D̃α

)
,

(4.63)

Entonces, por Lema 4.1.3, (4.61), (4.62) y (4.63), deducimos∥∥∥∥ ∂

∂x
(ηDα

xu
k)(·, t)

∥∥∥∥
Hβ(0,1)

≤ c

(∥∥∥A(t)uk(·, t)∥∥∥
L2(0,1)

+ (t− σ)−
β

1+α

∥∥∥φk
∥∥∥
D̃α

)
, (4.64)

lo que implica

∂

∂x
(ηDα

xu
k) ∈ L∞

loc((σ, T ];H
β(0, 1)) para cada 0 < β < 1 + α.

Teniendo en cuenta la definición de η, y el hecho de que ||ηDα
xu

k||D̃α
= ||ηDα

xu
k||

0H1+α(0,1)

obtenemos que∥∥∥ηDα
xu

k(·, t)− ηDα
xu

k(·, τ)
∥∥∥2
D̃α

=
∥∥∥ηDα

xu
k(·, t)− ηDα

xu
k(·, τ)

∥∥∥2
0H1+α(0,1)
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=
∥∥∥ηDα

xu
k(·, t)− ηDα

xu
k(·, τ)

∥∥∥2
L2(0,1)

+

∥∥∥∥ ∂

∂x
(ηDα

xu
k)(·, t)− ∂

∂x
(ηDα

xu
k)(·, τ)

∥∥∥∥2
0Hα(0,1)

. (4.65)

Como Dα
xu

k · η ∈ C([σ, T ];L2(0, 1)), se sigue que el primer argumento en el lado derecho de

(4.65) tiende a cero cuando τ → t.

Para el último término en (4.65), usamos la caracterización [27, (3.17)] y [20, Corolario 1.2.7.]

para deducir que ∥∥∥∥ ∂

∂x
(ηDα

xu
k)(·, t)− ∂

∂x
(ηDα

xu
k)(·, τ)

∥∥∥∥2
0Hα(0,1)

≤ c

∥∥∥∥ ∂

∂x
(ηDα

xu
k)(·, t)− ∂

∂x
(ηDα

xu
k)(·, τ)

∥∥∥∥α
β

0Hβ(0,1)

∥∥∥∥ ∂

∂x
(ηDα

xu
k)(·, t)− ∂

∂x
(ηDα

xu
k)(·, τ)

∥∥∥∥1−α
β

L2(0,1)

para todo 0 < α < β < 1 + α. Por (4.64), para todo σ < τ, t ≤ T , el primer factor acotado mien-

tras que el segundo tiende a cero cuando τ → t porque uk ∈ C([σ, T ]; D̃α). Por lo tanto, Dα
xu

k ·η ∈

C((σ, T ]; D̃α). Además, Dα
xu

k · η ∈ C1((σ, T ];L2(0, 1)). De hecho, A(t)uk ∈ C((σ, T ];L2(0, 1)) y

por (4.61) A(t)uk ∈ L∞
loc((σ, T ];H

β(0, 1)) para cada β ∈ (0, 1+α), por lo que aplicando de nuevo la

estimación de espacios de interpolación, en particular obtenemos que A(t)uk ∈ C((σ, T ];H1(0, 1))

y en consecuencia ukt ∈ C((σ, T ];H1(0, 1)). Luego, ∂αukt · η = Dα
xu

k
t · η ∈ C((σ, T ];L2(0, 1)), y se

verifica la condición (iii).

Podemos aplicar ahora la Proposición 2.5.2 al problema (4.54) para obtener que ∂αuk · η

satisface la identidad integral

(∂αuk · η)(x, t) = G(t, σ)(∂αφk · η)(x) +
∫ t

σ
G(t, τ)F k(x, τ)dτ. (4.66)

Consideremos γ0 ∈ (0, 1 + α). Dado que ∂αuk · η ∈ L2(0, 1) y F k ∈ L1(σ, T ;L2(0, 1)), por

(4.26), Teorema 4.1.4 y (4.66) se sigue que

∥∥∥(∂αuk · η)(·, t)
∥∥∥
Hγ0 (0,1)

=
∥∥∥(∂αuk · η)(·, t)

∥∥∥
Hγ0( ε

2
,ω∗)

≤ c
∥∥∥(∂αuk · η)(·, t)

∥∥∥
[L2(0,1),D̃α] γ0

1+α

≤ c
∥∥∥G(t, σ)(∂αφk · η)

∥∥∥
[L2(0,1),D̃α] γ0

1+α

+ c

∫ t

σ

∥∥∥G(t, τ)F k(·, τ)
∥∥∥
[L2(0,1),D̃α] γ0

1+α

dτ

≤ c(t− σ)−
γ0

1+α

∥∥∥∂αφk · η
∥∥∥
L2(0,1)

+ c

∫ t

σ
(t− τ)−

γ0
1+α

∥∥∥F k(·, τ)
∥∥∥
L2(0,1)

dτ.
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Usando la estimación (4.60) obtenemos que para cada 0 < γ̄ < 1
2∥∥∥(∂αuk · η)(·, t)

∥∥∥
Hγ0 (0,1)

≤ c(t− σ)−
γ0

1+α

∥∥∥∂αφk
∥∥∥
L2(0,ω∗)

+ c

∫ t

σ
(t− τ)−

γ0
1+α (τ − σ)

γ̄
1+α

−1dτ ∥uσ∥H γ̄(0,1)

= c(t− σ)−
γ0

1+α

∥∥∥∂αφk
∥∥∥
L2(0,ω∗)

+ c(t− σ)
γ̄−γ0
1+α B

(
γ̄

1 + α
, 1− γ

1 + α

)
∥uσ∥H γ̄(0,1) ,

donde B es la función Beta dada en la Definición 2.1.2.

Por la Proposición 2.3.3 y (4.50) tenemos
∥∥∂αφk

∥∥
L2(0,ω∗)

≤ c
∥∥φk

∥∥
0Hα(0,ω∗)

≤ c ∥uσ∥0Hα(0,ω∗)

para k suficientemente grande. Entonces,∥∥∥(∂αuk · η)(·, t)
∥∥∥
Hγ0 (0,1)

≤ c
[
(t− σ)−

γ0
1+α ∥uσ∥0Hα(0,ω∗)

+ (t− σ)
γ̄−γ0
1+α ∥uσ∥H γ̄(0,1)

]
(4.67)

Aplicando (2.10) y [9, Proposición 2.1] deducimos que∥∥∥(Dα
xu

k · η)(·, t)
∥∥∥
Hγ0 (0,1)

≤ c(t− σ)−
γ0

1+α ∥uσ∥0Hα(0,1) . (4.68)

Como η es suave, podemos aplicar (4.67) cambiando η por η′ para obtener∥∥∥(Dα
xu

k · η′)(·, t)
∥∥∥
Hγ0 (0,1)

≤ c(t− σ)−
γ0

1+α ∥uσ∥0Hα(0,1) . (4.69)

Entonces, combinando (4.68), (4.69) y Proposición 2.3.2, deducimos que para todo 0 < γ < α∥∥∥∥( ∂

∂x
Dα

xu
k · η

)
(·, t)

∥∥∥∥
Hγ(0,1)

=

∥∥∥∥ ∂

∂x
(Dα

xu
k · η)(·, t)

∥∥∥∥
Hγ(0,1)

+
∥∥∥(Dα

xu
k · η′)(·, t)

∥∥∥
Hγ(0,1)

≤ c(t− σ)−
1+γ
1+α ∥uσ∥0Hα(0,1) .

Por lo tanto, por (4.14),∥∥∥A(t)uk(·, t)
∥∥∥
Hγ( ε

2
,ω∗)

≤ c(t− σ)−
1+γ
1+α ∥uσ∥Hα(0,1) . (4.70)

Finalmente, puesto que la norma es débil semicontinua inferior, deducimos que

∥A(t)u(·, t)∥Hγ( ε
2
,ω∗) ≤ c

∥∥∥A(t)uk(·, t)
∥∥∥
Hγ( ε

2
,ω∗)

≤ c(t− σ)−
1+γ
1+α ∥uσ∥0Hα(0,1)

donde c = c(α, b,M, ε, ω, T, γ). Dado que ε y ω son números arbitrarios, obtenemos (4.49).

A partir de los resultados anteriores, presentamos a continuación un lema de regularidad local

de la solución de (4.18).
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Lema 4.1.8. Sean α ∈
(
1
2 , 1
)
, v0 ∈ D̃α, y v la mild solution de (4.18) obtenida en el Teorema

4.1.3. Entonces se cumplen los siguientes resultados:

1. Existe β > 1
2 tal que

v ∈ L∞
loc(0, T ;H

β+1+α
loc (0, 1)) y ∂αvx ∈ L∞

loc(0, T ;H
β
loc(0, 1)). (4.71)

2. Además, existe β > 1
2 tal que

v ∈ C((0, T ];Hβ+1+α
loc (0, 1)) y ∂αvx ∈ C((0, T ];Hβ

loc(0, 1)). (4.72)

Demostración. 1. Sea β ∈
(
1
2 , α

)
. Por definición de mild solution

v(x, t) = G(t, 0)v0(x) +

∫ t

0
G(t, σ)f(x, σ)dσ. (4.73)

Queremos aplicar el Teorema 4.1.4. Para ello, consideremos 0 < ε < ω < 1, apliquemos el

operador A(t) a (4.73) y estimemos su norma

∥A(t)v∥Hβ(ε,ω) ≤ ∥A(t)G(t, 0)v0∥Hβ(ε,ω) +

∫ t

0
∥A(t)G(t, σ)f(·, σ)∥Hβ(ε,ω) dσ.

Adicionalmente, sea σ ∈ [0, T ] y denotemos w(x, t) := G(t, σ)f(x, σ). Entonces,

wt(x, t) =
∂

∂t
G(t, σ)f(x, σ) = A(t)G(t, σ)f(x, σ) = A(t)w(x, t) y

w(x, σ) = G(σ, σ)f(x, σ) = f(x, σ).

Por tanto, por Teorema 4.1.4, Lema 4.1.7 y (4.27), se sigue que

∥A(t)v∥Hβ(ε,ω) ≤ ∥A(t)G(t, 0)v0∥Hβ(ε,ω) +

∫ t

0
∥A(t)G(t, σ)f(·, σ)∥Hβ(ε,ω) dσ

≤ c ∥A(t)G(t, 0)v0∥[L2(0,1),D̃α] β
1+α

+ c

∫ t

0
(t− σ)−

1+β
1+α ∥f(·, σ)∥

0Hα(0,1) dσ

≤ ct−
β

1+α ∥v0∥D̃α
+ c

1 + α

α− β
t
α−β
1+α ∥f∥L∞(0,T ;0Hα(0,1)) .

(4.74)

Por lo tanto, por (4.14) se sigue que ∂αvx ∈ L∞
loc(0, T ;H

β
loc(0, 1)) para todo 1

2 < β < α.

Por otro lado, puesto que v(·, t) ∈ D̃α para cada t ∈ (0, T ), existe w(·, t) ∈ 0H
1+α(0, 1) tal

que

v(x, t) = w(x, t)− w(1, t)xα,
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de donde, wx(·, t) ∈ Hα(0, 1). Además, dado que ∂
∂xD

α
xx

α = 0, se sigue que A(t)v = A(t)w, por

lo que ∂αwx(·, t) = ∂αvx(·, t) ∈ Hβ
loc(0, 1) para todo 1

2 < β < α. Por lo tanto, aplicando Lema

2.3.1, deducimos que wx ∈ L∞
loc(0, T ;H

β+α
loc (0, 1)). Finalmente

∥vx(·, t)∥Hβ+α(ε,ω) ≤ ∥wx(·, t)∥Hβ+α(ε,ω) +
∥∥αw(1, t)xα−1

∥∥
Hβ+α(ε,ω)

(4.75)

y teniendo en cuenta que xα−1 ∈ Hβ+α(ε, ω), deducimos que vx ∈ L∞
loc(0, T ;H

β+α
loc (0, 1)), con lo

cual (4.71) queda demostrado.

2. Notemos que v ∈ C([0, T ]; D̃α) debido al Teorema 4.1.3. Dado que para todo 0 < ε < ω < 1

y para cada 0 < β < β se verifica

Hβ+α+1(ε, ω) = [H1+α(ε, ω), Hβ+α+1(ε, ω)]β
β

,

podemos estimar como sigue aplicando el teorema de interpolación ([20, Corolario 1.2.7])

∥v(·, t)− v(·, τ)∥
Hβ+α+1(ε,ω)

≤c ∥v(·, t)− v(·, τ)∥
1−β

β

H1+α(ε,ω)
∥v(·, t)− v(·, τ)∥

β
β

Hβ+α+1(ε,ω)
,

donde c = c(β, β, ε). Por lo probado en el apartado 1, existe β > 1
2 tal que ∥v(·, t)− v(·, τ)∥

β
β

Hβ+α+1(ε,ω)

está acotada en cada intervalo compacto contenido en (0, T ], y ∥v(·, t)− v(·, τ)∥
1−β

β

H1+α(ε,ω)
tiende

a cero pues v ∈ C([0, T ]; D̃α). Concluimos que v ∈ C((0, T ];H β̄+1+α
loc (0, 1)).

Para obtener la regularidad de ∂αvx observemos que para cada 0 < ε < ω < 1, 0 < τ < t ≤ T

y cada 0 < β < β, aplicando nuevamente el teorema de interpolación obtenemos

∥∂αvx(·, t)− ∂αvx(·, τ)∥Hβ(ε,ω)
≤ c ∥∂αvx(·, t)− ∂αvx(·, τ)∥

1−β
β

L2(0,1)
∥∂αvx(·, t)− ∂αvx(·, τ)∥

β
β

Hβ(ε,ω)
.

De nuevo, por lo probado en el apartado anterior, ∥∂αvx(·, t)− ∂αvx(·, τ)∥
1−β

β

L2(0,1)
tiende a cero

cuando τ → t, mientras que ∥∂αvx(·, t)− ∂αvx(·, τ)∥
β
β

Hβ(ε,ω)
está acotada en cada intervalo com-

pacto contenido en (0, T ]. Por lo tanto, podemos elegir β̄ > 1
2 tal que ∂αvx ∈ C((0, T ];H β̄

loc(0, 1)).

Para concluir esta sección, aplicaremos el apartado 2 del Lema 4.1.8, para establecer el si-

guiente resultado de regularidad adicional, necesario para utilizar un principio del máximo, que

nos permitirá probar existencia y unicidad de solución al problema de Stefan fraccionario.

Corolario 4.1.2. Bajo las hipótesis del Lema 4.1.8, para cada α ∈
(
1
2 , 1
)
existe β > 1

2 tal que

para todo 0 < ε < ω < 1 se tiene que

vx ∈ C((0, T ];Hα+β(ε, ω)).
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Demostración. Por Lema 4.1.8-2, existe β > 1
2 tal que v ∈ C((0, T ];H1+α+β

loc (0, 1)). Luego, por

Proposición 2.3.2

∥vx(·, t)− vx(·, τ)∥Hα+β(ε,ω) ≤ c ∥v(·, t)− v(·, τ)∥H1+α+β(ε,ω) → 0, cuando t → τ.

4.1.6. Existencia de una solución clásica al problema de frontera móvil

Demostraremos a continuación un resultado de existencia y unicidad de solución al problema

de frontera móvil (4.13), probando primero que la mild solution v obtenida en Teorema 4.1.3 es

una solución de (4.18) y utilizando luego la relación (4.15).

Teorema 4.1.5. Sean b > 0 y α ∈
(
1
2 , 1
)
. Supongamos que s satisface (4.14), y v0 ∈ D̃α,

donde v0(x) = u0(bx). Entonces, existe una única solución u del problema (4.13) tal que u ∈

C(Qs,T ), ut,
∂
∂xD

α
xu ∈ C(Qs,T ), y para todo t ∈ (0, T ], u(·, t) ∈ AC[0, s(t)], ut(·, t), ∂

∂xD
α
xu(·, t) ∈

L2(0, s(t)). Además, existe β > 1
2 tal que para todo t ∈ (0, T ] y 0 < ε < ω < s(t) resulta

ux(·, t) ∈ Hα+β(ε, ω).

Demostración. Sea v la mild solution de (4.18) dada por Teorema 4.1.3. Por hipótesis v0 ∈ D̃α.

Entonces, por Teorema 4.1.3, v es única y v ∈ C([0, T ]; D̃α). Dado que v(·, t) ∈ D̃α para todo

t ∈ [0, T ], v satisface (4.18)-(ii). Por otro lado, por Lema 4.1.6, v verifica (4.18)-(i). Además, por

definición de la familia G(t, σ) y la regularidad de v se tiene que v(x, 0) = v0(x). Por lo tanto, v

es una solución de (4.18).

Por otro lado, v tiene la regularidad dada por Lema 4.1.8 y Corolario 4.1.1. En particular,

v ∈ C([0, 1]×[0, T ]). Adicionalmente, por Corolario 4.1.2 existe β > 1
2 tal que, para 0 < ε < ω < 1,

vx ∈ C((0, T ];Hα+β(ε, ω)).

Definamos u(x, t) = v
(

x
s(t) , t

)
. Entonces, u es solución de (4.13). Teniendo en cuenta que v ∈

C([0, 1]×[0, T ]) y (4.14), se sigue que u ∈ C(Qs,T ). Por otro lado, dado que vx ∈ C((0, T ];Hα+β(ε, ω))

para todo 0 < ε < ω < 1, tenemos que ux(·, t) ∈ Hα+β(ε, ω) para todo t ∈ (0, T ] y para

cada 0 < ε < ω < s(t). Además, sabemos que v ∈ C([0, T ], D̃α). Entonces, deducimos que

u(·, t) ∈ AC[0, s(t)] para todo t ∈ [0, t].

Observemos que por Proposición 2.3.3 tenemos que ∂
∂xD

α
xv(·, t) = ∂αvx(·, t) ∈ L2(0, 1), para
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todo t ∈ (0, T ]. Entonces, si definimos p = x
s(t) ,

∂

∂x
Dα

xu(x, t) =
1

s1+α(t)

(
∂

∂p
Dα

xv

)
(p, t),

y por (4.14) deducimos que ut(·, t), ∂
∂xD

α
xu(·, t) ∈ L2(0, s(t)), para todo t ∈ (0, T ]. Además, por

Lema 4.1.8-2 tenemos que ∂αvx ∈ C((0, T ];Hβ
loc(0, 1)), de donde, por Teorema 2.3.1 se sigue que

∂αvx ∈ C((0, 1)× (0, T ]). Por lo tanto, ∂αux ∈ C(Qs,T ) y concluimos que ∂
∂xD

α
xu, ut ∈ C(Qs,T ).

Probaremos ahora la unicidad de solución. Sean u1, u2 soluciones de (4.13) con la regularidad

dada en el teorema. Definimos u = u1 − u2. Entonces, u es una solución de (4.13) para u0 ≡ 0.

En consecuencia, si en la ecuación (4.13)-(i) multiplicamos por u, integramos sobre Qs,t0 para

0 < t0 < T , y aplicamos el Teorema de Fubini, obtenemos∫ t0

0

∫ s(τ)

0
ut(x, τ) · u(x, τ)dxdτ −

∫ t0

0

∫ s(τ)

0

∂

∂x
Dα

xu(x, τ) · u(x, τ)dxdτ = 0

1

2

∫ s(t0)

0

∫ t0

s−1(x)

d

dt
(u(x, τ)2)dτdx+

∫ t0

0

∫ s(τ)

0
− ∂

∂x
Dα

xu(x, τ) · u(x, τ)dxdτ = 0

1

2

∫ s(t0)

0
|u(x, t0)|2dx+

∫ t0

0

(
− ∂

∂x
Dα

xu(·, t), u(·, t)
)
dτ = 0.

(4.76)

De (4.9) deducimos que(
− ∂

∂x
Dα

xu(·, t), u(·, t)
)

≥ cα||u(·, t)||2
H

1+α
2 (0,s(t))

, (4.77)

donde cα es una constante positiva que depende de α. Entonces,

0 =
1

2

∫ s(t0)

0
|u(x, t0)|2dx+

∫ t0

0

(
− ∂

∂x
Dα

xu(·, t), u(·, t)
)
dτ ≥ 0 (4.78)

de donde
1

2

∫ s(t0)

0
|u(x, t0)|2dx = 0. Por lo tanto, dado que u ∈ C(Qs,T ), se sigue que u(·, t0) = 0.

Siendo 0 < t0 < T un número arbitrario, resulta que u ≡ 0, y luego u1 ≡ u2.

4.1.7. Existencia de una solución clásica al Problema de Stefan con condición

de Dirichlet

Retomemos el problema de Stefan fraccionario presentado en (4.1), es decir,

(i) ut − ∂
∂xD

α
xu = 0, en Qs,T

(ii) u(0, t) = 0, u(t, s(t)) = 0, t ∈ (0, T ),

(iii) u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, 0 < x < s(0) = b,

(iv) ṡ(t) = − ĺım
x→s(t)−

(Dα
xu)(x, t), t ∈ (0, T ),

(4.79)
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y recordemos la regularidad considerada para s en las secciones anteriores, esto es,

s ∈ C0,1[0, T ], s(0) = b, y existe M > 0 tal que 0 ≤ ṡ(t) ≤ M a.e. t ∈ [0, T ]. (4.80)

Observación 4.1.7. Notemos que, de [27, Proposition 2.9], si u es la solución de (4.79) dada

por el Teorema 4.1.5 para una función fija s, deducimos que Dα
xu(·, t) ∈ C(0, s(t)], para todo

t ∈ (0, T ], y luego ĺım
x→s(t)−

(Dα
xu)(x, t) = Dα

xu(s(t), t) está bien definido para todo t ∈ (0, T ).

En esta sección, hallaremos una solución al problema (4.79) combinando un teorema de punto

fijo con las soluciones de (4.13) obtenidas en el Teorema 4.1.5 para cada s que verifique (4.80).

Previamente, necesitaremos establecer algunos resultados. Uno de ellos corresponde a un principio

del máximo para la ecuación gobernante en (4.79). Comencemos con un lema auxiliar.

Lema 4.1.9. [27, Proposición 2.9] Sea f : [0, L] → R absolutamente continua en [0, L]. Si existe

β > 1
2 tal que para todo ε ∈ (0, L), f ∈ Hα+β(ε, L), entonces Dα

xf es continua en (0, L] y

1. Si f alcanza su máximo en x0 ∈ (0, L], entonces Dα
xf(x0) ≥ 0. Además, si f no es constante

en [0, x0], luego Dα
xf(x0) > 0.

2. Si f alcanza su mı́nimo en x0 ∈ (0.L], entonces Dα
xf(x0) ≤ 0. Además, si f no es constante

en [0, x0], luego Dα
xf(x0) < 0.

Continuamos con un resultado donde requerimos la regularidad obtenida en el Corolario 4.1.2.

Proposición 4.1.2. [27, Proposición 2.10] Sea α ∈ (0, 1), y f : [0, L] → R una función absolu-

tamente continua tal que existe β > 1
2 con f ′ ∈ Hα+β(ε, L) para todo ε > 0. Entonces d

dxD
α
xf es

continua en (0, L] y

1. Si f alcanza un máximo local en x0 ∈ (0, L) el cual es un máximo global en [0, x0], entonces

( d
dxD

α
xf)(x0) ≤ 0. Más aún, si f no es constante en [0, x0], entonces ( d

dxD
α
xf)(x0) < 0.

2. Si f alcanza un mı́nimo local en x0 ∈ (0, L) el cual es un mı́nimo global en [0, x0], entonces(
d
dxD

α
xf
)
(x0) ≥ 0. Más aún, si f no es constante en [0, x0], entonces

(
d
dxD

α
xf
)
(x0) > 0.

Demostración. Veamos primero que d
dxD

α
xf es continua en (0, L]. Para ello, tomemos x1, x ∈

(0, L). Supongamos que x1 < x (el caso x < x1 es análogo). Notemos que para cada 0 < ε < y < L

se verifica que

Γ(1− α)

(
d

dx
Dα

xf

)
(y) =

d

dy

∫ ε

0
(y − p)−αf ′(p)dp+

d

dy

∫ y

ε
(y − p)−αf ′(p)dp
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= −α

∫ ε

0
(y − p)−α−1f ′(p)dp+

d

dy

∫ y

ε
(y − p)−α[f ′(p)− f ′(ε)]dp+ f ′(ε)(y − ε)−α.

Denotemos ∂α
ε f(x) :=

1
Γ(1−α)

d
dx

∫ x
ε (x− p)−αf(p)dp. Entonces, para ε ∈ (0, x1) tenemos que

Γ(1− α)

∣∣∣∣ ddxDα
xf(x)−

d

dx
Dα

xf(x1)

∣∣∣∣ ≤ α

∫ ε

0
[(x1 − p)−α−1 − (x− p)−α−1]

∣∣f ′(p)
∣∣ dp

+Γ(1− α)
∣∣∂α

ε [f
′ − f ′(ε)](x)− ∂α

ε [f
′ − f ′(ε)](x1)

∣∣+ ∣∣f ′(ε)
∣∣ [(x1 − ε)−α − (x− ε)−α].

El primer término del lado derecho tiende a cero cuando x → x1 puesto que la convergencia bajo

el signo integral es uniforme. Por Corolario 2.3.1 tenemos que

I1−α
ε [f ′ − f ′(ε)] =

1

Γ(1− α)

∫ x

ε
(x− p)−α[f ′ − f ′(ε)]dp ∈ 0H

1+β(ε, L),

En consecuencia, deducimos que ∂α
ε [f

′−f ′(ε)] ∈ Hβ(ε, L) ↪→ C[ε, L]. Por lo tanto, queda probada

la continuidad de d
dxD

α
xf en (0, L).

A continuación probaremos el apartado 1. El apartado 2 se demuestra de forma análoga.

Definimos g(x) := f(x0) − f(x). Notemos que, por los Sobolev embeddings g′ ∈ C0,γ [ε, L] para

γ = α+ β − 1
2 > α para todo ε > 0. Entonces, para cada 0 < ε < x ≤ x0 podemos estimar como

sigue ∣∣g′(x)∣∣ = ∣∣g′(x)− g′(x0)
∣∣ ≤ c |x− x0|γ (4.81)

y
g(x) ≤

∫ x0

x

∣∣g′(p)∣∣ dp ≤ c

γ + 1
|x− x0|γ+1 . (4.82)

Teniendo en cuenta estas desigualdades, podemos derivar bajo el signo integral como sigue(
d

dx
Dα

xg

)
(x0) =

1

Γ(1− α)
ĺım

p→x−
0

(x0 − p)−αg′(p)− α

Γ(1− α)

∫ x0

0
(x0 − p)−α−1g′(p)dp.

y por (4.81) deducimos que el ĺımite es cero. Aplicando integración por partes vemos que(
d

dx
Dα

xg

)
(x0) = − α

Γ(1− α)

∫ x0

0
(x0 − p)−α−1g′(p)dp =

− α

Γ(1− α)
ĺım

p→x−
0

g(p)

(x0 − p)α+1
+

αx−α−1
0 g(0)

Γ(1− α)
+

α(α+ 1)

Γ(1− α)

∫ x0

0
(x0 − p)−α−2g(p)dp,

y por (4.82) el ĺımite es cero, por lo que(
d

dx
Dα

xg

)
(x0) =

α

Γ(1− α)
x−α−1
0 g(0) +

α(α+ 1)

Γ(1− α)

∫ x0

0
(x0 − p)−α−2g(p)dp

y (
d

dx
Dα

xg

)
(x0) ≥ 0, de donde

(
d

dx
Dα

xf

)
(x0) ≤ 0.

Más aún, de la igualdad anterior, deducimos que si f no es constante en [0, x0] entonces(
d
dxD

α
xf
)
(x0) < 0.
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Continuamos con un principio del extremo débil para la ecuación de difusión fraccionaria.

Teorema 4.1.6. [27, Teorema 2.15] Sea u una solución de la ecuación

ut −
∂

∂x
Dα

xu = f en Qs,T

tal que u ∈ C(Qs,T ), ut,
∂
∂x D

α
xu ∈ C(Qs,T ) y u(·, t) ∈ AC[0, s(t)] ∀t ∈ (0, t). Supongamos también

que s verifica (4.80) y u satisface la condición de regularidad local

∃β >
1

2
tal que, para cada t ∈ (0, T ) y cada 0 < ε < ω < s(t), ux(·, t) ∈ Hα+β(ε, ω). (4.83)

Entonces u alcanza su máximo en ∂Γs,T si f ≤ 0, y u alcanza su mı́nimo en ∂Γs,T si f ≥ 0,

donde ∂Γs,T denota la frontera parabólica de Qs,T , dada por

∂γs,T = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3,

con γ1 = {(0, t) : 0 ≤ t ≤ T}, γ2 = {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ s(0) = b} y γ3 = {(s(t), t) : 0 ≤ t ≤ T}.

Demostración. Demostraremos la primera afirmación por el absurdo. Supongamos que existe un

punto (x0, t0) ∈ Qs,T \ ∂Γs,T tal que máx
Qs,T

u = u(x0, t0) > máx
∂Γs,T

u := M . Dado ε > 0, definimos

v(x, t) = (u(x, t)−M)e−εt. Entonces, (x0, t0) es el máximo de v en Qs,T y además

v(x0, t0) = (u(x0, t0)−M)e−εt0 > 0.

Por otro lado,

vt −
∂

∂x
Dα

xv = −εv + feεt,

de donde

vt(x0, t0)−
∂

∂x
Dα

xv(x0, t0) = −εv(x0, t0) + feεt0 < 0. (4.84)

Teniendo en cuenta que (x0, t0) es un máximo, resulta que vt(x0, t0) = 0 y por Proposición 4.1.2

∂
∂xD

α
xv(x0, t0) ≤ 0, de donde

vt(x0, t0)−
∂

∂x
Dα

xv(x0, t0) ≥ 0,

lo cual contradice (4.84), y por lo tanto u debe alcanzar su máximo en la frontera parabólica.

Para ver que u alcanza su mı́nimo en la frontera parabólica si f ≥ 0, basta con aplicar el caso

anterior a la función −u.

Combinando el principio del máximo con el Lema 4.1.9, obtenemos los siguientes lemas.
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Lema 4.1.10. [27, Proposición 2.18] Sea u la solución de (4.13) dada por el Teorema 4.1.5, para

una función fija s. Entonces (Dα
xu)(s(t), t) ≤ 0 para todo t ∈ (0, T ]. Además, si u0 ̸≡ 0, entonces

para todo t ∈ (0, T ], (Dα
xu)(s(t), t) < 0.

Demostración. Por Teorema 4.1.6, u alcanza su mı́nimo en la frontera parabólica, por lo que

u ≥ 0. Además, u alcanza su mı́nimo en la frontera libre s, pues u(s(t), t) = 0. En consecuencia,

la tesis se sigue de Lema 4.1.9.

Continuamos con resultados que establecen la no positividad de la derivada fraccionaria de

la solución u en la frontera s.

Lema 4.1.11. [27, Lema 2.17] Sea u una solución de (4.13)−(i) con la regularidad dada en

Teorema 4.1.5, y sea t0 ∈ (0, T ] tal que u(s(t0), t0) = 0 Entonces (Dα
xu)(s(t0), t0) < 0 o u ≡ 0 en

Qs,t0.

Demostración. Por el teorema 4.1.5 tenemos que

u(·, t) ∈ AC[0, s(t)], para todos t ∈ (0, T ],

y

ux(·, t) ∈ Hα+β(ε, ω) para todos 0 < ε < ω < s(t), t ∈ (0, T ].

Además, u verifica la hipótesis del Teorema 4.1.6, de donde alcanza su máximo y su mı́nimo en

la frontera parabólica. Puesto que u0(x) ≥ 0 para todo x, el mı́nimo de u es 0 y se alcanza en

(s(t), t). Por lo tanto podemos aplicar el Lema 4.1.9, obteniendo que Dα
xu(s(t), t) es continua en

(0, T ], (Dα
xu)(s(t), t) ≤ 0 para todo t ∈ (0, T ], y si u ̸≡ 0, (Dα

xu)(s(t), t) < 0 .

Lema 4.1.12. Sea u la solución de (4.13) dada por el Teorema 4.1.5. Supongamos que s satisface

(4.80), y u0 verifica

0 ≤ u0(x) ≤
M

2Γ(1 + α)
(bα − xα), x ∈ [0, b]. (4.85)

donde M es la constante en (4.80). Entonces,

(Dα
xu)(s(t), t) ≥ −M

2
, t ∈ (0, T ), (4.86)

y

0 ≤ u(x, t) ≤ M

2Γ(1 + α)
(sα(t)− xα), (x, t) en Qs,T . (4.87)
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Demostración. Sea u la solución de (4.13) dada por el Teorema 4.1.5. Definimos v(x, t) =

M
2Γ(1+α)(s

α(t)− xα), y w(x, t) = v(x, t)− u(x, t). Por hipótesis, u y v tienen la regularidad dada

por el Teorema 4.1.6, por lo que w tiene la misma regularidad que u.

Por otro lado,

w(x, 0) = v(x, 0)− u(x, 0) =
M

2Γ(1 + α)
(bα − xα)− u0(x) ≥ 0,

w(0, t) = v(0, t)− u(0, t) =
M

2Γ(1 + α)
sα(t) ≥ 0,

w(s(t), t) = v(s(t), t)− u(s(t), t) = 0,

y por (4.80),

wt(x, t)−
∂

∂x
Dα

xw(x, t) =
Mα

2Γ(1 + α)
sα−1(t)ṡ(t) ≥ 0.

Por lo tanto, por Teorema 4.1.6, w ≥ 0, de donde deducimos (4.87).

Observemos que

Dα
xv(s(t), t) = −M

2
(4.88)

Además, w(·, t) ∈ H1+α(ε, s(t)) para todo ε ∈ (0, s(t)), y w(·, t) alcanza su mı́nimo en x = s(t).

Entonces, por Lema 4.1.9, Dα
xw(s(t), t) ≤ 0. Finalmente, teniendo en cuenta (4.88), deducimos

que

Dα
xu(s(t), t) ≥ Dα

xv(s(t), t) = −M

2
.

Para demostrar existencia de solución al problema 4.79 por un teorema de punto fijo, haremos

uso de la siguiente condición integral equivalente a (4.79)−(iv).

Proposición 4.1.3. Sea (u, s) una solución a (4.79) que tiene la regularidad dada en Teorema

4.1.6. Entonces, la condición (4.79)−(iv) es equivalente a la siguiente condición integral

s2(t) = b2 + 2

∫ b

0
xu0(x)dx− 2

∫ t

0
I1−αu(s(τ), τ)dτ − 2

∫ s(t)

0
xu(x, t)dx. (4.89)

Demostración. Supongamos que u satisface (4.79) y definamos h(x) =


0 0 < x ≤ b,

s−1(x) x > b.

.

Luego, multiplicando la ecuación (4.79)−(i) por x e integrando respecto a t en (h(x), t) obtenemos

xu(x, t)− xu(x, h(x)) =

∫ t

h(x)
x
∂

∂x
Dα

xu(x, τ)dτ
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Integrando dicha igualdad respecto de x en (0, s(t)), y luego aplicando el teorema de Fubini e

integrando por partes, deducimos que∫ s(t)

0
xu(x, t)dx−

∫ s(t)

0
xu(x, h(x))dx =

∫ s(t)

0

∫ t

h(x)
x
∂

∂x
Dα

xu(x, τ)dτdx

∫ s(t)

0
xu(x, t)dx−

∫ b

0
xu(x, 0)dx =

∫ t

0
s(τ)Dα

xu(s(τ), τ)dτ −
∫ t

0

∫ s(t)

0
Dα

xu(x, τ)dxdτ.

Por otro lado, de (2.12) resulta∫ s(t)

0
xu(x, t)dx−

∫ b

0
xu(x, 0)dx =

∫ t

0
s(τ)Dα

xu(s(τ), τ)dτ −
∫ t

0
I1−αu(s(τ), τ)dτ (4.90)

Recordemos que, por Observación 4.1.7, la condición (4.79)−(iv) viene dada por ṡ(t) =

−Dα
xu(s(t), t). Aplicando dicha igualdad en (4.90) obtenemos que∫ s(t)

0
xu(x, t)dx−

∫ b

0
xu(x, 0)dx = −

∫ t

0
s(τ)ṡ(τ)dτ −

∫ t

0
I1−αu(s(τ), τ)dτ∫ s(t)

0
xu(x, t)dx−

∫ b

0
xu(x, 0)dx = −

∫ t

0

1

2

dt

t
(s2)(τ)dτ −

∫ t

0
I1−αu(s(τ), τ)dτ∫ s(t)

0
xu(x, t)dx−

∫ b

0
xu(x, 0)dx = −s2(t)− b2

2
−
∫ t

0
I1−αu(s(τ), τ)dτ,

de donde se deduce la condición (4.89).

Por el contrario, si suponemos que el par (u, s) verifica (4.13) y (4.89), derivando ambos lados

en (4.89), usando (4.13)−(ii), y haciendo integración por partes obtenemos

2s(t)ṡ(t) = −2I1−αu(s(t), t)− 2

∫ s(t)

0
xut(x, t)dx = −2I1−αu(s(t), t)− 2

∫ s(t)

0
x
∂

∂x
Dα

xu(x, t)dx

= −2I1−αu(s(t), t)− 2

(
s(t)Dα

xu(s(t), t)−
∫ s(t)

0
Dα

xu(x, t)dx

)

Luego, por (2.11),

2s(t)ṡ(t) = −2I1−αu(s(t), t)− 2s(t)Dα
xu(s(t), t) + 2I1−αu(s(t), t)

= −2s(t)Dα
xu(s(t), t),

(4.91)

de donde, por (4.80) se deduce (4.79)−(iv).

A continuación, queremos aplicar la Proposición 4.1.3 para obtener un resultado de dependen-

cia monótona respecto de los datos para el problema (4.79). Para ello, necesitaremos el siguiente

Lema de Gronwall generalizado.
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Lema 4.1.13. [10, Teorema 2.1] Sean p > q ≥ 0, x(t) y h(t) funciones reales continuas no

negativas definidas en I = [0,∞), y sea n(t) una función continua positiva no decreciente definida

en I. Si se cumple la siguiente desigualdad

xp(t) ≤ np(t) +

∫ t

0
h(s)xq(s)ds, ∀t ∈ I,

entonces

x(t) ≤ n(t)

[
1 +

p− q

p

∫ t

0
h(s)n−(p−q)(s)ds

]
, ∀t ∈ I.

Teorema 4.1.7. Para i = 1, 2, sean si funciones tales que verifican (4.80) y ui las soluciones de

(4.13) dadas por el Teorema 4.1.5, correspondientes a si, bi y ui0. Si b1 ≤ b2 y u10 ≤ u20, entonces

para cada t ∈ [0, T ] resulta s1(t) ≤ s2(t).

Demostración. Consideremos dos casos.

Caso 1: b1 < b2, u
1
0 ≤ u20 y u10 ̸≡ u20 en [0, b1].

Supongamos que existe t ∈ [0, T ] tal que s1(t) > s2(t). Definimos t0 = ı́nf{t ∈ [0, T ] : s1(t) =

s2(t)}. Por hipótesis, s1(0) = b1 < b2 = s2(0) y s1, s2 son funciones continuas en [0, T ]. Entonces,

t0 está bien definido y t0 > 0.

Por Teorema 4.1.6, la función v := u2−u1 verifica que v ≥ 0 en Qs1,t0 . Además, por definición

de t0, s1(t0) = s2(t0), de donde v(s1(t0), t0) = 0. Por lo tanto, por Lema 4.1.11 tenemos que v ≡ 0

en Qs1,t0 o Dα
xv(s(t0), t0) < 0. Por hipótesis, u10 ̸≡ u20, de donde v ̸≡ 0. Entonces,

0 > (Dα
xv)(s(t0), t0) = (Dα

xu2)(s(t0), t0)− (Dα
xu1)(s(t0), t0) = ṡ1(t0)− ṡ2(t0), (4.92)

y por lo tanto ṡ1(t0) < ṡ2(t0). Por otro lado, de la definición de t0, s1(t) < s2(t) para todo

t ∈ [0, t0) y s1(t0) = s2(t0), de donde ṡ1(t0) ≥ ṡ2(t0), lo cual contradice (4.92). Por lo tanto,

s1(t) ≤ s2(t) para todo t ∈ [0, T ].

Caso 2: b1 ≤ b2, u
1
0 ≤ u20.

Queremos aplicar el caso 1. Para ello, consideremos δ > 0, y uδ0 una función suave en [0, b2+δ]

tal que

uδ0 ≡ 0, en

[
b2 +

δ

2
, b2 + δ

]
, uδ0 ≥ u20, en [0, b2],

máx
x∈[0,b2]

(uδ0(x)− u20(x)) = δ, máx
x∈[b2,b2+ δ

2 ]
uδ0(x) = δ.

Denotemos por (uδ, sδ) la solución a (4.79) correspondiente a los datos b2 + δ y uδ0.
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Por Caso 1, tenemos que s1 ≤ sδ y s2 ≤ sδ. Además, por Proposición 4.1.3 deducimos que

s2δ(t)− s22(t) = 2δb2 + δ2 + 2

∫ b2+
δ
2

b2

xuδ0(x)dx+ 2

∫ b2

0
x(uδ0 − u20)(x)dx

+ 2

∫ t

0
[I1−αu2(s2(τ), τ)− I1−αuδ(sδ(τ), τ)]dτ

− 2

∫ s2(t)

0
x(uδ − u2)(x, t)dx− 2

∫ sδ(t)

s2(t)
xuδ(x, t)dx.

Por otro lado, por Teorema 4.1.6 tenemos que uδ ≥ 0, uδ−u2 ≥ 0. Además, ||uδ0−u20||L∞(0,b2) = δ,

y por lo tanto,

s2δ(t)− s22(t) ≤ 2δb2 + δ2 + δ

(
b2δ +

δ2

4

)
+ b22δ + 2

∫ t

0
[I1−αu2(s2(τ), τ)− I1−αuδ(sδ(τ), τ)]dτ.

(4.93)

Notemos que,

B(τ) := I1−αu2(s2(τ), τ)− I1−αuδ(sδ(τ), τ) ≤
1

Γ(1− α)

[∫ s2(τ)

0

u2(x, τ)

(s2(τ)− x)α
− uδ(x, τ)

(s2(τ)− x)α
dx

+

∫ s2(τ)

0

uδ(x, τ)

(s2(τ)− x)α
− uδ(x, τ)

(sδ(τ)− x)α
dx

]
,

y por (4.87) y Observación 4.1.4,

0 ≤ uδ(x, τ) ≤ M

2Γ(1 + α)
(sαδ (τ)− xα) ≤ M(b2 + δ +MT )α

2Γ(1 + α)
.

Además, sabemos que s2 ≤ sδ y u2 ≤ uδ, por lo tanto

B(τ) ≤ M(b2 + δ +MT )α

2Γ(1 + α)Γ(2− α)
(sδ(τ)− s2(τ))

1−α. (4.94)

Adicionalmente,

2b2(sδ(t)− s2(t)) ≤ (sδ(t) + s2(t))(sδ(t)− s2(t)) = s2δ(t)− s22(t). (4.95)

Combinando (4.93), (4.94) y (4.95), obtenemos

sδ(t)−s2(t) ≤ δ

(
1 +

b2
2

+
δ

2b2
+

δ

2
+

δ2

8b2

)
+

M(b2 + δ +MT )α

b2Γ(1 + α)Γ(2− α)

∫ t

0
(sδ(τ)−s2(τ))

1−αdτ. (4.96)

Podemos aplicar la desigualdad de Grönwall generalizada dada en Lema 4.1.13 con x(t) =

sδ(t)− s2(t), n(t) = δ
(
1 + b2

2 + δ
2b2

+ δ
2 + δ2

8b2

)
, h(t) = M(b2+δ+MT )α

b2Γ(1+α)Γ(2−α) , p = 1 y q = 1− α, al lado

derecho de (4.96). Entonces,
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sδ(t)− s2(t) ≤ δ

(
1 +

b2
2

+
δ

2b2
+

δ

2
+

δ2

8b2

)
+ αδ1−α

(
1 +

b2
2

+
δ

2b2
+

δ

2
+

δ2

8b2

)1−α
M(b2 + δ +MT )α

b2Γ(1 + α)Γ(2− α)
T,

con lo cual

s1(t) ≤ sδ(t) ≤ s2(t) + δ

(
1 +

b2
2

+
δ

2b2
+

δ

2
+

δ2

8b2

)
+ αδ1−α

(
1 +

b2
2

+
δ

2b2
+

δ

2
+

δ2

8b2

)1−α
M(b2 + δ +MT )α

b2Γ(1 + α)Γ(2− α)
T,

(4.97)

Finalmente, haciendo δ → 0, se sigue que

s1(t) ≤ s2(t), ∀t ∈ [0, T ].

De Teorema 4.1.5 y Teorema 4.1.7 se deduce el siguiente resultado de unicidad.

Corolario 4.1.3. Existe a lo sumo una solución a (4.79) en la clase de funciones que satisfacen

las hipótesis de regularidad del Teorema 4.1.5.

Demostración. Sean (u1, s1), (u2, s2) soluciones a (4.79). Entonces, u1, u2 son soluciones a (4.13).

Puesto que s1(0) = s2(0) = b y u1(x, 0) = u2(x, 0) = u0(x), por Teorema 4.1.7 se deduce que

s1 ≡ s2. Por otro lado, por Teorema 4.1.5 existe una única solución a (4.13) para una función s

dada. En consecuencia, u1 ≡ u2, y por lo tanto la solución a (4.79) es única.

Finalmente, estamos en condiciones de probar el resultado principal de existencia y unicidad

de solución al problema (4.79).

Teorema 4.1.8. Sean b, T > 0, α ∈
(
1
2 , 1
)
, u0 ∈ 0H

1+α(0, b) con u0 ≥ 0 y u0(0) = u0(b) = 0,

y v0(x) := u0(bx) tal que v0 ∈ D̃α. Además, supongamos que existe una constante positiva M tal

que,

u0(x) ≤
M

2Γ(1 + α)
(bα − xα), x ∈ [0, b]. (4.98)

Entonces, existe una única solución (u, s) al problema (4.79), tal que s ∈ C0,1([0, T ]), 0 <

ṡ(t) ≤ M para todo t ∈ (0, T ], u ∈ C(Qs,T ), ut,
∂
∂xD

α
xu ∈ C(Qs,T ), y para todo t ∈ (0, T ],

u(·, t) ∈ AC[0, s(t)], ut(·, t), ∂
∂xD

α
xu(·, t) ∈ L2(0, s(t)). Además, existe β > 1

2 tal que para todo

t ∈ (0, T ] y 0 < ε < ω < s(t) resulta ux(·, t) ∈ Hα+β(ε, ω).
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Demostración. Queremos aplicar el Teorema de punto fijo de Schauder. Para ello, haremos uso

de la condición integral dada en Proposición 4.1.3 para definir un operador P apropiado.

Consideremos el siguiente conjunto

Σ := {s ∈ C0,1[0, T ] : 0 ≤ ṡ ≤ M, s(0) = b}.

Notemos que Σ es un subconjunto compacto y convexo del espacio de Banach C[0, T ] respecto

de la norma del máximo. Entonces, para cada s ∈ Σ definimos

(Ps)(t) =

(
b2 − 2

∫ t

0
Dα

xu(s(τ), τ)s(τ)dτ

) 1
2

, (4.99)

donde u es la única solución de (4.13) dada por Teorema 4.1.5.

Veamos que P : Σ → Σ. Sea

H(t) = b2 − 2

∫ t

0
Dα

xu(s(τ), τ)s(τ)dτ.

Entonces H(0) = b2 y por Lema 4.1.10, H ′(t) ≥ 0 para todo t > 0. Luego Ps está bien definida y

de la regularidad de u deducimos que Ps es una función continua. Por otro lado, de Lema 4.1.12

tenemos

0 ≤ (Ps)′(t) =
−2Dα

xu(s(t), t)s(t)

2H1/2(t)
≤ M

2b
(b+MT ) ≤ M si T ≤ b

M
. (4.100)

Luego Ps ∈ Σ.

Nos falta probar que el operador P es continuo en la norma del máximo. Para ello, comencemos

por reescribir a Ps usando la relación (4.90):

(Ps)(t) =
(
b2 + 2j(t)

)1/2
(4.101)

donde

j(t) =

∫ b

0
xu0(x)dx−

∫ t

0
I1−αu(s(τ), τ)dτ −

∫ s(t)

0
xu(x, t)dx > 0. (4.102)

Definamos s1, s2 ∈ Σ y smin(t) := mı́n{s1(t), s2(t)}, smax(t) := máx{s1(t), s2(t)}, i : [0, T ] →

{1, 2} con i(t) = 1 si smax(t) = s1(t) y i(t) = 2 en caso contrario, y sean u1, u2 soluciones

de (4.13) dadas por el Teorema 4.1.5 correspondientes a s1 y s2 respectivamente, y v(x, t) :=

u1(x, t)− u2(x, t). Entonces, v satisface

(i) vt − ∂
∂xD

α
xv = 0, en Qsmin,T

(ii) v(0, t) = 0, t ∈ (0, T ),

(iii) v(smin(t), t) = (−1)i(t)+1ui(t)(smin(t), t) t ∈ (0, T ),

(iv) v(x, 0) = 0, 0 < x < b.
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Por Teorema 4.1.6, v alcanza su máximo y su mı́nimo en la frontera parabólica, por lo que,

máx
Qsmin,T

|v| ≤ máx
t∈[0,T ]

|ui(t)(smin(t), t)|,

y aplicando (4.87), obtenemos que

máx
Qsmin,T

|v| ≤ M

2Γ(1 + α)
máx
t∈[0,T ]

|sα1 (t)− sα2 (t)|. (4.103)

Observemos que, por (4.102),

(b2 + 2j1(t))
1
2 ≥ b.

En consecuencia, usando la estimación real

dr − cr ≤ r

c1−r
(d− c), para 0 < c < d, (4.104)

resulta que

|(Ps2)(t)− (Ps1)(t)| =
∣∣∣(b2 + 2j2(t)

)1/2 − (b2 + 2j1(t)
)1/2∣∣∣ ≤ 2 |j2(t)− j1(t)|

2b

≤ 1

b

(∫ t

0
|I1−αu1(s1(τ), τ)− I1−αu2(s2(τ), τ)|dτ

+

∫ smin(t)

0
x|v(x, t)|dx+

∫ smax(t)

smin(t)
xui(t)(x, t)dx

) (4.105)

Notemos que,

Γ(1− α)|I1−αu2(s2(τ), τ)− I1−αu1(s1(τ), τ)| =

∣∣∣∣∣
∫ s2(t)

0

u2(x, t)

(s2(t)− x)α
dx−

∫ s1(t)

0

u1(x, t)

(s1(t)− x)α
dx

∣∣∣∣∣
≤
∫ smin(τ)

0

M

2Γ(1 + α)
(sαmax(τ)− xα)

(
1

(smin(τ)− x)α
− 1

(smax(τ)− x)α

)
dx

+
M

2Γ(1 + α)

∫ smax(τ)

smin(τ)

sαmax(τ)− xα

(smax(τ)− x)α
dx+

∫ smin(τ)

0

|v(x, τ)|
(smin(τ)− x)α

dx

≤ M

2Γ(1 + α)

∫ smin(τ)

0
(sαmax(τ)− xα)

(
1

(smin(τ)− x)α
− 1

(smax(τ)− x)α

)
dx

+
M

2Γ(1 + α)

∫ smax(τ)

smin(τ)

sαmax(τ)− xα

(smax(τ)− x)α
dx

+
M

2Γ(1 + α)
máx
τ∈[0,T ]

|sα1 (τ)− sα2 (τ)|
∫ smin(τ)

0
(smin(τ)− x)−αdx

=: F1 + F2 + F3.

(4.106)

Aplicando la sustitución w = x
smin(τ)

en F1, y usando de nuevo (4.104), resulta que
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F1 =
M

2Γ(1 + α)

∫ 1

0

(smax(τ)
α − wαsmin(τ)

α)

(
1

(smin(τ)− wsmin(τ))α
− 1

(smax(τ)− wsmin(τ))α

)
smin(τ)dw

=
M

2Γ(1 + α)

∫ 1

0

((
smax(τ)

smin(τ)

)α

− wα

)(
(1− w)−α −

(
smax(τ)

smin(τ)
− w

)−α
)
smin(τ)dw

≤ M

2Γ(1 + α)

∫ 1

0

αwα−1

(
smax(τ)

smin(τ)
− w

)(
(1− w)−α −

(
smax(τ)

smin(τ)
− w

)−α
)
smin(τ)dw

=
M

2Γ(1 + α)

∫ 1

0

αwα−1(1− w)−α

((
smax(τ)

smin(τ)
− w

)
− (1− w)α

(
smax(τ)

smin(τ)
− w

)1−α
)
smin(τ)dw

≤ M

2Γ(1 + α)

∫ 1

0

αwα−1(1− w)−α

((
smax(τ)

smin(τ)
− w

)
− (1− w)α(1− w)1−α

)
smin(τ)dw

=
αM

2Γ(1 + α)
(smax(τ)− smin(τ))

∫ 1

0

wα−1(1− w)−αdw

=
αM

2Γ(1 + α)
(smax(τ)− smin(τ))B(α, 1− α)

=
αM

2Γ(1 + α)
(smax(τ)− smin(τ))

Γ(α)Γ(1− α)

Γ(1)

≤ MΓ(1− α)

2
máx

t∈[0,T ]
|s1(t)− s2(t)|.

Por otro lado, por (4.80) y (4.104), es fácil ver que F2 y F3 en (4.106) están acotados por

máx
t∈[0,T ]

|s1(t)− s2(t)| como sigue,

F2 ≤
M(b+MT )1−α

b1−αΓ(α)
máx
t∈[0,T ]

|smax(t)− smin(t)|,

F3 ≤
M(b+MT )1−α

b1−α(1− α)Γ(α)
máx
t∈[0,T ]

|smax(t)− smin(t)|.

Por lo tanto, si c = máx
{

MΓ(1−α)
2 , M(b+MT )1−α

b1−α(1−α)Γ(α)

}
, tenemos

Γ(1− α)|I1−αu2(s2(τ), τ)− I1−αu1(s1(τ), τ)| ≤ c máx
t∈[0,T ]

|smax(t)− smin(t)|, (4.107)

Aplicando (4.87), (4.103) y (4.107) a (4.105), obtenemos que

|(Ps2)(t)− (Ps1)(t)|

≤ 1

b

(
cT

Γ(1− α)
máx
t∈[0,T ]

|smax(t)− smin(t)|

+
αMbα−1

2Γ(1 + α)
máx
t∈[0,T ]

|smax(t)− smin(t)|
∫ smin(t)

0
xdx+

M

2Γ(1 + α)

∫ smax(t)

smin(t)
x(sαmax(t)− xα)dx

)

≤ 1

b

(
cT

Γ(1− α)
máx
t∈[0,T ]

|smax(t)− smin(t)|

+
αMbα−1(b+MT )2

4Γ(1 + α)
máx
t∈[0,T ]

|smax(t)− smin(t)|+
Msαmax(t)

2Γ(1 + α)

smax(t)
2 − smin(t)

2

2

)
≤ 1

b

(
cT

Γ(1− α)
+

αMbα−1(b+MT )2

4Γ(1 + α)
+

Msαmax(t)

2Γ(1 + α)

smax(t) + smin(t)

2

)
máx
t∈[0,T ]

|smax(t)− smin(t)|
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Concluimos que, para C = 1
b

(
cT

Γ(1−α) +
αMbα−1(b+MT )2

4Γ(1+α) + M(b+MT )1+α

2Γ(1+α)

)
,

|(Ps1)(t)− (Ps2)(t)| ≤ C máx
t∈[0,T ]

|s1(t)− s2(t)|.

Por lo tanto, P es continua en la norma del máximo, y por Teorema del punto fijo de Schau-

der se obtiene que para T ≤ b
M , existe s ∈ Σ tal que Ps = s y el par (u, s) verifica (4.13) y

(4.89). Aplicando Proposición 4.1.3 deducimos que (u, s) es una solución de (4.79) y la unici-

dad se sigue del Corolario 4.1.3. Por lo tanto, probamos el resultado para T ≤ b
M . Podemos

extender el resultado para T > b
M mediante un argumento estándar, considerando un paso de

tiempo de longitud b
2M y tomando como condición inicial el valor de la solución obtenida en el

paso anterior en el punto b
4M . Luego, por Teorema 4.1.5, en cada paso la condición inicial es

lo suficientemente regular como para repetir los argumentos del primer paso. Más precisamen-

te, sea (u0, s0) la solución a (4.79) para T = b
2M , y consideremos un nuevo problema dado por

(4.79) con u10(x) = u0(x, b
4M ), s1(0) = b1 := s0

(
b

4M

)
≥ b. Entonces u10 satisface la hipótesis

(4.98) debido al Lema 4.1.12, y podemos repetir el razonamiento anterior obteniendo una solu-

ción (u1, s1) al problema (4.79) en [0, b
2M ]. Notemos que de la Proposición 4.1.3, s0 y s1 verifican

tanto la condición de Stefan (4.79)−(iv) como las hipótesis del Corolario 4.1.3, por lo que las

soluciones (u0, s0) y (u1, s1) coinciden en la región
{
0 ≤ x ≤ s0(t) = s1(t− b

4M ), b
4M ≤ t < b

2M

}
.

Entonces, podemos afirmar que el par (u, s) dado por s(t) =


s0(t), 0 ≤ t < b

4M

s1(t− b
4M ) b

4M ≤ t < b
2M

y

u(x, t) =


u0(x, t) 0 ≤ x ≤ s(t), 0 ≤ t < b

4M

u1(x, t− b
4M ) 0 ≤ x ≤ s(t), b

4M ≤ t < b
2M

es una solución a (4.79) en Qs, b
2M

y tiene

la regularidad dada en el enunciado.

Finalmente, repitiendo este argumento k veces de forma tal que b
4M k > T , podemos obtener

una solución (u, s) en Qs,T para (4.79), definiendo s : [0, T ] 7→ R y u : Qs,T 7→ R como sigue

s(t) = si
(
t− i

b

4M

)
, para t ∈

(
i

b

4M
, (i+ 1)

b

4M

]
, i = 0, ..., k

u(x, t) = ui
(
x, t− i

b

4M

)
, para x ∈ [0, si(t)], t ∈

(
i

b

4M
, (i+ 1)

b

4M

]
, i = 0, ..., k.
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4.2. Soluciones autosimilares para los problemas de Stefan frac-

cionarios en el espacio

El objetivo de esta sección es obtener una solución exacta a cada uno de los siguientes pro-

blemas:

Encontrar un par de funciones u : Qs,T → R y s : [0, T ] → R con cierta regularidad tales que

ut(x, t) =
∂
∂xD

α
xu(x, t) 0 < x < s(t), 0 < t < T,

u(0, t) = U0 > Um 0 < t < T,

u(s(t), t) = Um 0 < t < T,

s(0) = 0,

ṡ(t) = − ĺım
x→s(t)−

Dα
xu(x, t) 0 < t < T.

(4.108)

Encontrar un par de funciones w : Qs,T → R y r : [0, T ] → R con cierta regularidad tales que

wt(x, t) =
∂
∂x D

α
xw(x, t) 0 < x < r(t), 0 < t < T,

Dα
xw(0

+, t) = −g0t
− α

1+α 0 < t < T,

w(r(t), t) = gm < g0 0 < t < T,

r(0) = 0,

ṙ(t) = − ĺım
x→r(t)−

Dα
xw(x, t) 0 < t < T.

(4.109)

Como primer paso, buscaremos una solución autosimilar general para la ecuación de difusión

fraccionaria

ut(x, t) =
∂

∂x
Dα

xu(x, t). (4.110)

Luego, estableceremos algunas propiedades referentes a dicha solución, y finalmente obtendre-

mos las soluciones exactas para cada problema aplicando las condiciones iniciales y de borde

correspondientes a cada uno de ellos.

4.2.1. Soluciones autosimilares de la ecuación de difusión fraccionaria

Comencemos con la busqueda de una solución autosimilar para la ecuación (4.110) a través

del método de las variables de similitud [5, 25, 36].

Supongamos que u = u(x, t) es una solución a (4.110) y definamos

uλ(x, t) = u

(
x

λ
,
t

λb

)
, (4.111)
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para b ∈ R y λ > 0.

Antes de proseguir, notemos que si u es solución de (4.110) y no depende de t, entonces

u(x, t) = c1x
α + c2, para c1, c2 ∈ R. En consecuencia, omitiremos este caso en el siguiente

análisis.

Proposición 4.2.1. Sea u = u(x, t) una función tal que ut ̸≡ 0. Luego, u es una solución de

(4.110) en [0, b] × (0, T ) si y solo si uλ es una solución de (4.110) en
[
0, b

λ

]
×
(
0, T

λ1+α

)
con

b = 1 + α.

Demostración. Definamos la función uλ(x, t) : = u(x̄, t̄) donde x̄ = x
λ y t̄ = t

λb . Entonces

∂

∂t
uλ(x, t) = ut̄(x̄, t̄)

1

λb
. (4.112)

∂

∂x
uλ(x, t) = ux̄(x̄, t̄)

1

λ
. (4.113)

Dα
xuλ(x, t) = λ−αDα

x̄u(x̄, t̄). (4.114)

y

∂

∂x
Dα

xuλ(x, t) = λ−α−1 ∂

∂x̄
Dα

x̄u(x̄, t̄). (4.115)

Luego, de (4.112), (4.113) y (4.115) se sigue que

∂

∂t
uλ(x, t)−

∂

∂x
Dα

xuλ(x, t) = λ−but̄(x̄, t̄)− λ−α−1 ∂

∂x̄
Dα

x̄u(x̄, t̄). (4.116)

En consecuencia, si u es una solución de (4.110) en [0, b] × (0, T ), entonces para todo (x̄, t̄) ∈[
0, b

λ

]
×
(
0, T

λ1+α

)
resulta que

ut̄(x̄, t̄)−
∂

∂x̄
Dα

x̄u(x̄, t̄) = 0. (4.117)

Por lo tanto, para que ∂
∂tuλ(x, t)−

∂
∂x D

α
xuλ(x, t) = 0, debe ser

0 = λ1+α−but̄(x̄, t̄)−
∂

∂x̄
Dα

x̄u(x̄, t̄) = (λ1+α−b − 1)ut̄(x̄, t̄) + ut̄(x̄, t̄)−
∂

∂x̄
Dα

x̄u(x̄, t̄)

= (λ1+α−b − 1)ut̄(x̄, t̄),

de donde, puesto que ut ̸≡ 0, deducimos que λ1+α−b − 1 = 0 y por lo tanto b = 1 + α.

Si tomáramos λ = t
1

1+α podŕıamos tener una expresión de uλ en función de u reduciendo el

problema a una sola variable. Esto nos indica que la relación x

t
1

1+α
juega un papel importante en
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la ecuación (4.110) para la búsqueda de soluciones autosimilares. En consecuencia, consideremos

una solución de la forma

θ(z) := u(x, t), (4.118)

donde z es la variable de similaridad definida como

z :=
x

t
1

1+α

. (4.119)

Aplicando la regla de la cadena se sigue que

∂

∂t
u(x, t) = − z

(1 + α)t
θ′(z). (4.120)

y realizando la sustitución w = p

t
1

1+α
, obtenemos que

∂

∂x
Dα

xu(x, t) =
∂

∂x

(
1

Γ(1− α)

∫ z

0

θ′(w)

t
α

1+α (z − w)α
dw

)
=

1

t

∂

∂z
Dα

xθ(z), (4.121)

de donde

0 =
∂

∂t
u(x, t)− ∂

∂x
Dα

xu(x, t) = −1

t

[
z

1 + α
θ′(z) +

∂

∂z
Dα

z θ(z)

]
. (4.122)

Luego, θ verifica la siguiente ecuación diferencial ordinaria fraccionaria:

z

1 + α
θ′(z) +

∂

∂z
Dα

xθ(z) = 0. (4.123)

Rećıprocamente, si θ es una solución de (4.123), podemos realizar el camino inverso y obtener

que u es una solución de (4.110). Más precisamente:

Proposición 4.2.2. La función u es una solución autosimilar de la ecuación (4.110) si y solo

si la función θ definida por (4.118) con z definida por (4.119), es una solución de la ecuación

(4.123).

En consecuencia, para hallar una solución autosimilar de (4.110), busquemos una solución a

(4.123). Haciendo la sustitución σ(z) = θ′(z), y usando la Proposición 2.13, convertimos (4.123)

en la siguiente ecuación

z

1 + α
σ(z) + ∂ασ(z) = 0. (4.124)

De [15, Ejemplo 4.3] sabemos que una solución a (4.124) está dada por

σ(z) = czα−1Eα,1+ 1
α
,1

(
− z1+α

1 + α

)
= c

∞∑
n=0

cn(−1)n
z(n+1)(1+α)−2

(1 + α)n
, (4.125)
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con c ∈ R y cn dado por (2.4).

Por lo tanto,

θ(z) = A+B

∫ z

0
wα−1Eα,1+ 1

α
,1

(
−w1+α

1 + α

)
dw = A+B

∞∑
n=0

cn(−1)n

(1 + alfa)n
z(n+1)(1+α)−1

(n+ 1)(1 + α)− 1

es una solución a la ecuación (4.123) para A y B constantes reales arbitrarias.

Observación 4.2.1. θ es una función absolutamente continua, ya que θ(z) = θ(0)+

∫ z

0
θ′(w)dw.

Por lo tanto, por Proposición 2.13, ∂
∂z D

α
xθ(z) = ∂α(θ′)(z).

En adelante denotaremos por

σα(w) := wα−1Eα,1+ 1
α
,1

(
−w1+α

1 + α

)
. (4.126)

Del desarrollo anterior, tenemos el siguiente resultado, referente a soluciones autosimilares

para la ecuación (4.110).

Proposición 4.2.3. Para cada A,B ∈ R, la función u : R+
0 × (0, T ) → R definida por

u(x, t) = A+B

∫ x/t
1

1+α

0
σα(w)dw. (4.127)

es una solución a la ecuación (4.110).

Demostración. La demostración es una consecuencia directa de la regla de la cadena, la Propo-

sición 2.13, y la siguiente igualdad que se deriva del Teorema 2.1.2 para m = 1 + 1
α , l = 1 y

a = − 1
1+α(

∂α

[
pα−1Eα,1+ 1

α
,1

(
− p1+α

1 + α

)])
(x) = − 1

1 + α
xαEα,1+ 1

α
,1

(
− x1+α

1 + α

)
(4.128)

Observación 4.2.2. Otro camino para probar que (4.127) es una solución de (4.110) es el

siguiente. Primero, observemos que

u(x, t) = A+B

∞∑
n=0

cn(−1)n

(1 + α)n
x(n+1)(1+α)−1

[(n+ 1)(1 + α)− 1]t
(n+1)(1+α)−1

1+α

,

donde la serie del lado derecho es absolutamente convergente sobre conjuntos compactos en

R+
0 × (0, T ). Entonces, podemos intercambiar derivadas parciales y el operador Dα

x con la se-

rie, obteniendo que
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Dα
xu(x, t) = B

∞∑
n=0

cn(−1)n

(1 + α)n
Γ((n+ 1)(1 + α)− 1)

Γ((n+ 1)(1 + α)− α)

xn(1+α)

t
(n+1)(1+α)−1

1+α

, (4.129)

∂

∂x
Dα

xu(x, t) = B

∞∑
n=1

cn(−1)nn

(1 + α)n−1

Γ((n+ 1)(1 + α)− 1)

Γ((n+ 1)(1 + α)− α)

xn(1+α)−1

t
(n+1)(1+α)−1

1+α

,

y

ut(x, t) = B
∞∑
n=1

cn−1(−1)n

(1 + α)n
xn(1+α)−1

t
(n+1)(1+α)−1

1+α

.

Entonces, si denotamos Cα,n := cn−1

(1+α) −
cnnΓ((n+1)(1+α)−1)
Γ((n+1)(1+α)−α) , tenemos que

Cα,n =
1

(1 + α)

n−2∏
j=1

Γ((j + 1)(1 + α))

Γ((j + 1)(1 + α) + α)
−

n−1∏
j=1

Γ((j + 1)(1 + α))

Γ((j + 1)(1 + α) + α)

nΓ((n+ 1)(1 + α)− 1)

Γ((n+ 1)(1 + α)− α)

=
1

(1 + α)

n−2∏
j=1

Γ((j + 1)(1 + α))

Γ((j + 1)(1 + α) + α)

[
1− n(1 + α)Γ(n(1 + α))

Γ(n(1 + α) + α)

Γ((n+ 1)(1 + α)− 1)

Γ((n+ 1)(1 + α)− alfa)

]

=
1

(1 + α)

n−2∏
j=1

Γ((j + 1)(1 + α))

Γ((j + 1)(1 + α) + α)

[
1− Γ(n(1 + α) + 1)

Γ(n(1 + alfa) + α)

Γ(n(1 + α) + α)

Γ(n(1 + α) + 1)

]

=
1

(1 + α)

n−2∏
j=1

Γ((j + 1)(1 + α))

Γ((j + 1)(1 + α) + α)
[1− 1] = 0, ∀n ∈ N.

(4.130)

El resultado (4.130) se cumple para todo n ∈ N, por lo que la función u es una solución de

(4.110).

Continuamos con diferentes expresiones para la derivadaDα
x de la solución autosimilar general

obtenida en la Proposición 4.2.3, que serán útiles más adelante.

Proposición 4.2.4. Si u es la solución autosimilar dada en (4.127), entonces

Dα
xu(x, t) = B

(
Γ(α)

t
α

1+α

−
∞∑
n=1

cn−1(−1)n−1

n(1 + α)n+1

xn(1+α)

tn+1− 1
1+α

)
(4.131)

o equivalentemente,

−Dα
xu(x, t) = −BΓ(α)t−

α
1+α +

Bt−
α

1+α

1 + α

∫ x/t
1

1+α

0
wαEα,1+ 1

α
,1

(
−w1+α

1 + α

)
dw. (4.132)
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Demostración. Usando el hecho de que

cn = cn−1
Γ(n(1 + α))

Γ(n(1 + α) + α)
= cn−1

Γ(n(1 + α) + 1)

Γ(n(1 + α) + α)n(1 + α)
=

cn−1

n(1 + α)

Γ((n+ 1)(1 + α)− α)

Γ((n+ 1)(1 + α)− 1)
,

y reemplazando la expresión anterior en (4.129) obtenemos

−Dα
xu(x, t) = −BΓ(α)

t
α

1+α

−B
∞∑
n=1

cn(−1)n

(1 + α)n
Γ((n+ 1)(1 + α)− 1)

Γ((n+ 1)(1 + α)− α)

xn(1+α)

t
(n+1)(1+α)−1

1+α

= −BΓ(α)t−
α

1+α +B

∞∑
n=1

cn−1(−1)n−1

n(1 + α)n+1

xn(1+α)

tn+1− 1
1+α

.

Entonces

−Dα
xu(x, t) = −BΓ(α)t−

α
1+α +B

∞∑
n=1

cn−1(−1)n−1

n(1 + α)n+1

xn(1+α)

tn+1− 1
1+α

= −BΓ(α)t−
α

1+α +
Bt−

α
1+α

1 + α

∫ x/t
1

1+α

0

d

dw

( ∞∑
n=1

cn−1(−1)n−1

n(1 + α)n
wn(1+α)

)
dw

= −BΓ(α)t−
α

1+α +
Bt−

α
1+α

1 + α

∫ x/t
1

1+α

0

∞∑
n=0

cn(−1)n

(1 + α)n
w(n+1)(1+α)−1dw

= −BΓ(α)t−
α

1+α +
Bt−

α
1+α

1 + α

∫ x/t
1

1+α

0
wαEα,1+ 1

α
,1

(
−w1+α

1 + α

)
dw

Para cerrar la presente sección, probaremos que la función σα en la solución autosimilar dada

en (4.126) es no negativa en R+, para lo cual haremos uso del principio del máximo dado en el

Teorema 4.1.6.

Proposición 4.2.5. Sea α ∈ (0, 1). Entonces la función σα definida en (4.126) es una función

no negativa en R+.

Demostración. Notemos que σα(0
+) = +∞ y σα ∈ C1(R+). Supongamos que existe z0 > 0 tal

que σα(z0) < 0. Entonces podemos afirmar que existe un “primer valor” c > 0 para el cual

σα(c) = 0. Además, de [14, Lemma 5.2] sabemos que la función de variable compleja Eα,1+ 1
α
,1(z)

es una función entera, por lo que tiene ráıces aisladas y podemos elegir un δ > 0 suficientemente

pequeño tal que σα(z) > 0 para z ∈ (0, c), σα(z) < 0 para z ∈ (c, c+ δ] y∫ c+δ

0
σα(w)dw > 0. (4.133)

Sea 0 < ε < 1 y consideremos las funciones sε,δ y uε definidas por

sε,δ(t) = (c+ δ)(t+ ε)
1

1+α , t ≥ 0, para t ∈ (0, T ) (4.134)
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y

uε(x, t) = u(x, t+ ε) =

∫ x/(t+ε)1/(1+α)

0
σα(w)dw∫ c+δ

0
σα(w)dw

para , 0 < x < sε,δ(t), 0 < t < T, (4.135)

donde u es la función definida en (4.127) para A = 0 y B = 1∫ c+δ

0
σα(w)dw

. Entonces, si

consideramos la región

Qsε,δ,T = {(x, t) : 0 < x < sε,δ(t), 0 < t < T},

y su frontera parabólica

∂γsε,δ,T = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3,

donde γ1 = {(0, t) : 0 ≤ t ≤ T},, γ2 = {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ sε,δ(0) = (c+ δ)ε
1

1+α } y γ3 = {(sε,δ(t), t) :

0 ≤ t ≤ T} (ver Figura 4.2), resulta que uε es una solución al problema de frontera móvil

(i) ut − ∂
∂xD

α
xu(x, t) = 0, 0 < x < sε,δ(t), 0 < t < T,

(ii) u(0, t) = 0, 0 < t < T,

(iii) u(sε,δ(t), t) = 1, 0 < t < T,

(iv) u(x, 0) =

∫ x/ε1/(1+α)

0
σα(w)dw∫ c+δ

0
σα(w)dw

≥ 0, 0 < x ≤ sε,δ(0) = (c+ δ)ε
1

1+α .

(4.136)

Además,

uε(x, t) =
1∫ c+δ

0
σα(w)dw

∞∑
n=0

cn(−1)n

(1 + α)n[(n+ 1)(1 + α)− 1]

x(n+1)(1+α)−1

(t+ ε)n+1− 1
1+α

=
1∫ c+δ

0
σα(w)dw

(
x

(t+ ε)
1

1+α

)α ∞∑
n=0

cn(−1)n

(1 + α)n[(n+ 1)(1 + α)− 1]

(
x1+α

t+ ε

)n

.

(4.137)

La serie de potencias en (4.137) es absolutamente convergente en Qsε,δ,T . Entonces, u
ε ∈

C(Qsε,δ,T ) y uε ∈ C∞(Qsε,δ,T ). En particular, uε, satisface las hipótesis del Teorema 4.1.6, por lo

que alcanza su mı́nimo y su máximo en la frontera parabólica ∂γsε,δ,T , y por lo tanto uε(x, t) ≥ 0

para todo (x, t) ∈ Qsε,δ,T . Para determinar el máximo, analizamos el comportamiento de uε en

la frontera parabólica como sigue.
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Figura 4.2: Región Qsε,δ,T y su frontera parabólica.

Sea ft(x) := uε(x, t). Entonces,

f ′
t(x) =

σα

(
x

(t+ε)1/(1+α)

)
(t+ ε)1/(1+α)

∫ c+δ

0
σα(w)dw

siendo f ′
t(x) ≥ 0 en (0, c(t+ ε)1/(1+α)) y f ′

t(x) < 0 en (c(t+ ε)1/(1+α), (c+ δ)(t+ ε)1/(1+α)), por

definición de c. Concluimos entonces que ft alcanza su máximo sobre [0, (c+ δ)(t+ ε)1/(1+α)] =

[0, sε,δ(t)] en el punto x = c(t+ ε)1/(1+α). Además, ft(c(t+ ε)1/(1+α)) > ft(s
ε,δ(t)).

Por otro lado, si denotamos por ξt = c(t+ ε)1/1+α, podemos afirmar que

ft(ξt) = uε(ξt, t) =

∫ c

0
σα(w)dw∫ c+δ

0
σα(w)dw

= uε(ξt′ , t
′) = ft′(ξt′), ∀t, t′ ∈ [0, T ],

y luego, uε alcanza su máximo en Qsε,δ,T en cada punto (ξt, t), para todo t ∈ [0, T ]. En particular,

uε alcanza su máximo en (ξ0, 0) ∈ ∂γsε,δ,T . Denotemos por A := uε(ξt, t), para cada t ∈ [0, T ], y

observemos que A = uε(ξt, t) > uε((sε,δ(t), t) = 1, ∀t ≤ T .

Consideremos ahora la función

v(x, t) =
x1+α

1 + α
+ Γ(1 + α)t
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y definamos

wε
κ(x, t) = uε(x, t) + κv(x, t)

donde la constante κ se especificará más adelante. Observemos que v y wε
κ son soluciones de

(4.136)−(i), para cada κ > 0, y además wε
κ verifica la hipótesis del Teorema 4.1.6. Entonces,

máx
Q

sε,δ,T

wε
κ = máx

∂γ
sε,δ,T

wε
κ. (4.138)

Finalmente, analizamos wε
κ en la frontera parabólica:

máx
x∈[0,sε,δ(0)]

wε
κ(x, 0) ≤ máx

x∈[0,sε,δ(0)]
uε(x, 0) + κ máx

x∈[0,sε,δ(0)]
v(x, 0)

= uε(ξ0, 0) + κv(sε,δ(0), 0)

= A+ κ
(c+ δ)1+αε

1 + α
.

(4.139)

Adicionalmente, tenemos que

máx
x∈[0,sε,δ(t)]

wε
κ(x, t) ≥ wε

κ(ξt, t)

= A+ κ

[
c1+α(t+ ε)

1 + α
+ Γ(1 + α)t

]
.

(4.140)

Luego, tomando t0 > ε (c+δ)1+α−c1+α

c1+α+Γ(2+α)
> 0, se cumple que

c1+α(t0 + ε)

1 + α
+ Γ(1 + α)t0 >

(c+ δ)1+αε

1 + α
,

y por lo tanto, teniendo en cuenta (4.139) y (4.140) obtenemos:

máx
x∈[0,sε,δ(t0)]

wε
κ(x, t0) > máx

x∈[0,sε,δ(0)]
wε
κ(x, 0).

y concluimos que wε
γ no alcanza su máximo en γ2.

Por otro lado, v(·, t) es una función estrictamente creciente para cada t fijo. Entonces, wε
κ no

alcanza su máximo en γ1.

Por último, podemos elegir κ de modo que verifique κ < (A−1)(α+1)
[(c+δ)1+α−c1+ al](T+ε)

, de donde

podemos afirmar que

wε
κ(s

ε,δ(t), t) = 1 + κ

[
(c+ δ)1+α(t+ ε)

1 + α
+ Γ(1 + α)t

]
< A+ κ

[
c1+α(t+ ε)

1 + α
+ Γ(1 + α)t

]
= wε

κ(ξt, t), ∀t ≤ T,

y en consecuencia wε
κ no alcanza su máximo en γ3. Concluimos que wε

κ no alcanza su máximo en

la frontera parabólica ∂γsε,δ,T , lo que contradice la igualdad (4.138).
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Esta contradicción proviene de suponer que existe z0 > 0 tal que σα(z0) < 0, por lo que

σα(z) ≥ 0, ∀z > 0. (4.141)

Como consecuencia inmediata del resultado anterior, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.1. La función de Mittag-Leffler de tres paramétros involucrada en la solución

autosimilar (4.127) es no negativa, es decir,

Eα,1+ 1
α
,1

(
− x1+α

1 + α

)
≥ 0 para todo x > 0. (4.142)

4.2.2. Solución expĺıcita para el problema de Stefan de una fase en espacio

fraccionario con una condición de Dirichlet en la cara fija

Aplicaremos la solución exacta general obtenida en la Proposición 4.2.3 para obtener un

resultado de existencia y unicidad de solućıon autosimilar para el siguiente problema de Stefan

fraccionario con condición de Dirichlet:

(i) ∂
∂tu(x, t)−

∂
∂xD

α
xu(x, t) = 0, 0 < x < s(t), 0 < t < T,

(ii) u(0, t) = U0 > Um, 0 < t < T,

(iii) u(s(t), t) = Um, 0 < t < T,

(iv) s(0) = 0,

(v) ṡ(t) = −(Dα
xu)(s(t), t), 0 < t < T.

(4.143)

Por Proposición 4.2.3, comencemos definiendo u como (4.127). Entonces u verifica (4.143)-

(i). Queremos determinar A y B en (4.127) de modo tal que u verifique las restantes condiciones

en (4.143). En consecuencia, de (4.143)−(ii), deducimos que A = U0. Además, de la condición

(4.143)−(iii), tenemos

u(s(t), t) = U0 +B

∫ s(t)/t1/(1+α)

0
σα(w)dw = Um. (4.144)

Teniendo en cuenta que (4.144) debe verificarse para todo t ∈ (0, T ), deducimos que s debe ser

proporcional a t
1

1+α , es decir

s(t) = ξt
1

1+α , para algún ξ ∈ R+, t ∈ (0, T ). (4.145)

Reemplazando (4.145) en (4.144) vemos que

B =
−(U0 − Um)∫ ξ
0 σα(w)dw

, (4.146)
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Reemplazando ahora (4.132) en (4.143)(v), y derivando (4.145), obtenemos

ξ

1 + α
t−

α
1+α = −BΓ(α)t−

α
1+α +B

t−
α

1+α

1 + α

∫ ξ

0
wσα(w)dw

=
Bt−

α
1+α

1 + α

(
−Γ(α)(1 + α) +

∫ ξ

0
wσα(w)dw

) (4.147)

Combinando (4.146) y (4.147), hallamos la siguiente condición

ξ =

(U0 − Um)

(
Γ(α)(1 + α)−

∫ ξ

0
wσα(w)dw

)
∫ ξ

0
σα(w)dw

. (4.148)

Por lo tanto, buscamos un número positivo ξ que verifique la siguiente ecuación

x = Hα(x), x > 0,

donde la función Hα : R+
0 → R se define mediante la expresión:

Hα(x) =

(U0 − Um)

(
Γ(α)(1 + α)−

∫ x

0
wσα(w)dw

)
∫ x

0
σα(w)dw

. (4.149)

Notemos que

ĺım
x↘0

∫ x

0
wσα(w)dw = 0+, ĺım

x↘0

∫ x

0
σα(w)dw = 0+.

Entonces Hα(0
+) = ĺım

x↘0
Hα(x) = +∞, pues (U0−Um)Γ(α)(1+α) > 0. Además, por Proposición

4.2.5,

H ′
α(x) =

−(U0 − Um)xσα(x)

∫ x

0
σα(w)dw − (U0 − Um)

(
Γ(α)(1 + α)−

∫ x

0
wσα(w)dw

)
σα(x)(∫ x

0
σα(w)dw

)2

=

−(U0 − Um)σα(x)

[
Γ(α)(1 + α) +

∫ x

0
(xw)σα(w)dw

]
(∫ x

0
σα(w)dw

)2 ≤ 0,

de donde Hα es una función no creciente en [0,+∞), y podemos afirmar que existe un único

ξ > 0 tal que H(ξ) = ξ.

Del análisis anterior sigue el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1. Una solución expĺıcita para el problema (4.143) está dada por

uα(x, t) = U0 −
(U0 − Um)∫ ξα

0
σα(w)dw

∫ x/t1/(1+α)

0
σα(w)dw. (4.150)
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sα(t) = ξαt
1

1+α , t ∈ (0, T ), (4.151)

donde ξα ∈ R+ es la única solución de la ecuación

Hα(x) = x, x > 0, (4.152)

y la función Hα está definida por (4.149).

Observación 4.2.3. Si tomamos α = 1 en (4.143), recuperamos el problema clásico de Lamé-

Clapeyron-Stefan

(i) ∂
∂tu(x, t)−

∂2

∂x2u(x, t) = 0, 0 < x < s(t), 0 < t < T,

(ii) u(0, t) = U0 > Um, 0 < t < T,

(iii) u(s(t), t) = Um, 0 < t < T,

(iv) s(0) = 0,

(v) ṡ(t) = − ∂
∂xu(s(t), t), 0 < t < T.

(4.153)

Por otro lado,

σ1(w) = w0E1,2,1

(
−w2

2

)
= e−(

w
2 )

2

.

Entonces, el par

u1(x, t) := U0 −
(U0 − Um)∫ ξ1

0
σ1(w)dw

∫ x/t1/2

0
σ1(w)dw = U0 −

(U0 − Um)

erf
(
ξ1
2

) erf

(
x

2
√
t

)
, (4.154)

s1(t) := ξ1
√
t, t ∈ (0, T ), (4.155)

es una solución de (4.153) donde ξ1 ∈ R+ es la única solución de la ecuación

H1(x) = x, x > 0, (4.156)

con

H1(x) =

(U0 − Um)

(
2−

∫ x

0
we−w2/4dw

)
2
√
π
2 erf

(
x
2

) =
U0 − Um√

π

2e−(
x
2 )

2

erf
(
x
2

) .
En consecuencia, hemos recuperado la solución clásica de Lamé-Clapeyron-Stefan al problema

(4.153) dada en [18].
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4.2.3. Solución expĺıcita para el problema de Stefan fraccionario en el espacio

con condición de Neumann en el borde fijo

Considerando ahora el problema (4.109), es decir,

(i) ∂
∂tv(x, t)−

∂
∂xD

α
xv(x, t) = 0, 0 < x < s(t), 0 < t < T,

(ii) ĺım
x→0+

Dα
xv(x, t) = −g0t

− α
1+α , 0 < t < T,

(iii) v(s(t), t) = gm < g0, 0 < t < T,

(iv) s(0) = 0,

(v) ṡ(t) = −(Dα
xv)(s(t), t), 0 < t < T,

(4.157)

y procediendo como en la sección anterior, obtendremos un resultado similar al Teorema 4.2.1.

Nuevamente, consideremos v definida por (4.127). Entonces, de (4.157)−(ii) y (4.131), dedu-

cimos que B = − g0
Γ(α) , pues

ĺım
x→0+

Dα
xv(x, t) = ĺım

x→0+
B

(
Γ(α)

t
α

1+α

−
∞∑
n=1

cn−1(−1)n−1

n(1 + α)n+1

xn(1+α)

tn+1− 1
1+α

)
=

BΓ(α)

t
α

1+α

De la condición (4.157)−(iii), tenemos que

v(s(t), t) = A− g0
Γ(α)

∫ s(t)/t1/(1+α)

0
σα(w)dw = gm. (4.158)

por lo que s debe ser proporcional a t
1

1+α , es decir,

s(t) = ηt
1

1+α , para algún η ∈ R+, t ∈ (0, T ). (4.159)

Entonces

A = gm +
g0

Γ(α)

∫ η

0
σα(w)dw (4.160)

De la condición (4.157)(v), (4.132) y (4.159) resulta que

η

1 + α
t−

α
1+α = g0t

− α
1+α − g0

Γ(α)

t−
α

1+α

1 + α

∫ η

0
wσα(w)dw

= g0t
− α

1+α

(
1− 1

(1 + α)Γ(α)

∫ η

0
wσα(w)dw

)
,

o equivalente

η = g0

(
(1 + α)− 1

Γ(α)

∫ η

0
wσα(w)dw

)
, (4.161)
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Por lo tanto, η debe verificar la siguiente ecuación

x = Gα(x), x > 0,

donde la función Gα se define en R+
0 por la expresión:

Gα(x) = g0

(
(1 + α)− 1

Γ(α)

∫ x

0
wσα(w)dw

)
. (4.162)

Adicionalmente, notemos que Gα es continua en [0,+∞). De Proposición 4.2.5 se deduce que Gα

es una función decreciente. Además Gα(0) = g0(1 + α) > 0.

Del análisis anterior, concluimos que existe un único η ∈ R+ tal que η = Gα(η), de donde

sigue el siguiente teorema.

Teorema 4.2.2. Una solución expĺıcita para el problema (4.157) está dada por

vα(x, t) = gm +
g0

Γ(α)

∫ ηα

0
wα−1Eα,1+ 1

α
,1

(
−w1+α

1 + α

)
dw

− g0
Γ(α)

∫ x/t1/(1+α)

0
wα−1Eα,1+ 1

α
,1

(
−w1+α

1 + α

)
dw

= gm +
g0

Γ(α)

∫ ηα

x/t1/(1+α)

wα−1Eα,1+ 1
α
,1

(
−w1+α

1 + α

)
dw

(4.163)

sα(t) = ηαt
1

1+α , t ∈ (0, T ). (4.164)

donde ηα ∈ R+ es la única solución de la ecuación

Gα(x) = x, x > 0,

y la función Gα está definida por (4.162).

Observación 4.2.4. Para α = 1 en (4.157), tenemos

(i) ∂
∂tv(x, t)−

∂2

∂x2 v(x, t) = 0, 0 < x < s(t), 0 < t < T,

(ii) ĺım
x→0+

∂
∂xv(x, t) = −g0t

− 1
2 , 0 < t < T,

(iii) v(s(t), t) = gm, 0 < t < T,

(iv) s(0) = 0,

(v) ṡ(t) = − ∂
∂xv(s(t), t), 0 < t < T,

(4.165)

y

σ1(w) = w0E1,2,1

(
−w2

2

)
= e−(

w
2 )

2

.
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Entonces, el par

v1(x, t) = gm + g0

∫ η1

x/t
1
2

w0E1,2,1

(
−w2

2

)
dw = gm + g0

√
π

[
erf

(η1
2

)
− erf

(
x

2
√
t

)]
, (4.166)

s1(t) = η1
√
t, t ∈ (0, T ) (4.167)

es una solución al problema de Lamé-Clapeyron-Stefan (4.165), donde η1 ∈ R+ es la única

solución a la ecuación

G1(x) = x, x > 0, (4.168)

con

G1(x) = g0

(
2−

∫ x

0
wσ1(w)dw

)
= 2g0e

−(x
2 )

2

.

lo cual coincide con lo obtenido en [35, 36].

Para finalizar, analizamos la imposibilidad de obtener soluciones autosimilares no constantes

para el problema (4.157) con condición de borde de tipo Neumann clásica.

Observación 4.2.5. Consideremos el problema (4.157) cambiando la condición (4.157)(ii) por

una condición de Neumann de la forma vx(0+, t) = g(t). Entonces, de (4.127) deducimos que

vx(x, t) = B
xα−1

t
α

1+α

∞∑
k=0

ck

(
−x1+α

(1 + α)t

)k

. (4.169)

Observemos que ck < 2 para todo k. Entonces, la serie en (4.169) es convergente para x < 1.

Además, para x = 0, la serie es igual a 1. Por lo tanto, dado que α− 1 < 0, concluimos que

ĺım
x→0+

vx(x, t) = −∞.

Por lo tanto, debe ser B = 0, y de la condición de borde en s(t) deducimos que v(x, t) = gm

y s(t) ≡ 0. Esto nos indica que para obtener soluciones interesantes, si estamos modelando el

flujo con una derivada de Caputo, entonces la condición de Neumann también debe ser dada en

términos de la derivada de Caputo y no en términos clásicos.
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Conclusiones

En esta tesis se estudiaron diversos problemas de Stefan. Por un lado, se obtuvieron solu-

ciones expĺıcitas para un problema de aleaciones binarias con diferentes condiciones de borde.

Adicionalmente, se probaron desigualdades para el coeficiente asociado a la frontera libre. Por

otro lado, se realizó un estudio teórico de un problema de Stefan fraccionario en el espacio, de-

duciendo resultados de existencia, unicidad y regularidad de solución para una condición de tipo

Dirichlet. Para este último caso, se desarrollaron varias herramientas necesarias como un princi-

pio del extremo débil, una condición integral equivalente a la condición de Stefan fraccionaria, un

resultado de monotońıa para la frontera libre, y estimaciones que relacionan normas en espacios

de Sobolev fraccionarios y espacios de interpolación.

Finalmente, se obtuvieron soluciones exactas para el problema de Stefan fraccionario en el

espacio, representada en términos de las funciones de Mittag-Leffler de tres parámetros para

condiciones de borde de tipo Dirichlet y Neumann fraccionaria.

Futuros trabajos

A partir de los resultados obtenidos en esta tesis, surgen varios caminos a seguir para profun-

dizar en los temas desarrollados.

1. El resultado de existencia y unicidad de solución al problema de Stefan fraccionario en

el espacio se obtuvo para un valor de b estrictamente positivo, siendo dicha condición

fundamental en el análisis del problema. Siguiendo la ĺınea de [27], se puede analizar la

existencia de solución para el caso b = 0 como ĺımite de las soluciones para valores de b > 0.

2. Analizar resultados y efectividad de esquemas numéricos aplicados a problemas de Stefan

fraccionario en el espacio.
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3. Encontrar un operador en Rn que generalice a ∂
∂xD

α para el estudio de problemas de Stefan

fraccionarios en el espacio en varias variables.

4. Comparar las soluciones obtenidas en [22] con las soluciones autosimilares para el problema

de Stefan fraccionarios en el espacio.
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