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Resumen

Esta tesis tiene como objetivo describir las concepciones que posee el profesor de
matematica sobre los nimeros reales, identificando las tareas que propone para propiciar
el uso del numero real en el aula y reconociendo caracteristicas especificas del discurso
Matematico Escolar (dAME), concepto tomado de la Teoria Socioepistemoldgica de la
Matematica Educativa, entendido como los consensos que se realizan a fin de introducir
la matematica en el sistema didéctico. Para ello, se ha planteado una metodologia
cualitativa, descriptiva y transversal, un estudio de caso intrinseco compuesto por tres
docentes con titulo de Profesor/a en Matematica (o equivalente), en ejercicio profesional,
que trabajan ensefiando nimeros reales en alguna escuela secundaria del departamento
Rosario, Santa Fe, Argentina. Entre los resultados se advierte el predominio de la
concepcidén conjuntista de namero real, en detrimento de otras concepciones como las
referidas a la medicion de segmentos o la localizacién de puntos en la recta, existiendo
coherencia con las caracteristicas del dME que se han reconocido en las clases
observadas. Esto se traduce en la ausencia de tareas que propicien la construccion de la
recta numérica y la completitud del campo numérico, siendo el aspecto aritmético y
algoritmico el que prevalece.



Abstract

The main objective of this thesis is to describe the conceptions that the mathematics
teachers have about the real number, identifying the tasks that they propose to propitiate
the use of the real number in their classes and recognizing specific characteristics of the
School  Mathematical discourse (SMd), understood, according to the
Socioepistemological Theory of Educational Mathematics, such as the consensus that are
made in order to introduce mathematics into the didactic system. For this, a qualitative,
descriptive and transversal methodology has been proposed, an intrinsic case study
composed of three teachers with a degree of Professor of Mathematics (or equivalent), in
professional practice, who work teaching real numbers in a secondary school in the
department of Rosario (Santa Fe, Argentina). Among the results, the predominance of the
conception of real number like a set is noted, to the detriment of other conceptions such
as those referring to the measurement of segments or the location of points on the line,
existing coherence with the characteristics of the SMd that have been recognized in the
observed classes. This translates into the absence of tasks that propitiate the construction
of the number line and the completeness of the numerical field, with the arithmetic and
algorithmic aspect being the one that prevails.
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Capitulo 1
Introduccion

1.1 PLANTEAMIENTO CONTEXTUALIZADO DEL PROBLEMA
La ensefianza de los nimeros ha sido interés de multiples investigaciones (Bell, 1986; ;
Romero & Rico, 1996; Escolano & Gairin, 2005; Verdun & Caronia, 2010; Carrillo &
Rojas, 2013; Reina et al., 2014). Sin embargo, en su mayoria, el foco ha estado puesto en
los numeros enteros, racionales o irracionales. En comparacion, el estudio de los numeros
reales en el nivel secundario no ha sido tan estudiado y no abundan investigaciones al
respecto.

A su vez, desde la época denominada Matematica Moderna (década del 60) se ha
instalado una presentacion de los nimeros reales basada en la teoria de conjuntos, lo que
implica una presentacion formalizada y descontextualizada, no siendo un contenido
significativo para el alumno. Esto se evidencia al observar usualmente libros de texto de
educacion secundaria (Abalsamo et al., 2013; Jaller A. & Pérez, 2017; Chorny et al.,
2015). Como se vera mas adelante, en su mayoria la presentacion de los nimeros reales
viene dada como una forma de llamar conjuntamente a los nimeros racionales y a los
irracionales. Algunas propuestas utilizan la notacion de conjuntos R = Q U I e incluso
presentan un diagrama de Venn para representar esta definicion y relaciones entre otros
conjuntos numéricos (N c Z c Q). Esta presentacion de los conocimientos matematicos
es propia de la ensefianza tradicional de la matematica. No es extrafio escuchar a los
alumnos preguntar en la clase de matematica ¢esto para qué sirve? Reconociendo a los
libros de texto como un elemento de referencia importante para el profesor de escuela
secundaria, que en numerosos casos utiliza en su practica, y a pesar de todas las criticas
y los fracasos encontrados en la reforma de la Matemética Moderna (Kline, 1976), podria
sospecharse que no se ha logrado plantear una ensefianza diferente mas cercana a las
corrientes didacticas actuales. ¢Cual es la necesidad de construir el conjunto de los
nameros reales? Esta presentacion, ¢deja entrever cuél es la diferencia entre un nimero
real y un nimero racional? ¢ Se trata de un concepto nuevo o es solo una manera de llamar
conjuntamente a los numeros racionales e irracionales?

Si bien se han intentado promover modelos educativos diferentes al tradicional, pareciera
que este modelo predomina aln en la ensefianza de la matematica. Por ejemplo, en el
actual Disefio Curricular de Matematica para la Educacion Secundaria Orientada de la
Pcia de Santa Fe, Argentina (Ministerio de Educacion de la provincia de Santa Fe,
Argentina, 2014a) se plantea una ensefianza a partir de la resolucion de problemas. Sin
embargo, los contenidos estan organizados en ejes dependiendo de si los conceptos
provienen de la rama de la geometria (eje Geometria y Medida), de la aritmética (eje
NUmeros y Operaciones), del algebra o analisis matematico (eje Algebra y Funciones) y
de la estadistica o probabilidad (eje Probabilidad y Estadistica). Si bien se propone a los
docentes plantear situaciones intra y extra matematicas, esas situaciones deben
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concentrarse en el desarrollo y aplicacion de conceptos establecidos y estructurados bajo
un orden l6gico que no siempre es el admitido en su resolucion. Es decir, una situacion
problemaética puede requerir para su resolucion diversos conceptos y procedimientos no
necesariamente provenientes de una misma rama de la matemaética, ni correspondiente al
mismo afio escolar en el que se presenta. Se hace dificil plantear la ensefianza a partir de
la resolucion de problemas con tales restricciones. Tal es el caso del desarrollo de los
nameros a lo largo de la escolaridad secundaria. En el Disefio Curricular mencionado
anteriormente, se plantea la presentacion de los numeros naturales, los racionales
positivos, los enteros, los racionales, los irracionales y luego los reales (siguiendo ese
orden a través de los afos). En el caso de la secundaria técnica, se sigue el mismo orden
agregando al final los nimeros complejos. Esta presentacion responde a criterios de la
I6gica matemaética formal, no siendo el mismo, por ejemplo, que el orden de surgimiento
histérico de estos tipos de nimeros. Se presenta hoy en dia una contradiccion con lo
propuesto por las editoriales, dado que, en los Disefios Curriculares de la provincia de
Santa Fe, vigentes actualmente para educacién secundaria (Ministerio de Educacion de la
provincia de Santa Fe, Argentina, 2011a-j; 2013 a-d; 2014 a-e) la teoria de conjuntos
como contenido disciplinar se encuentra ausente.

Ademas, la formacion del profesorado en la provincia de Santa Fe tampoco favorece un
verdadero cambio: en el Disefio Curricular del Profesorado de Educacion Secundaria en
Matematica de la pcia. de Santa Fe (Ministerio de Educacién de la pcia. de Santa Fe,
2015) no se plantea la ensefianza a los futuros docentes de la formalizacion de los nimeros
reales realizada por Cantor y Weierstrass, la definicion de nimero real como cortadura
de Dedekind, ni tampoco las demostraciones que prueban que el nimero 7 es irracional
y trascendente (a pesar de ser uno de los primeros nameros irracionales presentados en la
escuela secundaria e incluso ya introducido -en su forma aproximada- en la primaria).
Desde mi corto recorrido por institutos de formacion docente y por comentarios de
colegas que trabajan en este ambito, se puede decir que el grado de profundidad de las
teorias matematicas ensefiadas en los profesorados no alcanza el nivel necesario para
poder ensefar los contenidos sefialados, por lo que la teoria axiomética no constructiva
es la ensefiada generalmente a los futuros profesores. Y en los casos donde si son
presentadas las teorias formales del ndmero real (como en algunos profesorados
universitarios), no se profundiza acerca de las duras luchas epistemoldgicas que se
tuvieron que dar para que esas teorias surgieran. Se pierden las razones por las que los
matematicos emprendieron la busqueda ardua de una definicion formal y como era
concebido este concepto antes de esas teorias.

En los cursos de matematica del primer afio de la universidad, donde me desempefio como
docente, he podido observar que gran parte de los alumnos ingresantes no han logrado
una construccion completa del ndmero real durante su transcurso por la escuela
secundaria. Los obstaculos que presentan para la adquisicion de nuevos conocimientos
muchas veces provienen de una falta de conocimientos previos. Por ejemplo, al

preguntarles el resultado de realizar la operacion entre conjuntos [0,2]\ {0}, la

L El simbolo \ denota la resta entre conjuntos.
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respuesta usual suele ser [1,2], a pesar de estar trabajando con intervalos de la recta real.
Esto deja en evidencia que -en numerosos casos- solo reconocen los nimeros enteros.
Otro caso usual, es la descripcion del nimero  como 3,14, no reconociendo su caracter
de irracional. En el caso de definir algunas funciones continuas como, por ejemplo, la
funcién exponencial f: R — R tal que f(x) = e*, suele no ser cuestionada la operatoria
definida para todos los reales. No es habitual que se presenten cuestionamientos tales
como: ¢es posible calcular un nimero irracional elevado a un numero irracional? ;Y aun
namero racional? ;Como se calcula? Quizés sea porque en la ensefianza tradicional nunca
se propiciaron este tipo de preguntas.

Por las razones expuestas, interesa indagar sobre la ensefianza del nimero real en la
escuela secundaria. Se elige este nivel de escolaridad, dado que es donde se plantea su
ensefianza en los documentos ministeriales y ya que es el punto de partida en muchas
carreras universitarias para el aprendizaje de otros conocimientos matematicos (por
ejemplo, la mayoria de las Ingenierias (Universidad Nacional de Rosario, 2014a;
Universidad Nacional de Rosario, 2014b; Universidad Nacional de Rosario, 2018) poseen
en primer afo asignaturas que comienzan con el estudio de funciones en dominio real,
limite, derivada, etc. siendo el nimero real un contenido previo que los alumnos deberian
poseer). Ademas, el aprendizaje de los numeros reales en el nivel secundario es
imprescindible para la comprension de:

- Conocimientos matematicos referidos al mismo nivel (funciones reales continuas,
trigonometria, sistema radian, area y perimetro de figuras planas, volumen de
cuerpos, expresiones algebraicas, ecuaciones, medidas estadisticas, probabilidad,
etc.).

- Conocimientos matematicos referidos a un nivel superior (por ejemplo, del
calculo: limite, derivada, integrales, etc.).

- Situaciones referidas a la vida cotidiana: comprension de unidades de medida de
magnitudes continuas (como peso, tiempo, capacidad, longitud, &rea, etc.),
comprension de indices presentes en noticias periodisticas (por ejemplo, de
indices demograficos en censos, indices de inflacion, indices de intensidad de
movimientos sismicos, etc.), entre otros.

- Conocimientos aplicados a otras ciencias: comprension de fenébmenos quimicos,
fisicos, bioldgicos modelizados matematicamente.

Se elige la Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa (TSME) para
investigar esta problematica, dado que es una teoria que se caracteriza principalmente por
estudiar la construccion social del conocimiento matematico y su difusion institucional.
Esta teoria diferencia la matematica de la matematica escolar, dado que la matematica
construida dentro de la comunidad cientifica no ha sido inventada con fines de ensefianza.
Sin embargo, se la ensefia dentro de un ambito educativo en el cual el saber matematico
sufre un proceso de transposicién derivando en un subproducto que es reproducido en el
escenario ficticio del aula (matematica escolar). Este proceso genera discursos en torno a
los objetos matematicos, a fin de facilitar su comunicacién para la ensefianza. La
consecuencia directa es la descontextualizacion de los objetos matematicos, que genera
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una pérdida de sentido para quien lo aprende. Los consensos que se realizan a fin de
introducir la matemética en el sistema didactico son denominados, en esta teoria, como
discurso Matematico Escolar (dME). EI dME enfatiza la centracion en los objetos
matematicos, ignorando su construccion social dentro del ambito de la matematica que le
da sentido y significatividad. La TSME plantea una ensefianza centrada en las précticas
mas que en los objetos, problematizando el saber. Esta teoria, a su vez, considera la
posibilidad de profundas transformaciones a partir del redisefio del dME. Pero este
cambio solo es posible a partir del empoderamiento docente, es decir, a partir de una
reflexion que se consolida en accion, que permite apropiarse del saber matematico para
transformar la realidad (Reyes Gasperini & Cantoral, 2014). EI empoderamiento docente
es un proceso complejo que no se afianza rapidamente, sino que requiere de tiempo y
constancia para consolidarse en un cambio de mirada y un cambio en la préctica.

Es posible advertir que desde esta teoria, que sera profundizada luego en el apartado
titulado Marco Conceptual, se pone en jaque la epistemologia estructuralista de la
matematica, propia de la Mateméatica Moderna, que atraviesa la ensefianza del nimero
real en la actualidad. Interesa la ensefianza de un saber puesto en uso, que surge en un
cierto contexto y es apropiado por parte de quien lo aprende, dado que se lo construye
desde la mirada de quien lo inventa y de quien lo usa. Este enfoque aporta al estudio de
la ensefianza del numero real, dado que en su presentacion tradicional aparece
descontextualizado y es acompafiado por un cierto dogmatismo: las propiedades no se
demuestran, las operaciones no se definen (se “heredan” de otros conjuntos numéricos),
la representacion de la recta numérica continua no se construye a partir de los nimeros
reales (es presentada desde los primeros afios de la educacién secundaria e, inclusive, en
la educacion primaria). Sin embargo, es posible advertir la gran capacidad que tiene el
docente de poder transformar su practica en forma directa. Es importante, entonces,
indagar como los profesores ensefian el numero real en la escuela secundaria
considerando que, la forma en que lo hagan, estard intimamente relacionada con los
conocimientos y concepciones que disponen para llevar a cabo sus practicas y la manera
en que son atravesados por el dME. Entendiendo por tareas a las actividades, acciones,
ejecuciones y alternancias de dominios llevadas a cabo en una situacién especifica, donde
se pone en juego el uso del conocimiento (Cordero & Flores, 2007), seran aquellas que
proponga el profesor a sus alumnos en el aula las que dejaran en evidencia si se presentan
0 no oportunidades para propiciar el uso del nimero real, entreviendo como el sujeto
actla sobre este conocimiento e identifica a qué propositos sirve y el rol que ocupa en esa
situacion especifica.

En las secciones siguientes se profundizan algunos de los puntos planteados en la
problematica aqui presentada:

1.1.1 Propuestas para la ensefianza del nimero real en los Disefios Curriculares de la
Provincia de Santa Fe. Como esta investigacion se lleva a cabo en escuelas secundarias,
interesa localizar la insercidn de este concepto en los distintos Disefios Curriculares, para,
por un lado, definir su alcance, es decir, identificar cudles son las caracteristicas del
concepto que deberian ensefiarse (contenidos especificos) y como podria hacerse

14



(consideraciones metodologicas), con el objetivo de conocer la formacién en torno a este
concepto que se pretende alcanzar al terminar la educacion secundaria para todos los
ciudadanos (independientemente de la orientacion o tecnicatura que posean las escuelas
secundarias?); y, por el otro lado, anticipar posibles practicas en torno a la ensefianza del
namero real que podrian habitar en escuelas secundarias de la pcia. de Santa Fe (aunque
se reconoce que lo prescripto en los Disefios Curriculares podria no coincidir
necesariamente con las practicas de ensefianza reales). Esto permitira contextualizar (al
menos desde lo prescripto) la ensefianza del nimero real dentro de la matematica escolar.

1.1.2 Revision de propuestas editoriales utilizadas para la ensefianza del numero real.
Se divide en: propuestas utilizadas para la ensefianza secundaria actual, propuestas para
la ensefianza secundaria enmarcadas dentro de lo que se conoce como la reforma de la
Matematica Moderna y propuestas para la ensefianza de educacion superior. Cada libro
analizado plantea un desarrollo distinto para la ensefianza del numero real, lo cual da una
idea de cuales son las propuestas para nivel secundario actuales y como se han planteado
en el pasado en el periodo de la reforma de la Matemética Moderna, pudiendo contemplar
el cambio que se ha producido en el tiempo. El objetivo de esta revision es, entonces,
identificar posibles tareas que los profesores podrian estar proponiendo en torno a la
ensefianza del nimero real en las escuelas secundarias actualmente, y comparar estas con
aquellas que eran propuestas en el periodo de la reforma de la Matematica Moderna.
Ademas, se incorporan las propuestas para la ensefianza del numero real en el nivel
superior dado que eventualmente podrian ser utilizadas durante la formacién docente y
dan una idea de los conocimientos con los que podria contar un profesor de matematica
acerca del namero real.

1.1.1 Propuestas para la ensefianza del numero real en los Disefios
Curriculares de la Provincia de Santa Fe

En la provincia de Santa Fe, Argentina, la Educacién Secundaria puede ser Orientada o
de Modalidad Técnico-Profesional. Los Disefios Curriculares para cada tipo de educacién
conforman un proyecto curricular jurisdiccional, enmarcado en la Ley Nacional N° 26206
de Educacion Nacional, que establece la obligatoriedad para este nivel, cuyo objetivo es
la formacion de adolescentes y jovenes para la capacitacion para el mundo laboral, el
gjercicio pleno de la ciudadania y para la continuidad de estudios superiores (Ministerio
de Educacion de la Provincia de Santa Fe, 2014a). La modalidad técnico-profesional es,
ademas, responsable de la formacién de técnicos medios en areas ocupacionales
especificas y de la formacion profesional (Ministerio de Educacion de la Provincia de
Santa Fe, 2011a).

1.1.1.1 Insercion del numero real en el Disefio Curricular para la Educacion
Secundaria Orientada

La Educacion Secundaria Orientada se divide en ciclo basico (ler y 2do afio) y ciclo
orientado (3ero, 4to y 5to afio), aunque Matematica se presenta como asignatura de la
formacion general en ambos ciclos y en todas las orientaciones (Economia y

2 Este recorrido fue realizado antes de la seleccidn de las docentes que componen la muestra.
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Administracion, Ciencias Naturales, Ciencias Sociales, Ciencias Sociales y
Humanidades, Lenguas, Arte, Agro y Ambiente, Turismo, Comunicacion, Informética, y
Educacion Fisica).

En el Disefio Curricular para Educacion Secundaria Orientada se plantea la ensefianza de
la matematica a partir de la resolucion de problemas. En relacion a esto se expresa:

Si bien la resolucion de problemas siempre estuvo presente en la actividad matematica, en este
marco se la reconoce como un camino para la construccion de conocimientos, diferenciandola de
la concepciodn tradicional en la que los problemas aparecen como la oportunidad para aplicar lo
previamente ensefiado. (Ministerio de Educacion de la pcia. de Santa Fe, 2014a, p. 47)

En el mismo sentido, se sefiala lo siguiente:

Se plantea un trabajo aulico que propicie una actividad a la manera de micro-sociedad cientifica,
en el que se problematice el contenido y los estudiantes tengan oportunidades para interpretar
informacién, establecer relaciones, conjeturar, elegir y construir un modelo para resolver los
problemas, comunicar en forma oral y escrita, argumentar acerca de la validez de los
procedimientos y resultados, elaborar conclusiones, de modo que posibilite la produccion de
conocimientos, aspecto central en la ensefianza. (Ministerio de Educacién de la pcia. de Santa Fe,
2014a, p. 48)

Por otro lado, este Disefio organiza el contenido matematico en cuatro ejes:

Este espacio curricular reconoce cuatro ejes conceptuales relevantes, que se organizan atendiendo
principalmente a lo numérico, lo geométrico, lo algebraico, lo variacional y lo aleatorio. Ellos han
sido denominados: Ndmeros y Operaciones, Geometria y Medida, Algebra y Funciones, y
Probabilidad y Estadistica. Esta presentacion no significa orden, prioridad, ni que debe agotarse
uno antes de empezar el otro. Por lo tanto, es tarea del profesor seleccionar, secuenciar y vincular
los contenidos explicitados en los distintos ejes de estas Orientaciones, favoreciendo la
interrelacién e integracién en situaciones que problematicen el conocimiento. (Ministerio de
Educacion de la pcia. de Santa Fe, 20144, p. 48)

Se hace explicito que la intencién del documento es acompafiar al profesor en sus propias
decisiones, explicitando los aspectos didacticos de cada eje, pero dejandoles cierta
libertad para secuenciar los contenidos intimamente ligados a lo que la problematizacion
del conocimiento y el camino a su construccion requiere.

La ensefianza del namero real se localiza dentro del eje NUmeros y Operaciones,
realizando una descripcion de los contenidos, por afio, como se detalla a continuacion,
complementando estos con consideracion metodoldgicas que se presentan para cada
ciclo.

Ciclo basico

e Primer afo:

Se plantea primero, la ensefianza de los criterios de divisibilidad de nimeros naturales
(N), la exploracion, formulacién y validacion de propiedades relacionadas a multiplos,
divisores y nimeros primos. Continta con la ensefianza de nimeros racionales positivos
en su expresion fraccionaria y como numero decimal para ciertos cocientes. La fraccion
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como razon, porcentaje, escala, probabilidad y como punto sobre la recta numeérica.
Luego, se presenta el contenido nimeros enteros (Z) y, dentro de este, su interpretacion
en diversas situaciones y su representacion en la recta numérica. A partir de esta
representacion, sigue la formulacion de propiedades de equivalencia, discretitud o
densidad de los distintos conjuntos numericos. Con respecto a las operaciones en cada
conjunto, se presenta la elaboracion de estrategias para el calculo (mental, escrito, exacto,
aproximado o con calculadora), la jerarquia de las operaciones y sus propiedades. Por
ultimo, se propone la presentacion de nimeros irracionales y nocién intuitiva de nimero
real, aunque no se especifica sobre qué perspectiva se abordaria.

e Segundo afio:

Para este afio se propone la ensefianza de los nimeros racionales (Q): diferentes
representaciones y formas de escritura (fraccionaria, decimal finita o infinita periddica,
como punto de una recta, notacion cientifica). Las propiedades de equivalencia, orden y
densidad de los numeros racionales, comparando con las propiedades de niUmeros enteros.
Con respecto a las operaciones, se propone la elaboracion de estrategias para el célculo,
la evaluacion critica de los resultados, sus formas de validacion y sus propiedades.

Dentro de las consideraciones metodoldgicas (que engloba al primer y segundo afio), se
reafirma el uso del nimero dentro de la resolucién de problemas:

El estudio de nimeros y operaciones no se reduce a la mera aplicacion rutinaria de algoritmos en la
resolucion de ejercicios complejos, tediosos y repetitivos, sino que debe permitir resolver problemas
intra y extramatematicos, a partir de la seleccion del tipo de calculo segun lo requiera la situacion
presentada, la estimacion y la interpretacion de los resultados y la argumentaciéon sobre su
razonabilidad. (Ministerio de Educacidn de la pcia. de Santa Fe, 20144, p. 51)

Ciclo orientado
e Tercer afo:

Se continta con el estudio de los numeros racionales, especialmente el significado de
fraccion como razén, como punto de una recta y la propiedad de densidad de la recta
numérica. Para esto ultimo, se propone el uso de recursos tecnoldgicos: los tradicionales
en geometria (regla y compas), calculadora y software de geometria dindmica. Se avanza
en el estudio de operaciones y sus propiedades, incorporando la radicacién y la
logaritmacion como operaciones inversas a la potenciacion. Luego, se plantea la
ensefianza de numeros irracionales (I) al reconocer la insuficiencia de los nimeros
racionales en el célculo de algunas medidas (como la diagonal de un cuadrado respecto a
su lado).

Cuarto afio:

Para este afio se propone el estudio de numeros irracionales, especificamente las
expresiones como raices enesimas (su aproximacion por redondeo y truncamiento,
acotamiento del error en funcion de la situacion planteada, el uso de recursos tecnoldgicos
como calculadoras y software). Luego, se plantea la ensefianza de los nimeros reales (R)
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a partir de situaciones que involucren el tratamiento del nimero aureo y la
inconmensurabilidad de segmentos. Por ultimo, se aborda el uso de propiedades para el
trabajo con radicales, argumentando las equivalencias sobre sus distintas formas de
escritura.

e Quinto afio:

Se continta con el estudio del conjunto R, aproximando a partir de sucesiones los

nimeros V2 y m (nocion intuitiva de convergencia). Luego, se propone el estudio de
propiedades de la recta real (densidad y completitud). Se avanza con las nociones de
distancia, involucrando al valor absoluto. Por Gltimo, se plantea la resolucion de calculos
que involucren nimeros reales expresados como radicales aritméticos (operaciones y
propiedades).

Dentro de las consideraciones metodologicas de este ciclo y de este eje, puede encontrarse
la forma en la que se pretende que emerja el concepto de namero real:

A partir de los saberes previos de los estudiantes respecto de los Nimeros Racionales, en el Ciclo
Orientado se avanzard hacia la nocion de Numero Real en contextos que permitan reconocer la
insuficiencia de aquellos para expresar algunas medidas y resultados de ciertas operaciones.
(Ministerio de Educacion de la pcia. de Santa Fe, 2014a, p. 135)

Dentro de la misma seccion, se sugiere realizar una conexion entre el namero y la medida
involucrando la existencia de segmentos inconmensurables:

Los estudiantes conocen desde la escolaridad primaria la medida como acto empirico y por lo tanto
consideran solamente segmentos estimados como conmensurables. En este Ciclo se deben plantear
situaciones que involucren la conmensurabilidad de segmentos y la interpretacion de la existencia de
segmentos inconmensurables. En lo expresado radica la importancia de estudiar la relacion entre la
longitud de la diagonal de un cuadrado y el lado, ya que la inconmensurabilidad concierne
exclusivamente a objetos matematicos y solo puede ser el resultado de una demostracién y no de una
mostracion, siendo necesario independizar el razonamiento de los ostensivos -palabras, grafismos,
escrituras, gestos y representaciones materiales de todo tipo que se utilizan en la consideracién de un
objeto matematico. (Ministerio de Educacion de la pcia. de Santa Fe, 2014a, p. 135)

En este recorrido se ha podido localizar la ensefianza del nimero real, luego de presentar
los nimeros racionales e irracionales no negativos, en primer afio en forma intuitiva
profundizéndose en el ciclo orientado. Dentro de este ciclo, se plantea el nimero real en
la medida de segmentos inconmensurables y como limite de una sucesion (aunque en
forma intuitiva), en particular de nameros irracionales, como raices no racionales de

nimeros enteros positivos (por ejemplo, v2 y ). También, se presenta el nimero real
como puntos de una recta completa.

1.1.1.2 Insercion del namero real en los Disefios Curriculares para la Educacion con
Modalidad Técnico-Profesional

La Educacion Secundaria con Modalidad Técnico-Profesional, al igual que en la
Orientada, se divide en ler ciclo (1lero y 2do afio) y 2do ciclo (3ro, 4to, 5to y 6to afio). La
asignatura Matematica forma parte de la Formacion Cientifica Tecnoldgica desde lero
hasta 5to afio de todas las tecnicaturas y, en la mayoria, también en 6to afio (las
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tecnicaturas en Disefio y Comunicacion Multimedial, Disefio y Produccién de Joyas,
Informatica Profesional y Personal, Pesca y Acuicultura, y Administracion y Gestion
poseen la asignatura Matematica Aplicada en su Disefio Curricular, en vez de
Matemética, en el ultimo afio de escolaridad). Se realiza a continuacion, una descripcion
de los contenidos presentados en relacion al nimero y las operaciones, por afio, hasta
Ilegar al concepto de namero real:

e Primer afo (ler ciclo):

Se plantea la ensefianza del namero entero, presentandolo como numero relativo (en
situaciones para determinar temperatura, nivel del mar, etc.) y como resta de nimeros
naturales (en situaciones de pérdidas y ganancias). Se sigue con la comparacion entre
nameros enteros, la definicion de distancia y su representacion en la recta numérica. Se
sugiere la clasificacion de diferentes tipos de numeros en los distintos conjuntos
numéricos (N,Z, Q, 1), aunque no queda claro en qué momento se presentaron los
conjuntos Q e 1. A continuacion, se propone primero la interpretacién de nimero racional
como cociente entre nimeros enteros y luego el uso de diferentes representaciones
(fraccionaria, expresion decimal, notacion cientifica, como punto de la recta numérica).
Se plantea el analisis de similitudes y diferencias entre propiedades que se cumplen en Z
y Q (orden, discretitud y densidad). Ademas, se propone el reconocimiento y el uso de
las diferentes operaciones en @Q, en sus diferentes expresiones, segun la situacion que se
presente (Ministerio de Educacidon de la Provincia de Santa Fe, 2011a).

e Segundo afio (ler ciclo):

Se continua con el estudio de los numeros racionales, recuperando el concepto de nimero
natural y entero en los diferentes contextos, incluso los procesos histéricos que llevaron
a la construccion de los conjuntos numéricos en las distintas culturas. Se propone la
aproximacion por redondeo y truncamiento, y el calculo del error cometido. Ademas, se
sugiere el andlisis de las operaciones y sus propiedades en Q, como extension de las
elaboradas para Z. Se plantea el reconocimiento de la insuficiencia de los nimeros
racionales para expresar la relacion entre la longitud de la circunferencia y su diametro,
y entre un cateto y la hipotenusa de un triangulo rectangulo. Por Gltimo, se sugiere el
andlisis de propiedades de discretitud, densidad y aproximacion a la idea de completitud
de los diferentes conjuntos numéricos (aunque no queda claro si se presentd aun el
conjuntos de los numeros reales), estableciendo relaciones de inclusion entre ellos
(Ministerio de Educacion de la Provincia de Santa Fe, 2011a).

e Tercer afio (2do ciclo):

En la mayoria de los Disefios Curriculares (en este ciclo aparecen diferenciados por
tecnicatura), se plantea la ensefianza del namero real en tercer afio, posterior a la
introduccion del concepto de ndmero irracional. Luego de una revision de todos los
Disefios Curriculares (Ministerio de Educacion de la Provincia de Santa Fe, 2011 b-j,
2013 a-d, 2014 b-e), puede decirse, en general, que los contenidos que se plantean son: el
reconocimiento entre nimeros racionales e irracionales, aproximaciones por redondeo y
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truncamiento, propiedades de orden, densidad y continuidad en R, representacion en la
recta numérica de nameros reales, intervalos de numeros reales, operaciones con
radicales, potencia de exponente racional y completitud de R.

En los afios superiores de este ciclo se continta con el estudio de nimeros complejos,
series numeéricas, funciones, limite, derivada e integrales, segin la mayoria de los Disefios
Curriculares.

Se puede observar en la modalidad Técnico-Profesional de la Educacion Secundaria, a
los nimeros reales como conjunto numeérico, a partir de laampliacion de otros, heredando
sus propiedades. Ademas, se puede distinguir al nimero real como puntos de una recta
en la cual se analizan propiedades como la densidad y la completitud. En general, se hace
hincapié en la operatoria dentro de cada conjunto numérico y el estudio de sus
propiedades.

En este recorrido se ha podido observar en qué afio/s de escolaridad se pretende lograr la
ensefianza del nimero real, los contenidos que se deberian desarrollar y en qué orden se
propone hacerlo. Esto permite contextualizar al nimero real dentro de la matematica
escolar y comprender de mejor manera la probleméatica planteada. Para seguir
profundizando en esta linea, se realiza a continuacion la revision de propuestas editoriales
utilizadas para la ensefianza del numero real en distintos niveles y en distintos contextos.

1.1.2 Revision de propuestas editoriales utilizadas para la ensefianza del
numero real

1.1.2.1 Revision del capitulo Numero Real en libros de Matematica actuales para
nivel secundario

Para la siguiente revision se han tenido en cuenta algunos libros para educacion
secundaria, propuestas de editoriales argentinas muy difundidas, editados dentro de los
ultimos diez afios. Para la seleccion se consulto a profesores en ejercicio profesional en
el nivel secundario del dpto. Rosario acerca de los libros que son utilizados o consultados
usualmente. Se han elegido aquellos que poseen un capitulo denominado NUmero Real
(o equivalente), independientemente para qué afio de la escuela secundaria esta dirigido,
y que desarrolle con mayor profundidad este contenido dentro de la misma serie de libros
(cabe aclarar que los libros de referencia no son editados en Santa Fe, ni siguen los
lineamientos de los Disefios Curriculares descriptos en el punto 1.1.1, puesto que, o bien,
tales libros no existen, o bien, no se han encontrado tales libros referenciados por los
profesores anteriormente mencionados). Como ya se ha mencionado consideramos los
libros de texto como un elemento de referencia importante para el docente, que en muchas
ocasiones consulta y utiliza para la planificacion de sus clases. Despues de un examen
exhaustivo, y dada la coincidencia general que existe en el contenido de estos libros, se
han seleccionado tres de ellos que resultan caracteristicos de tres tendencias diferentes: la
primera, en la que se hace hincapié en la operatoria de nimeros reales por sobre otras
caracteristicas; la segunda, en la que se desarrollan diferentes caracteristicas del nimero
real de forma mas balanceada; y la tercera, en donde el foco recae con mayor peso en el
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aspecto geométrico y en las situaciones problematicas. En cada uno de los capitulos, se
analiza la presentacion de nuamero real y los diferentes tipos de actividades que se
proponen al alumno. Se expone a continuacion, un resumen del desarrollo de los
contenidos y una descripcion del tipo de actividades propuestas:

En Abalsamo et al., (2013), se presenta primero un problema para trabajar con nimeros
racionales, que implica calculo de porcentajes. Luego, se define el conjunto de los
nameros enteros de la siguiente manera:

El conjunto de los nimeros enteros estd formado por los nimeros negativos, los positivos y el
cero. (Abalsamo et al., 2013, p. 9)

En la seccion de numeros enteros, se presentan sin introduccion ni ejemplificacion,
propiedades de la potenciacion y radicacion de forma genérica, aunque no se indica qué
tipo de nameros representan las letras presentes en las formulas. Luego, se presentan
reglas para la realizacion de célculos combinados y la jerarquia de las operaciones, y, por
ultimo, se define cuando un entero es divisible por otro, el divisor comin mayor (dcm) y
el maltiplo comin menor (mcm). Las actividades que siguen a esta seccidn, requieren
aplicar propiedades de potenciacion, radicacion, realizar calculos combinados y hallar el
dcm y el mem de numeros dados.

El capitulo continta desarrollando nimero racional, definiéndolo como una expresion de
la forma %, donde a y b son enteros y b distinto de cero. Luego, se menciona como pasar

de una fraccion a su expresion decimal y viceversa (sin razonamientos que argumenten
el procedimiento), clasificando estas en exactas o periodicas (puras o mixtas). Se sigue
con operaciones combinadas, potenciacion y radicacion de numeros racionales. Las
actividades tienden en su mayoria al calculo numérico, siguiendo reglas que fueron
presentadas con anterioridad. En menor proporcion, se proponen actividades para
comparar, ordenar y clasificar nameros racionales.
Luego, se introducen los nameros irracionales, definiéndolos como expresiones con
infinitas cifras decimales no periddicas. A continuacion, se afirma que no pueden
expresarse como fraccion. Se ejemplifica, brindando las primeras cifras decimales de los
nimeros ,v/2 y /5. Se explica un procedimiento, mediante el teorema de Pitagoras, para

marcar sobre la recta el punto correspondiente a +/5. Por Gltimo, se define al conjunto de
los nimeros reales y se presentan dos propiedades:

El conjunto de los nimeros reales (R) estd formado por todos los nimeros racionales y los
irracionales.
El conjunto de los nimeros reales es:

»  Denso: entre dos nimeros reales siempre existe otro nimero real.

» Continuo: a cada punto de la recta numérica le corresponde un nimero real.
(Abalsamo et al., 2013, p. 25)
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Las actividades que siguen tienen por objetivo clasificar en racional o irracional un
namero real, representar raices cuadradas de enteros positivos en la recta numérica, acotar
nameros irracionales por enteros, y operar con radicales.

El capitulo continda con notacion cientifica y aproximacion, exponiendo un
procedimiento para obtener la forma deseada. Por ultimo, se introducen los intervalos
reales como una forma de representar subconjuntos de nimeros reales (aparte de la forma
coloquial, simbolica y gréfica en la recta numérica).

Se puede observar una presentacion del nimero real como conjunto. Las actividades
propuestas hacen hincapié en la resolucion algoritmica de calculos numéricos, a partir de
procedimientos dados. No se presentan problemas o situaciones que evidencien cudl es la
necesidad de aplicar un tipo de representacion o procedimiento. De la misma manera, se
exponen las definiciones de forma descontextualizada. Las propiedades presentan falta
de precision en el lenguaje utilizado y no se demuestra su validez en el campo numérico
en el que se enmarcan.

En Jaller & Pérez (2017), se inicia el capitulo con una actividad que pide aproximar con
calculadora algunos numeros irracionales. También, se menciona a la escuela pitagérica
y a los conocimientos que tenian acerca de los nimeros racionales e irracionales (en
términos de segmentos conmensurables o inconmensurables) pero no profundiza en estos
conceptos, quedando en el plano de lo anecd6tico. Luego, se sefiala la existencia del
namero 7 (aunque no se lo relaciona con el perimetro de la circunferencia) pidiendo
investigar cuantos decimales tiene. A continuacién, y con el titulo de Ndmeros
Irracionales, se presentan los diferentes conjuntos numéricos (Figura 1).

Figura 1. Definiciones de los diferentes campos numéricos

-

( * ¢Racional o irracional?

+ Como se vio en el Capitulo 1, todos los niimeros que pueden expresarse como una fraccion son racionales (). Entre
ellos se encuentran los nimeros naturales {[¥), por ejemplo, 25, los enteros (£), como 8 y —8B, los decimales exactosy
los periddicos, como 35y 1,2
Sn embargo, hay nimeros que no pueden expresarse como fraccién y que, en consecuencia, no son racionales. Por
eso se los llama irracionales.

Los nimeros 7y ¢ son irracionales. También son irracionales las raices no enteras de nimeros naturales, como V"’? 0

J5, entre otras.

* Los nimeros racionalesy los irracionales forman el conjunto de ios nimeros reales ([2).

Nota. Tomado de “Entre nimeros III” (p. 50), por A. Jaller y M. Pérez, 2017,
Santillana.

Se observa una presentacion de numero real como conjunto, en donde la distincion entre
numero racional e irracional es la caracteristica de poder expresarse 0 no como fraccion.
Las actividades propuestas tienen como objetivo clasificar numeros en racionales o
irracionales, obtener diferentes representaciones de un numero racional, representar
graficamente raices cuadradas no enteras de nimeros naturales (a partir del teorema de

22



Pitagoras), comparar diferentes niumeros (a partir de la calculadora o del crecimiento de

la raiz cuadrada, por ejemplo, al afirmar que 2 < /5 < 3 ya que V4 < /5 < +/9), operar
con radicales (sin contexto o en un contexto geométrico, al hallar el &rea o el perimetro
de una figura con sus datos ya establecidos), aproximar un racional o un irracional por
truncamiento o redondeo (a partir de una regla), expresar subconjuntos de nimeros reales
a partir de una inecuacion, a partir de un intervalo o a partir de un gréfico (y pasar de una
representacion a la otra).

En este capitulo se puede observar un mayor equilibrio en las actividades repartidas en
cada seccion, que permiten comparar, operar, representar en la recta numérica, aproximar
y representar subconjuntos de diferente manera. Sin embargo, el aspecto geométrico en
la medicion de segmentos presentada inicialmente no se retoma a lo largo de la propuesta.
No se estudia cuando dos segmentos son conmensurables o0 inconmensurables.

En Chorny etal. (2015), se inicia cada seccion con uno o varios problemas y sus
respectivas resoluciones para luego generalizar los conceptos. El capitulo comienza con
problemas de proporcionalidad directa en aplicacion a un problema de mezcla de jugo
concentrado y agua, conversion en diferentes unidades de longitud y de ubicacion de
paquetes de golosinas. En cada problema debe plantearse una proporcion o una razoén.
Luego, se define el conjunto de los numeros racionales como aquel formado por los
enteros y los fraccionarios no enteros, es decir, a todo nimero expresable como fraccion.
Cabe aclarar que el término fraccion es definido con anterioridad, como la razén
(cociente) de nimeros enteros. Las actividades que siguen son del estilo a las trabajadas
en los ejemplos. Se continta con problemas en donde se realizan construcciones con regla
y compas para marcar racionales, a partir de uno dado, en la recta real (trasladando
segmentos, dividiendo a la mitad, sumando segmentos, etc.). Se concluye que la suma,
resta, multiplicacién y divisién de nimeros racionales es otro namero racional. A partir
del teorema de Pitagoras, se demuestra que la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuyos
catetos miden 1 metro, mide v2 metros. Observando una extensa aproximacion decimal
de v/2 se sospecha que no posee periodo. A continuacion, se demuestra que v/2 no es un

namero racional, por el método de reduccion al absurdo. Luego, se concluye que v2 no
es racional y, por lo tanto, es irracional. Se sigue con otro problema en donde se estudia
la relacién entre el lado de un pentagono y una de sus diagonales. Posteriormente, se
define error absoluto de una aproximacion. Las actividades propuestas tienen por
objetivo: reflexionar acerca de la relacion entre el perimetro de una circunferencia y su
didmetro, clasificar numeros dados como raices de numeros racionales en racionales o
irracionales, calcular el error cometido al aproximar un namero irracional con una
fraccion, observar y reconocer un patron en las cifras decimales de un nimero para luego
clasificarlo en racional o irracional, representar en la recta numérica raices cuadradas
irracionales.

Luego, se define a los nUmeros reales como union de racionales e irracionales (R = Q U
I). Se enuncia la completitud de la recta numérica indicando que a cada punto de la recta
le corresponde un nimero real (y viceversa). A continuacion, se demuestra que la suma
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de numeros racionales es un numero racional, que la suma de dos irracionales no siempre
es racional, que la suma de un racional y un irracional es irracional, y que todas las
operaciones anteriores dan como resultado un numero real. Se enuncia lo siguiente:

= Las operaciones elementales entre nimeros reales dan resultado real;
=  Todo nimero real tiene opuesto;
=  Todo nimero real tiene reciproco (excepto el 0).

Recordemos que en ninguln caso esta definida la division por 0 ni la raiz con indice
par de nimeros negativos. (Chorny et al., 2015, p. 16)

Las actividades siguientes proponen la ubicacién de puntos relacionados con una medida
establecida en la recta, la comparacion de ndmeros reales para su ordenamiento, la
resolucion de ecuaciones e inecuaciones con modulo a partir de una mirada gréfica, la
realizacion de operaciones entre nimeros reales a partir de situaciones geométricas, el
calculo de los primeros términos y determinacion del término general de una sucesion (a
partir de una situacion geométrica o aritmética).

La propuesta de este libro gira en torno a la resolucion de problemas, por lo cual, la
definicion de conceptos o0 enunciacion de propiedades pierde protagonismo (a diferencia
de las propuestas anteriores). Se observa una definicion de nimero real como conjunto,
aunque se hace foco en el aspecto geométrico del nimero por sobre el aritmético.

1.1.2.2 Revision del capitulo Numeros Reales en libros de texto para el nivel
secundario enmarcados en la reforma denominada Matematica Moderna

La reforma de la Matemética Moderna tuvo lugar a partir de la década del 60, y sus
cambios fundamentales consistieron en la ensefianza de la matematica a partir de la teoria
de conjuntos v las estructuras algebraicas. Una de las criticas al plan tradicional era que
los alumnos aprendian matematica mecanizando procedimientos y memorizando
demostraciones. La reforma vendria a solucionar este problema, ensefiando la matematica
l6gicamente, comprendiendo el razonamiento detrds de cada paso, evitando la
memorizacion y, de esta manera, superando las dificultades. La interpretacion Idgica era
tradicionalmente utilizada para la ensefianza de la geometria: se comienza con los
axiomas y las definiciones para luego deducir conclusiones, que se llaman teoremas. Por
lo tanto, el mayor cambio en este aspecto fue en el campo de la aritmética y el algebra
(Kline, 1976)

Se han seleccionado dos libros representativos de esta corriente que poseen un capitulo
denominado NUmeros Reales y estan destinados al 4to afio de bachillerato. Presentan en
su desarrollo puntos en comun, pero también diferencias, aspecto por el cual han sido
seleccionados para esta revision. Dado que se puede observar una epistemologia
dominante estructuralista, resulta interesante analizar como se ensefiaba el nimero real
en esta época en particular. De cada unidad de cada libro se analizan los contenidos
desarrollados, la presentacion de numero real y el tipo de actividades que se propone al
alumno.
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En Lopez (1969), se puede identificar dentro del capitulo Numeros Reales diferentes
secciones:

Revision de los nimeros racionales. Comienza el capitulo definiendo la division
entre nameros enteros de la siguiente manera: “a:b = c¢ & a = b.c” (p. 16). Se
aclaran los casos en donde a = 0 0 b = 0. También, se observa que sia # 0y
b # 0, la division es posible en el caso que |a| es maltiplo de |b|. Se concluye
que 17: 3 no tiene solucidn en el conjunto de los nimeros enteros y, por lo tanto,
s necesario crear nuevos entes o nimeros, denominados racionales, de la forma

%donde b # 0y a, b son numeros enteros. A continuacion, se demuestra que entre

. . . , . + .
dos racionales cualesquiera a y B hay siempre otro nimero racional “Z—ﬁ, es decir,

la media de los nimeros a y 3. Se afirma que este nimero es racional dado que

la suma de dos racionales es racional y la division entre un racional y 2 es un

. . . a+p
racional. Luego, se generallza este proceso planteando questy = 0 entonces

pueden encontrarse la media entre ¢ y y, y entre y y B. Siguiendo este
razonamiento, se concluye la propiedad de la densidad: “entre dos nimeros
racionales distintos existen, siempre, infinitos nimeros racionales” (p. 18). Se
continta con la representacion de racionales en la recta, dividiendo la unidad en
dos, tres y cuatro partes, ejemplificando cémo localizar los puntos que
corresponden a fracciones de denominadores dos, tres o cuatro (Figura 2).

Figura 2. Representacion de los nimeros racionales en la recta

Tomado de “Matematica Moderna para 4° Ano del Bachillerato Liceo de
Sefioritas y Escuelas de Comercio” (p. 19), por A. Lopez, 1969, Stella.

Los ejercicios de esta seccion, consisten en calcular la media entre dos nimeros

racionales dados y hallar la relacion entre los puntos representativos entre
46816
2032 g

Existencia de los nimeros irracionales. Esta secciéon comienza con la localizaciéon
sobre la recta numérica del punto m’, correspondiente a v2 (Figura 3).
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Figura 3. Localizacion del punto correspondiente a v/2 sobre la recta

Tomado de “Matematica Moderna para 4° Afio del Bachillerato Liceo de
Sefioritas y Escuelas de Comercio” (p. 20), por A. Lopez, 1969, Stella.

Mediante propiedades de triangulos, se concluye que 1 < om < 2. Aplicando el
teorema de Pitagoras, se demuestra que om = V2 y, por lo tanto, 1 < V2 < 2.
Luego, se concluye que v2 no es un nimero entero. Se continda con la
demostracion de que v/2 no es un nimero racional, por el método de reduccion al
absurdo. Esto es, suponiendo que v2 = %, siendo a 'y b primos entre si, se llega a

una contradiccion de los supuestos y, por lo tanto, v2 no puede ser un nimero

racional. Se denomina, entonces, a v/2 un nimero irracional. Se concluye que, de
manera analoga, pueden ubicarse en la recta numérica a los puntos representativos

de v3,v5,vV6,v7,v/8,4/10,/11, ... y los de sus respectivos opuestos afirmando
que también se trata de numeros irracionales. Luego, se demuestra que los

nameros de la forma i%\/i son numeros irracionales, siendo % un namero
racional positivo. Nuevamente, se utiliza el método de reduccion al absurdo y se
supone que %\/7 € Q, pero al multiplicarlo por % (otro nimero racional) se
obtiene por resultado el nimero irracional v2, aunque se sabe que el producto de
dos racionales es igual a un numero racional. Esta contradiccion resulta de lo
supuesto al comienzo, por lo cual %\/7 es un namero irracional. Por ultimo, se
pone en correspondencia biunivoca el conjunto de los nimeros racionales con el
conjunto formado por los nimeros de la forma i%ﬁ, siendo % € QS, dejando

en evidencia que si bien el conjunto de los nimeros racionales es un conjunto
denso en la recta numérica, sobre la recta hay muchisimos mas puntos
representativos de los nimeros irracionales ya que son también irracionales los

nameros de la forma i%\/?, + %\/ﬁ i%x/ﬁ, etc.

A continuacion, se acota cada vez con mayor precision el nimero v/2 a partir de
numeros racionales (Figura 4).
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Figura 4. Sucesiones de racionales que acotan inferior y superiormente al

ndmero v2
| <2< 2
1.4 CAf2:Z 1S
141 < 2 < 142
1414 < /2 < 1415
14142 < 2 < 14143

Tomado de “Matematica Moderna para 4° Afio del Bachillerato Liceo de
Sefioritas y Escuelas de Comercio” (p. 24), por A. Lopez, 1969, Stella.

Se identifican dos sucesiones de numeros racionales (las columnas primera y
tercera que se forman en las desigualdades de la Figura 4). La primera sucesion
resulta creciente en el sentido positivo de la recta y estd acotada superiormente
por cualquier término de la segunda sucesion. En cambio, la segunda sucesion es
decreciente en el sentido negativo de la recta numérica y la diferencia entre
términos correspondientes de las dos sucesiones se hace cada vez méas pequefia a
medida que se avanza. Se concluye que estas dos sucesiones tienden a un mismo

nimero que es v/2. Se llama a ese nimero limite comin de ambas sucesiones y se
observa que ese limite no pertenece a ninguna de las dos sucesiones.

Nameros reales. Se comienza definiendo los nimeros reales de la siguiente
manera: “con los niimeros racionales y los irracionales formamos el conjunto de
los nimeros reales que designaremos con R” (p. 27). Luego, se afirma que entre
los puntos de la recta numérica y el conjunto de los nimeros reales se establece
una relacién biunivoca, por lo cual, se expresa que el conjunto de los nimeros
reales es completo y, por esta propiedad, se designa a la recta numérica con el
nombre de eje o recta real.

Operaciones con nameros reales. Para la suma de nimeros reales se definen las
siguientes propiedades: es cerrada (si @ y 8 son nUmeros reales, a + 8 es también
un namero real), es uniforme (la suma de @ y S es Unica), es conmutativa, es
asociativa, tiene elemento neutro (el 0, pues ¢ + 0 = 0 + a = «a), todo elemento
a € R tiene inverso (—a, pues a + (—a) = 0). Al elemento -a se le llama
opuesto de a. Luego, se define larestaentre a y S comoa —f = a + (—f), es
decir, se suma al minuendo el opuesto del sustraendo. De manera anéloga, se
presentan propiedades de la multiplicacion entre nimeros reales (entre ellas la
propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la adicion) y se define
la division. Para la potenciacion se realiza solo la observacion de que todo lo
estudiado para la potencia de base racional y exponente entero tiene validez para
la potenciacion de base real y exponente entero. A continuacion, se ahonda en el
estudio de la radicacién y las propiedades de los radicales aritméticos,
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demostrando cada una de ellas. A partir de ejemplos, y utilizando las propiedades
previamente demostradas, se exponen procedimientos para extraer factores fuera
del signo radical, hallar la minima expresion de un radical e introducir factores
bajo el signo radical. Luego, se definen radicales semejantes para presentar
diferentes casos de operaciones con radicales (adicion, sustraccion, multiplicacion
y division). Mediante un ejemplo, se explica racionalizacién de denominadores,
dividiendo el andlisis por casos. Por altimo, se define la potencia de exponente
racional, demostrando propiedades (distributiva respecto a la multiplicacion y la
division, producto de potencias de igual base, cociente de potencias de igual base
y potencia de potencia).

Ejercicios y problemas. Los problemas son relativos a determinar si un nimero es
racional o irracional, a calcular la media entre dos nimeros racionales dados, a
ubicar en la recta numérica los puntos que corresponden a numeros reales con
raices cuadradas y a operar con radicales (estos ltimos tipos de ejercicios son los
que predominan en las actividades). Los Gltimos dos ejercicios son de contexto
geométrico, a diferencia de los anteriores que no tienen contexto, pero su objetivo
es la operatoria entre radicales aritméticos.

En Vazquez de Tapia et al. (1983) se pueden identificar diferentes secciones dentro del
capitulo Nimeros Reales, detalladas a continuacion:

Presentacion intuitiva de los irracionales y los reales. Se realiza primero la
observacién de que todo nimero racional puede ser expresado como un decimal
periddico, dando varios ejemplos (considera periodo 0 0 9 en el caso de los enteros
0 decimales exactos). Luego, se construye a partir de una ley de formacién
expresiones decimales no periodicas. Se concluye que estos nimeros no podran
expresarse como razon de enteros (ya que carecen de periodo) y, por lo tanto, se
los denomina numeros irracionales (nimero de infinitas cifras decimales no
periodicas). A continuacion, se demuestra que v2 no es un nimero entero, ni un
namero racional (similar a lo expuesto en Lopez, 1969). Luego, se considera el
conjunto de los nimeros reales como R = Q U Iy, en consecuencia, todo niumero
real es un nimero con infinitas cifras decimales periddicas o no periodicas. Los
autores consideran a esta una idea intuitiva que se trata con mayor profundidad en
las siguientes secciones. Los ejercicios de aplicacion de esta seccion consisten en

escribir tres nimeros decimales no periédicos y en demostrar que V4 es un
namero irracional.

Los nameros reales definidos por clases de pares de sucesiones mondtonas
convergentes equivalentes. Se comienza con un ejemplo de dos sucesiones, la
primera monotona creciente y la segunda monétona decreciente, para las cuales
cada término de la primera sucesion es menor que su correspondiente de la
segunda sucesion y la diferencia entre dos términos correspondientes puede
hacerse menor que cualquier nimero positivo &, a partir de un cierto valor n
(Figura 5).

28



Figura 5. Ejemplo de sucesiones mondtonas convergentes

Tomado de “Matematica 4” (p. 46), por N. Vazquez de Tapia, A. Tapia de
Bibiloni y C. Tapia, 1983, Angel Estrada y Cia.

Luego, se denomina a cada par de sucesiones que cumplen con estas propiedades,
monotonas convergentes. A continuacion:

- Se denomina elemento frontera al valor L, que es mayor a todo elemento de la
primera sucesion y menor que todo elemento de la segunda sucesion.

- Se enuncia (sin demostracion) que el elemento frontera es unico.

- Se muestra otro ejemplo de sucesiones monétonas convergentes, pero cuyo
elemento frontera es un ndmero irracional obtenido a partir de una ley de
formacion.

- Se definen como equivalentes a los dos pares de sucesiones mondtonas
convergentes que tienen el mismo elemento frontera, citando ejemplos. A partir
de esta relacién, se enuncia sin demostracion, que esa relacion es reflexiva,
simétrica y transitiva (es de equivalencia).

- Se define un nimero real como la clase de equivalencia de pares de sucesiones
monotonas convergentes (se identifica a cada clase de equivalencia con su
elemento frontera).

Los ejercicios de aplicacion de esta seccion consisten en probar que dos
sucesiones dadas son mondtonas convergentes 0 en generar un par de sucesiones
que lo sean.

El cuerpo de los reales. Para esta seccion, se vuelve a la definicion intuitiva de
nameros reales como R = Q U . Como el conjunto de los numeros reales esta
conformado por todos los nimeros con infinitos decimales peridédicos o no
periddicos, los autores afirman que es natural generalizar las reglas de adicion y
multiplicacion de los numeros decimales (ya que en la practica se trabaja con
aproximaciones de numeros irracionales). Se enuncia, entonces, que en R se
cumplen las mismas propiedades para la adicion y la multiplicacion que en Q v,
en consecuencia, el conjunto de los numeros reales tiene estructura de un cuerpo
conmutativo con respecto a cada una de estas operaciones. Se continda
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reconociendo un isomorfismo entre el conjunto Q y un subconjunto de R,
estableciendo una correspondencia entre cada nimero racional y un nimero real
definido por la clase de pares de sucesiones mondtonas convergentes que tengan
como elemento frontera a dicho nimero racional. En este sentido, se afirma que
el conjunto de los numeros reales es una ampliacion de los nimeros racionales.

Algunos nameros reales especiales. En esta seccion, se construyen pares de
sucesiones mondtonas convergentes que definen a los nimeros V2, w y e. En el
caso de /2, se obtiene a partir de desigualdades de la potencia (por ejemplo, 1,4 <
V2 < 1,5 pues 1,42 <2 < 1,52). Para el nimero m, se forma un par de
sucesiones cuyos términos son los cocientes de los perimetros de los poligonos
inscriptos y circunscriptos a una circunferencia, por el diametro de la misma. Para
el numero e (el nimero de Nepper), se considera el par de sucesiones x, =

1\" 1\+1 . .
(1 + Z) ey, = (1 + ;) para demostrar que lim x, = lim,_,,y, = €.
n—-oo

Los reales en la recta numérica. A partir de dos sucesiones mondtonas
convergentes {x,} e {y,}, que definen a v/2 (Figura 6), se introducen intervalos
de la recta de la forma [x,,y,],con n € N. Se denomina a estos intervalos,
intervalos encajados y se observa que su amplitud puede hacerse tan pequefia
como se quiera, eligiendo términos suficientemente avanzados en las sucesiones.

Figura 6. Sucesiones mondtonas convergentes que definen a v2

x,] [¥a]
1 <Vz2< 2
1.4 <V2< 15
1.41 < \/—é < 1.42
1414 <2< 1415

Tomado de “Matematica 4” (p. 59), por N. Vazquez de Tapia, A. Tapia de
Bibiloni y C. Tapia, 1983, Angel Estrada y Cia.

Se observa que todos los puntos que representan a los términos de {x,} se
encuentran a la izquierda de todos los puntos que representan a los términos de
{yn} Y que existe solo un punto que esta a la derecha de todos los puntos de los
primera sucesion y que estd a la izquierda de todos los puntos de la segunda
sucesion. Llama a este punto elemento frontera o de separacion del encaje de

intervalos. En el ejemplo dado, este punto representa a v/2 (Figura 7).
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Figura 7. Intervalos encajados

] ]

/ +
14— ,/\‘\\> N~~—15 M
141 Y T~1.42
V2

1]

Tomado de “Matematica 4” (p. 61), por N. Vazquez de Tapia, A. Tapia de
Bibiloni y C. Tapia, 1983, Angel Estrada y Cia.

Se concluye que los numeros racionales no cubren la recta, dado que existen
puntos que se corresponden con numeros irracionales.

e Propiedades de los numeros reales. Se enuncian propiedades del conjunto de los
nameros reales: R es un conjunto infinito, no tiene primero ni Gltimo elemento,
es un conjunto totalmente ordenado por la relacion <, es un conjunto denso (entre
dos nimeros reales existe siempre un numero real), el conjunto de los numeros
reales completa la recta (existe una biyeccién entre el conjunto de puntos de la
recta y el conjunto de los nimeros reales, esto es, R es un conjunto continuo).

Los ejercicios de aplicacion que se presentan a continuacién, consisten en:
encontrar los primeros términos de dos sucesiones monotonas convergentes cuyo
valor frontera sea un nimero dado (racional o irracional), para luego representar
sobre la recta los intervalos encajados correspondientes y el punto que representa
la frontera; hallar valores comprendidos entre dos numeros irracionales o
racionales; y dadas dos sucesiones, demostrar gue son monotonas convergentes y
hallar su valor frontera.

Se puede observar que, aunque ambas propuestas consideran una vision conjuntista de
los nimeros reales, cada una de ellas parte desde puntos de vista diferentes: a partir de su
representacion como punto de una recta o a partir de un par de sucesiones convergentes
que tienen el mismo valor frontera (o punto frontera de intervalos encajados). Se
evidencia una gran diferencia con respecto a las presentaciones de nimero real revisadas
en los libros de texto actuales para educacion secundaria, los cuales consideran al nimero
real como la unidn de racionales e irracionales. Existe en estos una simplificacion en su
conceptualizacidn, no siendo definido verdaderamente.

1.1.2.3 Revision de libros de texto de nivel superior para la ensefianza del nimero
real

Se han seleccionado libros de texto para nivel superior, tradicionalmente utilizados en la
formacion de profesores y otros profesionales, que desarrollan el tema nimero real y que
realizan presentaciones diferentes desde el punto de vista conceptual. A continuacion, se
presenta una descripcion de los conceptos desarrollados en cada uno de ellos con el
objetivo de identificar otras formas de presentar el nimero real en el aula (aunque sea de
nivel superior, las propuestas didacticas de nivel secundario pueden estar influenciadas
por aquellas que fueron parte de la formacion de profesores).
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En Stewart etal. (2012), se identifican las siguientes secciones que se detallan a
continuacion:

e El sistema de los nimeros reales, propiedades de las operaciones suma y
producto. Se introduce el conjunto de los numeros reales realizando la
presentacion de los diferentes tipos de nimeros en el siguiente orden: naturales,
enteros (consta de los numeros naturales, junto con sus negativos y el cero),

racionales (numeros de la forma % donde r y m son enteros con m # 0) y los

nameros irracionales (aquellos que no pueden expresarse como fraccion). Luego,
presenta un esquema con el sistema de los numeros reales (Figura 8),
ejemplificando cada tipo de namero.

Figura 8. El sistema de los nimeros reales

Nimeros racionales Numeros irracionales

3 = T T ¥
3+ ~3+ 46, 0.17, 0.6, 0.317 V3, 5.2, 7.

Enteros Nimeros

naturales
-3, =2 . =1, 0.1, 2, 3,...

Tomado “Precalculo. Matematicas para el calculo (62 ed.)”, (p. 2), por J. Stewart, L.
Redlin y S. Watson, 2012, Cengage Learning.

Se afirma que puede probarse con diferentes grados de dificultad que V2, ¥/2, m son
nameros irracionales aungue no presenta ninguna de estas demostraciones.

En un costado de la pagina se observa el siguiente comentario, que hace referencia a
situaciones en las cuales se pone en uso cada tipo de nimero:

Los diferentes tipos de numeros reales fueron inventados para satisfacer necesidades
especificas. Por ejemplo, los nimeros naturales se necesitan para contar, los nimeros
negativos para describir una deuda o temperaturas bajo cero, los nimeros racionales para
conceptos como “medio galon de leche” y ntimeros irracionales para medir ciertas
magnitudes, como la diagonal de un cuadrado. (p. 2)

El capitulo continGa con la representacion decimal de numeros reales, afirmando que si

, . . -, . -y . 1 ~
un namero es racional tiene una representacion decimal periodica (por ejemplo, >= 0,50

2 -~ - - - -
0;= 0, 6). Luego, presenta sin demostracion propiedades de los numeros reales.

e Larectareal. En esta seccion se introduce la representacion de los nUmeros reales
en la recta numérica. Se indica con una flecha la direccién positiva de la recta
(hacia la derecha). Se elige un punto arbitrario O, Illamado origen, que se
corresponde con el namero real 0. Luego, dada cualquier unidad de medida cada
nUmero positivo x esté representado por el punto sobre la recta a una distancia de
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x unidades a la derecha del origen, y cada nimero negativo —x esta representado
por el punto a x unidades a la izquierda del origen. EI nimero asociado con el
punto P se llama coordenada de P. Se denomina a la recta numérica construida de
esta manera, recta real. No se profundiza en la localizacion de un punto que se
corresponda con un numero x, solo se ejemplifica mostrando el contenido de la
Figura 9. Se aclara que a menudo se identifica al punto con su coordenada y se
considera al nimero como un punto sobre la recta real.

Figura 9. Ejemplo de la representacion de nameros reales en la recta

numeérica
111 .
—49 —4.7 —3.1725 “16873 1 V3 42 4.4 4.9999
}4 / . l —-2.63 L —\92‘ \\d: . \‘3 ‘/‘\‘5 ™ \ / /
—-s\N -4 =3 -2 - ot 1 2 3 4t '\ 5
—4.85 0.3 43 45

Tomado “Precalculo. Matematicas para el calculo (62 ed.)”, (p. 6), por J. Stewart,
L. Redlin y S. Watson, 2012, Cengage Learning.

Se afirma que los nimeros reales son ordenados, estableciendo que a < b si b —
a > 0 (geométricamente, a se encuentra a la izquierda de b).

Conjuntos e intervalos. Se define a los intervalos como conjuntos de numeros
reales que se corresponden geométricamente con segmentos de recta. Luego, se
presentan los distintos tipos de intervalos:

Figura 10. Definicién de cada intervalo como conjunto y su representacion

grafica
Notacion Descripcion de conjunto srafica
(a.b) {x|a<x<b} >
a b
(a,b] {x|a=x=b} -
) a b
[a,b) {x|a =x<b} >
a b
(a,b] {x|a <x=b} >
a b
(a, o0) {x|a <x} >
a
[a, ) {x|a =x} >
g a
(—o0,b) {x|x < b} b "
(—o0, b] {x|x = b} b
(—o0, 00) R (conjunto de todos los >
nimeros reales)

Tomado de “Precalculo. Matematicas para el calculo (6 ed.)”, (p. 7), por J.
Stewart, L. Redliny S. Watson, 2012, Cengage Learning.

33



No se aclara que cuando un intervalo no tiene valor extremo a la derecha o a la
izquierda (intervalos infinitos), su presentacion es una semirrecta y no un
segmento.

Valor absoluto y distancia. Se define el valor absoluto de un nimero a como:

asia=>0
la| = .
—asia<0

Se agrega que el valor absoluto de a representa la distancia de a al 0 en la recta
real. Luego, se define la distancia entre los puntos a y b como d(a, b) = |a — b|.
Por ultimo, se presentan propiedades del valor absoluto sin demostracion.

En este capitulo, se puede observar una presentacion del nimero real como un conjunto
que surge de la unién de racionales e irracionales. También su representacién como punto
de una recta, al hacer corresponder cada namero real con un punto de la recta vy,
reciprocamente, cada punto de la recta con un nimero real.

En Apostol (1984) se hace explicito que hay muchos métodos para introducir el sistema
de namero reales y que el punto de vista adoptado no es constructivo, sino que se inicia
el proceso en un punto avanzado. Se detallan a continuacion los principales aspectos del
numero real desarrollados en el capitulo:

Axiomas de cuerpo. Se considera a los nimeros reales como conceptos primitivos
que satisfacen un cierto nimero de propiedades que se consideran axiomas. Junto
con el conjunto de los nimeros reales se supone la existencia de las operaciones
adicion (+) y producto (.). Entonces para dos elementos cualesquiera de los reales
x ey, setiene que x + y y x.y (0 xy) son numeros reales. A los signos + y . no
se les asigna otro significado especial que el precisado en los siguientes axiomas:

Axioma 1. PROPIEDAD CONMUTATIVA. x +y = y + x,
Xy = yx.
Axioma 2. PROPIEDAD ASOCIATIVA. (x +y) +z = x + (y + 2);
(xy)z = x(yz).
Axioma 3. PROPIEDAD DISTRIBUTIVA. x(y + z) = xy + xz.

Axioma 4. EXISTENCIA DE ELEMENTOS NEUTROS. Existen dos nimeros reales distintos,
que se indican por 0y 1 tales que para cada nimero real x se tiene:

O+x=x+0=xyxl=1x=x.

Axioma 5. EXISTENCIA DE NEGATIVOS. Para cada nimero real x existe un nimero real y tal
quex+y=y+x=0.

Axioma 6. EXISTENCIA DEL RECIPROCO. Para cada nimero real x # 0 existe un nimero real
ytalque xy = yx = 1.

De los axiomas anteriores se puede deducir todas las leyes usuales del Algebra elemental. (p. 22)
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Ademas, pueden considerarse tres axiomas que refieren a la ordenacion de los
nameros reales. Suponiendo que existe un subconjunto R* c R, llamado conjunto
de los nimeros positivos, que satisfacen los siguientes axiomas:

“Axioma 7. Si x e y pertenecen a R*, lo mismo ocurre con x + y y xy.
Axioma 8. Paratodo real x # 0,0 x € RT 0 —x € R* pero no ambos.
Axioma 9. 0 ¢ R*” (p. 24).

A partir de aqui, se definen las relaciones de desigualdad entre nimeros reales y
se pueden demostrar propiedades como la de tricotomia, transitiva, uniforme, etc.

Por ultimo, debe tenerse en cuenta un axioma necesario para establecer la
existencia del nimero irracional: el de completitud de los nimeros reales.

“Axioma 10. Todo conjunto no vacio S de nimeros reales acotado superiormente
posee extremo superior; esto es, existe un numero real B tal que B=sup S” (p. 31).

Luego, se presentan con demostracion propiedades importantes del sistema de los
nameros reales que se desprenden del axioma del extremo superior, como la
propiedad arquimediana, la existencia de raices cuadradas de los nimeros reales
no negativos y las raices de orden superior.

Interpretacion geométrica de los nimeros reales como puntos de una recta. Se
inicia esta seccién eligiendo un punto de la recta para representar al 0 y otro punto
a la derecha del 0 para representar al 1, indicando que esta eleccion determina la
escala. Luego, se agrega que si se adopta un conjunto de axiomas apropiados para
la geometria euclidiana, se cumple que cada nimero real corresponde a un punto
de la recta y viceversa.

Representacion de los nimeros reales por medio de decimales. La seccion
comienza definiendo la representacion decimal finita de ciertos nameros reales
(aquellos que admiten tal representacion):

Un ndmero real de la forma

_ a1, %2 4 ., 4 n
(1.16) r=aot sttt o

donde a, es un entero no negativo y a,, a,, ..., a, son enteros que satisfacen 0 < a; <9,
se escribe corrientemente en la forma mas breve siguiente:

T = ag.a10;5 ... Ay.
Se dice que ésta es la representacion decimal finita de r. (p. 37)

Luego, se afirma que los nimeros reales de esta clase son necesariamente
racionales y pueden expresarse como r = I(;Ln donde a es un entero (por ejemplo,

35



1 5 1 2 .
-=—=0,50—==—=0,02). Sin embargo, se hace notar que no todos los
2 10 50 100

p . f 1
numeros racionales pueden expresarse de esta manera. Por ejemplo, 3% % Va €
Z puesto que 3a # 10™, vn € N ya que 3 no es divisor de ninguna potencia de 10.
A continuacion se generaliza la representacion decimal para cualquier nimero

real:

No obstante, cualquier nimero real x > 0 puede aproximarse con un error tan pequefio
como se desee por medio de una suma de la forma (1.16) si se toma n suficientemente
grande. La razon de ello puede verse mediante el siguiente argumento geométrico: si x
no es entero, x estd comprendido entre dos nimeros enteros consecutivos, es decir, a, <
x < ay + 1. El segmento que une ay Y a, + 1 puede subdividirse en 10 partes iguales. Si
x no coincide con uno de estos puntos de subdivision, x debe estar comprendido entre
dos de ellos. Esto da lugar a un par de desigualdades de la forma:

a+1
10

a, + ‘11—; <x<ap+2
donde a, esunentero (0 < a; < 9). Se divide ahora, el segmento que une a, + ‘11—3 ya,+
a;+1
10
después de un nimero finito de subdivisiones, uno de los puntos coincide con x, x es un

namero de la forma (1.16). Si no es asi, el proceso contintia indefinidamente y se engendra
un conjunto de infinitos enteros a,, a,,as ... En este caso se dice que x tiene la
representacion decimal infinita

en diez partes iguales (cada una de longitud 1072) y se continda el proceso. Si

X = ay.a,a,0s3 ... (p.38)

Se puede observar que el capitulo expone una definicién de nimero real como un cuerpo
que satisface ciertos axiomas, como puntos de una recta y como el resultado de un proceso
finito o infinito que resulta en una suma de finitos o infinitos términos (representacién
decimal).

En Spivak (1992) se reconocen desarrollos distintos del nimero real, que se exponen a
continuacion:

e Propiedades bésicas de los nimeros. El capitulo comienza enunciando doce
propiedades para nimeros (aungue no se especifica qué tipo de nimeros). El autor
hace explicita su intencion: la de sintetizar conocimientos ya adquiridos en un
namero reducido de propiedades sencillas e inmediatas de los numeros. Estas
propiedades se refieren a las operaciones fundamentales suma y multiplicacion.
Se enuncian a continuacion (se considera a, b y ¢ hiUmeros cualesquiera):

(P1) (Ley asociativa para la suma) (a+b)+c=a+b+0).

(P2) (Existencia de una identidad paralasuma) a+0=0+a =a.

(P3) (Existencia de inversos para la suma) a+(—a)=(-a)+a=0.
(P4) (Ley conmutativa paralasuma) a+b=0>b+a.

(P5) (Ley asociativa para la multiplicacion) a.(b.c) = (a.b).c.
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(P6) (Existencia de una identidad para la multiplicacion)
al=1la=a;1+0.

(P7) (Existencia de inversos para la multiplicacion)

a.a'=a"t.a=1,paraa # 0.

(P8) (Ley conmutativa para la multiplicacién) a.b = b.a.

(P9) (Ley distributiva) a.(b + ¢) = a.b + a.c. (p.11)
A continuacion se enuncian propiedades relativas a desigualdades:

En realidad, conviene considerar el conjunto de todos los nlimeros positivos, representado
por P, como concepto basico y expresar todas las propiedades en funcién de P:

(P10) (Ley de tricotomia). Para todo nimero a, se cumple unay s6lo una de las siguientes
igualdades:

i)a=0.
ii) a pertenece al conjunto P.
iii) —a pertenece al conjunto P.
(P11) (La suma es cerrada) Si a y b pertenecen a P, entonces a + b pertenece a P.

(P12) (La multiplicacién es cerrada) Si a y b pertenecen a P, entonces a. b pertenece a P.
(p-12)

Se reconocen, luego, diferentes clases de nUmeros comenzando por los nimeros
naturales y observando que este conjunto no cumple con propiedades como (P2)
y (P3) (0 y los opuestos de los nimeros naturales no estan contenidos en este
conjunto). Para remediar este problema, se extiende este sistema al conjunto de
los nimeros enteros, pero se observa que (P7) no se cumple (por ejemplo, el

. 1 . - f
inverso de 3 es 3 Y NO €S un numero entero). Se considera, entonces, un sistema

mas amplio: el de los nimeros racionales. Si bien este conjunto verifica todas las
propiedades de (P1) a (P12), existe un conjunto mas amplio que también las
verifica y es el conjunto de los nimeros reales. Este sistema de nimeros reales
contiene a los numeros racionales y a los nimeros irracionales (aquellos que
pueden ser representados por decimales infinitos). Luego, se realiza una
demostracion de que v/2 no es racional. Sin embargo, no se ha demostrado su
existencia. Y su demostracion no puede basarse solamente en las propiedades
(P1)-(P12) puesto que, como (P1)-(P12) también se cumplen para los racionales,
los mismos argumentos podrian utilizarse para demostrar que v2 es racional
(contradiciendo lo que ya se demostrd). Entonces, habra que encontrar mas
propiedades que distingan a los niameros reales de los nimeros racionales. Por lo
cual, se propone al lector adentrarse en el estudio de los numeros reales.

37



Cuerpos. El desarrollo de esta seccion es similar a la de Apostol (1984), por lo
gue no se expone aqui con el fin de no repetir informacion.

Construccién de numeros reales. Aunque no se realiza una construccion de los
conjuntos numéricos N, Z y Q, se explicita que es posible y se supone la existencia
de Q. A partir de alli, se propone demostrar la existencia de un cuerpo ordenado
completo. Para cumplir esta tarea, se desarrolla la descripcion de sus elementos,
que verifiquen las condiciones que lo definen como tal. Luego de hacer explicitas
las suposiciones, se define numero real de la siguiente manera:

Un nimero real es un conjunto o, de niimeros racionales, con las cuatro siguientes
propiedades:

1) Si x esta en a e y €s un nimero racional con y < x, entonces y esta
también en a.

Da+d
a+Q

4) No existe ningln elemento maximo en a; dicho de otro modo, si x
estd en a, entonces existe algin y en a con y > x.

El conjunto de todos los nimeros reales se designa por R. (p. 810)
Luego, se da un ejemplo que clarifique la intencionalidad de esta definicién:
a={x€EQx<0V x?2<2}

En este caso o es un nimero real que se denomina v2. Puede comprobarse que
este conjunto satisface las cuatro propiedades de la definicion. Se observa que un
namero real es un conjunto de nimero racionales. Esto significa que un nimero
racional no es un numero real. Sin embargo, todo nimero racional x puede
ponerse en correspondencia con un nimero real a partir de su identificacion con
el siguiente conjunto: {y € Q:y < x}. Luego, se define la suma, el producto, la
relacién < entre numeros reales y el 0. Ademas, se demuestran la propiedad
conmutativa, asociativa, distributiva, existencia del elemento neutro, del elemento
reciproco, la existencia de cota superior minima para un conjunto acotado
superiormente y propiedades referidas a desigualdades.

Unicidad de los nimeros reales. En esta seccidn, se presenta la definicion de
isomorfismo entre cuerpos. Luego, se enuncia y se demuestra un teorema que
afirma lo siguiente: “Si F es un cuerpo ordenado completo, entonces F es
isomorfo a R” (p. 831). Se aclara que, como dos cuerpos isomorfos pueden
considerarse practicamente idénticos (ya que las propiedades que se cumplan en
uno seran cumplidas automaticamente en el otro), a partir de este teorema queda
demostrado que el cuerpo ordenado de los numeros reales es Unico.
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Se puede observar una definicion de nimero real o bien, como un elemento de un cuerpo
que cumple ciertas propiedades o axiomas, 0 bien como siendo ese nimero real un
subconjunto de nimeros racionales (cortadura de Dedekind).

En Rey Pastor etal. (1969), se desarrolla el numero real desde distintos aspectos
detallados a continuacion:

Segmentos conmensurables e inconmensurables. Se define primero la densidad
de puntos racionales en la recta: “Se ha visto que por pequefia que sea la diferencia
entre dos nimeros racionales a y b, a < b, existen infinitos numeros racionales

b—a

intermedios; por ejemplo: a + Vs 0<v<2"n=123.." (p. 93). Luego,

se menciona una resefia historica del descubrimiento de las magnitudes
inconmensurables atribuido a los pitagoricos. Se continda con la demostracion de
que /2 es irracional (a partir del método de reduccion al absurdo, se prueba que
no puede escribirse como fraccion) y se lo representa en la recta al construir un
triangulo rectangulo cuyos catetos miden 1 unidad y, por consiguiente, su
hipotenusa mide V2. Se traslada la medida de este segmento sobre la recta
numerica para mostrar que no todo punto sobre ella es racional. Se mencionan
casos similares al dado, que surgen al determinar la longitud v/3 de la diagonal de
un cubo cuya arista mide 1, o al hallar la longitud del lado de un cubo cuyo
volumen es 2 (que mide /2). Se afirma que estos resultados son casos particulares
del siguiente teorema: “Si p(x) = x"+ a;x™ 1+ a,x""2+--+a, es un
polinomio en el que el coeficiente del término de mayor grado es uno, y todos los
demas coeficientes a4, a,, ..., a,, Son enteros, entonces la ecuacion p(x) = 0 no
tiene raices fraccionarias (racionales no enteras)” (p. 94). Se ejemplifica el
teorema dando la ecuacion polindmica x? —2 = 0, cuyas raices no son
racionales. Sin embargo, existen nimeros racionales x que aproximan a cero el
primer miembro de la ecuacién tanto como se quiera. El autor justifica la
introduccién de los ndmeros irracionales, a partir de la posibilidad de ir
aproximando mas y mas, con nimeros racionales, las soluciones de las ecuaciones
de este tipo. Por ultimo, se introduce el nimero real expresando: “los numeros
racionales, ampliados con los irracionales (no expresables como razon de enteros),
formaran el campo de los numeros reales” (p. 95).

Sucesiones. En este apartado se precisa el concepto de sucesién y de limite de una
sucesion. Se define una sucesion “...como un conjunto infinito, cuyos elementos
repetidos o no, estdn en correspondencia con los nimeros naturales” (p. 95).
Luego, se presentan varios ejemplos y se define sucesion convergente:

En general, la sucesion seré convergente hacia a:
lima, =a
n—oo

cuando para cada nimero € > 0, tan pequefio como se quiera, existe un nimero natural
N = N(e), tal que |a,, — a| < e paratodon > N. (p. 96)
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Por ultimo, se define sucesion monotona creciente y mondtona decreciente.

Aproximaciones decimales y su generalizacion. En este apartado, se observa que
para ocupar la recta mediante un conjunto denso de puntos, no es necesario
considerar todos los puntos racionales, sino que basta tomar aquellos cuyo
denominador es una potencia de 10 (fracciones decimales). Luego, se introduce
la representacion decimal de un niimero racional: “El nimero N representado en
cifras decimales por g.a,a, ... a, tiene la forma:

N=g+a.10" 1+ ay.1072 + -+ a,. 10~ (p. 97).

A continuacion, se aclara que no toda fraccién encuentra su expresion como
fraccion decimal. Es el caso de fracciones irreducibles cuyo denominador
contenga factores primos distintos de 2 y 5. Se ejemplifica el caso con la fraccion

2 . . . ,
o observando que no puede ser decimal dado que implicaria que:

2 -5 —210" = 11s,
11 10n

siendo s un numero entero, lo cual no es posible dado que el primer miembro no
posee el factor primo 11. Entonces, se aproxima por defecto y por exceso el

desarrollo decimal de i (Figura 11).

Figura 11. Acotacion por defecto y por exceso de ﬁ

0-2/11 <1
01<2/11 <02
0,18 < 2/11 < 0,19
0,181 < 2/11 < 0,182

......................

Tomado de “Analisis Matematico Volumen 1.”, (p. 97), por J. Rey Pastor, P.
Calleja y C. Trejo C, 1969, Kapeluz.

Se observa que los miembros extremos de estas desigualdades, determinan una
sucesion de intervalos encajados cuya amplitud sucesiva (1,1071,1072,1073,..)
es tan pequefia como se quiera y acota el error cometido por la aproximacion
respectiva. Luego, para la sucesion creciente (determinada por el extremo inferior
de los intervalos encajados), resulta que la cifra decimal que estd en cualquier
posicion impar es 1y que la cifra decimal que esta en cualquier lugar par es 2, es

. -, . 2 .,y .
decir, que la expresion decimal de o €S periodica. Se generaliza este resultado,
afirmando que “la expresion decimal de cualquier nimero racional que no sea
fraccion decimal es periddica. Reciprocamente, toda expresion decimal periddica

indefinida representa (converge hacia) un numero racional” (p.98). Se da una
demostracién de esta propiedad. Se realiza un desarrollo similar para determinar

aproximaciones decimales por exceso y por defecto del nimero /2, a partir de la
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ecuacion x? = 2. Para esto, se acota el niimero 2 con los cuadrados de expresiones
decimales (Figura 12).

Figura 12. Acotacion por exceso y por defecto de v/2, a partir de la ecuacion

x* =2
12 = 1<8< 2t =4
(14)* = 1,96 < 2 < (1,5): =2,25
(1,41)2 = 1,9881 < 2 < (1,42)* =2,0264
(1.414)* = 1,999396 < 2 < (1,415)%=2,00225
(1,4142)% = 1,99996164 < 2 < (1,4143)° = 2,00024449, ete.

Tomado de “Analisis Matematico Volumen L.”, (p. 98), por J. Rey Pastor, P.
Calleja y C. Trejo C, 1969, Kapeluz.

A partir de aqui, se sugiere la definicién de nimero:

“Numero” es una expresion decimal indefinida, pudiéndose considerar la
fraccion decimal como caso particular de expresion periédica que acaba en
...0...0en ...9... (0,25000...=0,24999...). Entonces, los nimeros racionales
resultan las expresiones decimales periddicas, y los nimeros irracionales, las
expresiones decimales aperiddicas. (p. 99)

Se agrega que este concepto fue el aceptado hasta mediados del siglo XIX. Se
hace la aclaracion de que el sistema decimal de numeracion podria ser
reemplazado por otro y, por ende, la definicibn de numero real debe ser
independiente de su representacion. Por lo tanto, es necesario dar una definicion
de numero por abstraccion, para la cual la relacion de equivalencia quede
establecida de forma precisa. Ademas, se deben definir las operaciones
fundamentales y, para dichas operaciones, se debe poder demostrar el
cumplimiento de las leyes formales de calculo.

Definicién de nimero real por sucesiones de intervalos encajados. Se presenta la
siguiente definicion:

Llamamos monétonas contiguas a dos sucesiones indefinidas tales que:

1° La sucesion indefinida a4,a,, as,...,a; ..., €S mondtona creciente, y la
ay, as, as, ..., a;, ..., €s monotona decreciente; es decir

a1$a2$a3S”'Sai
aj =>ay;=a; = =aq;

IV IA

2° Todo nimero a; de la primera es menor que su correspondiente de la segunda, es decir:
a; < aL-'.

3° La diferencia a; — a; entre dos términos correspondientes llega a ser menor que
cualquier nimero positivo €, desde un valor de i en adelante. (p. 99)

En este apartado se generaliza lo observado en la seccion anterior, puesto que las
condiciones 1y 2 plantean la existencia de intervalos encajados J;, y la condicién
3 determina que la amplitud de estos intervalos puede hacerse tan pequefia como
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se quiera para i suficientemente grande. Se dice que el conjunto lineal de puntos
a; es contiguo al de los a;, por quedar todos los puntos del primer conjunto a la
izquierda de los del segundo y existir pares de elementos de ambos conjuntos tan
proximos como se quiera. Se indica al encaje de intervalos de la siguiente manera:
{a;; a;}. Luego, se denomina elemento de separacion o elemento frontera del
encaje de intervalos, a todo nimero que sea igual 0 mayor que cada uno de los
nameros a;, e igual o menor que cada uno de los a;’. Se argumenta que existe a lo
sumo un numero racional a que sea frontera de {a;, a;}, pues si existiesen dos a;
y a,, no podria ser a; — a; menor que |a; — a,|, contradiciendo la condicion 3.
Se considera la posibilidad de que no exista un punto frontera racional, por lo que
se presenta la siguiente definicion de nimero real (creando el nimero irracional):

Un par de sucesiones mondtonas contiguas de nimeros racionales definen un nimero
real, a={a;a;}, con la condicion de que:
{a;; ai} = {b;, b}, si a; < bj, b; < a;, para cualquier par de subindices i, j. (p. 100)

Lo que se introduce es una relacion de equivalencia entre pares de sucesiones
mondtonas contiguas, para definir a un nimero real como la clase de equivalencia
a partir de esa relacion. En sintesis, se establece la igualdad entre dos nimeros
reales @ y 8 siendo que cualquier aproximacion por defecto de a 0 8 no supere a
ninguna aproximacion por exceso de 8 0 a, respectivamente.

Luego, se enuncia el postulado geométrico de Cantor, que corresponde a esta

!

definicién: “Dada una sucesion de intervalos encajados, J; = [a;, a;], eXiste
siempre un punto a perteneciente a todos ellos” (p.101). Este postulado, se
denomina continuidad de la recta y permite dar la representacion geométrica del
namero real {a;, a;}. A continuacion, se define al cero como el nimero real cuyas
aproximaciones por defecto nunca son positivas y las aproximaciones por exceso

nunca son negativas.

Operaciones fundamentales y desigualdad entre nimeros. En este apartado, se
definen las operaciones adicion, sustraccion, multiplicacion y division y la
relacion de desigualdad de nimeros reales a partir de la definicion dada. Se
establece ademaés, un isomorfismo entre los numeros racionales y los numeros
reales con frontera racional, y en este sentido, se dice que los nimero racionales
son un caso particular de los nimeros reales.

Clases contiguas y cortaduras de Dedekind. Esta seccion comienza con la
siguiente definicion:

Se llaman, en general, clases contiguas a dos conjuntos no vacios, A y A’, de nimeros que
cumplan las condiciones:

1°) Ordenacioén: todo nimero a € A es menor que todo nimero a’ € A"

2°) Contigiidad: Para cada € > 0 existe un par de nimeros a € Ay a’ € A', tales que
a'—a < e. (p.105)
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Luego, se explicita que un ejemplo de clases contiguas en el campo racional es un
par de sucesiones mondtonas contiguas. Esta definicion puede modificarse para
asi obtener lo que se denomina una cortadura en el campo racional, ampliando las
condiciones anteriores de la siguiente manera:

3°) todo nimero menor que un nimero de la clase A o clase inferior, pertenece
a esta clase;

4°) todo nimero mayor que un nimero de la clase A’ o clase superior, pertenece
a esta clase;

... (p. 105)

Se establece una relacion entre la definicion de numero real como sucesion de
intervalos encajados y la definicion de clases contiguas de la siguiente manera:

Una sucesion de intervalos encajados determina siempre una cortadura,
mediante la aplicacion de estas dos condiciones. Reciprocamente, dada una
cortadura {4, A’}, podemos siempre determinar de infinitas maneras pares de
sucesiones monotonas contiguas tales que sus aproximaciones por defecto
pertenezcan a la clase inferior A, y sus aproximaciones por exceso a la clase
superior A’. (p. 105)

A continuacion, se establece cuando una cortadura define a un nimero irracional:

1°) Existe un nimero racional no clasificado a. Entonces, los nimeros de la
clase inferior son los nimeros menores que a, y los nimeros de la clase superior,
los mayores que a. EI nimero a determina la cortadura, y reciprocamente, la
cortadura define a.

4°) Todos los nimero racionales quedan clasificados, sin que la clase inferior
tenga méximo ni la clase superior minimo. Entonces la cortadura define un
namero irracional a, que resulta mayor que todos los nimeros de la clase inferior
y menor que todos los nimeros de la clase superior. (p. 106)

El propio autor (Rey Pastor et al., 1969) realiza una referencia historica respecto
a la teoria aqui presentada: Dedekind defini6 el nimero real mediante cortaduras
en 1872, mientras que las clases contiguas fueron introducidas por Capelli en
1897. Pero existe otro método para introducir los nimeros reales a partir de series
de Cauchy, desarrollado en 1872 por Méray y Cantor, y que a partir de aportes de
Lipschitz, Arzela y Bachmann, fue evolucionando hasta ser el de las dos
sucesiones mondtonas contiguas expuesta por los autores del libro. Interesa
sefialar esta referencia dado que estas teorias seran retomadas en el analisis
histdrico-epistemoldgico del numero real, ubicado dentro del Capitulo N° 2.

La seccién continta definiendo la desigualdad, la suma y la multiplicacion de
numeros reales a partir de la definicion de cortadura, haciendo explicito que
pueden demostrarse todas las leyes formales. También, se afirma que puede
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probarse que el sistema de los nimeros reales definido mediante cortaduras es
isomorfo al definido por sucesiones de intervalos encajados. De esta manera, es
posible decir que todos estos sistemas corresponden a un concepto de nimero real
que es, en este sentido, Unico.

e Conjuntos lineales: intervalos. Este apartado comienza sefialando que los
conjuntos de nimeros reales se llaman lineales por la correspondencia biunivoca
que se puede establecer entre los puntos de una linea recta y los nimeros reales,
una vez fijado un sistema de abscisas (es decir, un punto origen O, un punto
unidad U, que determinan la unidad de medida, y el sentido positivo sobre la
recta). Se enuncia el principio fundamental de la geometria analitica: “cada punto
de la recta tiene una abscisa real, y a cada abscisa real corresponde un punto” (p.
108). Se define en esta seccion intervalo cerrado, intervalo abierto, distancia entre
dos puntos, intervalos infinitos, entorno de un punto (y, junto con este, entorno a
la izquierda y entorno a la derecha de un punto).

Puede observarse en el desarrollo del contenido de este libro, cierta similitud con lo
expuesto en Vazquez de Tapia et al. (1983), puesto que uno de sus autores (Julio Rey
Pastor, espafiol y nacionalizado argentino) fue el introductor de la matemética moderna
en nuestro pais. Sin embargo, la precision en las definiciones y el desarrollo de la teoria,
asi como las referencias histdricas que se realizan en la introduccion de nuevos conceptos,
hacen enriquecer la busqueda de diferentes formas de conceptualizar el niamero real.

1.2 PREGUNTAS DE INVESTIGACION Y OBJETIVOS

1.2.1 Preguntas de investigacion

Con este recorrido sobre los libros de texto para la ensefianza del numero real en
educacion secundaria se puede advertir la gran distancia que existe entre la forma en que
se plantea la ensefianza del nimero real actualmente y aquella en que se lo ensefiaba hace
unas décadas atras. Como se ha visto en la introduccion, con el fracaso de la Matematica
Moderna se ha perdido rigurosidad en la ensefianza de las teorias matematicas y, en el
caso del nimero real, ha traido aparejado una simplificacion de su definicién al punto de
no ser una verdadera construccion del concepto. Sin embargo, se aprecia la gran
capacidad que tienen los docentes para transformar sus précticas en forma directa al tener
la posibilidad de formarse permanentemente y acceder a otra bibliografia que permita
profundizar los conocimientos ya adquiridos acerca del nimero real (como los libros
correspondientes al nivel superior analizados). Se considera que las concepciones que
posean respecto al numero real, ya sean sus conocimientos asi como las decisiones que
tomen en cuanto a sus propuestas didacticas y las tareas que propongan a sus alumnos,
determinaran la forma en que se ensefie este conocimiento. A su vez, estas concepciones
estaran atravesadas por el dME dado que los consensos en torno a la matematica escolar
siempre estan presentes en la practica docente ya sean de forma consciente o inconsciente.
Por lo cual, reconocerlo en la ensefianza del nimero real permitira comprender de mejor
manera las concepciones que poseen los profesores de matematica en relacion a este
concepto.
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Por todo lo expuesto anteriormente, se plantean las siguientes preguntas que guiaran toda
la investigacion:

¢ Cuales son las concepciones que poseen los profesores de matematica sobre los nimeros
reales?

¢Cuales son las tareas que presentan los profesores de matematica para propiciar el uso
del nimero real en el aula?

¢Cuales son las caracteristicas especificas del discurso Matematico Escolar en torno al
concepto de numero real?

1.2.2 Objetivos
Se plantea para este trabajo de investigacion el siguiente objetivo general:

e Describir las concepciones que poseen los profesores de matemaética sobre los
nameros reales.

Y los siguientes objetivos especificos:

e Identificar las tareas que proponen los profesores de matematica, para propiciar el
uso del numero real en el aula.

e Reconocer las caracteristicas especificas del discurso Matematico Escolar en
torno al concepto de nimero real (discurso numérico escolar).

1.3 PERSPECTIVA METODOLOGICA
Para esta investigacion se ha planteado una metodologia cualitativa, descriptiva y
transversal. El disefio es un estudio de caso intrinseco dado que interesa investigar la
ensefianza del nimero real en la escuela secundaria por parte de profesores de Matematica
en toda su particularidad y su caracter ordinario. Para llevarlo a cabo se han seleccionado
tres docentes con titulo de Profesor/a en Matemética (o equivalente), en ejercicio
profesional, que trabajan ensefiando nimeros reales en alguna escuela secundaria del
departamento Rosario, Santa Fe, Argentina. Atendiendo a los conocimientos que un
docente posea y a las decisiones que pueda tomar en cuanto a sus propuestas didacticas y
las tareas que propongan a sus alumnos, los profesores que conforman este estudio han
sido escogidos de manera que contemple variedad precisamente respecto a estas
caracteristicas, esto es, la formacion y la trayectoria profesional de los mismos (tabla 1).

Tabla 1. Docentes participantes de la investigacion

Egresada de un profesorado terciario de la pcia. de Santa
Docente A Fe. Ejerce la docencia en escuelas secundarias del dpto.
Rosario.
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Egresada de un profesorado universitario. Ejerce la
Docente B docencia en escuelas secundarias del dpto. Rosario y en
nivel universitario.

Egresada de un profesorado universitario. Ejerce la
docencia en escuelas secundarias del dpto. Rosario y en
nivel universitario. Realiza investigacion en el &mbito
universitario.

Docente C

Uno de los instrumentos utilizados para la recoleccion de los datos es la observacion de
clases (de caracter no participante), durante el desarrollo de la unidad NUumeros Reales
para reconocer indicios de un discurso numeérico escolar generalizado. Otro instrumento
es el material didactico de clase, que tiene por objetivo indagar los tipos de tareas que
propicien el uso del numero real en el aula. Ademas, se han llevado a cabo dos sesiones
de entrevistas semiestructuradas, una de las cuales se ha disefiado de tal manera que cada
pregunta actie como un reactivo® que permita identificar si el docente posee una
concepcidn de namero real predominante. Para el disefio de tales entrevistas se ha tenido
en cuenta las diferentes concepciones del nimero real que serdn presentadas en el
Capitulo N° 2 Antecedentes y Marco Conceptual, luego de un recorrido histdrico
epistemoldgico del nimero real.

Para el procesamiento de los datos se ha realizado la desgrabacién de las entrevistas y un
registro narrativo de observaciones de clases de cada docente para luego organizar los
fragmentos textuales de los indicadores pertinentes a cada modalidad de cada categoria
de analisis.

Para la credibilidad y transferencia (interna y externa) se propone:

- Estancia prolongada en el campo: entre las sesiones de entrevistas y las
observaciones de clase, se intentara establecer un vinculo de confianza con los
docentes de la muestra.

- Triangulacion de los datos: comparacion permanente entre lo que el docente dice
que hace (entrevistas), lo que el investigador interpreta que hace (observaciones)
y lo que el docente propone hacer en su clase (material didactico utilizado en las
clases).

Puede verse la justificacion y el desarrollo en detalle de la metodologia adoptada, junto
con las categorias de analisis, en esta investigacion en el Capitulo N° 3 Metodologia y
Disefio de Investigacion.

3 Se define “reactivo” en el Capitulo N°3 Metodologia, en el apartado 3.3.2 Entrevistas.
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Capitulo 2
Antecedentes y Marco Conceptual

2.1 ESTADO DEL ARTE

Es para destacar la escasa cantidad de estudios que se han encontrado, que analizan las
concepciones acerca del numero real en docentes. Por tal razon, a la hora de realizar la
busqueda no se ha restringido el afio de publicacién y se ha ampliado la seleccion hacia
aquellos articulos que analizan concepciones* del niimero real en alumnos de educacion
secundaria o universitaria, sobre todo los que refieren a la formacion de futuros
profesores. Se han identificado estudios que analizan concepciones del nimero irracional
o racional, pero solo se han considerado los que trabajan sobre el ndmero real. Para
realizar la revision de la literatura de este trabajo, se han utilizado ecuaciones de busqueda
en buscadores académicos seleccionando fuentes primarias, como articulos de revistas de
educacion y tesis de maestria/doctorado, en esparfiol o inglés. En una segunda etapa, se
han consultado las referencias bibliograficas presentes en los articulos seleccionados,
comenzando con los mas actuales. Se han agrupado los estudios en las siguientes
secciones:

2.1.1 Estudios didacticos sobre el uso del nimero real. En esta categoria solo se encontro
una investigacion enmarcada en la TSME, una tesis de maestria que analiza los usos del
namero real en la obra de René Descartes. Si bien no se trabaja con alumnos o docentes,
resulta de interés para analizar las concepciones presentes en la obra matematica desde el
punto de vista de los usos que puede darse al nimero real, dentro del marco tedrico
adoptado en esta tesis.

2.1.2 Estudios que indagan concepciones acerca del numero real en docentes. En esta
categoria se han encontrado dos estudios que indagan las ideas propias sobre el nimero
real y las que pueden anticipar en sus alumnos, en docentes en ejercicio profesional.

2.1.3 Estudios que analizan concepciones acerca del nimero real en alumnos. Se han
seleccionado estudios que indagan conocimientos y/o dificultades en el aprendizaje del
namero real presentes en los alumnos, dado que se considera que en estos analisis se
manifiestan las concepciones que estos poseen (aunque no se haga referencia a la palabra
concepcidn especificamente).

2.1.1 Estudios didacticos sobre el uso del nimero real

- Fregueiro, 2014. Se realiza una resignificacion del namero real a partir de un analisis de
las obras de René Descartes identificando los usos de este concepto. Interesa
particularmente este matematico dado que es el primero en vincular la estructura

4 Se concibe al término concepcién como pluralidad epistemoldgica del concepto, pero también como
conocimientos que posee el sujeto respecto al nimero real, que es atravesado por el dME. Este concepto
serd profundizado en la siguiente seccion denominada Marco Conceptual.
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aritmética de los numeros con un contexto geomeétrico. La autora reconoce tres usos del
namero real en la obra de Descartes:

- el uso geométrico-aritmético: asociando a cada segmento un numero real, el cual
denota la longitud del mismo. Cabe aclarar que se limita el uso de nimeros reales
positivos construibles con regla y compas, dado que existen nimeros, tales como
7, e, V2, para los cuales no es posible construir un segmento de tal medida bajo
procedimientos euclideos. Este uso se evidencia a partir de la construccion de
algoritmos geometricos para las operaciones aritméticas de los numeros
(multiplicacion, division, potenciacion y raiz cuadrada).

- el uso geométrico-algebraico: se evidencia en la posibilidad de expresar una
variable como la medida desconocida de un segmento y una ecuacién algebraica
dada como una relacion entre segmentos. La solucion de una ecuacion adquiere
un nuevo significado en este uso.

- el uso geométrico-analitico: asociando cada ecuacion algebraica a un problema
geométrico y viceversa.

Cada uno de estos usos permiten resignificar el namero real positivo construible como
segmento, las operaciones aritméticas, las ecuaciones algebraicas, la solucién positiva de
una ecuacién (como relaciones entre segmentos) y los problemas geométricos (que
encuentran su formulacién en el contexto algebraico y viceversa). Identifica dos
intencionalidades sociales vinculadas a la creacion de la obra La Geometria, por parte de
Descartes. La primera responde a la conviccidén de Descartes de crear un método (el
método cartesiano) que posibilite generar una Ciencia Universal. En su obra intenta poner
a prueba su método. La segunda esta vinculada a la resolucién del problema de Pappus®,
sin resolucion hasta ese momento. Fue necesario pasar su formulacion, en contexto
geométrico, al contexto algebraico estableciendo relaciones entre segmentos con
ecuaciones algebraicas. La autora reconoce que Descartes acorta la brecha entre
magnitudes y numero, dado que en su trabajo no hace distincion entre medidas
conmensurables e inconmensurables considerando como nimero tanto a los racionales
positivos como a los irracionales positivos algebraicos construibles.

2.1.2 Estudios que indagan concepciones acerca del nimero real en docentes
-Branchetti, 2017. Se realiza un estudio de caso, en el que se entrevista a un profesor con
doctorado en Matematica acerca de la ensefianza y aprendizaje del nimero real en la
escuela secundaria. Se utilizé el modelo Schoenfeld (Schoenfeld, 2010) para identificar
cudles son sus recursos, metas y orientaciones en el proceso de toma de decisiones. Los
resultados evidencian que el conocimiento del docente acerca de los nimeros reales es
avanzado. Aunqgue conoce las cuestiones formales e historicas del nimero real, prefiere
evitarlas por completo en la introduccion del concepto para simplificar lo maximo
posible. Declaré pasar repentinamente de intuiciones de continuidad y un conjunto de

5 Problema de Pappus:
Dadas 2n rectas, encontrar el lugar de los puntos tales que el producto de sus distancias, bajo
angulos dados, a n de esas rectas esta en una relacién dada con el producto de las distancias,
bajo dngulos también dados, a las otras n rectas. (Hernandez, 2002, p. 40)
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nameros con diferentes representaciones a un significado formal implicito de R.
Reconoce la dificultad que tienen los alumnos para trabajar con algunas representaciones
del nimero real en este nivel, pero nunca cuestiona que puedan no ser utilizadas. Ademas,
mostré dudas epistemologicas acerca de la existencia de los nimeros irracionales. La
autora concluye que, aunque un docente posea un conocimiento avanzado en matematica,
las dudas epistemoldgicas y la orientacion personal pueden llevarlo a evitar cuestiones
formales para la ensefianza de un concepto tan complejo como el nimero real, derivando
en un enfoque trivial y esteril.

-Ferrero & Montoro, 2011. Se investiga las anticipaciones que puede realizar los
profesores en ejercicio sobre las ideas que poseen sus alumnos en cuanto al concepto de
namero real. Realizan entrevistas semiestructuradas a 10 docentes que trabajan en nivel
secundario o en la universidad, orientadas hacia el conocimiento pedagdgico del
contenido y el conocimiento de los alumnos. En los resultados puede verse que la mayoria
considera como contenidos prioritarios en el nivel medio a las operaciones, relacion de
orden, representacion en la recta, magnitudes, representacion decimal y otras
representaciones, mientras que cardinalidad, completitud y densidad son asignados a un
nivel superior. Observan la dificultad en sus alumnos para reconocer a T como numero
irracional y para distinguir la existencia de infinitos irracionales. La mayoria de los
docentes admite que la recta numérica sirve para visualizar y comprender la relacion de
orden entre nimeros, aungue tres de ellos afirman que no aporta a reconocer los distintos
tipos de nimeros por marcar irracionales con su aproximacion racional.

2.1.3 Estudios que analizan concepciones acerca del numero real en alumnos
-Rizos & Adam, 2022. Se investigan las concepciones que poseen estudiantes de
Matematica de primer afio acerca del nimero real, en cuanto a los criterios que utilizan
para distinguir entre nimeros racionales e irracionales y para localizarlos en la recta
numeérica utilizando Unicamente regla no graduada y compas. Un total de 60 estudiantes
de un curso de célculo online (ya que la investigacion transcurri6 durante la pandemia del
COVID 19) acceden a participar del estudio, en el cual deben responder un cuestionario
que presenta preguntas referidas a la representacion, el orden, la densidad y la operatoria
de los nlimeros reales, tales como: “;cudl es la razon entre la diagonal de un cuadrado y
su lado?, ¢el cociente de dos racionales siempre es un numero racional?, ¢puedes
encontrar el nimero racional que sigue inmediatamente después del namero 2/5? (p. 4).
En la mitad del semestre, se selecciona a un nimero reducido de estudiantes y se los invita
a dos reuniones de dos horas cada una, en las cuales se presenta un marco historico y
filosofico de los nimeros racionales e irracionales, se prueba que el nimero 2 es
irracional y se muestra un procedimiento para representarlo en la recta numérica

utilizando métodos euclideos. Al finalizar el semestre, se convoca a los 60 estudiantes y

.. « , 2 1 V2
se les da la siguiente tarea: ‘“Para los numeros dados -,-,mw, \/3,7, encontrar su

5’3
localizacion exacta en la recta numérica. Para aquellos nimeros que no sea posible
localizar, explicar de forma completa la razon. Para cualquier nimero que sea posible
localizar, indique la ubicacién exacta, describiendo en detalle el proceso” (p. 4). Los

resultados permiten observar que el principal criterio que tienen los estudiantes para
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distinguir entre nimero racional o irracional es el nUmero de digitos decimales del nimero
y la existencia o no de periodo. Ademas, la estrategia m&s cominmente utilizada para
representar a los nimeros en la recta numérica fue la conversion a nimero decimal, luego
el redondeo y, por ultimo, su ubicacion en la recta. Si bien los estudiantes reconocieron
el valor de las construcciones geométricas, las autoras conjeturan que la virtualidad
impidio una interaccion adecuada.

- Fong etal.,, 2020. Se realiza un cuestionario abierto en el cual se examina las
concepciones acerca de la divisibilidad infinita de un segmento de un grupo de 238
estudiantes de Matematica en un Instituto de Formacion de Profesores de Malasia. Los
investigadores clasificaron cualitativamente los diferentes tipos de pensamiento segln
tres formas de dar sentido al conocimiento: percepcion (sacar conclusiones a través de los
sentidos), operacion (accion fisica como medir, contar y simbolizar cosas como un
concepto mental manipulable en forma de simbolismo operativo) y razén (relacionado
con la construccion del conocimiento formal en sistemas axiomaticos basados en
definiciones formales y pruebas). Los resultados muestran una predominancia en el
pensamiento infinito potencial (como proceso) por sobre el pensamiento infinito actual
(como objeto). Es decir, hubo mas estudiantes que concibieron que la divisibilidad de un
segmento siempre podra dividirse repetidamente contra una minoria que concibe que el
segmento dejara de dividirse en un punto especifico, dando lugar al infinito actual. Un
21% presentaron respuestas inconsistentes, cambiando sus respuestas de infinito
potencial a infinito actual, indicando inestabilidad en su pensamiento.

-Mendoza etal., 2018. Se realiza un analisis estadistico descriptivo de los errores
cometidos por 253 ingresantes a las carreras Ingenieria Eléctrica, Ingenieria en
Agrimensura, Ingenieria en Electronica, Licenciatura en Ciencias Fisicas y Licenciatura
en Ciencias Quimicas al reconocer nimeros como ndmeros reales. Al inicio del ciclo
lectivo 2017, se proporciona a los estudiantes un test diagnostico, que consta de
identificar, de una serie de nimeros dados, aquellos que son reales y/o pertenecientes a
alguno de los conjuntos N,Z, Q,R\ Q. Los resultados evidencian dificultades para
identificar al cero como nimero racional debido a la imposibilidad de verlo como cociente

- . . 0
de enteros en donde el numerador es maltiplo del denominador (como, por ejemplo, Z)'

Ademas, se reconoce que los errores mas frecuentes estan asociados a relacionar
radicandos con numeros irracionales y cocientes con nimeros racionales. Por otra parte,
los autores concluyen que los estudiantes no reconocen (o al menos en su totalidad) la
inclusion de los conjuntos N c Z € Q < Ry, por lo tanto, presentan dificultades para
reconocer a los nimeros reales para posteriormente operar con ellos.

- Montoro, 2014. Se estudia como alumnos con muy diferentes niveles de formacion
matematica conciben a la recta numérica como representacion de los nimeros reales. Un
total de 307 estudiantes (167 de escuela secundaria y 140 de universidad —estos Gltimos
fueron estudiantes ingresantes o avanzados de carreras de formacién Matematica,
Biologia o Educacion Fisica), participaron respondiendo un cuestionario del cual tres
tareas estaban destinadas a alcanzar los objetivos de este estudio. La primera de ellas
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consistio en localizar varios numeros dados en la recta numérica (se proporcionaba la
recta sobre un cuadriculado, con una escala determinada, marcando el 0 y el 1). La
segunda tarea proponia marcar sobre la recta todas las fracciones racionales, luego todas
las raices de esas fracciones y, por ultimo, eliminar los puntos que representan racionales
y analizar qué numeros quedarian en la recta. En la tercera tarea se solicita imaginar un
microscopio de gran potencia que se enfoca sobre un segmento de recta, escribiendo lo
que se observaria si se hace zoom y luego si el aumento es infinito (Robinet, 1986). Para
clasificar las respuestas similares, se realizd un Analisis Factorial de Correspondencia
Multiple. Los resultados muestran diferentes grados de profundidad respecto a la
concepcion de numero: un 7% de los estudiantes reconocen solo a los enteros y no
reconocen la recta como modelo para los reales, un 18% identifican como nimero solo a
los enteros y algunos decimales o fraccionarios, un 26% considera decimales solo hasta
los décimos, un 19% concibe a los reales como los numeros decimales, un 13% considera
a la recta como sostén de magnitudes, un 14% confunden los reales con racionales y un
5% (estudiantes universitarios de Matematica) reconoce que la recta representa a los
reales completos y es continua.

- Cifuentes et al., 2012. Se describe la experiencia llevada a cabo en un taller denominado
“Ingreso a la Formacion Docente”, destinado a estudiantes ingresantes de las carreras
Profesorado de Matematica y Profesorado de Biologia. Se llevaron a cabo nueve
actividades, con el objetivo de trabajar aspectos relacionados con el namero real: la
comprension de la completitud y su asociacion con la continuidad de la recta, la relacion
entre las concepciones sobre el infinito matematico y la comprension del namero real, la
comprension de la densidad y el orden de numeros reales. Se describen resultados de la
actividad 1y 9 unicamente: en la primera se pide clasificar nimeros dados segun criterios
propios y en la segunda se pide imaginar un microscopio con el cual se enfoca una recta
y se hace zoom para luego describir lo que se observaria (actividad extraida de Robinet,
1986). Las autoras concluyen que los alumnos encuestados reconocen la existencia de
algunos nameros irracionales, pero no distinguen que son infinitos; conciben a la recta
como sustento intuitivo de los nimeros reales, aceptando la asociacién uno a uno entre

punto y nimero; confunden niimero con operacion, por ejemplo, v2 es una operacion sin
resolver de un nimero y no un numero en si mismo; y no aceptan el infinito actual, por
ejemplo, al afirmar que 0,999 ... se acerca mucho a 1 pero no es necesariamente 1.

-Berge, 2010. Se realiza un estudio exploratorio cuyo objetivo es dar cuenta de las
percepciones de los alumnos sobre la propiedad de completitud del conjunto de los
nameros reales. Los estudiantes analizados, son alumnos de Licenciatura en Matematica
que realizan tres cursos de Andlisis y Calculo (curso II, 111 y IV). Se realiz6 un
cuestionario a los alumnos de estos cursos y luego se hicieron entrevistas a estudiantes
voluntarios de cada uno de estos. En la primera pregunta de dicho cuestionario se pide
describir cémo le explicaria a un estudiante mas joven que una sucesiéon real no
decreciente acotada superiormente tiene un limite, en la tercera pregunta se pide explicar
qué significa que el conjunto de los nimeros reales sea completo. Para la mayoria de los
estudiantes del curso Il (98/124) la existencia del limite de la sucesion de la pregunta 1
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no parece requerir explicacion. La mayoria de los estudiantes del curso 111 expresaron la
completitud mediante el uso cotidiano de la palabra “completo” o mediante imagenes.
Solo unos pocos estudiantes del curso IV ven a la completitud como una herramienta para
definir nuevos elementos, aunque la mayoria de ellos no sabe qué problemas resuelve la
completitud. La autora concluye que la comprension de la completitud no se desprende
directamente de la resolucion de los ejercicios tipicos que involucran supremos o
sucesiones de Cauchy propuestos.

- Mora Mendieta & Torres Diaz, 2004. Se indagan las concepciones de estudiantes de
Licenciatura en Matematica de Bogota sobre los numeros reales. Utilizan el marco tedrico
correspondiente al enfoque sistémico de la Escuela Francesa de la Didactica de la
Matematica (Brousseau, Chevallard) y se asume la propuesta de Anna Sfard, para definir
“concepcion” en este estudio. De los resultados puede deducirse que las concepciones
que tienen los estudiantes de la muestra son: los nimeros reales como campo ordenado,
los nimeros reales como unién entre conjuntos numéricos y los nimeros reales como
puntos de la recta. Las autoras contrastaron estas concepciones con las
historicas/epistemoldgicas del concepto y no pudieron establecer con exactitud una
correspondencia. Tampoco pudieron encontrar una vinculacion con lo encontrado en
investigaciones del estado de arte, dado que los estudiantes no le atribuyeron al concepto
usos practicos en la cotidianeidad. Por ultimo, consideran conveniente indagar las
concepciones presentes en los profesores de educacion basica y media, dado que las
propias imé&genes mentales sobre el nimero real en los alumnos en formacion docente
estan influenciadas por su instruccion a lo largo de toda su historia académica.

- Crespo Crespo, 2004. Se analiza, en un recorrido histérico/epistemoldgico, los aspectos
principales que influyeron en la construccion del concepto de continuidad, caracteristica
propia del conjunto de los nimeros reales, frecuentemente confundido con el concepto de
densidad. Realizaron experiencias mediante encuestas y preguntas en nifios de primero,
segundo y tercer ciclo de EGB y en alumnos de polimodal. En estas preguntas se
indagaron los preconceptos e ideas que tenian los alumnos acerca del infinito y la
continuidad. Una de ellas presenta una situacion analoga a la paradoja de de Aquiles y la
tortuga®, de Zenon. Pudo observarse que las respuestas obtenidas varian notoriamente
segun las edades de los alumnos. Por ejemplo, el concepto de suma infinita o infinitas
iteraciones no pudo reconocerse posible en los niveles de EGB, respondiendo que la
hormiga claramente llega a su meta, no asi en polimodal, donde incluso pudo entenderse
que se estaba en presencia de una paradoja. En otra de las situaciones propuestas a los
alumnos, se pidid describir lo que observarian si enfocaran una recta en un microscopio
de gran potencia ¢ hicieran “zoom” (situacion basada en Robinet, 1986). Pudo observarse
que la mayoria de los alumnos (sin distincion de edad) percibe a la recta como una cinta
delgada, siendo una minoria la que hace explicito que la recta no tiene espesor. De los
resultados la autora deduce que “una percepcidon incorrecta de la propiedad de

6 Una hormiga quiere recorrer un lado de la mesa. Primero debe avanzar la mitad del trayecto, enseguida
debe continuar con la mitad de lo que le queda, luego con la mitad de lo que le queda y asi sucesivamente.
¢Llegara alguna vez al otro lado de la mesa? (Crespo Crespo, 2004, p.42)
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completitud de los nimeros reales, unida tan solidamente a la continuidad de la recta,
pueden dificultar la comprension de nociones posteriores. Por ello es de gran importancia
hacer hincapié en la ensenanza de estos conceptos” (p. 44).

- Garcia et al., 1999. Se analizan las dificultades que presentan los alumnos al aprender
el concepto de nimero real, desde un enfoque epistemoldgico, curricular y cognitivo.
Elaboraron un cuestionario, realizado a estudiantes que ingresan a los programas de
formacion inicial de profesores de ciencias y matematicas. Pudo observarse que la mitad
de los estudiantes conciben al nimero real como cantidad y la otra mitad como una
representacion de objetos tangibles. En las respuestas se explicita el conflicto de
aceptacion de propiedades periodico/ no periddico de los decimales, como si el término
periddico evitara el infinito puesto que si son periddicos son representaciones de
racionales. Ademas, se evidencia la contradiccion en aceptar que ciertos nimeros si son
reales, pero las representaciones decimales son solo aproximaciones a ellos. En cuanto a
la representacion de los reales como puntos de la recta, surgi6 entre los estudiantes la idea
de puntos gordos como atomos indivisibles, que conservan el orden de siguiente de los
nameros naturales. Por ultimo, los autores concluyen que las dificultades identificadas
obedecen a un orden didactico, propios de la transposicion como conocimiento
matematico escolar.

-Lehtinen et al., 1997. Se realiza una evaluacion a 65 estudiantes en educacion secundaria,
provenientes de tres escuelas de Finlandia, luego de un curso de calculo de 40 hs., en
donde se evalla el concepto de numero, limite y derivada. Se pidi6 que realizaran cinco
tareas (aqui solo se mencionan las que tienen relacidn con el concepto de namero real):

- En la primera, se pidio que ordenaran de menor a mayor un conjunto de nimeros
decimales.

- En la segunda, se preguntd cuantos numeros se encuentran entre 0,99 y 1,
identificando cuél se encuentra mas cerca de 1.

- En la tercera, se presento a los alumnos el siguiente problema:

...una persona comienza a ahorrar dinero para una determinada compra
ahorrando durante el primer mes la mitad del precio de compra, y durante
el segundo mes Yy los siguientes ahorrando la mitad de la cantidad que
ahorrd el mes anterior. Se pidi6 a los estudiantes que concluyeran si la
persona alguna vez ahorrd la cantidad de dinero requerida y que dieran una
explicacion de su respuesta. (p.137)

Luego, se realiza una entrevista a 11 de esos estudiantes con el objetivo de profundizar y
obtener mayor informacion acerca de las concepciones sobre nimeros de los estudiantes.
Los resultados muestran que los alumnos no tuvieron dificultades para realizar la primera
tarea, pero para la segunda solo el 54% argumento que habia infinitos nimeros entre 0,99
y 1 (un 9% dio una respuesta ambigua, un 3% dijo que ninguno, un 22% dijo que habia
una cantidad finita y un 12% no se atrevid a contestar). Un 42% respondid que no podia
determinarse el niUmero mas cercano a 1 (una mayoria responde de forma incorrecta).
Para la tercera tarea, la mayoria (74%) responde de forma correcta que no es posible llegar
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a la cantidad de dinero requerida. En general, las equivocaciones refieren a utilizar el
redondeo para operar. Los autores concluyen que el cambio conceptual de una idea
discreta a una continua de numero resulta mas complicada de lo que suelen pensar los
docentes. Los alumnos del estudio, habian aprobado la prueba del curso de célculo y, por
tal razon, sus profesores pensaban que comprendian de manera adecuada la idea de
continuidad. Hacen hincapié en el hecho de que rara vez ocurre un cambio espontaneo de
nUmeros racionales a nimeros reales en el pensamiento de nifios y adultos.

- Romero, 1996. Se realiza un cuestionario a 74 alumnos de 3° de BUP, con el objetivo
de analizar los modelos mentales y la percepcion de las propiedades de las magnitudes
continuas. El cuestionario consiste en tres preguntas: en la primera pregunta, se pide a los
individuos que busquen y establezcan criterios de clasificacion de nimeros; en la segunda
pregunta, se pide la descripcién de una recta si se le realizara “zoom” (basado en el
cuestionario de Robinet, 1986); y en la tercera pregunta, se propone la manipulacion de
un objeto acotado y completo como se describe a continuacion:

Con las tijeras, cortar la cuerda en dos trozos, iguales o no. Tirar uno de los fragmentos a la basura.
Con las tijeras, cortar la cuerda que nos queda en dos trozos, iguales o no. Tirar uno de los
fragmentos a la basura. Con las tijeras, cortar... (p. 6)

Los resultados muestran, para la primera pregunta, una relevancia significativa de las
propiedades y caracteristicas de los distintos conjuntos numéricos (N,Z, Q, I, R) para
clasificar nmeros. Para la segunda pregunta, se clasifica a los individuos en atomistas y
continuistas, dependiendo si ven en la recta elementos mas o menos estructurados o la
conciben como un todo. Para los primeros, se presentan dificultades o ignoran la
estructura de orden no discreto, los segundos contestan la pregunta con coherencia pero
ignoran tal propiedad. Los resultados de la tercera pregunta, han mostrado que en ningun
caso la descripcion del residuo de cuerda corresponde a un objeto finito, por el contrario,
se lo percibe como muy pequefio o infinitesimal. La autora concluye que el esquema
conceptual del continuo se presenta como un agregado inconexo de iméagenes y de
enunciados de propiedades, causando errores en las situaciones propuestas. También,
evidencia que no se presentan conexiones no triviales entre la geometria y los nimeros,
hecho que relaciona con la caracteristica que mas relevancia tiene para los alumnos: su
forma de escritura.

-Romero, 1995. En su tesis de doctorado estudia la introduccion del nimero real en la
escuela secundaria utilizando la metodologia investigacion-accion, un estudio de caso, en
un curso con alumnos de entre 14 y 15 afios de edad. En este estudio se analizan los
problemas didacticos implicados en la utilizacion de las diferentes notaciones numéricas
para representar a los numeros reales, haciendo hincapié en las representaciones
geométricas analizando sus problematicas particulares y sus potencialidades para la
comprension del concepto de nimero real. Se basan en las nociones de sistemas de
representacion propuestas por Kaput y Duval. En los resultados puede observarse que los
alumnos no tuvieron dificultad para discriminar los decimales periodicos y los no
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periddicos, pero no pudieron suministrar ejemplos e indicar su procedencia al comienzo
(aunque si al finalizar el proceso didactico llevado a cabo). Se ha notado un progreso en
su capacidad de identificar el origen de decimales infinitos no periddicos de distinto tipo:
raices cuadradas, proporciones, solucion de ecuaciones. Los alumnos manifestaron gran
interés por el nimero m y su argumentacion de que tiene una expresion decimal no
periddica, sin embargo, se reconoce la falta de herramientas en este nivel para contestar
esa inquietud. Se pudo observar el desarrollo de las concepciones de algunos alumnos
acerca de la conmensurabilidad e inconmensurabilidad de ciertas longitudes con respecto
a otra tomada como unidad, si bien esta cuestion se revelo ciertamente complicada en este
nivel. En cuanto a las dificultades observadas se menciona la resistencia por parte de los
alumnos a considerar como equivalentes, representaciones de los nimeros reales que
presentaban facetas distintas y exclusivas de cada tipo de representacion, los obstaculos
al discriminar entre niumeros racionales e irracionales a través de los distintos sistemas de
representacion y para distinguir los subconjuntos numéricos incluidos en los reales, los
sistemas de representacion asociados a estos y las relaciones de inclusion entre ellos.

- Robinet, 1986. Presenta un cuestionario en el cual se analizan ciertos aspectos del
namero real en alumnos de 17-18 afios y alumnos de primer afio de educacién superior,
mas concretamente: la nocion de racional y de inconmensurabilidad, la nocion de infinito
y el concepto de continuidad. De los resultados se concluye que los alumnos ven a R
como un conjunto de numeros, que diferencian cada tipo de nimero mediante su escritura,
que conciben a los nimeros decimales como aquellos con una cantidad finita o infinita
de nimeros atras de la coma (generando confusidn pues son considerados menos precisos
que los racionales). Por otro lado, se deduce que los alumnos consideran a la recta como
puntos alineados en fila (uno atras de otro). Afirma que la linea recta no genera
intuitivamente la propiedad de continuidad o la completitud de R, por lo cual debe
trabajarse.

- Monaghan, 1988. Se realiza un cuestionario en estudiantes no universitarios (nivel A)
para indagar su comprension acerca de la representacion decimal de nimeros reales, sobre
todo cuando son el resultado de una serie infinita 0 como limite de una sucesion
convergente. El autor plantea que aunque las caracterizaciones formales de la completitud
de los nimeros reales (por ejemplo, todo conjunto acotado superiormente tiene supremo
0 que toda sucesion de Cauchy tiene limite) pertenecen al dominio de las matematicas
universitarias, formulaciones menos rigurosas deben ser parte de las matematicas
escolares para la comprension un poco mas madura de los nimeros reales. Los resultados
muestran que la vision principal de infinito que poseen los estudiantes es la de proceso
que no tiene fin y, por tal razén, los decimales infinitos son vistos como entidades
dindmicas e incompletas. El autor afirma que es necesario pasar a una vision de infinito
actual para que los alumnos puedan considerar un decimal infinito como un namero real.
Por ultimo, concluye que los docentes deben explorar los conflictos que surgen de sus
propias concepciones al momento de ensefiar este concepto. Establece que se necesita
mas investigacion para evaluar la eficacia de los programas de ensefianza.
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2.2. MARCO CONCEPTUAL
En este capitulo se desarrollan los conceptos pertinentes para llevar a cabo esta
investigacion, enmarcados en una teoria de la Matemaética Educativa y en el campo de la
Matematica, contemplando la historia, la epistemologia y la ensefianza en la educacién
secundaria del nimero real. Se divide en las siguientes secciones:

2.2.1 La Teoria Socioepistemologica de la Matematica Educativa. En este apartado se
exponen las ideas y los principios fundamentales de esta teoria y a partir de los cuales se
define y caracteriza el discurso Matematico Escolar, concepto introducido brevemente en
el planteamiento del problema de esta investigacion.

2.2.2 Recorrido histérico-epistemologico del nimero real. Aqui se realiza una historia
critica del desarrollo de este concepto, analizando los momentos y las causas que lo
hicieron evolucionar, los obstaculos epistemologicos que tuvo que sortear, hasta su
formalizacion a partir de diferentes teorias que conviven y lo caracterizan desde distintos
puntos de vista.

2.2.3 La nocién de concepcion. Se define el término concepcion desde dos perspectivas:
una epistémica y otra cognitiva.

2.2.4 El concepto de tarea: funcion y forma. Se conceptualiza la nocién tarea, funcién y
forma de una tarea. Se ejemplifica para el caso del uso de las graficas (Cordero & Flores,
2007).

La introduccion de cada seccion tiene su proposito en este marco conceptual, y se ird
develando en la lectura de cada una de ellas.

2.2.1 La Teoria Socioepistemologica de la Matematica Educativa: principios
fundamentales y el discurso Matematico Escolar

Tradicionalmente los modelos educativos plantearon curriculos centrados en conceptos,
soslayando los usos de los conocimientos matematicos (Cordero et al., 2015). La Teoria
Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa (TSME) es una teoria cientifica que se
caracteriza principalmente por estudiar la construccién social del conocimiento
matematico y su difusion institucional. Se diferencia de otras teorias de la Matematica
Educativa ya que amplia su mirada, no restringiendo el analisis hacia los objetos
matematicos y sus relaciones, sino considerando como problema educativo la
significacion compartida del objeto mediante su uso culturalmente situado. Esto quiere
decir que los alumnos participan activamente de la cultura matematica, presente en sus
propias experiencias de su vida diaria, dentro y fuera del aula. Para lograr esto, es decir,
la democratizacion del aprendizaje es preciso ampliar el concepto de aula, saber y
sociedad. Esto es posible para la TSME dado que un fundamento sobre el que se apoya
es que “la Matematica, en tanto creacion humana, recrea -a SU manera- la vida misma”
(Cantoral et al., 2014, p. 96). En este sentido, interesa estudiar el saber puesto en uso (y
no estatico), entendiendo por saber al popular, técnico o culto. Debe estudiarse desde la
mirada de quien lo aprende, de quien lo inventa y de quien lo usa; es por esto por lo que
hay que problematizarlo.
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La TSME diferencia la matematica de la matematica escolar, dado que la matematica
construida dentro de la comunidad cientifica no ha sido inventada con fines de ensefianza.
Sin embargo, se la ensefia dentro de un &mbito educativo en el cual el saber matematico
sufre un proceso de transposicion’ derivando en un subproducto que es reproducido en el
escenario ficticio del aula (matematica escolar). Este proceso genera discursos en torno a
los objetos matematicos, a fin de facilitar su comunicacion para la ensefianza. La
consecuencia directa es la descontextualizacion de los objetos matematicos, que genera
una pérdida de sentido para quien lo aprende. Los consensos que se realizan a fin de
introducir la matematica en el sistema didactico son denominados, en esta teoria, como
discurso Matematico Escolar (dME). EI dME enfatiza la centracion de los objetos
matematicos, ignorando su construccion social dentro del ambito de la matematica que le
da sentido y significatividad. EI dME es visto como medio para lograr una participacion
consensuada en el ambito didactico. Al ser el profesor el que comunica verdades
preexistentes a sus alumnos, la construccion social del conocimiento queda rezagada en
el dME. Por esta razon, la TSME plantea que el conflicto en la ensefianza y en el
aprendizaje radica en el propio dME. Identificarlo y redisefiarlo sera, entonces, el camino
para modificar la actividad didactica en Matematica y atender las problematicas
planteadas. Sin embargo, hay que comprender que estos discursos no son responsabilidad
solo del profesor porque, al fin y al cabo, se ha formado bajo el mismo dME y se
convierte, en consecuencia, en su reproductor.

En este sentido, planteamos, que el dME subyace a lo inmediatamente visible, lo ostensible,
explicito u objetivo, los contenidos y sus concepciones: Planes y Programas de estudio, libros de
texto, exposiciones de aula, pero también a las creencias y concepciones de profesores, estudiantes
y comunidad académica en general. (Cantoral et al., 2015a, p.14)

Tradicionalmente, en la didactica de la matematica, se ha tomado como estructura de
estudio de los procesos de ensefianza-aprendizaje el tridngulo didactico compuesto por
saber, alumno y profesor. En la TSME, se amplia el concepto de saber, como saber culto,
popular o técnico; el concepto de alumno, como sujeto individual o colectivo; y el
concepto de profesor, como individuo o como institucion escolar personificada. Pero el
mayor cambio de este tridngulo didactico en esta teoria es la incorporacién de los
contextos sociales 'y las perspectivas culturales para la significacion.

7 Nocién tomada de Chevallard (1997), entendida como el paso del saber sabio al saber ensefiado.
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Figura 13. El triangulo didactico en la TSME

(S) Saver o conecimientn cn uso
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Nota. Tomado de “Socioepistemologia, Matematicas y Realidad” (p. 107), por R.
Cantoral, D. Reyes Gasperini, G. Montiel, 2014, Revista Latinoamericana de
Etnomatematica, 7(3).

Los entornos socioculturales, junto con el saber y el aprendiz son los actores principales
de los procesos didacticos. Por esta razdn, las investigaciones enmarcadas en la TSME se
caracterizan por una descentracion del objeto, contemplando las précticas sociales en
torno a ese objeto desde una mirada social y cultural de la matemaética. Se incorpora la
componente social integrandola a la componente epistemoldgica, a la componente
cognitiva y a la componente didactica. Para que el proceso didactico tenga lugar, es
necesario que el docente se apropie de su practica a través de la problematizacién del
saber matematico escolar. Su objetivo principal es darle herramientas al docente que le
permitan mejorar sus practicas, logrando asi un redisefio del dME.

La TSME se apoya en cuatro principios fundamentales (Cantoral et al., 2014):

e El principio normativo de la practica social:

Se entiende por préctica social, no a lo que hace en si el individuo o grupo, sino lo que
les hace hacer lo que hacen, quizéa sin adquirir conciencia de sus acciones. La practica
social, en este sentido, es normativa, aunque no deterministica por lo que es permanente
pero no estatica. Se produce el interés por saber qué origina la norma. Esta teoria
diferencia la practica de la accion, en un modelo de anidacion de précticas.

Figura 14. Modelo de anidacion de préacticas

Acciones

— -
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Nota. Tomado de “Socioepistemologia, Matematicas y Realidad” (p. 99), por R.
Cantoral, D. Reyes Gasperini, G. Montiel, 2014, Revista Latinoamericana de
Etnomatematica, 7(3).

La accion es directa del sujeto al medio, esta enmarcada en una actividad humana que es
situada socioculturalmente en un contexto determinado y perfila una préctica, dado que
es una actividad que se repite y se regula por el contexto, constituyendo précticas de
referencia (ideoldgicas de un paradigma), a la vez normadas por la practica social. Esta
secuencia permite explicar el proceso de construccién del sujeto colectivo y, por lo tanto,
permite explicar los procesos de construccion y difusion del conocimiento matematico
con el fin de transformarlo para la mejora de procesos didacticos.

e El principio de la racionalidad contextualizada:

Para comprender este principio la TSME enuncia el concepto de escenario social, como
aquel escenario que influye las conductas, la manera de actuar y de pensar de los
miembros de la sociedad, condicionandolas de manera sustancial. Este principio,
entonces, enuncia que el escenario social define nuestra racionalidad y, por esta razon, la
construccion del conocimiento es un producto sociocultural y representativo de la
sociedad donde se gesto.

e El principio del relativismo epistemologico:

Este principio se contrapone con el absolutismo epistemologico que sostiene la unicidad
de la verdad y su universalidad. Para la TSME, el saber es una multitud de saberes con
verdades relativas. Esto es coherente ya que se concibe al saber en tanto saber culto,
popular o técnico. Por esta razon, el error del alumno en el ambito educativo no es
concebido como una falla o carencia, sino que debe analizarse la razon de valor de verdad
que el alumno tiene con sus argumentaciones en coherencia con su racionalidad. Debe
privilegiarse la diversidad de argumentaciones, dado que la respuesta depende de la
interpretacion del alumno y la validez del saber es relativa al individuo o al grupo.

e El principio de la resignificacién progresiva o de la apropiacion situada:

Este principio esta en la base misma del desarrollo del pensamiento. Se ha denominado
resignificacion progresiva al proceso que realiza un individuo para establecer lazos de
interaccidn con el medio, dando significado a los objetos dentro de un escenario social y
resignificandolo poniéndolo en uso en nuevos contextos. Este proceso permite enriquecer
los saberes, a causa de la propia evolucion y de la interaccion con diversos contextos.

En Cantoral et al. (2015a) se caracteriza tedricamente al dME vy, teniendo en cuenta sus
principios, fundamenta su redisefio:

e Caracter utilitario: el dME antepone la utilidad del conocimiento matematico
frente a cualquiera de sus restantes cualidades. En su redisefio la matematica debe
tener un caracter funcional, organizandola segun el funcionamiento cognitivo,
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didactico, epistemologico y social en la vida de las personas que la usan y la
aprenden (principio normativo de la practica social).

Atomizacion de los conceptos: el dME concibe al saber centrado en objetos, sin
considerar los aspectos sociales, contextuales y culturales que lo constituyen. Su
redisefio permite reconocer, privilegiar y potenciar racionalidades relativas a
contextos situados, a la realidad en la que se encuentre el individuo en tiempo y
espacio (principio de la racionalidad contextualizada).

Carécter hegemonico: el dME concibe a la matematica como un conocimiento
acabado y continuo, dando supremacia a ciertas argumentaciones y significados
frente a otros. Su redisefio plantea diversas maneras de constituir y desarrollar la
matematica, relativa a la racionalidad contextualizada del grupo o individuo
(principio del relativismo epistemolégico).

Falta de marcos de referencia para la resignificacion del saber: se ha pasado por
alto el hecho de que la matematica responde a précticas de referencia, es decir que
su significacion no es estatica. El redisefio del dME propone resignificar los
saberes progresivamente, enriqueciéndolos con nuevos significados (principio de
la resignificacion progresiva).

El dME es la expresion de una epistemologia dominante la cual no considera ni conoce
el uso del conocimiento matematico ya que los modelos educativos apostaron atenderlo
desde los conceptos (y no desde las practicas). En Cordero et al. (2015), se describen
ciertos fendmenos en torno al dME:

La exclusién de la practica social. Se distinguen dos epistemologias del
conocimiento, aquella que se expresa en el dME vy otra que se expresa en la
construccion social del conocimiento matemético. Como ya se ha dicho
predomina la primera por sobre la segunda, olvidando los contextos, las
comunidades y las situaciones de donde emerge el conocimiento matematico.
Existe entonces una violencia simbolica, entendida como la imposicion de
significados arbitrarios legitimos socialmente. Esto ocurre en las
argumentaciones, significados y procedimientos que se generan en la matematica
escolar a raiz del dME. En contraposicion, la construccion social del conocimiento
matematico considera las interacciones entre individuos (a sabiendas de qué
individuo y sus procesos historiales) y a la funcionalidad de este en un contexto y
una situacion especifica.

La opacidad. En el dME no se consideran las argumentaciones del conocimiento
matematico que correspondan a la matematica como instrumento, es decir, la
matematica aplicada a la ingenieria, la biologia, la medicina, entre otras
disciplinas. Es decir, no se considera matematica a aquellos conocimientos en los
cuales su objeto de estudio no es la obra matematica en si misma. En particular,
la matemaética de lo cotidiano no se considera conocimiento matematico. Podria
decirse que la matematica de la vida no es la misma que la matematica escolar, se
desconocen y no dialogan entre ellas.
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En este sentido, la pluralidad epistemoldgica no tiene cabida en el actual dME ya que éste
trata Unicamente a la matematica como un ente objetivo, abstracto y generalizable, sin
multiples significados, sin desarrollo histérico, ni funcionalidad y mucho menos de
manera transversal y multidisciplinar. (p. 91)

Luego, el fendmeno de la opacidad es la negacion de la pluralidad epistemoldgica
del conocimiento.

e La adherencia. La supremacia del dME, por sobre el pensamiento cultural de
docentes y estudiantes, provoca actitudes no criticas hacia los contenidos
matematicos que se ensefian, asi como la exclusién de su construccion y opacidad
de su funcionalidad. Docentes y, por lo tanto, estudiantes adhieren al dME y no
se atreven a trastocarlo. Por ende, no existe la reciprocidad entre la matematica y
lo cotidiano en el aula, la dialéctica del conocimiento matematico y la vida. Por
esta razon, es necesario el redisefio del dME, para que la matematica escolar no
sea ajena a la construccion social del conocimiento matematico.

Uno de los propdsitos de esta investigacion es caracterizar el dME en torno al concepto
de namero real (discurso numérico escolar), con el fin de identificar elementos para un
redisefio que se enfoque en el uso del nimero real, basado en la construccion social de
este concepto. Este proceso (el redisefio del dME) solo es posible a traves del
empoderamiento docente, definido como una reflexion que se consolida en accion, que
permite apropiarse de la préctica docente a través de la problematizacion del saber
matematico escolar (Reyes Gasperini & Cantoral, 2014). Dado que el dME excluye la
construccion social del conocimiento matematico, y el docente también ha sido excluido
de este proceso, observar las concepciones que este posee en torno al concepto de nimero
real permitira distinguir aspectos que obstaculizan su ensefianza y su aprendizaje.

Para conocer la naturaleza social del numero real y reconocer su pluralidad
epistemoldgica, sera necesario realizar un recorrido histérico-epistemologico de este
concepto. Esto permitira ir distinguiendo algunas concepciones acerca del namero real,
gue permita luego plantear valores para la categoria de analisis en cuestion.

2.2.2 Recorrido histdrico-epistemoldgico del nimero real

El concepto de numero real es un concepto complejo que dentro del campo de la
matematica tardé 23 siglos en formalizarse y consolidarse como tal. Entender su
evolucidn, sus contradicciones y sus cambios de paradigma es fundamental para
comprenderlo cabalmente. Para este fin, se historiza el concepto de nimero real, es decir,
se estudia “una historia critica del desarrollo conceptual, una epistemologia situada, mas
alla de lo cronologico factual” (Cantoral et al., 20153, p. 13).

2.2.2.1 Los origenes del numero: primeros usos

El origen del concepto de nimero natural se remonta a la antigliedad prehistérica, ligado
al acto de contar y registrar informacién: montones de piedras 0 muescas en un palo o
hueso evidencian que esta practica precede ampliamente a la escritura y la civilizacion.
También hay estudios que lo conectan con ciertos rituales primitivos en donde el aspecto
ordinal del nimero precede a lo cuantitativo (Boyer, 1986). Aunque el nimero natural
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nos resulte tan familiar hoy en dia, hay que aclarar que el concepto fue elaborado muy
lentamente. En sus comienzos el nimero era percibido como una propiedad inseparable
de una coleccion de objetos. Mé&s adelante, el nimero aparece ya como una propiedad de
la coleccién aunque no se distingue el nimero abstracto. Por ejemplo, algunos pueblos
denominaban el término mano para el nUmero cinco y entonces reconocian que en una
coleccidn de cinco objetos habia tantos elementos como dedos en una mano. Pero no se
trata de un numero abstracto, ya que es una propiedad de la coleccién y no un objeto en
si mismo. Al igual que la negrura es la caracteristica de todos los objetos de color negro,
el nimero cinco es la propiedad que tiene un conjunto con igual cantidad de elementos
que dedos de una mano. Para distinguir el concepto de numero y darle nombre, fue
necesario comparar muchas colecciones de objetos durante generaciones y generaciones
para asi distinguirlo como objeto en si mismo y encontrar relaciones entre ellos
(Aleksandrov et al., 2019).

La introduccion de los simbolos numéricos aparentemente se produjo al mismo tiempo
que la escritura, y jugd un gran papel en el desarrollo de la aritmética. Los simbolos
permitieron concebir nimeros tan grandes que no podrian descubrirse por observacion
directa o por enumeracion. Por otro lado, la creacion de las fracciones estuvo asociado al
proceso de medir: cuando la unidad de medida elegida no esta contenida un nimero entero
de veces en la magnitud a medir surge la necesidad de fraccionar la unidad para expresar
la magnitud con mayor precision (Aleksandrov et al., 2019). Los primeros documentos,
papiros del antiguo Egipto y tablillas en escritura cuneiforme de Mesopotamia que datan
de aproximadamente unos 4000 afos, revelan cuestiones relativas al calculo numérico
con numeros naturales y fracciones positivas, referidas a casos concretos con el fin de
facilitar técnicas y responder a la resolucion de problemas précticos: relativos a la
astronomia para elaborar calendarios, orientarse en el mar, predecir eventos importantes
para la agricultura y razones de culto, administracion de la cosecha, recaudacion de
impuestos y todo lo relacionado a la organizacion de tareas (Boyer, 1986). Por tal razén,
los objetos de la matematica de las culturas prehelénicas son de naturaleza concreta y
desarrollada a través de la experiencia, a partir de la induccion. Esto es, a partir de la
observacion de casos concretos y generalizando lo que se ha observado de manera
continua (Klimovsky & Boido, 2005). En estos primeros documentos, no se encuentran
formulaciones explicitas para las reglas de calculo, ni una distincion clara entre resultados
exactos y aproximados. En aquella época los problemas que planteaba la supervivencia
humana era el mayor interés de la mayor parte de la humanidad (Boyer, 1986).

2.2.2.2 Nocion pitagoérica de numero

Pitagoras de Samos (582-500 a.C.) luego de viajar por Egipto y Mesopotamia, fundé su
escuela en el sur de ltalia, en el &mbito menos convulsionado de Crotona, y marco la
historia de la ciencia al ser considerado el primer racionalista de la historia de la filosofia.
Esto se debe a que, para €l y sus seguidores, los objetos matematicos no son empiricos,
sino que pertenecen a otra realidad de lo no perceptible por los sentidos (Klimovsky &
Boido, 2005). Se atribuye como lema de la escuela pitagorica la frase “los numeros
constituyen la esencia del mundo”. Para sus integrantes, dos segmentos cualesquiera
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deben ser conmensurables®, dado que consideraban a los puntos como 4tomos que poseen
extension. De esta manera, cada segmento representa una hilera de un namero finito de
puntos y, por lo tanto, es posible encontrar una medida comdn para ambos, que represente
la unidad, de tal manera que sea parte alicuota de uno y otro. Es decir, dados dos
segmentos cualesquiera, podria encontrarse como unidad minima comun la longitud del
punto extenso (Klimovsky & Boido, 2005). Esta nocion resultd ser muy atil en la
determinacion de areas y volumenes: las areas se calculaban como la suma de filas
formadas por atomos y los volumenes como suma de capas de atomos. Puesto que
consideraban los cuerpos compuestos por atomos, resultd natural considerar las figuras
geométricas bajo el mismo punto de vista (Aleksandrov et al., 2019). Podria decirse que
esta concepcion de nimero, como agregado de unidades, en realidad corresponde a la de
namero natural. Luego, la esencia de todas las cosas resulta explicable a través de los
nameros naturales y de sus razones (Romero, 1995). Sin embargo, se encontraron con
problemas que invalidaban este principio sobre el cual se fundamentaba la actividad de
la escuela pitagorica.

2.2.2.3 El problema de la inconmensurabilidad y las paradojas de Zen6n

El fracaso en la nocion pitagdrica de nimero se debid paradodjicamente al Teorema de
Pitagoras, al comparar la medida de la diagonal de un cuadrado con su lado: si tomamos
un cuadrado cuyo lado mide 1, aplicando el teorema de Pitdgoras se obtiene que su
diagonal mide 2 (Figura 15). Puede probarse, empleando el método de reduccion al

absurdo, que no existe ninguna fraccién del tipo % donde m y n son nimeros naturales,

que elevada al cuadrado sea igual a 2. Actualmente, diriamos que v2 es un niimero
irracional, pero para los pitagoricos tal resultado generaba conmocion dado que implicaba
concebir puntos sin extension, una abstraccion anti intuitiva que estd méas alla de la
experiencia (Klimovsky & Boido, 2005). No conocian los nimeros irracionales, ni tenian
un simbolo como V2, por lo cual no podian representar con ningdin nimero a la longitud
de la diagonal del cuadrado (Aleksandrov et al., 2019).

8 Dos segmentos son conmensurables si es posible encontrar alguna unidad de medida en comun para
ambos, es decir, tal que el segmento unidad sea a la vez, parte alicuota de uno y otro, aunque el nimero
que expresa la medida, en cada caso, no sea el mismo (Klimovsky & Boido, 2005, p. 43).
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Figura 15. Aplicacion del Teorema de Pitadgoras para calcular la diagonal de un
cuadrado de lado 1

d*>=1*+1°
1 d?> =2
d =2

Los argumentos contra el atomismo se encuentran, también, en otras escuelas filosoficas,
como la de los eleaticos. Zendn de Elea (siglo V a.C.) conduce a paradojas la idea de
obtener magnitudes continuas a partir de un conjunto de unidades o particulas
infinitamente pequefias (Romero, 1995). Las mas célebres son la de Aquiles, la del
Estadio y la de la Flecha. Aqui se presenta la primera de ellas:

Nos encontramos con Aquiles, el de los pies ligeros, compitiendo en una carrera con una tortuga
a la que se le ha dado una ventaja inicial, y en la paradoja se trata de demostrar que Aquiles, por
muy velozmente que corra, no podra alcanzar ni, por supuesto, adelantar nunca a la tortuga, por
muy lentamente que ésta se mueva. Pues para cuando Aquiles haya alcanzado la posicién inicial
de la tortuga, ésta habria avanzado alguna distancia, aunque sea pequefia, y cuando Aquiles haya
recorrido esta distancia, la tortuga habrd avanzado algo mas lejos, y asi el proceso continla
indefinidamente, con el resultado de que el veloz Aquiles no puede alcanzar a la lenta tortuga.
(Boyer, 1986, p. 109)

La paradoja de Aquiles y la tortuga, sostiene que el movimiento es imposible bajo la
hipotesis de la subdivision indefinida del espacio y el tiempo. Por hecho empirico, Zenoén
sabia perfectamente que Aquiles finalmente alcanzaria a la tortuga pero su critica esta
destinada a mostrar que los puntos y los instantes no pueden ser discretos (separados unos
de otros), es decir, que el espacio es infinitamente indivisible, en contra de la opinién
pitagorica (Klimovsky & Boido, 2005).

La influencia de los argumentos de Zenon generé un cambio en el punto de vista de las
magnitudes geométricas, dado que ya no aparecen para la época de Euclides asociadas a
nameros (0 a su representacion por medio de atomos), sino a segmentos. Asi el dominio
de lo numérico se mantuvo en el plano de lo discreto, pero el mundo de las magnitudes
continuas fue tratado por métodos puramente geométricos (Boyer, 1986).

2.2.2.4 La teoria de proporciones en los elementos de Euclides

La inconmensurabilidad de segmentos causa la ruina de la teoria de proporciones utilizada
por los griegos: cuatro cantidades estan en proporcion, a:b=c:d , si las dos razones a:b y
c.d tienen la misma resta mutua, es decir, si la menor en cada una de las dos razones cabe
en la mayor el mismo nimero entero de veces, Y el resto en cada caso cabe en la menor
el mismo numero entero de veces, y el nuevo resto cabe en el anterior el mismo nimero
entero de veces, y asi sucesivamente. En la siguiente figura se ejemplifica la proporcion
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BA:CD=HI:JK. Se observa que la medida BA cabe una vez sobre CD (BA=CE), el resto
ED entra exactamente tres veces sobre BA (ED=BF=FG=GA). La misma relacién se
encuentra entre HI y JK. La medida HI cabe una vez sobre JK (HI=JL), el resto LK entra
exactamente tres veces sobre HI (LK=HM=MN=NI).

Figura 16. Ejemplo de proporcionalidad entre segmentos conmensurables

E D J K
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Esta definicion seria imposible de utilizar en segmentos inconmensurables ya que
implicaria un proceso indefinido (Boyer, 1986).

Eudoxo de Cnido (ca. 408-ca. 355 a.C.) realiza dos contribuciones que vienen a dilucidar
este problema:

1) La teoria de proporciones expuesta en el libro V de los Elementos de Euclides.
Esta teoria, aplicable tanto a magnitudes conmensurables como inconmensurables
puede formularse en forma simbdlica de la siguiente manera:

a c - , - , . .
=28y solo si dados dos numeros naturales cualesquiera m y n, si

m.a < n.bentoncesm.c < n.d, 0Sim.a = n.d entonces m.c = n.d, 0
bien si m.a > n. b entonces m.c > n.d. (Boyer, 1986, p.128)

Esta definicion de igualdad de dos razones no dista demasiado del procedimiento

de productos cruzados que utilizamos hoy en dia para las fracciones:

a (o
-==- & a.d=hb.c.
b d

2) El método exhaustivo. A partir del axioma de Arquimedes o axioma de la
continuidad®, se logra demostrar el siguiente enunciado que constituye la base
para el método de exhaucion griego:

Si de cualquier magnitud se sustrae una parte superior o igual a su mitad, y si del resto se
sustrae una parte superior o igual a su mitad, y si se continlia este procedimiento de
subdivision, quedard una magnitud mas pequefia que cualquier magnitud dada de la
misma especie. (Collete, 1985a, p. 98)

Cabe aclarar que para los griegos, el cociente entre magnitudes no constituia un niamero
en si mismo, sino que era una relacion entre nimeros. EI concepto de nimero irracional
fue una aportacion posterior de los matematicos orientales (Alexandrov et al., 2019). La

% Axioma de Arquimedes: se dice que dos magnitudes tienen una razén una a la otra, si se puede encontrar
un multiplo de una cualquiera de ellas que supere a la otra.
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validacion del trabajo de las magnitudes continuas se constituyo en el dominio de la
geometria, no de la aritmética, situacién que se mantuvo hasta los siglos XVIl y XVIII
(Bergé & Sessa, 2003).

2.2.2.5 El desarrollo de la aritmética y del algebra hindu y arabe

Los matematicos hindues, en el periodo comprendido entre el 200 y el 1200, conocian la
geometria de los griegos, pero desarrollaron un don especial en la aritmética. Su
motivacion se encontraba principalmente en la astronomia y en la astrologia. Fueron
audaces al trabajar con numeros irracionales, aplicando métodos similares a los utilizados
con nameros racionales e independizandose de la geometria. Su interés en el calculo hizo
pasar por alto las cuestiones filosoficas y las argumentaciones logicas que preocupaban a
los griegos. Obtuvieron conclusiones Utiles al operar con estos numeros con métodos
correctos. A su vez, consideraron al cero como numero, anteriormente utilizado para
representar la ausencia de nimero, y operaron con €l. También introdujeron los nimeros
negativos para indicar deudas, los nimeros positivos representaban activos. Brahmagupta
(fl. 628) da reglas para las cuatro operaciones y Bhaskara (1114-ca. 1185) indica que la
raiz cuadrada de un ndmero positivo da como resultado un nimero positivo y otro
negativo, aungue no se dio ninguna definicion, axioma o teorema. Su interés fue
puramente practico, aspecto observado también en su desarrollo del algebra, aplicada a
problemas habituales de comercio y a la astronomia (Kline, 1972).

Los arabes también poseian el conocimiento de los griegos y de los hinddes. De estos
ultimos tomaron y mejoraron los simbolos numéricos y adoptaron su sistema de notacion
posicional. Al igual que los hindUes, trabajaron libremente con los irracionales, tal es asi
que Omar Khayyam (ca. 1050-1123) y Nasir-Eddin (1201-1274) afirmaban que toda
razon entre magnitudes, conmensurables e inconmensurables, puede ser considerada un
namero. No fueron tan arriesgados con los nimeros enteros dado que rechazaron las
reglas de operaciones legada por los hindues. En su obra titulada Algebra, al-Khowarismi
(siglo 1X) resuelve ecuaciones lineales y cuadraticas evitando soluciones negativas y la
sustraccion de cantidades mayores al minuendo. Su confianza en la matematica griega se
hace evidente al resolver algebraicamente un problema, para luego justificarlo con
procesos geométricos, no pudiendo desligar del todo la aritmética y el algebra del dominio
geométrico (Kline, 1972).

2.2.2.6 La concepcion de numero en los siglos XVI y XVII

Durante la primera mitad de siglo XVI, no hubo demasiados cambios en la aritmética
practica, legada del trabajo de los hindues y arabes. Para mediados del siglo XVI, en
Europa se hacian necesarios avances a partir de necesidades préacticas y cientificas como:
la nueva teoria astronémica heliocéntrica de Copérnico y Kepler que requeria calculos
mas precisos, el desarrollo de la actividad bancaria y comercial, el trabajo técnico de
arquitectura y la fabricacion de cafiones y el estudio de movimiento de proyectiles (Kline,
1972).

La aceptacion o no de los diferentes tipos de nameros, generaba discusion entre los
matematicos de este periodo. Para el 1500 ya era aceptado el numero 0, los irracionales
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eran utilizados libremente en los célculos aritméticos pero se cuestionaba si estos entes
eran realmente numero: Stifel consideraba la expresion decimal de nimeros irracionales
aunque concebia como numero solo a los enteros y los fraccionarios positivos, Pascal y
Barrow entendian a /3 solo como magnitud geométrica continua, Stevin si aceptaba a los
irracionales como numeros y los aproximaba mediante racionales, punto de vista similar
tenian Wallis y Descartes en su aceptacion. En cuanto a los nimeros negativos, la mayoria
de los matematicos de los siglos XV1 'y XVII no los aceptaban, en particular cuando eran
raices de ecuaciones se descartaban por ser consideradas soluciones imposibles. Algunos
matematicos los aceptaban pero con ciertos recaudos: Descartes los consideraba nimeros
ya que podia transformar una ecuacidn con raices negativas en otra con raices positivas;
Harriot, aunque no aceptaba raices negativas, a veces ponia un nimero negativo como
segundo miembro de una ecuacion. Stevin y Wallis aceptaron los nimeros negativos
completamente, el primero de ellos considerando coeficientes negativos y aceptando las
raices cuando estas eran negativas (Kline, 1972).

Durante los siglos XVI1 'y XVII los métodos para operar con nimeros fueron mejorados y
extendidos. Stevin difundio el uso de fracciones decimales para operar con nimeros
racionales, en vez de la utilizacién del sistema sexagesimal usualmente utilizado con
anterioridad para operar con fracciones, con el objetivo de ahorrar tiempo a los contables
(Kline, 1972). Este matematico no fue el primero en utilizar las fracciones decimales
sistematicamente, pero se popularizé su uso cuando acometio la tarea de explicarlas con
todo detalle y de forma elemental (Boyer, 1986). Vieta mejord métodos para la extraccion
de raices cuadradas y cubicas. También, se comenz0 a utilizar fracciones continuas para
aproximar irracionales. Napier (1550-1617) con la intencion de facilitar calculos de
trigonometria esférica para resolver problemas astrondémicos, desarrolla los logaritmos.
Al tomar logaritmos de senos, la nueva escala crece en progresion aritmética mientras
que los senos decrecen en progresion geométrica. Los numeros en la nueva tabla de
logaritmos estaran mas proximos entre si que en la tabla original. EI enfoque de Napier
no considera al logaritmo como el exponente de una potencia de base fija. Hacia fines del
siglo XVII una serie de matematicos cayeron en la cuenta que podian definirse de esa
manera (anteriormente no se utilizaban los exponentes fraccionarios o irracionales).
William Jones realiza el primer desarrollo sistematico en 1742, aunque Euler ya habia
definido los logaritmos de esta manera y habia propuesto al nimero e como base para los
logaritmos naturales (Kline, 1972).

2.2.2.7 La irracionalidad de los numeros @ y e.La distincidn entre numeros
algebraicos y trascendentes

Durante el siglo XVIII, surge la distincion entre nimeros irracionales algebraicos y
trascendentes, es decir, aquellos nimeros que pueden obtenerse como raiz de polinomios
a coeficientes racionales (algebraicos) o no (trascendentes). En esta misma época, Euler
demuestra que e y e? son irracionales y Lambert realiza la primera demostracion, en
1761, de que m es irracional. Este ultimo matematico, probo que si x es un numero

racional distinto de cero, entonces tg x es irracional. Como tg G) = 1 es racional, % no
puede serlo y, por lo tanto, tampoco puede serlo 7. Sin embargo, esta demostracion no
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daba solucion a la cuadratura del circulo® puesto que existen nimero irracionales (como
las raices cuadradas de enteros positivos) que son construibles mediante métodos
euclideos. Euler reconocia una diferencia entre irracionales algebraicos y trascendentes
hacia el 1744, pero se debe a Liouville, Hermite y Linderman su clara existencia.
Liouville (1809-1882) demuestra, mediante la teoria de fracciones continuas, que ni e ni
e? pueden ser la raiz de una ecuacién cuadratica con coeficientes enteros. Luego, con este
resultado, Hermite (1822-1901) demuestra que e es trascendente. La trascendencia de
se debe a Linderman (1852-1939), demostrandolo en 1882, dando al fin por concluido el
problema de la cuadratura del circulo ya que solo seria posible si  fuera la raiz de una
ecuacion de segundo grado. Se deduce de este resultado que 7 puede ser la ordenada de
una curva, solo si esta es trascendente, siendo su construccion posible solo mediante
procedimientos o aparatos (Collete, 1985b).

2.2.2.8 La aritmetizacion del analisis y la necesidad de teorias formales de nimero
real

Hasta el siglo XIX, los conceptos de numero natural, cero, niUmero negativo, fraccion,
namero racional e irracional fueron emergiendo en un proceso lento y progresivo, aunque
su uso se fundamenta de manera intuitiva y sobre consideraciones de naturaleza
geomeétrica o algebraica (Collete, 1985b).

El desarrollo del célculo durante los siglos XVII y XVIII fue marcado por cuatro
problemas fundamentales: dada una formula de distancia recorrida por un mdvil en
funcién del tiempo, hallar la velocidad y la aceleracion del mismo en cada instante; la
basqueda de rectas tangentes en cada punto de una curva; hallar valores maximos y
minimos de funciones; y, por ultimo, hallar volumenes de cuerpos acotados por
superficies o areas de figuras acotadas por curvas. La naturaleza de estos problemas
escapaba a la problematica sobre el cuestionamiento del nimero buscado. Es la existencia
de la solucién a los modelos planteados lo que hace necesaria la completitud del sistema
numérico que se estd utilizando (Bergé & Sessa, 2003). Se requiere un sistema de
nameros que sea la imagen abstracta de todos los valores posibles de una magnitud que
varia continuamente. Emerge la propiedad mas importante del sistema de los nimeros
reales: su continuidad (Alexandrov et al., 2019). Cabe aclarar que el pensamiento de los
matematicos del siglo XVI1II era ciertamente libre e intuitivo: el significado fisico de la
matematica guié los pasos matematicos y ofrecid seguridad en sus argumentaciones
aunque eran, en su mayoria, conscientes de su propia indiferencia hacia el rigor. En su
labor, ignoraron cuestiones delicadas del analisis, tales como la convergencia de series e
integrales, el intercambio del orden de la diferenciacién y la integracion, el uso de
diferenciales de grado superior y los problemas en torno a la existencia de integrales y
soluciones de ecuaciones diferenciales (Kline, 1972).

Sin embargo, a partir del desarrollo de las geometrias no euclidianas en el siglo XIX, se
genera una crisis en los fundamentos de la matematica dado que la existencia de tres

10 Consiste en construir, utilizando solamente regla no graduada y compas, un cuadrado de igual drea que
un circulo dado.
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sistemas axiomaticos, matematicamente correctos y no compatibles entre si, desplegé un
manto de desconfianza principalmente en los argumentos sustentados en representaciones
graficas. Los matematicos de la primera mitad del siglo se propusieron la tarea de
reconstruir el analisis sobre bases solidas de conceptos aritméticos. En este periodo, se
definen con precision nociones y se demuestran propiedades que eran consideradas
verificadas por el dominio numérico en cuestion, sin una discusién sobre su validez. Es
el caso de los conceptos de variable, funcion, infinitésimo, funcién continua y otras. Se
produjo entonces una cierta circularidad en los argumentos de las demostraciones. La
definicion precisa de limite se hizo necesaria para la clarificacion del concepto de nimero
real (Bergé & Sessa, 2003). En particular, el hecho de que una sucesion de numeros
racionales puede tener como limite un nimero irracional e inversamente. Los trabajos de
Cauchy sobre la convergencia de las series infinitas, el teorema del valor medio!
demostrado por Bolzano y el estudio de funciones discontinuas representables mediante
series de Fourier revelaron la exigencia de una estructuracion légica de los numeros sobre
bases esencialmente aritméticas. Las paradojas existentes, los resultados incongruentes y
las definiciones imprecisas demandaban una revision del estatuto 16gico sobre los que se
basaban los conocimientos matematicos existentes. El rigor exigido a la matematica en
esa época puso de manifiesto la falta de claridad e imprecision del sistema de los nimeros
reales, que hasta ese momento se operaba bajo una comprension intuitiva basada en
consideraciones geométricas o algebraicas (Collete, 1985b).

Esta ultima etapa, marc6 dos caminos hacia el estatuto de los nUmeros reales:

I) Definirlo de tal manera que las propiedades atribuidas a los nimeros reales se
verifiquen (teorias constructivas del numero real).

I1) Definirlo como un cuerpo axiomatico? que satisfaga dichas propiedades
(teoria axiomatica del nimero real).

2.2.2.9 Teorias constructivas del niumero real

Varios matematicos realizaron contribuciones a la hora de encontrar una teoria formal
que definiera los nimeros reales. Los nimeros irracionales suponian la mayor dificultad,
aunque aun no estaban l6gicamente establecidas ni siquiera las propiedades mas simples
de los numeros racionales (los matematicos de la época supusieron que se conocian con
tanta seguridad que no era necesaria su fundamentacion, o realizaron precipitadamente
algin esquema improvisado). El primero que ofrecié un tratamiento de los nimeros
irracionales fue Hamilton, en dos articulos de 1833 y 1835, en los cuales basaba en el
tiempo su nocién de todos los nimeros (racionales o irracionales). No se expone con
detalle su teoria dado que resultd poco satisfactoria para la matematica, aunque su idea

1Sj una funcidn es continua en [a, b] y se tiene que el signo de f(a) es distinto al signo de f(b) entonces
existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0 (Bergé & Sessa, 2003).

12 Un axioma en matemdtica es una proposicién admitida como verdadera (sin demostracion) para el
desarrollo de una teoria. Un cuerpo axiomatico posee términos primitivos y axiomas, a partir de los cuales
(y de ciertos desarrollos logicos) se demuestran teoremas y se definen nuevos conceptos. Un sistema
axiomatico formal debe cumplir con las siguientes propiedades: consistencia, completitud, saturacion,
independencia y decidibilidad sintactica.
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de particionar a los racionales en dos clases y definir un nimero irracional como el
representante de tal particion, tendrd conexion con la obra de Dedekind que se desarrolla
mas adelante. Méray publica sus ideas en 1869, que consistian esencialmente en definir
un numero real como el limite de una sucesion de numeros racionales. Una sucesion
convergente determina un ndmero racional como limite, o bien un numero ficticio que
son lo que conocemos como numeros irracionales. Méray no es muy preciso en
determinar si su sucesion convergente es 0 no el nimero mismo (esta idea la retoma luego
Cantor, para definir nimero real). Weierstrass, se percatd de que era necesario dar una
definicion de namero irracional independiente del concepto de limite puesto que, hasta
ese momento, este concepto habia supuesto el primero (existia una circularidad en la
definicién). Luego, Weierstrass corrige este error 16gico identificando la sucesién misma
con el numero limite. En forma sumamente simplificada, siguiendo a Boyer (1986), se

. . . ., 1 . -,
podria decir que lo que se daria en llamar numero real Shoes el limite de la sucesion {s,}

. 3 3 3 3 . ., . . .
siendo s, = —+ —+ —+ - + —, sino que es la sucesion misma asociada a la serie
10 102 = 103 0™
o 3 43
Zn:l 10m *

En 1871, Cantor habia comenzado a desarrollar una teoria de nimero real, con ideas
parecidas a las de Méray y Weierstrass. Heine sugiere algunas simplificaciones a la teoria
de Cantor en 1872 (por tal razdn suele llamarse teoria de Cantor-Heine). Se introduce una
nueva clase de nameros, los nimeros reales, basando su construccion en la existencia de
los nimeros racionales. Se parte de una sucesion {a;} de nimeros racionales que satisface
la condicion de que

lim (a, — apyr) =0

n-co
siendo r un ndmero natural cualquiera. A esta sucesion se la denomina sucesién
fundamental, y es, por definicion, un nimero real al que podemos denotar b. Dos
sucesiones fundamentales {a;} y {b;} son iguales, o representan el mismo numero real,
solo si rllil?o(an — b,,) = 0. Se puede definir la sucesion nula, positiva y negativa de la

siguiente manera:

Dado un niimero racional arbitrario®*, los términos a,, de la sucesion para n suficientemente grande
son todos en valor absoluto menores que el nimero dado; o todos los términos a partir de un cierto
7 Son mayores que un cierto ndmero racional positivo p; o bien todos los términos de la sucesién
a partir de un cierto n son menores que un cierto nimero racional negativo - p. En el primer caso,
b = 0; enel segundo b > 0; en el tercero b < 0. (Kline, 1972, pp.1298-1299)

Luego, dadas dos sucesiones fundamentales {a;} y {a’;}, representadas por a y a’, se

demuestraque {a; + a';},{a;.a’;}y {%} cona’; # 0, son sucesiones fundamentales. Esto

i
define a la suma/resta a + a’, el producto a.a’ y el cociente % (a’ # 0). Luego, puede
definirse sia=a',a<a' 6 a>a', segin seaa—a' =0, a—a’'<06a—a >0

13 Esta idea serd retomada por Cantor, definiendo un nuevo sistema de niimeros llamados nimeros reales.
14 Se infiere del contexto, que el autor ha querido considerar un nimero racional positivo arbitrario.
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respectivamente. Se puede observar que los nimeros reales racionales quedan incluidos
en esta definicion de namero real, dado que para cada numero racional a puede definirse
una sucesion fundamental {a,,} en donde todos sus términos sean iguales a a (y que define
al numero real a). Luego, si existe un numero racional a tal que 7111_{?0(“_ a,) =0

entonces diremos que a es el limite de la sucesion fundamental {a,} (Collete, 1985b).
Por ejemplo, si se define la sucesion fundamental {b,,} = {0,1;0,11;0,111; ... }, existe un

;. , ~ .. . 1
unico numero real b = 0, 1, que puede ser definido por la sucesion fundamental a,, = 5

vn, tal que
lim (b, — =) =0.
n—-oo 9

De esta manera, se define el nimero real 0,1 que se corresponde con el nimero racional
1

;.

Pero si se tiene un simbolo b, un nimero real (que no se corresponde con ningln numero
racional) definido por la sucesion fundamental {b;}, tal que la diferencia b — b; se vuelve
infinitamente pequefia a medida que i crece se dira que el limite de la sucesion {b;} es b

(Bergué y Sessa, 2003). Por ejemplo, se define un nimero real a partir de la sucesion
(b} = {1,4;1,41; 1,414; 1,4142; ..}, siendo (b,)2 <2y (bn + =
simboliza 2. Entonces, la diferencia v2 — b;, define la sucesion fundamental {b,, — b;}
para cada i fijo. Es decir:
V2 —b; =v2 1,4 ={0;0,01;0,014;0,0142 ...}
V2 — b, =2 — 1,41 = {—0,01; 0; 0,004; 0,0042 ...}
V2 — by =2 — 1,414 = {—0,014; —0,004; 0; 0,0002; ... }

)2 > 2, que se

Se puede observar que, para cada i, resulta: b, —b; < 0, paran < i; b, —b; = 0, para

n =1,y b, —b; > 0 paran > i. A medida que i crece, los valores de b,, — b; se hacen

cada vez méas pequefios para todo n > i. Por lo tanto, tiene sentido decir que lim b, =
n—-oo

V2.
Luego, queda definido cualquier nimero real (racional o irracional) a partir del siguiente
resultado:

. si {b,} es cualquier sucesion de nUmeros reales (racionales o irracionales), y si
lim (b,,.., — b,) = 0 para m arbitrario, entonces existe un tnico nimero real b, determinado por
n—-oo

una sucesion fundamental {a,} de ndmeros racionales a, tal que lim b,, = b. (Kline, 1972, p.
n—-oo
1299)

Al haber agregado a los racionales, los limites de sucesiones fundamentales, se obtiene
un nuevo dominio numérico que cumple con la condicion de que toda sucesion
fundamental tiene limite (y, por lo tanto, es completo). Por otro lado, Cantor relaciona los
puntos de la recta con los niUmeros reales de la siguiente manera: establecido un origen y
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un segmento unidad U, asigna un namero racional a cada segmento conmensurable con
Uy, luego, a cada segmento inconmensurable con U le asigna el valor b, siendo b el limite
de una sucesion fundamental {a,,} cuyos elementos se corresponden con segmentos A,,.
Esta asignacion, permite poner en correspondencia puntos de una recta con ndmeros
reales, aunque la reciproca debe garantizarse mediante un axioma (Bergé & Sessa, 2003).

Otra de las teorias es la desarrollada por Dedekind. Al igual que en las teorias anteriores,
intenta definir completamente los nimeros irracionales mediante los nimeros racionales.
Para ello plantea una comparacion entre puntos de la recta y nimeros racionales,
advirtiendo que existen infinidad de puntos que no se corresponden con ningin nimero
racional y se deberan crear nuevos nimeros de manera tal que pueda completarse la recta.
Luego, se cuestiona en qué consiste la continuidad de la recta, advirtiendo que cada punto
P de una linea recta produce una separacion tal que cada punto de una porcion esta situado
a la izquierda de cada punto de la segunda porcion. Dedekind formula el siguiente
principio que define la esencia de la continuidad:

Si todos los puntos de una linea recta se sitlan en dos clases tales que cada punto de la primera
clase se encuentra a la izquierda de cada uno de los puntos de la siguiente clase, entonces existe
un Unico punto que produce esta division de todos los puntos en dos clases, esta separacion de la
linea recta en dos porciones. (Collete, 1985b, p. 373).

Considera a este principio un axioma ya que no puede ser demostrado y es por lo que se
le atribuye a la linea recta su continuidad. Luego, Dedekind introduce su célebre cortadura
al considerar la division de los nimeros racionales en dos clases A; y A,, tales que todo
namero de A; sea menor que todo numero de A,. Se designa a la cortadura (44, 4,).
Luego, cada numero racional a produce una cortadura (A, 4,) en la cual a es mayor a
todos los elementos de A; y es menor a todos los elementos de A,. Pero existen infinidad
de cortaduras que no estan definidas por nimeros racionales. Por ejemplo, si tomamos en
la primera clase todos los numeros racionales negativos y todos aquellos no negativos
cuyos cuadrados sean menor que 2 y en la segunda clase todos los demaés racionales, se
obtiene una cortadura que no estd determinada por ningan ndmero racional (definiria a
V2). A partir de esta definicion, Dedekind realiza la comparacion de cortaduras,
presentando tres propiedades fundamentales de los nimeros reales. Siendo a y S los
nameros reales que producen las cortaduras (44, 4,) y (B;, By) respectivamente, se puede
demostrar que:

I)Sia > pByp > yentonces a >y, Yy se dira que el nlmero B se encuentraentre a y y.

I) Si a, y son dos numeros cualesquiera diferentes, entonces existe una infinidad de nimeros
diferentes 8 que se encuentran entre ellos.

I11) Si « es un numero real cualquiera, entonces todos los numeros reales se dividen en dos clases
A, y A,, de manera que cada una de ellas posee un nimero infinito de elementos, cada miembro
de A; es inferior a @ y cada miembro de A, es superior a «. EI nimero a puede ser asignado a
cualquier de las clases. (Collete, 1985b, pp.374-375)
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Dedekind plantea que el dominio de los nudmeros reales posee la propiedad de la
continuidad y define explicitamente la operacion suma, agregando que las otras
operaciones se pueden definir de manera analoga.

Tanto en la teoria de Cantor como en la de Dedekind, se reconoce la necesidad de
establecer axiomaticamente la continuidad de la recta para luego, a partir de sus
construcciones, establecer la completitud del sistema numerico (segun la version de
completitud de cada una) (Berge & Sessa, 2003). A pesar de ciertas imprecisiones, como
por ejemplo de donde proviene el nimero irracional a que produce la cortadura o por qué
el nimero irracional « es distinto de la cortadura, la teoria de Dedekind fue aceptada por
la mayoria de los matematicos (Collete, 1985b). Méas adelante, se hicieron posibles
algunas modificaciones como la teoria de clases contiguas (introducidas por Capelli en
1897) y la teoria de sucesiones monotonas contiguas (a partir de los aportes de Lipschitz,
Arzela y Bachmann a la teoria de Cantor), que se estudian actualmente como se ha
mostrado en la revision de libros de texto de nivel superior en el Capitulo N° 1
Introduccion (Rey Pastor et al., 1969).

2.2.2.10 La teoria axiomatica de Hilbert

Algunos afos después, en 1899, Hilbert publica su teoria axiomatica para dar respuesta
al problema de la completitud numérica. Reconociendo a los métodos constructivos
(denominados por él como método genético) por su valor pedagdgico heuristico,
consideraba mas seguro desde el punto de vista de la légica la aplicacién del método
axiomatico para la definicion del sistema completo de los niumeros reales.

Asume, primero, el término nimero no definido denotado por letras a, b, c, etc. y plantea
los siguientes axiomas:

I. Axiomas de conexion:

I1. A partir de un nimero a y el nimero b se obtiene por adicién un determinado ndmero
c; simbolicamente

a+b=c 0 c=a+b.

I2. Si a'y b son nimeros dados, existe uno y s6lo un nimero x y existe también un y solo
un numero vy tales que

a+x=D> y y+a=h.
I3. Hay un nimero determinado, denotado por 0, tal que para cualquier a
a+0=a y 0+a=a.

Is. A partir del nimero a y el nimero b se obtiene por otro método, la multiplicacion, un
ntmero determinado c; simbélicamente

ab=c 0 c = ab.

Is. Dados dos nimeros arbitrarios, a y b, si a no es 0, existe uno y sélo un nimero x, y
también uno y sélo un nimero y, tales que
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ax=>b a[sic] ya = b.
ls. Existe un nimero determinado, denotado por 1, tal que para cada a tenemos
al=a y l.a =a.
I1. Axiomas de célculo:
llLa+ (b +c)=(a+b)+c.
lh.a+b=b+a.
5. (ab)c = a(bc).
4. a(b +c) =ab + ac.
lls. (a + b)c = ac + bc.
ll.ab = ba.
I11. Axiomas de orden:

I1;. Si a 'y b son dos nimeros diferentes, entonces uno de ellos es siempre mayor que el
otro; este Ultimo se dice que es mas pequefio que el primero; simbdélicamente

a>b y b<a.
Ill,.Sia>byb > c,entonces a > c.
Il13. Si a > b entonces siempre es cierto que
at+c>b+c y c+a>c+b.
Illy. Sia > byc > 0,entonces ac > bcy ca > cb.

V. Axiomas de continuidad:

IV1. (Axioma de Arquimedes). Si a > 0y b > 0 son dos numeros arbitrarios, entonces
es posible sumar a consigo mismo un nimero suficiente de veces para tener

at+a+--+a>b.

V2. (Axioma de completitud). No es posible afiadir al sistema de los nimeros ninguna
coleccion de cosas de manera que la coleccidn resultante siga satisfaciendo los axiomas
precedentes; dicho en pocas palabras, los nimeros forman una coleccion de objetos que
no puede ampliarse sin que deje de cumplirse alguno de los axiomas precedentes.

Hilbert sefiala que esos axiomas no son independientes; se pueden deducir algunos de ellos de los
otros. (Kline, 1972, pp. 1306-1308)

También, sefiala que es necesario probar la consistencia®® de este sistema axiomatico. Una
vez logrado esto, quedaria definida matematicamente la existencia de los numeros reales
(en ese momento, no era consciente de la dificultad de esta tarea). Si bien su teoria recibid

15 “Se dice que un sistema axiomatico es consistente si no puede haber en él un teorema tal que su
negacién también sea teorema. Dicho de otro modo, no encontraremos en el sistema dos teoremas
contradictorios” (Klimovsky & Boido, 2005, p. 151).
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criticas, a los matematicos en general les parecid que se resolvian todos los problemas
I6gicos presentados hasta ese momento (Kline, 1972).

2.2.2.11 El problema de la consistencia del sistema de los numeros reales

El problema de probar la consistencia del sistema axiomético de los nimeros reales
proviene de probar la consistencia de la geometria euclideana, entendida como sistema
axiomatico, y que a su vez probaria la consistencia de las geometrias no euclideanas. Esto
se debe a Descartes (1596-1650) y Fermat (1601-1665) y a su creacion de la geometria
analitica. La geometria analitica consiste en la posibilidad de expresar todo lo que se dice
en términos de la geometria euclideana en términos de la aritmética de los nimeros reales.
Por ejemplo, un punto del plano (euclideano) se corresponde con un par ordenado de
nameros reales, una recta del plano se traduce en una ecuacion de primer grado con dos
incognitas ax + by + ¢ = 0, siendo a, b y ¢ nimeros reales (previo al establecimiento de
un sistema de referencia de ejes coordenados, con una unidad de medida en sus ejes
establecida). Luego, es posible que todo teorema de la geometria euclideana se
corresponda con un teorema de la aritmética de los nimeros reales. De esta manera es
posible reducir el problema de la consistencia de la geometria euclideana a la consistencia
de la teoria de los nUmeros reales. Pero se vera que este problema acaba por reducirse a
la consistencia de los nimeros racionales, este a la de los enteros y, por ultimo, a la
consistencia de los nimeros naturales.

Como ya se ha desarrollado en la seccion anterior, las teorias constructivas del nimero
real se basan en la existencia de nimeros racionales. De esta manera se reduce el sistema
de los numeros reales al sistema de los numeros racionales. Es posible entonces construir
los nimeros racionales a partir de los niumeros enteros, definiéndolos como clases de
equivalencia®® a partir de la siguiente relacion: (m,n)~(p,q) © m-q =n-p, siendo " -

" Lo ., , . 1 2
la multiplicacion de m,n,py g nimeros enteros. Por ejemplo, sabemos que 5=3Y

podemos expresar cada una de estas fracciones como los pares ordenados (1,2) y (2,4).
Diremos que son equivalentes, (1,2)~(2,4) dado que el producto cruzado es igual (1 -

4 =2-2 =4). Luego, el nimero % es en realidad la clase de equivalencia de (1,2), es

decir, el conjunto de todos los pares ordenados de enteros que se relacionan con él.

De manera similar, es posible construir los nimeros enteros a partir de los nimeros
naturales. Si formamos pares ordenados de nimeros naturales (a, b) y (c, d), se define la
siguiente relacion de equivalencia: (a, b)~(c,d) © a + d = b + c. Los pares ordenados
cuyo segundo numero es 0 representan a los nimeros naturales, es decir, (5,0) representa
al 5. En cambio, aquellos pares ordenados cuyo primer nimero es 0 son considerados
nameros enteros negativos. Por ejemplo, (0,5) representa el —5. Se puede definir,
entonces, a los nimeros enteros como las clases de equivalencia respecto de esta relacion.
Asi se reduce el sistema de los nimeros enteros al de los nimeros naturales.

Falta, entonces, introducir un sistema axiomatico formal para los nimeros naturales y
probar su consistencia. Tarea que lleva a cabo, en parte, Peano (1858-1932) quien realiza

16 La clase de equivalencia de un elemento es el conjunto de todos los elementos que se relacionan con
él a partir de una relacidn de equivalencia. Una relacion es de equivalencia si es reflexiva, simétrica y
transitiva.
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la introduccion de los numeros naturales a partir de términos primitivos (como cero,
siguiente y nimero natural) y cinco axiomas. No se desarrolla aqui la axiomaética de
Peano, dado que no se quiere ahondar en formalidades que hagan perder la idea esencial
que se intenta exponer en esta seccion.

Godel (1906-1978) publica en 1931 un escrito denominado “Sobre proposiciones
formalmente indecidibles de Principia Mathematica y sistemas relacionados”, en el cual
se hallan dos resultados de gran importancia para la historia de la logica y la matematica.
El primero de ellos (el primer metateorema de Godel) demuestra que: cualquier sistema
axiomatico que contenga a la aritmética es incompleto. El segundo resultado (segundo
metateorema de Godel) afirma que: ningln sistema axiomatico que contenga a la
aritmética puede demostrar su propia consistencia. En sintesis, se ha demostrado que
cualquier sistema axiomatico apto para fundamentar la aritmética (como el de Peano), si
es consistente existe en €l una expresion verdadera pero indemostrable. Dicho de otro
modo, si el sistema es consistente no es completo, y si es completo no es consistente
(Klimovsky & Boido, 2005). Queda entonces sin respuesta el problema de la consistencia
del sistema axiomatico de los nimeros reales (y de las geometrias).

Sin embargo, estos problemas de la filosofia de la matematica, que se han vuelto
extremadamente complejos y controvertidos, no detuvieron el desarrollo de la
matematica. Por el contrario, su amplio campo de posibilidad sigue siendo un reino de
libertad y creatividad, y sus aplicaciones a otras ciencias y a la tecnologia no han dejado
de ser fructiferas para el desarrollo del mundo moderno.

2.2.2.12 Consideraciones finales del recorrido

Como es posible advertir, el conocimiento acerca del numero real es variado y se ha
desarrollado desde diferentes puntos de vista. Se ha realizado aqui un recorte, que
seguramente puede ser robustecido, pero que intenta mostrar que el concepto de nimero
real no es un conocimiento acabado, ni su desarrollo es un continuo lineal. Por el
contrario, el concepto de nimero tuvo y tiene varios conflictos epistemoldgicos que lo
hicieron y hacen desarrollar, a veces ligado a las experiencias empiricas de la vida diaria
y en sociedad, y por momentos ligado al desarrollo de la matematica misma, de la fisica,
de la logica y otras disciplinas.

Hoy en dia conviven diferentes teorias y puede encontrarse en los libros de texto
presentaciones muy diferentes para el concepto de nimero real (como ya se ha visto en
la introduccidn de esta tesis) que trabajan diferentes concepciones. Luego, interesa definir
con precision a lo que Illamamos concepcion. Mas adelante y considerando el recorrido
realizado en esta seccion, se plantearan categorias de analisis que permitan operativizar
las concepciones del namero real.

2.2.3 Concepciones acerca del namero real

Hasta aqui se ha utilizado el término concepcion sin especificar en detalle su significado.
La palabra concepcion posee una amplia gama terminologica, pero se ha sefialado al
numero real como objeto de estudio de la matematica, construido socialmente bajo
diferentes epistemologias y a partir de necesidades de distinta indole, y como objeto de
la matematica escolar, atravesado por el dME que se encuentra presente tanto en
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propuestas ministeriales (como los Disefios Curriculares presentados en la introduccion
de este estudio), como en libros de texto, entre otros. Como el objetivo principal de esta
investigacion es describir las concepciones que posee el profesor de matemaética sobre los
nameros reales, se conciben a las concepciones como pluralidad epistemologica del
concepto, pero también como conocimientos que posee el profesor respecto al niUmero
real, que es atravesado por el dME. Se asume, entonces, como concepcion al siguiente
término:

Como puede deducirse del estudio que hace Artigue (1990), la nocién de concepcion (o
concepciones) es la mas frecuentemente usada en el analisis cognitivo en Didactica de las
Matematicas. En la explicacion que hace esta autora, se consideran dos significados
interdependientes para el término concepcidn: la perspectiva epistémica (naturaleza compleja de
los objetos matematicos y de su funcionamiento) y la perspectiva cognitiva (los conocimientos del
sujeto en relacién con un objeto matematico particular). (Gordillo Alfonso & Restrepo Becerra,
2012, p. 10)

Teniendo en cuenta esta definicion de concepcion, se podran construir categorias de
analisis para la variable concepciones acerca del numero real desde estas dos
perspectivas: para la epistémica se tendra en cuenta el desarrollo historico-epistemoldgico
del numero real, entendiendo como surge y evoluciona dentro del campo de la matemaética
y otras ciencias; atendiendo a la cognitiva, se considera el nimero real contextualizado
en la matemaética escolar correspondiente al nivel secundario de escolaridad y contempla
tanto las ideas del docente acerca de la ensefianza, asi como su propia formacion de este
concepto. Esta cuestion se desarrolla en detalle en el siguiente capitulo.

2.2.4 El concepto de tarea: funcion y forma

En esta seccidn se retoman algunas nociones planteadas por referentes de la TSME. Ya
ha sido definido el término concepcion y se han descripto caracteristicas del dME que
atraviesa la ensefianza de la matematica en general. Para completar este marco
conceptual, solo falta definir la nocion de tarea dado que es uno de los objetivos
especificos de esta investigacion identificar aquellas que propicien el uso del nimero real
en el aula. En la TSME se reconoce el paso del conocimiento al saber a través de su uso,
puesto que interesa estudiar la vida de los objetos matematicos en el seno de la vida social.
De esta manera, el significado dejara de ser visto como un atributo del objeto y pasara a
considerarse como un derivado de su valor de uso (Cantoral et al., 2015b). Por lo tanto,
conocer como el sujeto actlia sobre un conocimiento e identifica a qué propositos sirve y
el rol que ocupa en una situacion especifica dotara de significacion relativa, situada y
contextualizada a los objetos formales (en este caso, el namero real).

Las situaciones que plantee el docente para propiciar el uso del nimero real en el aula,
estaran manifestadas por un patron de tareas que componen esa situacion. Para reconocer
y describir esas tareas, se considera lo planteado por Cordero & Flores (2007), quienes
formulan una epistemologia del uso de las graficas en el dME. Los autores analizan el
dME en libros de texto de nivel basico (primaria y secundaria) para identificar el uso que
se les da a las gréaficas con respecto a su funcion y su forma, definiendo estos aspectos:
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El “uso” es la funcion organica de la situacion que se manifiesta por las “tareas” que componen la
situacion, y la forma del “uso” seran la clase de esas “tareas”. Las tareas pueden ser actividades,
acciones, ejecuciones y alternancia de dominios. Cuando la alternancia de tareas sucede se genera
una nueva funcion organica que debatira con las formas de los usos. (Cordero & Flores, 2007, p.
13)

Para cada patron de tareas encontradas en los libros donde se usen gréficas, los autores
categorizan las funciones identificadas en esas tareas, describiendo una tarea
representante de su grupo, ubicandola en el sistema escolar (afio, eje del Disefio
Curricular) y reconociendo la cantidad de ellas que se presentan de la misma indole, para
saber si hay supremacia sobre un tipo de tarea especifico.

Es labor del profesor, en su quehacer profesional, crear condiciones apropiadas para que
los alumnos construyan aprendizajes con sentido. Es decir, significa generar
conocimientos que estén disponibles para que puedan ponerse en uso en diversas
situaciones y puedan resignificarse en diferentes contextos. Las actividades que propone
el docente para este fin seran instrumentos que pone a disposicién en la clase para ayudar
a estructurar las experiencias de aprendizaje (Anijovich, 2009).

Las tareas se caracterizan entonces a partir de su funcion y su forma en una situacién
especifica en donde se ponga en uso el conocimiento. En el marco de esta tesis, se
entiende por funcion de la tarea a aquellos propoésitos segun los cuales el conocimiento
se manifiesta y por forma a los requerimientos del quehacer matematico para llevar
adelante la tarea. Se muestra en la Figura 17, un ejemplo para el uso de las graficas
propuesto por Cordero & Flores (2007). Se observa que en la actividad propuesta se
solicita al alumno la reproduccién de las trayectorias observadas en una reticula igual a
la del grafico provisto. En este caso, el propdsito de la tarea es la reproduccion y
comparacion de trayectorias (funcion) y para llevar a cabo esta tarea se requiere plasmar,
reproducir o comparar trayectorias en reticulas cuadradas (forma).

Figura 17. Ejemplo de tarea, funcion y forma de la tarea para el uso de las gréaficas

Categoria Grafica de la Tarea Ubicacion de la Tarea Descripcion de |a Tarea :3?:35
Funcién: Rep_roduccién MSU Ciinilanrenis: . parmme: Se le solicita al estudiante:
ieszacwn de Tra- 1. "Beto camina cen .?1 eje Meadicion y Gec 1. Corpparar cienas tra- Dos

sobre una cuadricula” meltbn(a Y Enclieryar. €N yecionas compuestas
Forma: Patron de tareas el ibro: de indicadores (en este
' s s . caso huellas) plasmadas
WIS GUN. 2% pimaaty; ~ & i 1. Del primer gradoenla | oo re(iw:apcuad'iw-
producen o comparan Ny ¢ parte dos (pag. 29) " e ;
trayactorias en reticulas | % . ' lada, y se solicita la re-
cuadriculadas Coai2|» - a produccion de las trayec-
0 = torias en una reticula
(Ciclo 1- 19, 29) S igual a la antenor.
L 2 Ellibro det del el
r < 51500 6 fe0n O~ S8 | 2:dem’] Dos
P gundo grado en el bio-
- que tres (pag. 92).
S
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Tomado de “El uso de las gréaficas en el discurso matematico escolar. Un estudio
socioepistemologico en el nivel basico a través de los libros de texto” (p. 19), por F.
Cordero y R. Flores, 2007, Relime, 10(1), 7-38.

De manera anéloga, se puede identificar la funcién y la forma de las tareas que se
propongan en una clase de nimero real. Los propositos a los cuales responda una tarea y
los requerimientos del quehacer matematico para llevarla a cabo, haran emerger al menos
una concepcion de numero real y estara en profunda relacion con aquellas que posea el
docente. De esta manera se pueden articular las tareas con las concepciones que las hagan
emerger y que el docente pretenda trabajar con sus alumnos.
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Capitulo 3
Metodologia y diseno de la
investigacion

3.1 JUSTIFICACION DE LA METODOLOGIA

3.1.1 Enfoque

Se ha adoptado un enfoque cualitativo dado que los objetivos de esta investigacion
implican necesariamente un proceso inductivo (de exploracion y descripcion de los
fendmenos) puesto que no hay un procedimiento claramente definido para establecer las
concepciones que poseen los docentes e identificar como influye el dME sobre estas,
normando las précticas docentes. Por tal razon, se requiere entender los fendmenos desde
la perspectiva subjetiva de los profesores participantes de la investigacién, describiendo
sus propias palabras (habladas o escritas) y su conducta observable (Taylor et al., 1984).
Una de las caracteristicas de este enfoque es que no se pretende generalizar resultados
sino proceder caso por caso, hasta llegar a una perspectiva mas general (Hernandez
Sampieri et al., 2006).

3.1.2 Alcance y tipo de investigacion

El alcance es, por un lado, exploratorio ya que, como pudo observarse en el estado de
arte, el problema presentado no ha sido estudiado con la profundidad que merece desde
el marco tedrico de la Teoria Socioepistemoldgica y uno de los objetivos de este estudio
es caracterizar el discurso numérico escolar desde una perspectiva social. Se requiere, por
lo tanto, generar categorias de andlisis a partir de las teorias disponibles, generando
perspectivas tedricas para abordar la problematica. Por otro lado, el estudio tiene también
un alcance descriptivo, dado que se quiere identificar los usos del nimero real que
propicia el profesor de matematica en el aula a través de tareas que propone, en relacion
a las concepciones que posee acerca del nimero real.

Ademas, se trata de una investigacion no experimental transversal porque no interesa
analizar cambios de variables a lo largo del tiempo, sino que interesa describir las
variables en un Unico momento (Hernandez Sampieri et al., 2006). La recoleccién de
datos se llevara a cabo en el momento en que los docentes participantes se encuentran
ensefiando nimero real en sus cursos, permaneciendo en el campo lo que dure la Unidad
Didactica.

3.2 DISENO. POBLACION Y MUESTRA
La ensefianza del namero real en la escuela secundaria por parte de profesores de
matematica constituye un caso complejo, un sistema acotado y unico. En esta
investigacion se adopta un disefio de estudio de caso intrinseco, dado que lo que lo
caracteriza no es que representa un rasgo o problema particular, sino que se interesa en
toda su particularidad y en su caracter ordinario (Stake, 2013). Se considera que la
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poblacién de este estudio son los docentes con titulo de Profesor/a de Matematica (o
equivalente), en ejercicio profesional, que trabajan ensefiando numeros reales en alguna
escuela secundaria del departamento Rosario. Debido a que el estudio tiene un enfoque
cualitativo, la muestra seleccionada es no probabilistica ya que no interesa generalizar los
resultados a una poblacién méas amplia, sino que lo que se busca es la indagacion en
profundidad. Ningun caso complejo puede entenderse completamente, por lo que el
criterio para seleccionar la muestra ha sido pensado de manera tal que contemple
variedad. Para esto se ha tenido en cuenta la formacion y la trayectoria profesional de los
profesores ya que se consideran caracteristicas influyentes en la ensefianza que moldean
su préctica. Por tal razdn, se han seleccionado tres profesores de matematica, con perfiles
profesionales bien diferentes, que llamaremos docente A, docente B y docente C.

e Docente A. Egresada de un profesorado terciario de la pcia. de Santa Fe. Ejerce
la docencia en una escuela secundaria y en una Escuela de Ensefianza Media para
Adultos del dpto. Rosario. Posee el titulo de Profesora de Matematica y
Computacién, aunque se desempefia ensefiando solo Matematica. En particular,
ensefia NUmero Real en tercer afio, de una Escuela Secundaria Orientada en
Comunicacion de gestion privada.

e Docente B. Egresada de un profesorado universitario. Ejerce la docencia en dos
escuelas secundarias del dpto. Rosario y en el nivel universitario. Posee el titulo
de Profesora en Matematica, y ensefia Nimero Real en segundo afio de una
Escuela Secundaria de gestion publica, dependiente de la Universidad Nacional
de Rosario.

e Docente C. Egresada de un profesorado universitario. Ejerce la docencia en una
escuela secundaria del dpto. Rosario y en el nivel universitario. Ademas, realiza
investigacion en el &mbito universitario en el area Matematica. Posee el titulo de
Profesora en Matematica, y ensefia NUmero Real en segundo afio de una Escuela
Secundaria Orientada en Economia y Gestion de las Organizaciones, de gestion
privada.

Se ha considerado que todas se desempefien en su cargo de manera estable y que cuenten
con una experiencia significativa realizando su tarea (mayor a 5 afios). Si bien el Disefio
Curricular de la Pcia. de Santa Fe para Educacién Secundaria Orientada (Ministerio de
Educacién de la provincia de Santa Fe, 2014a) asigna este contenido al quinto afio y los
Disefios Curriculares para Educacion Técnico Profesional (Ministerio de Educacion de la
provincia de Santa Fe, 2011 a-j, 2013 a-d, 2014 b-e) al tercer afio de la educacion
secundaria, varia segun el disefio curricular institucional de cada escuela y su ensefianza
puede encontrarse en diferentes afios de escolaridad (como ya se ha visto, la docente A
ensefia este contenido en 3er afio, mientras que las docentes B y C lo ensefian en 2do afio).

Cabe aclarar que el disefio del estudio tiene como intencion comprender el caso de manera
tal que la investigacion pueda abordarse de manera profunda. No se pretende generalizar
ni a ciertos afios escolares, ni a toda la educacion secundaria. Por tal razon, se hace
necesariamente un recorte analizando las situaciones que componen el caso: la ensefianza
del numero real llevada a cabo por las docentes A, B y C cada una en un afio escolar
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especifico, en una escuela particular del dpto. Rosario, Santa Fe, Argentina. Sin embargo,
no significa que el estudio de caso no pueda ser considerado como un aporte valioso para
futuros estudios.

3.2.1 Proceso de seleccion de las docentes de la muestra y del curso en donde
ellas ensefian namero real

La intencion de este apartado es detallar como fue la busqueda y seleccidn de las docentes
de la muestra y clarificar cuales fueron los criterios que se siguieron para seleccionar los
cursos en los que ensefian numero real, a fin de recabar la informacion necesaria para
llevar adelante esta investigacion.

El proceso por el cual se ha seleccionado a las docentes ha comenzado por identificar
aquellas que cumplan con los requisitos en cuanto a la trayectoria y formacion profesional
descriptos anteriormente, y que respondan afirmativamente al hecho de encontrase
ensefiando el contenido nimero real en la escuela secundaria. Se les ha preguntado en qué
afio de la escuela secundaria en la cual se desempefian, se desarrollan con profundidad
contenidos relacionados al tépico numero real y particularmente en cuéles de ellos, ellas
mismas ensefian este contenido.

1) Ladocente A (que trabaja en 3ro, 4to y 5to afio), ha reconocido que en la escuela
en la cual se desempefia no se dicta el contenido numero real hasta el 3er afio,
aclarando que en 1ro se desarrolla el contenido nimeros enteros y en 2do, el
contenido numeros racionales. Ademas, manifiesta que en 4to y en 5to afio se
avanza con otros contenidos diferentes (que aun involucrando el contenido
namero real no permite profundizar en lo que ya se ha desarrollado en 3ero).

2) Ladocente B (que trabaja solo en 2do afio), ha reconocido que en la escuela en la
cual se desempefia, se aborda el tema recién en el 2do afio y se lo retoma en 3ro
donde se extiende la tematica al estudio de los radicales, mas precisamente, al
estudio de las potencias con exponentes fraccionarios positivos y negativos. Al
igual que la docente A, manifiesta que no se aborda el estudio de este tema con
mayor profundidad, ni en 4to afio, ni en 5to, por tener que desarrollar alli
contenidos de otra indole.

3) Ladocente C (que trabaja en 1ro, 2do, 4to y 5to afio), ha reconocido -al igual que
la docente B- que en la escuela en la cual se desempefia, se aborda el tema recién
en el 2do afio y se lo retoma en 4to en donde se extiende la tematica al estudio de
los radicales. En los restantes afios escolares se ensefian otros contenidos que,
aunque pudieran estar relacionados con el nimero real, no van mas alla de lo ya
desarrollado en 2do y en 4to.

El nimero real atraviesa toda la escolaridad secundaria -0 al menos desde que es
presentado el concepto- puesto que se lo utiliza cuando se estudian otros contenidos
como, por ejemplo, funciones, trigonometria, estadistica, etc. Por tal razon, se tuvo que,
a fin de realizar la escritura de esta tesis, elegir una unidad tematica para recabar la
informacidn necesaria que permita llevar a cabo esta investigacion. Se priorizo aquella en
la cual se sentaran las bases conceptuales, es decir, en la que se presente y se desarrolle
con profundidad el numero real dentro toda de la escolaridad secundaria, mas alla de que
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puedan consolidarse algunos aspectos méas adelante. Esa unidad fue la que sefialaron y
reconocieron las propias docentes como tal (correspondiente a 2do afio para las docentes
By C, y a 3er afio para la docente A), dentro de la organizacion de contenidos que se ha
decidido en la institucion donde trabajan. Se ha chequeado que la unidad que
seleccionaron llevara el nombre “Numero Real” con el objetivo de verificar que se trata
del principal objeto de estudio dentro de la secuencia didactica.

Se pueden observar discrepancias con lo propuesto por el Disefio Curricular de la Escuela
Secundaria Orientada (descripto en el punto 1.1.1.1 de esta tesis), sobre todo en los afios
escolares en los que se sugiere desarrollar este tema. Por lo cual se pretendio
complementar la informacion brindada por las docentes con una revision de los disefios
curriculares institucionales de las escuelas a la que pertenecen. Pero, la realidad, es que
al pedir tanto dichos disefios como las planificaciones de las docentes, tales documentos
no existian en todas las situaciones, de modo que ello no se pudo llevar a cabo. Al solicitar
las planificaciones de la materia a observar, ellas no estaban todas disponibles (algunas
docentes no contaban con las mismas). Al solicitar los disefios curriculares
institucionales, también se encontré con que no todos ellos estaban explicitados (las
escuelas no lo proveen y/o no ha habido un proceso institucional de escritura de los
mismos, por lo que estas no cuentan con ellos). Esta situacion hizo que no fuera posible
analizar similitudes y diferencias entre los documentos institucionales, asi como entre
estos y el Disefio Curricular provincial, como podria haber sido provechoso. Por tal razon,
la recoleccién de datos se lleva a cabo en las clases de la unidad que, segun propias
palabras de las docentes, se presenta y se desarrolla el nimero real con mayor dedicacion
a lo largo de los afios escolares. Si bien los afios escolares a observar no condicen con los
que propone el Disefio Curricular provincial para las Escuelas Secundarias Orientadas, es
unarealidad que existe y que se despliega de las practicas docentes y de los propios modos
de organizacion de las diferentes instituciones.

3.3 TECNICAS E INSTRUMENTOS DE RECOLECCION DE DATOS. CATEGORIAS DE
ANALISIS.

3.3.1 Observaciones de clases

Se han realizado observaciones de clases (de caracter no participante) cuando las docentes
del estudio estuvieron desarrollando la unidad NUmeros Reales, para indagar los tipos de
tareas que propicien el uso del nimero real en el aula y para pesquisar indicios de un
discurso numérico escolar generalizado. Atendiendo al contexto de pandemia (ocurrido
durante los afios 2020 y 2021) por la propagacion del COVID-19 y el aislamiento
preventivo y obligatorio que afectd a las instituciones educativas, las observaciones han
sido presenciales y/o virtuales de clases sincronicas. En el caso de la docente A, las clases
fueron de manera presencial en una tnica burbuja®’, dado que la cantidad de alumnos del

17 Se denominé burbuja sanitaria escolar a un grupo de estudiantes para los cuales era posible mantener
la ventilacidn y la distancia social adecuada para prevenir la propagacion del COVID-19 dentro del saldon
de clases. Algunos cursos fueron divididos en dos o tres burbujas (dependiendo del nimero de alumnos
y las dimensiones del aula) las cuales tenian clases presenciales cada dos o tres semanas, en forma
intercalada. Ante la deteccion de un caso de covid-19 en el curso, se aislaba solo a la burbuja a la que
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curso y las dimensiones del aula permitieron respetar los protocolos de distanciamiento
social. Con la docente B, las clases fueron al principio presenciales y luego virtuales, a
causa de las restricciones impuestas por el gobierno nacional y provincial de volver al
aislamiento preventivo por la suba de casos de COVID-19. Con la docente C, las clases
fueron 100% virtuales por estar dentro de este periodo de aislamiento. Para las clases
presenciales se ha grabado el audio de lo acontecido y para las clases virtuales se ha
grabado en formato video su desarrollo. Dado el contexto de emergencia sanitaria, las
clases (que originalmente estaban planificadas para la presencialidad) debieron alterar su
formato para la virtualidad. Por tal razdn, las docentes han intentado reproducir esa clase
presencial en encuentros virtuales sincronicos. No se considera que sean propuestas
didacticas planificadas directamente para el dictado a distancia, sino una adaptacion
forzada de una propuesta ya existente puesto que las docentes en el poco tiempo que
tuvieron dieron respuesta de la mejor manera posible para continuar dando clases,
digitalizando material y organizando encuentros (donde compartian pantalla y mostraban
a modo de pizarra lo que iban explicando). Si bien ha cambiado el formato, las docentes
han intentado mantener la metodologia de trabajo que tenian en el aula presencial. Por
ejemplo, en el caso de la docente B se daba un tiempo para que los alumnos realizaran la
ejercitacion separandolos en grupo dentro de la videollamada y dejandolos interactuar
entre ellos, con la opcion de llamarla si surgia alguna duda. En el caso de la docente C,
estos momentos eran asincronicos, pudiendo los alumnos enviar sus consultas mediante
el aula virtual para ser luego contestada por la docente.

En todos los casos se ha tomado nota, y se ha volcado toda la informacién en un registro
narrativo centrado en el desarrollo de las acciones. El tipo de registro adoptado son notas
de campo, con dos tipos de contenido:

- Descriptivo: intenta abordar la imagen de la situacion, las personas, las
conversaciones y reacciones lo mas fielmente posible.

- Reflexivo: incorpora el pensamiento, las sensaciones, las ideas y las
interpretaciones del observador (Anijovich, 2009).

Por tal razdn, se ha armado una planilla por clase en la cual se ha volcado en una columna
la descripcion de lo que acontece en la clase: los dialogos -para los cuales se ha usado la
letra “P” para referirse a lo que dice la docente y las letras “A” seguido de un niimero
segun hable alumno 1, alumno 2, etc.-, lo que se escribe en el pizarrdn, las interacciones,
las tareas que se proponen. En otra columna las inferencias subjetivas (las reflexiones y
pensamientos) y en una Gltima columna la relacion con el discurso numeérico escolar (aqui
se identifican los indicios de un dME generalizado que se manifiesta en las acciones y
conversaciones que sostiene la docente con los alumnos). Esta categoria de analisis
(discurso numérico escolar), se operativiza teniendo en cuenta las siguientes dimensiones
(Cordero et al., 2015):

pertenecia el estudiante, pudiendo concurrir a la escuela el resto del curso segun el cronograma
establecido.
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- El contexto en el que se enmarca el niamero real, que haga ver su caracter
utilitario o funcional en una situacién especifica (organizacién de la matematica
escolar).

- El foco de interés del docente acerca de lo que saben o lo que hacen sus
alumnos en cuanto al numero real, identificando si la ensefianza esta centrada
en objetos o centrada en practicas sociales (relacion con el saber matematico), es
decir, si hay atomizacion de conceptos o racionalidades conceptuales diversas.

- Los tipos de argumentos y procedimientos que permiten el tratamiento y
construccién del concepto de numero real (validacion del saber). Esto es, si poseen
un caracter hegemonico o se propicia la validacion de saberes.

- El tipo de presentacion del nimero real: como objeto preexistente o como
objeto a construir (concepcién epistemoldgica), es decir, si posee un caracter
hegemanico o se trata de conocimientos construidos.

- La relacion del niumero real con otros campos de conocimientos y practicas
sociales -como la graficacion y la prediccion- que se propicie en el aula
(significacion del saber), esto es, falta de marcos de referencia o pluralidad de
marcos de referencia para la resignificacion.

En cada clase, se ha identificado alguna de estas dimensiones describiendo su conexion
con el dME vy dejando registro en la planilla para luego procesar toda la informacion en
su conjunto.

3.3.2 Entrevistas

Se han llevado a cabo dos sesiones de entrevistas semiestructuradas con los docentes de
la muestra de manera individual para investigar las concepciones que tienen acerca del
namero real. Como se ha dicho en el apartado Marco Conceptual, se define al término
concepcion desde dos perspectivas: una cognitiva (en relacion con los conocimientos que
posee el profesor respecto al numero real y que es atravesado por el dME) y una
epistémica (en relacion con la naturaleza compleja del concepto y sus relaciones). Para
conocer la construccion social del namero real se ha realizado una revision historico-
epistemoldgica del concepto (perspectiva epistémica) y, para conocer aspectos referidos
a su ensefianza y a su introduccion en el aula, se ha efectuado una revision de los Disefios
Curriculares Ministeriales y propuestas editoriales (perspectiva cognitiva). Esta categoria
de analisis (concepciones acerca del nimero real) se operativiza de la siguiente manera:

Perspectiva cognitiva. Compuesta por las ideas respecto a la ensefianza del nimero real
(aspectos que considera importante ensefiar y diferentes formas de construir el concepto
que tienen sus alumnos), los diversos usos del nimero real y su conceptualizacion, y los
conocimientos incorporados dentro de su propia formacion respecto al nimero real (ver
modelo de entrevistas en anexos, p. 202).

Perspectiva epistémica. Se reconocen las siguientes concepciones de nimero real:

e Como la medida de segmentos conmensurables e inconmensurables:
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Dos segmentos son conmensurables si es posible encontrar alguna unidad de
medida comun para ambos, es decir, tal que el segmento unidad sea, a la vez, parte
alicuota de uno y otro, aunque el nimero que expresa la medida de cada segmento
sea distinto en cada caso. Por ejemplo, si la medida que se emplea es un
centimetro, podriamos decir que segmentos cuya medida son 5 cm y 8 cm son
conmensurables, dado que la longitud del centimetro es parte alicuota comun a
ambos (Klimovsky & Boido, 2005).

Figura 18. Ejemplo de segmentos conmensurables

C D
L ®

E F
@ @

CD y EF son segmentos conmensurables, ya que AB es un segmento con el cual
es posible medir a ambos. Tomando AB como unidad de medida, CD mide 5y
EF mide 8.

Como ya se ha visto, desde la antigua Grecia, los pitagéricos mostraron que no
siempre es posible encontrar un segmento unidad que cumpla esta propiedad para
dos segmentos cualesquiera. En este caso, se dira que los segmentos en cuestion
son inconmensurables.

La medida de diferentes segmentos, tomando uno como unidad de medida,
permite construir la idea de numero real positivo. Si bien, esta vision es
incompleta con respecto a lo que actualmente se define como nimero real en las
teorias formales de la matemaética, es una nocion intuitiva y geométrica que
persistio durante mucho tiempo en la historia dentro de este campo y permitio el
desarrollo de teorias méas complejas, como el andlisis diferencial. El argumento
geométrico para validar los conocimientos matematicos perdurd hasta el siglo
XVIII, siendo el siglo XIX el momento en el que se empezd a dudar de su
rigurosidad.

Como un elemento de un conjunto, que es resultado de la union de otros dos
conjuntos (los racionales y los irracionales):

El sistema de los numeros reales estd conformado por distintos tipos de nimeros.
Los nimeros racionales se obtienen como cociente de enteros, es decir, un nimero
racional r puede expresarse como r = % donde m y n son enteros siendo n # 0.

Los nameros irracionales son definidos como aquellos nimeros que no pueden
expresarse como cociente de enteros. Segun esta vision conjuntista, el conjunto
de los nimeros realeses R = Q U IL.
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Esta definicion es usualmente la presentada en los libros de texto actuales para
educacion secundaria (seccion 1.1.2.1) y en Stewart et al. (2012). Podria decirse
que es poco precisa (puesto que en realidad, @ e I son conjuntos isomorfos a
subconjuntos de R) y resulta una simplificacion del concepto, hasta el punto de
no definirlo en si mismo (solo se definen los nimeros racionales y los nUmeros
irracionales). Como se ha visto en la seccion 2.2.2, fue necesario en la historia de
la matematica crear el concepto de nimero real, como sistema numérico diferente
a Qe I, que cumpla con la condicién de completitud.

Como puntos de una recta completa y continua:

La idea de recta real completa y continua fue utilizada intuitivamente para
representar a los nimeros reales mucho antes de consolidarse en el axioma
introducido en la teoria de Dedekind y la de Cantor-Heine, y que hoy en dia lo
conocemos con el siguiente enunciado: existe una correspondencia biunivoca
entre los puntos de una recta y los nimeros reales. Esto quiere decir que, si se
elige un punto para representar al 0 y otro a la derecha del 0 para representar al 1,
cada namero real corresponde a uno y solo un punto de la recta y, reciprocamente,
cada punto de la recta a un nimero real y solo uno (Apostol, 1984).

Como limite de una sucesion, como clase de equivalencia de sucesiones
convergentes o como resultado de una serie (representacién decimal de
Weierstrass):

Se han visto diferentes desarrollos para la presentacion del numero real que
encajan en esta categoria:
o Como limite de una sucesion fundamental (teoria constructiva de Cantor-
Heine).
o Como la clase de pares de sucesiones mondtonas convergentes (Vazquez
de Tapia et al., 1983).
Como limite de una sucesion de Cauchy (Spivak, 1992).
o Como la clase de sucesiones mondtonas contiguas (0 como intervalos
encajados) (Rey Pastor et al., 1969).
o Como serie, idea esencialmente planteada por Weierstrass y que
actualmente se plantearia de la siguiente manera (Apostol, 1976):
La parte entera de un nimero real x, es el Gnico entero [x] tal que:
[x] < x <[x]+1.
Para representar un namero real x podemos escribir: x = [x] + (x — [x])
donde 0 < x — [x] < 1. Luego, interesara la representacion de x — [x],
dado que [x] € Z. Puede probarse que, dado un namero real x € [0,1),
existe una sucesion {x,},cy de enteros en D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

tal que: x = Z;‘{’zll’;—’;. Se denomina representacion decimal del nimero x
a toda sucesion {x,},ey de elementos en D tal que x = Z;’{;ll%. La
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representacion decimal de un niimero real no es necesariamente tinica'8, Si
x € Q, x €[0,1), y su representacion fraccionaria irreducible posee un
denominador cuyos unicos factores primos son a lo sumo 2 y 5 entonces:
x = 0,x1x2%3 ...X,000 ...
x = 0,x1X3X3 ... X(n—1)(Xn — 1)999 ...

Se observa que, con el objetivo de no depender de la representacion
decimal elegida, esta presentacion del nimero real como serie se
generaliza eligiendo cualquier base (no necesariamente la decimal).

e Como soluciones posibles o0 no posibles de ecuaciones algebraicas (nGmeros
trascendentes o algebraicos):
Toda raiz de una ecuacién algebraica polindmica con coeficientes racionales es
[lamada nimero algebraico y todo numero que no sea algebraico es llamado
trascendente. Esta clasificacion no es analoga a la de nimero racional/irracional
dado que hay nameros irracionales algebraicos e irracionales trascendentes. Por

ejemplo, x = V2 es solucion de la ecuacion algebraica x> — 2 = 0, mientras que
se ha demostrado que m no puede ser obtenido como solucidon de una ecuacion de
este tipo. Esta demostracion, represento la respuesta definitiva al problema de la
cuadratura del circulo, dado que la construccidn con regla y compas de segmentos
de cierta medida no es posible si esa medida representa un nimero trascendente
(Collete, 1985b).

e Como cortadura de Dedekind:

Dedekind defini6 el namero real mediante cortaduras en 1872 presuponiendo el
desarrollo de la aritmética de los nimeros racionales y haciendo notar que en una
linea recta existen infinitos puntos que no corresponden a ningin nimero racional.
Insatisfecho con los métodos basados en la concepcidn de longitudes prolongadas
para la definicion de nimeros irracionales, propone que la aritmética se desarrolle
a partir de si misma. Luego, precisa que la continuidad de la recta descansa en el
hecho de que cada punto de una recta produce una separacion en dos porciones,
tal que cada punto de una porcidn esta situado a la izquierda de cada punto de la
otra porcion (Collete, 1985b). Esta idea es la principal sobre la cual se basa su
teoria, que puede leerse en forma mas detallada en la seccion 2.2.2.9 de este
capitulo.

En Rey Pastor et al. (1969), se ha visto su relacion con la definicion de clases
contiguas y la definicion de intervalos encajados. Queda en evidencia que estas
teorias no son excluyentes y son equivalentes unas con otras, aunque aportan
diferentes aspectos y representaciones del namero real que permiten su
comprension.

e Como elemento de un cuerpo ordenado arquimediano maximal:

18 por ejemplo, 0,5 = 0,49.
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La denominacion de cuerpo ordenado arquimediano maximal es actual, pero el
precedente se encuentra en la teoria axiomatica presentada por Hilbert en 1899
(puede leerse en forma detallada en la seccion 2.2.2.10 del capitulo anterior). Si
bien hay muchos cuerpos ordenados arquimedianos (por ejemplo, Q con el orden
usual), lo que diferencia a R de todos ellos es el axioma de completitud enunciado
por Hilbert, que en términos actuales seria el siguiente: “Todo conjunto no vacio
S de numeros reales acotado superiormente posee extremo superior; esto es, existe
un numero real B tal que B=sup S” (Apostol, 1984). La propiedad arquimediana,
que es demostrable en las teorias constructivas de Dedekind y Cantor-Heine, en
la formulacién de Hilbert es necesaria incluirla como axioma pues no se deduce
de los otros grupos de axiomas.

Es posible observar en los libros de texto (Spivack, 1992; Apostol, 1984) una
presentacion axiomatica de los nimeros reales, en los cuales los axiomas no
difieren significativamente de los propuestos por Hilbert. Sin embargo, en sus
desarrollos las teorias constructivas se vuelven modelos para demostrar la
consistencia de ese grupo de axiomas (que descansa a su vez en la consistencia de
Q) (Bergé & Sessa, 2003).

En correspondencia con la definicion de concepcion dada, se ha confeccionado cada
entrevista atendiendo a cada una de estas perspectivas (ver modelo de entrevistas en
anexos, p. 215). En particular, la segunda entrevista se ha confeccionado de manera tal
que cada pregunta o grupo de preguntas sea considerada un ‘“reactivo” que permita
identificar cual es la concepcion de nimero real especifica predominante en cada docente.
Se entiende por reactivo a la experiencia metacognitiva a la que se expone al docente de
la cual se espera que haga emerger la concepcion deseada o al menos que produzca una
reflexion consciente sobre lo que sabe. Cuando se habla de metacognicion se hace
referencia al conocimiento que se tiene sobre los procesos y productos de pensamientos
de uno mismo, por lo cual las experiencias metacognitivas seran “aquellas experiencias
de tipo consciente sobre asuntos cognitivos o afectivos (por ejemplo, pensamientos,
sentimientos, vivencias, etcétera)” (Diaz-Barriga Arceo & Hernandez Rojas, 2005, p.
245). En una experiencia metacognitiva uno reconoce si la tarea es facil de realizar o si
estd préximo a completarla con éxito (en este caso, las docentes podran responder con
facilidad al reactivo) o, por el contrario, si algo es dificil de comprender o solucionar (y
en este caso, las docentes podrian demostrar tener conflictos para responder a las
preguntas dadas generando procesos de pensamiento acerca de lo que saben). El propdsito
del reactivo es, a partir de la reflexién, hacer consciente a cada docente de las propias
concepciones que ha incorporado a traves de su propia formacion y a lo largo de su
practica docente. A continuacién, se presenta -para cada concepcidon descripta
anteriormente- en qué consiste cada reactivo y cual es su objetivo especifico:

- Reactivo 1: concepcion de numero real como la medida de segmentos
conmensurables e inconmensurables. Se les ha presentado dos situaciones en las
que se ha pedido medir un segmento (52) con respecto a otro dado, siendo este
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altimo la unidad (U) (sin conocer la relacion que existe entre ellos). En el primer
caso, U tiene mayor longitud que S2 y la relacion que tienen es que son segmentos

conmensurables puesto que S2 = %U. En el segundo caso, U tiene menor longitud

que S2 y la relacion que tienen es que son segmentos inconmensurables dado que

S2 = +/3U. Se ha preguntado si es posible medirlos de manera precisa y, de no
ser asi, se ha pedido una aproximacion y una cota del error cometido en esa
aproximacion. El objetivo de este reactivo es identificar si las docentes conciben
la diferencia entre segmentos conmensurables e inconmensurables, si encuentran
un procedimiento para llevar a cabo la medicion, si diferencian si la medida es
exacta o aproximada, y en Ultima instancia si encuentran una forma de acotar el
error cometido.

Reactivo 2: concepcidon de ndmero real como puntos de una recta completa y
continua. Se les ha preguntado cuales considera que son las condiciones
necesarias para asignar a cada punto de la recta un nimero real y viceversa (a cada
namero real un punto de una recta). En segunda instancia, se les ha pedido que

localicen (si es posible) los puntos correspondientes a v2 y /2. Aqui el objetivo
es identificar hasta qué punto las docentes pueden construir la recta numérica, Si
reconocen el axioma de completitud de los numeros reales o a la continuidad de
la recta como una condicion no demostrable (que debe exigirse como axioma) y
si distinguen procedimientos para construir ciertos numeros reales con metodos
euclideos, advirtiendo que no todo ndmero real puede construirse con regla y
compas (Y, por tal razon, no es localizable en la recta numérica de forma exacta).

Reactivo 3: concepcion de numero real como soluciones posibles o no posibles
de ecuaciones algebraicas. Se les ha pedido que determinen el valor de verdad de
la siguiente afirmacion, justificando su respuesta: todo nimero real puede
obtenerse como raiz de un polinomio a coeficientes racionales. Ademas, se les ha
pedido reconocer caracteristicas comunes y diferencias sustanciales entre los

nimeros 32 y m. El objetivo de este reactivo es analizar, primero, si reconocen
que no todo numero real es raiz de un polinomio a coeficientes racionales.
Segundo, distinguir si reconocen la existencia entre nimeros irracionales de dos
tipos (aquellos algebraicos y aquellos trascendentes). Tercero, y en conexién con
el reactivo anterior, observar si reconocen la relacion entre nimeros trascendentes
y nameros construibles con regla y compas (ningdn numero trascendente es
construible; sin embargo, no todo nimero algebraico es construible -solo aquellos
que son raices de ecuaciones lineales o cuadréaticas-).

Reactivo 4: concepcion de nimero real como limite de una sucesion, como clase
de equivalencia de sucesiones convergentes o como resultado de una serie
(representacion decimal de Weierstrass). En este reactivo se ha consultado la
relacion que establecen entre los nimeros 0,9 y 1, y cdmo justifican esa relacion.
Luego, se les ha preguntado si conocen el célculo que realiza la calculadora al
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aproximar el namero V2 con el nimero 4,113250379. En la primera pregunta,
el objetivo es identificar si las docentes reconocen la relacion que existe entre

. - . - 9
ambos nameros como un limite (1 = lim a,, siendo a, = {;lﬁ) 0 como el
n—->oo

. 9 - -y -z
resultado de una serie (Z,‘;‘;lm—n = 1). La aproximacion de eV? también puede
analizarse como una suma parcial de la serie de Taylor de la funcion f(x) = e*,

alrededor de 1, evaluada en v/2. En ambos casos, puede pensarse al nimero real
como un limite de una sucesion o como el resultado de una serie.

Reactivo 5: concepcion de nimero real como cortadura de Dedekind. Se les ha
pedido que expliquen la siguiente afirmacion:

Los conjuntos A= {x € Q:x3>2}yB ={x € Q:x3 < 2}son conjuntos
disjuntos (AN B = @) y su union es Q.

Esta afirmacion justifica la existencia de un nimero real denominado /2. El
objetivo de este reactivo es que identifiquen que la separacion en dos clases de Q,
subconjuntos disjuntos de racionales, en el cual todo elemento de A se encuentra
a la derecha de todo elemento de B, define un Unico namero real (en este caso,

V/2). La existencia de tal nimero solo es posible gracias a la completitud de los
nameros reales.

Reactivo 6: concepcion de nimero real como elemento de un cuerpo ordenado
arquimediano maximal. Con el objetivo de que identifiquen la propiedad de orden
del cuerpo de los nimeros reales se les ha preguntado por qué es posible convenir
en que la orientacion de los numeros sobre el eje X es de izquierda a derecha (o de
derecha a izquierda). Luego, se les ha pedido que justifiquen el hecho de que el
conjunto A = {x € Q:x3 < 2} no tiene supremo en el conjunto de los nimeros
racionales, pero si lo tiene en el campo de los nimeros reales. En este caso, se
intenta que reconozcan el axioma de completitud de los numeros reales: todo
conjunto acotado superiormente tiene supremo. Este axioma es caracteristico del
cuerpo de los numeros reales, diferenciandolo del conjunto de los ndmeros
racionales, puesto que tiene relaciéon directa con la caracteristica de ser un
conjunto completo.

Reactivo 7: concepcion de numero real como elemento de un conjunto
proveniente de la unién de racionales e irracionales. Se les ha pedido que
justifiquen por qué 0,25 es un numero racional y por qué es un numero real. De la
misma manera, se ha pedido las razones que justifican que m es un ndmero
irracional y que es, a su vez, un namero real. En este reactivo entran en juego las
conceptualizaciones de cada tipo de numero, relacionando el conjunto de los
nameros racionales o irracionales con un subconjunto de los nimeros reales bajo
isomorfismo (contencidn de conjuntos numéricos).
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Las modalidades de cada categoria de andlisis aqui presentadas podrian extenderse a
partir de lo analizado si la clasificacion no llega a saturar las unidades analizadas.

Cabe aclarar que las concepciones desde la perspectiva epistémica (que son las analizadas
a partir de los reactivos) se complementan con las concepciones desde la perspectiva
cognitiva, puesto que se asume la vision vigotskyana de no limitar el pensamiento
humano por el cerebro o la mente del individuo y considerar, por el contrario, que la
experiencia social moldea las formas que este dispone para interpretar el mundo que lo
rodea. En este sentido, se puede decir que las formas de pensamiento de orden superior
se derivan de los contextos sociales y culturales por los que son atravesados los
individuos (Mota de Cabrera & Villalobos, 2007). Desde esta postura, se considera que
las concepciones que posean las docentes estaran formadas por los conocimientos
adquiridos a partir de sus experiencias en institutos de formacién docente o durante su
préactica profesional, asi como por su cultura y los usos que se les da en esta al nimero
real.

3.3.3 Material didactico utilizado para la ejecucion de tareas durante las clases
observadas

Por material didactico se hace referencia a las fotocopias de libros utilizadas o apuntes
realizados por el docente (o por el grupo de docentes que componen el dpto. de
Matematica de la escuela) o cualquier actividad dada por las docentes para la ejecucion
de tareas dentro de las clases de Numero Real.

Para el registro de las tareas propuestas, que han sido dadas en forma escrita, se han
descargado las guias practicas en formato PDF o se ha sacado fotocopia o foto de la
gjercitacion dada a los alumnos. Como ya se ha dicho en el apartado Marco Conceptual,
se basara el analisis de las tareas propuestas para propiciar el uso del numero real en el
aula, en el estudio planteado por Cordero & Flores (2007), donde se formula una
epistemologia del uso de las graficas en el AME de libros de texto, identificando la funcién
y la forma en las tareas propuestas. De manera analoga, se puede caracterizar una
actividad en donde se ponga en uso el nimero real a partir de su funcion y forma. A
continuacidn, se muestra un ejemplo de un problema correspondiente a un libro para
educacion secundaria en donde se ensefia nimero real (Figura 19).

Figura 19. Ejemplo de tarea para el uso del namero real en la ensefianza de la
matematica para la educacion secundaria

PROBLEMA 4
En la recta numérica se ha representado un ,'CO[‘.‘.J {;'Jx':dél' ubicarse en la misma recta

\ e ~ Al aa " ) K PTVI K |
numero racional § los numeros 2d.-29 ¥ %
= 4 ~ — > iSon también racionales?

Tomado de “Matematica 4 ES Huellas” (p. 10), por F. Chorny, C. Salpeter y O.
Casares, 2015, Estrada.
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Aqui la funcion de la tarea es la representacion en la recta numérica de ciertos nimeros,
dada la ubicacién de un racional y la distincion entre nimeros racionales e irracionales
(propésito de la tarea). La forma (es decir, el requerimiento del quehacer matematico para
llevar a cabo la tarea) es representar nimeros en la recta y determinar si son racionales o
no. Puede observarse que la concepcion que se manifiesta en esta tarea es la de nimero
real como punto de una recta completa y continua (aunque solo se trabaje con racionales)
y como pares de segmentos conmensurables e inconmensurables (para la distincion entre
namero racional o irracional). Luego, la caracterizacion de una tarea hard emerger alguna
concepcién de namero real que se manifiesta en el uso del conocimiento.

Considerando las diferentes concepciones del nimero real, se reconocen funcionamientos
y formas para posibles tareas correspondientes al nivel secundario tal como se propone

en la tabla siguiente:

Tabla 2. Funcién y forma para posibles tareas segun concepcion de nimero real

Concepciones de numero
real

Funcion

Forma

Como la medida de
segmentos conmensurables e
inconmensurables.

Como puntos de una recta
completa y continua.

Como soluciones posibles o
no posibles de ecuaciones
algebraicas (nimeros
algebraicos o trascendentes).

Como limite de una sucesion
o como resultado de una serie
(representacion decimal).

1) Medicion de segmentos.

2) Operaciones con segmentos
(suma, resta, producto, cociente)
desde un punto de Vvista
geométrico.

1) Ubicacion de puntos en una
recta (con un origen y un segmento
unidad determinados)
correspondientes a un ndmero (y
viceversa).

2) Representacion de conjuntos
numéricos en la recta real.

3) Caélculo de distancia entre
puntos de una recta: dado dos
puntos A y B de la recta, hallar la
longitud del segmento AB.

1) Andlisis sobre la existencia de
alguna solucion real de una
ecuacion algebraica polinémica
con coeficientes racionales y su
blusqueda.

1) Aproximacién de un nUmero
con infinitas cifras decimales
(racional o irracional) a partir de
una  sucesion de  términos

Patron de tareas en las cuales se mide un segmento
con otro dado.

Patrdn de tareas en las cuales se opera con
segmentos (sumar, restar, multiplicar y dividir
segmentos).

Patron de tareas en las cuales se ubican ciertos
nameros en una recta humérica real (y viceversa,
dado un punto hallar su valor real correspondiente).

Patrdn de tareas en las cuales se representan
conjuntos, por ejemplo, intervalos de la recta real.

Patron de tareas en las cuales se calcula distancia
entre puntos (por ejemplo, al calcular el valor
absoluto de un nlimero).

Patron de tareas donde se hallan raices o se analiza
la existencia de alguna solucién real de una ecuacion
algebraica polinémica con coeficientes racionales
(por ejemplo, utilizando el teorema de Bolzano).

Patron de tareas donde se aproxime un ndmero con
infinitas cifras decimales (racional o irracional) a

94



Como cortadura de

Dedeking.

Como elemento de un cuerpo
ordenado y completo.

Como un elemento de un
conjunto, que es resultado de
la unién de otros dos
conjuntos (los racionales y
los irracionales).

racionales cada vez mas proximos
al nimero.

2) Analisis de convergencia de
sucesiones.

1) Acotacion de un conjunto
numérico.

1) Operaciones de cuerpo (suma,
resta, producto, cociente) desde un
punto de vista algebraico
(cumpliendo los axiomas).

2) Comparacién (relacion de
orden) entre elementos del cuerpo.

1) ldentificacion de subconjuntos
de R isomorfos a otros conjuntos
numMericos (racionales,
irracionales, enteros, naturales).

partir de algoritmos (por ejemplo, el método de
exhaucion, usando el teorema de Bolzano, etc.).

Patron de tareas donde se analice la convergencia de
sucesiones.

Patron de tareas donde se busque supremo o infimo
de un conjunto.

Patron de tareas donde se operen elementos
siguiendo una serie de axiomas.

Patron de tareas donde se comparen elementos de un
cuerpo (por ejemplo, al resolver inecuaciones).

Patrdn de tareas donde se identifique un elemento de
R y su elemento correspondiente en otro conjunto
numérico (por ejemplo, racionales o irracionales).

Se contabiliza la cantidad de tareas propuestas por cada docente a lo largo de toda la
unidad, que se perfila dentro de cada concepcién, manifestada por su funcion y su forma,
con el objetivo de reconocer si hay supremacia sobre un tipo de tarea especifico (y, por
consecuencia, de alguna concepcidn de numero real) e identificar si existen concepciones
que no se propician en el aula. Para cada patron de tareas encontradas, se realiza una
descripcion de una tarea representante de su grupo, con el fin de esclarecer la funcién y
la forma a la que responde, asi como la concepcidn primordial que emerge del trabajo con

ese grupo de tareas.

Si bien los instrumentos de recoleccién de datos mencionados tienen como objetivo
indagar sobre una categoria de analisis particular, toda la informacion recogida sera
utilizada globalmente para realizar el procesamiento y el analisis de los datos.

3.4 ESTRATEGIAS UTILIZADAS PARA EL PROCESAMIENTO Y ANALISIS DE DATOS

3.4.1 Procesamiento de los datos
Se han utilizado cddigos referidos a cada docente y a cada tipo de elemento de recoleccion
de datos para nombrar los archivos, organizados dentro de carpetas con el nombre de cada
docente, con el fin de facilitar la organizacion y el procesamiento de la informacion.

Para el procesamiento de datos, la organizacion ha sido distinta segin el elemento de

recoleccion de datos:

- Para las observaciones de clase se han registrado, por docente y por subtema de
la unidad, los fragmentos de cada categoria de analisis del discurso numérico
escolar, resaltados con colores en las notas de campo. De esta manera se han
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reconocido aquellos que sean similares y se han seleccionado, para el reporte de
resultados, los mas representativos de las situaciones identificadas.

Se han registrado, de manera escrita o por fotos, todas las tareas reconocidas en
los apuntes de clase, las fotocopias y las propuestas en clase. Se han volcado en
una tabla agrupadas por concepcion, contabilizando la cantidad de tareas y
seleccionando aquella que sea representativa del grupo, por docente
individualmente.

Para las entrevistas, se han organizado por pregunta o grupo de preguntas que se
corresponden con una concepcién en particular, los aspectos mas importantes
reconocidos. En este caso se han buscado similitudes entre las respuestas, con lo
cual se han analizado en forma conjunta por pregunta, las respuestas obtenidas
por cada docente. Se han seleccionado algunos registros textuales de cada
entrevista que sean significativos para la concepcion a analizar.

3.4.2 Credibilidad y transferencia (validez interna y externa)
Para conseguir credibilidad en el estudio se han llevado a cabo las siguientes acciones:

Estancia prolongada en el campo: entre las sesiones de entrevistas y las
observaciones de clase, se ha intentado establecer un vinculo de confianza con los
docentes de la muestra, para asi reducir al minimo posible o desaparecer por
completo las tensiones o los efectos provocados en el docente por la presencia del
investigador.

Con el objetivo de calibrar los reactivos que se proponen en una de las entrevistas,
se ha aplicado repetidamente versiones anteriores a otra docente que no compone
este estudio (con caracteristicas similares a la docente B) para ajustar y modificar
las preguntas con el fin de obtener las concepciones acerca del nimero real de
manera mas precisa.

Triangulacion de datos: para hacer una comparacion entre lo que el docente dice
que hace (entrevistas), lo que el investigador interpreta que hace (observaciones)
y lo que el docente propone hacer (material utilizado en sus clases). Esto permite
detectar inconsistencias y ajustar los elementos de recoleccién de datos para una
mayor precision.

Si bien es muy dificil transferir los resultados obtenidos a otro contexto, nos puede dar
una pauta para conocer con mayor profundidad el problema estudiado y reflexionar sobre
posibles mejoras en la ensefianza del nimero real en la escuela secundaria.
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Capitulo 4
Resultados

4.1 DISCURSO NUMERICO ESCOLAR
Se presenta en esta seccion el recorrido de lo desarrollado por cada docente en sus clases
correspondientes a la unidad Numero Real, identificando caracteristicas del discurso
numérico escolar en el tipo de presentacion, los tipos de argumentos y procedimientos, el
contexto en el que se enmarca, el foco de interés de la docente y la relacion con otros
campos de conocimientos y précticas sociales del nimero real.

4.1.1 DOCENTE A
La docente A organiza la unidad Numero Real en dos partes:

1. Ecuaciones e inecuaciones con modulo: clases 1-5.
2. Radicales (extraccion de factores fuera del radical, operaciones con radicales):
clases 6-14.

Las clases en el caso de la docente A fueron en su totalidad presenciales.

4.1.1.1. Parte 1: ecuaciones con médulo

Si bien no se estuvo presente en la primera clase de la unidad (dado que la docente A
decide al final de una clase de la unidad anterior comenzar un tema nuevo puesto que le
sobra tiempo), se reconstruyen estos Ultimos minutos de esta clase con lo que cuenta la
docente (se le ha consultado qué ha trabajado y como lo ha llevado a cabo) y con lo escrito
en las carpetas de varios alumnos.

La docente A comienza la unidad explicando con ejemplos cdmo resolver inecuaciones
con modulo. Sin poner titulo, indicando que comienza una nueva unidad, procede a
resolver y explicar la resolucién de los ejemplos que propone:

La docente A me comenta que ella comienza la clase repasando lo que es el médulo
de un niimero como su distancia al cero. Luego, explica como resolver inecuaciones
con modulo utilizando ejemplos:

|[x — 2| <3

lx+3]=>1
La explicacién de la resolucion de la primera inecuacién consiste en pensar dénde
se encuentran los nimeros cuya distancia al cero es menor que 3. Se concluye que
son los valores mayores a -3 y menores que 3. Luego, plantea dos inecuaciones (se
reproduce lo que copiaron del pizarrén los alumnos en la carpeta):
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Thecwaciones ton modvlo

) x-al< 3
H-a<y } ®-&>~-3
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x <O ’} x>\

Para resolver las inecuaciones indica que “pasa sumando el -2 al otro miembro” y
opera. Luego, marca sobre una recta numérica los puntos entre -1y 5, e indica que
se va a representar como un intervalo en el cual el -1 y el 5 no estan incluidos ya
que son menores que 5 y mayores (estricto) que -1. Esto tltimo se representa con
un paréntesis y escribe el conjunto solucion:

A_ﬁ%%%ﬂf

S=C'qls)

La docente se basa en la definicion de médulo o valor absoluto, que los alumnos conocian
previamente, para realizar el planteo de la resolucion. Se utiliza la recta para representar
nameros reales, sin indicar previamente que cada nimero real se corresponde con un
punto y viceversa. Tampoco se problematiza cuantos nimeros hay y de qué tipo son los
que se encuentran en ese intervalo (tipo de presentacion). Puede observarse en lo
explicado por la docente, que no se hacen explicitas las propiedades que validan su
accionar en el despeje de la incdgnita en la ecuacion, como la propiedad uniforme (tipo
de argumentos y procedimientos). La docente deja de tarea ejercicios similares, con lo
cual se evidencia que el foco de interés esta puesto en que los alumnos puedan reproducir
el mismo procedimiento expuesto por la docente.

Las clases siguientes transcurren con una dinamica similar: los alumnos resuelven los
ejercicios propuestos por la docente (dados en una fotocopia) y consultan sus dudas. A
veces los alumnos pasan al pizarrén a resolver los ejercicios, con el objetivo de corregir
la ejercitacion en conjunto. Es posible observar que los alumnos no establecen una unidad
para representar el conjunto solucién de las inecuaciones, como se puede observar en el
siguiente ejemplo en el que se reproduce la representacion grafica realizada por un
alumno en el pizarron:

N o WP 5‘ |
-85 O ob, 3

La docente no parece prestar atencion a esto, y podria pensarse que es solo una
herramienta para apoyarse al escribir el conjunto solucion (tipo de presentacion).
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En la resolucion de un ejercicio, no se problematiza (al menos no explicitamente a toda
la clase) el campo numérico en donde tiene sentido la incgnita.

Nota. Tomado de “Activados 4 Matematica” (p. 27), por R. Abalsamo, A. Berio, S.,
Mastucci, N. Quiros, F. De Rossi, 2017, Puerto de Palos.

La docente no hace explicito, ni problematiza, el hecho de que los nimeros reales no
poseen anterior, ni siguiente (tampoco los numeros racionales o irracionales). Por lo cual,
el conjunto solucion de las inecuaciones planteadas en este ejercicio solo tiene sentido en
el conjunto de los numeros enteros. La docente A no lo aclara en ningin momento,
tampoco surge de los alumnos el planteo de esta inquietud. En todas las clases de este
tema, no se hace explicito el campo numérico en el cual se esta trabajando. Queda en
evidencia que es un tema de duda para los alumnos, en un comentario que hace la docente
respecto a las preguntas que le hacen sobre las soluciones que encuentran en las
inecuaciones propuestas:

A2: pero, ;estd bien?

P: si, esta bien.

Después, me mira y me comenta:

P: piensan que si es negativo o una fraccién esta mal.

También es posible observar que la forma de resolver las dudas de sus alumnos implica
una imposicion de significados y procedimientos:

Unas alumnas del fondo llaman a la profesora porque no entienden el ejercicio 58:
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Nota. Tomado de “Activados 4 Matematica” (p. 27), por R. Abalsamo, A. Berio, S.,
Mastucci, N. Quirds, F. De Rossi, 2017, Puerto de Palos.

La profesora lee el enunciado del item c), luego responde:

P: Es falso. Reemplazando aca la x por 2, ;ven que no les da?

A2: ahh, tenemos que reemplazar...y el que sigue tampoco lo entendemos.

P: aver...es falso, tienen que armar la inecuacidn, ese lo tienen que pensar mas.
Armen una inecuacion con médulo que no tenga solucion.

A2:bueno, lo pensamos.

No se alude al significado de solucion de una ecuacion (se da por sobreentendido),
tampoco al de conjunto solucién. Asimismo, no se explicitan los diferentes tipos de
soluciones en una inecuacion con médulo. Los aspectos conceptuales de este contenido
no se presentan, ni se construyen con los alumnos, dado que se espera la aplicacion directa
de los procedimientos (ella pide que encuentren una inecuacion que no tenga solucién
pero no problematiza si es posible 0 no, directamente da por hecha su existencia).

Algo similar ocurre con las reglas de calculo, cuando ayuda a los alumnos a resolver las
inecuaciones:

Otro alumno llama a la profesora. Escucho que le explica cdmo despejar la
incognita en una desigualdad:

P: vos despejdas igual que en una ecuacion, pero si pasas dividiendo un negativo
cambia el sentido de la desigualdad. Si es menor, pasa a ser mayor...

Luego, la profesora ayuda a un alumno sentado adelante.
P: tenés que eliminar el paréntesis, el menos adelante del paréntesis, cambia los
signos.
Luego, escribe en el pizarrdn:
—(2x —8)
—2x+8

Puede verse que las reglas de calculo son impuestas por la docente, sin apoyarse en
propiedades explicitas dadas a los alumnos, ni una explicacion de por qué son validas. Se
recurre a algoritmos memoristicos para su resolucion (tipo de argumentos y
procedimientos).

El contexto en el que se enmarca el nimero real, en esta parte de la unidad, es la
resolucion de inecuaciones a partir de reglas estaticas, no presenta un caracter funcional.
No se observa relacion del nimero real con otros campos de conocimientos que no
sea el puramente matematico y que le dé significatividad a la resolucion de inecuaciones
de este tipo.
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Tabla 3. Caracteristicas observadas en la Docente A acerca del discurso numeérico
escolar en la parte I: ecuaciones e inecuaciones con médulo

Categorias de analisis para el L. . L.
& P Caracteristicas del discurso numérico escolar

discurso numeérico escolar

No se presenta el nimero real. Resolucion de inecuaciones
basada en la definicion de modulo o valor absoluto. Se utiliza la

Tipo de presentacién del nimero real  recta para representar nimeros reales, sin indicar previamente
que cada numero real se corresponde con un punto y viceversa.
Significados y procedimientos impuestos.

No se hacen explicitas las propiedades que validan la resolucion
de las inecuaciones (propiedad uniforme). No se hace explicita
la necesidad de establecer una unidad para la representacion de
ntmeros reales en la recta.

Tipos de argumentos y procedimientos

El contexto en el que se enmarca el

namero real, que haga ver su grado de Resolucién de ecuaciones e inecuaciones. Reglas estaticas, no
funcionalidad en una situacion presenta un caracter funcional.

especifica

El foco de interés del docente acerca
de lo que saben o lo que hacen sus
alumnos en cuanto al nimero real

Reproduccidn del mismo procedimiento expuesto por la docente
para la resolucion de inecuaciones con madulo.

La relacién del namero real con otros
campos de conocimientos y practicas
sociales que se propicie en el aula

Explicaciones dentro de la matematica misma, no hay relacion
con otros campos de conocimiento.

4.1.1.2 Parte 2: radicales (extraccion de factores fuera del radical, operaciones con
radicales)

La docente A refresca el concepto de numero irracional, preguntando a los alumnos si
recuerdan cuales eran los nimeros racionales e irracionales.

Después, escribe la fecha y el titulo “Numeros irracionales” en el pizarrén y espera
a que los alumnos saquen la carpeta y hagan silencio. Luego, pregunta:

P: ;cudles eran los nimeros irracionales?

A1l: Los que no son racionales

P: ;Y cuales eran los racionales?

A2: Los que se pueden representar como fraccion.

P: Entonces ;los irracionales? Los que no se pueden representar como fraccion.
¢Un ejemplo?

A3:im!

P: Tienen infinitas cifras decimales no periédicas. ;Otro ejemplo?

A4:raizde 1

P: ;raiz de uno? ;cuanto da?
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A4: No, jraiz de 3!

P: bien, raiz de 3. ;Cuales son entonces? ;Raices como?

A2: Las raices de nimeros primos.

P: ;solo de nimeros primos?

A2:no..las raices que no son raiz de 4, de 9...

P: las raices no exactas, que no dan un nimero entero.

Luego dicta:

P: Los nimeros irracionales son aquellos que no pueden ser expresados como el
cociente de dos nimeros enteros y tienen infinitas cifras decimales no periédicas.
Las raices no exactas de niimeros racionales, son nameros irracionales.

Da la definicion de nimero irracional sin un analisis o demostracion de su existencia. No
se construye el concepto, se impone la condicion de que no puede expresarse como
fraccion y que tiene infinitas cifras decimales no periddicas, aunque parece ser un tema
previo que los alumnos ya conocen. Pone de ejemplo las raices no exactas, aunque no
queda claro cudl es el indice de la raiz, ni se da precision al término “exacto”
(entendiéndose que se trata de un numero entero, como en la explicacion anterior).
Tampoco se justifica por qué se trataria de nimero irracionales (tipo de presentacion).
Luego, introduce el concepto de radical:

La profesora dicta textual del libro Activados 4 Matematica (Abalsamo et al.,
2017):

“Se denomina radical a la raiz indicada de un nimero o de una expresidn, siempre
que esta tenga solucién real” (p. 32).

Luego, comenta:

P: Vamos a empezar con extraccion, suma, resta, cociente de radicales.

Escribe el titulo en el pizarrdn: Extraccion de factores de radicales.

Dicta, leyendo del mismo libro:

P: “Existen factores dentro de un radical que pueden ser extraidos si el exponente
de los mismos es mayor o a lo sumo igual que el indice de la raiz. Para ello deben
aplicarse propiedades de la potenciacion y de la radicaciéon”(Abalsamo et al., 2017,
p. 34).

Se puede observar que no se problematiza la situacién de extraer factores fuera del radical.
El foco de interés esta puesto en las técnicas para expresar un radical de otra manera,
previamente establecida, sin analizar las ventajas de hallar esa expresion o dar algin
motivo que la justifique. Esto puede observarse en los ejemplos que propone la docente:

Ejemplo:
Vi6.x8 = /2% x®
= 23.321.x6.x2
=2.%2.3/x5.Yx2
=2.V2.x%.x2
= 2x232x2

A6: ;Por qué se hace esto, profe?
La profesora se rie por lo bajo y dice:
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P: ;Entendieron?
Los alumnos no contestan.

Los alumnos preguntan acerca de los motivos por los cuales se desarrollan estas técnicas,
pero la docente ignora la pregunta dejando mas en evidencia que el contexto en el que se
enmarca el nimero real es algoritmico, basado en la operatoria de los numeros reales.
Continua con ejemplos similares y la ejercitacion no presenta otra dificultad mas que la
de factorizar nimeros compuestos, aplicar propiedades de potenciacién y radicacion.

Para la adicion y sustraccion de radicales, la docente A procede de manera similar:

Escribe el titulo “Radicales semejantes”. Comienza a dictar:
P: Dos radicales son semejantes cuando tienen igual indice y mismo radicando.

Escribe en el pizarrén:
e Términos con radicales semejantes:

-3y V3
—232 y 432
3Vx3y —8Vx3

e Términos con radicales no semejantes:
-7y V7
5V3 y 7V2

—4Y3 y 9V4

Comienza definiendo y ejemplificando radicales semejantes para luego presentar la
siguiente regla para la suma y resta de radicales:

Espera que los alumnos terminen de escribir los ejemplos y luego dicta el titulo:
“Adicién y sustraccion de radicales”. Contintia dictando: “sélo es posible sumar o
restar términos que contienen radicales semejantes”(Abalsamo et al,, 2017, p. 34).
Escribe en el pizarrén:

6vV3 +4V3 -3 =9V3

P: Para sumar estos radicales sumamos, 6 con 4 y restamos 1. Da 9 por raiz de 3.

No se dejan explicitas las propiedades que se estan aplicando o la justificaciéon del
procedimiento por el cual se suman o restan los coeficientes de /3. Se impone un
procedimiento, como una regla de célculo exitosa sin argumentacion sobre su validez
(tipo de argumentos y procedimientos). Los alumnos cometen errores al resolver los
ejercicios en el pizarrén, quizas por no comprender las reglas que deben aplicarse:

Un alumno escribe en el pizarrén:
e)—V169 — V99 + /235 =
V3% — V32T + VE2YTT =
—13 = 3V11 + 5V11 = —11V11
La profesora le dice al alumno que tiene un error. Pregunta al resto si se dan

cuenta del error. Un alumno dice: “falta el -13”.
P: el error, me parece, es que junt6 todo. Estos dos que tienen raiz de 11 se pueden

juntar.
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Este error suele ser recurrente en los alumnos. La docente interviene en la clase cuando
aparece un error de este tipo reforzando y repitiendo que no pueden sumarse términos que
no son semejantes.

La presentacion de la multiplicacion de radicales, las operaciones combinadas entre
radicales y la racionalizacion de denominadores se da de manera similar. Los
procedimientos son explicados por la docente, a veces sin hacer explicitas las propiedades
que se utilizan y a veces presentandolas sin demostracion y con un lenguaje poco preciso
(tipo de argumentos y procedimientos).

P: vamos a hacer otro ejemplo. ;Qué hay que hacer aca? No se puede distribuir la
potencia. Hay una férmula que yo quiero que conozcan. Lo vamos a hacer primero
sin la formula.

Escribe en el pizarrén:

(VZ+V3)" = (V2 +3). (V2 + V3)

= (V2)" +VZV3 +V3VZ + (V3)°
=2+V6+V6+3
=5+2V6

P: Les voy a dar la férmula del cuadrado del binomio que es re practica. Se usa
muchisimo en otros temas.
Escribe en el pizarrén:

(a + b)? = a? + 2ab + b?
P: ;vamos a ver como quedaria con la férmula?
Escribe en el pizarrén:
(VZ+3)' = (v2) +2V2V3 + (V3)’
=2+2V6+3
=5+2V6
P: ;Qué notaron de hacerlo asi con la formula?
A1: es mas corto
P: de las dos formas esta bien, pero asi es mas corto.
Espera que terminen de copiar y luego escribe:
d) (V10 +7).(V10 — V7)
P: ;qué puedo hacer?
A2: distributiva
P: Si, pero hay algo mas facil. A ver si se acuerdan...
A2: cuadrado del binomio
P: No, no es lo mismo. Miren esto, ;es el mismo procedimiento que antes?
A2:no, no es lo mismo.
La profesora escribe en el pizarron:
(a—=b).(a+b) = a?— b?
Diferencia de cuadrados
Los alumnos le dicen que no lo dieron el afio anterior.
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No se explicita en ningin momento los valores que pueden asumir las variables de las
expresiones algebraicas, si es posible su célculo para cualquier nimero real, ni la validez
de las férmulas presentadas. No se evidencia relacion con otros campos de
conocimientos o précticas sociales (como el medir, por ejemplo al comparar segmentos

que son inconmensurables).

Tabla 4. Caracteristicas observadas en la Docente A acerca del discurso numérico

escolar en la parte I1: radicales

Categorias de analisis para el
discurso numeérico escolar

Parte Il: radicales

Tipo de presentacion del nimero real

Tipos de argumentos y procedimientos

El contexto en el que se enmarca el
namero real, que haga ver su grado de
funcionalidad en una situacion
especifica

El foco de interés del docente acerca
de lo que saben o lo que hacen sus
alumnos en cuanto al nimero real

La relacién del nimero real con otros
campos de conocimientos y practicas
sociales que se propicie en el aula

No se construye el concepto de nimero irracional, se impone la
condicion de que no puede expresarse como fraccion y que tiene
infinitas cifras decimales no periddicas. No se plantea por qué las
raices no exactas de ndmero racionales son nimero irracionales.

Mecanico y memoristico, no se explicitan las propiedades que se
aplican (como la distributiva de la raiz respecto del producto,
producto de potencias de igual base, etc.)

Algoritmico, basado en la operatoria de nimeros reales. Reglas
exitosas para el célculo, dentro de la matematica misma. No se
resignifica en diversos contextos, es Unico.

Puesto en el algoritmo que permite sacar factores y operar con
radicales. La ensefianza esta centrada en objetos.

No se evidencia relacion con otros campos de conocimientos o
practicas sociales (como medir). Los alumnos preguntan en
reiteradas ocasiones para qué sirve, donde se usa aquello que les
esta ensefiando pero la docente no da respuesta.

4.1.2 DOCENTE B

La docente B organiza la unidad Nimero Real en cuatro partes:

1. Presentacion del conjunto de los nimeros reales. Operaciones y ecuaciones con
nameros racionales: clases 1, 2, 3y 4.

2. Notacion cientifica: clases 5,6 y 7.

3. Inecuaciones e intervalos de la recta real: clases 8, 9 y 10.

4. Operaciones con numeros irracionales: clases 11, 12 y 13.

Solo la primera clase de las desarrolladas por la docente B fue presencial, el resto fueron
virtuales a causa del aislamiento preventivo y obligatorio por la propagacion del COVID-
19 impuesto por el gobierno en ese momento.
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4.1.2.1 Parte 1: presentacion del conjunto de los nimeros reales. Operaciones y
ecuaciones con niumeros racionales

La docente B comienza la unidad presentando los diferentes conjuntos numéricos.
Comienza con los numeros naturales, describiendolos como un conjunto con infinitos
elementos que sirven para contar (el 1, el 2, el 3 y asi ejemplifica). Menciona los
diagramas de Venn para representar conjuntos, aunque los alumnos dicen que no
recuerdan haber visto tal representacion. Continda con el conjunto de los ndameros
enteros, como ampliacion de los naturales al observar que no es posible realizar restas
cuando el minuendo es menor que el sustraendo:

P: ahh bueno. ;Puedo hacer operaciones con estos nimeros? Yo puedo hacer
operaciones, pero ;qué pasa? Si yo los sumo, ;me da un nimero natural?

Al:si

P: si, me da un nimero natural. ;Y si los resto?

A3: depende...

P: depende ;de qué? De cudl es mayor o menor. Si a un niimero le resto otro mas
grande, ;me da cémo?

A2: negativo

P: negativo, entonces no es natural. Necesito otro conjunto para poder meter a
estos negativos. ;Cudles serian, por ejemplo? El -1...si yo hago 3-17 ;cuanto me
daria? -14. El 0, fijense que aca no lo incluimos, no es un ndmero natural. Y puedo
seguir nombrando, otros niimeros negativos: el -128. Entonces a este conjunto, de
los naturales negativos y los naturales, ;qué vamos a hacer? Los vamos a encerrar
en un conjunto mas grande que se llama el conjunto de los nimeros enteros. Estos
seguramente ya los escucharon el afio pasado.

Puede observarse que, para referirse a los niUmeros naturales, la docente B menciona una
practica de referencia: contar elementos. No es el caso de la presentacion que hace con
los numeros enteros, en donde su significado radica en la realizacion de restas que no
tienen un resultado posible en el conjunto de los nimeros naturales.

La docente procede de manera similar para presentar los nimeros racionales como
cociente de enteros, ya que no siempre se obtiene como resultado un nimero entero:

P: bien, ahora ;todas las divisiones entre enteros, me va a dar un nimero que esté
dentro del conjunto de los nimeros enteros?

A2:no

P: ;por ejemplo? ;cual no?

A2:10 dividido 3

P: bien, 10 dividido 3. Este cociente no me da un nimero entero, ;tienen la
calculadora por ahi? Hagan la division esa, ;cuanto les da?

A3:3,3333..

P: bien, da 3,333...y ;/sigue esto?

A1l: si, porque son infinitos

P: Muy bien, el -1/5 tampoco. Yo lo puedo hacer en la calculadora, la division y
obviamente no es un nimero entero.

Va anotando en el pizarron estos ejemplos.

106



P: todos estos nimeros, fijense que podemos hacer divisiones, multiplicaciones,
todas las operaciones elementales y el resultado me va a dar ;qué? Un tipo de
fraccion irreducible, un nimero decimal o también un niimero entero. Es un
conjunto mas amplio, donde involucra también los enteros. Este se llama el
conjunto de los nimeros racionales y se simboliza con una Q. El conjunto,
entonces, de los niimeros racionales lo identificamos con una Q.

El hilo conductor de la presentacion sigue siendo la operatoria entre nimeros, al obtener
resultados que no son posibles dentro de un conjunto numérico y a partir de alli precisar
de otro mas amplio. La presentacion de los irracionales sigue la misma légica:

P: ;pero yo podré aplicar la raiz cuadrada a varios nimeros y que me dé siempre
un ndmero racional?

A3: no, por ejemplo, al 2

P: aver, si yo hago la raiz cuadrada de 2, ;cuanto me da esto?

A3: un namero periodico, ;no?

P: bueno, contesto estas dos preguntas: ;se puede expresar como fracciéon? No. ;Es
un ndmero perioédico? No

A3: no periddico

P: ;dijiste no periddico?

A3: si.

P: ah perddn, te entendi periddico. ;Qué significa que un nimero es no periddico?
A3: 0 sea, que no era exacto, que no es como 10 dividido 3 que te daba 3,333 ... Que
no se repite una secuencia, asf como 2, 5, 2, 5...

P: como que no se repite siempre una secuencia

A3: como que no hay un patrén...

P: bien, muy bien. Bueno, agarren la calculadora y hagan la raiz cuadrada de 2. A
ver decime A3 cuanto es.

A3:1,414213562...

P: y sigue, sigue. Lo que sigue yo no puedo verlo en la calculadora y sino en una
computadora que me dé, no sé, cien cifras decimales. ;Y el problema cual es? que
no hay una secuencia, como dijo A3, no hay un periodo de repeticiéon. Entonces
estos numeros que tienen esta caracteristica, nunca los voy a poder escribir como
fraccion. Por lo tanto, este nos queda fuera de este conjunto, ;bien? Y esto no me
pasa solo con la raiz de 2, me pasa con muchos y con infinitos nimeros. Miren,
vamos a ver otros, tengo la raiz cubica de -5. A ver ;quién lo hace con la
calculadora?

De esta manera, presenta a los irracionales como los nimeros decimales que tienen
infinitas cifras decimales no periddicas. Ejemplifica con el nimero 7, comentando que es
el cociente entre el perimetro de una circunferencia y su didmetro, y el namero de oro,
comentando que tiene relacion con proporciones del cuerpo humano, como el cociente
entre la estatura y la distancia del obligo a los pies.

Podemos notar que, tanto para los racionales como para los irracionales, se considera su
existencia a partir del resultado de una operacion, factible de realizar y a veces obtenido
en la calculadora, aunque no se explicite ni se conozca el algoritmo que se realiza para
obtenerlo. En el caso del numero m o raices no racionales, la docente afirma que tienen
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infinitas cifras decimales no periodicas, pero no se explica la razén, ni un procedimiento
que permita obtener aproximaciones cada vez mejores y que argumente una idea intuitiva
de que siempre se podrian agregar decimales a la expresion. Ademas, se impone la
caracteristica de que los irracionales no pueden expresarse como fraccion sin especificar
el por qué (tipo de presentacion).

Por otro lado, la suposicion de la existencia de racionales e irracionales es considerada
suficiente para suponer la existencia de nimeros reales (objetos preexistentes), ya que
son presentados como la union de estos dos conjuntos:

P: los que no son racionales, son irracionales y los represento con una letra I.
(Habra otro conjunto? ;Otros ndmeros fuera de estos? Por ahora todos estos, los
racionales y los irracionales forman el conjunto de los nimeros reales. Lo
representamos con la R. Los reales terminan siendo la unién de los racionales con
los irracionales, ;se acuerdan este simbolito? U, de unién de conjuntos.

A3: sl

P: Bueno, tengo la unién de conjuntos.

Con un diagrama de Venn, concluye su presentacion:

‘
(B

/ \.‘/ | -\._‘.\ :
|~ YN Bk
\\l . 4 : Al -
) 4; ,“; ;(. (_, ) -
O FRER R
-.\'\\_’/
el | o

e (5. 3% - | )
o TR-QUL  Tea oy

La presentacion de los nimeros reales que realiza la docente B sigue un orden logico, no
histérico y lineal, conducido por la necesidad de obtener resultados de operaciones
numeéricas, aunque no se vislumbre la necesidad de realizar estas operaciones y obtener
resultados. No se enmarca en ninguna préactica de referencia, como la reparticion en partes
iguales para el caso de los racionales, ni en la medicién de longitudes para el caso de los
nameros irracionales, por ejemplo (relacion del nimero real con otros campos de
conocimiento y practicas sociales).

Luego, la docente B comienza a trabajar las diferentes representaciones de un namero
racional: como fraccion y como numero decimal. Clasifica los decimales en exactos o
periddicos, y dentro de estos Gltimos como puros o mixtos. Para realizar el pasaje de una
representacion a otra, presenta reglas mecanicas y memoristicas. Por ejemplo, al pasar de
fraccion a numero decimal:
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2- Coloca una F si la expresién decimal de la fraccion es finita y una P, si es

periddica.
2
a) E
7
b) =
4
c) =
d)
5
e) T
) =

P: si hacen 2 dividido 7, con la calculadora por ejemplo... ;cudnto les da?
A3:amime dio 0,285714 y esa cifra es la que...

P: bueno, les digo algo, es confuso, pero en realidad hay un periodo. Es 285714 y
después empieza 2857 y no hay mas lugar en el visor, pero si cumple un periodo.
(Bien? O sea que no es finita, es periddica. Y yo les voy a decir algo mas, voy a
poner la “P” de periddica...ehh...creo que lo charlé con uds, no recuerdo bien...para
darme cuenta si una fraccion es periddica o finita yo tengo que observar el
denominador, si no hay forma de expresarlo... si al 7, por ejemplo, no hay forma de
llevarlo a una potencia de 10 cuando hago la amplificacién de la fracciéon. Es decir,
si yo tengo el 2/7 y yo quiero buscar una fraccién equivalente, ;bien? Entonces,
;habra forma de que podamos encontrar una fraccién equivalente cuyo
denominador sea una potencia de 10? 10...100...1000...

A3: no.

P: entonces, si yo no encuentro esa forma, y ahora voy a explicar algo también
respecto a eso, quiere decir que yo nunca voy a poder escribir a la fraccién en
forma finita, en su forma decimal. O sea que siempre me va a dar periddica y eso
también lo puedo explicar, cuando uds descomponen al denominador...vieron
cuando uds descomponen un nimero en primos...

A3: si, en la primaria lo vi

P: bueno, a cualquier nimero nosotros lo podemos descomponer en factores
primos, en nimeros primos. Y si en esa descomposiciéon aparece un 5, por ejemplo,
yo voy a poder llevarla a una fraccién que se llama decimal, es decir, que su
expresion decimal va a ser finita. ;Alguna duda respecto a esto?

Nadie contesta y entonces continua:

P: bueno, aca fijense que el 7 ya de por si es primo, o sea que su descomposicion en
primos es el mismo 7, entonces ya vemos de que seguramente va a ser su
expresion decimal infinita periddica. E1 7/20, fijense el 20 en su descomposicion
aparece un 5 y también aparece un 2 entonces va a haber forma de llevar esa
expresion a fraccion decimal, es decir, que en el denominador aparezca una
potencia de 10. Por lo tanto, esa fraccion es una fraccidn exacta finita, el 7/20
Escribe al lado del niimero “F”.
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Puede observarse que se utiliza la calculadora para validar si un numero es exacto o
periddico, al menos como primera estrategia, pero no se explicita que la calculadora sirve
para acelerar el resultado del algoritmo de la division. Al no realizar este procedimiento,
no es posible ver los restos que se van obteniendo, invisibilizando el por qué se repite el
periodo infinitamente. Sin embargo, para el caso del 2/7, al no poder visualizar el periodo
que se repite en el visor de la calculadora, la docente B cambia la estrategia para buscar
una fraccién equivalente a la dada que tenga como denominador una potencia de 10. Para
esta segunda estrategia, recurre a la factorizacion en primos del denominador sin explicar
por qué debe estar formado solo por 2 y 5 para ser exacta. Queda entonces como una regla
memoristica, al igual que la division por calculadora, para la determinacion de la
clasificacion. El significado es el pasaje a diferentes tipos de representacion de un mismo
ndmero y su argumentacion es puramente algoritmica (tipo de argumentos y
procedimientos).

Lo mismo ocurre cuando la docente B quiere pasar la expresion de un nimero decimal
periddico a fraccion:

P: Les voy a explicar una técnica, que obviamente tiene su explicacion. Nosotros les
ensefiamos la técnica y el que quiera, podemos ver la explicacion, de donde vienen
las operaciones que hacemos, ;esta bien? Lo que tenemos que hacer es escribir al
numero...lo primero que vamos a hacer es escribirlo en forma peridédica. Fijense
que lo que se repite en el b) es el 12.

Escribe: b) 0,121212 ... = 0,12

P: entonces el arco abarca al 1y al 2. Para escribirlo como fraccién lo que vamos a
hacer es expresar a todo el nimero sin la coma, sin el arco...o sea, que me quedaria
012 pero bueno, el 0 en esta posicidn carece de significado entonces lo vamos a
sacar y le tendriamos que restar la parte o los digitos que no estan afectados por el
arco, en este caso es 0 también, o sea que no le resto nada y divido por...abajo
vamos a poner tanta cantidad de nueves como digitos hay abajo del arco. Hay dos
digitos abajo del arco, por eso vamos a poner dos nueves.

Escribe 0,12 = g

P: entonces les da 12 sobre 99. Uds. lo pueden comprobar con la calculadora, si
hacen 12 dividido 99 les vaa dar 0, 121212... Ahora, como me dice que lo exprese
como una fraccion irreducible, nosotros lo que vamos a hacer es simplificar, ;si? Si
nosotros simplificamos al 12/99, ;por qué nimero lo podriamos dividir?

En este caso la docente B deja explicito que es una “técnica” pero que no va a explicar la
justificacion de por qué es exitosa para poder representar decimales periodicos como
fraccion. Una vez mas, puede notarse la imposicién de procedimientos, priorizando lo
algoritmico por sobre el entendimiento (tipo de argumentos y procedimientos).

Seguido a la resolucion de estos ejercicios, la docente propone actividades para realizar
operaciones combinadas con numeros racionales y resolver ecuaciones. Se presentan las
propiedades de los nimeros reales como las “reglas de juego” a seguir, y una serie de
pasos, tipo “receta”, de cobmo se debe proceder en su resolucion:
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En la resolucion de este ejercicio podemos observar que la docente va guiando a los
alumnos en los pasos que deben hacer: primero, deben separar en términos; segundo,
escribir todos los decimales como fraccion; y luego, operar siguiendo una serie de
propiedades para el calculo. No se problematiza este proceder, el por qué es necesario
convenir cuales son las operaciones que deben realizarse primero, ni el por qué es
conveniente trabajar con fracciones y no con nimeros decimales. Tampoco se explican
por qué las propiedades que se utilizan son vélidas, no se resignifican en el nuevo campo
numeérico de los reales (tipo de argumentos y procedimientos). A nivel conceptual
sucede algo similar, por ejemplo, al expresar como fraccién a los decimales puros con
periodo 9, la docente reconoce ambas expresiones como nimeros enteros, sin diferenciar
sus caracteristicas (numero real/nimero entero), mas alla de la correspondencia que los
conecta:

P: Voy completando con uds., a ver el ejercicio 4. ;Cuanto les da cada uno de ellos?
E10,9

A2:9/9

P: bien, 9/9

P: 0 sea que el 0,9 nos da 9/9. ;Y cuando es 9/9?

A2:1

P: Tal cual, 9/9 es 1. Si pensamos en el 0,9999... con infinitos nueves podemos
pensar juy, esta re cerca del 1! Pero podemos ver, matematicamente, que es igual a
1.

Continda de la misma manera preguntando los resultados de los otros items.
Varios alumnos contestan y a medida que va obteniendo respuesta, escribe:

4- Transforma a fraccion los siguientes nimeros. ;Puedes sacar alguna

conclusion?
)
a) 09 = =1 0,9 = 0,9999.....
b) 1,9 = 48/q =2
C) Z,() = 93/a’=3
d) 16,9-1%53, = 13
Z

P: Bueno, fijense. Todos estos nimeros cuando lo escribo en forma fraccionaria,
puedo ver que al operar puedo hacer el cociente y me va a dar nameros enteros. O
sea, ;qué conclusiéon podemos sacar? ;Qué les parece?

A2: que 0,9 esiguala 1
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P: bueno, podriamos decir que todos los niimeros de este estilo que son periddicos
puros que tienen periodo 9 terminan siendo un nimero entero. ;Bien?

En este punto del desarrollo es posible observar que el foco de interés de la docente esta
puesto en el aspecto aritmético y algoritmico del nimero real. Dedica mucho tiempo y
esfuerzo a la aplicacion sistematica de técnicas y propiedades para la resolucion de
calculos, despojados de toda actividad humana.

La docente sigue en la misma linea cuando trabaja con ecuaciones. A continuacion, se

muestra como la docente va resolviendo el siguiente ejercicio:

) (0.5 —x): 0.1 _

(0,5 —1)2
3
1. X=2
2. X=2
5
3. X=--

Primero pasa los decimales a fraccion, realiza distributiva en el numerador y resuelve la
operacion del denominador. Llegado a este punto, comienza el despeje de la incognita
realizando pasajes de numeros al segundo miembro, a partir de las operaciones inversas
que aparecen en el primer miembro:

5—10x

1
7}

P: ;Qué podemos hacer para despejar x? ;Qué operacion podemos hacer?

A3: puedo pasar el %

P: Bueno, ese % que esta dividiendo, lo puedo pasar multiplicando al otro miembro
Escribe ese paso y simplifica:

5—-10x = 4-1
x = 2

P: ;a qué es igual este segundo miembro? -1 por 1/1 ;cuanto da?

A4:-1
P: ahora despejamos x, primero paso el 5 al otro miembro restando.
Escribe:

5—-10x = -1

—-10x =-1-5

P: Tenemos -10x igual a -6. ;Y ahora? ;x a que es igual? A -6...
A4: mas 10
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P: ;estamos todos de acuerdo?

A2:si.

Contestan varios esta pregunta.

P: bueno, estamos al horno entonces...

A2: ;pasa dividiendo?

P: jaja! Ojo, ojo. Miren el -10, ;qué operacion le esta haciendo a la x? Si bien no
aparece ningun simbolito ahi, esta multiplicando...

A4: claro...tenés que pasar dividiendo.

P: Tal cual. O sea, que lo pasamos al otro miembro dividiendo con su signo. El
numero lo pasamos dividiendo, al -10. ;Qué resultado nos va a dar? Menos dividido
menos da mas, positivo. Y aca podemos simplificar el 6 con el 10. A ambos lo
vamos a poder dividir por 2. Nos da 3/5 positivo. Por lo tanto, la opcién correcta
que vamos a marcar es la primera para el d.

La docente B explica la resolucion, de manera algoritmica y mecéanica. No se hace
referencia, en este punto, a la propiedad uniforme y, al no comprender demasiado estos
pasos, los alumnos se confunden y cometen errores (tipos de argumentos y
procedimientos).

Luego, la docente propone la resolucion de problemas para plantear ecuaciones, los cuales
suponen un mayor grado de complejidad al tener que pasar de un lenguaje coloquial a
uno simbdlico:

L
MW : )
10) Plantear 1a ecuacion y résolver 10 siguientes problemas: v

a) Latercera parte del anterior de un nimero es cuatro unidades mayor que la

quinta parte de su consecutive. ¢Cudl es el numero?

P: ahora antes de empezar a trabajar con el problema, a modelizarlo, a plantear
una ecuacion, recordemos algunas cuestiones...Uno cuando habla de un nimero o
un nimero desconocido uno habla de una incégnita o de “x”, lo representamos con
una letra. Ahora, ;como yo puedo expresar al consecutivo del nimero? ;0 ala
tercera parte del nimero? Tenemos varias expresiones para “x”. Por ejemplo, a la
tercera parte de un nimero, ;c6mo lo expreso?

A2:1/3

P: como un 1/3, muy bien. Ahora el consecutivo...esperen, fui muy rapido ahi. La
tercera parte de un nimero no es solo 1/3. Es 1/3 del nimero. Lo voy a escribir
aca.

Escribe:

La tercera parte de un n°: %x.

P:la tercera parte lo expreso como 1/3 pero del nimero, entonces 1/3 del nimero
es, la operacion que se hace es 1/3 multiplicado por ese nimero. ;Me explico?
Ahora yo lo que quiero es la tercera parte del anterior de un ntimero. ;C6mo
expreso el anterior de un nimero?

A3:x-1
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P: Muy bien, porque el anterior es restarle una unidad. Bueno ahora combinemos
estas dos formas. Yo necesito la tercera parte pero del anterior del nimero. ;Cémo
expreso eso?

Una alumna escribe en el chat “1/3(x-1)". La profesora lo lee y dice que esta muy
bien. Escribe:

1
3(r— 1)

P: ahora la quinta parte del consecutivo, ;como escribo el consecutivo?
A2:x+1

P: muy bien, x+1. ;Y la quinta parte?

A2: dividido 5

Otra alumna pone en el chat “1/5”

P: muy bien, dividido 5 o, lo que es lo mismo como me dicen acd en el chat,
multiplicado por 1/5.

Escribe:

! 1
g(x‘l' )

P: bueno, entonces ahora estoy ya casi en condiciones de terminar de modelizar el
problema, de dar la ecuaciéon que modeliza este problema. Tengo que la tercera
parte del anterior de un nimero es 4 unidades mayor, ;Qué quiere decir que es 4
unidades mayor? ;qué operacion tengo que hacer?

Una alumna escribe en el chat “sumar 4”.

P: claro, sumar 4. Entonces, ;como nos quedaria la ecuacion?

A medida que explica va escribiendo.

! 1 _1 1)+4
§(X— )—g(x+ )+

P: Uds. vayan por partes. Este, dentro de todo es sencillo, puede haber otros mas
complejos. Aparecen otros que son situaciones de la vida cotidiana, no solo hablan
de ntimeros, sino que habla de lo que gasta una persona, de partes de un
poste....Pero bueno, si uds van identificando por parte las expresiones en forma
matematica de lo que me esta diciendo en forma coloquial, que quiere decir en
palabras, podemos ir armando la ecuacién. Bueno, lo que nos queda aca es ir
resolviendo la ecuacidn. Lo nuevo, por as{ decir, es el planteo del problema. El
planteo de la ecuacidn, teniendo el problema.

Resuelve la ecuacion, explicando cada paso:

D=t 1) +4
30— D=gG+1)
1 1 1 1

§X—§:§X+§+4
111,01
3" 5% 5 3
2 68
15715

68 2
*= 1515
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68 15
*T15 2
x =34
Luego escribe:
Rta: el n° es 34

Aqui puede verse que el foco de interés de la docente B esta puesto en el planteo de una
ecuacion, a partir de la interpretacion de un enunciado en forma coloquial y su pasaje a
un lenguaje simbdlico. Sin embargo, la discusion es limitada ya que no se observa la
naturaleza de la incognita en ese problema, por ejemplo, si se trata de un numero entero,
racional, etc. Tampoco se trata de problemas ligados a un contexto real o de aplicacion a
otras ciencias, ni relacionados con alguna practica de referencia en donde el nimero real
sea puesto en uso (relacion del nimero real con otros campos de conocimiento o
practicas sociales). Los problemas que la docente B propone son de un escenario ficticio
irreal 0 muy poco probable. Por ejemplo, en algunos de ellos se trata de averiguar cual es
el sueldo de una persona conociendo sus gastos y lo que le queda en su cuenta, cuando
una persona sabe en general cuanto gana y en funcion a su sueldo realiza sus gastos. Otro
caso, trata de conocer la altura de un poste conociendo las partes de él que se han pintado
(para conocer las partes pintadas, es normal que se divida al poste en partes iguales y eso
requiere de una medicion previa con lo cual ya se conoceria la altura del poste). En este
sentido, el contexto en el que se enmarca el numero real es el del pasaje de una
representacion a otra (de coloquial a simbdlica) y el uso de reglas de célculo para la
resolucion de una ecuacion. Se evidencia un caracter utilitario del conocimiento, ya que
no se le permite al alumno resignificarlo en otros contextos, se trata de procedimientos y
reglas estaticas que sirven para ser aplicadas en situaciones o problemas similares.

Tabla 5. Caracteristicas observadas en la Docente B acerca del discurso numérico
escolar en la parte I: presentacion del niamero real, operaciones con numeros
racionales

Categorias de andlisis para el discurso numérico  Parte I: presentacion del nimero real. Operaciones con

escolar numeros racionales.

Conjuntos de nimeros que poseen ciertas caracteristicas
dadas. El hilo conductor de la presentacion es la operatoria
entre nimeros, al obtener resultados que no son posibles
dentro de un conjunto numérico y a partir de alli precisar de

Tipo de presentacion del nimero real

otro mas amplio. Podemos notar que, tanto para los
racionales como para los irracionales, se considera su

existencia a partir del resultado de una operacion, factible
de realizar y a veces obtenido en la calculadora, aunque no
se explicite ni se conozca el algoritmo que se realiza para

obtenerlo.
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Tipos de argumentos y procedimientos

El contexto en el que se enmarca el nimero real,
que haga ver su grado de funcionalidad en una
situacion especifica

El foco de interés del docente acerca de lo que
saben o lo que hacen sus alumnos en cuanto al
ntmero real

La relacion del nimero real con otros campos de
conocimientos y practicas sociales que se propicie
enel aula

Algoritmico y mecénico: “técnicas” para el pasaje de
fraccion a decimal, propiedades que reglan el calculo de
kRT3

operaciones combinadas, reglas de “paso sumando”, “paso
dividiendo”, etc. para resolver ecuaciones.

Uso de reglas de calculo para resolver operaciones o
ecuaciones. Pasaje de un lenguaje coloquial al simbélico
para el planteo de ecuaciones. Se trata de procedimientos y
reglas estaticas que sirven para ser aplicadas en situaciones
0 problemas similares.

El nimero real como objeto que debe seguir ciertas reglas
de célculo. Interesan los diferentes tipos de representacion
de una ecuacion (lenguaje coloquial y simbolico).
Ensefianza centrada en objetos.

Orden légico, lineal, no se presentan las bases de
significados naturales de cada tipo de ndmero. Salvo
comentarios al pasar en el caso de los naturales para
“contar”, el nimero 1 en la medida de la circunferencia o el
namero de oro y su relacién con las medidas del cuerpo.
Falta de marcos de referencia

4.1.2.2 Parte 2: notacién cientifica

La docente B presenta a la notacion cientifica como una forma establecida de escribir

niimeros muy grandes 0 muy pequefios:

P: La notacion cientifica, ;para qué la usamos? Es una forma abreviada de expresar
a un numero, a una cantidad que sea muy pequefia o muy grande. Entonces aca en
el apunte nos daba como introduccién dos ejemplos. El ejemplo del didmetro de un
glébulo rojo, 0.0065 mm. Es una medida muy pequeiiita y hay otras muchisimo
mas pequeiias. Y, por otro lado, tenemos el ejemplo de la distancia de la Tierra al
Sol, que es 150 mil millones de metros. Que es una cantidad muy grande. Entonces
para poder escribir en forma mas reducida y poder hacer operaciones de forma
mas sencilla, jnosotros qué hacemos? Vamos a escribir al nimero de forma
abreviada y aca tenemos en el cuadro celeste la forma, fijense...Se expresa como un
numero, que es un numero k...este niimero k es un nimero entre 1 y 10, mayor o
igual a 1, menor estricto que 10, tiene que cumplir si o si con esa condicién para
estar escrito en notacion cientifica, y estd multiplicado por una potencia de 10.
;Qué es una potencia de 10?7 Es 10 elevado a un exponente, donde el
exponente...esto para tener en cuenta, el exponente es un nimero entero. ;Si?
Estamos aca recordando algunas cuestiones de conjuntos de los nimeros. Los
numeros enteros ;cuales eran? Todos los niimeros con los que contamos:
1,2,3,4,5,6,7..., y los opuestos de ellos...y el cero. Los negativos, el -1,-2,-3..., el 1,2,
3...y el cero también.
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La notacion cientifica de un nimero real s su expresion como el producto de
un numero mayor o igual que 1y menor que 10, por una potencia de 10. La
forma general de un niimero escnito a partir de su notacdn cientifica es:

I-.k- 10" donde 1s k<10 ynE L

Ademas, n es negativo cuando corresponde a la expresion de una cantidad muy

pequena y n es positivo cuando se refaciona con una canoidad muy grande

Aunque introduce ejemplos aplicados a la naturaleza, donde se encuentran ndmeros
grandes o pequefios (como el didmetro del glébulo rojo o la distancia del Sol a la Tierra),
no se enmarca la forma propuesta de expresarlos en una actividad cientifica. No se
problematiza el manejo de estos numeros, y las ventajas que tendria expresarlos de esa
manera. Tampoco el por qué utilizar esa forma y no otra. Se convierte entonces en un
objeto preexistente, cuya presentacion es la forma impuesta de expresar estos nimeros
siguiendo una forma preestablecida y cuyo significado es expresar nUmeros muy grandes
0 muy pequefios de forma reducida (tipo de presentacion).

Para el pasaje de una expresion a otra en notacion cientifica se mecanizan algunos
procedimientos, que la docente B no profundiza:

P: tenemos aca el nimero 0,0065 mm. Para expresarlo en notacion cientifica yo
tengo que expresarlo como un nimero, entre 1y 10, mayor o igual a 1 y menor
estricto que 10... ;como obtengo ese nimero? Ustedes van a observar, cuando el
numero es muy pequefio, ;cudl es la primer cifra, distinta de cero, que aparece?
Comenzando de izquierda a derecha, ;si? De izquierda a derecha, la primer cifra
distinta de cero que aparece es el 6, ;no? Bueno, con esa cifra y las cifras que
siguen, nosotros nos determinamos un nimero justamente entre 1y 10, o sea, el 6
va a ser la parte entera del numero y las cifras que siguen van a determinar la parte
decimal del numero. O sea que determinamos el nimero 6,5. Este seria el k...
;Hasta ahi me entendieron?

A2: si, profe.

P: bueno, vieron que es un nimero entre 1y 10. Bien, y lo vamos a multiplicar por
una potencia de 10. Vamos a expresar 10 elevado a un ndmero, ese nimero...ese
numero, primero...cuando estamos en presencia de un niumero pequefio, en el
sentido de menor que 1, ;si? Cero coma...que empiecen con cero. Entonces, la
potencia va a tener un exponente negativo. El niumero va a ser negativo, el
exponente...ahora, ;qué nimero va a ser? Y bueno, ;qué tenemos que hacer?
;Como nos damos cuenta? Fijense los lugares que hay entre la coma y el 6 incluido,
que seria hasta la nueva coma que yo determine. Fijense que seria un lugar, dos
lugares, tres lugares. Entonces, se eleva a la -3. El menos porque es un nimero
pequefio y el 3 porque estamos corriendo 3 lugares la coma. ;Se entiende?

Se justifica el exponente negativo de la potencia de 10 al decir que el nUmero es pequefio,
aunque en realidad supone una division para que el numero desarrollado sea igual al
expresado en notacion cientifica. Lo mismo ocurre con el exponente positivo cuando el
namero es grande, no se hace hincapié en que el producto reiterado por 10 agrega ceros
al nimero hasta completar su desarrollo. El signo del exponente de 10 se determina
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porque es un numero grande (y eso lo hace positivo) y el valor absoluto del exponente,
por la cantidad de lugares atras de la coma. No hay una explicacion de qué operacion se
esta realizando, sino que el procedimiento a llevar a cabo se presenta como “receta” con
la cual se obtienen expresiones equivalentes (tipo de procedimientos y argumentos).
Los alumnos deberén, entonces, memorizar la definicion y los pasos a seguir para obtener
la expresion en notacion cientifica. Lo mismo ocurre en el camino inverso, para pasar de
un numero escrito en notacion cientifica a su forma desarrollada:

P: Vamos ahora al revés, tenemos un niimero en notacion cientifica y vamos a
desarrollarlo, habiendo hecho el producto con la potencia de 10. Vamos a hacer
otro ejemplo, supongamos que tenemos 8. 10%. Uds piensen al 8 como 8,0. Un
numero entero como el nimero coma cero. Después de la coma yo tengo que
correrla a la derecha 4 veces. Desde la coma me corro 4 lugares, y ;c6mo completo?
Completo con ceros. Entonces el 8. 10* es 80 mil. Escribe:

4
.30 8. 40 =3090.00

Borra la coma y escribe 80.000.

En esta explicacion aparece el procedimiento de “correr la coma”, que no deja ver que en
realidad hay operaciones que deben realizarse, como calcular la potencia y luego
multiplicar por 8 el resultado. Esto genera confusion en los alumnos, sobre todo al
expresar numeros “chicos” en notacion cientifica:

P: bueno, ahora vamos al revés, si el nimero es chico. Al nimero lo multiplicamos
por una potencia de 10 con exponente negativo. Entonces si yo tengo 8.10™* ahora
la coma la tengo que correr hacia la izquierda, hacia adelante. Ahora, como siempre
les digo, piensen que el 8 tiene una coma atras: 8,0. Entonces me tengo que correr
4 lugares hacia adelante. Uno, dos, tres, cuatro...la coma ahora va a estar acj,
completo con ceros en los lugares vacios. Ahora, un nimero que tiene ceros
adelante y no tiene coma...acd estos ceros adelante no tienen significado. Entonces,
;Qué se hace? Se pone coma, cero. En realidad, fijense que estamos agregando 4
ceros. Si tengo que desarrollar al nimero expresado en notacion cientifica lo que
tengo que hacer es agregar 4 ceros adelante, ;se entiende?

_4
8.40 = O/w/

A5: profe, ;qué determina que el exponente es negativo o positivo?

P: Cuando el 4 es positivo nos va a resultar...nos va a indicar que el niimero es
grande o mayor que 10. Si el nimero es negativo, nos indica que el nimero es
pequeiio, entre 0 y 1.

A5: jgracias!

P: No de nada.

En este caso, la coma se corre hacia la izquierda en vez de la derecha. La justificacion es
que el nimero es chico porque el exponente es negativo. No se relaciona la expresion con
la operacidn que se esta realizando, la division sucesiva por 10. El foco de interés esta
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puesto en el pasaje de una forma desarrollada a notacion cientifica y viceversa, cuyo hilo
conductor es la operatoria que relaciona estas dos formas, aunque no se explicite.

La realizacion de los ejercicios restantes, se centran en la comparacion de numeros
expresados en distinta forma y en la operatoria entre nimeros. Se puede observar, que la
docente indica previamente la forma de proceder en su resolucion, promoviendo la
mecanizacion de algunos procedimientos o resultados:

- En la comparacion de nimeros expresados en notacion cientifica, diciendo que el
mayor es aquel que tenga mayor exponente, sin explicar el por qué:

P: Pero supongamos que yo tengo el niimero 2,5 .10*y tengo el 2,5.105, entonces
el nimero que multiplica a la potencia es el mismo pero las potencias son distintas,
(cual va a ser el mayor? Aquel que tenga el exponente mas grande.

4 5
95.10 £ 95.10

P: Ahora si yo tengo nimero pequeiio, o sea con potencia de exponente negativo.
=B

- -5
0,5 .40 9510

P: acd nuevamente, el mayor es el que tiene exponente mas grande ;Y cudl es el
que tiene exponente mas grande? ;el -4 o el -5?

A2: Profe, ;no seria el -4?

P: Tal cual, el -4 es mas grande. Vieron que en los negativos funciona al revés la
cosa. Bueno, no es que este caso se presente, pero son criterios interesantes para
trabajar.

- En las operaciones combinadas con nimeros, la docente indica paso a paso como
proceder, sin dar lugar a los alumnos a que piensen en cuél es la mejor manera de
hacerlo. Primero se pasan los decimales a notacion cientifica, luego se asocian y
se operan por un lado los coeficientes y por otro las potencias de 10 y, por Gltimo,
se escribe el resultado en notacion cientifica:

6) b) 002442000
0,% . 5@ (02)*

P:lo primero que van a hacer es expresar a todos los ndmeros en notacién
cientifica, para luego hacer operaciones.

Va preguntando a los alumnos cdmo se escribe cada nimero en notacidn cientifica.
A medida que le responden va escribiendo. Contestan correctamente.

LY a0 M
36 .10, S.40" (2. 107"

En el siguiente paso vuelve a escribir lo mismo, excepto el paréntesis elevado al
cuadrado. Recuerda la propiedad de potenciacion.
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94- 1004 A2 jo* =
36k 5 I 4,10

P: Bueno, ;cémo procedemos ahora? Vamos a multiplicar todos los nimeros que
no son potencia de 10. A ver ;jcuales son? El 2,4 por el 1,2. Eso me da 2,88 por... ;y
ahora qué hago? Multiplico las potencias de 10: 10~2 por 104, ;qué propiedad voy
ausar?

A2:lados...

P: Muy bien, la propiedad 2. Tengo que hacer -2+4 que es 2. Vamos ahora con el
denominador, multiplicamos todos los nlimeros que no son potencia de 10: 3,6 por
5 por 4, eso nos da 72. Ahora multiplicamos las potencias de 10: 10~ por 102, por
1072. Nuevamente aplicamos la propiedad 3, a ver ;cuanto nos va a quedar?
Sumemos los exponentes -1+2 es 1, méas -2, -1. Entonces nos queda 1071, ;Me
siguen hasta ahi?
A2: si, profe

VN A

4
9u- JCA A2 lo  _ 938,

- 2 -2 Yo
36007 5 Jo2.4. 40" 2

P: Bueno, ahora hacemos la division de los nimeros que no son potencia de 10.
2,88 dividido 72 me da 0,04 y, por otro lado, hacemos la divisién entre 10?2 y 1071,
;Qué propiedad aplico?

A4:la 4

P: la 4, o sea que tenemos que restar los exponentes. Me queda una potencia de 10
con exponente que es la resta entre 2 y -1. Me queda 10 elevado ala 2 menos -1, o
sea, 103,

— 001. 10>

P: Por ultimo, lo que hacemos es escribir al nimero en notacién cientifica. Yo
pregunto, ;este niimero esta expresado en notacion cientifica?

A4:no

P: No, entonces vamos a expresarlo en notacidn cientifica. Vamos a expresar al
0,04, que no esta en notacién cientifica. Bien, es 4 por 1072, Ahora, ;qué hacemos?
Vamos a aplicar propiedades de potencia, ;qué propiedad voy a usar?

A4:1a3

P: bien, me queda la potencia cuyo exponente es la resta de los exponentes -2+3,
da 1. Entonces el nimero en notacién cientifica es 4. 10?

—004- 403
= ILLO—EL ‘03
_[4.10
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Luego, la docente B propone la realizacion de ejercicios de aplicacion cuyo foco de
interés esta puesto en la operatoria entre nimeros “muy grandes” o “muy pequefios” y
en la expresion del resultado en notacion cientifica:

7) Resuelve los siguientes problemas:

a) Lamasade un proton es aprox. 6,4 x 107* gr. ¢Cuantos protones serian necesarios
para formar una masa de 4 toneladas?. Expresar el resultado en notacién cientifica. (1
tonelada = 1000000 gramos)

¢) Siuna persona tiene 5 litros de sangre y aprox. dSOOOOOIglébulos rojos en cada
milimetro cubico, calcula en notacion cientifica su nimero de globulos rojos.

d) La superficie aproximada de nuestro planeta es de 510 millones de kilometros
cuadrados, y la de la parte continental, de 150.

a) Expresa las medidas anteriores en metros cuadrados usando notacion cientifica.

b) Sila Argentina ocupa alrededor de 2,78.1012 m?, ¢ cuantas veces entra el drea de
nuestro pais en la del planeta? ¢y en la de la parte continental?

c) La provincia de Misiones tiene una superficie de casi 30.000 km” y la de Chaco,
poco menos de 100.000 km?. ¢ Cudntas veces entra en el area de cada una de estas
provincias en la de la Argentina?

Estos problemas aparecen como aplicacion de los conocimientos presentados con
anterioridad, justificados por su utilidad en situaciones que requieran medidas y/o
cantidades pequefias o grandes (carécter utilitario). No se reconoce a estas practicas de
referencias, como el medir o el contar, como generadoras del conocimiento matematico,
funcional al mundo que nos rodea. No se hace referencia a su utilizacion en el campo
cientifico, el por qué los cientificos requirieron esta forma de representacion (relacion
del nimero real con otros campos de conocimiento y practicas sociales).

Tabla 6. Caracteristicas observadas en la Docente B acerca del discurso numérico
escolar en la parte I1: notacion cientifica

Categorias de andlisis para el discurso numérico Parte II: notacién cientifica
escolar

Forma impuesta de expresar estos nimeros siguiendo
Tipo de presentacién del nimero real una forma preestablecida para expresar nimeros muy
grande 0 muy pequefios de forma reducida

Algoritmico y mecéanico: relacion del signo del
exponente de la potencia de 10 con un namero “chico”
Tipos de argumentos y procedimientos o un numero “grande”, pasos para “correr la coma” a
la derecha o a la izquierda segin corresponda,
procedimientos preestablecidos a la hora de operar.
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El contexto en el que se enmarca el nimero real, que
haga ver su grado de funcionalidad en una situacion
especifica

El foco de interés del docente acerca de lo que saben
o0 lo que hacen sus alumnos en cuanto al nimero real

La relacion del namero real con otros campos de
conocimientos y practicas sociales que se propicie en
el aula

Expresion reducida de un nimero que puede
encontrarse en situaciones que implican medidas o
cantidades pequefias o grandes (ejemplos de la
naturaleza).

Expresar un nimero muy grande o muy pequefio en
forma reducida y viceversa. Pasaje de una expresion a
otra. Operar y comparar con estos nimeros.

No se reconoce a estas practicas de referencias, como
el medir o el contar, como generadoras de esta forma
de representacién. Solo se menciona su utilizacion en
el campo cientifico, pero no el por qué requirieron esta
forma de representacion.

4.1.2.3 Parte 3: inecuaciones e intervalos de la recta real
La docente B introduce las inecuaciones como una forma simbdlica de representar una
relacion de desigualdad entre una magnitud o cantidad y un nimero o, mas general, entre

dos expresiones (tipo de presentacion):

P: Primero, vamos a ver acd el apunte de inecuaciones con una incégnita. Hace la
introduccidn planteando algunos problemitas, o situaciones...donde uno la

situacion o el problemita lo puede llevar a modelizar con una expresion. Esta
situacion, como en este caso, por ejemplo, la primer situacion...esta escrita en
lenguaje coloquial, ;qué quiere decir esto? Estd expresada con palabras. Y en la
segunda columna, nos muestra como expresar esa situacion en lenguaje

simbélico... o llamado también inecuacién, en este caso. Es un lenguaje

matematico, ;y por qué se llama inecuacién? Nosotros estuvimos viendo,
ecuaciones, ;qué es? Una igualdad entre dos expresiones donde tengo una
incognita que tengo que averiguar. Bueno, una inecuacién es muy parecida a una
ecuacion, nada mas que en vez de aparecer una igualdad aparece una desigualdad.

El simbolito este de menor...menor o igual, mayor, mayor o igual. Este simbolo, me

expresa una desigualdad entre dos expresiones. Pero vamos a ver que lo vamos a

trabajar de manera muy similar a las ecuaciones.
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INECUACIONES CON UNA INCOGNITA

Completar la tabla

Lenguaje coloquial Lenguaje
simbélico

El peso p que transporta e ascensor debe ser menor que 275 kg. p<275

Para gunar ¢l premio, la cantidad de discos vendidos d no debe ser d... 100000

inferior @ 100 000

Para abrir [a cuenta hay Que depotitar un capital ¢ do al menos § 200 [ T e 200
El numero de inscriptas § no puede exceder al de vacantes v F cvasosaia M
Para subir al juego, la altura h debe ser superior 3 0,80 m, h . 0,80

Se puede observar que el foco de interés de la docente esta puesto en el pasaje de lenguaje
coloquial al simbdlico, aunque no se reconoce una situacién donde se requiera la
representacion simbolica por sobre la coloquial.

Luego de la resolucion de la primera actividad, explica como resolver una inecuacion con
una incégnita, nuevamente sin proponer alguna situacion donde se requiera el uso del
lenguaje simbdlico. Para resolverlas, presenta la propiedad uniforme de la multiplicacion,
comprobando su validez a partir de ejemplos numéricos:

P: ahora hay una propiedad que se llama uniforme que esa propiedad lo que me
dice es que, si yo a ambos miembros lo multiplico por un niimero positivo (por
ejemplo, lo multiplico por 2, por el mismo nimero, el mismo niimero positivo), la
desigualdad se mantiene. Fijense, hagamos la cuenta y veamos: 2 por 3 me da 6, 2
por 4 me da 8, efectivamente 6 es menor que 8. Esto se cumple.

3< 4

2.5 £4.9
L %

P: Ahora, ;qué pasa si en vez de multiplicar un ndmero positivo, multiplico por un
numero negativo a ambos miembros de la desigualdad? Por ejemplo, en vez de
multiplicar por 2, voy a multiplicar por -2. Si multiplico -2 por 3 me da-6y -2 por 4
me da -8. ;Cudl es mayor?

Al:-6

P: -6 es mayor. Entonces fijense que cambia la orientacion de la desigualdad. Yo
tenia la desigualdad con una orientacién y ahora cambia la orientacion. La boca
abierta esta para el otro lado. Y eso es porque yo multipliqué por un nimero
negativo. ;Esta?
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3< 4

(-9).3> 4(-2)
6 > +8

Escribe como titulo:

/P(\M [ Para leer y recordar )
u/mfe"me J~

Cuando traducimos un enunciado al lenguaje algebraico © simbdlico mediante los signos de

8 < Lf desigualdad <, =, =, >, recurrimos a Inecuaciones.

NS

Para resolver inecuaciones, aplicamos técnicas algebraicas similares a las que aplicamos en
Q . 5 < Lf . Q, la resolucién de ecuaciones, teniendo en cuenta que cuando se multiplican o se dividen

ambos miembros por un nimero negativo cambia el sentido de la desgualdad

£ %

Cremplo.

x+1<2x-3

3 < q X=2xe<-3-1 « Trasponemos terminos
(93> 462 e R

z.(1) 4.( 1) ————e Mutiplicamos ambos miembros por (-1} y
_Q > - 8 cambiamos el sentido de la desigualdad

1 B ol T By o

No queda formulada la propiedad uniforme en forma general, el ejemplo que escribe la
docente se aplica a un caso particular. Termina siendo una regla a seguir: “cuando se
multiplican o dividen ambos miembros por un nimero negativo, cambia el sentido de la
desigualdad” (tipos de argumentos y procedimientos). Indica una analogia en la forma
de resolver ecuaciones con la de resolver inecuaciones, explicando que el pasaje de un
término a otro queda validado por la propiedad uniforme (aunque no se enuncia el caso
de la suma):

P: Entonces, por ejemplo, si yo tengo... igual que cuando multiplico... lo voy a hacer
aca al costado. Si decimos 2x<8, uno dice deberia pasar el 2 dividiendo. Eso si es
una ecuacioén, en una inecuacioén va a pasar lo mismo. Eso de pasar dividiendo, ;de
donde viene? De esta propiedad, la uniforme, que es multiplicar a ambos miembros
por un numero de tal manera que se puede simplificar con el 2 y me quede la x
sola. Entonces lo que uno hace, divide por dos en ambos miembros, se simplifican
los 2 y ahi me queda 8 sobre 2 que es 4. De ahi viene el “paso dividiendo”.

Para introducir la nocién de intervalo, la docente B primero repasa los diferentes
conjuntos numéricos mostrando el siguiente esquema:
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NUMEROS REALES

Los numeros racionales (Q) y los numeros irracionales (I) forman un nuevo conjunto,
llamado conjunto de los numeros reales, y al que se designa con la letra R,

> NATURALES
r (N) Enteros positivos
ENTEROS | Ejemplo: 0, 6,—, V49
(Z) Z
ENTEROS NEGATIVOS
RACIONALES 12 3
; Q —~ Eiemplo: -8, - —=— , V-4
NUMEROS (Q) jemplo: -8, 3 V~-49
REALES
(R) a FRACCIONARIOS
(Fracciones y Decimales)
Ejemplo: 2'45, l— “‘/3_7\ 1—
- 2 2
IRRACIONALES
Ejernplo: T, V3 R -{.” NUMER(S REALES
" NUMEROS NUMEROS
i RACIONALES i IRRACIONALES
L S
3 a —ig_
:_)
Al conjunto de los Numero reales (R) ENTEROS
.76 0
-3 Y o
lo pQ:'»ranS representar con el N \Jﬁ
' > NUMERCS i
siguiente diagrama 1NA'}J;RAL=S -
20,999
“1+45
=
-1.337

Se percibe un error en el primer esquema, dado que el cero aparece como ejemplo dentro
de los enteros positivos (previamente la docente dijo que no pertenece a los naturales).
Los racionales se muestran conformados por los enteros y los fraccionarios, cuando los
enteros en realidad pueden corresponderse con ciertos racionales (segin su presentacion).
Ademas, define a los fraccionarios como fracciones y decimales, aunque son dos
expresiones diferentes que representan el mismo nimero. En el diagrama de Venn que
figura mas abajo, se considera, dentro de los nUmeros naturales, el 20,999. Si se considera
que se trataba de representar el 20,9 como un ndmero igual a 21, no se estaria
contemplando que 20, 9 no es natural dado que en esa representacion decimal no serviria
como numero “para contar” como lo definidé en la primera clase la docente. No se
evidencia la correspondencia entre elementos de un conjunto en otro, ni las propiedades
que lo hacen pertenecer a un conjunto y no a otro (tipo de presentacion).

Luego, la docente enuncia propiedades que cumplen los nimeros reales:
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PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES

El conjunto de los nimeros reales (R) es:

- Es un conjunto infinito de nimeros.

- Es un conjunto denso, es decir que entre dos nimeros reales hay infinitos nimeros
reales.

- Todos los nimeros reales se pueden representar sobre la recta (recta Real),
cumpliéndose que:

a) Atodo nimero real le corresponde un punto y sélo un punto sobre la recta
b) A cada punto de la recta le corresponde un niimero real.

Caracteriza a los nimeros reales como un conjunto denso, aunque la densidad se trata de
una definicion topoldgica que cobra significado cuando se refiere a un subconjunto propio
de un espacio topoldgico. La trivialidad de que un espacio es denso en si mismo, no refiere
a ninguna condicion del mismo que permita caracterizarlo. En cambio, si resulta
significativo la propiedad de que los racionales son densos en los reales, tomando a R
como espacio con la topologia usual de intervalos abiertos generados por la distancia
usual que define el valor absoluto. Todas las propiedades son presentadas sin
demostracion, ni explicacion intuitiva de su validez (tipo de presentacion).

Con respecto a la Gltima propiedad, la docente intenta dar una explicacion de por qué
podria representarse cualquier nimero racional en la recta, recurriendo a la division
indefinida de segmentos en diez partes iguales:

Muestra la recta que no tiene flechas en sus extremos y las dibuja en cada uno de
ellos

P: la graduamos con unidades, el cero y dejando las mismas distancias entre las
unidades...uds pueden dejar un cuadrito, dos cuadritos de la carpeta para que
quede prolijo, le recta se dibuja con regla. Y hacia la derecha del cero uno pone
todos los positivos y hacia la izquierda del cero todos los negativos. Entonces yo
aca podria poner el -1, el -2... y marco algunos nimeros.

—

fiera (~—~l o N

l L 4 i >
rd

A
2. =10 1 2
P: Entonces supongamos que marco el nimero 1y el nimero 2. Al 1 le
corresponde un punto y al 2 le corresponde este otro punto. Si yo hago un zoom,

N

como si ampliara, entre el 1 y el 2 puedo hacer una divisiéon de ntimeros también,
;si? Una division de ese segmento, que lo puedo dividir en 10 partes también. Si lo
divido en 10 partes, me van a quedar definidos puntos. ;Y qué puntos voy a tener?
Y bueno, los puntos que representan al 1,1; al 1,2; al 1,3 y hasta el 1,9. O sea que
fijense que entre el 1 y el 2 encuentro unos cuantos nimeros mas. Ahora
supongamos que yo hago nuevamente un zoom, y entre el 1,1 y el 1,2 también lo
divido a este segmento de recta en otras 10 partes, por ejemplo. Y entonces, ;qué
van a aparecer? Van a aparecer puntos que representan a otros numeros. Fijense,
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tengo el 1,11; 1,12; 1,13 hasta llegar al 1,19. Recuerden que tener 1,1 es como
tener 1,10, es equivalente, y el 1,2 es 1,20. Entonces fijense cuantos nimeros tengo
entre el 1,1 y el 1,2. Y yo esto podria seguir, podria seguir, ;si? Hacer mas zoom a la
recta, y decir entre el 1,1 y el 1,11, diganme uds, por ejemplo, un nimero que
pueda estar entre estos dos.
A2:1,111

La docente escribe:

- - ——— ettt sl

ara: (_j N

€ ————— >

R =00 2

— e

1 4112 13 1415 16 17 1,8 1,9 2 {44

—_— - - . . - . G 44 JIJJ

11 1,111,121,131,14 1,15 1,161,171,181,19 12

N

1,20
2,00

P: pregunto, ;qué les parece? Piensen al 1,1 como 1,10 yal 1,11. E1 1,111, ;cae aca
adentro?

A1: no, seria mas grande

P: tal cual, este nlimero cae después. Entonces, a ver cdmo nos damos cuenta.
A3:1,101

[4/404

| |

1,40 *‘ru

P: muy bien, acd adentro, en alguno de los puntos de este segmento esta el 1,101.
Muy bien, 1,101; 1,102; 1,103... y yo estoy nombrando aparte nimeros que son
racionales, jimaginense los irracionales que hay! Entonces, con esto estamos
viendo la infinitud de los nimeros reales y esta caracteristica de ser denso que yo
siempre entre dos nimeros, por mas cerquita que se encuentren, yo voy a
encontrar un nimero entre ellos dos. Y no solo uno, infinitos. Porque yo con este
proceso puedo seguir y puedo seguir con este proceso.

Desde el comienzo no se discute la relacion de orden de los nimeros reales, se impone la
representacion creciente de izquierda a derecha, aunque sea una de otras posibles.
Tampoco se problematiza el como subdividir el segmento en 10 partes iguales, no se
profundiza con el aspecto geométrico de la construccion con regla no graduada y compas.
Tampoco el como marcar numeros irracionales, no se plantean preguntas tales como:
¢puede marcarse cualquier nimero real? ;Como aseguro la existencia de un punto para
cada namero real y viceversa? No se detiene demasiado en la construccion geometrica,
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sino que resulta una introduccion para luego poder definir intervalos reales y su
representacion en la recta (foco de interés).

La docente B presenta algunos conjuntos como ejemplo, para poder definir intervalos
reales:

o> o ertene .
onlie, -2y 9 imthith

{_thl'O,’\' r).i
~>-2-101 2>

P: ahora, ;qué pasa? Y ahora van a ver la necesidad de tener otra notacion para
escribir conjuntos...si yo quiero que de alguna forma escribamos los nimeros
reales, reales, entre -2 y 2 incluidos. Yo quiero que uds. me digan cuales son esos
numeros. Yo aca hago una recta y quiero que me digan cudales son esos nimeros. A
ver...;qué les parece? ;alguno me nombra cudles son?

Al:ell

P: bueno...

A2:el-1

P: bien, el 0 estan diciendo por aca (haciendo referencia al chat)

Al:el 2

P: bien y el -2 también porque estan incluidos. ;Son los tinicos?

A2: el 0,3 ;puede ser también?

P: bien, el 0,3 ponele que aproximadamente esté por aca. A ver, ;hay otros?

A2: si, hay un montén.

A1: si, porque 0,5 también. -1,3 también.

P: Tal cual. ;E1 1,97

A2: si.

P: ;El 1,999?

A3: también

P: ;y el 1,9999...7 y sigo hasta que me canse...

A3: si, son infinitos

P: claro, mas que muchos son infinitos. Entonces no puedo decir especificamente
cudles son, puedo nombrar ejemplos. Entonces, ;cémo los represento
graficamente? Uno graficamente lo que hace es desde el mas chico al mas grande,
hago un sombreado en la recta. Por ejemplo, asi, podemos hacer un rayadito...del
mas chico al mas grande. En este caso como estan incluidos ponemos un corchete,
tanto en el 2 como en el -2. Y como justamente no los puedo poner asi entre llaves
y nombrar cudles son, necesitamos lo que se llaman intervalos reales.
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Aparece la necesidad de los intervalos como una forma de notar subconjuntos de numeros
reales que cumplen una relacion de desigualdad con respecto a algun valor numérico
(contexto en el que se enmarca el niumero real). No aparece relacionado con alguna
practica social o en relacion a otras ciencias, como el rango que puede tomar una variable
fisica en alguna situacion especifica (relacion del nimero real con otros campos de
conocimiento).

La docente hace hincapié en las distintas formas de representar la relacion de desigualdad
(foco de interés): en lenguaje coloquial, como intervalo y graficamente.

Luego de presentar los diferentes tipos de intervalos posibles (abiertos, cerrados,
semiabiertos e infinitos), explica que es posible representar el conjunto solucién de una
inecuacidn a partir de un intervalo y luego se puede representar en la recta numérica, lo
cual parece ser su objetivo final por el cual se presentaron los intervalos reales (tipo de
presentacion).

La segunda actividad propuesta tiene por objetivo reconocer si ciertos nameros
pertenecen o0 no a ciertos intervalos reales. La docente se apoya en la representacion
decimal para decidirlo, aunque podria utilizar otros criterios (tipos de procedimientos y
argumentos):

2) Unir con una flecha cada namero real con el intervalo al que pertenece:

V5 (0; 1)
E (2;4)
7
T [3; 3,5]

-z (=1L0)

3 _
V8 [2; 3]

P: bueno, primero tenemos V5, nos vamos a ayudar con la calculadora. Vamos a
escribir, es aproximadamente 2,23. ;Por qué digo aproximadamente? Este simbolo
que yo uso asi, es para indicar aproximado porque recordemos que lav/5 es un
numero irracional, es decir, que tiene infinitas cifras decimales no periddicas.
Entonces como no puedo escribir todas las cifras decimales escribo algunas. Pero
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pongo que es aproximado porque no es exactamente 2,23. Entonces, este numero...
;a qué intervalo pertenece?

En este caso, por ejemplo, podria asegurar que /5 no estara entre 0 y 1 dado que sus
cuadrados son 0 y 1 y todo numero x comprendido entre ellos cumplira que su cuadrado
(x?) estara entre 0 y 1. Este mismo criterio se podria utilizar para los intervalos que
contienen numeros positivos. Utiliza la representacion decimal, incluso en casos mas
sencillos como 1/7, para el cual no hace falta por ser una fraccion propia, ya se sabe que
es un namero entre 0 y 1. Agrega otro ejercicio similar, para discutir la representacion de
2,9 y su inclusion en distintos intervalos:

e (9,? ; 3]
Z,Q [3/ 3’5]
24,2)

)

P: Miren, yo voy a escribir el 2,9 y el 2,9 tiene infinitos nueves. Que no sé si alguno
se acuerda, ja qué era igual? Yo tenia un ejercicio, donde el nimero decimal tenia
infinitos nueves, ;a qué era igual? ;se acuerdan? ;Que nos daba un niimero c6mo?
Cuando tenia infinitos nueves después de la coma...

A3: ;mas chiquito?

P: no, a ver...vamos a pasarlo a forma fraccionaria.

A2: al préximo ntimero, 2,9 ... 3.

P: muy bien, fijense vamos a recordarlo. Si yo lo tengo que pasar a fraccion, ;como
se escribia? Se escribia todo el nimero, le resto la parte que no es periodica y lo
divido por tantos 9 como digitos haya debajo del arco. Cuando yo hago esta cuenta,
esto me da 27/9 que efectivamente es 3. Eso, por un lado, esto es que 2,9 es 3. Eso
para recordar.

| (9,9/ 3)
4[3, 3]
\>(2,°; , 3)

[29,4)

Aqui comete un error dado que 2,9 no pertenece al intervalo (2,9; 3) ya que el 3 no esta
incluido por tener paréntesis (la flecha indica que el nimero pertenece al intervalo). Se

evidencia que a la docente le interesa que los alumnos logren reconocer que 2,9 es igual
a 3y que es un niumero mayor que 2,9 (foco de interés).

La tercera y ultima actividad se enfoca en que los alumnos puedan pasar una relacién de
desigualdad de una forma de representacion a otra (coloquial, simbdlica, en intervalo y
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gréficamente). Puede observarse que este es el hilo conductor en toda esta seccion, y que

la ensefianza se encuentra centrada en objetos.

Tabla 7. Caracteristicas observadas en la Docente B acerca del discurso numérico
escolar en la parte I11: inecuaciones e intervalos

Categorias de andlisis para el discurso numérico
escolar

Parte Ill: inecuaciones e intervalos

Tipo de presentacion del nimero real.

Tipos de argumentos y procedimientos.

El contexto en el que se enmarca el nimero real, que
haga ver su grado de funcionalidad en una situacion
especifica.

El foco de interés del docente acerca de lo que saben
0 lo que hacen sus alumnos en cuanto al nimero real.

La relacion del namero real con otros campos de
conocimientos y précticas sociales que se propicie en
el aula.

Inecuacion como forma de expresar una relacion de
desigualdad entre una incognita y un nimero, o entre
dos expresiones. Recta real como elemento para
representar a los nudmeros reales o intervalos de
nimeros reales. Intervalos como forma de
representacion de un conjunto que contiene nimeros
reales que cumplen con una desigualdad.

Utilizacion de propiedad uniforme para resolver
inecuaciones, validada a través de ejemplos. Analogia
en la resolucidn de inecuaciones con las ecuaciones.

Expresar en lenguaje simbdlico o grafico una relacion
de desigualdad presentada en forma coloquial. Reglas
para la resolucion de inecuaciones.

Resolucion de inecuaciones mediante el despeje de la
incognita. Pasaje a diferentes tipos de representacion.

No se presenta relacion con otros campos de
conocimiento. Tampoco con practicas de referencia,
como el comparar, ya que las situaciones que presenta
la docente no muestran la necesidad de expresar en
forma simbélica una relacién de desigualdad.

4.1.2.4 Parte 4: operaciones con nameros irracionales

Al comenzar esta parte de la unidad, la docente refuerza el concepto de nimero irracional
como “numeros que se podian expresar en forma decimal, pero que tenian infinitas cifras
decimales no periddicas”. Luego, comenta: “Y la particular observacion es que nunca los
vamos a poder expresar como fraccion”. En esta forma de presentacion, se impone un
significado que no se construye con el alumno dado que no se explica por qué tiene
infinitas cifras decimales o por qué no es posible expresarlo como fraccion. Resultan
propiedades que poseen estos nimeros, sin demostrar, ni trabajar intuitivamente (tipo de
presentacion). Luego, propone el trabajo con raices de nimeros enteros o racionales:
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P: ;Por qué de las raices? Porque justamente, muchos nimeros, infinitos nimeros
irracionales son la raiz de algiin niimero. Por ejemplo, V2 ya estuvimos viendo que
es un numero irracional, la i/—_S, si lo hacen con calculadora van a ver que obtienen
infinitas cifras decimales no periddicas. Y como estos, hay infinitos ejemplos.
Entonces, ;qué vamos a poder hacer con los nimeros de este tipo? Vamos a
repasar, algo que uds ya deberian saber, unas propiedades de las raices. Pero a
modo de revision, aca tenemos en la primera pagina, algunas propiedades.

(
L

PARA RECORDAR }

Raiz de un producto

n' -

vVa- C’/’_)

La ralz de un producto es igual al producto de las raices de los factores c/ a-b=

Ejemplo

———

V3.8 /32, /2

VI.V16=3-4=12.

Se llzga a igual resultado de la siguients manera
V32.2¢ = v9.16 = V144 = 12,
Raiz de un cociente

La raiz de una fraccion es igual al cocienta de 1a raiz del numerador entra |a raiz del denominador
|"T " a

Vs =%

Aclara que la letra n, representa un nimero natural. Muestra que cuando tienen la
raiz n-ésima de un nimero “a” elevado a la n, muchos alumnos simplifican y dicen
que es igual al nimero “a”. Corrige diciendo que, si n es par, hay que hacer el valor
absoluto del radicando.

Simplificacién
a—n _ (la|sinpar
(Va) = {a si n impar
Ejemplo
V2) ' =l2l=2 (YD) =l-21=2 (E)’'=5 (¥=5) =-5
npar npar nimpar nimpar

Se puede observar un error en la Ultima propiedad presentada, que proviene de la
confusion de qué operacion se efecta con anterioridad (si a es un nimero real negativo
y n es par, Ya no es un nimero real). No se aclara a qué conjunto numérico pertenece el

(P2

numero “a” o

“b” presentados en las propiedades. Como explica que es un repaso de
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propiedades conocidas, y los ejemplos numeéricos hacen referencia a numeros enteros, se
supone que son enteros o racionales. No se aprovecha el desarrollo de esta unidad para
estudiar el célculo de raices n-ésimas de numeros reales. Las propiedades quedan
enunciadas sin demostracion, como reglas a seguir. Lo mismo ocurre con las propiedades
que sigue presentando:

Otras propiedades

’”fn e m.n i
va.= Va;, aeER" " A nmeN

’

vath+ Vaz VB; abeER" AN ne N

Cuadrado de un binomio

(a+b) =a* +2ab+ b’
(u —/7): =a’ —2ab+b’

Ejemplo

(V3+V7) =(V3) +2.V3.V7+ (V) =3+2.VZ1 +7 =10+ 2V21

P: esto, no voy a explicar ahora de donde viene, por eso estoy haciendo el repaso.
Tener (a + b)? es lo mismo que tener (a + b)(a + b) y entonces puedo aplicar la
propiedad distributiva. Entonces, les queda el primer término al cuadrado, mas dos
veces el primero por el segundo, mas el segundo al cuadrado. Si estd sumando, si
esta restando nos queda lo mismo, pero —2ab en el medio...Les queda el primer
término al cuadrado, menos 2 veces el primero por el segundo, mas el segundo
término al cuadrado. ;No lo han visto esto el afio pasado?

A1l: creo que fue este afo

P: No, yo esto no lo di este afio. Bueno, pero es facil aplicar esta férmula. Vamos a
ver el ejemplo, porque esta formula la van a usar muchisimo.

El cuadrado del binomio resulta ser una formula que hay que memorizar para aplicar en
el momento que se presente una situacion similar a la del ejemplo, sin tener certezas de
por qué es conveniente utilizar la formula que devuelve una expresion equivalente a la
original. Luego de la presentacion de todas estas propiedades, propone una serie de
ejercicios donde deberan aplicarlas:

1) Realiza la siguiente actividad:
a) Calcula la medida de la diagonal de un cuadrado de lado 5.
b) Calcula la medida de la diagonal de un cuadrado de lado 3.
c) ¢Cuanto valdra la diagonal del cuadrado si el lado es 17

d) A partir de lo que hiciste, elabora una conjetura y pruébala.
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P: los nimeros irracionales son muy interesantes porque los podemos ver en un
montdén de medidas. Y ahora lo vamos a ver, por ejemplo, en la diagonal de un
cuadrado. Fijense el ejercicio que sigue. El ejercicio 1 nos dice que calculemos la
medida de la diagonal de un cuadrado de lado 5.

Dibuja un cuadrado, poniendo la medida:

-

—_

5 QL )

&

=
P: no importa si son 5 metros, o 5 centimetros, por ahora podemos obviar la
unidad de medida. Un cuadrado tiene todos sus lados iguales. Y su diagonal, puedo
ver cualquiera de las dos diagonales, ya vimos en poligonos que un cuadrado tiene
dos diagonales...No conozco la medida de la diagonal, la vamos a llamar con x.
(Coémo puedo...? ;A alguno se le ocurre como puedo calcular la medida de esta
diagonal?

A2: ;Usando el teorema de Pitagoras?

P: Muy bien. Si tomamos uno de los triangulitos, puedo aplicar Pitagoras porque
estamos en presencia de un cuadrado, todos los angulos son rectos, entonces me
queda conformado un triangulo rectangulo. ;Y qué nos dice el Teorema de
Pitagoras? Recordemos: la suma de los cuadrados de los catetos es igual al
cuadrado de la hipotenusa. ;Qué eran los catetos? Los lados con el que se forma el
angulo recto.

Si bien el problema invita a calcular una medida de un segmento, se puede observar que
la intencidon de la docente pasa porque puedan plantear una ecuacion aplicando el
Teorema de Pitagoras (foco de interés). El contexto en donde se enmarca el uso del
namero real es la operatoria con radicales y racionales y en el pasaje de una situacion
geométrica a una aritmética. No se aprovecha el problema propuesto para plantear
dificultades en la medicion, al no poder determinar si la diagonal es parte alicuota del
segmento unidad. La inconmensurabilidad de segmentos no se plantea como un problema
en este caso, dado que el teorema de Pitagoras permite calcular de forma exacta la medida.
Prima lo algoritmico y, por lo tanto, no se plantean otros contextos en los cuales se pueda
resignificar el nimero real (relacion del niamero real con précticas sociales o de
referencia).

La docente continda resolviendo la ecuacion y, al encontrar el resultado, plantea
expresarlo de otra manera:

P:la diagonal mide v50. ;La vamos a pasar en forma decimal?
Nadie contesta y prosigue.

P: no, dijimos que no. Nosotros fijense que la V50 va a dar un nimero irracional, 50
no es el cuadrado de ningtin niimero. Si yo tengo la v/4 yo obviamente la puedo

. , . ’64
resolver es 2, me da un nimero entero o un numero racional. La 3170 la puedo
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8 L N
resolver y me da o bero la V50 no nos va a dar ningiin nimero entero, ni racional.
Entonces, lo dejamos asi. Pero yo les dije antes, que voy a poder simplificarla lo
mejor que puedo, es decir, que dentro de la raiz aparezca un nimero mas chico y

reescribir a esta V50 de otra manera.

Pregunta si se acuerdan lo que es factorizar en factores primos. Recuerda los
numeros primos listando algunos en orden creciente. Luego, realiza la divisién de
50 por primos:

3;3;5,%

o O
(S N0 R )

5
2

S On

Luego, explica que 50 puede ser escrito como producto de nimeros primos y
expresa la raiz de 50 a partir de esa factorizacion:

50=9.5
Vso = Jo 5@

=2 .J5*

-J2.5 =52

Luego, dice que ahora tienen la medida de la diagonal y escribe:

- \f .—2— = 2C

PN AN

% Do c'}w.g&nai
s V5 (2

La docente no justifica el por qué utiliza esta representacion. Al realizar el calculo de
raices con calculadora, queda invisibilizada la ventaja de este procedimiento. Nunca se
problematiza el encontrar un nimero que elevado al cuadrado sea 2, ni siquiera en forma
heuristica con alguna aproximacion, por lo cual la calculadora acelera un procedimiento
que no se conoce (tipos de argumentos y procedimientos).

Tabla 8. Caracteristicas observadas en la Docente B acerca del discurso numérico
escolar en la parte I'V: operaciones con numeros irracionales

Categorias de andlisis para el discurso numérico

Parte IV: operaciones con nimeros irracionales
escolar
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Tipo de presentacién del nimero real.

Tipos de argumentos y procedimientos.

El contexto en el que se enmarca el nimero real, que
haga ver su grado de funcionalidad en una situacion
especifica.

El foco de interés del docente acerca de lo que saben
0 lo que hacen sus alumnos en cuanto al nimero real.

La relacion del namero real con otros campos de
conocimientos y practicas sociales que se propicie en
el aula.

NUmero irracional como decimal con infinitas cifras
decimales no periddicas. Elementos del conjunto, que
cumplen con esta caracteristica impuesta por la
docente y observable en la calculadora frente a la
ausencia de periodo. Se trabaja con raices de nimeros
enteros o racionales, como ejemplos de irracionales.

Algoritmico 'y memoristico: las propiedades
presentadas por la docente, sin demostracion formal ni
otro tipo de validacidn, rigen las operaciones que se
realizan que involucran racionales y raices de
racionales.

Operatoria con radicales y racionales. Pasaje de un
contexto geométrico a uno aritmético.

Aplicacion de propiedades para la operatoria con
radicales. Si bien se presentan contextos geométricos
para encontrar ciertas medidas, el foco de interés esta
puesto en el célculo que debe realizarse y en las
propiedades que permiten su planteo (por ejemplo, el
teorema de Pitagoras para hallar la longitud de la
diagonal de un cuadrado).

No se presenta relaciébn con otros campos de
conocimiento. Aunque algunas actividades plantean el
calculo de un perimetro o area, no se encuentran
presentes practicas de referencia, como el medir. Las
medidas se encuentran presentes en las figuras dadas
en el enunciado y solo hay que aplicar propiedades para
encontrar el resultado pedido.

4.1.3 DOCENTE C

La docente C organiza la unidad NUmero Real en tres partes:

1. Repaso de numeros racionales: operaciones con numeros fraccionarios (suma,
resta, multiplicacion, division y potenciacion de exponente entero) y potencias de
exponente fraccionario. Como se trataba de un repaso, la docente C subia material
de lectura y actividades al aula virtual y los alumnos luego subian sus
resoluciones. La docente C corregia y dejaba comentarios en los trabajos subidos

por los alumnos.

2. Notacion cientifica. Todas las clases correspondientes a esta parte fueron virtuales

(clases 1-3).
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3. Aproximacion por redondeo y truncamiento. Aplicaciones del teorema de

Pitagoras. Todas las clases correspondientes a esta parte fueron virtuales (clases
4-9).

4.1.3.1 Parte 1: repaso de numeros racionales

En esta parte, no se plantea interaccién docente-alumno. La docente solo corrige las
actividades marcando errores en la produccién subida por los alumnos: comenta pero no
hay retrabajo, ni reentrega. El apunte es produccion propia de la docente, no se trata de
fotocopias de libros de matematica correspondiente a este nivel. Por tal razon, se realiza
un analisis del material elaborado por la docente para este repaso.

El apunte comienza repasando las propiedades de potenciacion y la regla de los signos
para numeros enteros (se supone por contexto, aunque no queda explicito el campo
numérico en el cual valen las propiedades):

Para recordar

REGLA DE LOS SIGNOS

L e 4I = a
wg"a" =a™
w (a™)" =a"

Luego, se ejemplifica la aplicacion de las propiedades de potencia de igual base y se
propone una ejercitacion para replicar el procedimiento realizado en los ejemplos.

Ejemplos: Aplicando las propiedades de potencias de igual base resolvemos ejercicios como
los que siguen.

D) et rre2\ —3714 1 =2 34 »9.(—3)74 =14+94-31: —614 =6\ ¢ —6-
. (;).{)-‘:).s)lw_(:)_] A}l B (5! ':)_,5.&’1_[;)_4 3|’l B (_:_)] 2 &)1‘[5 (»]l B (:)(;)1_5 64 .
a3 (54)-4 54-(—4) 516 516
£6-4  5—24 £24 | 5-24 E244+-(—24) 52424 =0
0 0 o e _ 9 ) — 2 _ 50-(-16) _ 516
5- 16 5 -16 5 16 5 16 5 16

Recordar: en el peniltimo paso uso que la fraccion implica division.

Con una misma logica, se continta con la explicacion de cdmo realizar sumas, restas,
multiplicacién y divisién entre fracciones, exponiendo los pasos a seguir:
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s Suma y resta

e Cuando tienen el mismo denominador: el denominador coincide con el denominador de
ambas fracciones y el numerador sera el resultado de la operacién propuesta entre los
numeradores.

142
=i

3
5

(S
wt] b

o

e Cuando tienen distinnto denominador: el denominador serd el minimo comiin multiplo
(m.c.m.) entre los denominadores, es decir, el nimero mas chico que puede ser dividido
por ambos denominadores y se trabaja como se indica en el siguinte ejemplo.

H,_
= e
/
ul
R

Simplificamos la fraccién dividiendo por 2 al numerador y denominador.

Divide el caso de la suma y la resta cuando las fracciones tienen igual o distinto
denominador. En ambos casos, da una regla para el calculo sin mencionar el concepto de
fracciones equivalentes. No se problematiza la busqueda de un procedimiento para poder
operar con fracciones y la necesidad de hallar el m.c.m. de ambos denominadores (tipo
de presentacion). Lo mismo ocurre cuando presenta el procedimiento para multiplicar
fracciones: “El resultado del producto entre dos fracciones es una nueva fraccion, el
denominador es el producto de los denominadores y el numerador, el producto de los
numeradores”. Para el caso de la division, lo presenta como una multiplicacion: “La
division entre dos fracciones es igual al producto de la primera por el reciproco de la

b . ay,, .
segunda (; es el reciproco de ;) . En ambos casos, se presenta como una regla de célculo

que permite hallar con éxito el nimero buscado pero sin una fundamentacion acerca de
por qué se realiza ese procedimiento y no otro. Resulta entonces un procedimiento
algoritmico y memoristico (tipos de argumentos y procedimientos). Los ejercicios
consisten en realizar operaciones con numeros fraccionarios aplicando las reglas
presentadas y ejemplificadas con anterioridad. ElI foco de interés estd puesto en la
operatoria de numeros racionales en su forma fraccionaria.

Introduce la potenciacién de exponente fraccionario con un ejemplo, indicando que

pueden aplicarse las mismas propiedades de potenciacion presentadas anteriormente (se
supone que para exponente entero o natural).
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POTENCIAS DE EXPONENTES FRACCIONARIOS

Aplicando las propiedades de potencias de igual base y teniendo en cuenta como operar con
fracciones, podemos resolver ejercicios del tipo:

Resolvemos como sigue:

2%.2°%:23 2% .2f 2%t :2t 212

] == = = == = —— =921 =92 7

(2-7)1 2-3(-1) 23 2

Posteriormente, da una definicion que establece la relacion entre la potencia de
exponente fraccionario y la radicacion:
Definicion:

av = ya™.

A partir de esta definicion, podemos reescribir expresiones, aquellas dadas con raices pueden
ser transformadas a exponentes fraccionarios y viceversa.

No se indican argumentos de por qué valen las mismas propiedades de potenciacion
cuando el exponente es fraccionario, ni como se relacionan estas con las propiedades de
la radicacion. Se impone el significado de exponente fraccionario, como una forma de
expresar radicales (tipos de argumentos y procedimientos). Tampoco se problematiza
el trabajo algebraico con radicales, por lo cual seria conveniente su representacion como
potencia. El trasfondo matematico de la cuestién no queda establecido, siendo el hilo
conductor el célculo de operaciones con radicales (o de potencias de exponente
fraccionario) utilizando propiedades de la potenciacion que se “heredan” del conjunto de
los numeros enteros (contexto en el que se enmarca el namero real).
Uno de los ejemplos dados se utiliza para introducir el concepto de niumero real:
2. (-3)7 = \‘/W = /9. no lo resolvemos ya que el resultado es un mimero irracional (el

conjunto de los nimeros irracionales esta formado por aquellos niimeros que tienen infinitas

cifras decimales no periddica, es decir, no se pueden expresar como una fraccion. El conjunto

de los nimeros irracionales se simboliza por Iy junto con el conjunto de los niimeros racio-

nale @ (todos los nimeros que tienen representacion como niimeros fraccionarios), forman

el conjunto de los niimeros reales ).
Se puede observar que la expresion /9 es tomado por la docente C como una operatoria
que debe resolverse y no como un ndmero en si mismo (concibe al nimero como su
expresion decimal infinita y no en su expresion como radical). También se puede observar
una concepcion conjuntista de los nimeros reales, no siendo esta una definicion en si
misma sino una manera de llamar conjuntamente a los nimeros racionales y a los nimeros
irracionales (tipo de presentacion).
Las actividades propuestas por la docente tienen por objetivo utilizar las propiedades de
potencias de igual base para expresar productos y cocientes de radicales en una sola
potencia, para obtener un numero real como resultado. No se presenta relacion del
namero real con otros campos de conocimientos o practicas sociales.
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Tabla 9. Caracteristicas observadas en la Docente C acerca del discurso numérico
escolar en la parte I: repaso de niUmeros racionales

, s . L. Parte I: repaso de nimeros racionales
Categorias de andlisis para el discurso numérico

escolar

Se define a los ndmeros irracionales como aquellos
numeros con infinitas cifras decimales no periddicas,
Tipo de presentacion del ndmero real. es decir, que no pueden expresarse como fraccion. El
conjunto de los numeros reales son aquellos
conformados por los racionales y por los irracionales.

Se presentan reglas de calculo que permite hallar con
éxito una operacion entre fracciones (suma, resta,
multiplicacion y division) pero sin una fundamentacion
del proceder (procedimiento  algoritmico y
memoristico). Se impone el significado de exponente
fraccionario, como una forma de expresar radicales,
que siguen las mismas propiedades que para exponente
entero.

Tipos de argumentos y procedimientos.

El contexto en el que se enmarca el nimero real, que
haga ver su grado de funcionalidad en una situacion
especifica.

Célculo de operaciones con fracciones o con radicales
(o potencias de exponente fraccionario).

El foco de interés esta puesto en la operatoria de
nimeros racionales en su forma fraccionaria y con
radicales (o potencias de exponente fraccionario).

El foco de interés del docente acerca de lo que saben o
lo que hacen sus alumnos en cuanto al namero real.

La relacion del nimero real con otros campos de
conocimientos y practicas sociales que se propicie en
el aula.

No se presenta relacion del nimero real con otros
campos de conocimientos o practicas sociales.

4.1.3.2 Parte 2: notacién cientifica

La docente C introduce notacion cientifica en su clase (los alumnos debian leer el apunte
antes de realizar los ejercicios propuestos) como una forma de representar nimeros muy
grandes 0 muy pequefios:

P: ;Qué tema estabamos viendo?

A1: Notacioén cientifica (varios contestan).

P: ;Y para qué sirve la notacion cientifica?

A1: Para escribir nimeros muy grandes o muy chicos.
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P: Bueno, si no sé si es exactamente la expresiéon nimeros muy grandes o chicos,
pero si. Se utiliza mucho en fisica o astronomia, por ejemplo, para expresar la
distancia del sol a la Tierra. Numeros muy grandes o muy chicos.

Luego, la docente repasa la siguiente definicion de notacion cientifica que se encuentra
en su apunte:

NOTACION CIENTIFICA

La notacion cientfica es una manera rapida de representar un numero utihzando potencias de
base dicz. Esta notacion se utiliza para poder expresar muy facilmente numeros muy grandes o
muy pequeiios.

Los ndmeros s escriben como un producto

sendo

s a: un ndmero real mayor o 1gual que 'y menor que 10, que recibe el nombre de coeficiente

u o un nimero entero, gue recibe ¢l nombre de exponente v orden de magnitud

P: ;Y coOmo se escribe un niimero en notacion cientifica?

A1: Un ntimero por una potencia de diez.

P: ;Y como tenia que ser ese nimero?

A2: el exponente tiene que estar entre 1y 10.

P: Bueno, pero mira el niimero que esta aca (hace referencia al nimero 4,7.107>).
El exponente es negativo, no es un niimero entre 1y 10. ;Qué cosa tiene que ser un
numero entre 1y 10? ;Se acuerdan?

Nadie contesta.

P: bueno, se los recuerdo yo. Tenemos que escribir un nimero entre 1y 10 por una
potencia de 10.

Aunque menciona que es utilizado frecuentemente por fisicos o quimicos (otro ejemplo
que indica es para escribir el tamafio de un a&tomo), no se muestra cual es la ventaja de
trabajar con esta representacion, ni por qué se utiliza esa estructura y no otra. El tipo de
presentacion es como un objeto preexistente, no se realiza su construccion en el aula.

Las primeras actividades propuestas tienen el objetivo de pasar un nimero a su expresion
en notacion cientifica y viceversa:

1. Escribir los siguientes niimeros dados en notacion cientifica, en notacion estandar.

a) 7,65-10°
b) 5-10*
c) 4,7-107

2. Expresar los siguientes nimeros en notacion cientifica.

a) 93000000
b) T281,3

c) 0,000047
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Para llevar a cabo esta tarea, la docente relaciona el signo del exponente de la potencia de
10 con la propiedad del nimero de ser un nimero mayor que 10 o menor que 1. En el
primer caso lo clasifica como nimero grande y en el segundo caso como nimero chico.

P:los 93 millones, ;es un nimero grande o un ndmero chico?

A2: un niimero grande.

P: Entonces, ;como debe ser la potencia de 10 para que el 9,3 se agrande?

A2: positivo

P: bien, por eso queda 9,3.107 porque corri 7 lugares hacia la derecha la coma para
obtener 93 millones. Si el nimero es grande el exponente es positivo, si el numero
es chico el exponente es negativo.

Hacia qué lugar correr la coma suele ser una pregunta recurrente de los alumnos. Recién
en la dltima clase de este tema la docente argumenta las razones por las cuales la coma se
corre hacia cierto lugar y qué operacion se realiza si el exponente es negativo o positivo.
En el siguiente ejercicio debian escribir un nimero en notacion cientifica:

S
5. W
£ @ (ooress = WLWLORLIS

P: entonces ;qué va en el ejercicio 2) a)?

A3: no, pero ;vos calculas todo el nimero o el nimero que va antes de la coma?
P: no, yo estoy viendo el nimero completo. Yo estoy viendo el 160723,5. Estoy
viendo ese numero completo. Ese nimero que esta ahi, es ;mas grande que 10 o
mas chico que 1?

A3: ahh...;sin la coma?

P: asi completo como esta.

A3: mas grande que 10.

P: mas grande, con coma o sin la coma, es mas grande que 10. Entonces, yo estoy
tratando de escribir un nimero que es grande en NC!9 entonces yo ya sé que la
potencia de 10 seguro es positiva.

A3: ahh, yo me fijaba después cuando pasaba tooodo, y si el niumero era 1 yo lo
ponia en negativo, no me fijaba en eso.

P: no, fijate que lo que te dice la NC es que cuando vos pasas un nimero a NC el
numero que multiplica a la potencia de 10 es un nimero mayor o igual a 1 y menor
estricto que 10. ;De qué depende la potencia de 10? Si yo vengo de un nimero
grande o de un niimero chico, ahi es cuando juega la potencia de 10.

Una alumna pregunta de qué ejercicio estan hablando. La profesora le responde y
sigue con la idea anterior para esclarecer la duda de la alumna.

P: A ese nimero... ;qué hago cuando multiplicé por 10 a ese nimero? ;qué me da
como resultado multiplicar por 10 el nimero? Bueno, agarren una calculadora y
pueden hacerlo, escriban el nimero y multipliquenlo por 10 ;Tienen a mano?
(tienen el celular o algo?

A3: me dio 16 coma...

19 Las siglas NC significan notaciodn cientifica. Se ha utilizado esta abreviatura en las notas de campo, por
la cantidad de veces que se repetian estas palabras.
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P: 07235. Pero si en vez de tener ese nimero multiplicado por 10, lo tengo
multiplicado por 10 al cuadrado, que tener 10 al cuadrado es lo mismo que tener
100. Agarren el nimero y multipliquenlo por 100.

A3:yseria 160...

P: 160,7235. Bueno, si lo tengo multiplicado por 10 ala 5 que va a ser lo mismo
que tener un 1y 5 ceros. ;Esta bien? si tengo multiplicado por 10 ala 5 lo que estoy
haciendo es volver a obtener como resultado el nimero que esta dado aca. Pero
eso pasa cuando la potencia de este nimero es 5, no cuando la potencia es -5. Si yo
tuviese como potencia -5, yo tengo que dividir, ;esta bien?, por 100000 y si yo
divido por 100000, entonces el nimero se me vuelve cada vez mas chico y como
resultado no obtengo este nimero que esta dado al principio 160723,5. Obtengo
otro numero distinto. Entonces, si nosotros tenemos un niumero que es grande y lo
estamos pasando a NC, seguro que esa potencia va a tener que ser positiva, porque
a este nimero que conseguimos, que escribimos que esta entre 1 y 10, cuando lo
multiplicamos por potencias positivas de 10, se va a hacer cada vez mas grande. Si
nosotros los multiplicamos por potencias negativas de 10, en realidad lo que
estamos haciendo es dividir por multiplos de 10, el nimero se hace cada vez mas
chiquito, entonces nunca vamos a tener dada esta igualdad que aparece aca. ;Se
entiende lo que dije?

Pareciera que los alumnos no comprenden que cuando multiplican un nimero por una
potencia de 10 con exponente positivo, estan multiplicando sucesivamente por 10 el
numero y es por eso que se agranda “corriendo la coma hacia la derecha” tantas veces
como se multiplique por 10. Lo mismo ocurre cuando se multiplica por una potencia de
10 con exponente negativo (se divide por 10 sucesivamente el nimero, haciéndolo menor
al original “corriendo la coma hacia la izquierda”). Esta idea es la que intenta esclarecer
la docente a raiz de las sucesivas preguntas con respecto a esto. Se evidencia que se trata
de un procedimiento algoritmico y memoristico puesto que se pone mucho esfuerzo en
tratar de recordar los pasos a seguir, sin ahondar demasiado en por qué se procede de esa
manera (tipos de argumentos y procedimientos).

Las actividades siguientes propuestas por la docente requieren realizar operaciones
(suma, resta, multiplicacion, divisién y potencia) de nimeros de este tipo:

3. Primero expresar los nimeros en notacion cientifica v luego resolver.
«) SRO0000 <= 270000000 — 45000
by 0, 0000038 — 0, 00025 + 0, 0000412
T2000000 - 0, 00003
00, 009 - 400

1R000000000 - (20000
d)

0, 0003

Para llevar a cabo esta tarea la profesora provee reglas a seguir en su apunte:
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= Suma o resta
Siempre que las potencias de 10 sean las mismas, se deben sumar los coeficientes (o restar
si se trata de una resta), dejando la potencia de 10 con el mismo grado. En caso de que no
tengan el mismo exponente, debe convertirse el coeficiente, multiplicindolo o dividiéndolo
por 10 tantas veces como se necesite para obtener el mismo exponente.

En el caso de la suma no se deja explicito cuales son las propiedades que se utilizan,
aunque la docente da una explicacion que refiere a que los nimeros son de diferente
indole:

P: ;Puedo sumar 5,8.10° + 2,7.10% — 4,5.10*? Las potencias de 10 tienen todas
distinto exponente, ;se pueden sumar?

A1l: si, se suman los exponentes.

P: Vamos a ver un ejemplo. ; Cémo resuelvo x2?

A3: ;Se pasa dividiendo el 27

P: Ojo, yo no tengo una igualdad como para despejar x. Supongamos que tengo

5x + 4x2, ;se pueden sumar las x?

A3: si me queda 9x.

P: ;Puedo sumar x con distintos exponentes?

A1: no, no se puede.

P: claro, es como querer sumar 5 sillas con 4 manzanas. ;Puedo sumar 5 sillas con
4 manzanas?

A2: 1o, no se puede.

P: En cambio, si sumo 5 sillas con 4 sillas tengo 9 sillas. Las puedo sumar. Tienen
que ser de la misma indole. Para poder sumar debo poner todos los nimeros como
una potencia de 10 con el mayor exponente.

En el caso que describe los nimeros representan cantidades de cosas distintas, por lo cual
no tendria sentido operar con estas cantidades (tipos de argumentos y procedimientos).
Este tipo de aclaraciones contintan en las siguientes clases, cuando se debe operar con
nameros escritos en notacion cientifica:

P: claro, porque nosotros cuando haciamos, por ejemplo, si tenemos 2x mas 5x
;cudl es el resultado de eso?

A:ylo mismo...

P: no, pero da 7x. Fijense que si ac4 hago 3,9.10° — 0,0713.10° + 5,615.10°, el
resultado va a ser el nimero que obtenga de la suma por 10°. Ese 10° esta
multiplicando a todos los nimeros que aparecen, entonces lo sigo manteniendo.
;Se entiende?

A: si.

P: piénsenlo como una variable si quieren. No es una variable, es un namero, pero
si quieren piénsenlo asi, o sea, se repite ese nimero en todos los términos. ;Esta
bien? Nosotros no vimos nada de factor comun, pero después mas adelante cuando
vean algo de factorizacién van a ver que en esto se puede aplicar también.
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La docente establece como regla que deben sumarse o restarse los coeficientes de 10°,
para luego multiplicar ese resultado por 10°. No menciona que se puede sacar factor
comun 10° y por tal razén se suman los coeficientes, es decir:

3,9.10° — 0,0713.10° + 5,615.10° = (3,9 — 0,0713 + 5,615).10°

La propiedad que permite hacer esta operacion es la distributiva de la suma respecto del
producto, que no es tomada como propiedad de los nimeros reales sino que es visto como
un caso de factoreo que se vera mas adelante.

Para el resto de las operaciones también establece en su apunte reglas a seguir:

= Multiplicacion
Para multiplicar cantidades escritas en notacion cientifica se multiplican los coeficientes y se
suman los exponentes,

Ejemplo:
o (4:107)-(2:10%) = {2-4)- 10" =8 . 10"
s Division

Para dividir cantidades escritas en notacion cientifica se dividen los coeficientes y se restan
los exponentes,

Ejemplo:
o (48-107"): (12.107) = {48 : 12) - 107"
= Potencincion
Se eleva el coehiciente a la potencia y s¢ multiplican los exponentes
Ejemplo:

o (3-10"2 =32-(10" =0 - 11 0. 10"

Las propiedades de potencia de igual base argumentan los pasos a seguir en este tipo de
ejercicios que son del tipo algoritmico:

3. Primero expresar los numeros en notacion cientifica v luego resolver
@) 3900000 = 71300 = 53G15000
O, DOOOOOSG AS0000D00
b)
00000 0, D006

L DOOCM2 - (30000000 )2

) e
SUDOCCEN)

P: bueno, pasamos entonces al apartado b) que era otro de los que causé
problemas. Fijense que ahora en el apartado b) no tenemos sumas, ni restas, sino
que las operaciones que estan involucradas...bueno, que estan involucradas ahi
son divisiones porque nosotros sabemos que...que tener una fraccién es lo mismo
que tener una division entre nimeros, por lo tanto, lo que tenemos que hacer es
pasar todos los nimeros a NC y trabajar con los nimeros que tengamos ya en NC
segun las operaciones que van apareciendo aplicando las propiedades de potencia
de igual base. Teniendo en cuenta que, una de las propiedades que ya vimos es la
que utilizamos antes, tenemos una multiplicacién de potencias de igual base, ;qué
pasaba con los exponentes?

Al: ;se sumaban?
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A2: ;cémo profe?

A3: se sumaban.

P: ;Qué pasa cuando tenemos una divisidon de potencias de igual base?
Al: se restan.

P: ;Y cuando tenemos potencia de potencia?

A1: se multiplican-

P: perfecto. Entonces lo primero que vamos a hacer es pasar todos los nimeros a
NC. Fijense que eso es lo primero que hice después de esta primera igualdad, o sea
tenemos esta expresion y lo que consegui después es esta otra, que es equivalente
a la expresion dada porque lo tnico que hice fue pasar estos nimeros a NC.

En este caso, la docente propone pasar todos los nimeros dado a su expresion en
notacion cientifica y luego operar asociando, por un lado, los coeficientes y, por otro,
las potencias de 10. En este Gltimo caso, aplica las propiedades de potencias de igual
base para simplificar la expresion.

Se evidencia que el foco de interés se encuentra en expresar un nimero “grande” o
“chico” de una forma maés reducida y poder operar con estos numeros. EI contexto en el
que se enmarca es su utilizacion en la astronomia o en la quimica, aunque no se discuta
el grado de funcionalidad que requiere el trabajar de esta manera y no de otra. ES un
conocimiento utilitario, en el sentido que se aplica en otras disciplinas donde las
cantidades o las medidas lo requieren pero que se aborda sin conexioén, solo desde el
objeto matematico de interés. No se reconoce en su desarrollo practicas -como el contar
o0 el medir- como generadoras de este tipo de representacion (relacion del nimero real
con otros campos de conocimientos o practicas sociales).
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Tabla 10. Caracteristicas observadas en la Docente C acerca del discurso numérico

escolar en la parte I1: notacién cientifica

Categorias de andlisis para el discurso numérico
escolar

Parte II: notacion cientifica

Tipo de presentacién del nimero real.

Tipos de argumentos y procedimientos.

El contexto en el que se enmarca el nimero real, que
haga ver su grado de funcionalidad en una situacion
especifica.

El foco de interés del docente acerca de lo que saben o
lo que hacen sus alumnos en cuanto al ndmero real.

La relacion del numero real con otros campos de
conocimientos y practicas sociales que se propicie en
el aula.

Forma impuesta de expresar ndmeros en notacion
cientifica siguiendo una forma preestablecida para
expresar nimeros muy grandes o muy pequefios de
forma reducida.

Se establecen reglas a seguir, como por ejemplo: si el
namero es grande el exponente de 10 en su expresién
en notacion cientifica es positivo, y si es chico su
exponente es negativo. Lo mismo ocurre al "correr la
coma" para desarrollar un nimero dado en notacién
cientifica: si el nimero es grande se corre hacia la
derecha y si el nimero es chico se corre hacia la
izquierda. Se proveen reglas exitosas para la operatoria
con nimeros dados en notacion cientifica, basadas en
las propiedades de potenciacion.

Se menciona su utilizacion en la astronomia o en la
quimica, aunque se aborda sin conexion, solo desde el
objeto matemaético de interes.

Se encuentra en expresar un numero ‘“grande” o
“chico” de una forma mas reducida y poder operar con
estos nmeros.

No se reconoce en su desarrollo précticas -como el
contar o el medir- como generadoras de este tipo de
representacion.

4.1.3.3 Parte 3: aproximacion y teorema de Pitagoras

La docente define la aproximacion de un namero real, como un nimero cercano a ese real
que tiene una cantidad finita de decimales. Considera necesario realizar la aproximacién
cuando el nimero posee infinitas cifras decimales no periddicas:

P: ;En qué sentido y cudndo vamos a tener que aproximar nimeros y qué nimeros
tienen sentido aproximarse? Yo les preguntaba recién si dado el 5,8, el 5,8, ;era un
numero que necesitdbamos aproximar? Y me estaban contestando que no. En
realidad, porque es un nimero que es cortito en el sentido de que es un nimero
que tiene pocas cifras decimales, que tiene una cantidad finita de cifras decimales.

Nosotros podemos contar los niimeros que estan después de la coma y escribir

cero coma 8. O sea, nos llevé un tiempo finito, porque no es que hay una cantidad

infinita de nimeros que tenemos después de la coma, sino que tenemos una

cantidad finita por lo tanto lo podemos escribir. Si yo les doy para escribir... si yo le

doy otro nimero, por ejemplo: el 8,5589, ;es un niimero que ustedes necesitarian

aproximar?
Al:si.
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P: Y, ;por qué no necesitarian aproxima a ese nimero?

A1l: Porque tiene muchas cifras después de la coma.

P: ;Cuantas cifras tiene detras de la coma? Lo repito 8,5589.

A1: Cuatro.

A2:5 cifras.

P: Tiene cuatro cifras después de la coma. Solo tienen que escribir un poquito mas,
tampoco es que es un esfuerzo enorme tener que escribir cuatro cifras después de
la coma. Peor seria tener que escribir, qué sé yo, el 8,5555...y repetir el 5 hasta el
infinito. Este, ;es un nimero que necesitara aproximacion?

A1: Si (varios alumnos contestan).

A2: No, no, porque... ;no tiene el triangulito arriba?

P: Porque tiene un arquito arriba del 5. Si yo escribo, acuérdense, ;qué vimos en
primero? ;qué tipo de nimeros habiamos visto?

A2: Periddicos.

P: Entran dentro los numerosos periddicos. Yo tengo 8,5 y repito el 5 hasta el
infinito. Ese nimero se puede escribir como 8,5 con un arquito arriba del 5.

A3: es periddico exacto.

P: Que en realidad es periddico puro este que estoy diciendo. Eran decimales
exactos, lo que tenian una cantidad finita de cifras después de la coma. Esos eran
los decimales exactos, como yo dije antes, el 8,5589 es un decimal exacto porque
podemos contar la cantidad de nameros que hay después de la coma, por lo tanto,
ese es exacto. Ahora, después, dentro de los periddicos teniamos dos clases, los
periddicos puros y los periddicos mixtos. Dentro de los peridédicos puros estaban
todos los niumeros que repetiamos una cifra de manera infinita, pero la repetiamos
a partir de la coma, o sea, tenfamos un nimero coma y después de la coma
empezamos a repetir de manera infinita una cifra decimal. Entonces eso eran
periddicos puros. Y los periédicos mixtos eran aquellos nimeros que después de la
coma tenfamos una cifra que no se repetian y después empezadbamos a repetir,
;esta bien?

A1l: Profe, ;cuando vimos eso?

P: Todo eso lo vimos en primero pero no lo vamos a ver ahora. Es como bueno,
justo vino a colacién de lo que estaba hablando y por eso lo estoy repitiendo ahora.
Pero no, no es que ahora nos vamos a detener en esos ndmeros. Ahora, ;justedes se
acuerdan qué haciamos con esos nimeros? ;Como trabajamos con esos nimeros
cuando queriamos resolver un ejercicio de operaciones combinadas, por ejemplo?
(Donde aparecian esta clase de niimeros? ;Como operabamos con ellos? ;Alguien
se acuerda cdmo se resolvia un ejercicio de operaciones combinadas?

A1: No, me acuerdo que lo dimos y todo, pero no me acuerdo eso.

A2: ;no se separaba en términos, se resolvia la multiplicacién y division, después
las potencias, raices y después las sumas? ;Algo asi era, profe?

P: Eso es la forma general de resolver un ejercicio de operaciones combinadas. Esta
bien, ahora mi pregunta iba para el lado de como trabajamos con los nimeros
estos que eran periddicos. ;Qué haciamos con estos nimeros? que eran periddicos
ya sea puro o mixtos, incluso con los decimales exactos... ;qué haciamos para
empezar a resolver? ;Qué era lo primero que haciamos?

A3: Profe, ;no los pasdbamos a fraccion?
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P: Muy bien. Lo primero que haciamos era pasarlos a fraccidon y una vez que los
pasabamos a fraccion, resolviamos usando las fracciones.

P: Esta bien, todos estos nlimeros que estuvimos nombrando son nimeros que
entran dentro del conjunto de los nimeros racionales. Los nliimeros racionales son
aquellos nimeros que se pueden pasar a fraccién y con las fracciones nosotros
sabemos operar: sabemos sumar, restar, multiplicar, dividir, aplicar potencias,
raices. Bueno, todas las operaciones las usamos dentro de este conjunto de
numeros racionales. Ahora hay otro conjunto numeérico, otro conjunto numérico
que no es el conjunto de los niimeros racionales, ni esta dentro, ni los contiene,
sino que estdn separados, que es el conjunto de los nlimeros irracionales. Los
numeros irracionales son aquellos nimeros que tienen infinitas cifras periddicas,
perdon, infinitas cifras decimales que no son periddicas. O sea, cuando un nimero
después de la coma tiene infinitas cifras y no logramos que se repita ninguna cifra,
ni logramos pensarlo como un ndmero periédico, ya sea puro o mixto, que no
tenemos una regularidad después de la coma, esos son los nimeros que se llaman
irracionales, ;alguno conoce algiin numero irracional?

A1:Y qué séyo...8,36754 y asi....

P: ;Podrias cortar en algin momento ese nimero que estds pensando o nos
pasarfamos la clase diciendo ese nimero?

A1:Y si, o sea, nos podriamos pasar toda la clase.

P: Nos podemos pasar toda la clase porque estos nimeros dijimos tienen infinitas
cifras después de la coma, por lo tanto, no hay forma de cortar un niimero y nos
podemos pasar toda la clase diciendo este tipo de nimeros. Dentro de los nimeros
irracionales hay algunos nimeros que tienen algun cierto tipo de expresion que
nosotros podemos identificar, que son, por ejemplo, el nimero raiz de 2. El ntimero
raiz20 de 2 es un nimero irracional. Si ustedes escriben en la calculadora y tratan
de calcular el nimero de raiz de 2, van a ver que después de la coma tienen una
cantidad que en la calculadora aparece como finita, porque tienen cierto espacio
para escribir un nimero, pero este es un nimero que tiene infinitas cifras
decimales y que no son periddicas, o sea, no tiene ninguna regularidad. Entra
dentro del conjunto de los ndmeros irracionales, asi como raiz de 3, raiz de 5.
Ahora, si yo les digo la raiz de 4, ;es un ndmero irracional?

A1: No, es racional.

P: ;Y por qué es racional?

A1: ;Y porque tiene un resultado?

P: porque el resultado es 2, exactamente. Entonces si yo busco, por ejemplo, el
resultado de raiz de 2 en la calculadora, obviamente que voy a tener, hasta
completar los nimeros permitidos en la calculadora, una cantidad de cifras
distintas que no tienen ninguna regularidad. Pero si ustedes ese nimero lo podrian
buscar en una computadora, o lo pueden buscar en una tabla, como se usaba antes
y demas, pueden ver que ese nimero va a tener infinitas cifras y que no tiene
ninguna regularidad. Bueno, ese estilo de numeros, ese estilo de nimeros es el que
vamos a tratar de aproximar. Esos nimeros que no los puedo pasar a fraccion,
entonces con los cuales no puedo trabajar, me conviene aproximarlos para poder
trabajar y poder trabajar de manera mas comoda cuando estamos haciendo

20 Se entiende por contexto que cuando la docente C dice “raiz”, se refiere a la raiz cuadrada.
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cuentas. Entonces los nimeros que vamos a aproximar son los nimeros
irracionales, que son aquellos niimeros que tienen infinitas cifras después de la
coma, que no son periddicas. ;Esta bien? Tal como el raiz de 2, raiz de 3, raiz de 5,
el nimero .

Se puede observar que define a los nimeros racionales como aquellos que pueden
expresarse como fraccion y, por tal razén, no necesitan aproximarse ya que al operar con
ellos puede utilizarse esta representacion. También define a los nimeros irracionales
como aquellos nimeros que tienen infinitas cifras decimales no periddicas y, por ser
imposible trabajar con su expresion decimal, recurre a su aproximacion (contexto en el
que se enmarca el nimero real). Se puede ver que el significado de nimero irracional
es impuesto, no se construye y se valida con visualizar la aparente ausencia de periodo en
la calculadora o computadora. La docente no plantea la posibilidad de trabajar con la

expresion exacta de algunos ndmeros irracionales, por ejemplo con /2, para hacer
calculos y por eso debe acudirse a su aproximacién (tipo de presentacion). Puede verse,
en la definicion que plantea la docente, que no se define el error de la aproximacion:

Definicion: Dado un nimero real z, una aproximacion es un valor a cercanoa =. Sia > x la
aproximacion es porexceso y si a < z la aproximacion es por defecto.

Generalmente, la aproximacion a es un nimero decimal finito y cercano (en algtin sentido) al
valor z. Existen 2 métodos fundamentales para aproximar una cantidad. En ambos casos, debemos
indicar la cifra a la que queremos aproximar.

Luego, la docente presenta dos técnicas para aproximar:

» Redondeo: para redondear una cantidad en la n-ésima cifra, nos fijaremos en la siguiente
cifra. Si ésta es mayor o igual que 5, aumentamos en una unidad la cifra n-ésima. En otro
caso, dejamos tal y como estd la cifra n-ésima y despreciamos las demas cifras a partir de
ella.

s Truncamiento: para truncar una cantidad a la cifra n-€sima, se prescinde directamente de las
siguientes cifras a partir de ella. Este método siempre produce aproximaciones por defecto,
es decir, menores que la cantidad exacta = que queremos aproximar.

Como puede verse son reglas establecidas sobre cémo proceder para hallar la
aproximacion por redondeo y truncamiento. La eleccion de la cantidad de cifras decimales
con la que se quiere aproximar el nimero o la eleccion del método para aproximar un
namero real no se discute (tipos de procedimientos y argumentos). En los ejemplos y
ejercicios propuestos ya viene dado:

Redondear = = 2. 3465 con tres cifra decimales — = = 2. 3465 entonces a = 2, 347

» Redondear = = 3, 94678 con tres cifra decimales — = = 3. 94678 entonces a = 3, 947

entonces a = 1.41

Truncar r = 2. 35 con una cifra decimal — = = 2,35 entoncesa = 2.3

Truncar =+ = 12, 2365 con dos cifra decimales — = = 12, 2365 entonces a = 12,23

Truncar = = /2 con dos cifra decimales — = = /2 = 1,41421 ... entonces a = 1,41
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La docente hace hincapié en que la aproximacion no es igual al nimero que se quiere
aproximar, introduciendo el simbolo =:

P: Fijense una cosa que yo aca escribir x = v/2 igual a 1,41421 y puse puntos
suspensivos, diciendo que este nimero no termina ac4, este niimero sigue. Esa es
una forma de decir, bueno, vamos a anotar el nimero pero voy a tener en cuenta
que este nimero es un numero irracional y por eso agregué los puntitos
suspensivos. Entonces yo pongo una cantidad, por ejemplo. ;Por qué puse esta
cantidad? porque yo quiero redondear en este caso con dos cifras decimales. Con
escribir 5 cifras ya me basta para redondear con dos cifras decimales. Incluso ya
me hubiese bastado de escribir 3 cifras decimales, porque lo que me importa es lo
que pasa en la tercera cifra si quiero redondear con dos, ;esta bien? Lo importante
es escribir estos puntos suspensivos y no cortar, o sea, no escribir que v2 =
1,41421 sin estos puntos, porque eso es mentira, ;esta bien? Estoy diciendo que el
numero es raiz de 2, es exactamente igual a un nimero que tiene una cantidad
finita de cifras decimales y eso es mentira.

En la ejercitacion propuesta, debe aproximarse por redondeo y truncamiento un nimero
dado que posee una cantidad finita o infinita de decimales:

1. Redondear y truncar los siguientes niimeros:

= 20,04573. = 5,3622.

= 0,8321. » 1,243268 - 102,
u 0,00468. . V2

= 0, 1870. x 0.

a) Con una cifra decimal.
b) Con dos cifras decimales.
¢) Con tres cifras decimales.

En otros ejercicios, debe aplicarse la aproximacién en el calculo de perimetro de figuras,
donde se conoce la medida de sus lados:

Hallar el perimetro de forma exacta, por redondeo con 3 cifras decimales y por truncamiento
con 2 cifras decimales de:

a) Un rectangulo cuyos lados miden /5 cm y 2 + /7 em.

b) Un tridngulo cuyos lados miden 1 cm. 2 em 'y /3 em.
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P: y esto que tenemos aca es la forma exacta de la solucién. Con forma exacta lo
que decimos es que tenemos la forma de que no aparezcan cifras decimales, ;por
qué? Porque si nosotros calculamos la raiz de 7 y calculamos la raiz de 5, que son
numeros irracionales, no vamos a poder escribir de manera completa el nimero
solucién porque tiene infinitas cifras decimales, o sea, que tiene una cantidad
infinita de cifras después de la coma. Por lo tanto, no voy a poder escribir esa
solucién de forma exacta si quisiera escribir esos nimeros con cifras decimales. O
sea, que la Uinica forma de escribir la solucidn exacta es dejarlo expresado asi con
raices, ;esta bien?

Nuevamente la cantidad de cifras decimales que requiere la aproximacion esta impuesta
en el enunciado. No se comenta, cuél de las dos aproximaciones obtenidas es mejor, ni se
enmarca en alguna practica contextualizada (relacion del nimero real con otros
campos de conocimiento o practicas sociales). Puede verse que el foco de interés esta
en aproximar por redondeo y truncamiento un nimero dado u obtenido a partir del calculo
del perimetro de una figura en la cual se conoce la medida de sus lados.

En las clases siguientes, la docente introduce el teorema de Pitagoras a partir de un
problema:

Suponiendo que la pared de un edificio es de 90° al piso, el Teorema de Pitdgoras puede usarse
para encontrar el lado faltante del tridngulo recto que forma. Una escalera de 7,6 m se inclina
contra un edificio de tal forma que la base de la escalera esta 2 m alejada del edificio. ;Qué altura
del edificio puede alcanzar la parte alta de la escalera?. Este tipo de ejercicios tienen respuesta
aplicando el Teorema de Pitagoras.

El Teorema de Pitagoras permite encontrar la longitud de los lados de un triangulo rectangu-
lo, que es un tridngulo con un angulo de 90° (conocido como dngulo recto). Un ejemplo de un
tridangulo rectangulo se representa a continuacion.

90°

P: Y ahi hay un ejemplito, que es un ejemplo chico pero un ejemplo al fin. Que si
nosotros, por ejemplo, queremos...supongamos que alguien quiere pintar un
edificio, ;esta bien? Alguien quiere pintar un edificio y tiene una escalera para
pintar un edificio que mide, como dice ahi, esa escalera 7,6 metros. Y sabe que,
para no caerse, puede poner el pie de la escalera a una distancia del pie del edificio
de 2 m. Entonces el pintor lo que quiere saber es qué altura va a poder alcanzar
para poder pintar el edificio con esa escalera, sabiendo que para no caerse la
distancia en que debe colocar a la escalera del edificio... el pie de la escalera del
edificio es de 2 m. Entonces, si nosotros tenemos un problema, que es ver hasta
donde va a llegar el pintor con esa escalera (o si tendra que pedir alguna otra
escalera que sea un poco mas alta porque no llega a pintar el edificio completo), lo
que podemos pensar es que podemos formar un triangulo rectangulo para
solucionar este problema, que es posible, pensando en que 2 va a ser la medida que
aca esta representada con b, que es la distancia que hay del pie del edificio al pie de
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la escalera, y que la escalera mide, que es lo que tenemos aca representado con c,
7,6 m. Si somos capaces de calcular la medida de este lado a de este triangulo
rectangulo, vamos a saber a qué altura del edificio podemos llegar a pintar. O sea,
qué altura del edificio podemos llegar a pintar teniendo la distancia que hay del pie
del edificio al pie de la escalera y la medida de la escalera. Entonces, ;c6mo vamos
a hacer eso? Aplicando el teorema de Pitdgoras.

Antes de introducir el enunciado del teorema de Pitdgoras, menciona al matematico
Pitagoras:

TEOREMA DE PITAGORAS

Pitagoras es muy conocido, a pesar de que no publicé ningtn escrito durante su vida. Lo que
sabemos de Pitdgoras ha llegado a través de otros fildsofos e historiadores. Pitagoras fue un filéso-
fo y matematico griego conocido por introducir el teorema que lleva su nombre, que indica que
el cuadrado de la medida de la hipotenusa de un triangulo rectangulo es igual a la suma del cua-
drado de la medida de los catetos. El teorema no es sélo un postulado geométrico, también tiene
aplicaciones en el mundo real.

P: Acd al principio, bueno, les conté un poquito acerca de Pitagoras, que fue quien
probo este resultado que vamos a ver ahora acerca de los triangulos rectangulos.
Que dice fue un fil6sofo matematico griego que, digamos, fue conocido por el
teorema este que lleva su nombre, pero fue un matematico que no publicé mucho,
sino que los resultados que se fueron conociendo de cosas que él demostro, se hizo
mediante otros matematicos. Entonces, este teorema que vamos a ver y vamos a
ver ahora como se aplica, también podemos ver que no solo se usa, digamos, para
resolver problemas matematicos, sino que también es aplicable a algunos
problemas que tienen que ver con la vida real.

La mencién al matematico queda solo en una referencia historica, no se ahonda en la
demostracion que hizo, ni en cdmo conocia ese resultado y por qué le interesaba
demostrar este teorema. Por otro lado, el problema introductorio parece tener el objetivo
de mostrar que el teorema tiene aplicacion en el mundo real (como puede verse, menciona
esto ultimo en la introduccion del apunte).

A continuacion, presenta el enunciado del teorema de Pitagoras:

Un tridngulo rectangulo se compone con dos catetos que son los lados adyacentes al angulo
recto y la hipotenusa que es el lado opuesto al angulo recto. En la figura, los catetos los denotamos
por ay by la hipotenusa con la letra c.

Teorema de Pitagoras: Dado un tridngulo rectangulo, la suma de los cuadrados de la medida
de los catetos es igual a la medida de la hipotenusa al cuadrado.

Considerando el tridngulo de la figura anterior tenemos:

A+ =7

P: Entonces si nosotros, como dijimos, tenemos un triangulo rectangulo y
conocemos dos de los datos...o sea, conocemos, en el caso de la escalera, cudl era
esta medida y cudl era esta otra, aplicando esa féormula de la suma de los cuadrados
de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa o la suma de las medidas de los
cuadrados de los catetos es igual a la medida de la hipotenusa al cuadrado,
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podemos calcular el dato que nos falta. O sea que, si en un tridngulo rectdngulo nos
falta como dato esta altura o la medida de esta base o la medida de la hipotenusa,
no nos pueden faltar dos datos sino que nos va a faltar uno solo, nosotros
aplicando ese teorema vamos a ver como podemos calcular el dato que falta.

Se puede observar que la docente presenta sin ningun tipo de exploracion previa, ni
demostracion, el enunciado del teorema de Pitagoras (tipo de presentacion). El objetivo
planteado parece ser hallar la medida de alguno de los lados del tridangulo rectangulo,
teniendo como dato la medida de los otros dos, a partir de una ecuacién que se plantea
aplicando el teorema de Pitagoras (contexto en el que se enmarca el nimero real).

Luego, presenta varios ejemplos de aplicacion. El primero de ellos consiste en verificar
el teorema:

Ejemplo: Consideremos el tridngulo rectangulo cuya medida de los catetos son 3 emy 4 em y
la medida de la hipotenusa 5 em. ;Se cumple el Teorema de Pitdgoras para este tridngulo?

Solucién:

P: Bueno, ;cémo plantearian la cuenta? Escriban y planteen la cuenta y diganme
qué estan planteando para ver si se cumple lo que yo quiero ver que se cumple.
;Qué es lo que tengo que plantear para ver si se cumple el teorema de Pitagoras?
A1l: Siguiendo la estructura.

P: §i, ;y c6mo?

A1: 3 al cuadrado mas 4 al cuadrado, igual a 5 al cuadrado.

P: Bueno, y si resuelven eso...si hacen 3 al cuadrado, mas 4 al cuadrado, ;eso les da
igual a 5 al cuadrado?

A2:no, no, no.

P: ;No? Qué raro, porque a mi si me dio.

A2: Seria 3 por 3y 4 por 4.

P: exacto.

A2: claro, seria 3 por 3,9.Y 4 por 4, 16. Ahh que burra que soy, si, da. Porque 9 mas
16 es 25,y 5 por 5 es 25.

P: Eso, esta bien. Incluso este es un ejemplo que por ahi hasta ustedes me podrian
decir que no esta muy bien redactado... porque si ya me esta hablando de un
triangulo rectangulo y yo ya sé que para los tridngulos rectangulos, que tienen
catetos y tienen hipotenusa, el teorema de Pitdgoras se verifica obviamente que
esto tiene que ser igual. O sea, no tendria sentido que yo les diga no sé... que les
diga decir si un triangulo cuyos catetos miden esto y cuya hipotenusa mide esto,
porque yo ya si los estoy llamando catetos y lo estoy llamando hipotenusa es
porque sé que estoy hablando de un triangulo rectangulo. Entonces seguro que va
a verificar el teorema de Pitagoras. ;Esta bien?

El ejemplo, por como esté planteado, pareciera que pide verificar el teorema de Pitagoras.
Sin embargo, la intencion de la docente parece ser que se demuestre que el triangulo cuyos
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lados tienen esas medidas es rectangulo. Esto implica aplicar el reciproco del teorema de
Pitagoras, que no se contempla dentro del enunciado presentado como teorema. Sin
embargo, es un resultado que evidentemente la docente conoce y quiere que los alumnos
apliquen. Para esto, da otro ejemplo modificando el enunciado:

P: Yo les digo verificar si hay un tridngulo de lados 2, 3 y 7 que verifica el teorema
de Pitagoras ;Qué tengo que hacer para ver si un tridngulo de lados 2, 3 y 7 verifica
el teorema de Pitdgoras?

A1:ybueno, tenés que hacer 2 por 2 sumado a 3 por 3 y ver si te da 7 por 7.

P: bueno, ;verifica eso?

Al:no

P: No, si ustedes hacen 3 al cuadrado...porque ya sé que el candidato a ser
hipotenusa va a ser el 7 porque es el lado mas grande. Entonces si ustedes hacen 2
al cuadrado, mas 3 al cuadrado, tienen 4 + 9, que eso es 13. Y por otro lado hacen 7
al cuadrado que les da 49. Entonces como 13 es distinto de 49, es mentira que un
triangulo que tenga como medida de los lados 2, 3 y 7 pueda verificar el teorema
de Pitagoras, ;estd bien? Entonces aca tenemos un triangulo que es un triangulo
que si lo verifica y, por otro lado, vimos que hay tridngulos que no lo van a
verificar. En particular, aquel tridngulo que tenga lados de medidas 2,3y 7 novaa
ser un tridngulo rectangulo, o sea, no va a ser un triangulo que tenga un angulo
recto. En cambio, en este caso, si ustedes dibujan un triangulo cuyos lados tengan
estas medidas, seguro van a ver que entre el lado que mide 3 cm y el lado que mide
4 cm, ahi se va a formar un angulo de 902.

Utiliza el teorema de Pit&goras para verificar si un triangulo en el cual se sabe la medida
de sus lados es rectangulo o no (aunque las medidas tomadas en el ejemplo, 2, 3y 7, no
corresponden a las medidas de las longitudes de lados de un tridngulo por no verificar la
desigualdad triangular). En este caso no se presenta aplicacién (por ejemplo, en la
construccion, al mostrar que con una terna pitagdrica es posible armar una “escuadra”
que permita identificar &ngulos rectos).

Los siguientes ejemplos que presenta la docente tienen por objetivo la busqueda de la
longitud de un lado de un tridngulo rectangulo:

Ejemplo: Calcular la hipotenusa de un triangulo rectangulo de 60 cm de cateto menor y 80 em

de cateto mayor.

Solucion:
Como estamos trabajando con un tridngulo rectangulo, podemos aplicar el Teorema de Pitago-
ras. Entonces, si llamamos c a la medida de la hipotenusa del triangulo tenemos:

& =60%2+80> — ¢ =3600+6400 — ¢ =10000 — ¢ = /10000 — c = 100

(*) En este caso, s6lo consideramos la raiz positiva como tnica solucién porque tenemos en
cuenta que c es la medida del uno de los lados del triangulo. Teniendo en cuenta el problema que
estamos resolviendo, no tiene sentido hablar de soluciones negativas.
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P: Entonces desde aca podemos despejar cual es la medida de la hipotenusa.
;Como? Y resolviendo primero esta cuenta. Hacemos primero 60 al cuadrado, y si
ustedes hacen esa cuenta van a ver que el resultado de eso es 3600. Hacemos 80 al
cuadrado y el resultado de eso es 6400. Entonces esta igualdad, esta igualdad es
equivalente a esta otra. Lo Unico que hicimos fue resolver el 60 al cuadrado y el 80
al cuadrado. Ahora tener esta igualdad en este paso es equivalente a esta otra,
porque lo tinico que hicimos de un paso al otro fue sumar 3600 + 6400, y eso es
10000. Y ahora para terminar de resolver esta ecuacién y encontrar cudl es el valor
de c, que es el valor de la hipotenusa, lo que tenemos que hacer es terminar de
despejar y como tenemos una potencia de este lado de la igualdad, ;cémo pasan las
potencias? ;Como se despejan las potencias? ;Qué tenemos que hacer para
terminar de despejar aca?

A1: Pasando la raiz.

P: Pasando como raiz. ;Ahora ustedes se acuerdan que cuando nosotros teniamos
una ecuacién cuadratica, y pasabamos una potencia al cuadrado como raiz para el
otro lado, habia una particularidad?

A1: No, no me acuerdo profe.

P: ;No se acuerdan? Bueno, la particularidad que teniamos es que cuando
resolvemos una ecuacion de este estilo, una ecuacién cuadratica con una potencia
igual a dos (y lo mismo pasa con cualquier potencia par), cuando nosotros
pasamos la potencia como raiz, si cuando aplicamos raiz a ambos lados de la
igualdad para obtener la igualdad que nosotros queremos, habia dos soluciones
posibles: la positiva y la negativa. Se acuerdan cuando tenfamos x?, igual no sé,

x? = 16 entonces sacabamos dos flechitas y deciamos una solucién puede ser raiz
de 16 y la otra es menos raiz de 16.

A1l: Si, profe.

P: Bueno, pero ;por qué en este caso no consideramos la solucién negativa y
ponemos directamente que c es igual a la raiz positiva, en este caso de 10000, que
fue el resultado que consegui después de sumar los cuadrados de las medidas de
los catetos? porque estamos trabajando...le damos sentido al problema con el que
estamos trabajando. Nosotros estamos queriendo calcular la medida de la
hipotenusa de un triangulo. Si nosotros hubiésemos considerado la solucién
negativa, ;tendria sentido decir que la medida de un lado de un tridngulo es menos
100?

A1: No.

P: No, ;estd bien? Si hablo de medida del lado de un tridngulo, hablo de un niimero
positivo. Entonces es por eso que en este caso, por mas que estamos resolviendo
una ecuacién cuadratica que, si nosotros nos abstraemos del problema que
tenemos, en este caso hubiésemos tenido dos soluciones posibles. Como le estamos
dando sentido a esto que estamos buscando, que es la medida del lado de un
triangulo, solo vamos a considerar para la solucidn de estos problemas la soluciéon
positiva. ;Esta bien? Entonces en este caso, directamente aplicamos la raiz
cuadrada y una vez que aplicamos la raiz cuadrada obtenemos como resultado el
numero 100. O sea que la solucién o la medida de la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo que tiene como medida de los catetos 60 y 80 es 100.
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En este caso, es posible ver que la docente quiere dejar en claro que el resultado obtenido
en el despeje de la incognita debe contextualizarse en el problema. En este caso debe ser
positivo por ser el lado de un tridngulo rectangulo, aunque la ecuacién tenga dos
soluciones posibles (tipo de argumentos y procedimientos).

Otro de los ejemplos presentado por la docente, requiere el bosquejo de un triangulo
rectangulo para su planteo y posterior resolucion:

Ejemplo: Una cancha de fiitbol (rectangular como sabemos) mide 125 m de largo. Si la longitud
de sus diagonales es de 150 m. ;Cual es el ancho de la cancha?

Solucién: Nuevamente comenzamos haciendo un grafico para ubicar los datos que tenemos.

D D E

125 m

Sin mostrar la solucién al comienzo, les pide que hagan un dibujo que esquematice
la situacién. Una alumna pregunta si no seria 1252 + b? = 1502. La docente le dice
que siy pide que alguien mas participe. Otra alumna pregunta si los catetos son
125y 150, alo que la profesora pide que se hagan un dibujo para visualizar los
datos. Otra alumna dice que 150 seria la diagonal del rectangulo y lo que hay que
encontrar es la medida de un cateto. La docente muestra la solucién y explica su
resolucion.
Debemos calcular el ancho de la cancha. Denotamos por a dicho ancho, entonces en el tridngulo

rectangulo que se formaentre la diagonal de la cancha, el largo y el ancho, los catetos tienen medida
a 'y 125y la hipotenusa 150. Entonces, aplicando el Teorema de Pitdgoras tenemos.

9

1502 = a2 + 1252 — 22500 = a2 + 15625 — 22500 — 15625 = a2 — 6875 = a® —
V6875 =a — 82,

Por lo tanto, la medida buscada es 82. 9 m.

P: Ahora a ver algo que no recuerdo cuando lo hice, pero si ustedes tienen a mano
la raiz de 6875, si ustedes se fijan y hacen la cuenta, les da como resultado un
numero irracional, o sea que nos queda 82,9156197589 y tiene un montén de
otros decimales. Entonces lo que yo hice en este caso fue truncar o redondear,
porque el resultado en este caso es el mismo, con una cifra decimal. Y aca es donde
vamos a usar esta parte de redondeo y truncamiento, porque cuando uno resuelve
problemas usando el teorema de Pitagoras, muchas veces tiene que resolver raices
cuadradas cuyos resultados son nimeros irracionales. Entonces a esos resultados
es que los vamos a redondear, o mejor dicho los vamos a aproximar, por redondeo
o por truncamiento, que es lo que les escribi aca en este parrafo.
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Observemos que en este caso, al resolver la raiz se obtiene un niimero irracional (tiene infinitas
cifras decimales no periédicas), esto suele pasar a menudo cuando resolvemos este tipo de pro-
blemas. Es por eso que a veces se pide que el resultados! en los ejercicios se exprese de manera
exacta, esto es con su expresion como raiz si el resultado es un nimero irracional o bien se pide
una solucioén aproximada, que puede darse por redondeo o truncamiento, segiin se indique en cada
caso.

Llama la atencién el signo igual en la aproximacion realizada en el ejemplo, aunque se
puede suponer que es un error de tipeo ya que la docente aclard repetidamente en clases
anteriores que la aproximacion no es igual al nimero que se quiere aproximar. La docente
no clarifica cuando el resultado conviene dejarlo de manera exacta o de manera
aproximada.

Los ejemplos y ejercicios propuestos evidencian que el interés de la docente es que los
alumnos apliquen el teorema de Pitagoras a un triangulo rectdngulo para hallar, mediante
el despeje de la incognita, la medida de uno de sus lados para luego aproximar el resultado
cuando este es un nimero irracional. El foco de interés esté puesto en lo algoritmico, en
la aplicacion de procedimientos impuestos para resolver actividades del estilo a las
presentadas. Si bien muchos de los problemas presentados hacen referencia a la medicion,
no se presenta la necesidad real de realizar el calculo con el teorema de Pitagoras, o al
menos no se problematiza la busqueda de la medida que se quiere hallar (relacion del
namero real con otros campos de conocimientos y practicas sociales).

Tabla 11. Caracteristicas observadas en la Docente C acerca del discurso numérico
escolar en la parte I11: aproximacién y aplicaciones del teorema de Pitagoras

Parte lll: aproximacion por redondeo y
truncamiento. Aplicaciones del teorema de
Pitagoras

Categorias de andlisis para el discurso numérico
escolar

El significado de nimero irracional es impuesto y se
valida con visualizar la aparente ausencia de periodo
en la calculadora o computadora. La aproximacion se
Tipo de presentacién del nimero real. presenta como necesaria ante la imposibilidad de
trabajar con la expresiéon decimal de ndmeros
irracionales. El teorema de Pitagoras se plantea sin
demostracidn ni exploracion previa sobre su validez.

Los métodos de aproximacidn son impuestos, no se
vislumbra el por qué o el para qué de cada uno. La
Tipos de argumentos y procedimientos. eleccion de la cantidad de cifras decimales con la que
se quiere aproximar el nimero o la eleccion del método

para aproximar un nimero real no se discute.

El contexto en el que se enmarca el nimero real, que La aproximacién de ndmero irracional, por poseer
haga ver su grado de funcionalidad en una situaciéon infinitas cifras decimales y no poder operar con su

especifica. expresion decimal.
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Esta puesto en aplicar el teorema de Pitagoras a un
tridngulo rectangulo para hallar, mediante el despeje de
la incAgnita, la medida de uno de sus lados para luego
aproximar el resultado cuando este es un ndmero
irracional.

El foco de interés del docente acerca de lo que saben
o lo que hacen sus alumnos en cuanto al nimero real.

Si bien muchos de los problemas presentados hacen
La relacion del nimero real con otros campos de referencia a la busqueda de un medida en particular, no
conocimientos y practicas sociales que se propicie en se problematiza el por qué no podria medirse
el aula. directamente o el por qué es necesario aplicar el

teorema de Pitagoras.

4.2 TAREAS QUE PROPICIAN EL NUMERO REAL EN EL AULA

Como ya se ha dicho en el Capitulo 3, el andlisis de las tareas propuestas para propiciar
el uso del numero real en el aula se basara en el estudio planteado por Cordero y Flores
(2007). La presentacion de los resultados también se basa en este estudio (aunque con
ciertas modificaciones), clasificando las tareas propuestas por cada docente segun la
funcién y la forma de cada tarea, que responde a una concepcién de numero real
especifica. Para realizar esto, fue necesario distinguir un patrén de tareas especifico que
contemple los diferentes aspectos:

- Concepcion de namero real: como ya se ha dicho en el marco metodologico de
esta investigacion, la caracterizacion de una tarea especifica hara emerger alguna
concepcion de namero real que se manifiesta en los propositos a los que responde
la tarea (funcién) y en los requerimientos del quehacer matematico para llevarla
adelante (forma).

- Categoria: aqui se deja explicito la funcion y la forma a las cuales responde el
grupo de tareas especificas.

- Descripcidon de una tarea representativa del grupo de tareas: se describe el
contenido de una tarea que se considera representativa del grupo, para analizar los
significados y procedimientos del uso del namero real.

- Numero de tareas: refiere a la cantidad de tareas del grupo que se presentan en
toda la propuesta didactica correspondiente a la unidad desarrollada por la
docente. El objetivo es evidenciar los usos y concepciones mas frecuentes del
namero real. Se ha considerado una actividad con varios items como Unica tarea.

4.2.1 DOCENTE A

A continuacion, se presentan las distintas categorias para las tareas que propician el uso
del nimero real en el aula, segun cada concepcion de namero real identificada (tabla 13
y 14). Cabe mencionar que las tareas propuestas son tomadas del capitulo I NUumeros
Reales del libro Activados 4 Matematica (Abalsamo et al., 2017), que es el material
didactico utilizado por la docente A durante sus clases. Las concepciones que emergen
de las mismas son: numero real como elemento de un cuerpo ordenado y completo y
namero real como puntos de una recta completa y continua.
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Tabla 12. Categoria para el uso del nimero real, para la concepcion de namero real
como elemento de un cuerpo ordenado y completo (docente A)

Categoria Descripcion de la tarea # de
tareas
Funcién: operaciones de Se solicita al alumno extraer factores de un radical: 3
cuerpo (suma, resta,
producto, cociente)
desde un punto de vista
algebraico (cumpliendo Se solicita al alumno operar con radicales (sumar, restar, 12
los axiomas). multiplicar y dividir radicales, racionalizar denominadores):
Forma: patron de tareas
donde se opere con
elementos siguiendo una
serie de axiomas.
Se solicita al alumno resolver ecuaciones con y sin médulo: 9
Se solicita al alumno resolver el médulo de un ndmero real: 1
Funcioén: comparacion
(relacién de orden) entre Se solicita a los alumnos resolver inecuaciones con y sin
elementos del cuerpo. médulo: 7
Forma: patrén de tareas
donde se comparen
elementos de un cuerpo,
al aplicar propiedades
para resolver

inecuaciones.

Se evidencia que el uso del conocimiento desarrollado tiene mayor peso en lo algoritmico,
siguiendo propiedades 0 axiomas dentro del cuerpo de los nimeros reales para operar con
estos nimeros y compararlos. Aunque la docente no lo denomine cuerpo, ni presente
axiomas (sino mas bien le llama propiedades), se ha considerado que, dentro del
formalismo matematico, las actividades que propone se perfilan en esta categoria.
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Tabla 13. Categoria para el uso del numero real, para la concepcidén de niamero real
como puntos de una recta completa y continua (docente A)

Categoria Descripcion de la tarea #de
tareas
Funcidn: representacion Se solicita expresar una ecuacién o inecuacién cuya solucion 2
algebraica de un represente puntos de una recta
conjunto de puntos de 53. Escriban el conjunto representado com
una recta numérica. ":‘i‘“ 9 IEcHcin. o mfd"h‘
Forma: patron de tareas -3 s
en donde se busque la b -—rit -
representacion o - :

L

algebraica de un I
conjunto de  puntos

ubicados en la recta

numeérica.

Se observa menor frecuencia en las tareas que conciben al niamero real como punto de
una recta completa y continua. Como ya se ha visto en la seccion anterior, la docente no
dedica demasiado tiempo en la construccion de la recta numérica y la representacion de
subconjuntos de los nimeros reales graficamente. Mé&s bien, pareciera que el interés se
encuentra en pasar de una representacion grafica a otra algebraica (y viceversa, al dar el
conjunto solucion de una inecuacion).

4.2.2 DOCENTE B

Las concepciones que emergen de las tareas propuestas por la docente B son la de nimero
real como elemento de un cuerpo ordenado y completo, como limite de una sucesion o
resultado de una serie y como punto de una recta completa y continua. Al igual que con
la docente A, se presentan a continuacion las distintas categorias encontradas en el
desarrollo de sus clases, segun cada concepcion de numero real identificada (tabla 15, 16
y 17). Cabe aclarar que las tareas propuestas son tomadas del apunte de clases utilizado
por la docente B, gque ha sido confeccionado en conjunto con las otras docentes de la
catedra de Matematica pertenecientes a la escuela.

Tabla 14. Categoria para el uso del niumero real, para la concepcién de niamero real
como elemento de un cuerpo ordenado y completo (docente B)

#de
Categoria Descripcion de la tarea tarea
s
Funcidn: Se solicita resolver operaciones combinadas con numeros racionales: 2

operaciones de - y i
7- Transforma en fracciones ordinarias y realiza las siguientes operaciones
cuerpo (suma,

resta, a) V‘(',%,h - 1,2):11-0,4= Rta :
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producto,
cociente)
desde un punto
de vista
algebraico
(cumpliendo
los axiomas).

Forma: patron
de tareas
donde se opera
con elementos
siguiendo una
serie de
axiomas.

Se solicita obtener la representacion decimal de una fraccién, para luego 3

clasificarla:

1- Halla la expresion decimal de cada una de las sigutentes fracciones y
clasificalas en exactas, periddicas puras y periddicas mixtas,

Se solicita obtener la representacién como fracciéon de un nimero decimal 1

periddico:

3- Expresa como expresion decimal periddica y transformaria en una fraccion
Irreducible.
a) 0444 =
b) 0.121212..=
c) 0.027027027...=

Se solicita resolver ecuaciones lineales con una incégnita que involucran 3

numeros racionales:

10) Plantear la ecuacion y resaolver los siguientes problemas:

a) Latercera parte del anterior de un niimero es cuatro unidades mayor que la
quinta parte de su consecutivo. ¢ Cudl es el nimero?

Se solicita expresar y operar con numeros en notacidén cientifica: 1

a) Lamasa de un protén es aprox. 6,4 x 10~ gr, i Cuantos protones serfan necesarios

0

para formar una masa de 4 toneladas?. Expresar el resultado en notacion cientifica. (1

tonelada = 1000000 gramos)

Se solicita resolver operaciones entre nimeros racionales e irracionales: 8
6) Resolver aplicando propiedades:

a) W2-7\2 b) (24V3)

9 VE(z++5) 9 (V5+v2)

&) (1+V2)(3+v2) f) (V5+va)(V5—va)

a) (3+v2)(3-v2) b) 5+4/3—(7-2V3)
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Funcion:
comparacion
(relacién de
orden) entre
elementos del
cuerpo.

Forma: patrén
de tareas
donde se
comparen
elementos de
un cuerpo, al
aplicar
propiedades
para resolver
inecuaciones.

Se solicita plantear una inecuacién que exprese una afirmacién dada en 2
forma coloquial:
Completar ka tabla
Lenguaje cologuial Lenguaje
simbdlico
El peso p que transporta el ascensor debe ser menor que 275 kg p<275
Para ganar el premio, ka cantidad de discos vendidos d no debe ser d vrrirees 100 000
inferior a 100 000
Para abrir I3 cuenta hay que depositar un capital ede almenos 5200 | € 200
El numero de inscniptos i no puede exceder al de vacantes v | ¥ -avvopeniine -
| Para subir al juego, la altura h debe ser superior 3 0,80 m | _bh....080
Se solicita resolver inecuaciones a partir de las propiedades de cuerpo: 1
1) Resuelve las siguientes inecuaciones
a) %(3x—(),7’-)*}1—1 b) _l(},',x“%]-;x—l.l
. >
Se solicita identificar si un numero real pertenece a un intervalo: 2

2} Unir con una flecha cada nimero real con el intervalo 3l que pertenace

v? (0; 1)

1 2.4

s (£:4)

7

m [3; 3,5]

2

- (-1;0)

3

VB f2; 3]

Aqui corresponde la misma aclaracion que para la docente A, ya que la docente B
tampoco menciona el cuerpo de los nimeros reales, ni los axiomas (también le llama
propiedades). Sin embargo, se considera adecuado agrupar en esta categoria a las tareas
que corresponden a la operatoria y comparacion de nimeros reales.

Tabla 15. Categoria para el uso del nimero real como limite de una sucesiéon o como
resultado de una serie -representacion decimal- (docente B)

#de
Categoria Descripcion de la tarea
tareas
Funcién: andlisis de  Se solicita observar a qué nimero entero es igual un nimero 1

convergencia
serie

de una

decimal periddico puro con periodo 9:

4- Transforma a fraccidn los sigulentes numeros. ; Puedes sacar alguna
conclusion?

Forma: patrén de tareas a) 0,9
donde se analiza a qué b) "',:

¢) 2.4
ndmero converge una d) 165
serie

Si bien la docente nunca trabaja con series numéricas, ni de convergencia, se rescata la
intencion del ejercicio que es llegar a la conclusion de que todo nimero decimal periddico
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puro, con periodo 9, es igual a un numero entero. Al trabajar este ejercicio la docente
menciona en sus clases, por ejemplo, el acercamiento que existe entre 0,999... y 1 hasta
el punto de ser lo mismo. Si bien la aclaracion es sutil y no se ahonda demasiado al
respecto, podria ser un indicio de que la docente posee esta concepcion y quiere
transmitirla de alguna manera.

Tabla 16. Categoria para el uso del nimero real, para la concepcion de namero real
como puntos de una recta completa y continua (docente B)

#de
Categoria Descripcion de la tarea
tareas
Funcion: Se solicita representar intervalos en la recta real: 1
representacion 3) Completar |a siguiente tabls:
de  conjuntos | LENGUAJE | tensuase | ntERVALD | REPRESENTACION EN LA RECTA
numéricos en |a COLOAUIAL SIMBOLICC B
Todos los numeros

recta real.

reales mayores que 3y . >

menores o iguales que 5 4 1 2 2 0 12 a s

Forma: patrc')n I T T | TS T T AT T

de tareas en x=2 —td L L L L L _ s
donde se debe ' I N A
representar

intervalos en la el R O
recta real.

La docente B dedica tiempo de una clase a explicar la ubicacion de numeros reales en la
recta, mediante la subdivision de la unidad en 10 partes iguales, para luego subdividir
cada una de esas partes en 10 partes iguales, y asi sucesivamente. Sin embargo, llama la
atencion que no proponga mas actividades del estilo para marcar, por ejemplo, algunos
nameros reales especificos. Solamente aparece la recta como soporte para representar
graficamente intervalos reales.

Puede observarse, al igual que la docente A, una mayor frecuencia de tareas que tienen
que ver con el aspecto algoritmico del nimero real.

4.2.3 DOCENTE C

La concepcion que emerge de las tareas propuestas por la docente C es la de nUmero real
como elemento de un cuerpo ordenado y completo. Dichas tareas son tomadas de los
apuntes confeccionados por la docente C para sus clases. A continuacién, se presentan las
distintas categorias encontradas para las tareas que propician el uso del numero real en
las clases de la docente C (tabla 18).

Tabla 17. Categoria para el uso del nimero real, para la concepcion de namero real
como elemento de un cuerpo ordenado y completo (docente B)

#de

Categoria Descripcion de la tarea
tareas
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Funcion: Se solicita resolver operaciones con nimeros racionales: 3
operaciones de RESOLVER:
cuerpo (suma, 2 5 AT

cociente) desde 2 - 6l (- 5

resta, producto,

un punto de vista — - - ' - -
leebrai Se solicita resolver operaciones combinadas con radicales, a partir su 2
algebraico . . .
& i representacion con exponente fraccionario:
(cumpliendo los e

. ] aji e ’ i
axiomas). A UT
Aproximacion de YBE R (YTY?
9 e,
numeros reales. (y25)-¢
Se solicita expresar un niumero en notacion cientifica cuando aparece 9

Forma: patrén de . , .
desarrollado, y viceversa. Operar con numeros expresados en notacion
tareas donde se

cientifica:
opera con )
| to 3. Primero expresar los nimeros en notacion cientifica y luego resolver.
elementos
siguiendo una @) SSUODOL 4 270000000 — 45000
serie de axiomas Bb) 0, 0000088 — 0. 00025 + 0000012

72000000 - O, D003

0, 004 - 40100

Se solicita aplicar el teorema de Pitagoras para calcular la medidadeun 11
lado de un triangulo rectangulo o para decidir si un tridngulo es
rectangulo a partir de la medida de sus lados:

1 Una escalera de bomberos de 14,5 o de longitud se apoya en la fachadi de un editicio,
poniendo el pie de la escalera a 9 m del edificio. [Qué altura, en metros, alcanza la escalera?
Dar [ respuesta en forma exacta y en forma aproximida por redondeo y truncamiento con 2
cilras decimales

Se solicita redondear o truncar numeros racionales o irracionales, a 10
partir de su representacion decimal.

2. Hallar el perimetro de forma exacta, por redondeo con J cilris decimales y por truncamiento

con 2 cifras decimales de:

a} Un rectiangulo cuyos tados miden /5 cm v 2+ 7 em

b} Un tridingule cuyos Indos miden ) e, 20my /3 cm

En las tareas que propone la docente C, al igual que en aquellas llevadas a cabo por las
docentes A y B, se puede observar la primacia de lo aritmético (aunque algoritmico) por
sobre otra caracteristica del nimero real. En este caso, la operatoria, el pasaje de un tipo
de representacion a otra y la aproximacion de nimeros son los principales objetivos de
las tareas propuestas.

4.3 CONCEPCIONES DEL NUMERO REAL
Los siguientes resultados corresponden a dos sesiones de entrevistas realizadas cuya
finalidad es reconocer las concepciones acerca del nimero real que poseen las docentes
de este estudio. La primera de ellas corresponde a las concepciones del nimero real desde
la perspectiva cognitiva, y la segunda a las concepciones desde la perspectiva epistémica
(reactivos).
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4.3.1 Concepciones acerca del nimero real desde la perspectiva cognitiva
Cabe recordar que desde la perspectiva cognitiva se han considerado las concepciones
que tienen relacion con los aspectos referidos a la ensefianza del nimero real en el aula,
los diversos usos que pueden darse del numero real, su conceptualizacion y los
conocimientos que las docentes han incorporado dentro de su propia formacion respecto
a este saber. A continuacion, se presentan las respuestas obtenidas en esta entrevista
respecto a cada categoria:

Importancia de la ensefianza del nimero real en la escuela secundaria. Cuando se les
ha preguntado si consideran importante ensefiar nimeros reales en la escuela secundaria,
todas las docentes responden afirmativamente. La docente A considera que el tema es
muy amplio pero que lo importante es que a los alumnos “les quede claro que los nimeros
reales son todos los nimeros”, aunque reconoce que muchas veces el concepto no llega a
aprenderse ya que preguntan en cuarto o quinto afio que es un numero real. La docente B
afirma que la importancia radica en la infinitud y la continuidad, en la operatoria con
namero reales y sobre todo con irracionales, dado que no puede conocerse su expresion
decimal sino que debe recurrirse a una aproximacion. La docente C reconoce que la
importancia de ensefiar el nimero real en este nivel radica en el concepto de nimero
irracional: “si, lo considero importante porque no se pueden quedar los chicos con la idea
de que los Unicos nimeros que existen son aquellos que tienen una cantidad finita de
decimales atras de la coma o que son periddicos y siempre se repiten. O sea, ellos saben
que existen ciertos numeros que no tienen esa particularidad o regularidad y necesitamos
ese concepto también para ensefiar otros conceptos”. También lo considera necesario en
la formacion propedéutica, para el ingreso a alguna carrera terciaria o universitaria que
requiera de conocimientos matematicos. Se evidencia que las docentes consideran
importante que los alumnos conozcan las caracteristicas propias de los irracionales, y no
solo de los racionales, en este nivel. La docente B menciona la completitud, lo cual hace
posible ver al conjunto de nimeros reales como un todo, pero no profundiza por queé seria
importante estudiar esta cualidad.

Aspectos mas relevantes que son necesarios ensefiar del namero real. Cuando se le
pregunta acerca de los aspectos del nimero real que considera necesario ensefiar, la
docente A hace referencia a los contenidos que incluye en la unidad observada: valor
absoluto, ecuaciones con valor absoluto, y radicales. Sin embargo, no justifica por qué
los considera importante y en detrimento de qué otros contenidos. La docente B considera
importante saber distinguir entre los diferentes conjuntos numeéricos, reconocer las
diferentes representaciones de los nimeros reales para luego operar, considerando
distintos procedimientos segun la representacion para elegir el mas conveniente, el uso
de la calculadora y la notacién cientifica para expresar numeros muy grandes 0 muy
pequefios. La docente C reconoce la importancia de la incorporacion de los nimeros
irracionales y el estudio de sus caracteristicas, diferenciandolos de los otros conjuntos
numericos que ya vienen trabajando en afios anteriores. También, en cuanto a las
aplicaciones fisicas del numero real, considera importante ensefiar notacion cientifica.
Afirma que se trabaja con numero real desde los primeros afios de la educacion
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secundaria: “Porque si uno se pone a pensar, con nimeros reales trabajas desde primer
afio cuando incorporas el concepto de los nimeros enteros, que ellos hasta el momento
vienen trabajando con naturales entonces vos empezads a ampliar el conjunto hasta
completar todos los reales. Hasta este momento que estamos trabajando con los
irracionales, empezas incluso a trabajar con nimeros reales en primer afio cuando estas
trabajando con los enteros, que es un subconjunto si querés, ¢no es cierto?, de los nimeros
reales”. Se evidencia que los aspectos que consideran importante ensefiar muestran
coherencia con los contenidos seleccionados para la unidad NUumeros Reales (y que
fueron observados en las clases en las cuales fueron desarrollados). En las docentes A y
B puede observarse que se hace hincapié en la operatoria de los nimeros reales, aunque
en la docente B, y también en la docente C, se observa que la concepcion de nimero real
como conjunto, unién de racionales e irracionales, estd muy presente. En la docente C,
ademas, se observa que no distingue la naturaleza de cada elemento de los conjuntos
numéricos (N, Z, Q, I) sino que los declara directamente como elementos del conjunto de
nameros reales sin explicitar que se trata de un isomorfismo entre dichos conjuntos y
subconjuntos de R (por ejemplo, al mencionar que los alumnos conocen los nimeros
reales cuando trabajan con numeros naturales en primer afo).

Definicion de numero real. Al pedirles que definan el nimero real, mencionando
distintas aristas del concepto, la docente A afirma que es necesaria la presentacion de los
distintos conjuntos numéricos (naturales, enteros, racionales) hasta llegar a los
irracionales, luego define: “los numeros reales son todos los que conocieron, hasta llegar
a ver los irracionales”. La docente B lo define de manera similar, dando un poco mas de
formalidad a los conceptos, expresando que es la union del conjunto de los ndmeros
racionales y el conjunto de los numeros irracionales, que son definidos previamente, a
partir de operaciones que no obtienen resultado posible en el conjunto numérico en el que
se esta trabajando (por ejemplo, el cociente de dos enteros cuyo dividendo no es multiplo
del divisor o la raiz cuadrada de un nimero entero que no tiene solucién entera). Luego,
agrega: “Pero basicamente, a veces les digo a los chicos, son los nimeros que ustedes
conocen, que pueden conocer, que pueden inventarse, poniendo decimales, son todos,
todos, todos que pueden resultar de cualquier operacion que hagan. Dicho muy...para
llevarlo a su entendimiento, ;jno?”. La docente B pierde precision ya que no considera
aquellas operaciones que no encuentran resultado posible en el conjunto de los numeros
reales (la raiz de indice par de un nimero negativo o la division de un nimero por cero
no son operaciones definidas en los reales). La docente C plantea la ampliacion de los
conjuntos numéricos (naturales incluidos en enteros, enteros incluidos en racionales) y
luego la unidn del conjunto de racionales con el conjunto de los irracionales para
completar la recta numérica. Agrega que pensando fuera de la escuela secundaria puede
definirse como un cuerpo con sus propiedades: “te sirve para trabajar un espacio vectorial
sobre un cuerpo que no es lo mismo trabajar dentro de los reales que dentro de los
complejos, que puede tener distintas dimensiones dependiendo del cuerpo donde se
trabaje”. Se evidencia que sigue predominando la vision conjuntista de los numeros
reales. En el caso de la docente C se puede reconocer una concepcion como puntos de

167



una recta completa y también como un cuerpo (aunque no considera este ultimo aspecto
pertinente al nivel secundario).

Usos del namero real. Al preguntarle en donde piensa que sus alumnos pueden poner en
uso el nimero real, la docente A lo relaciona con otros conocimientos matematicos: “los
numeros reales aparecen en ecuaciones, geometria, trigonometria...por ejemplo, para dar
nameros irracionales podria plantear una ecuacion cuya solucion sea una raiz no exacta
de un ntimero real”. Luego, plantea que sus alumnos pueden ponerlo en uso adn sin darse
cuenta que estan trabajando con numeros reales, dando como ejemplo la comparacion de
temperaturas por encima o debajo de 0°C. La docente B se muestra desorientada con la
pregunta, al principio lo relaciona con contenidos del curriculo: al realizar operaciones,
al resolver ecuaciones, etc. Luego, lo intenta relacionar con la vida diaria y dar una
respuesta mas general: “a la hora de hacer algin calculo para obtener medidas, a la hora
de interpretar algun gréafico también, al entender las magnitudes que son continuas como,
por ejemplo, la temperatura, la altura, el tiempo, poder interpretar esas magnitudes
también, que uno vive atravesandose con ese tipo de situaciones. Lo que es ganancia,
dinero, al ser todas variables continuas, llevado a la Estadistica”. Agrega la importancia
de comprender la densidad de numeros reales, de realizar aproximaciones considerando
el error que se comete. La docente C piensa que sus alumnos pueden poner en uso el
namero real en diferentes situaciones de la vida cotidiana, incluso antes de conocer que
se trata de un niimero real: “En el kiosco, en la rueda de una bici, como te decia antes, en
las pulgadas de una compu...hasta uno viste los aplica sin saber porque vos...primer afio
no diste todavia, al principio del afio no viste bien lo que significa bien el nimero racional
y cOmo se representa y demas, pero uno...no sé... en las pulgadas de una computadora
lo esta aplicando”. Luego, agrega: “Pero bueno, no s¢ si ellos lo utilizan pensando en qué
concepto estan usando al momento de usarlo en si. Después, lo que hacemos nosotros es
mas que nada una formalizacion de eso que ellos ya fueron usando previamente”. Las
docentes A y C consideran la utilizacion de los nUmeros reales previa a su formalizacion
(por tratarse de numeros enteros, por ejemplo), lo cual denota una clara concepcion
conjuntista (los nimeros enteros se encuentran incluidos en los reales y, por esta razon,
ya los estén utilizando). En cambio, la docente B hace referencia a la utilizacion de ciertas
magnitudes continuas, que por tal propiedad se pondria en uso el nimero real.

Construccién del namero real. Cuando se le pregunta como piensa que sus alumnos
pueden construir el concepto de ndmero real, la docente A contesta que pueden
construirlo presentandole distintos problemas que tengan por resultado distintos tipos de
nameros (naturales, enteros, racionales, irracionales), para luego discutir sus diferencias
y finalmente formalizarlo. La docente B considera que pueden construirlo de la misma
manera que lo va ensefiando, a partir de la ampliacion del campo numérico, observando
que algunas operaciones no pueden realizarse en el campo numérico que se esta
trabajando y es necesario construir otro conjunto que los contenga. Menciona algunas
situaciones que requieren el uso de numeros irracionales: “La tipica de calcular la
diagonal de un cuadrado, por ejemplo. O cuando uno le presenta los nimeros, por
ejemplo, el niUmero 1 y les muestra de donde sale”. La docente C menciona que pueden
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construirlo a partir de la unién de racionales con irracionales, incluyendo la
correspondencia biunivoca entre punto y recta: “Si yo quiero, como te decia, si yo pienso
en completar la recta y tenemos hasta el momento dado los nimeros racionales se les
puede hacer notar, que si yo quiero representar el nimero raiz de dos?! con lo que tengo
representado hasta el momento no tengo forma de hacerlo, entonces como que una dice
tengo un numero, tengo el conjunto de los numeros reales, tengo la recta numérica, quiero
hacer, bueno para decirlo de alguna forma, una biyeccion y tengo un namero real, lo
quiero representar acd, agarro y me paro en cualquier lugar de la recta y quiero buscar un
punto de ese conjunto que lo representa. Entonces, yo creo que se puede hacer una
biyeccion ahi entre el conjunto y la recta como para que vean que hay una relacion uno a
uno entre ellos”. Lo que tienen en comun sus respuestas es la aparicion de diferentes tipos
de nimeros hasta llegar a los irracionales. Solo la docente C plantea la construccion de la
recta para que sea completa.

Propia formacién acerca del nimero real. Cuando se les pregunta como fue su propia
formacion acerca del nimero real (como aprendieron el nimero real, lo cual esta en
relacion a su propio aprendizaje), la docente A no recuerda haber dado el tema en su
formacion de profesorado, si en los cursos de ingreso que recordaban temas del
secundario, similar a lo que ensefia actualmente en el nivel secundario. La docente B
recuerda haberlo estudiado en una materia de primer afio de su carrera: “El tema de la
infinitud, la recta numérica, el trabajar con intervalos, en un momento trabajar con
conjuntos de nimeros”. La docente C afirma que termin6 de comprender el concepto de
namero real en la universidad e incluso siendo docente, ensefiando ese tema. Luego,
recuerda los temas que estudio durante su formacion: “No, lo que si me acuerdo de los
axiomas de numeros reales, ese tipo de construccion de nimeros reales, eso si lo vi seguro
en la facultad, no lo habia visto en el secundario. Lo que por ahi debo haber visto en el
secundario es la inclusion, pero no sé a mi me parece...esa inclusion con el diagrama de
Venn, natural contenido en los enteros, contenido... pero o sea, el resto de las cosas las
terminé de afianzar en la facultad. Todo eso que yo te decia antes de completitud y demas,
olvidate que no”. Solo la docente C recuerda haber estudiado una teoria formal de los
nameros reales (la axiomatica) durante su formacién docente. Las docentes A y B
mencionan contenidos que podrian pertenecer al nivel secundario y, por lo tanto, podria
tratarse de un repaso de conocimientos previos.

Contexto en donde se utiliza cada tipo de numero (natural/entero/real). Al
preguntarles en qué contexto utilizarian un namero natural, la docente A afirma que lo
utilizaria para la medicién de segmentos, la docente B para contar cosas, la docente C
ejemplifica con la clase de gimnasia (dando a entender que si el docente pide hacer 10 u
11 sentadillas, no pueden ser 10 y medio). Cuando se le pregunta en qué contexto
utilizaria un namero entero, la docente A contesta que lo utiliza cuando habla de
profundidad del océano o cuando utiliza el ascensor y va al subsuelo. La docente B
también lo asocia a distancias bajo el nivel del mar o sobre el nivel del mar y para el
calculo de diferencias. La docente C lo utilizaria para representar deudas. Por ultimo,

21 e entiende por contexto que cuando la docente dice raiz de 2 se refiere a V2.
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cuando se pregunta en qué contexto utilizaria un namero real, la docente A explica que
lo utiliza para generalizar que “es el conjunto més grande de todos los numeros”, cuando
quiere calcular, por ejemplo, la raiz cuadrada no entera de un nimero. La docente B
afirma que lo utilizaria “para tomar medidas, al pesarme, a la hora de calcular distancias
entre numeros reales, al momento de ver algin rango entre tal temperatura y tal
temperatura, o entre tal ganancia y tal ganancia o en qué rango de valores se encuentra un
numero determinado, para ir achicando esos rangos”. La docente C menciona que puede
utilizarse a la hora de medir la pantalla de una computadora, de calcular las dimensiones
de una cancha, cuando se utiliza notacion cientifica. Agrega: “Para que puedan ver la
diferencia, si bien hay una contencion, siempre el conjunto que contiene es mas grande
que el conjunto con el que estamos trabajando, hay elementos ahi que no los tiene el
conjunto mas chico y poder mostrar que esa contenciéon es estricta”. Las docentes
mencionan diversas situaciones en donde pueden utilizar un nimero natural, un nimero
entero y un numero real, todas ellas referidas a la accion de medir, contar, calcular o
representar el estado de algo (como una deuda o el piso en el que se encuentra el ascensor
de un edificio). La docente C menciona la importancia que tiene que sus alumnos vean la
diferencia entre el conjunto R y los conjuntos contenidos en él, algo similar menciona la
docente A al decir que es el conjunto mas grande.

4.3.2 Concepciones acerca del numero real desde la perspectiva epistémica
(reactivos)

A continuacion se presentan los resultados obtenidos a partir de la segunda entrevista en
la cual cada pregunta o grupo de preguntas actla como reactivo que haga emerger una
concepcion de namero real especifica.

Reactivo 1: concepcion del numero real como la medida de segmentos
conmensurables e inconmensurables

Cuando se les ha pedido que midieran un segmento S2 considerando como unidad otro
segmento U, se han obtenido diversas respuestas. En la primera situacion presentada, S2
es de menor longitud que U (Figura 20) y en la segunda situacion S2 es de mayor longitud
que U (Figura 21).

Figura 20. Primera situacion presentada a las docentes en Reactivo 1

52
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Figura 21. Segunda situacion presentada a las docentes en Reactivo 1

52

U

La docente A resuelve la primera situacion midiendo con regla graduada ambos
segmentos y calculando el porcentaje que representa la longitud de S2 con respecto a U:
“A ver, si este es 5 y este es 3,5. Bueno, el segmento dos es 5 y este es 3,5 entonces si
esta fuera la unidad, este seria el 70% de la unidad”. Sin embargo, presenta dificultades
para poder realizar el mismo procedimiento en la segunda situacion no pudiendo arribar
a ningun resultado. La docente B plantea la necesidad de utilizar regla no graduada y
compas, ya que argumenta que midiendo con regla graduada no seria exacto. La docente
B transporta S2 sobre U con compés, observa que la parte que “sobra” de U entra
aproximadamente cuatro veces en U (traslada con el compas la medida de ese “sobrante™)

y, con este procedimiento, llega a la conclusion de que S2 es Z de U. Al plantear la

proporcién, aclara que no puede calcularse de forma precisa y que su célculo resulta una
aproximacion. Luego, acota la medida de S2 superior e inferiormente pero no logra dar
una acotacion del error (como era lo pedido), ya que aclara que al no tener la medida real
no puede hacerlo. Para la segunda situacion procede de manera diferente, mide ambos
segmentos con regla graduada, toma la medida en milimetros y realiza el cociente entre
la medida de S2 y la medida de U. También aclara que es aproximada, y que lo realiza “a
0jo”. Acota la medida de S2, utilizando compas y observando qué fraccién de U es menor
y qué fraccion de U es mayor a S2 (también lo realiza en forma aproximada, sin utilizar
procedimientos euclideos para dividir un segmento en partes iguales). La docente C,
describe tres posibilidades para proceder: utilizando regla graduada; utilizando regla no
graduada y compas; y, sin utilizar elementos, dividiendo el segmento a la mitad doblando
la hoja de manera tal que los extremos del segmento coincidan y de esta manera marcar
el punto medio. Aclara que con ninguno de estos procedimientos puede obtener la medida
exacta, ejemplificando con una relacion de inconmensurabilidad: “no, de manera precisa

no, si el segmento mide v/2 nunca voy a poder obtener la medida v/2, entonces lo voy a
aproximar obviamente, por mas que tenga la regla, no lo voy a poder dar de forma exacta”.
A diferencia de la docente B, considera mas preciso el procedimiento de medir con regla
graduada, midiendo cada uno de los segmentos y planteando una regla de tres simple para
calcular la medida de S2 en funcion de U. Para el segundo procedimiento (en la primera
situacion), plantea transportar con compas la medida de S2 sobre U y observar cuantas
veces entra lo que “sobra” de U en S2. Luego, aclara que la relacion seria al reves porque
S2 es de menor longitud que U vy, por lo tanto, seria una parte de U. Para el tercer
procedimiento (doblando la hoja), primero transportaria la mitad de U sobre S2, luego, al
volver a doblar la hoja, transportaria un cuarto de U y asi sucesivamente hasta que no
entren méas segmentos. Reconoce en este procedimiento, una forma de acotar la medida
inferior y superiormente y, de esa manera, poder obtener una mejor aproximacion
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tomando el punto medio entre estas cotas. Por Gltimo, afirma que puede acotar el error
pero si se permite establecer la cota dado que, si esa cota es dada de antemano y muy
pequefia, no podria hacerlo.

Se reconoce en todas las docentes la concepcion de conmensurabilidad para la medicion,
aungue lo pongan en términos de una proporcion. Si bien las docentes B y C plantean la
medicién con regla y compés, ninguna describe, ni utiliza, un procedimiento para dividir
al segmento en partes iguales (solo se utiliza el compéas para transportar segmentos,
procedimiento que no requiere de la regla, a pesar de que la nombran como un elemento
necesario). El problema de la inconmensurabilidad solo se hizo explicito en la docente C.
La docente B, en cambio, atribuye el problema de la precisién a las mediciones y
procedimientos realizados.

Reactivo 2: concepcion de numero real como puntos de una recta completa y
continua

Cuando se les ha preguntado cuéles son las condiciones necesarias para asignar a cada
punto de una recta un nimero real y viceversa (a cada numero real un punto de una recta),
la docente A no logra comprender la pregunta y contesta, mostrando inseguridad en su
respuesta, que podria asignar un valor a “x” y un valor a “y” para formar pares ordenados.
Se evidencia que no logra reconocer la construccion de la recta real, ni la distingue del
plano real. La docente B plantea necesario establecer una unidad y la orientacion de la
recta (un sentido de crecimiento). La docente C reconoce necesaria la completitud de los
numeros reales para poder hacer una biyeccion entre punto y nimero: “que sea completo,
obviamente la recta tiene que ser continua porque obviamente no tengo la biyeccién. Eso
seguro, porque si ya tengo algun agujerito ya no puedo hacer la biyeccion”.

Si bien se presenta cierta concepcion para la construccién de la recta real en las docentes
B y C, ninguna plantea la existencia del axioma “existe una correspondencia biunivoca
entre los puntos de una recta y los nimeros reales”. Mas bien, es tomada como una
propiedad y no como una condicion considerada verdadera sin demostracién, dado que
no es posible localizar cualquier niumero real en la recta (no todo numero real es
construible en términos euclideos con regla y compas). Esta concepcion entra en conflicto
al querer responder la siguiente pregunta, en donde se pide localizar en la recta numérica
V2'y ¥/2. La docente A afirma que existe un método para marcar /2 en la recta, pero no
lo recuerda porque no lo explica en sus clases. Aclara que sus alumnos marcan dichos
nameros buscando la aproximacion decimal con la calculadora y localizando esa
aproximacion en la recta, pero no distingue la importancia de realizar otro procedimiento
para localizarlo de forma exacta. La docente B y C plantean marcar el ndmero v2,
mediante la construccién de un triangulo rectangulo cuyos catetos miden la unidad. A
partir del Teorema de Pitagoras, se puede calcular la medida de la hipotenusa (v'2), para

luego transportarlo, con compas, desde el origen sobre la recta. Para 3/2, plantean que si
existe un punto de la recta que lo representa, pero no logran encontrar un procedimiento
para localizarlo y marcarlo. Ambas intentan aplicar el mismo método que utilizaron con

V2, pero no logran encontrar las medidas de los catetos que permita obtener la hipotenusa
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deseada. La docente C, ademas, piensa en reescribir 3/2 como un mdltiplo entero de otra
raiz que sea facilmente construible con regla y compas, aplicando la propiedad de
potencias de igual base, aunque sin éxito comienza a preguntarse si es realmente posible.

Se evidencia que no queda claro, en ninguna de las docentes, cuales son aquellos niUmeros
construibles con regla y compas y que pueden localizarse a partir de su construccion en
la recta numeérica. Si queda establecido, para las docentes B y C, la correspondencia
biunivoca entre nimero real y punto, aunque no se lo reconoce como axioma.

Reactivo 3: concepcion de numero real como soluciones posibles 0 no posibles de
ecuaciones algebraicas

Cuando se les ha pedido que asignen valor de verdad a la afirmacion “todo ntimero real
puede obtenerse como raiz de un polinomio a coeficientes racionales” y que lo justifiquen,
se obtuvieron diferentes respuestas. La docente A afirma que es verdadera, aunque luego
de pensarlo aclara que con un polinomio de tales caracteristicas puede obtenerse una raiz
natural, entera, racional o irracional del tipo raiz enésima de un nimero racional. Sin
embargo, termina generalizando para cualquier ndmero real sin ningin tipo de
argumentacion. La docente B afirma que es falso, pero no logra justificarlo. Sospecha que
algunos irracionales no pueden encontrarse de esa manera, mencionando el nimero m,
pero no logra estar segura para dar alguna demostracion. La docente C también sostiene
que es falsa la afirmacion, mostrando mas seguridad, justificando que algunos
irracionales no pueden obtenerse como raiz de un polinomio a coeficientes racionales y
da como ejemplo el nimero 7. La idea logra concretarse un poco mas cuando se pregunta

acerca de las caracteristicas comunes y las diferencias sustanciales entre los nimeros /2
y . En esta consigna, todas las docentes reconocen en ambos nimeros la caracteristica
de ser un numero irracional, con infinitas cifras decimales no periddicas. La docente A
no distingue diferencias entre ellos, afirma que  es un nimero “mas conocido” (por su
relacion con el perimetro de la circunferencia, resulta mas estudiado que 3/2) pero
advierte que la pregunta no apunta a esa respuesta. La docente B afirma que /2 es
solucion de la ecuacion x3 —2 =0 vy, por lo tanto, es una raiz de un polinomio a
coeficientes racionales, mientras que  no puede serlo, dado que al factorizar el polinomio
algun coeficiente quedaria irracional (aunque se contradice con lo afirmado
anteriormente): “no, yo pensé con 7...A ver, estoy mareada. Un polinomio vos lo podés
factorizar con sus raices...no, es imposible. jAhi esta! No, porque suponiendo que tuviera
raices irracionales, en su forma factorizada cuando lo desarrollas te van a quedar sus
coeficientes irracionales, asi que no. Pero eso, te estoy hablando de aquellos que no son
raices, raiz cubica, raiz cuadrada de algun nimero”. La docente C recuerda el conjunto
de los nimeros trascendentes, asignando 7 a este conjunto y afirmando que pertenece a
él dado que no puede obtenerse como raiz de un polinomio a coeficientes racionales, a
diferencia de ¥/2 que si se puede. No intenta dar una explicacion de por qué esto es asf,
pero se evidencia que es un resultado que conoce.
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Se puede observar esta concepcion en las docentes B y C, no asi en la docente A dado
gue no reconoce que existen nimeros que no pueden obtenerse como raiz de un polinomio
a coeficientes racionales. Sin embargo, a pesar de que las docentes B y C reconocen al
ndmero /2 como algebraico y mencionan al nimero m como el contraejemplo a la
afirmacion presentada, no logran dar un argumento solido que justifique esto ultimo.

Reactivo 4: concepcion de numero real como limite de una sucesion o resultado de
una serie

Cuando se les pregunta acerca de qué relacion se establece entre 0,9 y 1, todas las
docentes contestan que son iguales. La docente A y la docente C justifican esta relacion

a partir del pasaje de decimal a fraccion, respondiendo que 0,9 es igual a Z iguala l. La

docente A acota que este resultado Ilamé la atencién de sus alumnos: “bueno, el otro dia
me paso que pusieron en la calculadora y les daba uno. Y claro, porque el 9 se repite
infinitamente, entonces, repetirse infinitamente se redondea y queda directamente el 1. Si
lo queremos pasar a fraccion, hacemos 9 sobre 9 y queda 1”. La docente B responde de
otra manera, mostrando lo anti-intuitiva que resulta para ella esta relacion: “Esto me volo
la cabeza a mi, porque para mi el 0,9999... no es 1, en mi cabeza, pero yo sé que es tan 9
que es 1. /Y qué relacion establezco? Justamente, como no hay un vacio entre los
nimeros... entre el 0,9 y el 1 podria haber un nimero, pero ;cul es el nimero? No
existe, termina siendo el mismo. Eso se me ocurre decirte”. Justifica la igualdad a partir
de la densidad de nimeros racionales, ya que ese argumento parece convencerla mas de
esa relacion.

Al preguntarles acerca del calculo que realiza la calculadora para dar una aproximacion
de V2, todas las docentes responden que no lo conocen. La docente C menciona la
posibilidad de aproximarlo, hallando un polinomio de Taylor de la funcién y = e*, para

luego evaluarlo en v/2, pero no establece alrededor de qué punto, ni el grado del polinomio
que seria conveniente utilizar.

Cuando se les pregunta si recuerdan cual es el calculo para aproximar el nimero e, todas
las docentes responden que no lo conocen o no lo recuerdan, a pesar de presentarselo a
sus alumnos en algin momento de la educacién secundaria, mencionando que es un
namero irracional y obteniendo su aproximacion decimal con la calculadora.

Se evidencia que ninguna de las docentes hace explicita la idea de limite de una sucesion
o resultado de una serie con los nimeros reales presentados. En las docentes B y C puede
evidenciarse sutilmente esta concepcion, la primera cuando establece que hay distancia
nula entre los nimeros 0,9 y 1, y la segunda cuando establece la aproximacion por
polinomios de Taylor para obtener un valor proximo a eV2, aunque ninguna de las dos
desarrolla demasiado la idea.

Reactivo 5: concepcion de namero real como cortadura de Dedekind
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Se les ha pedido a las docentes explicar por qué la siguiente afirmacion justifica la
existencia del nimero real ¥2: los conjuntos A = {x € Q:x3> >2} yB={x € Q:x3 <
2} son conjuntos disjuntos (A N B = @) y su union es Q. La docente A reconoce que el
ndmero que queda en el medio entre esos dos conjuntos es 3/2: “Bueno, si yo planteo aca
la inecuacion paso el cubo como la raiz clbica entonces me queda que x > 32 y acé que
x < /2, ¢viene por ahi la cosa? Bueno, quedarian como para los dos lados y ahi quedaria
el numerito en el medio. La union es Q y la interseccion vacio...”. La docente B duda y
plantea la existencia del nimero, afirmando que los racionales incluidos en ambos
conjuntos son nameros reales: “bueno, entonces si tengo todos los racionales mayores
que la /2 y menores a la 3/2. Bueno, si tengo la recta, tengo todos los nimeros de acé
para alla y de acé para all4, racionales. Bien, este nimero ademas, es un nimero real,
bueno los mayores a él y menores a él son reales, entonces el que esté entre... él mismo,
es un numero real. Existe ese nimero, ;0 no?”. La docente C justifica la existencia a partir
de la continuidad y completitud de la recta: “bueno, la union, obviamente, de los
racionales junto con los irracionales son los que completan la recta, eso si lo vimos antes
cuando deciamos de la continuidad de la recta y deméas. Cuando vos haces A U B ya tenés
afirmado que te da todos los racionales, para completarlo te falta el complemento de A U
B'y el nimero /2, en particular, es parte del complemento en este caso. No se me ocurre
otra cosa ahora”.

Todas las docentes reconocen que el numero que esta comprendido entre los conjuntos A
y B es /2, pero no cuestionan su existencia, a pesar de no haber podido construirlo y
localizarlo en la recta. Ninguna de las docentes plantea que la construccion de estos
conjuntos de racionales, establece la existencia de un punto, que en este caso corresponde
a 32, y esto posibilita justificar la existencia de dicho nimero. La docente C plantea la
continuidad y completitud de la recta en su argumentacién, aunque ya da por establecida
la existencia de los irracionales (y, por ende, de los reales).

Reactivo 6: concepcion de numero real como elemento de un cuerpo ordenado y
completo

Al preguntar por qué es posible convenir una orientacion de la recta de izquierda a derecha
(o de derecha a izquierda), todas respondieron que es posible a partir del orden de los
nameros reales. La docente C agrega que existen axiomas de orden que lo garantizan.

Cuando se les pregunté como justificarian que el conjunto A = {x € Q:x3 < 2} no tiene
supremo en el conjunto de los nimeros racionales, pero si lo tiene en el campo de los
nameros reales, la docente A afirma que no recuerda algunos conceptos, por lo que luego
de recordar la definicion de supremo, reconoce que quizas la respuesta tiene que ver con
que el ndmero /2 es un namero irracional: “claro, en los reales se supone que si porque
puede haber nimeros irracionales, pero en los racionales no porque tengo 1/2”. Sin
embargo, no logra darle mucha forma a la idea y decide pasar a la siguiente pregunta.
Algo similar contesta la docente B, no pudiendo expresarlo del todo con claridad: “Y
porque el supremo...porque el supremo de este nimero es un nimero real. Si yo tomo el

175



supremo dentro de los numeros racionales, siempre voy a encontrar otro numero real entre
el supremo de los racionales y el supremo de los reales. Entonces, ¢como justifico que
tiene supremo en el de los numeros reales, pero no en los racionales? En el de los
racionales no, porque siempre voy a encontrar un numero mayor...no sé¢ cOmo
explicarlo...no tiene supremo...”. Y agrega: “la menor de las cotas superiores no es un
numero racional. Vos me estas haciendo acordar de un monton de cosas que no me
acordaba”. La misma idea expone la docente C, pero con mayor sustento en su

argumentacion: “por ahi uno podria mostrar que el numero V2 es mas grande que
cualquiera de los x en Q, tales que son menor a ese numero, un nimero que los mayora.
Pero, sin embargo, si yo tomo algo un poquito més chiquito que ese 3/2 seguro entre ese
més chiquito que tomé y ese Y2 voy a encontrar un nimero racional. Entonces ahi voy a
tener problemas para decir que ese algo, un poquito mas chiquito que encontré, va a ser
un supremo del conjunto A que tengo definido de esa forma. Pero asi, como de manera
intuitiva...”. Agrega también que la justificacion es valida ya que la recta queda completa
con los nimeros reales.

Las docentes consideran el orden de los nimeros reales, aunque no todas lo reconocen
como un axioma (solo la docente C). En cuanto a la existencia del supremo para el
conjunto A descripto anteriormente, no todas reconocen la completitud del campo de los
nameros reales como una condicidn necesaria para que el conjunto tenga supremo en R
y ninguna de ellas lo reconoce como axioma (axioma de completitud). Siguen
considerando la diferencia entre nimeros racionales e irracionales, sin considerar el
conjunto de nimeros reales como un campo en si mismo, que posee caracteristicas
propias, y esta concepcion prevalece en las argumentaciones dadas (al menos en las
docentes A y B). No expresan la completitud como una caracteristica propia del campo
de los numeros reales, que no se cumple en el conjunto de los nUmeros racionales.

Reactivo 7: concepcion de numero real como elemento de un conjunto proveniente
de la union de racionales e irracionales

Se les ha preguntado a las docentes como justificarian que 0,25 es, primero, un niamero
racional y, segundo, un nimero real. Todas las docentes justifican que el nimero 0,25 es
un namero racional porque puede ser expresado como fraccidn y argumentan que es un
namero real a partir de la inclusion del conjunto de los nimeros racionales en el conjunto
de los reales.

Luego, se les ha preguntado como justificarian que el nimero 7 es, primero, irracional y,
segundo, real. Las docentes A 'y B justifican que es un nimero irracional porque no puede
expresarse como fraccién, y al ser irracional estd incluido en los nimeros reales. La
docente C reconoce los mismos resultados expresados por las docentes A y B, pero entra
en conflicto con la justificacion de que el numero m es irracional dado que afirma no
conocer la demostraciéon que prueba que tiene infinitas cifras decimales no periddicas.
Estima que podria justificarse a partir de un desarrollo por sucesiones, pero no se le ocurre
cémo hacerlo.
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Se ha identificado que todas las docentes conciben a los nimeros reales como conjunto,
constituido por la union de racionales e irracionales, distinguiendo las caracteristicas que
los diferencian.
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Capitulo 5
Analisis y discusion de los
resultados. Conclusiones.

5.1 ANALISIS DE RESULTADOS
En esta seccion se examinan, se estudian y se explicitan las particularidades del caso,
recogidas a partir de la muestra seleccionada mediante las distintas técnicas de
recoleccion de datos planteadas, siempre con la intencion de darles sentido a la luz del
marco conceptual adoptado. Este andlisis permitira realizar posteriomente la discusion
propuesta en la seccidn siguiente.

5.1.1 Analisis del discurso numérico escolar en las docentes A, By C

Cabe destacar que el concepto de numero real es tan amplio que las unidades
desarrolladas por las distintas docentes bajo este nombre abarcan contenidos diferentes
entre si. Sin embargo, en todas ellas se pudieron reconocer caracteristicas especificas del
discurso numeérico escolar en comdn:

Presentacion del nimero real. Se observaron pocas oportunidades para la construccion
del namero real en el aula. En el caso de la docente A, ni siquiera es presentada una
definicion y en el caso de las docentes B y C, el conjunto de los nimeros reales es
considerado como un objeto preexistente atribuyendo un significado impuesto: es la
uniéon de dos conjuntos de numeros (racionales e irracionales) que poseen ciertas
caracteristicas dadas (se pueden representar como fraccion o no; o tienen una cantidad de
cifras decimales finitas o infinitas periddicas, o bien, infinitas no periddicas). En el caso
de la docente B, el hilo conductor de la presentacion fue la imposibilidad de obtener
resultados al realizar operaciones con numeros de un mismo conjunto numérico. Por
ejemplo, al dividir dos numeros enteros -en donde el numerador no es maltiplo del
denominador- se obtiene un nimero que no es entero y de ahi la necesidad de los nimeros
racionales, ya considerados existentes. Tampoco es cuestionada, por ninguna de estas
docentes ni dentro de la unidad observada, la existencia de los nimeros irracionales y
basan su presentacién en la obtencion, por calculadora, de ciertos resultados de
operaciones entre nimeros racionales en los cuales se observa la ausencia de periodo
(aungue no se sepa como obtiene la calculadora el resultado, como se puede asegurar que
las cifras decimales son infinitas o si en realidad existe un periodo pero supera la cantidad
de cifras que muestra el visor). Esta forma de presentacion, de conjuntos incluidos unos
en otros en forma acumulativa, esconde e invisibiliza el trasfondo epistemolégico al que
cada representacion responde. En definitiva, en las situaciones observadas, se ha notado
que:

- No hay un retorno a las bases naturales que den significado a los diferentes tipos
de nimeros.
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- Laexistencia de los nimeros racionales y de los nimeros irracionales aseguran la
existencia de los numeros reales.

- No se problematiza de donde proviene cada tipo de numero, a qué fines responde,
ni en donde puede ponerse en uso.

En la muestra estudiada, la ensefianza del nimero real se basa en la memorizacién de
conceptos, concibiéndose como un conocimiento acabado y continuo (caracter
hegemanico).

Tipos de argumentos y procedimientos que permiten el tratamiento y construccion
del concepto de numero real. Puede decirse que lo algoritmico predomina en los
contenidos ensefiados por las tres docentes. Las técnicas de calculo o métodos utilizados
validan la igualdad entre diferentes representaciones del nimero, en todas las situaciones
observadas. Por ejemplo, para justificar que 0,9 es igual a 1, la docente B realiza el

. 9 . . . ., , -
cociente ; dando por resultado, mediante simplificacion, el nimero 1. Se podria suponer

entonces que ambos nimeros son iguales y no poseen caracteristicas que los diferencien.
Sin embargo, ambos nimeros conceptualmente responden a fines distintos: el nimero 1
lo utilizamos para contar, mientras que este uso no es posible para el nimero 0,9.
Tampoco se problematiza la necesidad o la ventaja de utilizar una representacion en vez
de otra, contextualizando su uso. Es el caso de la docente A, cuando sus alumnos
preguntan reiteradas veces para qué sirve la técnica de racionalizacién de denominadores
en operaciones con radicales. En ninglin momento se hace explicito el por qué y/o el para
qué de este proceder. Por ejemplo, el uso de la calculadora invisibiliza la imposibilidad

de realizar la division entre 2 y V2 (ya que posee un algoritmo de calculo, que no es

. . .- -, . . 2
evidente para quien lo utiliza) para hallar una expresion decimal aproximada de Neh Por

tal razon, es necesario obtener su expresion equivalente con denominador entero (en este
2

==
Se podria pensar que siempre que uno se encuentre con una expresion de este tipo es
necesario realizar este procedimiento. Otro ejemplo puede observarse cuando la docente
C, en laaproximacién de un nimero irracional, explica que la cantidad de cifras decimales
de la aproximacion es dada en el enunciado del ejercicio, sin explicitar en funcion de qué
se determina esa cantidad (por ejemplo, para saber el largo de una mesa bastaria con una
cifra decimal mientras que se necesitarian muchas méas para el célculo del lugar de
aterrizaje de un cohete espacial). Se podria suponer que siempre se utiliza una o dos cifras
decimales (como una norma), o que tiene que estar dada de antemano para poder realizar
la aproximacién. Por otro lado, las demostraciones formales para validar propiedades o
para probar que un nimero es irracional se encuentran ausentes en todas las clases
observadas. Todas las docentes utilizan, por ejemplo, la calculadora en varias ocasiones
para validar que el resultado de una raiz cuadrada de algin nimero racional es irracional.
A pesar de que este método de verificacion no es correcto (permite sospechar que se trata
de un namero irracional pero no es posible asegurarlo), ninguna de las docentes hace una
demostracidn que lo pruebe, ni menciona que es necesario hacerla. De esta manera, en las
situaciones analizadas, puede observarse la supremacia de ciertos argumentos y

. 2 .y . .
ejemplo, %), para, de esta manera, poder hallar su expresion decimal aproximada.
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significados frente a otros, tendiendo a los procedimientos mecanicos y memoristicos
(caracter hegemanico).

Contexto en el que se enmarca el numero real. En las clases desarrolladas por las tres
docentes se ha observado que se hace hincapié en los aspectos aritméticos en detrimento
de los aspectos geométricos del nimero. En todas sus clases se presentan reglas exitosas
para el calculo (resolver ecuaciones/inecuaciones, operar con racionales y/o con radicales,
aproximar un namero, etc.), o para obtener diferentes representaciones de un mismo
namero (pasaje de decimal a fraccidn, pasaje a notacion cientifica, etc.). Sin embargo, se
trata de reglas estaticas dadas por las docentes, que no se resignifican en otros contextos
sino que sirven solo para resolver ejercicios similares a los dados. El aspecto geométrico
del nimero no se trabaja en las clases de las docentes Ay C. En el caso de la docente B,
se menciona un procedimiento para localizar nimeros racionales, con una cantidad finita
de decimales, en la recta numérica a partir de la division sucesiva en diez partes iguales
de la unidad. Sin embargo, no se explicita como podria localizarse un nimero si posee

. e = R R .,y . 1 a . . .
infinitas cifras decimales periddicas -por ejemplo, 3= 0, 3- o si fuerairracional, dado que

el procedimiento anterior no terminaria nunca. Tampoco se explica como podria dividirse
un segmento dado en diez partes iguales de forma exacta y geométrica. Los alumnos no
se enfrentan nunca a esta situacion ya que en las tareas planteadas por la docente no se
trabaja este procedimiento. Aunque el estudio de caso escapa a lo que sucede en otros
afios escolares, 0, incluso en otras unidades dentro del mismo afio escolar que aborden
contenidos correspondientes a otros ejes (como Geometria y Medida o Algebra y
Funciones), llama la atencion que la medicion de segmentos y la localizacién de puntos
en la recta no tenga protagonismo en las clases de nimeros reales observadas, ya que son
aspectos primordiales de los que surgen los nimeros reales a lo largo de su historia y seria
deseable que sean presentados en esta unidad -al menos en un primer acercamiento- para
propiciar asi el caracter funcional del nimero.

Foco de interés del docente acerca de lo que saben o lo que hacen sus alumnos en
cuanto al namero real. En general, todas las docentes observadas plantean actividades
para resolver situaciones de la matematica pura, por ejemplo, una ecuaciéon o una
operacion dada. Muestran interés en que sus alumnos puedan reproducir los
procedimientos explicados, aplicando propiedades o métodos presentados con
anterioridad. Las propiedades son dadas por las docentes sin demostracion ni discusion
sobre su validez. Como se trata de reglas de célculo que son dadas e impuestas por las
docentes, el tener éxito en la resolucion de situaciones planteadas depende
exclusivamente de recordar de memoria las propiedades y los procedimientos explicados.
Por ejemplo, la docente B plantea en sus clases que para poder realizar operaciones
combinadas con numeros racionales deben expresar los numeros decimales como
fraccion. No se discute cudles son las posibilidades para su resolucidn si se expresan todos
los nimeros como decimales, cuéles son las operaciones factibles de realizar o cuales son
las ventajas o desventajas de esta forma de resolucion. Lo mismo se observa cuando la
docente A explica la resolucion de inecuaciones, aclarando la propiedad de que “cuando
el numero que pasa multiplicando o dividiendo al otro lado de la desigualdad es negativo,
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cambia el sentido de la desigualdad”. No puede verse el por qué de esta propiedad sino
que es una regla que debe cumplirse pues la docente asi lo indica. Lo mismo ocurre
cuando la docente C aclara las reglas para el redondeo o truncamiento para la
aproximacion de numeros irracionales. Los significados de dichos procedimientos
registrados en este caso de estudio no se desprenden del quehacer matematico
contextualizado (atomizacion de conceptos y procesos matematicos).

Relacion del numero real con otros campos de conocimientos y practicas sociales -
como la graficacion y la prediccion- que se propicie en el aula. En general, de acuerdo
a lo observado, no se presenta relacion del nimero real con otros campos de conocimiento
0 précticas sociales. En el caso de las docentes B y C, solo se menciona el uso que hacen
los cientificos para representar niUmeros en notacion cientifica. En el caso de la primera,
también se menciona la utilidad del nimero m para medir la longitud de una
circunferencia o del nimero de oro con relacién al cuerpo humano. Sin embargo, queda
en el plano de lo anecd6tico no siendo, por ejemplo, la medicion una préactica utilizada en
el aula para construir y significar el saber. Puede decirse que las propuestas de ensefianza
del nimero real analizadas no consideran aspectos sociales y/o culturales (falta de marcos
de referencia para la resignificacion).

5.1.2 Analisis de las tareas propuestas por las docentes A, By C

Las caracteristicas del discurso numérico escolar reconocidas tienen relacion con las
diferentes tareas propuestas por las docentes. En todas ellas, predomina una concepcién
de namero real que debe seguir una serie de axiomas o propiedades que norman su
operatoria. Podria decirse que se evidencia una concepcion de numero real como
elemento de un cuerpo completo, arquimediano maximal (aunque no se reconozca con
ese nombre, ni se tengan presentes los axiomas). Sin embargo, las operaciones no vuelven
a definirse para los nUmeros reales y pareciera que siguen rigiendo las mismas reglas que
son validas para los nimeros racionales (aunque nunca se hace explicito). Por ejemplo,
cuando la docente C trabaja con potencias de exponente fraccionario utiliza propiedades
de potencia de igual base (sumando o restando exponentes) para llegar a una Unica
potencia. El trabajo con radicales pareciera ser la mayor preocupacion de la docente A,
para operar con este tipo de nimeros irracionales (los que son de la forma raiz enésima
de un racional). Las docentes B y C también operan con nimeros de este tipo pero, en
este caso, se encuentran presentes en el calculo de una longitud, un area o un perimetro
de alguna figura geométrica con algunas medidas dadas (contenidos correspondientes al
eje Geometria y Medida del ciclo béasico). La docente B prioriza la aplicacion de
propiedades de la radicacion, sobre todo para extraer factores fuera del radical. La docente
C, en cambio, prioriza la aproximacion de nimeros irracionales diferenciandola de la
forma exacta. Se podria decir que se da preferencia a lo algoritmico por sobre lo
conceptual, pareciera que lo que importa es operar con los nimeros reales aungue no se
sepa del todo de qué tipo de entes matematicos se trata.

Dado que -segun lo afirmado por las docentes observadas- en esta unidad se desarrolla
con profundidad el concepto de nimero real y, a pesar de que segun el Disefio Curricular
correspondiente tanto la completitud de la recta como la convergencia de sucesiones son
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temas a desarrollar en el 5to afio, hubiera sido deseable (teniendo en cuenta la perspectiva
epistemoldgica atendida por la TSME) que las actividades propuestas observadas
indujeran al menos intuitivamente estas ideas, cimentando sus bases para su posterior
estudio con mas detalle y precision. Por un lado, la concepcién de numero real como
puntos de una recta aparece muy sutilmente en las actividades planteadas por las docentes
A y B, aunque estas solo la utilizan como sostén para identificar el intervalo que
representa la solucién de una inecuacion. No se encuentran oportunidades para la
discusion acerca de qué numeros reales se pueden representar en la recta de forma exacta,
cuéles son posibles de localizar, ni por qué se pide a la recta que contenga a todos los
nameros reales. Por otro lado, solo la docente B propone sutilmente en sus tareas el
trabajar con el nimero real como resultado de una serie 0 como limite de una sucesion.
Al mencionar que, al agregar nueves a la expresion decimal 0,999, los nuevos nimeros
se acercan tanto como se quieraa 1y, por tal razon, 0,9 y 1 terminan siendo iguales, deja
entrever un conocimiento que quiere resaltar: la idea de convergencia. Sin embargo, el
analisis se queda corto y no se retoma la discusion para otro tipo de nimeros (por ejemplo,
irracionales y su expresion decimal infinita). EIl uso de la calculadora para el calculo de
las primeras cifras decimales de, por ejemplo, la raiz cuadrada de 2 oculta la forma de
obtener nimeros decimales exactos que elevados al cuadrado den resultados cada vez

més cercanos al nimero 2. La construccion de la sucesion que converge a v2, o al menos
de los primeros términos de dicha sucesién, fundamenta el procedimiento que hace la
calculadora y que permite sospechar que posee infinitas cifras decimales no periddicas
(se entiende que este procedimiento -sin necesariamente hablar de sucesiones- refiere a
la nocion intuitiva de nimero real que el Disefio Curricular para Escuelas Secundarias
Orientadas aconseja ensefiar en el ciclo basico). Los procesos infinitos de este estilo no
son trabajados por las docentes, ni siquiera en forma intuitiva, evitando el tema de la
convergencia en el desarrollo que realizan del nimero real. Esto quizés se deba a una
extrema simplificacion que pareciera ser adecuada para el nivel que se esta ensefiando.

5.1.3 Analisis de las concepciones acerca del nimero real en las docentes A, B
y C desde la perspectiva cognitiva

A lo largo de la entrevista pudo reconocerse un predominio de la concepcién conjuntista
del nimero real en todas las docentes. Todas coinciden en que la importancia de ensefiar
nameros reales en este nivel radica en que los alumnos conozcan los nimeros irracionales,
ademas de los racionales. Las docentes B y C mencionan como un aspecto importante a
ensefar la distincion de los diferentes conjuntos numéricos. Sin embargo, llama la
atencion que ninguna de las actividades propuestas en sus clases trabaje esta cuestion.
Pudo observarse que para las docentes no hay un concepto de namero real en si mismo,
que se desprenda de la de numero racional, sobre todo a la hora de dar una definicion. No
se concibe como un ente matematico diferente sino como una forma de llamar
conjuntamente a “todos los numeros”, tal como lo expresa la docente A. En linea con lo
anterior, y siendo mas notorio en la docente C, puede decirse que no distinguen que cada
tipo de nimero (natural, entero, racional, real) es de distinta naturaleza ya que responden
a fines y necesidades diferentes. Pareciera que las docentes desconocen el hecho de que
la contencién de conjuntos en realidad corresponde a isomorfismos entre los conjuntos
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N, Z, Q y subconjuntos de R. El hecho de definir a R como unién de estos conjuntos
obstaculiza su construccién, habilitando este tipo de confusion. Tanto la docente A como
la docente C, plantean que los alumnos pueden poner en uso el nimero real incluso antes
de presentarlo, dando ejemplos en el campo de los nimeros enteros. Existe huevamente
una confusion al considerar enteros como nameros reales, dado que no pueden distinguir
caracteristicas que los diferencien conceptualmente. Se evidencia que las docentes
comprenden la union o la inclusién de conjuntos de forma literal.

A partir de la indagacion acerca de la importancia de la ensefianza del nimero real en la
escuela secundaria, de los usos que puede darse al numero real y de la construccion de
este concepto, la cuestion de la continuidad de la recta y la completitud de los nimeros
reales emerge en varias de las respuestas de las docentes B y C. La docente B piensa que
el ndmero real puede ponerse en uso en el manejo de magnitudes continuas,
relaciondndolo con el campo de la Estadistica (cuando se definen variables continuas).
La continuidad pareciera ser la caracteristica que reconoce la docente B que diferencia al
namero real de otro tipo de numero. Llama la atencion que a pesar de ser mencionada por
ella como una propiedad que fundamenta la ensefianza de este concepto, no es trabajada
en las tareas que propone a sus alumnos ya que esta es la unidad que la propia docente
afirma desarrollarlo con profundidad y seria apropiado que emerja de su construccion
inicial, aunque pudiera ser profundizado mas adelante. Por otro lado, la docente C
considera que la completitud de la recta es el objetivo final al que se quiere llegar, luego
de ir ampliando los conjuntos hasta formar el de los nimeros reales (ella observa que con
los racionales no alcanza para completar la recta y de ahi la importancia de agregar los
irracionales). Sin embargo, nunca lo menciona en sus clases ni se trabaja en las
actividades que propone a sus alumnos en 2do afio. En su relato puede observarse que
considera a la existencia de los nimeros reales precedente a su representacion en la recta
numérica. La propiedad de completitud no es mencionada por la docente A a lo largo de
la entrevista, a pesar de ser una caracteristica exclusiva del conjunto de los nimeros reales
que lo diferencia de Q.

A la hora de describir como pueden sus alumnos construir el concepto de ndmero real,
las docentes A y C plantean formas de presentacién que no se corresponden con lo que
desarrollaron en sus clases, a pesar de que sefialan estudiar el concepto en profundidad en
la unidad observada. En el caso de la docente A, afirma que plantearia problemas que
tengan por resultado distintos tipos de numeros (naturales, enteros, racionales,
irracionales). Sin embargo, durante sus clases nunca propuso ninguna situacion de este
tipo. En la resolucién de inecuaciones, la docente A plantea el conjunto solucion como
un intervalo real que tiene por extremos siempre un nimero racional o entero, con lo cual
no queda claro si los alumnos comprenden qué tipo de nimeros contienen esos conjuntos.
La docente C, en cambio, considera que los alumnos pueden construir el concepto de
numero real a partir de la necesidad de completar la recta numérica aunque esta no haya
sido la forma en que lo present6 en el afio observado. No se plantea el problema de la
construccién del concepto de numero irracional, ni de su localizacién en la recta.
Tampoco se pregunta como es posible asegurar la biyeccién entre punto y nimero, para
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que no queden puntos de la recta sin un namero real asignado y viceversa. Este analisis
no pareciera ser relevante para la docente al momento de adentrarse al estudio del ente
matematico en cuestion para realizar su construccion. Solo la docente B presenta
coherencia al afirmar que sus alumnos pueden construir el concepto de la forma en que
lo desarroll6 en sus clases: a partir de realizar operaciones que no tienen solucién en el
conjunto numeérico en el que se esta trabajando vy, a partir de alli, la necesidad de ampliar
los conjuntos hasta llegar a R.

Con respecto al contexto en que se podria poner en uso un namero natural, las docentes
B y C hacen referencia a la practica de contar. Si bien consideran el aspecto cardinal del
numero, no tienen presente su caracter ordinal (que sirve para dar un orden a ciertos
elementos). Llama la atencion la respuesta de la docente A, que hace referencia a la
medicién de segmentos, puesto que en esta practica es comin encontrarse con que los
nameros naturales no son suficientes (seria mas acertado relacionarla con el uso de
nameros racionales o irracionales). Al preguntarles en donde se podria poner en uso un
namero entero, las respuestas se vuelven un poco mas confusas. Por ejemplo, las docentes
Ay B hacen referencia a la profundidad del océano o distancias bajo o sobre el nivel del
mar. Se capta la intencidn de querer utilizar un nimero negativo en estas situaciones, pero
una distancia no necesariamente siempre es un nimero entero. La respuesta de la docente
C, al referirse a las deudas, es mas acertada ya que podemos asociarla a los origenes del
namero entero. Al responder cuales podrian ser los usos de un namero real, las docentes
B y C hacen referencia a la practica del medir. Sin embargo, la docente C ejemplifica con
algunas medidas que son enteras, como es la de una pantalla que se mide en pulgadas,
aunque sigue insistiendo que, por la contencién de conjuntos, se trataria de un numero
real. En el caso de la docente A, responde que podria poner en uso el nimero real en una
operatoria que no tiene solucién en el campo de los nimeros racionales y que si lo tiene

en el campo de los irracionales (por ejemplo, al querer calcular la +/2), aunque no
contextualiza en donde pondria en uso ese numero.

Se evidencian diferencias en la formacion recibida por cada una de las docentes sobre el
namero real, siendo solo la docente C aquella que recuerda haber recibido instruccion
formal sobre la teoria axioméatica como cuerpo arquimediano maximal. En todos los
casos, mencionan no haber estudiado teorias constructivas del numero real lo cual podria
incidir en las concepciones que poseen acerca de este concepto.

5.1.4 Analisis de las concepciones acerca del numero real en las docentes A, B
y C desde la perspectiva epistémica (reactivos)

A continuacion se realiza un analisis de las respuestas obtenidas en la segunda entrevista,
referida a las concepciones que poseen las docentes acerca del nimero real desde la
perspectiva epistémica (reactivos). Se ha organizado el analisis respecto a cada
concepcién determinada:

Numero real como la medida de segmentos conmensurables e inconmensurables. A
la hora de realizar mediciones las docentes se encontraron con algunas dificultades. Por
ejemplo, las técnicas para medir con regla no graduada y compas no fueron del todo
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desarrolladas por las docentes B y C. A pesar de ser mencionada, los procedimientos
descriptos no requieren el uso de la regla, y el compas solo se utiliza para transportar
segmentos (no lo usan, por ejemplo, para dividir al segmento en partes iguales). Estas
técnicas no fueron ni siquiera mencionadas por la docente A, ya que la Unica estrategia
que encuentra es medir con regla graduada cada segmento y plantear una proporcion. Solo
la docente C percibe que los segmentos no pueden medirse en forma precisa dado que
podria tratarse de segmentos inconmensurables (aunque no lo expresa de esta manera,

solo ejemplifica diciendo que si S2 mide V2 nunca se va a poder determinar su medida
de manera exacta). La busqueda de una cota para el error no queda clara para las docentes
Ay B. La primera no logra llegar a esta instancia para pensar la estimacion dado que no
consigue encontrar la medida de S2 cuando esta es mayor que U y pide continuar con la
siguiente pregunta (llama la atencion que no aplique el mismo procedimiento que hizo
cuando la medida de S2 es menor que U). La segunda considera necesario conocer la
medida real del segmento para poder calcular el error para luego dar una cota. La docente
C muestra méas seguridad, arribando a la conclusion de que podria utilizar una cota
“grande” para estimar el error, pero que seria muy burdo y no tendria sentido para el
calculo de la estimacion que se quiere realizar. Sin embargo, menciona el teorema de
Bolzano para hacer estimaciones por exceso y por defecto de la medida del segmento
cada vez mejores, aungue no queda claro cuando terminaria el proceso y cudl seria la cota
fijada para el error en ese caso.

Numero real como puntos de una recta completa y continua. El aspecto geométrico
del nimero es necesario para la construccion de la recta real. Si bien las docentes By C
reconocen a los ndameros reales como puntos de una recta, ninguna reconoce la
correspondencia biunivoca entre ambos conjuntos como un axioma. Mas bien, es tomada
como una propiedad y no como una condicion considerada verdadera sin demostracion,
dado que no es posible localizar cualquier nimero real en la recta numérica. Esta
concepcion entra en conflicto al querer buscar un procedimiento para marcar en la recta

el punto correspondiente a ¥/2. Pareciera que ninguna de las docentes logra distinguir
claramente bajo qué condiciones un segmento es construible con regla y compaés.

Tampoco aparece la asociacion de la 3/2 con el problema geométrico de la duplicacion
del cubo (construir un cubo que tenga el doble de volumen que un cubo dado), que obtiene

finalmente respuesta cuando logra demostrarse que la ¥/2 no es construible por métodos
euclideos (por ser solucion de una ecuacion cubica). En el caso de la docente A, pareciera
que la construccion de la recta numérica no resulta ser un aspecto primordial en la
ensefianza de los nimeros reales, siendo la aproximacion el procedimiento utilizado para
su representacion geometrica. La completitud del campo numérico en cuestion y la
continuidad de la recta solo son mencionadas por la docente C, aspectos primordiales que
son ignorados por las otras docentes en la construccion de la recta numérica.

Numero real como soluciones posibles 0 no posibles de ecuaciones algebraicas. La
distincion entre nimeros racionales/irracionales queda clara para todas las docentes, no
asi la distincion entre numero algebraico y transcendente. Se presenta esta concepcion en
la docente B y, con mayor claridad, en la docente C. A pesar de mencionar al nimero
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como un numero que no puede ser raiz de un polinomio a coeficientes racionales, las
justificaciones no aparecen asociadas al célebre problema de la cuadratura del circulo,
que tiene respuesta definitiva cuando se demuestra que el nimero m es trascendente. Los
problemas clasicos de la geometria griega no aparecen como referencia en la construccion
de los numeros reales y en su ubicacion en la recta numérica. Aungue la docente B
menciona la factorizacién de polinomios para argumentar que 7 es trascendente (sin
reconocer esta clasificacion), no termina de concretar su idea y puede notarse que no se
ha planteado esta situacion previamente (al menos significativamente como para
reconstruir ese conocimiento).

Numero real como limite de una sucesion o resultado de una serie. La idea de numero
real como limite de una sucesién o como resultado de una serie no aparece en forma
concreta y solida en ninguna de las docentes. La docente B menciona como aspecto
esencial a ensefiar del nimero real el tema de la “infinitud”, aunque no ahonda demasiado
en esta caracteristica para saber a qué se refiere. Es la Gnica de las docentes que reconoce
un conflicto en ella misma acerca de la igualdad entre 0,9 y 1. Relaciona el proceso de
acercarse a 1 tanto como se quiera, pero le cuesta asimilar el resultado de que en el limite
esigual a 1. A diferencia de ella, las docentes A y C no entran en este conflicto dado que
reconocen la igualdad realizando el pasaje de decimal a fraccion. El hecho de que las
docentes desconozcan (o no recuerden) el procedimiento por el cual se puede obtener una

aproximacion del namero e, o del nimero eV? (excepto la docente C, que intenta dar una
justificacién en el momento a partir de un polinomio de Taylor), indica que no ha sido
una inquietud que promuevan en la ensefianza del nimero real (a pesar de identificar al
namero e como uno de los primeros ejemplos de nimero irracional). Se evidencia que las
docentes no tienen presente la definicién de nimero real como la clase de equivalencia
de una sucesién de racionales que se aproxima a dicho namero (en coherencia con lo que
han respondido que recuerdan acerca de su formacion ya que no ha sido mencionado el
estudio de teorias constructivas del numero real). Esto podria obstaculizar la
reconstruccion de este concepto en sus clases.

NGmero real como cortadura de Dedekind. La existencia de la ¥/2 no es cuestionada
por ninguna de las docentes, a pesar de pedir en la consigna las razones de su existencia.
Las docentes no perciben las complicaciones presentes a la hora de fundamentar la
existencia de los numeros irracionales y, en consecuencia, de los nimeros reales. Las
ideas de Dedekind son sutiles a la hora de buscar la esencia de la continuidad, al decir
que si pueden separarse los puntos de una recta en dos clases, tales que cada punto de la
primera clase se encuentra a la izquierda de cada uno de los puntos de la segunda clase,
esto determina la existencia de un Unico punto que produce tal division. La docente C
menciona que con los racionales no puede completarse la recta pero, ¢cémo se puede
asegurar que aquellos puntos “libres” en la recta se corresponden con un irracional? En
la consigna se presenta el caso de la 3/2 dado que no es construible con métodos euclideos
(no puede construirse con regla y compas un segmento de tal medida) y, por tal razén, las
docentes no pudieron previamente localizarlo en la recta. La respuesta se encuentra en
que, si se pide la continuidad de la recta como axioma, la existencia de tal punto asegura
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la existencia de un dnico valor x tal que x3 > 2 y x3 < 2 (que llamamos V2 y que separa
a los racionales en dos clases). Las docentes, al asegurar y no cuestionar la existencia de
numeros irracionales y/o de reales, no terminan de comprender a qué apunta la consigna
y pasan por alto esta cuestion que cala profundo en las bases epistemoldgicas de la
matematica. Se trata de la ontologia del nimero real, que es ignorada por las docentes por
solo conocer o adherir a una version simplificada y desvirtuada del concepto.

Numero real como elemento de un cuerpo ordenado y completo. A pesar de que la
docente C recuerda haber estudiado, durante su formacion como docente, la definicion
axiomatica del cuerpo de los numeros reales, no reconoce a la completitud como un
axioma (entendida en este contexto como la condicion de que todo conjunto no vacio de
nameros reales acotado superiormente posea supremo). La docente B, a pesar de
mencionar la continuidad de la recta y la densidad de los nimeros reales en otras
preguntas de las entrevistas no relaciona estas ideas con la completitud de R. Al utilizar

el argumento de que /2 es irracional, y por tal razon no seria el supremo del conjunto A
en el campo de los numeros racionales, se evidencia que las docentes no poseen otras
herramientas conceptuales para justificar la afirmacién (como el hecho de que la
completitud es lo que diferencia el conjunto de los numeros racionales de los reales). La
docente B en sus clases y en la primera entrevista menciona la propiedad de densidad
como de importancia para el estudio de los nimeros reales. Sin embargo, la densidad es
una propiedad que interesa en el campo de los nimeros racionales (la imagen isomorfa
de Q en R es denso en R, con la topologia usual en R). No queda claro si diferencia estas
dos condiciones, y si comprende que la completitud tiene relacion con la determinacion
del supremo de un conjunto acotado superiormente.

Numero real como elemento de un conjunto proveniente de la unién de racionales e
irracionales. Se vuelve a confirmar que todas las docentes no conciben una definicion de
namero real separada de la de numero racional o irracional, argumentando que tanto 0,25
y 1 son numeros reales por pertenecer el primero a Q y el segundo a I (y estos conjuntos
estar incluidos en R). La docente C es la Unica que comienza a preguntarse por qué m es
un namero irracional, dado que no conoce (0 no recuerda) cdmo obtener su desarrollo
decimal y como demostrar que tiene infinitas cifras decimales no periddicas. Llama la
atencion que, recién en este punto y a raiz de la pregunta, ponga en cuestionamiento esta
idea. Queda claro que las docentes conocen este hecho pero no pueden reconstruirlo para
argumentarlo (repiten una afirmacion que saben y consideran validada por otros -los
matematicos- pero no se construye). Pareciera, entonces, que el nimero real posee
maultiples dificultades para ser construido (o reconstruido) en el aula y tiene relacién con
la poca profundidad con la que se conoce este concepto. Las teorias formales
evidentemente pueden ser malinterpretadas si no se reconocen en ellas los conflictos de
su construccién y se simplifican al punto de producir deformaciones, desviandose de lo
sustancial del saber.

5.2 DISCUSION DE LOS RESULTADOS
En este apartado, se propone comparar y contrastar (destacando similitudes y diferencias)
los resultados previamente analizados de esta investigacion con aquellos alcanzados por
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otros autores que han investigado tematicas analogas y que han sido explicitados dentro
de la seccion 2.2 de este escrito, ya sea en el estado del arte o dentro de la TSME que
enmarca esta investigacion. Esta discusion en torno al caso bajo estudio, posibilitard
posteriormente alcanzar el planteamiento de ciertos enunciados a modo de conclusion.

Como se ha visto en el recorrido histdrico-epistemoldgico del nimero real, aceptar la
existencia de los numeros reales fue una situacion que ofrecié mucha resistencia en los
matematicos hasta finales del siglo XIX e incluso hasta principios del siglo XX, hasta
lograr la formalizacion del concepto. Entre otras razones, esto se debié a la no
comprension de la convergencia de una sucesion de numeros, correspondiente a las cifras
decimales que se agregan infinitamente para construir un nimero real (en especial cuando
se observa la ausencia de periodo). La cuestion de trasfondo se traduce en pasar de una
concepcidn de infinito potencial (como proceso) a la concepcion de infinito actual (como
objeto), aspecto que resulta primordial para comprender la naturaleza del nimero real. Es
que en este punto, se vio la necesidad de construir una definicién de nimero real, que
resolviera el problema del infinito, que termina derivando en el problema de la
completitud del campo numeérico (y este, a su vez, en el problema de la continuidad de la
recta, por lo menos desde el punto de vista de Dedekind). Se podria pensar que la
aceptacion del infinito actual se presenta como una dificultad a la hora de comprender el
concepto de numero real, intimamente relacionado con el obstaculo epistemoldgico que
se les presentd a los matematicos. Respecto a esto, Branchetti (2017) afirma que el
docente participante de su investigacion mostré dudas epistemoldgicas sobre la existencia
de los nimeros irracionales, a pesar de haber dado cuenta de sus conocimientos acerca de
los aspectos historicos y formales del nimero real. En esta investigacion, se ha podido
observar que las docentes A, B y C no muestran nunca dudas sobre su existencia pero, en
este caso, debido al hecho de que no son capaces de reconstruir el concepto de nimero
real, y en consecuencia, lo consideran como un conocimiento preexistente, acabado y
continuo. Sin embargo, la docente B muestra asombro respecto al resultado de la serie

Z,‘f;lw—n = 1. Aunque no lo explicita en estos términos, pareciera que no concibe la idea

de infinito actual, aunque si la de infinito potencial (al agregar cada vez mas nueves en
los decimales, el nimero se acerca cada vez mas a 1). A pesar de que menciona haber
estudiado la cuestion de la infinitud de los nimeros reales durante su formacion como
docente, no parece tener en claro esta distincion (el resto de las docentes ni siquiera
menciona entrar en conflicto con esta idea). Por otro lado, existen varias investigaciones
que plantean la dificultad para la comprension del infinito en el aprendizaje del nimero
real en alumnos de escuela secundaria o de nivel universitario. Fong et al. (2020), da
cuenta que la gran mayoria de los alumnos de Matematica encuestados (que se forman
como profesores), tienen dificultades para concebir el infinito actual por considerar la
subdivision de segmentos como un proceso infinito que nunca termina (en lugar de pensar
que en algun momento la subdivision culmina en un punto especifico). Cifuentes et al.
(2012), afirma que los alumnos encuestados no aceptan el infinito actual, por ejemplo, al
afirmar que 0,999 ... se acerca mucho a 1 pero no es necesariamente 1. Monaghan (1988),
también observa que la vision principal de infinito que poseen los estudiantes es la de
infinito potencial y, por tal razon, considera que los docentes deben explorar los conflictos
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que surgen de esta concepcion al ensefiar numero real. Se podria decir, a la luz de los
resultados de esta investigacion, que las docentes de este estudio no han logrado
problematizar la cuestion de la convergencia de sucesiones o series que definen nimeros
reales (y, por consiguiente, la cuestion del infinito), siendo esta una concepcién no
asentada del todo en las mismas. Pareciera que no existe una vision integral de estos
conocimientos, al no reconocer la definicion constructiva de nimero real de Cantor-
Méray o Weierstrass. Esto puede observarse cuando las docentes no logran dar una

explicacion de la aproximacion decimal que devuelve la calculadora del nimero e o eVz;
excepto la docente C que piensa en la construccién de un polinomio de Taylor de la
funcién f(x) = e*, aunque se evidencia que no es una cuestion que haya sido pensada
con anterioridad. Lo mismo ocurre, cuando se pide dar una explicacion de por qué m es
un numero irracional, siendo la docente C la Unica que entra en conflicto al querer dar
una argumentacion sustentada en la construccion de la representacion decimal de este
namero (el resto de las docentes lo da por hecho).

Como se ha visto en los resultados, en las clases observadas no se ahondan en los
problemas que se plantean en la construccion de la recta numérica, el querer localizar
nameros reales en la misma (cuestion que, como ya se ha visto, cala profundo en la
construccion de este concepto y que se esperaria encontrar al momento de desarrollarlo).
La cuestion no es abordada en sus clases por la docente C y si lo hacen las docentes A 'y
B (aunque sea de manera algo superficial). En relacion a esta cuestion, Ferrero y Montoro
(2011) plantean que los docentes encuestados en su investigacion reconocen la utilidad
de la recta para visualizar y comprender la relacion de orden de los nimeros reales, pero
que algunos de ellos afirman que no es posible reconocer los distintos tipos de nimeros
por marcar irracionales con su aproximacion racional. En este sentido, se encuentran
semejanzas con lo analizado previamente: en las clases observadas, no ha resultado
habitual trabajar la localizacion de numeros reales de forma exacta, a partir de la
construccién de segmentos con métodos euclidianos (cuando ello sea posible), para
construir la idea inicial de recta real o de nimero irracional, a pesar de que sus origenes
se encuentren en la accion de medir segmentos. En las entrevistas es claro entrever que
no distinguen cuéales son los segmentos que pueden construirse con regla no graduada y

compés (por ejemplo, al querer localizar ¥/2 no reconocen que no es posible por ser
solucion de una ecuacion cubica), tampoco se menciona la relacion de conmensurabilidad
e inconmensurabilidad entre segmentos (al querer medir uno dado, establecido otro como
unidad). Rizos y Adam (2022), mencionan que en su estudio la estrategia mas
comunmente utilizada por los alumnos para representar numeros en la recta fue la
conversion a numero decimal, luego el redondeo y, por Gltimo, su ubicacion en la recta.
Este es el procedimiento que menciona la docente A que utilizan sus alumnos en sus
clases. Este accionar de los alumnos pareciera ser inducido por sus docentes puesto que
la recta actla como sostén para representar aproximadamente algiin conjunto numérico
(por ejemplo, un intervalo) o para visualizar la relacidn de orden entre dos 0 mas numeros.
No se profundiza en cuestiones mas complejas, como aquellas de las que emerge la
necesidad de la axiomatizacién de la continuidad de la recta o en la completitud del campo
numérico (como lo determina Dedekind, Cantor o Hilbert en sus teorias formales) al
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presentar y desarrollar el concepto de nimero real (aunque sea de un modo informal).
Bergé (2010), plantea que solo unos pocos estudiantes participantes de su investigacion,
logran ver a la completitud como una herramienta para definir nuevos elementos y que
no distinguen qué problemas resuelve esta propiedad de los nimeros reales. La autora
sostiene que la resolucion de ejercicios que involucran supremos o sucesiones de Cauchy
no necesariamente logra la comprension de la completitud por parte de los alumnos. En
este sentido, quizas deba considerarse el aspecto geométrico del nimero en complemento
con el analitico. Robinet (1986), encuentra en su investigacion que la mayoria de los
alumnos de primer afio de la universidad encuestados tienen una concepcion de la recta
atomista, es decir, consideran a la recta como puntos alineados en fila (uno atras de otro).
Afirma que la linea recta no genera intuitivamente en todos los estudiantes una buena
representacion de Ry, por lo tanto, deben construirse y trabajarse sus propiedades. Este
resultado hallado por Robinet (1986), sugiere pensar que los alumnos no logran superar
la vision pitagdrica de namero (que es la de nimero natural) y que una ensefianza carente
de todo aspecto geométrico del nimero, que presenta una desconexion entre las
propiedades de los numeros y los problemas geométricos que hicieron emerger tales
propiedades, obstaculiza aln mas este pasaje de una concepcion de lo discreto a una
concepcion del continuo, que caracteriza al numero real. En el caso de los pitagoricos, la
comparacion de segmentos inconmensurables fue la situacion que rompié con la
concepcidn atomista de nimero.

En este trabajo puede apreciarse que la construccion del concepto de numero real es
compleja y no esta exenta de incertidumbres. Sin embargo, estos conocimientos deberian
ser abordados de manera profunda en la formacion integral de los profesores de
matematica puesto que es el primer paso para lograr un redisefio del discurso numérico
escolar. De otra forma, predomina la ensefianza de teorias simplificadas del nimero real
y carente de un verdadero significado para el alumno (y por qué no para el docente).
Como ya se ha visto en los resultados, las docentes realizan una presentacion de este
concepto a partir de una interpretacion literal de union e inclusion de conjuntos (Q U I =
R), sin una verdadera construccion del namero irracional (o mejor dicho, real). Esta
concepcidn esta tan internalizada en las docentes, que consideran gque se esta estudiando
el numero real al momento de estudiar nimeros naturales, por ejemplo (por la contencion
N c R). Se diluye la verdadera naturaleza de cada tipo de numero, los usos a los cuales
responde, y pasan a ser todos partes de un mismo ente que no se define en si mismo, sino
que se compone de diferentes elementos (naturales, enteros, racionales e irracionales). En
consonancia con los autores seguidos en el marco conceptual, se podria decir que: “esto
nos impide tener una visién amplia de la estructura del saber, es decir, ¢cuales son las
situaciones que hacen que se construya dicho saber? ¢ Por qué ese conocimiento y no otro?
(Cuales son sus usos?” (Soto & Cantoral, 2014, p. 1539). De ello podria provenir que las
docentes en ejercicio observadas, atravesados por el dME y, adhiriendo a él, se encuentran
Ilevando a cabo préacticas docentes que derivan en la ensefianza de objetos y procesos
matematicos atomizados, que “se manifiesta en una matematica escolar carente de
argumentaciones y significados que provengan de la actividad humana” (Soto & Cantoral,
2014, p. 1539). Los conocimientos no presentan un caracter funcional puesto que no se
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reconocen a las practicas sociales como la base de su creacion (Cantoral et al., 2015a).
Relacionado con esta cuestion, Mendoza etal. (2018) realizan un cuestionario a
estudiantes ingresantes de diferentes carreras universitarias, cuyo objetivo es identificar,
de una serie de nimeros dados, aquellos que son reales y/o pertenecientes a alguno de los
conjuntos N, Z, Q, R \ Q. En sus resultados, identifican errores que cometen los alumnos
inducidos por préacticas escolares habituales. Por ejemplo, al visualizar en la calculadora
que las cifras decimales de un cociente de enteros cubren toda la pantalla y no se observa
periodo alguno concluyen que se trata de un namero irracional. O al identificar en su
mayoria al nimero 3,9 como numero real, pero la mitad de ellos como ndmero racional
y poco mas que la décima parte de los encuestados como natural o entero. Los autores
atribuyen este resultado, al hecho de que los alumnos poseen un conocimiento
memoristico del algoritmo que permite obtener este niUmero como fraccion y no pueden
usarlo cuando lo requieren (sumado a que el periodo, en este caso, es 9). Al igual que los
resultados encontrados en esta investigacion, se observa que la forma de validar que un
namero es irracional se lleva a cabo con la calculadora obteniendo la aproximacion
decimal del nimero. No solo que esta validacion es incorrecta, sino que induce en los
alumnos errores conceptuales que resultan luego dificiles de revertir, y no se presentan
otras alternativas de validacion con la cual contrastar estos resultados. Con respecto al
reconocimiento del nimero 3,9 como ndmero racional/entero/natural, los resultados se
demuestran coherentes con lo que se ha analizado en este estudio puesto que se espera de
la simple inclusion de conjuntos (mal entendida) una clasificacion directa. Se oculta el
hecho de que la cuestion es mas compleja de lo que parece. Un nimero natural sirve para
contar (lo cual no se visualiza en el nimero 3, 9, cuya naturaleza por definicion es distinta
del nmero 4), un ndmero entero posee signo definido (3,9 es diferente, por definicion,
del nimero +4) y, por Gltimo, un nimero racional es una razon entre dos numeros enteros

(3,9 es diferente, por definicion, de %6). Lo que no se explicita es la correspondencia

biunivoca entre subconjuntos de los nimeros reales y N/Z/Q, y que cada uno de ellos
responde a fines distintos. El ojo del problema se pone en el pasaje de un tipo de
representacion a otro, en vez de lo conceptual que emerge de las practicas de referencia.
Quizas el llamar “niimero” a todos por igual, induce ¢ internaliza esta concepcion.

5.3 CONCLUSIONES

Antes de comenzar con este apartado, se sefiala aqui que las conclusiones que se exponen
a continuacién, como toda conclusion de cualquier tesis de la naturaleza descripta
inicialmente en este escrito, deben considerarse provisorias pero no por ello menos
relevantes a los efectos de futuros estudios que podrian tomarlas como hipotesis a validar
o refutar. Las mismas refieren a los interrogantes iniciales que han motivado esta
investigacion y se desprenden de los resultados reportados, analizados y discutidos
previamente. No se pretende con ellas realizar generalizaciones de ningun tipo y, por tal
razon, no suponen respuestas definitivas -aunque si una aproximacion valiosa y adecuada-
a la problematica planteada.

Uno de los objetivos de este estudio es reconocer las caracteristicas especificas del
discurso Matematico Escolar en torno al concepto de numero real (discurso numérico
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escolar). En el marco conceptual se han expuesto las caracteristicas generales del dME, a
continuacidn se presentan aquellas especificas del discurso numérico escolar que han sido
reconocidas en esta investigacion. Se ha podido distinguir:

Su caracter hegemonico, que privilegia un solo tipo de significados,
argumentaciones Yy procedimientos, en detrimento de otros. Como se ha visto en el
analisis de resultados, el significado que se impone de nimero real es el de ser un
numero racional o un namero irracional. Es decir, a partir de la clasificacion de un
namero en racional o irracional se le atribuye la propiedad de ser un numero real,
siendo concebido como un objeto preexistente. Las docentes A, B y C no realizan
una verdadera construccion del nimero irracional, y por ende de namero real, en las
clases observadas, puesto que es presentado como resultado de operaciones que se
consideran factibles de realizar solo por visualizar su resultado en la calculadora

(por ejemplo, v2). La supuesta ausencia de periodo (porque no se observa en la
pantalla de la calculadora) justifica la existencia de nUmeros irracionales, que son
definidos como los numeros con infinitas cifras decimales no periddicas. Nunca se
cuestiona de donde se obtiene el resultado “mégico” que brinda la calculadora, ni la
existencia de las infinitas cifras decimales (dado que la calculadora lo trunca). En
este sentido es que puede verse al nimero real como un conocimiento acabado y
continuo, puesto que su comprension se reduce a la memorizacién del concepto (es
real si puede clasificarse como racional o irracional, y esta clasificacion se reduce a
observar su desarrollo decimal en la calculadora e identificar la ausencia o no de
periodo). No se ha considerado que existen diversas formas de construir el concepto
de ndmero real, que no es Unica. Su abordaje en cambio, puede responder a
necesidades especificas, resignificAndose progresivamente para constituirse en el
complejo conocimiento que realmente es, derivandose del trabajo con magnitudes
inconmensurables, o de sucesiones que se construyen a partir de la aproximacion al

nimero deseado por definicion (en el caso de /2, seria un nimero x tal que x? = 2,
por ejemplo). En cuanto a los procedimientos, prima lo algoritmico mas que lo
conceptual. En general, son desarrollados mediante normas inducidas por las
docentes, que imponen una forma de trabajo especifica, fundamentados en
propiedades que son dadas de antemano sin demostracion. En su lugar podria
propiciarse el espacio para el intercambio de ideas y su discusion acerca de cémo
proceder o cOmo argumentar en situaciones problematicas que requieran el uso del
namero real, como la construccion o la medicion de segmentos, el célculo de
distancias, etc.

Su cardcter utilitario, que antepone la utilidad del conocimiento matematico frente
a cualquiera de sus restantes cualidades. En el caso del nimero real, como se ha
dicho previamente en el analisis de los resultados, se observa mayor predominio del
aspecto aritmético del numero, en detrimento del geométrico, al presentar y
desarrollar el concepto en las unidades analizadas. Las docentes de este estudio
invierten mucho tiempo y esfuerzo en que sus alumnos puedan operar de forma
exitosa a través de la aplicacion de propiedades y procedimientos dados. También
esperan que puedan reconocer diferentes representaciones del niamero e identificarlo
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como uno solo (por ejemplo, 1,9 = % = % = 2), ignorando que conceptualmente se

trata de nimeros distintos. Podria decirse que la mayoria de los contextos en donde
se presenta el nimero real es de tipo aritmético, en donde deben seguirse reglas
estaticas, algoritmicas y mecanicas que permiten resolver actividades similares a las
dadas. Pareciera que el interés del estudio del nimero real radica en su operatoria y
en el segquir de forma adecuada las normas que la rigen, pues resulta Util para resolver
ecuaciones/inecuaciones, expresar un numero de otra manera o simplemente hacer
una cuenta. La completitud del campo numérico no es trabajada por las docentes,
solo es presentada como propiedad por la docente B, a pesar de ser una de las
caracteristicas mas importantes del conjunto de nimeros reales y que lo diferencia
de los restantes conjuntos numeéricos (este aspecto se considera fuertemente ligado
al concepto, razon por la cual se esperaria que se aborde -al menos desde una
perspectiva intuitiva- al momento de presentarlo y desarrollarlo). Esta vision acotada
del concepto impide resignificarlo en otros contextos: por ejemplo (y por el mismo
motivo recién argumentado), en la problemética de localizar ciertos nimeros en la
recta numérica para asi posibilitar un tratamiento de caracter funcional.

La atomizacion de los conceptos, que concibe al saber centrado en objetos, sin
considerar los aspectos sociales, contextuales y culturales que lo constituyen. Como
se ha visto en los resultados, el discurso numérico escolar se centra en objetos como
namero racional/irracional, ecuaciones, inecuaciones, radicales, etc. y, por lo tanto,
su significado no proviene de préacticas que se gestan en la actividad humana. Como
se ha dicho en el analisis de las clases observadas, las propiedades y los
procedimientos explicados deben ser aprendidos de memoria una vez presentados
por las docentes, en vez de emerger del quehacer matematico contextualizado. Esto
impide tener una vision amplia de la estructura del nimero real, que contemple las
situaciones que permitan su construccion. En el recorrido historico-epistemologico,
que se ha presentado en el marco conceptual de esta tesis, se ha podido reconocer
que los origenes del nimero irracional se gestan en la practica de medir, al comparar
segmentos que son inconmensurables. Sin embargo, la medicién de segmentos
nunca se presenta como un problema a resolver en las clases analizadas. Pareciera
existir una percepcion en las docentes de que estos conocimientos pertenecen al
campo de la geometria y que el estudio del nimero real deberia enfocarse en el
campo de la aritmética, como si no hubiera conexion entre ellos. Esto podria ser
consecuencia de la atomizacion de los conocimientos dentro de la matematica
escolar.

La falta de marcos de referencia, que soslaya el hecho de que la matematica
responde a practicas de referencia, que la obligan a resignificarla. Las docentes de
este estudio mencionan brevemente algunos usos del nimero real, pero quedando
solo en el plano de lo anecdotico. Los siguientes son ejemplos de algunas de estas
situaciones, observadas en las clases de la docente B o la docente C: el hecho de que
los cientificos utilizan la notacion cientifica por la conveniencia de escribir nameros
grandes o chicos en forma reducida, el uso que tiene el nimero r para calcular la
longitud de una circunferencia, o la relacion que tiene el nGmero de oro con algunas
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medidas del cuerpo humano. No se aborda en los casos estudiados, previo al
desarrollo del concepto, la problemética que emerge de, por ejemplo, querer realizar
calculos con nimeros muy grandes o muy pequefios; las complicaciones de querer
medir la longitud de una circunferencia y hallar una férmula; o el descubrir las
proporciones que esconde el cuerpo humano que hace que presente caracteristicas
comunes en cualquier persona, incluso cuando las contexturas son muy diferentes.
Es decir, las docentes no han conectado al niumero real con la necesidad por la que
se origina, que puede gestarse en otras ciencias 0 en otros contextos, y no
necesariamente de la matematica pura. Puede decirse que en las dinamicas aulicas
observadas, no se han apreciado las practicas de referencia como generadoras del
conocimiento.

En este estudio se ha podido reconocer una epistemologia dominante del discurso
numérico escolar: que impone significados (la de clasificar un nimero real en racional o
en irracional, al observar su desarrollo decimal o parte de él); que prima lo aritmético por
sobre lo geométrico o lo analitico; que entiende su utilidad en la operatoria del nimero y
que soslaya otras caracteristicas (como la de ser un campo completo); que sigue reglas
estaticas, algoritmicas y memoristicas; que no reconoce practicas como el medir como
generadora del conocimiento.

Con respecto al objetivo de identificar las tareas que propone el profesor de matematica,
para propiciar el uso del nimero real en el aula, se ha notado en las docentes que compone
la muestra un mayor predominio de tareas que trabajan lo aritmético abordandolo desde
un aspecto algoritmico, mecanico y memoristico. Este resultado tiene coherencia con el
discurso numérico escolar descripto. En las tres docentes se ha identificado una mayor
cantidad de tareas cuya funcion es la de operar con elementos del conjunto de los nimeros
reales, aplicando propiedades. En general, sus principales objetivos son resolver célculos
y realizar el pasaje de un tipo de representacion a otro. En el caso de las docentes By C,
se plantean, ademas, tareas cuya funcién es la de comparar nimeros reales (para resolver
inecuaciones). Estas tareas se corresponden con la concepcion de ndmero real como
elemento de un cuerpo ordenado y completo (aunque las docentes no lo pongan en estos
términos, se opera aplicando propiedades que son dadas sin demostracion, ni validacion,
y que norman el quehacer matematico para, por ejemplo, resolver
ecuaciones/inecuaciones, operar con numeros en notacion cientifica, aproximar un
namero irracional, entre otros). Sin embargo, a pesar de ser el dominio de lo aritmético el
objetivo principal que tienen las docentes para sus alumnos, no se vuelven a definir las
operaciones en el campo de los nimeros reales y para la mayoria de las propiedades que
se aplican pareciera que siguen rigiendo las mismas que eran validas para los nimeros
racionales. Por otro lado, las docentes A y B proponen, aunque en menor medida, tareas
cuya funcion es la representacion de puntos en la recta numérica (al graficar el conjunto
solucion de una inecuacion, por ejemplo). Se corresponde, en este caso, con una
concepcidn de numero real como puntos de una recta completa y continua. Solo la docente
B, plantea la resolucién de una tarea que podria relacionarse, sutilmente, con el analisis
de convergencia de una serie (al solicitar observar a qué nimero entero es igual un nimero
decimal periddico puro con periodo 9). Aunque no se ahonde demasiado al respecto se
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puede percibir la intencion de la docente de que sus alumnos se percaten del acercamiento
que existe entre 0,999 ... y 1 hasta el punto de ser lo mismo. La funcién y la forma de
esta tarea se corresponde con la concepcion de nimero real como limite de una sucesién
0 como resultado de una serie. Recordando que las docentes observadas -tal como ellas
mismas lo manifiestan (ver seccion 3.2.1)- presentan y desarrollan con profundidad, en
las instituciones en las que trabajan, el concepto de numero real, se observa en las
secuencias didacticas analizadas que no se presentan tareas que propicien la medicion, la
construccion o la comparacion de segmentos, ni que trabaje la continuidad de la recta o
la completitud del campo numerico. Tampoco la convergencia de sucesiones de nimeros
racionales cuyo limite es un namero irracional, aunque sea de forma intuitiva. No se
construye la aproximacion decimal cada vez mas cercana al nimero m, al nimero e o al

nimero +/2; a pesar de ser presentados por las docentes como primeros ejemplos de
namero irracional. Se esperaria que estos conocimientos emergieran, aunque sea
sutilmente, de la construccién del concepto de nimero real, cimentando sus bases. Llama
la atencidn que, a pesar de que la concepcion conjuntista es la que predomina a la hora de
conceptualizar el nimero real, ninguna de las docentes plantea tareas para trabajar en el
aula la inclusion de conjuntos o la clasificacion en racional/irracional de los niumeros
reales.

Por ultimo, con respecto al objetivo principal de esta investigacion, se describen las
concepciones que poseen las profesoras que componen el estudio sobre los numeros
reales desde las dos perspectivas analizadas:

e El caracter cognitivo, que refiere a los conocimientos del profesor en relacion con
el nimero real y su ensefianza que es atravesada por el dME. Las docentes de este
caso consideran de importancia que sus alumnos sepan reconocer distintos tipos
de numeros, con sus caracteristicas y sus diferentes representaciones. No se pone
el foco en la construccién de un nuevo concepto, el de numero real, que emerge
de situaciones donde puede ponerse en uso. Esto se debe al hecho de definira R
como unidén de Q e I, siendo la concepcion conjuntista la que predomina en sus
respuestas. Esto puede verse en los contextos en donde consideran que puede
utilizarse el nimero real o en los usos que pueden darle, puesto que sus respuestas
refieren a otros conjuntos numéricos. Sin embargo, se justifica la respuesta
mediante la contencidn de conjuntos: el contar es un uso del nimero natural, pero
como los numeros naturales pertenecen al campo de los nimeros reales se
convierte también en un uso del nimero real, por ejemplo. Al optar por estrategias
para ensefiar el nimero real, predomina la imposicion de significados, argumentos
y procedimientos, cuestion que no es percibida como un problema que obstaculiza
el aprendizaje de sus alumnos sino que se refuerza en una forma de ensefiar que
Se conoce y que no cuestiona otras perspectivas para su abordaje. Sin embargo,
las docentes reconocen formas de construir el numero real o propiedades
importantes del concepto que no se corresponden con lo desarrollado en sus clases
(a pesar de ser las unidades observadas aquellas en las que las docentes mismas
dicen abordar su estudio en profundidad): presentacion de situaciones que
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requieran el uso de distintos numeros, en el caso de la docente A; el trabajo con
magnitudes inconmensurables, mencionando como ejemplos el célculo de la
diagonal de un cuadrado o del nUmero m mostrando en dénde se originan, en el
caso de la docente B; la completitud de la recta numérica, en el caso de la docente
C. A pesar de gue la continuidad de la recta y la completitud del campo numérico
son mencionadas como caracteristicas de los nimeros reales por las docentes B y
C, no fueron temas a trabajar en sus clases. Esto refuerza ain mas la idea de la
adherencia al discurso numérico escolar descripto anteriormente, que provoca
actitudes no criticas hacia cdmo se ensefia el nimero real.

El caracter epistémico, que refiere a la naturaleza compleja de los objetos
matematicos y de su funcionamiento. Los resultados sugieren que quizés
posiblemente las docentes no hayan tenido suficientes oportunidades durante su
formacion y trayectoria profesional para problematizar aspectos primordiales del
namero real, ligados intimamente a su construccion, como ser:

o La comparacion entre medidas conmensurables e inconmensurables:
ninguna de las docentes desarrolla de forma solida las técnicas para la
medicion de segmentos en forma euclidea, las docentes B y C consideran
la utilizacion del compas pero solo para transportar segmentos. Solo en la
docente C aparece la concepcion de medidas inconmensurables ya que,
aungue no lo pone en estos términos, es la Unica que considera la
posibilidad de que una de las medidas sea un nimero irracional.

o Lalocalizacion de puntos en la recta y la construccion de la recta real: no
queda clara para ninguna de las docentes bajo qué condiciones un
segmento es construible con regla no gradada y compas. Por lo tanto, se
confunde cuando es posible localizar un nimero en la recta real en forma
exacta. Esto ocurre cuando no encuentran formas de construir un segmento

de medida /2, ni logran dar argumentos que justifiquen por qué no es
posible.

o Ladistincion entre nUmeros algebraicos y trascendentes, y su relacion con
las condiciones para la construccion de segmentos en términos euclideos:
en relacion a este punto y el anterior, se puede decir que las docentes no
relacionan algunos nimeros -y su posible construccion- con los problemas
geométricos griegos (por ejemplo, la cuadratura del circulo y su relacion
con el nimero 7 o la duplicacion del cubo y el nimero 3/2). La distincién
entre nimero algebraico y trascendente queda clara solo en la docente C,
aunque ninguna de las docentes -incluida esta Ultima- puede argumentar
las razones por las que el nimero 7 no puede obtenerse como raiz de un
polinomio a coeficientes racionales. Pareciera existir en ellas una
desconexidn de estas cuestiones con la geometria.

o La convergencia de una serie 0 una sucesion para definir un nimero real:
la concepcidn de nimero real como resultado de una serie o limite de una
sucesion no aparece de manera solida en ninguna de las docentes. Las
docentes A 'y C no asumen la perspectiva de la convergencia para
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argumentar la igualdad entre 0,9 y 1 (y la docente B plantea sus dudas en
la explicacion de esta igualdad). Ninguna de ellas tampoco lo hace para
definir al nimero e, puesto que afirman desconocer de dénde surge su
desarrollo decimal (a pesar de ser presentado como ejemplo de nimero

irracional). Solo la docente C intenta establecer una aproximacion de eV2
definiendo un polinomio de Taylor, aunque es evidente por su respuesta
espontanea que no fue un tema a analizar previamente (o al menos que
tuviera presente).

o La completitud del campo numérico y la continuidad de la recta: las
docentes no reconocen (0 quizés no recuerdan) la completitud de los
nameros reales como un axioma, Yy, por tal razon, las condiciones para
determinar la existencia de numeros reales (concepcidén como elemento de
un cuerpo o como cortadura de Dedekind). No cuestionan la existencia de

/2, por ejemplo, afirmando que se trata de un nimero irracional (a pesar
de no haber podido construir previamente un segmento de tal medida y de
localizar el punto que le corresponde en la recta numérica).

En las respuestas de las docentes no aparecen referencias histéricas o argumentos
sustentados en teorias formales, ya sean constructivas o axiomaticas del namero real
(sobre todo en la docente C que recuerda haber recibido instruccién formal del tema).
Pareciera que las docentes no llegan a percibir las complicaciones presentes a la hora de
definir a los numeros reales, quizés por adherir a una version simplificada y deformada
del concepto (la de union de conjuntos, R = Q U I), siendo esta la concepcion que
predomina.

Como ya se ha visto, se presenta estrecha relacion entre las concepciones identificadas,
las tareas propuestas y la epistemologia dominante reconocida en el discurso numérico
escolar en las tres docentes que componen este caso.

5.4 REFLEXIONES FINALES
Como ya se ha dicho en el marco conceptual adoptado en esta investigacion, la TSME
afirma que el dME actual obstaculiza la construccion social de los conocimientos en el
aula. Segun esta teoria, el redisefio del dME debe estar fundamentado en el caracter
funcional del conocimiento, en racionalidades conceptuales diversas, en la validacion de
saberes relativa a los individuos y al grupo cultural, y a la pluralidad de marcos de
referencia para la resignificacion del saber (Cantoral et al, 2015a). Reconocer
caracteristicas especificas del discurso numeérico escolar podria ser entonces un punto de
partida para pensar algunos aspectos para su redisefio, que se centre en préacticas y no solo
en objetos matematicos. La historia y la epistemologia del nimero real quizas puedan
servir para identificar practicas de referencia que hagan emerger este conocimiento. La
medicion de segmentos, la bdsqueda del desarrollo decimal de un nimero o la
localizacion de numeros en la recta real dado un punto sobre la misma se han mencionado
como algunos ejemplos de situaciones que no se han propiciado en las clases analizadas.
Podriamos preguntarnos, ¢qué aspectos deberia contemplar el redisefio del discurso
numérico escolar para lograr una construccién verdadera y significativa del nimero real
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en el aula? ¢Existiran otras caracteristicas del discurso numérico escolar que no se han
desprendido de este estudio de caso que impida u obstaculice su construccion?

Como se ha visto en el estado del arte, y se lo ha reconocido en el caso analizado, la vision
limitada de numero real que llega a las aulas dificulta su comprension. Las tareas
propuestas por las docentes de este estudio propician el aspecto aritmético (aunque
algoritmico y mecanico) del nimero, por sobre lo conceptual (quizas mas relacionado a
lo geomeétrico o analitico). Podriamos preguntarnos, ¢qué otras tareas podrian disefarse
para propiciar el uso del nimero real en el aula que contribuyan a la comprension de una
definicion? ¢ Qué aspectos del numero real deberian explorar dichas tareas para propiciar
practicas superadoras fundamentadas en el redisefio del dME?

En este estudio se han distinguido conocimientos que no han podido ser del todo
reconstruidos por las docentes que constituyen el caso, puesto que sus respuestas no han
podido ser fundamentadas solidamente en algunas preguntas. Se ha observado una
concepciéon de numero real como conjunto muy arraigada, producto quizas de una
simplificacion de teorias formales que terminan siendo malinterpretadas. Pareciera que
se ha naturalizado una unica forma de definir al nimero real, que no incluye otras
concepciones y que se limita a clasificar los numeros en racionales e irracionales. En este
sentido, quizas sea necesario repensar la formacion docente respecto al concepto de
namero real. Como ya se ha dicho, la construccion del concepto no es sencilla y requiere
la conexion de distintas ramas de la matematica, pero también con su historia y su
epistemologia. En torno a esta cuestion, se presentan algunos cuestionamientos: ¢la
presentacion de teorias formales del nimero (o una simplificacion de estas) dentro de la
formacion de profesores, es suficiente para que el docente pueda reconocer al concepto
en sus distintas particularidades y enfoques? ¢COmo podrian articularse los
conocimientos, quizas atomizados en asignaturas curriculares, para que se logre
comprender la estructura global del namero real, desde su origen y su evolucion? ¢Qué
saberes de la formacion docente podrian reforzarse para lograr una ensefianza del
concepto desde su pluralidad epistemoldgica, en diferentes marcos de referencia, en
conexion con otras ramas de la matematica y con otras ciencias?

En cuanto a los resultados obtenidos, hay algunos que han sido esperados y otros que -
por el contrario- han sido imprevistos. Por ejemplo, era sospechado el predominio de la
concepcién conjuntista en las docentes, la desconexion de aspectos mas formales del
namero real (como la clasificacién en nimero algebraico o trascendente, su definicion
como cortadura de Dedekind o los axiomas de cuerpo) con las propuestas didacticas
observadas para nivel secundario o el predominio en estas del aspecto aritmético del
numero por sobre el geométrico o el analitico. Sin embargo, durante las entrevistas han
emergido otras concepciones -sobre todo en las docentes B y C- que no se esperaban por
no haber sido detectadas en el desarrollo de sus clases. Es decir, que las docentes poseian
otras concepciones diferentes de aquellas que pudieron observarse en sus propuestas
didacticas. Es el caso, por ejemplo, de la concepcion de numero real como punto de una
recta completa y continua: la docente C plantea con firmeza que la ensefianza del nimero
real se justifica en la completitud de la recta numérica y, aunque no haya sido abordado
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en sus clases este tema, es algo que tiene claro; la docente B, por otro lado, hace referencia
a la continuidad y la infinitud como aspectos importantes a ensefiar de los nimeros reales
y, aunque los procesos infinitos no son trabajados en sus clases, es algo que menciona
como primordial del nimero real. Se ha dejado en evidencia que las docentes poseen mas
concepciones de las que han demostrado tener en sus clases (al menos en las que fueron
observadas). Podria sospecharse entonces la existencia de un aparente divorcio entre las
concepciones que se poseen con lo que se propone para la ensefianza del namero real,
cuestionandose cuéles son las causas de ese divorcio. Pareciera que la matematica escolar
responde a otras cuestiones, que quizas relega aspectos incorporados en la formacion
docente pero que no encuentran conexién con las tareas que se propician en el aula. O tal
vez por ser considerado demasiado complejo para el nivel secundario, o porque el
discurso numérico escolar obnubila la verdadera esencia de aquello que se ensefia, la
razén primordial de su existencia y de su uso. Es para destacar la buena predisposicion
que presentaron las docentes durante toda la investigacion, sobre todo a la hora de
responder a las entrevistas, mostrando compromiso al querer dar respuesta a cada una de
las preguntas que se le hacian (a pesar de que en ocasiones no la encontraban rapidamente
y requeria de un esfuerzo por su parte para recordar cuestiones que hacia mucho tiempo
que no estudiaban). Podria ser esta una de las razones por las cuales se obtuvieron
resultados concretos y diferentes a los obtenidos en la observacién de clases, hecho que
justifica la utilizacién de diferentes elementos de recoleccion de datos.

La elaboracién de esta tesis me ha permitido como autora, reflexionar tanto sobre mi
propia formaciéon como sobre las practicas profesionales que habitan en las aulas. El
estudio en profundidad del nimero real, no solo desde sus aspectos formales sino desde
su historia y epistemologia, me ha permitido interpelar mis concepciones previas e
identificar otras nuevas ampliando mis conocimientos respecto a este concepto. Todo el
proceso investigativo ha requerido de mucho esfuerzo, revision y reflexion continua. Se
ha convertido para mi en un proceso de crecimiento y aprendizaje paulatino. Queda aun
mucho para seguir indagando en esta linea de investigacion, siendo las preguntas que aqui
se plantean un puntapié para emprender esta tarea en un futuro.
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