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1 — Algunas aplicaciones del Algebrq
Lineal

A continuacién se presentan algunas aplicaciones del Algebra Lineal, algunas de estas aplica-
ciones se desarrollaran en este texto. Se sugiere al profesor de la materia comentar algunas de éstas
aplicaciones y la importancia del Algebra Lineal en las mismas.

1.1 Programacion Lineal’

La programacién matemadtica es una herramienta de modelado usada en el proceso de toma
de decisiones, trata exclusivamente con funciones objetivos y restricciones lineales. Se utiliza en
campos como la ingenierfa, la economia, la gestién, y muchas otras dreas de la ciencia, la técnica y
la industria.

En todo problema de programacion lineal se pueden identificar cuatro componentes basicos:
(1) El conjunto de datos, (2) El conjunto de variables con sus dominios respectivos, (3) El conjunto
de restricciones lineales del problema, (4) La funcién objetivo, que es una funcién lineal que debe
ser optimizada (mdximo o minimo).

1.1.1 El problema del transporte

Supdngase que cierto producto debe enviarse en cantidades u,.. ., u,,, desde m origenes a n
destinos vy, ..., v,. El problema consiste en determinar las cantidades x;; que deben enviarse desde
el origen i al destino j, para conseguir minimizar el coste del envio.

Los cuatro elementos principales de este problema son:

1) Datos:
m : el niimero de origenes
n : el nimero de destinos
u; : la cantidad que debe enviarse desde el origen i
v; : la cantidad que debe ser recibida en el destino j
cij : el coste de envio de una unidad de producto desde el origen i al destino j
2) Variables
x;; - la cantidad que se envia desde el origen 7 al destino j. Se supone que las variables deben
ser no negativas: x;; > 0,i=1,....m, j=1,...,n
3) Restricciones. Las restricciones de este problema son:

m
inj = ul',i= 1...,m
i=1

m
Xxij = vj;,jzl...,n
i=1

Lo anterior puede ilustrarse en el siguiente grafico:

1Obtenido del libro: Formulacién y Resolucién de Modelos de Programacién Matemdtica en Ingenierfa y Ciencia, de
Enrique Castillo, Antonio J. Conejo, Pablo Pedregal, Ricardo Garcia y Natalia Alguacil.
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Origen 1 Origen 2 Origen m

Destino 1 Destino 2 Destino n

4) Funcién objetivo. Se pretende minimizar la funcidn:

n

m
= Z Zcijxl-j
i=1j

=1

El problema de la dieta

Supdngase que se conocen los contenidos nutritivos de ciertos alimentos, sus precios y la
cantidad minima diaria de nutrientes a consumir. El problema consiste en determinar la cantidad
de cada alimento que debe adquirirse de manera que se satisfagan los requerimientos y al mismo
tiempo se tenga un precio total minimo.

Los cuatro elementos para este problema son:

1) Datos:
m : el nimero de nutrientes
n : el nimero de alimentos
a;j : la cantidad del nutriente i en una unidad del alimento j
b; : la cantidad minima del nutriente i aconsejada
cj : el precio de una unidad del alimento j
2) Variables. x; : la cantidad del alimento j que debe adquirirse.
3) Restricciones. LLa cantidad total de un nutriente dado i debe ser al menos la suma de las
cantidades de los nutrientes en todos los alimentos, ademads estas cantidades deben ser no
negativas, es decir,

n
Zaijxj > b izl,...,m
J=1

Xj Z 0; jzl,...,n
4) Funcién objetivo. El objetivo es minimizar la funcién

n
= ZCij
j=1

El problema del flujo en una red

Considérese una red de transporte (tuberias, ferrocarriles, autopistas, comunicaciones, etc.) a
través del cual desea mandarse un producto homogéneo (aceite, grano, coches, mensajes, etc.) desde
ciertos puntos de la red, llamados nodos fuente, hasta otros nodos de destino, llamados sumideros.

Ademais de estas dos clases de nodos, la red puede contener nodos intermedios, donde no se
genera ni se consume el producto que estd fluyendo por la red.

Dendtese por x;; el flujo que va desde el nodo i al nodo j (positivo en la direccion de i a j, y
negativo en la direccion contraria).

Los cuatro elementos de este problema son:

1) Datos:
Un grafo G que describe la red de transporte, este grafo contiene un conjunto de nodos y un
conjunto de conexiones.
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n: El nimero de nodos en la red
fi : El flujo entrante (positivo) o saliente (negativo) en el nodo i.
m;; : La capacidad méaxima de flujo en la conexion entre el nodo i y el nodo j.
cij : El flujo que va desde el nodo i al nodo j
2) Restricciones.

Z(x,-j—xj,-) = fi; izl,...,n
J
—m;; < x;; <my; paratodoi< j
3) Funcién objetivo.

= ZC,‘jx,'j
ij

1.2 Regresion lineal con k variables

Considérense los siguientes n puntos de R¥:
(X12, X135+, X1k, V1) 5
(X22,X23, con ,XZk,yZ) ;
(xn2axn3a ‘e 7xnk)yn)

El problema de la regresion lineal con dos variables consiste en hallar una funcién y = B + Brxs +
-+ + Brxx que minimize la funcién:

(Bl 7[327 7 i i BinZ - kaik)2
i=1

i=1

Se puede probar que:

B = (xx) " (x'v)

donde:
L X2 xi3 -0 xik V1 B
v 1 xzz: xzs: lec: yo y:z p= B2
%o % e am . B

Muchos problemas de regresion “no lineales” se pueden resolver mediante esta técnica.

1.3 El modelo Input-Output de Leontief

El modelo desarrollado por Leontief sirve para analizar las relaciones de interdependencia entre
los distintos sectores productivos de un pais o una region.

Supongamos una economia con n industrias. Sea

e¢; : La demanda externa ejercida sobre la industria i,

a;; : El nimero de unidades de la industria i que se necesitan para producir 1 unidad de la
industria j, es decir, la demanda por unidad de j sobre i.

x; : Produccion de i (ntimero de unidades fabricadas por la industria i)

Los datos pueden describirse en la siguiente tabla:
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Produccién Demanda interna 1  Demanda interna2 --- Demanda internan  Demanda externa
X1 aixi apnx; a1nXn el
X2 a1 xi axx; e anXn e
Xn an1X1 an2X2 tte AnnXn €n

asi se plantea un sistema de n ecuaciones con n incdgnitas. La i — ésima ecuacién estd dada por:

Xi =

n
ajjxj+e;

j=1
Con A = (a;j), x = (x;) y e = (e;) se encuentra el sistema:
(I-A)x=e

Aqui I es la identidad en M, ,. La matriz A se llama Matriz de tecnologia, x es el vector de
produccion y e es el vector de demanda externa. L.a matriz L. = I — A se llama matriz de Leontief.
Notese que si L es invertible el problema tiene solucién tnica.

El secreto del Google y el Algebra Lineal

Todas las aplicaciones de las matemadticas se encuentran en los instrumentos utilizados més
insospechados, una de éstas es el buscador Google, tan popular para todos los internautas. Un
articulo completo relativo a esta aplicacion se debe a Pablo Ferndndez del Departamento de
Matematicas, de la Universidad Auténoma de Madrid Espafia, (http://www.uam.es/personal_
pdi/ciencias/gallardo/), los aspectos matematicos mds importantes de esta aplicacion se
pueden resumir en los siguientes puntos:

Teoria de Grafos

Autovalores, Autovectores,

Teorema de Perron, Frobenius,

Métodos numéricos,

Matrices no negativas

Probabilidad, Cadenas de Markov

A continuacion se presenta la historia del buscador Google

(http://www.elhacker.net/trucos_google.html)

Historia de Google. Los comienzos

= primavera 1995: Sergey Brin (23 afios entonces) y Larry Page (24), confundadores de Google

y actualmente presidente y CEQ, se conocen en un acto que la Universidad de Stanford
organiza para los candidatos de su Doctorado en Informética.
= otofio 1995: Larry y Sergey comienzan a trabajar en el *Digital Library Project’ de la Univer-
sidad de Stanford http://www-diglib.stanford.edu/. Larry Page, con experiencia en
disefio web y el titulo de Ingeniero Eléctrico, y Sergey Brin, un experto en tratamiento de
datos y Licenciado en Informadtica y Ciencias Matematicas, comienzan a crear un algoritmo
para la biisqueda de datos. Esta tecnologia se convertird mas tarde en el corazén que hard
funcionar a Google.
El nombre que Larry Page da a esta tecnologia fue ’PageRank’. En su pdgina web personal
de la Universidad de Stanford, colgara en 1997 una presentacioén que lo explica: *PageRank:
Bringing Order to the Web’ http://hci.stanford.edu/ page/papers/pagerank/.

= enero 1996: Comienzan a desarrollar un buscador llamado *BackRub’ http://web.archive.
org/web/19971210065425/ backrub.stanford.edu/backrub.html. Este nombre se lo dan de-
bido a que la mayor habilidad de este motor de buisqueda es analizar los *back links’ (enlaces
que apuntan a una determinada pégina).


http://www.uam.es/personal_pdi/ciencias/gallardo/
http://www.uam.es/personal_pdi/ciencias/gallardo/
http://www.elhacker.net/trucos_google.html
http://www-diglib.stanford.edu/
http://hci.stanford.edu/~page/papers/pagerank/
http://web.archive.org/web/ 19971210065425/
http://web.archive.org/web/ 19971210065425/
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Tal y como indican en su descripcion http://web.archive.org/web/19971210065425/
backrub.stanford.edu/ backrub.html, Backrub estd escrito en Java y Python (incluso
Larry Page postea alguna duda en los "newsgroups’ http://groups.google.com/groups?
selm=page-0701962007020001%40qwerty. stanford.edu), y corre sobre varias maquinas
Sun Ultra y Intel Pentium con Linux. La Base de Datos estd alojada en un ordenador Sun
Ultra II con 28GB de disco duro.
Si tienes cualquier duda sobre el funcionamiento de este buscador, y no estd contestada en sus
FAQ http://web.archive.org/web/19971210065437/backrub.stanford.edu/FAQ.
html, puedes llamar al (415) 723-3154, y preguntar por Larry. Los primeros usuarios son
los alumnos y profesores de Stanford, que disfrutan de la precision con la que el buscador
encuentra datos en la web.

= 1997: ’Backrub’ se transforma en ’Google’ http://web.archive.org/web/19971210065417/
backrub.stanford.edu/. Le otorgan este peculiar nombre por su parecido a la palabra
“googol’, que en inglés es el nombre que que se da a la cifra *10 elevado a 100’ (un uno
seguido de 100 ceros). Ya tienen indexadas 24 millones de paginas. Mucho antes, ya han
tenido problemas de capacidad en sus discos duros, y han tenido que idear ingenios basa-
dos en Lego, como este http://www-db.stanford.edu/pub/voy/museum/pictures/
display/0-4-Google.htm.
En los comienzos de Google (en el dominio google.stanford.edu http://web.archive.
org/web/19981111183552/google.stanford.edu/), su disefio es atin mds austero de lo
que serd posteriormente. En esta antigua version se incluyen fotografias de los equipos que
utilizan http://web.archive.org/web/19990209043945/http://google.stanford.
edu/googlehardware.html.
Historia de Google. Fundando una empresa

= 1997: Larry y Sergey han registrado el dominio ’google.com’. Ademas, han dado a conocer
su tecnologia a la ’Office of Technology Licensing’” (OTL) http://otl.stanford.edu/
de la Universidad de Stanford, que serd la encargada de contactar con diferentes compaiiias
de Internet que puedan estar interesadas en Google.

= enero 1998: A Sergey y Larry no les gusta ninguna de las ofertas recibidas, bien por ser
econdmicamente bajas, o porque no van a desarrollar correctamente la tecnologia. Por ello,
deciden ser ellos los que creen su propia empresa.
Es entonces cuando el dormitorio de Larry Page se convierte en el nuevo hogar de Google,
llevando todos los equipos informaticos junto a su cama. La habitacién de Sergey Brin,
situada al lado de la de Larry, se convierte en la oficina financiera.
Google sigue indexando paginas rapidamente, y Larry y Sergey necesitan mucha mas capaci-
dad en sus discos duros. Tienen que adquirir un terabyte, y finalmente consiguen comprar
varios discos duros rebajados, todos por $15,000.
A pesar de la ’fiebre de los punto com’ de aquellos dias, Larry y Sergey no consiguen
encontrar un inversor que financie Google, y tienen que conseguir todo el dinero de sus
familias y amigos intimos. Mientras tanto, habifan abandonado su Doctorado en Stanford.

= verano 1998: En casa de un amigo comun, Sergey y Larry conocen a Andy Bechtolsheim
(cofundador de Sun Microsystems y vicepresidente de Cisco Systems), y comienzan a charlar
sobre Google. Después de treinta minutos, Bechtolsheim les firma un cheque por $100,000,
a nombre de *Google Inc.”. Esta empresa, como tal, no existe, y para poder cobrar el cheque
(que estd dos semanas sobre la mesa de Larry), tienen que buscar un local, y fundar una
nueva compaiiia: *’Google Inc.’.

= septiembre 1998: Google Inc. abre sus puertas en un garaje que un amigo les alquila en
Menlo Park, en California. Rapidamente, instalan varias lineas telefénicas, un cable modem,
una linea DSL, y una plaza de aparcamiento para su primer empleado, Craig Silverstein
(actualmente, Director de Tecnologia de Google). 25 millones de paginas estan indexadas
(http://web.archive.org/web/19981111183552/google.stanford.edu), y Google


http://web.archive.org/web/19971210065425/backrub.stanford.edu/
http://web.archive.org/web/19971210065425/backrub.stanford.edu/
http://groups.google.com/groups?selm=page-0701962007020001%40qwerty
http://groups.google.com/groups?selm=page-0701962007020001%40qwerty
http://web.archive.org/web/19971210065437/backrub.stanford.edu/FAQ.html
http://web.archive.org/web/19971210065437/backrub.stanford.edu/FAQ.html
http://web.archive.org/web/19971210065417/backrub.stanford.edu/
http://web.archive.org/web/19971210065417/backrub.stanford.edu/
http://www-db.stanford.edu/pub/voy/museum/pictures/display/0-4-Google.htm
http://www-db.stanford.edu/pub/voy/museum/pictures/display/0-4-Google.htm
http://web.archive.org/web/19981111183552/google.stanford.edu/
http://web.archive.org/web/19981111183552/google.stanford.edu/
http://web.archive.org/web/19990209043945/http://google.stanford.edu/googlehardware.html
http://web.archive.org/web/19990209043945/http://google.stanford.edu/googlehardware.html
http://otl.stanford.edu/
http://web.archive.org/web/19981111183552/google.stanford.edu
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recibe diez mil consultas por dia. La revista ’PC Magazine’ lo incluye dentro de su lista "Top
100 Web Sites’ de 1998.

= febrero 1999: La plantilla asciende a 8 personas, responde a 500.000 consultas por dia, se
trasladan a unas nuevas oficinas en Palo Alto, y firma su primer contrato comercial con
RedHat, el cual empieza a suministrar el Sistema Operativo Linux de los servidores de
Google. Mientras tanto, contindan con su campafia comercial: el boca a boca.

Fuente: google.dirson.com

Cdlculo a varias variables

En la revista Investigacion & Desarrollo de 2003 se publica un articulo relativo a una aplicacién
del dlgebra Lineal al problema de mdximos y minimos de funciones a varias variables, dicho
articulo se muestra al final del texto. A continuacién el resumen del trabajo mencionado.

Resumen

En este articulo se presenta una aplicacion del dlgebra Lineal al problema de maximos y
minimos de funciones a varias variables. Se considera una funcién f: U C R" — R, U abierto
y dos veces diferenciable. Se toma un punto a € U tal que f’ (a) = 0, se plantea el problema de
determinar si en este punto existe un maximo, minimo o ninguna de estas situaciones. Se calcula
f" (a), como se sabe esta segunda derivada es una matriz simétrica en M, ,, dependiendo de la
signatura se dard una respuesta al problema planteado.

Este problema se puede resolver empleando determinantes o empleando congruencia de matri-
ces. Puesto que el cdlculo de determinantes tiene un altisimo costo computacional, usualmente se
emplea para casos de dos variables (el empleado en los textos basicos de célculo), en tanto que la
congruencia de matrices es siempre viable atin cuando n es muy grande pues se basa en simples
operaciones elementales de fila y columna.

Finalmente, el propdsito de este articulo, es presentar el problema de maximos y minimos como
un problema que no depende de cantidad de variables (al menos no conceptualmente).

Mensajes secretos. Criptografia

La criptografia, es la ciencia de cifrar o descifrar informacidn utilizando técnicas que hacen
posible, que s6lo un cierto grupo de personas autorizadas puedan tener acceso a ella. En este texto
se presenta una aplicacién en la criptografia, para esto se emplea la aritmética modular y el calculo
de la inversa de una matriz.

Telecomunicaciones

Es conocido en el ambito de las telecomunicaciones, el rol que tiene el Andlisis de Fourier,
esto es una aplicacion del Célculo y el Algebra Lineal, temas como Matrices, Espacios Vectoriales,
Bases, etc. son parte esencial de este apasionante tema de la ingenieria.

Compresion de imdgenes

La Transformada de Fourier y la Transformada Wavelets se usan actualmente en la compresores
de imégenes, esta técnicas estdn basadas en las técnicas del Algebra Lineal y Calculo.
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2.1.1

El objetivo inicial de este capitulo es la de familiarizarse con la notacién del Algebra Lineal, se
dan las definiciones que més adelante se empleardn. Luego de esto se estudia una de las herramientas
mads importantes en la materia, a saber, las operaciones elementales de fila, para luego estudiar la
reduccion de Gauss. Finalmente, se estudian la definicion y las propiedades del determinante de
una matriz cuadrada.

¢Qué es una matriz?

Podemos encontrar en la literatura, distintas definiciones de lo que es una matriz dependiendo
el campo de estudio. A continuacién se brindara una definicién general relacionada a su forma.

Definicion 1 (Matriz) Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros (reales o complejos)
dispuestos en filas(horizontal) y columnas(vertical).

. 2 3 -3
Ejemplo 1 ( 5 5 7>

Notacion.

Para denotar una matriz se usarén letras maytsculas y los nimeros que componen la matriz se
denotaran con la misma letra mindscula con un par de subindices en referencia a la posicién que
ocupa en el arreglo(matriz). La matriz se encerrard con un par de paréntesis o un par de corchetes.

Ejemplo 2
a=(5573) oa=] 25 7]
Notacién para los elementos de la primera fila:
aj1 =2,a12=3,a13= -3
Notacién para los elementos de la segunda fila:
a1 =—2,a» =15,a3 ="
Si A es una matriz de m filas y n columnas, se escribira:
A= (a;);i=1,....m; j=1,...,n,
mads atin, escribiremos A € M,, ,, aqui M,,, , es el conjunto de matrices de m filas y n columnas, los

niimeros a;; se llamardn entradas o coeficientes de la matriz A, finalmente las entradas a;; se llaman
entradas de la diagonal principal.
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Maxima Para ingresar una matriz en Maxima

(% i1)  A:matrix([air, a12,---, @)y - -y [Gm1s Gmas - - - Q) ) Shift + Enter
am ap Ain

(% o1)
ami  am Amn

Ejemplo

(% 11)  A:matrix([1,2],[3,4])

. 12
(% o1) [3 4]

Aplicacion. Una compaiiia de articulos electronicos fabrica televisores, celulares en dos plantas

P1y P2, la siguiente matriz representa la produccidén de las dos plantas por semana:

Articulo Plantas

$ P1 P2
Televisores 50 60
Celulares 150 100
videojuegos 80 40

2.1.2 Orden de una matriz

SiA € M, ,(R), se dird que la matriz A es de orden m x n, ”m por n”, con coeficientes en R

dotado de m filas y n columnas.

Ejemplo 3

5 1
AZ(O 3>EM22

asi A es de orden 2 x 2.

€ M3y

o]
I
o W w
N W oA
W =
(CIRICIEN

luego B es de orden 3 x 4.
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Maxima El orden de la matriz A se obtiene utilizando el comando
(% i2) matrix_size (A) Shift + Enter
(% 02)[n filas, n columnas]

Ejemplo

(% 11)  A:matrix([1,2],[3,4])

. 12
(% o1) [3 4]

(% 12) matrix_size (A) Shift + Enter

(% 02) [2,2]

2.2 Operaciones con matrices

2.2.1 Igualdad de matrices

Definicion 2 (Igualdad de matrices) Sean A, B € M,, ,,, se dice que la matriz A es igual a la matriz
B, lo que escribimos A = B, si

aij = bij
parai=1,....m; j=1,...,n.
Ejemplo 4 Las matrices
2 =35 2 =35
A_<7 90)’3_(7 90)
son iguales.

Las matrices

2 3 2 3
5 -1 -1 5

no son iguales pues ¢3; # d3)

Ejercicios 1 En cada caso hallar los valores de a,b,c y d, si existen, constantes reales, tales que:

D [a2+2a —1}:[ -3 —1}enM2(R)

b 2 l4+a 2
a+2a+b —1 a?+1 2¢
Dl uibre 2 || » 4 | MR

2.2.2 Producto por un nimero o Producto escalar

Definicion 3 Sea A € My, , y r € R, el producto del niimero r y la matriz A, es la matriz en M,, , tal
que

(rA);; = raij,

parai=1,...,m; j=1,...,n. En otras palabras se multiplica cada entrada por el nimero (escalar)
en cuestion.
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Nota. r = —1, en lugar de escribir (—1)A, se escribird —A.
Ejemplo 5
1 2 3 4 -2 -4 -6 -8
-2ls 6 7 8 |=|-10 -12 —14 —16
9 10 11 12 —-18 —-20 -—-22 -24

Maxima El producto por un nimero

(% i1) A:matrix([1,2],[3,4]1)

1 2
3 4
(% i2) 3%A

,, 3 6
(% ol) [9 12}

(% o1)

2.2.3 Suma

Definicion 4 Sean A, B € M, ,, la suma de A y B, escrito A + B, es la matriz en M,, ,, tal que:

(A—FB)I-J- :a,‘j-l-bij

parai=1,...,m; j=1,...,n.

Es decir, al sumar dos o mds matrices, se suma coeficiente a coeficiente de la misma posicion.

Ejemplo 6
1 2 3 4 -7 4
5 6 7 8 |+ 10 -8
9 10 11 12 12 11

2 1 -6 6 5 5
5 3 |= 15 -2 12 11
6 21 21 2 18

Maxima La Suma de dos matrices es

(% i1) A:matrix([1,2],[3,4]1)
. 1 2]

(% ol) 3 4

(% i2) B:matrix([3,4],[2,1]1)
. (3 4]

(%h 02) 21

(% i3) A+B

. 4 6
(% 03) [5 5]

2.2.4 Resta o Diferencia de Matrices.

Definicion 5 Sean A, B € M,, ,, larestade A y B, escrito A — B, es la matriz en M,, , tal que:

(A—B);; =aij—bij

parai=1,....m; j=1,...,n.

De la definicién se sigue que A— B =A+ (—B).
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Ejemplo 7

1 2 3 4 -7 4 21 8§ -2 1 3
5 6 7 8 |- 10 -8 5 3 |=| -5 14 2 5
9 10 11 12 12 11 -9 6 -3 -1 20 6

Maxima La Resta de dos matrices es

(% i1) A:matrix([1,2],[3,4])

. 1 2]
(% ol) 3 4]

(% i2) B:matrix([3,4]1,[2,1]1)

. (3 4]

(% 02) 2 1
(% i3) A-B

\ -2 =2
(% 03) [ 3 }

2.2.5 Producto de matrices

Antes de definir el producto de matrices es necesario dar las siguientes definiciones:

Definicion 6 (Vector fila y vector columna) Sea A € M, ,, es decir, una matriz de una sola filay n
columnas, a una matriz de este orden sera llamado vector fila, usualmente escribiremos

A= (ahaZ?"'van)'

Una matriz A € M,, 1, seréd llamado vector columna, usualmente escribiremos

ai
@
A=
An
Definicion 7 (Producto interior euclidiano) Sean
by
by
A= (aj,a,...,a,) yB= :
by
definimos el producto interior euclidiano de estos vectores como el nimero:

A-B=a by +ayby +---+a,b,.

Definicién 8 (Notacién para las filas y columnas de una matriz) Sea A € M,,, ,, si A',A%,... A"
son los vectores columna de A, entonces la matriz A se escribird como

A=[A" A% A"].
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Similarmente si Ay, Ay, ...,A, son los vectores fila de A, entonces A se escribird como:
Ay
A
A= .
A

Ahora estamos en condiciones de definir el producto de matrices.
Definicion 9 (Producto de matrices) Sean A € M,, ., B € M,.,, tales que:

Ay

A
A=| 72 , B=[B'.B*....B"],

A.m
el producto de A y B, escrito AB, es la matriz en M, , definido por:
(AB); = Ai-B’
by;
= (ai,an, -, ai) b.2j

by

@ | G | o0 | di

es decir, la entrada ij de la matriz producto es el producto interior euclidiano de la fila i de A con la
columna j de B, por tanto:

A -B' A;-B* -~ A|-B"

A,-B' A, -B* .. A,-B"
AB = i ) ) )

An-B' A,-B* --- A, -B"

Ejemplo 8 Considere las matrices

4 7
A:<§_jg),B: 3 6
-2 1

Para calcular el producto AB se realizan los siguientes pasos:
Primera columna En este célculo la primera columna de B no cambia.
Entrada (AB),, :

4
246 3 | =@@W+4E)+6)(-2)=-16
-2
Entrada (AB),, :
4
G, L0 3 | =65)@+1)B)+(0)(-2)=23
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Segunda columna En este calculo la segunda columna de B no cambia.
Entrada (AB),, :

7
(2,—4,6) | 6 | =(2)(7)+(—4)(6)+(6)(1) = —4
1
Entrada (AB),, :
7
510 6 | =)@ +1)(6)+(0)(6) =41
1

De lo anterior:
4
3

7
2 -4 6 —-16 —4
we(5 0 0)( 05 )
5 1 0 D 23 41
Observacion. Es inmediato, de la definicion, que la primera columna de AB es el producto
AB', 1a segunda columna AB?, y asi sucesivamente, es decir:
AB= [AB' AB*,... AB"]
Observacion. Es importante notar que el nimero de columnas de A (el primer factor) es igual
al nimero de filas de B (el segundo factor), mas atn, el orden de la matriz AB es el nimero de filas

de A por el nimero de columnas de B.

Observacion. Usando la notacién sumatoria, la entrada i j de AB, es:
r
(AB);; = Y aiby,
k=1

donde A € M, ,, B € M,,,

Maxima El producto de matrices es

(% i1) A:matrix([2,-4,6],[5,1,0])

. 2 —4 6

(% o1) [5 | 0}

(% 12) B:matrix([4’7]’[3,6]:[_1:2])
4 7

(% 02) 3 6
-2 1

(% i3) A.B

. —16 —4

(% 03) [23 41]

Aplicacion. Un restaurante tiene la siguiente disponibilidad de tipos de comida en un dia
domingo: 120 platos de pique macho, 80 platos de mixto y 30 platos de pescados. Un plato de pique
cuesta 45 Bs, un plato de mixto cuesta 35 Bs y un plato de pescado cuesta 50 Bs. Emplearemos
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producto matricial para determinar la cantidad de dinero que se espera obtener si se venden todos
los platos. Las matrices que representan la cantidad y el precio son respectivamente:

pique mixto Pescados
Cantidad C= (120 80 30)

costo Bs
pique 45
mixto P=1 35
pescados 50

El costo total de todos los platos es:

45
CP= (120 80 30 )| 35 | =9700Bs
50

2.2.6 Latranspuesta de una matriz

Definicion 10 Sea A € M, ,, la transpuesta de A, escrito A’, es la matriz en M, definido por:
r_
A ji — Ajj

parai=1,....m; j=1,...,n.

Note que la transpuesta se obtiene al intercambiar las filas por las columnas de una matriz.
La anterior definicién motiva el siguiente proceso para el calculo de la matriz transpuesta:
» La primera columna de A’ es la primera fila de A

= La segunda columna de A’ es la segunda fila de A

= Etc.
Ejemplo 9
2 1
A = -1 3 € M3,
4 5
2 -1 4
o _
A= (1 3 5>6M23

Maxima La traspuesta de una matriz A

(% i1) A:matrix([2,1],[-1,3],[4,5])

2 1
(% ol) -1 3
4 5

(% i2) transpose(A)

1 3 5

% o1) [2 1 4]

2.2.7 Propiedades de las operaciones matriciales
Suma

Teorema | Sean A, B,C matrices del mismo orden, entonces:
1) A4+ B =B+ A {Conmutatividad }
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2) A+ (B+C) = (A+B)+C {Asociatividad }
3) (A+B) =A"+B

Demostracion. Ejercicio

Producto

Teorema 2 Sean A, B,C matrices del orden adecuado, entonces:
1) A(BC) = (AB)C {Asociatividad}
2) A(B+C) =AB+AC {Distributividad del producto respecto de la suma}
3) (AB)' = B'A!

Demostracion.
1) Ejercicio.
2) Supéngase que A € M,, », B,C € M, ,, entonces:
r

[A(B+C)];; = ZAik (B+C)y;
k=1

-
= Y Ai (B +Ci))
k=1

-

= ZAikBkj +AiCy;

k=1

= (AB)ij+ (Ac)ij
luego A (B+C) = AB+AC.
3) Supdngase que A € M,, -, B € M,.,,, entonces:

(AB);,' = (AB)ij
r

= Y AuBy;
k=1

= ) BijAx
k=1

.
= Z BtjkA;a'
k=1
= (BA) .
J!
luego (AB)' = B'A’.
|

Sobre el producto maitricial no conmutativo
En general no es cierto que el producto sea conmutativo, como lo prueba el siguiente ejemplo:

Ejemplo 10 Si
2 -1 -3 1
=(13)-(02)
entonces:
2 —1 -3 1 -6 0
AB = (4 3 )( 0 2>_<—12 10>
-3 1 2 -1 -2 6
mo= (92)(35)-(V %)

Sobre el producto cero en matrices

Definicion 11 (Matriz cero) Una matriz es la matriz cero si todas sus entradas son ceros.
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Es sabido que si el producto de dos niimeros es cero, entonces al menos uno de los factores es
cero, esta propiedad ya no es verdadera en teoria matricial, esto es, si el producto de dos matrices
€s cero, entonces no necesariamente uno de ellos es cero.

Ejemplo 11 Sean

(5 4) e (1)

Claramente:

w=( % ) ()-(3)

y ni A ni B son la matriz cero.

Maxima La nula es
(% i1) O0O:zeromatrix(m, n) matriz nula de orden m x n.
Ejemplo:

(% i1) O0O:zeromatrix(2,3)

00O

% o1) [O 0 O]

Ejercicios propuestos
1) Una matriz A € M5 3 tiene la siguiente propiedad: a;; =
: s st
propiedad b;; = { (’) J Siiz
(a) Construya la matrices A y B.
(b) Calcule A+B,A—B
(c) Dé las expresiones en términos de iy j para (A+B);; y (A—B);;.
2) Demostrar que (A+B)' = A’ + B’
3) Demostrar A (BC) = (AB)C, donde las matrices son del orden adecuado.

1

77 Y una matriz B € M3 3 tiene la

1 2 3
4) SeaA=| 4 5 6 |,determinar una matriz B tal que
7 8 9
I -1 2
A+B=1| -2 3 -3
4 —4 5
0o -3 -1
Sol. | -6 -2 -9
-3 —12 -4

5) Hallar el conjunto de todas las matrices que conmutan con A = < _é _g >

1

6) SeaA = < 1

i > , determinar una matriz B tal AB = BA.

Sol. Una tal matriz es B = ( ;1 _43 >
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7) Sea A = < _21 ) ) , {existe una matriz no nula B tal que AB = 07, en caso afirmativo
encontrarla.
8) Sea A = < 2 142 ) , {existe una matriz no nula B tal que AB = 07?, en caso afirmativo
encontrarla.
9) Considere la matrices
1 -1 1 2 11 4 —1 -1
A= 2 -1 -1 |,B=| -1 0 1 |,C=2 -3 =2 ],
-1 0 2 01 2 1 0 1

utilizando Maxima mostrar que AB = AC, es decir, de la igualdad AB = AC no se puede
concluir con B=C.

10) Sea A € M, , una matriz tal que AB = 0 para toda matriz B € M,, ,,, probar que A = 0.

1

11) Sean A, B matrices en M> > que conmutan con ( 10

> . Demuestre que AB = BA.
. . 0 1 . 1 0
(Sug. Muestre que cualquier matriz que conmuta con ( 1 0 ) tiene la forma a ( 0 1 ) +

b ( _01 (1) ) donde a y b son nlimeros)

n
12) Una matriz A € M, , es llamada matriz de probabilidad si: (i) cadaa; ; > 0, (ii) ¥ ax =1
k=1

parai=1,2,...,n, es decir la suma de cada fila es la unidad. Si A,B € M, , son matrices de
probabilidad

(a) Probar que A” es una matriz de probabilidad.

(b) Probar que AB es una matriz de probabilidad

13) Una entidad educativa prepara tres exdmenes para una materia, y considera los primeros dos
examenes a un 30 % cada uno, y el tercero a un 40 %. Suponga se tienen n estudiantes en una
materia y N € M), 3 es la matriz de notas del curso al finalizar la materia. ;Cémo calcularia el
promedio del curso mediante un producto matricial?

14) Una tienda de mascotas tiene 10 palomas, 8 gorriones y 5 loros. Si una paloma cuesta 12 Bs,
los gorriones 15 Bs y los loros 18 Bs cada uno. Emplear producto matricial para hallar el
valor de inventario de la tienda referente a estas tres mascotas. Sol. 330 Bs.

15) Un negocio vendi6 17 articulos del tipo A, 20 del tipo B, 2 del tipo C y 19 del tipo D. Si los
precios por unidad de A, B,C y D son respectivamente 12, 10, 15y 13 Bs. Encuentre el valor
total de la venta. Sol. 681 Bs.

16) Un negocio tiene para la venta televisores en la siguiente cantidad y modelo

Tamafio — 40” 357 207 157
Cantidad — 5 6 12 25
Precio de venta $SUS— 1200 999 400 250

Se pide expresar el total de venta de los televisores como un producto matricial, luego indicar
el ingreso total, si todos los televisores se venden.

17) Una fabrica produce dos modelos de autos de juguete, G1 y G2, en tres tipos: A, By C. La
cantidad de juguetes del modelo G1 producidos por semana son: 200 unidades del tipo A,
100 del tipo B y 150 unidades del tipo C; la cantidad e juguetes del modelo G2 producidas
por semana son 150, 250 y 400, respectivamente, de los tipos A, By C. El modelo A lleva 20
horas de taller y 1 hora de administracién. El modelo B lleva 25 horas de taller y 1,5 horas
de administracion. El modelo C lleva 30 horas de taller y 2 horas de administracion.

a) Describir la informacién dada en forma matricial.
b) Determinar las horas de taller y de administraciéon empleadas para cada uno de los
modelos.
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Sol. Se requieren para el modelo G1 : 11000 horas de taller y 650 horas de administracion, y
para el modelo G2 se requieren 21250 horas de taller y 1325 horas de administracion.

2.3 Matrices especiales

2.3.1

Matriz cuadrada
Definicion 12 (Matriz cuadrada) Una matriz A se denomina cuadrada si A € M,, ,,, es de decir, si
tiene igual nimero de filas y columnas.

Potencias

Una matriz cuadrada puede elevarse a una potencia entera positiva (luego se veran otro tipo de
potencias), Para esto definimos,

Definicion 13 (Potencia) Sea A € M,, ,, k un entero positivo, definimos Al=A yparak>1,1a
k — ésima potencia de A, escrito A¥, est definida por

Ak:A(Ak_1>
De la definicién se deduce:
A2 = AA
A = AAZ, etc
Maxima La potencia de A es
(% i1) A:matrix([2,-4,6]1,[5,1,0]1,[1,1,01)
2 —4 6
(% ol) 5 1 0
1 1 O
(% i2) A~"2
-10 -6 12
(%h 02) 15 —-19 30
7 -3 6

Matriz simétrica
Definicion 14 (Matriz simétrica) Una matriz cuadrada A € M, ,, se dice simétrica si A’ = A.

Ejemplo 12 La matriz

1 23
A= 2 4 5
356

es simétrica pues A’ = A.

Ejemplo 13 La matriz

A=

~N A=

2
5
8

O O\ W

no es simétrica pues:

1 47
A=[258|#
369

NG NG
® L N
© N W
I
b
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Teorema 3 La suma de matrices simétricas es simétrica, en tanto que el producto de matrices
simétricas no necesariamente es simétrica.

Demostracion. Sea A, B € M,, , matrices simétricas entonces:

(A+B) = A'+B
= A+B

Para probar la segunda parte es suficiente un contraejemplo, sean

a=(23) 8= (3 7)

ambas matrices son simétricas, sin embargo
1 2 -2 4
v (55)(75)
_ 6 14
N 8 23

no es simétrica.
|

2.3.2 Matrices triangulares

Definicion 15 (Matriz triangular superior e inferior) Una matriz cuadrada A € M,, ,, es triangular
superior si:

ajj=0, parai> j
y es triangular inferior si:
ajj=0, parai < j

i,j=1,2,....n.

Ejemplo 14 Las matrices

ay app aiz ap 0 0
A= 0 ap a3 |,B=| ay axn 0
0 0 az az| azy ass

son, respectivamente, triangular superior y triangular inferior.

2.3.3 Matriz diagonal e identidad

Definicion 16 (Matriz diagonal) Una matriz D € M,, , es diagonal si
d;j =0, paratodo i # j,

es decir, una matriz diagonal es aquella que es simultdneamente triangular superior e inferior. Las
matrices diagonales se denotardn como

D =diag (dy,ds,...,dy),

donde dy,d, . ..,d, son los elementos de la diagonal principal.
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Maxima Una matriz diagonal se define
(% i1) D:diag matrix(d,ds,...,d,)
d 0 - 0
0 d 0
(% ol) .
0o --- d,
Ejemplo
(% i2 D:diag matrix(2,3,0,1)
2 000
. 0300
(k02 19 0 0 0
0 0 01

Definicion 17 (Matriz identidad) La matriz /,, € M, , definida por

1 i=j
(““:{0i¢§

se llama matriz identidad en M, ,. Una matriz que es multiplo escalar de la identidad de llama

matriz escalar.

Ejemplo 15 La matriz

S = O
- o O

es laidentidad en M3 3. La matriz

CI3 =

S O 0
S o O
o O O

es una matriz escalar en M3 3.

Maxima Una matriz identidad de orden n=4
(% i1) TI:ident(4)

1000
. 0100
(/,,01)0010

00 0 1

(% i1) F:diag matrix(4,c)

(% o1)

S OO
oS oo O
oo OO
o O O O
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2.3.4 Latrazay contratraza de una matriz cuadrada
Definicion 18 (traza) Sea A = (a; j) € M, », la traza se define por

tr(A) = aj+an+--+am

n
= Y aq
i=1

Maxima La traza de una matriz A

(% i1) A:matrix([2,-4,6],[5,1,0],[1,1,1])

—4

(% ol) 1

—_ N
—_ O N

(% i2) mat_trace(A)

(% 03) 4

Definicion 19 (contratraza) Sea A = (a; ;) € M, ,, 1a contratraza se define por

ctr(A) = aptay,—1+--+au

n
= Z ajn—it1
i=1

2.4 La funcion matricial o

Definicion 20 (La matriz contraidentidad) ! Una matriz W, = (w,;) € M, tal que w,; = 1 si
r=n—s+1y 0 en otro caso, es llamada matriz contraidentidad de orden n. Si e; es el i — ésimo
vector canénico de R”, entonces la matriz contraidentidad puede escribirse como

W, =lenen—1 ...,e1].
Ejemplo 16
0 0 1
Wy=1]1 01 0
1 00

La matriz contraidentidad tiene las siguientes propiedades:
1) W, es simétrica.

2) WW, =1,.
Definicion 21 Definimos la funcién @ de M, , en M, ,, mediante A — A®, donde A es la matriz
en M, ,cuyo elemento aff’j es:
a[wj = Am—j+1n—it+1-
1 2 3 4
Ejemplo 17 SiA=| 5 6 7 8 |]entoncesconm=3,n=4:
9 10 11 12
ay = ayu=12
ay = ay=38
ay = ap=4
etc...

IEsta funcién fue definida por Santiago Relos P. en 1994.
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12 8 4
11 7 3

A0
luego: A® = 10 6 2
9 51

Esta funcién tiene muchas propiedades, enunciamos algunas.
Teorema 4 Sea A € M,y ,, entonces A® = W,A'W,,.

Demostracién. Parai=1,....,n, j=1,...,m,se tiene:

A" = (aj) = (aji)
Ath - (am—j+1,i)

W AW, = (@m—j+1n—it1)
- (9
= A°%.
[ ]
Teorema 5 SiA € My, (A®)® =A
Teorema 6 Sea A € M, »,B € M,,, entonces (AB)® = B?A°.
Teorema 7 Sea A € M, ,,entonces tr (A®) =tr(A).
Ejercicios propuestos

1 2 3
1) SeaA=| 2 4 5 |, utilizando Maxima calcular A%, A>.
356

14 25 31 157 283 353
Sol.. | 25 45 56 |, | 283 510 636
31 56 70 353 636 793

2) Hallar todas las matrices cuadradas de orden 2 cuyo cuadrado sea nulo.

0 0 0 x a —-<
b
o (50 )-(o0 0 ) (5 )

3) Sean:
-1 1 1 2 3 2
A= 2 -1 |, B=| 21|, C={( 01
3 1 5 11

a) Encuentre una matriz D tal que —A+3B—-2C+D =0

b) Encuentre una matriz E tal que 2A —5B+2C+2E = (
C—-

—_ =
N—
>
—~
—
—
SN—

¢) Encuentre una matriz X tal que 2 (A — 5(B—C—-2X)
2 —1 1 -1 1

— _ 7 _ 55T

so.p=| -4 —2 |,E=| 1 3 | x= s I

2 —13 ~-1 12 -1 3
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4) Calcule valores de x,y tales que las siguientes matrices sean simétricas:

1 x—y—1 x4y 1 2x—y 0
A = 2y 1 2 ,B=1 x+y+1 1 =3x+5y |,
—2x 2 ¥ —y? 0 —x+y—2 1
2 2x+y—1 3x+y
C = xX—y 2 0
2x—y—1 0 2
Sol.MatrizA:x:%,y:—%,MatrizB:x:1—i—2t,y:t,dondetER,MatrizC:No

existen

5) Probar: Si A € M, , es simétrica, entonces A? es simétrica.

6) Probar que el producto de matrices triangulares superiores es triangular superior.
Sug. Si A y B son triangulares superiores, entonces i i > j :

7) Probar que el producto de matrices triangulares inferiores es triangular inferior.

8) Sea A € M, ,,, I la matriz identidad en M, ,. (a) Calcular (I—FA)2 , (b) (I4+A)™, m un nimero
natural.

9) Una matriz A € M, , tal que A? =0, p € N, se llama nilpotente. Si p es el menor entero para
el cual A? = 0, la matriz se llama nilpotente de orden p. Si A es nilpotente de orden 2, probar
que A(I1+A)" =A.

10) Sea A nilpotente de orden 2, X y ¥ matrices cuadradas tal que X =Y +A y supdngase que
Y y A conmutan, probar que X" = Y"~! (Y 4 nA) para todo natural (Se asume que Y0esla
identidad)

11) Supéngase que A € M, > conmuta con todas las matrices en M, . Pruebe que A es una matriz
escalar.

12) Una matriz A es idempotente si A> = A. Supéngase que A es idempotente y B=1—A :

a) Muestre que B es idempotente,
b) Muestre que AB = BA
13) Determinar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones. Justifique su respuesta.
a) Si AB es simétrica, entonces A y B son simétricas.
b) Si A es simétrica y P es cuadrada, entonces PAP' es simétrica.
14) Determinar a, b tales que

a 1
c 1 1 0 1 a 1
<—1 2d>+4<0 1>_(—1 ~1 b) 8?

SolL.a=1,b=-1,c=-3,d=-3.
15) Considérese la matriz:

0o 1 -1
A=| 0 -1 1
0 0 -1

a) Utilizando Maxima calcule A>, A3, A*y A>.
b) Hallar una férmula para A", donde n € N.
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16) Considere la siguiente grafica, contruya una matriz G € Ms 5 que tenga la propiedad G;; =0
si las poblaciones no estdn conectadas y G; ; si las poblaciones estdn conectadas. Construya

la matriz G.
Vinto
! Tiquipaya
1 Sacaba
5
Cochabamba 2
Ponaia
1
1
17) Sean I la matriz identidad en M,, ,, U = . € M, la matriz cuyas coordenadas son
1

unos. Calcular: A =1 — %U U'. Probar
a) A es simétrica
b) A2A=A
¢) Latrazaesn—1
18) Es verdad que (A + B)2 es igual a A2 4+ 2AB + B2. En caso de respuesta negativa, determinar
matrices A y B tales que
a) (A+B)> =A24+24B+B%y
b) (A+B)* #A2+2AB+B2.
19) Sean A, B matrices cuadradas en M,, ,. Pruebe que:
a) tr( N =tr(A)
b) tr(A+B) =tr(A)+tr(B)
c) tr(AB) =tr (BA)
(AA

d) tr(AA") = ):1 Zl az; ]
i=1j
20) Sea k € R, A y B matrices cuadradas tal que AB = kB. Pruebe que A"B = k"B para todo
ne€N.

2.5 Reduccién de Gauss

2.5.1 Operaciones elementales, Matrices elementales y equivalencia de matrices

Definicion 22 (Operaciones elementales de fila) Sea A € M,, ,. Sobre las filas de esta matriz se
definen las siguientes operaciones:
1) Primera operacion elemental de fila. A la fila i se multiplica por el escalar r 0. Se emplea
la notacion f;,, nétese que:

ag=r(ag), k=1,....n
De lo anterior se sigue que la fila f; se reemplaza con rf;.
fi<rfi

Observacion 1 Otras notaciones empleadas son f(,y;, fi(r).

2) Segunda operacion elemental de fila. Las filas i, j se intercambian. Se emplea la notacion
fij, es claro que:

fis [
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3) Tercera operacion elemental de fila. A la fila i se suma la fila # multiplicada por un nimero
r. Emplearemos la notacién f,,), notese que

ik :aik+r(ahk), k=1,...,n
De lo anterior se sigue que:
fis=fitrfu

Observacion 2 Otras notaciones empleadas son fi, 4(),s fiy ()

Las operaciones elementales de columna se definen como las anteriores, reemplazando fila por
columna.

Definicion 23 (Operaciones elementales de columna) Sea A € M,, ,. Sobre las columnas de esta
matriz se definen las siguientes operaciones:
1) Primera operacion elemental de columna. A la columna i se multiplica por un escalar
r # 0. Se emplea la notacion Cy,, note que:

Cl' — I’C,‘

2) Segunda operacion elemental de columna. Las columnas i, j se intercambian. Se emplea
la notacion Cjj, se sigue:

GG

3) Tercera operacion elemental de columna. A la columna i se suma la columna s multipli-
cada por un nimero . Emplearemos la notacion Cy,(,), notese que

ag; :aki+r(akh), k=1,....m
es claro que:

Ci+Ci+rGy
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Definicion 24 Matrices Elementales
Una matriz elemental fila de orden n, es una matriz que se obtiene al efectuar una operacion
elemental fila sobre la matriz identidad ().

Se anota:
u Frs = frs(]n)
* Foyr = fiiyr(In)
» Fri s = Sfrewys(In)
Consideremos una matriz A € M,,,. Luego se cumple que:
u frs(A) = Fyy -A
" fuwr(A) =Fp,-A
. fr+(k)s (A) = Fr+(k)s ‘A

Observacion 3 Otras caracteristicas importantes de estas matrices estdn dadas por:

1) Al aplicar una operacion elemental fila a una matriz A, da el mismo resultado que multiplicar
(por la izquierda) la matriz A por la correspondiente matriz elemental fila.

2) Las Matrices Elementales Fila son regulares, y sus inversas son también matrices elementales
fila.

Se tiene:
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2.5.3
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Definicion 25 (Matrices equivalentes) Se dice que dos matrices A y B son equivalentes, lo que
escribiremos A ~ B, si una de ellas se obtiene de la otra mediante una sucesion finita de operaciones
elementales de fila.

Se demuestra que si A ~ B entonces B ~ A; también si A ~ By B ~ C, entonces B ~ C.

Ejemplo 18 Sobre la matriz A, se realizan sucesivamente las siguientes operaciones elementales de
fila.

1) fi3 {Intercambio de la filas 1 y 3}

2) f3(-4) {Alafila 3 se suma la fila 2 multiplicada por —4}

3 4 5 -1 0 1 1
A= 2 20 — 2 20 — 2
1 0 1 f13 3 4 5 Sf32(-4) 5

nétese que B ~ A.

Las operaciones elementales como aniquiladores
Es posible usar las operaciones elementales de modo que ciertas entradas se conviertan en cero,
este proceso se llamard aniquilamiento de entradas en una matriz.

Ejemplo 19 En este ejemplo se emplean operaciones elementales para llevar una matriz a su forma
triangular superior.

o203 1 2 3 1 2 3
A= 4 96 | 2%10o 1 -6|—| 01 -6 |=B
3 g 1) 9 \o 2 10/ ™ \ oo —2

Nuevamente A ~ B. Nétese que la operacion elemental:
® fi(—4) anula la entrada ay;
= f31(3) anula la entrada as
* f3(2) anula la entrada as;

Forma escalonada y escalonada reducida por filas
Definicion 26 (Elemento distinguido) Un elemento distinguido es el primer niimero distinto de
cero en una fila.

Definicion 27 (Forma escalonada) Una matriz A se dice que estd en la forma escalonada si el
nimero de ceros antes del elemento distinguido de una fila crece fila tras fila.

Ejemplo 20
2 4 0 1
A= 0 0 9 0
0 0 0 4

= En la primera fila existen O ceros antes del primer niimero distinto de cero (el 2).
= En la segunda 2 ceros antes del primer nimero distinto de cero (el 9) .

= En la tercera 3 ceros antes del primer nimero distinto de cero (el 4).

Por tanto A estd en la forma escalonada.

Ejemplo 21

B—

S O W

2
0
0

w N O

0
6
0

No estd en la forma escalonada ;porqué?.
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Maxima La forma escalonada de una matriz A es

(% i1) A:matrix([2,-4,6,3],[5,1,0,-5],[3,1,2,5])

2 —4 6 3]
(ho1) [5 1 0 -5
3 1 2 5]

(% i2) echelon(A)

1 -2 0 —3]
(%02 |0 0 1 1
0 0 0 I |

Otra opcién de encontrarla es

(% i3) triangularize(A)

4 -8 0 =5
(% 03) 0 0 24 22
0 0 0 106

Definicion 28 (Forma escalonada reducida por filas) Una matriz A estd en la forma escalonada
reducida por filas si:
1) Esté en la forma escalonada y
2) Los elementos distinguidos son iguales a la unidad y son los tinicos nimeros distintos de
cero en su respectiva columna.

Ejemplo 22 La matriz

1 400
A=10 01 0
0 0 01

esta en la forma escalonada reducida por filas (los elementos distinguidos estan en negrillas).

Ejemplo 23 La matriz

30
10
01

ol
I
© O M
ook

no esta en la forma escalonada reducida por filas ;por qué? (los elementos distinguidos estdn en
negrillas).

Reduccién de Gauss
Lareduccién de Gauss consiste en llevar una matriz a su forma escalonada mediante operaciones
elementales, se tienen dos formas

1) Reduccion de Gauss simple
2) Reduccién de Gauss con pivote

Reduccién de Gauss simple

Consiste en aplicar operaciones elementales a una matriz de modo de llevarla a su forma
escalonada, sin més argumento que el hecho de poder hacerlo.
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Ejemplo 24

0 -1 2 4 1 2 -1 0
A=1l1 21 ol—=(lo0o -1 2 4|—
2 -1 1 -1 )™ \2 21 1 -1) e
1 2 -1 0 1 2 -1 0
0 -1 2 4|—slo0 -1 2 4

0 =5 3 —1 ) ™9 \o o0 -7 —21

—_

la Gltima matriz se encuentra en su forma escalonada.

Ejemplo 25

1 -1 2 0 1 -1 2 0
A - -1 1 -2 0 f1(-2) 0 O 00 N
L S 0 3 -5 1|7
4 2 =2 2 0 6 —10 2
Jai(-a)
1 -1 2 0 1 -1 20
0 3 51 0 3 =51
0 0 00 |70 0 00
0O 6 —10 2 0O 0 00

nuevamente la dltima matriz se encuentra en su forma escalonada.

Reduccién de Gauss con pivote
Como se sabemos, para anular una entrada bajo a;; se emplea la operacion elemental f;(; 1)(a),
cond = % y k € N, es claro que g;; debe ser distinto de cero, en el método de Gauss simple €sta es
ij

la tnica condicién. La entrada a;; se llamard pivote, para minimizar los errores de redondeo, esta
entrada debe ser la mayor, en valor absoluto, de entre todos los siguientes nimeros

{ai,j ) ai—}—l,j{a'”? an’lj‘

donde m es el nimero de filas de la matriz, si el mdximo ocurre en |ah7 j‘ se intercambian las filas i
y h'y luego se procede a la anulacion de los elementos bajo a; ; como en la seccién anterior.

Ejemplo 26 Considérese la siguiente matriz:

1 =2 0
A= 4 -1 2
-5 0 10

(Paso 1) Obsérvese que 5 = mdx{|1|,|4|,|—5]}, el maximo ocurre en la tercera fila, luego se inter-
cambiardn las filas 1 con 3 y luego proceder a la aniquilacion.

1 -2 0 -5 0 10 f}l(l) -5 0 10
A= 4 -1 2| —| 4 -1 2| =% 0 -1 10
5 0 10 )7 1 -2 0) () 0 -2 2
(Paso 2) Ahora 2 = mdx{|—1|,|—-2|} y ocurre en la fila 3, luego se intercambian las filas 2 y 3 para
luego proceder a la aniquilacién.
-5 0 10 -5 0 10\ £, , -5 0 10
123 2(-3)
0O -1 10 | = o -2 2 |——= 0 —2 2
0 -2 2 0 —1 10 0O 0 9
-5 0 10
asi, A ~ 0 —2 2 | conreduccién de Gauss con pivote.

0O 0 9
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Ejercicios
Reducir las siguientes matrices a la forma escalonada (la solucién no es tnica) y escalonada
reducida por filas

1 0 0100
DA=| 2 -1 0010
-2 3 -1 00 1
1001 0 0
So.[ 0102 -1 0
0014 -3 -1
1 212 1
2)B=| -1 -1 2 2 —1
1 133
12121 100 —1 1
Sol.| 013 4 0 |, 10 1
00550 001 1 0
1 -1 2 -1 -1
2 1 2 2 0
D=0 1 0 2 1
0 2 -2 0 1
1 -1 2 -1 -1 1000 —1
oLl © 3 24 2 0100 1
: 2 2 1 > 1
o o0 3 2 1 0010 }
00 0 -2 0 0001 0
3 -3 -1
H D= 1 -1 -1
-1 1 0
3 -3 -1 1 -1 0
So.{0 0 -2 ], 10 0 1
0 0 0 0 0 0

5) (Para qué valores de a y b, las siguientes matrices pueden llevarse a la forma identidad?

2) A— a a 1+a 0 -—a

~\b b c) C= —a—b 1 a+b

a b 1-b—c 0 b+c
b)B_<b )

2.6 Determinante de una matriz cuadrada
2.6.1 La definicidn de determinante

Definicion 29 (Permutacion) Sea n un nimero natural, una permutacién del conjunto {1,2,...,n},
es una reordenacién de estos nimeros.

Es un resultado del andlisis combinatorio que la cantidad de permutaciones que se tienen en el
conjunto {1,2,...,n} es n!. Aqui n! es el factorial de n, y estd definido por:
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31 = 1.2:3
41 = 1.2.3-4

por definicién 0! = 1.

Ejemplo 27 Considérese el conjunto {1,2}. Las permutaciones de este conjunto son:

1,2
2,1

Ejemplo 28 Considere ahora el conjunto {1,2,3}. Las permutaciones de éste conjunto son:

123
132
213
231
312
321

Definicion 30 (Inversién) En una permutacién del conjunto {1,2,...,n} existe una inversion
cuando un entero precede a otro menor que él. Si el niimero de inversiones es par, se dice que la
permutacion es par, si el nimero de inversiones es impar, se dice que la permutacién es impar. El
signo de una permutacién ji j, ... j, estd definido por:

C . +1, si el nimero de inversiones es par
sig (j1j2---Jjn) = L s el S )
—1, si el nimero de inversiones es impar
Ejemplo 29 Considérese las permutaciones de los nimeros 1234
= 1234 es par: tiene 0 inversiones.
= 1324 es impar: tiene una inversién 3 con 2
= 4213 es par pues tiene cuatro inversiones 4 con 2; 4 con 1; 4 con 3; 2 con 1.

Definicion 31 (Determinante) Sea A € M, , 1a siguiente matriz

apy aip - Aip

azy azp -+ dyp
A=

anl dp2 -+ dpp

Sea ji ja ... j, una permutacion del conjunto {1,2,...,n} y considérese el producto

arjazj, - - -Apj,
de manera que solo exista un elemento de cada fila y y s6lo un elemento de cada columna. El
determinante de A, escrito |A| es el nimero:

Al =Y sig(jija.--jn)arj,azj, - .- anj,.-

donde la suma se realiza sobre las n! permutaciones del conjunto {1,2,...,n}. Finalmente diremos
que n es el orden de este determinante.

Ejemplo 30 Determinante de segundo orden
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Considere la matriz

A < an ap )
a axn
las permutaciones del conjunto {1,2} son
12,21

entonces se tienen los siguientes productos

ajian
apay)
por tanto:
|Al = sig(12)araxn +sig(21)aras
= apaxn —apna

Ejemplo 31 Determinante de tercer orden

ay app aiz
A= | ax ax»n ax3
az; azxp ass

las permutaciones del conjunto {1,2,3} son
123,132,213,231,312,321
entonces se tienen los siguientes productos

apazass
apazzaszn
appdjz1ass
appdzsdaszg
apzaz1aszz

a13a22a3)
por tanto:

‘A‘ = sig (123) ajjaxasz + sig (132) aijlazzaszy +sig (213) aipan1ass
+sig (231) arpazaz; + sig (312) ayzazaszy + sig (321) ayzazas,
= aj1daasz3z —dap1az3dszx —ajpdz1as;z
= +anaxaz +azaz az —ajzaxas;

factorizando a1, a1 y a13 de cada par de sumandos se tiene:

|A| = a1 (anaz —axaz) —aiz (az1a33 —axazy) +aiz (az1az — axaszy)
B axp axn a1 ax a1 axn
= an —ar +ai3
azx a3 as; as; azp

asi |A| se calcula usando los elementos de la primera fila con los signos que van alternadamente de
+ a —, concretamente:



2.6 Determinante de una matriz cuadrada 43

= Primer sumando: a; por el determinante de la matriz que resulta de eliminar la primera
fila y primera columna de la matriz A.
= Segundo sumando: —aj; por el determinante de la matriz que resulta de eliminar la primera
fila y segunda columna de la matriz A.
= Tercer sumando: a;3 por el determinante de la matriz que resulta de eliminar la primera fila
y tercera columna de la matriz A.
Observacion. Reordenando los sumandos es posible obtener otras posibilidades para el cdlculo
del determinante de una matriz en M33 en funcion de determinantes de orden dos, en efecto:
Empleando los elementos de la segunda fila se tiene:

_ daip a3 an aps air an
|A] = —an +axn —ax
asy  as3 asr  asz asr azy
o empleando los elementos de la tercera fila se tiene:
ap a ayl a apl a
A = a1 12 43 D P e
ay ax; any az; a
Ejemplo 32 Empleando la primera fila se tiene:
1 23
56 4 6 4 5
456 = <1>’8 9‘_@)’7 9‘+<3>'7 8‘
7 8 9
= (=3)-2(-6)+3(-3)
=0
Ejemplo 33 Empleando la primera fila se encuentra:
2 -2 -1
31 0 1 0 3
0 3 1) - @5 5 |-ca| ) S ]ren]d 3

=9

Maxima El determinante de una matriz es

(% i1) A:matrix([2,-4,6],[5,1,0]1,[1,2,4])

2 —4 6
(% o1) 5 1 0
1 2 4

(% i2) determinant(A)

(% 02) 142

2.6.2 Propiedades del determinante
Relativo a la transpuesta y al producto
P14) Sea A una matriz cuadrada, entonces

jA"| = 14|
Ejemplo 34 SeaA:<a b),At:(a x),luego:
Xy by
|A| = ay—xb
|A" = ay—bx

P13) Sean A, B matrices cuadradas, entonces:

|[AB| = |A||B]
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Relativo a la fila o columna nula
P,) Sea A una matriz cuadrada de una fila (o columna nula), entonces

|A] =0

Ejemplo 35 Sea A = < g ?) > , €l calculo del determinante da:

Al = () (0) = (0) (p) =0

Relativos a las operaciones elementales

Sea A una matriz cuadrada y B la matriz obtenida de A mediante una operacion elemental de
fila. (las propiedades se mantienen si las operaciones elementales son de columna)
P3) (Operacién elemental Jitry ) StAy, o~ B # 0, entonces

|B| = r|Al

Ejemplo 36 (Operacion elemental f;,)) Sea A = < (Cl Z > , sea B la matriz obtenida de A apli-

cando la operacion elemental f5(,, es decir:

a_( @ b _ (@ b _p
c d ) py cr dr

calculando el determinante de B se tiene:

Bl = | & 7= @@~ (e )
= r(ad—cb)
= r J ‘ =r|A|

por tanto |B| = r|A].

P,) (operacion elemental f;; ) Si Ay, ~ B, entonces
Bl = —|A].

a

Ejemplo 37 Operacion elemental f;;. Sea A = ( . b > , sea B la matriz obtenida de A aplicando

d
la operacién elemental fi,, entonces:

a b c d
A_<c d)f]—;(a b>_B

calculando determinantes:

|A| = ad—cb
|IB| = c¢b—ad=—(ad—cb)

asi |B] = —|A].

Ps) (operacion elemental f;;(, ) Si A fiim ~ B, r € R, entonces

1B = [A]
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Ejemplo 38 Operacion elemental f;;(,). Sea A = < j b ) , sea B la matriz obtenida de A aplican-

d
do la operacién elemental f3(,), entonces:

a b a b
A_<c d) Py <c+m d+rb>_B’

calculando los determinantes se tiene:

Al = ad—cd
Bl = a(d+rb)—b(c+ra)
= ad+rab—bc—rab
= ad—cd
luego |A| = |B|.

Relativo a filas (columnas) iguales
Ps) Sea A una matriz cuadrada tal que dos de sus filas (columnas) son iguales, entonces:

Al =0

Ejemplo 39 Sea

a b c
A=| x y z
a b c
Obsérvese que las filas 1 y 3 son iguales, calculando el determinante se encuentra:
_ Yy z| | x z Xy
Al = a b ¢ a ¢|Ta b ‘
= ayc—abz— bxc+baz+ cxb— cay
=0

Relativo a una columna (fila) que es una suma de vectores
P;) Sea A una matriz cuadrada tal que A = ‘Al AZ AT W w2 AL An

, entonces:
Al = [AN A% AT W AT AT AL AR AT W AT AT

donde A;, Wi + W, son las columnas de A.
Ejemplo 40 Sea

A— < a Xxi+x >
b yi+y

Calculando el determinante se encuentra:

Al = a(y1+y2) —b(x1+x2)
= (ay1 —bx1)+ (ay2 — bxy)
a x a xp
T b oy by
por tanto:
a xi+x; a x a x

b yi+y b »n b y
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Relativo a matrices triangulares

Pg) El determinante de una matriz cuadrada triangular (inferior o superior) es el producto de las
entradas de la diagonal principal.

Ejemplo 41

S O Q

*
b
0

a X X

= abc

Cdlculo del determinante empleando operaciones elementales
Empleando operaciones elementales, es posible llevar la matriz a su forma escalonada, cuidando
de emplear adecuadamente las propiedades. Recordemos que éstas son:

Operacion elemental

Efecto

multiplicacién por escalar

determinante original por el escalar

cambio de filas

cambio de signo

tercera operacion elemental ninguno
Ejemplo 42
2 -7 3 -1 2 =2
-1 2 =2 |fn (-] 2 =7 3
3 -5 1 3 -5 1| fae
53103
-1 2 =2
(-] 0 =3 —1
0 = f3
-1 2 =2
= (-1)* 0 1 -5
0 -3 -l F32(3)
-1 2 =2
= (-1} 01 =5
0 0 —16
2
= (=D (=1 @) (-16)
= 16

2.6.3 Menor complementario y cofactor (adjunto) de un elemento

Definicion 32 (Menor complementario) SeaA € M, ,. Sea M;; € M,,_1 ,—1 la matriz que resulta de
eliminar la filai y la columna j en la matriz A. El determinante ‘M,-. i | se llama menor complementario
de A, también se llamara simplemente menor. El nimero

oy = (—1)"7 | M|
se llamara cofactor (o adjunto) de la entrada a;;.

Observacion. Los signos (—l)iﬂ de los cofactores de todos los elementos de A siguen la
siguiente regla: Los signos se alternan ya sea en filas o columnas. Asi para A € M3 3 los signos
(—1)""/ son:
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Ejemplo 43 Considere la matriz

ay app apz
A=\ ax ax» ax
az| aszy ass

entonces:

=] 222 = 2222 =212
y

o = (=17 My | =My

o = (=1)"2 M| = — My,

a3 = (1) |My3| = |My3|

Observacion. Del ejemplo 31 se tiene
Al = an|Mi|—an M| +a3 M|
= a0 +antpn+ 03003
esto no es casualidad, como se puede apreciar en el siguiente teorema.
Teorema & (Desarrollo por cofactores a través de una fila) Sea A € M,, ,, entonces

v . Desarrollo por cofactores
\A]—kg’la,ka,k, l—l,...,n{ por la fila i }

Teorema 9 (Desarrollo por cofactores a través de una columna) Sea A € M,, ,, entonces

& Desarrollo por cofactores
Al = o, j=1,...
4] k;lak’ jp - J= Lol { por la columna j }

Ejemplo 44
2
A= -1

0 3
11
1 0

w

los signos de los cofactores son

+ - +
_+_
+ - +

A continuacién realizamos el calculo del determinante de tres maneras.
= (Cofactores a través de la primera fila) Los signos serdn +, —, +.

11 -1 1 -1 1
|A\—+2’1 O‘—(O)’_3 O'+(3)‘_3 1’

= (Cofactores a través de la segunda fila) Los signos son —,+, —

o]t 3] 333 8-

= (Cofactores a través de la primera columna) Los signos son +, —, +

=@y g |-cn| e |-
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Menor y menor principal

Definicion 33 (Menor) Un menor de una matriz A es el determinante de la submatriz obtenida de
A tomando algunas filas y algunas columnas. El orden del menor principal es el nimero de filas
(columnas).

Ejemplo 45 Sea A = (a;j) € M5 5. Tomando las filas 3,4,5 y las columnas 1,2,5 se tiene el menor

de orden 3:

az1 azx azs | < fila3 con las columnas 1,2,5
as1 aq ags | < fila4 con las columnas 1,2,5
asy asy ass | <= fila5 con las columnas 1,2,5

Ejemplo 46 Considérese

1 2 3 4

5 6 7 8

A= 9 10 11 12
13 14 15 16

tomando las filas 2,4 y las columnas 3,4 se tiene el menor de orden 2:
7 8
15 16

Definicion 34 (Menor principal) Si los elementos de la diagonal principal del menor son también
elementos de la diagonal principal de A, el menor se llama menor principal.

Ejemplo 47 Un menor principal de la matriz del ejemplo anterior se encuentra con las filas 1,3 y
las columnas 1,3

Rango de una matriz
La definicién de rango

Definicion 35 El rango de una matriz cuadrada no nula A es igual a r, lo que escribiremos
rango(A) = r o rg(A) = r, si al menos uno de los menores cuadrados de orden r es distinto
de cero, siendo nulos los menores cuadrados de orden »+ 1. Por definicién el rango de la matriz
nula es 0.

Ejemplo 48 Considere

—_ = O
O = =

el determinante

5 (1) ’ =2,y |A| =0, entonces rango (A) = 2.

Teorema 10 El rango de A es igual al rango de su transpuesta, es decir:

rango (A) = rango (A")
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Teoremas y un algoritmo relativo al cdlculo del rango
Teorema 11 El rango de una matriz no varia mediante operaciones elementales de fila o columna.

Teorema 12 El rango de una matriz que estd en la forma escalonada es el nimero de filas no nulas.

Los dos teoremas previos nos dan un algoritmo para calcular el rango de una matriz, pues si se
estd interesado en calcular el rango de una matriz A, entonces se deben seguir con los siguientes
pasos:

1) Realizar operaciones elementales de fila de modo de obtener la forma escalonada de la matriz,
2) Se cuentan el nimero de filas no nulas; si este nimero es r, entonces:

rango (A) =r.

Ejemplo 49 Se calculard el rango de la matriz

12 3 2
A=| -3 6 10 8
24 7 6
Solucion.
-2 03 2, 1 2 3 2 1 2 3 2
A= 36108 |21 0 o012]—=( 0 012
24 7 6) P \ 0o 012/ \ 0 000

la dltima matriz estd en la forma escalonada, y sus dos primeras filas no son nulas, entonces
rango (A) = 2.

Ejemplo 50 Ahora considérese la matriz

1 2 0
B=| -1 0 o0
16 -1
12 0\, (120 12 0
B=-10 0 | 2% 02 0 |—([02 o0
1 6 -1 ) 20 \o4 —1 )22 o0 -1

la dltima matriz estd en su forma escalonada, no tiene ninguna fila nula, es decir rango (B) = 3.

Maxima El Rango de una matrices es

(% i1) A:matrix([2,-4,6]1,[5,1,01,[7,-3,6])

2 —4 6
(% ol) 5 1 0
7 -3 6

(% i2) rank(A)

(% 02) 2

Ejercicios propuestos
1) Determinar si las siguientes permutaciones son pares o impares encontrando el nimero de
inversiones.
a) 3214. Sol. impar
b) 4213. Sol. par
¢) 32154. Sol. par
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d) 13524. Sol. impar
e) 42531. Sol. impar
2) Aplicando propiedades mostrar que

3) Sin hacer el desarrollo por cofactores calcular:

1 a b+c
1 b a+c
1 ¢ a+b
Sol. 0.
4) Sin hacer el desarrollo del determinante pruébese que:
b +a* 1 & @ 1 b
P—c2 1 » =0 1
—a*+* 1 2 1 a
5) Usando propiedades mostrar que:
a% a; 1
a) a% ap 1 |=—(aj—ay)(ax—a3)(az—ap)
a% ay 1
a a’
b) | b 1 b |=(b—c)la—c)(a—b)(a+b+c)
c A
1 1 1 1
1 X X 4
D3 42 2eg1 ax |- @G-
3 2+1 X242 3x?
1 1 1
O x vy z|=c-»0-2cx
Yz X7 Xy
y+z x+z x+y
e) X y z|=0
X+y+z x+y+z x+y+z
x+y X y
f) y x+y x| =2(x+y) (P —xy+)?)
X y x+Yy
14a a a a
g) Z I_Z 1+Z T =1-8a%+843
a a a l—a
x+a X X X
h) X Xx—a X X2
X x x+b X
X X x x—b
a*—r ab ab b?
2 2
1) ZZ 22 r zz—r ZZ :<(a—|—b)2—r> ((a—b)z—r) (az—bz—r)z(Sug.
b? ab ab at—r

Podria sumar las tltimas tres columnas a la primera y factorizar (a + b)2 —7)
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1 - 1
. . x e 1 .
6) Conjeturar una férmula para el determinantede | | | . | (Es una matriz con unos

X
1

11 - x
en cada entrada fuera de la diagonal y x en la diagonal). Sol. (x— 1)" ' (x+-n—1).
7) Se dice que una matriz es ortogonal si A’A = I. Probar que si A es ortogonal |A| = £1.
8) Sea A € M, ,, probar que |kA| = k" |A].
9) Una matriz A es antisimétrica si A’ = —A. Si A es antisimétrica, ;es cierto que el determinante
de A es cero?
10) Hallar todas las matrices en M, A 'y B tales que |A|+|B| =|A+B|.Sol. SiA=[A| Ay yB=

[Bi By], esta matrices deben verificar: |A; Bz| +|B; A2| = 0, por ejemplo (A = ( 22 ) ,

8 1
4 1
=[5 5 )
11) Determinar el rango de las siguientes matrices.
2 2 -1
a) A= 1 0 3 |.Solrango(A)=2.
-1 -2 4
1 -1 0
2 11
b) B=| 0 —1 1 |[.Sol rango(B)=23.
3 -1 2
5 03

0 ¢ b
12) Calcular del determinantede A= | ¢ 0 a |.Sol. 2abc
b a 0

13) Determinar los valores de k de modo que las siguientes matrices tengan rango igual al orden
de la matriz.

1 0 1
a) | 2 k k |.SolLk#—-1yk#0.
2 —k 1
1 1 1

b) [ -1 —14+4k —2 |.Sol.k#4, k0.
1 142k k-5

11 -1

o) [ 1 3 0 |Solk#-2
2 2 k
11 -1

d |13 0 Sol. k#2,k#0
2 2 —2-—2k+k?

—6 12+7a 6—19a-+5b
e) -3 6+3a 3—-8a+2b Sol.a#b,a#0
-1 2+4a 1-3a+b
14) Determinar los valores de k de modo que las siguientes matrices tengan rango igual a 2.

6 18 —2k
a) [ 7 -2 -4 |.Solk=-3
4 10 6
2 00 1
b) _; _Ilc g _% Sol. no existe
1 0 % 1
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¢Sabias que?

(Tomado de http://www.enterate.unam.mx/Articulos/2003/mayo/progext.htm)
(qué tan grave puede ser que se suscite un error?

En el periodo de 1985 a 1987, seis personas fueron sobreexpuestas a radiacion por un tratamiento
contra el cancer que era proporcionado con ayuda de una maquina llamada Therac-25. Se cree
que tres de estos seis pacientes fallecieron debido a la sobreexposicién, causada por un error en el
software de la maquina Therac-25 y por la falta de monitoreo de los operadores de la maquina.

En 1995, el procesador Pentium de Intel registered presenté un error de software, codificado
en su hardware, que llevaba a la imprecisién en las operaciones de divisién de nimeros con
punto flotante. Intel predecia que este problema sélo lo notaria una persona cada 27 mil afios, no
obstante, fue tan conocido, que la empresa perdié mas de 400 millones de ddlares en reemplazos
del procesador.

El 4 de junio de 1996, la nave espacial Ariane 5, a los 40 segundos de haber iniciado su
secuencia de vuelo y a una altitud de 3,700 metros, se salié de su ruta y exploté. El problema
fue ocasionado por el software de navegacidn que heredé del Ariane 4 y que no fue debidamente
probado.

Durante la Guerra del Golfo, un misil americano Patriot, fallé en rastrear e interceptar un misil
Scud iraqui, el cual maté a 28 soldados e hirié a 100 personas. El problema se produjo por un error
en los calculos del Sistema de Control de Armas; cuando ocurrié el incidente, el sistema habia
trabajado por mds de 100 horas, para entonces, la imprecisién del software se acumuld y ocasion6
que el sistema buscara en el lugar equivocado el misil Scud.


http://www.enterate.unam.mx/Articulos/2003/mayo/progext.htm

3 — Sistemas de ecuaciones
lineales

En este capitulo se define un sistema de ecuaciones lineales, se estudia un teorema relativo al
rango y las soluciones, se entudia también una técnica simple para determinar todas las soluciones
de un sistema. En una segunda parte se estudia la posibilidad de invertir una matriz cuadrada y las
condiciones bajo las cuales esto es posible. Finalmente se estudia la regla de Cramer para resolver
sistemas cuadrados.

3.1 Introduccién
3.1.1 La definicion de sistema lineal

Un sistema lineal de m ecuaciones con n incognitas tiene la forma:
anxi+apxy+---+ax, =b
ax1X1 +anxy + -+ -+ ayx, = by
Am1 X1 + X2+ + AupXn = by

los nimeros a;; son los coeficientes del sistema, los b; se llaman términos independientes y los x;
se llaman incdgnitas del sistema. Si cada b; es cero, el sistema se llama sistema homogéneo.

3.1.2 Notacién matricial
El anterior sistema puede escribirse como Ax = b, donde A € M,,, , es la matriz

ari ap - Aln

azi az - axp
A—

dml Am2 " Qmn

be M, 1, x € M, son los vectores:

by x|

by X2
b= . , X =

b Xn

3.1.3 La solucién de un sistema lineal

Un vector x es solucion de un sistema lineal Ax = b, si satisface la ecuacién matricial, esto a su
vez significa que el vector x satisface cada una de las ecuaciones del sistema.

Ejemplo 51 EI siguiente sistema, es de 2 ecuaciones con 3 incdgnitas:

1 23\(") /5
222 A )

X3
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una solucion de este sistema es el vector:

2
X = 0
1

pues

2

()

Maxima Resolver un sistema de ecuaciones
(% i1) linsolve([x+2*y+3*z=5, -2xx+2*xy+2%xz=-2], [x,y,z])

(% o1) [x= 1Ty Gird) o o)

donde %rl € R

3.2 Teorema de existencia de soluciones

Definicion 36 (Matriz ampliada) Considere el sistema lineal Ax = b, A € M, ,. La matriz obtenida

de afladir a la matriz A la columna b, denotada por [A : b] € My, 1 0 [A|b], se llama matriz ampliada
(o matriz aumentada).

Las soluciones de un sistema Ax = b, A € M, , estdn completamente determinadas por el rango
de A y el rango de la matriz ampliada [A : b], eso es lo que afirma el siguiente teorema.

Maxima La matriz ampliada de un sistema de ecuaciones se obtiene

(% i1) augcoefmatrix(leqi,---,,eqml, [x1, -, x,1)

Lo que nos entrega la matriz ampliada del coeficientes para las variables x1, - - - , x,, del sistema de
ecuaciones lineales eqy, - - - , ,eqn

Ejemplo

(% i1) augcoefmatrix([x+2*y+3*z=5, -2*x+2xy+2*z=-2], [x,y,z])

% o1) [1 23 5]

-2 2 2 =2

Teorema 13 Sea Ax = b, un sistema de m ecuaciones y n incdgnitas, entonces:
1) El sistema no tiene solucion ssi

rango (A) # rango ([A : b]).
2) El sistema tiene infinitas soluciones ssi
rango (A) = rango ([A : b)) < n.
3) El sistema tiene solucién tinica ssi
rango (A) = rango ([A : b)) = n.

En los tres siguientes ejemplos determinaremos si los sistemas tienen o no soluciones.
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Ejemplo 52

P2\ () o3
3.5 1 21
x3
Via operaciones elementales calcularemos el rango de la matriz ampliada [A : b] :

121 : 3 12 1: 3
[A'b]_<3 51 ¢ —1>f21(3f(0 -1 -2 —10>

es claro que rango(A) = rango(|A:b]) = 2 < 3, luego el sistema tiene infinitas soluciones
(Teorema 13).

Ejemplo 53

—1 2 1 X1 2
3 -5 1 X2 = —1
-4 70 X3 5

Mediante operaciones elementales calcularemos el rango de la matriz ampliada [A : b] :

-1 2 1 : 2 f -1 2 1 - 2
A:b] = 3 -5 1 : -1 |21 0 1 4: 5| —
—4 7 0 5 fa) 0 -1 -4 : -3 30
-1 2 1 2
01 4 5
000 : 2
luego rango (A) = 2, rango (A : b]) = 3, por tanto el sistema no tiene soluciones (Teorema 13).
Ejemplo 54
—1 2 1 X1
3 -5 1 x | =1 —14
—4 7 5 X3 0
-1 2 1 : 1 f —1 2 1 : 2 -1 2 1
A:b] = 3 -5 1 : —14 |2 0o 14 -11|—]| 01 4
4 75 : o) " 0 -1 1 : -4/ \ 005

luego rango (A) = rango ([A : b]) = 3, es decir, el sistema tiene solucion tnica (Teorema 13).

Soluciones de un sistema triangular
Sistema triangular superior

Un sistema Ax = b, con A € M, ,,, es triangular superior si la matriz A es triangular superior. Si
rango (A) = n, el sistema se resuelve con el algoritmo de sustitucién inversa.

Ejemplo 55 Considere el sistema triangular

apn ap ap X1 by
0 ax ax x | =1 b
0 0 as; X3 b3

Si rango (A) = 3, entonces ninguno de los elementos de la diagonal principal pueden ser nulos. La
solucidn se encuentra sucesivamente en los siguientes pasos:

2

—15
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= x3 se encuentra de la ecuacién as3xz = b3, de donde

b3
as3

X3

= x; se encuentra de la ecuacién axx, + ar3x3 = by, de donde

1
xp = — (by —azx3)
a

= x| se encuentra de la ecuacién ay x| +aj2x2 +ajzx3 = by, de donde
1
x1 = — (b1 —aipx2 —ai3xz)
ar

Teorema 14 Sea Ax = b, es un sistema triangular A € M,, , de rango n, entonces las soluciones son:

by
X, = —
Ann
1 n
Xj = — bj— Z apxi |, j=n—1,n-2,...,1
ajj k=j+1

este algoritmo se llama de sustitucién inversa.

3.3.2 Sistema triangular inferior

Un sistema Ax = b, con A € M, ,, es triangular inferior si la matriz A es triangular inferior. Si
rango (A) = n, el sistema se resuelve con el algoritmo de sustitucién directa.

Ejemplo 56 Considere el sistema triangular inferior

a;; O 0 X1 by
an a»n 0 x| =1 b
az1 az  asz X3 b3

Si rango (A) = 3, entonces ninguno de los elementos de la diagonal principal pueden ser nulos. La
solucidén se encuentra sucesivamente con los siguientes pasos:
= x; se encuentra de la ecuacién a;1x; = by, de donde

by
X1 = —
ari

= X, se encuentra de la ecuacién azx; + azxp; = by, de donde

1
xp=— (by—azxy)
a

= x3 se encuentra de la ecuacién aszix; + asxxy + assxs = b3, de donde

1
x3 = — (b3 —az1x1 —azxnxy)
azs

Teorema 15 Sea Ax = b, un sistema triangular inferior con A € M,,, de rango n, entonces las
soluciones del sistema son:

by
X1 = —
ai
1 il
xj = — bj—Zajkxk ,JZZ,...,I’[
ajj k=1

este algoritmo se llama de sustitucion directa.
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Sobre las soluciones del sistema Ax = b

Sistemas equivalentes

Definicion 37 (Sistemas equivalentes) Sea Ax = b, un sistema con A € M, ,, y [A : b] su matriz
aumentada. Sea [A’ : '] una matriz equivalente a la matriz [A : b], entonces los sistemas Ax = by
A’x = b’ se llaman equivalentes.

Las operaciones elementales no modifican la solucién de un sistema lineal, como se afirma en
el siguiente teorema.

Teorema 16 Las soluciones de dos sistemas equivalentes son iguales.

Variables libres

Definicion 38 (Variable libre) Sea Ax = b, un sistema lineal con A € M,,, tal que [A: D] se
encuentra en su forma escalonada, sea j la columna en donde no existe un elemento distinguido, en
ese caso la variable x; se llamara variable libre.

Ejemplo 57 Considere el sistema

21 3 1 4

00 1 3 2o

000 2 3 2
X4

la matriz aumentada es:

21 31 : 4

0O 01 3 :1

00 o0 2 : 2

los elementos distinguidos se encuentran en las columnas 1, 3,4, por tanto la tnica variable libre es
x.

Teorema 17 Si [A : D] se encuentra en la forma escalonada y rango (A) = rango (A : b), y se tiene
al menos una variable libre, entonces se tienen infinitas soluciones.

Cdlculo de la solucién de un sistema Ax = b

Los resultados previos justifican el siguiente proceso para resolver un sistema lineal Ax = b,
donde A € My, ,,.
Paso 1 > Construir la matriz aumentada [A : b].
Paso 2 > Llevar [A : B] a la forma escalonada [A" : &/].
Paso 3 > Identificar las variables libres.
Paso 4 > Asignar valores arbitrarios a las variables libres o pardmetros. Este hecho origina un
sistema cuadrado triangular superior.
Paso 5 > Se resuelve el sistema triangular superior, encontrandose asi las incognitas faltantes.
Paso 6 > Se escribe la solucién.
Ejemplo 58

(50)(z)-(4)

X3
2 1 : 3 1 2 1 : 3
[Axb]= < 51 : —1 > s < 0 -1 -2 : —-10 )

2
5

1
3
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Claramente el sistema tiene infinitas soluciones y la variable libre es x3. Seax3 =1¢,t € R, asi el
sistema se transforma en:

1 2 X\ 3—t

0 —1 x )\ —10+2¢
que como se esperaba es triangular superior, resolviendo por sustitucién inversa se tiene sucesiva-
mente:

x = 10—-2¢

xi1 = 3—1t—2(x)
= 3—r—2(10—21)
= —17+3¢

por tanto la solucién del sistema es:

—17+43¢
x= 10 —2¢ ,teR
t

el sistema tiene infinitas soluciones (para cada valor de ¢ se tiene una solucién).

Ejemplo 59 Resolver

1 2 3 2
2 -1 0 Y [
1 0 3 S
1 -1 3 3 2
Solucion.
1 23 :2 1 23 : 2
2 —1 0 1 Binfa 0 3 6 : 5
A:b: AN N
AP 03 s | T | 0 200 -1 | m
1 -1 3 : 2 0 1 6
1 2 3 2 12 3 : 2 12 3 :2
1 6 4 | o 01 6 : 4 01 6 : 4
0 =2 0 : =1 | oo 00 12 7| oo 00 12 : 7
0 3 6 00 —12 : -7 00 0 :0

Puede observarse que el sistema no tiene variables libres. Por otra parte el sistema tiene solucién
tinica pues rango (A) = rango[A : b] = 3 = niimero de variables. Empleando sustitucion inversa se
tiene:

x3 = 7/12
x = 1/2
x1 = 3/4

Por tanto la solucidn del sistema es:

[w = siw

B!
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Ejemplo 60 Resolver

1 -1 1 1 1 6
3 -3 4 5 ?:29
1 -1 3 5 3 28
X4
Solucion.
1 -1 11 6\ , 1 -1 1 1 6
A = |3 345 .2 |2%(0 0 12 .11 |—
1 -1 35 :28/) 729 \ o 0 24 . 20/
1 -1 11: 6
0 0 12 . 11
00 00 : 0

las variables libres son: x; y x4. Sean

Xy = t

X4 = S
entonces, el sistema se convierte en:

X1+x3 = 64+x—x4

x3 = 11-2x4
Reemplazando x; =t y x4 = s, se tiene el sistema triangular

X{+x3 = 6+4t—s
x3 = 11-2s

de donde sucesivamente:

3 = 11-2s
xp = 6+r—s5s—(11-2s)
= —S5+4t+s

Por tanto la solucion del sistema es:

—S5+4t+s
t
x= 11— 25 ,tseER

N

Notese que la solucién puede escribirse como:

-5 1 1
0 1 0
x= 11 +t 0 +s 5 ,t,s€R
0 1
Esto quiere decir que para cada valor de ¢ y para cada valor de s, obtenemos una solucién. Por

-5 -2
. . L 0 . - ) 2
ejemplo, si t =5 = 0, una solucién es THE Sis =1, =2, otra solucidn seria 9

0 1
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Por otro lado, el conjunto solucién del sistema estd dado por:

—5+t+s
t

S= 11— 25 , t,s€R
S

Ejemplo 61 Considere el siguiente sistema:

1 -1 0 X1 2
0 k 2 x |=11
0 0 k-2 X3 k—1

determinaremos los valores de k para que el sistema (a) tenga solucidén dnica, (b) tenga infinitas
soluciones, (c) no tenga soluciones.

Solucioén. (a) El rango de la matriz de coeficientes debe ser igual al rango de la matriz ampliada
e igual a 3, esto solo puede darse si k £ 2y k #£ 0.

(b) rango (A) =2 parak =00 k =2.Parak =2, rango [A : b]=3, por tanto para este valor no se
pueden tener infinitas soluciones (en realidad no se tienen soluciones), para k =0, rango[A : b] =2,
por tanto, para k = 0 se tienen infinitas soluciones.

(c) Por lo anterior el sistema no tiene soluciones para k = 2.

triangularize(A)

Maxima Para resolver este tipo de problemas con par

Ejercicios propuestos
1) Determinar las condiciones que deben cumplir los a’s de modo los siguientes sistemas tengan

solucién
x—2y=a —x—2y+z=a
2x+y=a —3x+2y=a
4x+3y=a3 4x —2y+z=a3

2) Hallar los valores de k de modo que los siguientes sistemas (a) tengan solucién tnica, (b)
tengan infinitas soluciones, (¢) no tengan soluciones

1 0 1 X 2
a) 2k k y | = 4
-2 —k 1 Z —5+ k2
Sol. (@) k# —1yk#0,(b) k= —1, (c) k=0.
1 1 1 X 1
b [ -1 —1+k =2 y | = 1
1 142k k-5 z 54k
Sol. (a) k#0,k#4,(b) k=0, (c) k=4.
11 -1 x 2
ol 1 3 0 y | = 1
2 2 k z 4+k
Sol. (a) k # —2, (b) no, (¢) k= —2
11 -1 X 2
d |13 0 y | = 3
2 2 —2-2k+k* z k42
Sol. (a) k # 2,k # 0,(b) k =2,(c) k=0
1 1 X k
e) 1 k/4 1 y | =1 2
kK1 & z k
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Sol. (a) k € R—{1,£2}, (b) Infinitas soluciones k = 1, (¢) k = £2

k 4 4 X k
f) 1 k1 y | = 2%
4 1 k Z 4
Sol. (a) k € R—{—5,1,4}, (b) No existe el caso de infinitas soluciones, (c)
ke{-5,1,4}.
3) Analizar las soluciones del sistema tomando en cuenta el valor de @ y 3.
1 a B)2 X oa—p
o 2o B y | = B
B 0 -1 z o
Sol.
a) Infinitas soluciones parao =2, =4/3y o =0, 8 =0.
b) Sin solucién parax =2, B #4/3y a =0, B € R—{0}
¢) Solucién dnica para @ =2y o £ 0
1 1
4) Dados u; = 2 ,up=1 0 |,u3= 1| 1 | determinar que condicién ha de cumplir
—1 a 1
1
aparaque v = —1 pueda escribirse como v = xuj + yuy + zu3.
1

Sol.a e R—{—1,3/2}.

5) Resolver:

X1
X2

2 2 3 4 2] BT 10

-1 1 -2 0 -3 4 —4
X5
—8+1t—3s
t
Sol. 6 Jt,s €R
2+5s
s
6) Resolver:
X
1 2 010 y 2
-1 -2 110 z =1 -3
1 2 1 3 1 u 3
w
2-2t1—t
n
Sol. —1-2n /II,Z‘QER

15}
2
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7) Resolver:

X
0 O 6 2 y 2
-1 -2 110 z | =1 =3
1 2 1 3 1 u 3
V
1-2t—1
n
Sol. : —-2-2t /i, €R
15}
4
8) Resolver:
1 -2 0 —1 o -2
1 21 1 S
12 1 3 < ~1
w
Sol. No existen.
9) Resolver:
-1 00 X -2
-1 1 1 y |=| -3
1 11 z 1
2
Sol. : —1—1 /tl

n

10) Determine un polinomio de grado 2 que pase por los puntos:

(=2,—-17),(—=1,-7),(3,-7)

3.5 Lainversa de una matriz
3.5.1 La definicion de matriz inversa
Definicion 39 (Inversa) Sea A € M,, ,. Diremos que una matriz B € M,, , es la inversa de A si
AB = 1,
BA = 1,
donde /, es la matriz identidad, en M,, ,,.

Notacién. Es costumbre denotar la inversa de una matriz A mediante A~!, por tanto si A~! es
la inversa de A se debe tener: A~'A =1I,, AA~! =1, si no se dice lo contrario ésta serd la notacién
usual para la inversa.

Ejemplo 62 (No pregunten de donde se saca la inversa de la siguiente matriz, mds adelante se
aprenderd a calcularlo). La inversa de

(1)
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€S

w111

Cdiculo de la inversa
Para el calculo de la inversa de una matriz, recordemos algunos resultados de productos de
matrices.

Inicio del repaso
» SiIA,BEM,,ysiB= [Bl ,B%, ... ,B”} donde los B/ son la columnas de B, entonces:
AB = A[B'.B*....B"]
= [AB',AB*,...,AB"]
esto muestra que la j — ésima columna de AB es el producto AB/, siendo B’ la j — ésima
columna de B.
= La solucion del sistema Ix = b, es x = b. (aqui I es la matriz identidad)
Fin de repaso
Ahora estamos listos para discutir la forma de calcular la inversa. Sea A € M,, , una matriz de
rango igual a n, para el cdlculo de la inversa emplearemos la siguiente notacién:
» A7 =[X"X%...,X"], donde X; es la j — ésima serd la inversa de A
n [ =[eg,er,...,e,), I es lamatriz identidad y e; la j — ésima columna.
Puesto que A~! es la inversa de A debemos tener AA~! = I, entonces:

[AXI,AXZ,...,AX”] = [e1,e2,....€)
de donde
AX! =e;, j=1,2,....n

lo anterior muestra que la j — ésima columna de X se encuentra resolviendo el sistema AX/ = e -
Puesto que en cada uno de estos sistemas la matriz A no varia, podemos considerar la matriz
aumentada que involucre todos los sistemas, esta matriz es:

[A : ela£2>"'aen]

resolviendo estos sistemas encontramos las columnas de la matriz inversa X, mds atin podemos
llevar la anterior matriz a la forma escalonada reducida por filas, y puesto que A es de rango n, la
matriz escalonada reducida por filas debe ser la matriz identidad, asi la matriz aumentada tiene la
forma:

.yl y2
ler,e2,... 60 X1, X7, X

asi se ha calculado la inversa, A~! = [X X2 ... X "} . A continuacion el algoritmo para el cdlculo
de la inversa.

Algoritmo para el cdlculo de la inversa

Para calcular la inversa de una matriz A € M), , de rango n, se siguen los siguientes pasos
1 » Se construye [A : ey, ez,...,e,]
2 » Se realizan operaciones elementales de modo que

[A:er,en, ... ep) e~ [61,62,...,en :leXz,...,X"]
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3 » Lamatriz inversa A~! tiene por columnas a los vectores X', X2, ... X",

Ejemplo 63 Calcularemos la inversa de

(i)

Solucién.
< 27 : 10 ) ( 2 T 1 0 ) < 2 7 10 )
2 0 8§ —14 1 0 4 -7
01 : -1 2)7m \0 1 : -1 2
por tanto:

a4 T
A _(—1 2

Ejemplo 64 Determinar la inversa de

1 2
A= 2 1 -1
1 0

Solucién.
12 1 :100 P 1 2 1 1 00
| 001 )2 o 2 0: 10 1) %
1 2 1 1 00 1 21 1 0 0
512 2 | fis-n
8 _?) _; _i _; (1) Sa(-173) 0 33 0 J3(-1)
33 001 : 3§ -4 1
120 6 3 T2 1 00 —% ! !
010: 35 0 —3 — 010 o -1
12(-2)
001 6 3 3 0 0 1 ¢ - !
B |
6 3 2
i -1 _ 1 1
de lo anterior se deduce que A™" = 3 0 —3
1 1
6 3 2

Maxima La inversa de la matriz A se obtiene

(% i1) A:matrix([2,3,6],[5,1,0]1,[2,1,2])

(% o1)

[\S IRV, I\

3
1
1

N O O

(% 12) invert(Ad)

ENES

(@)
NN
W

(% 02)

B
—_
u_,;‘

=
|
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Algunos teoremas sobre la inversa

Teorema 18 Sobre una matriz A € M, ,, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) A tiene inversa.
2) rango(A) = n.
3) |A| =det(A) #0.

Teorema 19 SiA,B € M, , son invertibles, entonces AB es invertible, mds atn, (AB)*1 =B AL

Demostracion. Aceptando que AB es invertible, entonces
(AB)(AB) ' =1
premultiplicando por la izquierda por A~! se tiene:
B(AB) ' =4""
premultiplicando una vez mds por B~ :
(AB)"' =B7'A7.
|

Teorema 20 (Unicidad de la inversa) Si la inversa existe, ésta es Unica.

Demostracion. Sea A una matriz invertible con inversa B. Si C es otra inversa se debe tener:

AB = I,BA=1I
AC = I,CA=1I

entonces:
B = BI
= B(AC)
= (BA)C
= IC
= C

eso prueba el teorema. B

La adjunta de una matriz en el cdiculo de la inversa
En el capitulo 1, definimos el nimero

o;; = (=)™ |My]

como cofactor (o adjunto) de la entrada a;; de una matriz A = (a; j) € My, donde M;; es la
submatriz de A obtenida eliminando la fila i y la columna j. La matriz construida con estos
cofactores, serd llamada matriz adjunta.

Definicion 40 (Matriz adjunta) Sea A € M, ,,, 1a matriz ad junta de A es la matriz, denotada por
adj(A), cuyo elemento ji es o = (—1)""/ ‘M,- |, es decir, es la transpuesta de la matriz formada
por los cofactores.

o O - Oy

i Op1 Oy -+ Oy
adj(A) =

O O - Oy



66 Sistemas de ecuaciones lineales

Maxima La matriz adjunta de A es

(% i1) A:matrix([2,-4,6],[5,1,01,[1,1,01)

(2 —4 6
(% ol) 5 1 0
1 1 0

(% i2) adjoint(A)

0 6 —6
(% 02) [0 —6 30
4 —6 22

Teorema 21 Si A € M, , invertible, entonces:

1

Al =
A]

adj(A)

Ejemplo 65 Determinar la inversa de:

=(c4)

Solucién. El determinante es |A| = ad — bc, y la adjunta es

wiw=( 4 7)Y =(4 )

por tanto:

1 d b
Al =
ad—bc< —c a >

Ejemplo 66 Determinar la inversa de:

b S

I
w o\ —
[\ BN el O]
—_ W

Solucion. El determinante es |A| =40 y la adjunta es:

-8 4 8
adj(A) = 6 -8 14
12 4 —12
por tanto
-8 4 8
A*l_i 6 -8 14
40

._
)
N

—12



3.5 La inversa de una matriz 67

Ejercicios propuestos
1) Sean A,B,C matrices con las dimensiones adecuadas, ;Bajo que condiciones AB = AC
implica B = C?.

3 1 1
2) Determinar la inversa de A = 8 2 3
—-10 -2 -3
1 1
0 - —
Sol. { 3 -3 3
-2 2 1
1 -2 1
3) Determinar la inversadeA=| —1 3 -2
1 -3 2

Sol. No existe.

4) (Cuando la siguiente matriz es invertible?, ;Cudl es su inversa?

a 0 - 0
0 a -+ O
A= . )
0 0 - a,

5) Probar que la inversa de una matriz triangular es del mismo tipo.
6) Pruebe que si A € M, , es invertible, entonces |adj(A)| = A"
7) Utilizando Maxima,;Para qué valores de a y b la siguiente matriz es invertible?
-2 —a —4—a—-2b
2 l+4a 3+b
1 0 24a+b

Sol.a#0ya# —b.

8) Sea A € M, una matriz invertible tal que [A| = —1. Encuentre todas las matrices A tales que
ATl =A 1 |
L3 .
LI 1
2 3 nt1

9) Considérese la matriz:
T S
n  ntl n+n—1
a) Utilizando Maxima,Calcule la inversa paran =2, n =3y n =4.
b) Conjeture una férmula para su inversa.
10) Sea A € M, ,,. Pruebe que:
a) Si A esinvertible y AB = 0 para alguna matriz B € M, ,, entonces B = 0.
b) Si A es no invertible, entonces existe una matriz B € M,, , tal que AB = 0 pero B # 0.
11) Suponga que I — AB es invertible. Pruébese que si / — BA es invertible, entonces

(I-BA)"' =I14+B(I—AB) 'A.

(Sug. Conviene partir de la identidad I —AB = I — AB y hacer C = (I — BA))
12) Sean A,B y A + B matrices invertibles. Pruébese que A~! +B~! es invertible. (Sug. Puede
partirde B! (A+B)A~")

-1
13) Muestre que si A € M, ,, entonces: ( (I) ? > = ( (I) _IA ) donde I es la matriz identi-
dad.
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14) Sean A y B cuadradas, no necesariamente del mismo orden, sea C del orden adecuado. Supon-

ga que se cumple: ?) 12 = |A||B| Probar que si X,Y son cuadradas, no necesariamente

del mismo orden, U, V del orden adecuado y X una matriz invertible, entonces se cumple:
X U| » . I 0

‘ vV oy T IX||Y —=VX~'U| Sug. Emplee la matriz < _vx-l g > .

3.6 Lareglade Cramer

Teorema 22 (Regla de Cramer ')
Considere el sistema Ax = b, A € M, ,. Supéngase que |A| # 0, si A = [AI,AZ, e ,A”] , donde
A/ esla j— ésima columna de A, y

X1
X2

Xn

entonces las soluciones son:
1 i—1 i+1
|AL, AT b AT AT
A

Noétese que }Al AT p AT ,A”‘ se obtiene de |A| reemplazando la i — ésima columna con

X = ,i=1,2,....n

el vector b.

Ejemplo 67 Resolver:

<a11 a12><x1 )Z(ln)
a; axn X2 by

Solucion.
bl ain al bl
by ap ax by
X=7"—, p=77"""
a an apl  an
ary axy azy ax
Ejemplo 68 Resolver:
1 1 0 X 3
2 0 -2 y | = —10
0 1 2 Z 15
Solucion.
3 1 0 1 3 0 1 1 3
—10 0 -2 2 —10 -2 2 0 —10
15 1 2 —4 0 15 2 -2 0 1 15 —14
X = :7’)]: :7’Z: =
1 1 0 -2 1 1 0 -2 1 1 0 -2
2 0 -2 2 0 -2 2 0 =2
0 1 2 0 1 2 0 1 2

'Fuente http://www.biografiasyvidas.com/. Ginebra, Suiza, 1704-Bagnols-sur-Ceze, Francia, 1752)
Matematico suizo. Fue catedritico de matematicas (1724-1727) y de filosofia (1750-1752) en la Universidad de
Ginebra. En 1750 expuso en Introduccién al andlisis de las curvas algebraicas la teorfa newtoniana referente a las curvas
algebraicas, clasificdndolas segun el grado de la ecuacién. Reintrodujo el determinante, algoritmo que Leibniz ya habia
utilizado al final del siglo X VII para resolver sistemas de ecuaciones lineales con varias incégnitas. Edité las obras de
Jakob Bernoulli y parte de la correspondencia de Leibniz.


http://www.biografiasyvidas.com/
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por tanto la solucidn es:

X

Z

Ejercicios propuestos
1) Utilizando Maxima determine los valores de ¢ de modo que para resolver el siguiente sistema
se pueda emplear la regla de Cramer.

1 2 —c X 1
1 —c 2 y | =
2 1 —c Z 2

2) Aplique la regla de Cramer para calcular el determinante de:
a2
2

1
A= 1
1 2

o S Q
Ny

C

3) Aplique la regla de Cramer para despejar x’' y ' en términos de x y y.
x = x'cosf—y'sin@
y = x'sinf+y cosh
4) Considérese el tridangulo de vértices ABC mostrado en la figura (en donde ya se han trazado
las alturas).
a) Empleando resultados de tridngulos rectangulos, demuestre que los cosenos de los
angulos interiores satisfacen el sistema:

0 ¢ b cosQ a
c 0 a cosfB | =
b a O cosy c

b) Use la regla de Cramer para calcular los cosenos.
¢) A partir de lo anterior demostrar el teorema de cosenos.

3.7 Sistemas homogéneos

Se dice que un sistema es homogéneo si es de la forma:
Ax=0,AcM,,

nétese que el vector x = 0 (0 no necesariamente es el cero de los nimeros reales) es una solucién del
sistema, asi un sistema homogéneo siempre tiene solucién. Por tanto sélo se tienen los siguientes
casos:

(i) Solucidn uUnica.
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(ii) Infinitas soluciones.
A este respecto se tiene el siguiente resultado:

Teorema 23 Sea A € M, ,. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) Ax = 0 tiene solucién tnica.
2) A~! existe.
3) rango(A) = n.
4) |A| =det(A) #0.

Ejemplo 69
121 Y /o
35 1 S
X3

La matriz aumentada para sistemas homogéneos es de la forma [A : 0], en la préctica sé6lo se
trabaja con A. Con esta convencion se tiene:

a_ (121 1 2 1
o 3 51 le(,:;) 0 _1 _2 ’

claramente, el sistema tiene soluciones. La variable libre es x3. Seax3 =t,t € R, asi el sistema se
transforma en

1 2 X1 o —t
0 -1 x )\ 2t
resolviendo por sustitucion inversa se tiene sucesivamente:
X = -2t
xp = —t—2(=21)
= 3t
por tanto la solucién del sistema es:

3t
x=| -2t |,teR
t

el sistema tiene infinitas soluciones (para cada valor de ¢ se tiene una solucién).

Ejemplo 70 Resolver

1 23 0
2 -1 o™} (o
1 0 3 2171 o
1 —1 3 = 0
Solucion.
-1 23 fien
2 -1 0 Jar(n)
A:b] = RN
[ ] -1 0 3 Fi)
1 -1 3
1 23 1 23 12 3 12 3
36| | 0 16| fu 01 6 01 6
0 2 0 | 7 0 -2 0 | 7 00 12 | 7y 00 12
0 16 0 36 00 —I2 00 0
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Esta matriz no tiene variables libres. Por otra parte el sistema tiene solucién tnica pues rango (A) =
rango [A : b] = 3. Empleando sustitucién inversa se tiene:

x3 = 0
xn = 0
xx = 0
Por tanto la solucion del sistema es:
0
x=1| 0
0

Ejemplo 71 Resolver

X1

1 -1 1 1 0

3 -3 45 2= o

1 -1 3 5 13 0

X4
Solucion.

N 1 -1 11 1 -1 1 1
Abl=(3 345|250 0 1 2|—=[0 0 12
1 -1 35) 29 \o 0 24/ \0o 0 00

las variables libres son: x; y x4. Sean
Xy = t
X4 = S
entonces, el sistema se convierte en:
X1+x3 = xp—x4
X3 = —2x4
reemplazando x, =ty x4 = s, se tiene el sistema triangular
X1+x3 = t—s
x3 = —25

de donde sucesivamente:

x3 = —2s
xp = t—s—(=2s)
= t+s

por tanto la solucién del sistema es:

t+s
t
x=1 5 ,t,s€R

s
Nétese que la solucién puede escribirse como:

1
0
-2
1

+s

S O ==
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Ejercicios propuestos
1) Resolver

2 1 1
-1 -2 1 ) 8
5 -1 -4 2= 0
1 -1 2 3
—1

Sol. x = t

t
2) Resolver:

1 0 1 X1 0
1 -1 1 x |=120
-1 -1 - X3 0
—t

Sol. x = 0

t
3) Utilizando Maxima. Para que valores de k, el siguiente sistema (i) tiene la solucién nula
como Unica solucién. (ii) Infinitas soluciones.

1 —1 1 X 0

-1 1+k 1 y |=(0

1 -1 34K z 0

Sol. (i) k ¢ {0,2,—2} (ii) k € {0,2,—2}.
4) Sea:

-2 0 3
A= 05 0
30 -2

(i) determinar los valores de A tales que |A — Al| =
(ii) para cada valor encontrado en (i) resolver el smtema (A— )LI =

0 1 —
Sol.: , ¢t 1 asociadocon 5,¢| O asociadocon 1, ¢ 0 asociado con —5
0 1 1
5) Lo mismo que en el anterior ejercicio para la matriz:
—10 15 -15
A= -6 11 -6
3 -3 8
-1 1 -5
t O |,s| 1 ]asociadoscon5,r| —2 | asociadocon —1.
1 0 1

3.8 Algo de criptografia
3.8.1 La aritmética del reloj

Considérese un reloj como el siguiente: Supdngase que el reloj marca las 9, si transcurren 8
horas, entonces el reloj marcard 5. Para nosotros, 9+8=17, sin embargo para el reloj apenas pasa de
12 vuelve a empezar en cero. Para explicar este hecho requerimos la siguiente definicion.
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Definicion 41 (Congruencia médulo n) Diremos que dos enteros a y b son congruentes médulo 7,
lo que escribimos

a = b (mod n) ’se lee a congruente con b médulo n”

si n divide a la diferencia a — b, se escribe también n| (a — b)

Ejemplo 72 (Congruencia médulo 12)

17 =5 (mod 12) pues 12| (17 —5)
25 =1 (mod 12) pues 12| (25—1)

Ejemplo 73 (Congruencia médulo 7)
17 =3 (mod 7) pues 7| (17 —3)
972 =6 (mod 7) pues 7| (972 — 6)

Tablas de sumar

En la aritmética del reloj, podemos realizar operaciones de sumas, restas, multiplicacion y
divisién. A continuacién se muestran las tablas de la suma y producto en médulo 12:

Oft]2[3[4f[8[6[T7]8]9]1f0H
OfojofojojojojojofofofO]o0D
tloft[2[3[4[8)6] 7|8 [8[1]M1
(02468 ]10]0] 2 |4([6]8][10
sloja[e|9jojd|6]9 [0 [3[6]9
dfojdfejojdjajo] 48 [0[4]F8
S{Oj&f10]3]8j1[6]1|4[8][2]7
6loj6[O|6)0]|6|0| 6 [0[6[0]|FS
TLOf7[2]9)4|M[6] 1 [8[3[10]3F
glojefdjoje|daj0o] 8 |4[0[8]4
9[0[9[6|3]0]|9[6]3[0[9]6]3
[0 10[8)6[4]2[0) 10| 8 ]|6]4]?2
IO )10 887|685 |4]3]2]1

A continuacién se presenta la tabla de multiplicar en médulo 28, nétese que s6lo algunos
ntimeros tienen inverso multiplicativo, por ejemplo 3~! = 19 pues 19 x 3 = 57 = 1 mod 28.

INHHEOBEDIEEIDNEEDDDDODEEEBEEEEE
glojofojofofojajafoajofoafafofjofr pjofjojojofojojafojajofo
IO BN DDA NDOODIDDEEEEDEEE
HOHODDDDEEOEDOEEE DD IO EnDEEEER
IO NI EEROOENEODER
T{0| 4| 8 | % zo(2e] 0] | 8| 0] % 20| 20] 0| 4| %]z |6|0]20| 0] 0 0| 6|n]
AOHDDEEAEAOEHONODENODOEBERNE0E
To| 62| w22 8| W] ¢ W] w|2| 0 6| w|m|z|z]8|wlem|z]4]0|6|2
HOHBEEDNDEOEIREOEDEDEDEOEDROEDEEE
S 0|8 |2 4[] o] 8 |®[28] 4 |z|20] 0 6|w|ea| 4 2]a]0] ] w]a] ||
IO DEDDEDEDDEEEEBDEODNE
IO EHEEDODDDEIDEEDNDENIEREEDEnDOEDnn
||n||22!1527|n2|t15§:znsuzb:lszls:lrn?uﬁ??
ADEEDEDEDDEEDDERIEDNDEEDENOnDEBEDnEn.
IDDEOENEE IO NERENDENEDENIAR
WO M| 0| W| 0| W[ o] W] o |w| 0| W|O|®|O|u|v|M|o|W|o|u|e|R|ojn]oln
alafwle[wlifals{al e[l nlaTela]uiTw]a]n]s]a]r[a]s]alns]la
0| ) §|20] 8 24| ] 8 | W | 4| 20] 8 (20| 2] 00| ¢ || ea|e| 0| W]k Bl 0
NI IR IEDDENEEHEENDEDENHAL
IDODEOEENDEAREDNIDEOREDDEAREAn
ANDOEDDHEHEIEINNDENBEEEHOENHEAHOEDE
DR EDEGNDEEDEOODEEDEQDE
HDEQEDEOEDENDEDENEDEOEOEOEDEDE
AOBEDOREEDNRBEE DA EE AR
Zlo|z|Bule|alm| o] w|n] e |12 0| w|a]||a]z|u|e]7]z|nla 6|0l
AOEI AN E BN IEE OB aDEEDEn
Zlo(azn|wlnlw] [ v 0 s|alalu|wnlss]z|ala[alw[sle]i]s]
| 0 (28|20 22| 20] WG| W] 2 |W]| 8| 6] 4] 2|0 || W[k " e|n]8le|4]eE
afofafa]alalalelaaloe]v{w]s{u]ole[nfe[afafr]efs[a]a]2]m




74 Sistemas de ecuaciones lineales

3.8.3 Matriz clave

Es una matriz cuadrada A € M,,,, invertible médulo 28. Es fécil producir estas matrices,
por ejemplo multiplicar dos matrices, una triangular inferior, de determinante cualquiera de los
nimeros del conjunto {1,3,5,9,11,13,15,17,19,23,25,27} y la otra una triangular superior de
determinante 1.

1 00 111 111
A= 210 011 ]|=233],
21 3 00 1 236

claramente el determinante de esta matriz es |A| = 3, puesto que 3~! = 19 existe en médulo 28, la
inversa de A existe. Calculando la inversa mediante la técnica de la adjunta, se encuentra:

1
ATV = —adj(A)
A
RN AN AN
3 6 2 6 2 3
11 11 11
_ 2-11 _ _
=3 36| T2 6 2 3
S e e
33 2 3 2 3
9 6 0\’ 171 —114 0 \' 326 0\
= 19 3 4 -1 | = -57 76 —-19 | =27 20 9 | médulo28
0 -1 1 0 —19 19 0 9 19
3 27 0
— 26 20 9
0 9 19
Nétese que ,
11 1 3 27 0
AATD = 2 3 3 26 20 9
2 3 6 0 9 19
29 56 28
- 84 141 84
84 168 141
1 00
= 010 mod 28
00 1

3.8.4 Mensajes en clave

Nuestro objetivo es emplear la inversién de matrices junto con la aritmética médulo 28 en el
proceso de escribir mensajes en clave. Para este propdsito consideremos una cadena de caracteres
que llamaremos mensaje, por razones de simplicidad, el mensaje se escribird con el alfabeto de 27
letras en mindsculas mas un espacio.

abcdefghijklmniiopgqrstuvwxyz

Paso 1. El mensaje a encriptar de divide en cadenas de m caracteres, formdndose vectores
columna de m lugares (se afiaden espacios en blanco si es necesario), estas cadenas se traducen en
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cadenas numéricas con el siguiente criterio:

espacio [a |b|c|d|e|f|gl|h I | m
0 112(3|4(5|6|7]8|9(10|11 1213

p—
—

n n () p q r S t u v w | X y Z
14 15|16 | 17 | 18 | 19|20 | 21 | 22|23 | 24| 25|26 |27

Con los vectores numéricos hallados se contruye una matriz M de m filas.

Ejemplo 74 Consideremos el mensaje:
algebra

(omitimos el tilde) si las cadenas van a ser de 3 caracteres se tienen los vectores:

e a
L |, b ],| espacio
g r espacio

que traducidos son

1 5 1
2|, 2 ],
7 19 0

finalmente la matriz numérica que contiene el mensaje es:

1 5
M=| 12 2
7 19

S O =

1

Paso 2. Se elige una matriz invertible A € M,,, ,,. Luego contruimos la matriz C = AM que
contendra nuestro mensaje en clave. Elegimos la matriz

1 11
A=12 3 3
2 36
luego:
1 11 I 51
C = 2 33 12 2 0
2 36 7 19 0
20 26 1
= 59 73 2
80 130 2
20 26 1
= 3 17 2 | mod28
24 18 2

traducimos ahora la matriz C a caracteres empleando la tabla dada, obteniéndose

y a
c |, p )| 0P
w q b
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por tanto el mensaje en clave es:
scwypqabb

Noétese que una misma letra puede codificarse con una letra distinta o igual, como es el caso de la
letra a que se codifica como sy a y el espacio que se codifica como la letra b en ambos casos.

Paso 3. (Recuperacion de la informacion) Puesto que C = AM y A es invertible, entonces
M = A~!C, por tanto para nuestro ejemplo:

327 0 20 26 1
M = 26 20 9 3 17 2

0 9 19 24 18 2
141 537 57

= 796 1178 84
483 495 56
1 5 1

= 12 2 0 | mod 28
7 19 0

por tanto el mensaje recuperado es:

ALGEBRA
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Ejercicios propuestos

En los siguientes problemas se debe trabajar con aritmética modular médulo 28
1) Sabiendo que la matriz invertible médulo 28 es A = ( ? ; )
a) Decodificar el mensaje DZEAE JB . Sol. EXA UPB
b) Decodificar el mensaje NGNRRELZPD. Sol. COCHABAMBA
2) Sabiendo que la matriz invertible médulo 28 es

S
I
DN =

11
33
3 6

a) Decodificar el mensaje BDLMBAABB. Sol. BOLIVIA
b) Decodificar el mensaje ZBNNMWYMHMJKJTTBDLMBAABB. Sol. VIVA MI PA-
TRIA BOLIVIA

¢Sabias que?

(Tomado de http://200.109.120.2/mm/matematica3/fasciculo23.pdf)

Ya en el afio 450 a.C. los espartanos de Grecia enviaban mensajes codificados. Para ello
enrollaban una banda de cuero o cinturén sobre un cilindro, se escribia el mensaje y al desenrollar
la banda de cuero ésta parecia que s6lo estaba adornada con marcas inocentes. Sin embargo, si el
destinatario del mensaje arrollaba nuevamente la banda alrededor de un cilindro similar al utilizado
cuando se escribié dicho mensaje, éste podia ser leido sin dificultad. Este método es un sistema de
codificacién por transposicion.

En el cifrado por sustitucion, cada letra o grupo de letras es reemplazada por una letra o grupo
de letras. Uno de los mds antiguos cifrados es el ”Cifrado de César”, atribuido a Julio César, quien
sustituy6 cada letra por la que ocupa tres puestos mds alld en el alfabeto. Con ese método, a se
convierteen D,ben E,cenF...,y zen C.

Una técnica de codificacion por sustitucion fue utilizada por el insigne escritor estadounidense
Edgar Allan Poe (1809-1849) en su célebre narracion El escarabajo de oro. También este tipo de
técnica aparece con frecuencia en diarios y pasatiempos en los cuales se le propone al lector la
solucién de un criptograma.

En el siglo XIII, Roger Bacon (1214-1294) describi6é varios métodos de codificacién. De
trascendental importancia, durante la I Guerra Mundial, fue el hecho de que los estadounidenses
lograran descifrar el c6digo naval japonés JN25 y los ingleses hiciesen lo propio con la mdquina
alemana Enigma. Actualmente se utilizan sofisticadas técnicas de encriptamiento de mensajes las
cuales se basan en las propiedades de los nimeros primos.

Uno de los sistemas modernos para encriptar mensajes es el criptosistema de clave ptiblica. Uno
de éstos es el sistema RSA (en honor de sus creadores los matematicos Rivest, Shamir y Adler).

Problemas con sistemas de ecuaciones

Ejemplo 75 Un criadero de peces produce tres tipos de peces. Un pez de la especie I consume por
semana, un promedio de una unidad del alimento 1, dos unidades del alimento 2 y dos unidades del
alimento 3. Un pez de la especie II consume por semana dos unidades del alimento 1, una unidad
del alimento 2 y dos unidades del alimento 3. Finalmente un pez de la especie III consume dos, una
y una unidades de los alimentos 1, 2, 3 respectivamente. En el criadero se disponen semanalmente
de 12000 unidades del alimento 1, 9000 unidades del alimento 2 y 10000 unidades del alimento 3.
Asumiendo que todo el alimento se consume, ;cudntos peces de cada especie pueden mantenerse
en el criadero?.


http://200.109.120.2/mm/matematica3/fasciculo23.pdf
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Solucién. Los datos se pueden escribir de la siguiete manera

Alimento Especie Especie Alimento
4 I I 11 i 1

I X 1 12000

y = 2 9000

I z 3 10000

[\
[\ I S
N = N
—_—— NI

[

L]

x 12000
y | = 9000
z 10000

(NS N R
NS R \)
—_— NI

X 2000

Resolviendo se encuentra: | y | = | 1000

Z 4000

Ejercicios

1)

2)

3)

4)

5)

Una compaiiia tiene tres plantas de produccién P1, P2, P3. En cada una de estas plantas se
fabrican tres productos A, B,C. Supongamos que de una unidad de insumo se sabe que: La
primera planta produce 4 de A, 2 de B y 4 de C; la segunda planta produce Sde A, 4e By 2
de C; la tercera planta produce 2 de A, 4 ¢ By 5 de C. Las demandas a la compaiiia de estos
tres productos son 1700 de A, 1600 de B 'y 1550 de C. ;Cudntas unidades de insumo requiere
cada planta para satisfacer la demanda?. Sol. 100,200, 150.

Un turista muestra su registro de gastos en alojamiento, comidas y varios de un viaje por
Bolivia. (a) El turista muestra que en hospedaje gasté por dia Bs 200 en Cochabamba, 225
en Santa Cruz y 450 en La Paz. En comida, el registro indica que gasto Bs. 260, 250, 630 en
Cochabamba, Santa Cruz y La Paz respectivamente. Finalmente en varios, el turista muestra
que gast6 Bs. 180, 150, 300 en Cochabamba, Santa Cruz y La Paz respectivamente. Calcular
el nimero de dias que permaneci6 el turista en cada una de las poblaciones si su registro
muestra que gasto Bs. 5050 en hospedaje, Bs. 6710 en comida y Bs. 3600 en varios. Sol.
5,4,7.

Un nutricionista debe preparar una dieta que de tres alimentos Arroz , Carne y Lentejas,
cada alimento contiene a su vez grasa, proteina y carbohidratos. Cada 100 gramos de arroz
contiene 0,8 g de grasa, 7 g de proteina y 80 g de carbohidratos. Cada 100 gramos de carne
contiene 25, 17, 0,1 gramos de de grasa, proteina y carbohidratos respectivamente. Cada
100 gramos de lenteja contiene 2, 22, 62,5 gramos de de grasa, proteina y carbohidratos
respectivamente. Si los requerimientos diarios de grasa, proteina y carbohidratos que se debe
obtener con estos alimentos son 20, 25 y 50. ; Cuantas unidades de los alimentos se deben
consumir para satisfacer los requerimientos ? ( 1 unidad de alimento = 100 gramos). Sol.
25,5 gramos de arroz, 75,4 gramos de carne, 47,3 gramos de lenteja.

Un médico prescribe a una paciente 8 unidades de vitamina A, 14 unidades de vitamina
D y 22 unidades de vitamina E diariamente. El paciente puede elegir entre tres marcas de
pildoras que contienen esta vitaminas. La marca ALPHA contiene 2 unidades de vitamina
A, 2 unidades de vitamina D y 4 de vitamina E. La marca VITA contiene 1 unidades
de vitamina A, 4 unidades de vitamina D y 5 de vitamina E. La marca VIDA contiene 1
unidades de vitamina A, 1 unidades de vitamina D y 2 de vitamina E. Encuentre todas
las combinaciones posibles de las marcas que proporcione las cantidades requeridas. Sol.
(ALPHA,VITA,VIDA) = (0,2,6), (1,2,4), (2,2,2), (3,2,0)

Una compaiiia produce tres articulos X, Y, Z. Estos articulos se procesan en tres maquinas
M1, M2, M3. El tiempo, en horas, empleado por cada mdquina para procesar cada producto
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se muestra en la siguiente tabla:

Magquinas
M1 | M2 | M3
) X |2 1 3
Atrticulos Y 3 > 1
Z |2 2 1

Las méquinas M1, M2, M3 estds disponibles 1050, 800, y 650 horas respectivamente.
Determinar la cantidad de articulos que deben producirse para emplear todo el tiempo
disponible de las mdquinas. Sol. 100, 150,200.

6) Cierta fabrica emplea tres maquinas en la elaboracion de cuatro productos diferentes. Las
maquinas se utilizan 24 horas al dia. La siguiente tabla da el ndmero de horas que cada
maquina requiere para elaborar una unidad de cada producto.

Productos
P1 | P2 | P3| P4
Maaui M1|2 |2 |0 |2
dquinas sy > T2 0
M3 |2 1 1 1

Determinar el nimero de unidades de cada producto que la fabrica puede elaborarar en un

dia.
Productol: 6 7 8
. . Producto2: 0 2 4
Sol. Tres posibles soluciones: Producto3: 6 5 4
Producto4: 6 3 0

7) Un fabricante de muebles fabrica sillas, mesas y puertas. Se necesitan 12 minutos para lijar
una silla, 6 para pintarla y 10 para barnizarla. Se requieren 15, 12 y 14 minutos para lijar,
pintar y barnizar una mesa respectivamente, finalmente se requieren 7,2,16 minutos para lijar,
pintar y barnizar una puerta. Existen semanalmente 14 horas de lijado, 7 horas de pintado
y 18 horas de barnizado. ;Cudntas unidades de cada mueble deben fabricarse si se deben
emplear toda la capacidad de lijado, pintado y barnizado?. Sol.: 40,10,30.

8) En una placa con puntos igualmente espaciados, la temperatura de un punto es aproximada-
mente el promedio de las cuatro temperaturas adyacentes, por ejemplo en la figura que se
muestra a continuacién

T:A+B+C+D
4
D
A O
T
B

En la siguiente gréfica, aproximar las temperaturas 71,7>,73 y 4.
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200°
R
. S S
120° L B |0
* & ¢ o
L |%
*—+o
150°

Sol. : Ty = 151.25, T, = 146.25, T3 = 138.75, T, = 133.75.
9) Modelo en redes. En estos modelos se asume que el flujo total en un punto es igual al flujo
que sale. En el siguiente ejemplo: c = a+b.

En la siguiente red determinar los valores de x;, j =1,2,3,4,5.

FS

w

5

Sol.: x; =60—1t,x; = —30+1¢,x3 = —20+1, x4 = 10+1, x5 = ¢, de donde se sigue que hay
infinitas soluciones.

10) La siguiente figura representa un acueducto, por donde fluye el agua en miles de metros
cubicos por hora. Determine los caudales x,x2,x3,x4.

00— » » 1000
5
\ B X A
T
400 + £— +—— 600

Sol. x; =400+¢, x, =400 —¢, x3 = 600 — ¢, x4 = t, de esto se deduce que hay infinitas
soluciones.

11) (Leyes de Kirchhoff) En el analisis de redes eléctricas, las leyes de Kirchhoff establecen:
(a) En cualquier punto, la suma de la corriente que entra en ese punto es igual a la suma de la
corriente que sale.
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(b) En toda malla la suma de todas las caidas de tension es igual a la tension total suministrada.
Como ejemplo considérese la siguiente malla:

I 10I voltios
AN L <

R =6 D

I Trayectoria 1

> 9
)
I Trayectoria 2
W—]| <
R, =8 15 voltios

aplicando las leyes citadas se encuentra el sistema:

L+ = Db

6L +4,, = 10

8L +4L, = 15
resolviendo se encuentra: I} = %, L= %, I = g—g

Resolver las siguientes mallas:

— 20 voltios

R-I-:?"

Ry=30
10 voltios

Rg=55
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12)

13)

14)

15)

16)

La suma de las edades de tres hermanos es de 60 afios. La edad del mayor es igual a la suma
de las edades de sus hermanos menores. Dentro de 10 afios, el mayor doblara la edad del
menor. Calcula la edad actual de cada uno de los hermanos. Sol. : 20, 10,30

Una empresa de alquiler de buses dispone de 12 buses destinados a organizaciones empre-
sariales y equipos deportivos. Dispone de tres tipos de buses: el tipo I es un bus grande con
capacidad para 41 pasajeros, este tipo de bus a tres personas como empleados para operar el
bus (dos conductores y un ayudante); el tipo II es un bus mediano con capacidad para 25 y
tiene a dos empleados para operar el bus (un conductor y un ayudante); el tipo III es un bus
pequeiio con capacidad para 6 y estd operado por un empleado (un conductor). Cierto dia se
ocuparon todos los buses completos. En ellos iban 237 pasajeros y 21 empleados. ;Cudntos
buses de cada tipo tiene la empresa?. Sol.: 2,5,5.

Halla un niimero de tres cifras sabiendo que éstas suman 16. Ademds, la cifra de las decenas
es igual a la suma de las otras dos y, por dltimo, si a este nimero le restamos el que resulta
de invertir el orden de sus cifras, el resultado es 396. Sol.: 682.

Una matriz A € M3 3 es mégica si la suma de cada fila, cada columna y las dos diagonales es
el mismo valor. Halle todas las matrices magicas en M3 3.

25 —3r S
r 2
3 3
Sol. M = 25 ; 3 g r | ,donde S es la suma comun.
S 28 —3r
3 "3
Tres productos quimicos X; Y y Z, tienen los siguientes porcentajes de Fe, Zn y Cu:
Fe 7Zn Cu
X |40 30 30
Y |30 40 30
Z | 10 50 40

(Cudnto de cada producto debe combinarse para obtener un nuevo producto que contenga
23% de Fe, 42% de Zn 'y 35% de Cu? . Sol. X, 30%; Y, 20%; Z, 50% .
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Con el propésito de aplicar el Algebra lineal en Ingenierfa y otras ciencias, es necesario dotar a
un conjunto de la estructura llamada Espacio Vectorial, en este capitulo estudiamos este concepto,
ademads se estudian los subespacios, los subespacios generados por un conjunto de vectores y el
concepto de dependencia lineal. Luego de esto se estudia el concepto de base y dimensién de un
Espacio Vectorial.

4.1 La definicion de espacio vectorial

En anteriores secciones se trabajé con objetos del conjunto M,, ,. En este conjunto no se ha
dicho nada sobre aspectos como la “medida de cada elemento”. Para poder discutir estos aspectos
es necesario definir el concepto de espacio vectorial.

Definicion 42 (Espacio Vectorial) Sea V un conjunto no vacio, en donde se han definido dos
operaciones llamadas suma y producto por escalar tal que para todo u,v € V setieneu+veVy
paratodo u € V y todo r € R se tiene rv € V. El conjunto V se llamard Espacio Vectorial real (y sus
elementos se llamaran vectores) si se cumplen las siguientes propiedades:

Ap: Paratodou,veV,u+v=v+u.

A;: Paratodo u,v,w € V,u+(v+w) = (u+v)+w.

Aj : Existe un vector en V denotado por 0 “vector cero” tal que 0+ u = u para todo u € V.
A4 : Paratodo u € V, existe —u € V tal que u+ (—u) = 0.

M, : Paratodo k € Ry todo u,v €V, k(u+v) = ku+kv.

M, : Paratodo ki,k, € Rytodou €V, (k; +kp) u = kju+ kou.

Mj; : Para todo ki,k, € Ry todo u €V, ky (kau) = (kikz) u.

My: Paral € R, lu =u, paratodou € V

Ejemplo 76 Considere el conjunto V = {X : X € M,, ,}, esto es, todas las matrices de m filas y n
columnas, en este conjunto se definen las operaciones usuales de suma de matrices y producto por
un nimero definidos en el capitulo 1. Es evidente que M,, , es un Espacio Vectorial.

Observacion. Un conjunto V no es espacio vectorial por si solo, es necesario definir en ella
las dos operaciones de suma y producto por escalar. M4ds atin un, mismo conjunto puede ser 0 no
espacio vectorial dependiendo de las operaciones definidas en V, esto muestra la importancia de las
operaciones que se definan en el conjunto.

Ejemplo 77 SeaV =R? = {(x1,x2) : x; € R, x, € R}, en este conjunto definimos las siguientes
operaciones:

(ar,a) + (b1,by) = (aj+by,ay+by)
o(ar,az) = (aaj,ar)

Es facil comprobar que A, Ay, A3z, A4 se verifican. Para probar M1, sean

u= (ur,u2), v=(vi,12)
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entonces para un nimero k:

k(u+v) = k(uy+vi,up+vy) = (kuy +kvi,uz+v7)
ku+kv = k(up,uz)+k(vi,va) = (kuy,up) + (kvi,vo) = (kuy +kvy,uz +v;)

k(u+v)=ku+kv,

esto prueba que M, se cumple. Para probar M, sea u = (uy,u;), k| = 3, ky = 2, entonces:
(k1 +kp)u= (342) (u,u2) = (Suy,up)

por otra parte:
kiu+kou =3 (uy,uz) +2 (ur1,uz) = Buy,up) + (2uy,up) = (5u;,2uy)

por tanto (ki +ky) u # kyu + kou. Esto prueba que M; no se cumple y por tanto R? no es Espacio
Vectorial con las operaciones definidas.

Ejemplo 78 Sea V = Cla, b], el conjunto de las funciones continuas en el intervalo [a,b] . En este
conjunto se definen: (x+y)(t) =x(t)+y(t), (rx)(t) = rx(¢), aqui x, y son funciones continuas
definidas en el intervalo [a,b], por otra parte r € R. Se puede probar que con estas operaciones el
conjunto C [a, b] es un Espacio Vectorial.

Uno de los ejemplos mds importantes se discute en la siguiente seccion.

4.2 El espacio vectorial R"

Definimos R” = {(x1,x2,...,%,) : x; € R}. A este conjunto es posible darle la estructura de
Espacio Vectorial definiendo las operaciones suma y producto por un nimero:

(-x17~x27"'7~xl’l)+(y17y27"'7yn) = (x1+y17x2+y27"‘7xn+yn)
k(x1,x0,...,x%,) = (kx1,kxa,... kx,)

con éstas operaciones R" es un espacio vectorial. Se llamara espacio vectorial n—dimensional.

Con el propdsito de entender el significado visual de lo que es un punto y un vector en R"
analizemos la manera de graficar un punto y un vector en R, claro estd, que esta manera se puede
generalizar.

Para representar un punto en el plano R X R se emplea el clasico sistema de coordenadas
cartesianas que consiste en dos rectas reales que se intersectan perpendicularmente en un punto
denotado con O llamado origen. Si (x1,x;) es un punto de R? su representacién geométrica se
realiza siguiendo los siguientes pasos.

1) A partir del origen O se avanza paralelamente al eje x, la magnitud |x;| en direcci6n positiva
o negativa dependiendo si x; es positivo o negativo. Asi se encuentra Pj.
2) A partir del punto P; se avanza paralelamente al eje y, la magnitud |x;| en direccién positiva
o negativa dependiendo si x; es positivo o negativo. Asi se encuentra P;.
3) El punto P, encontrado es la representacion geométrica de (x1,x7).
En el siguiente grifico se asume que xp,x» son positivos
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y A
P = (x,x
xﬁﬁﬁﬁﬂz‘( 1,%2)
o’
0 =(0,0) x1 X

Sea v = (v1,v) un vector de R?. Su representacién geométrica se realiza en R? del siguiente
modo.

1) Se elige un punto arbitrario Py € R?, este punto se llamar4 punto inicial.

2) A partir de Py se avanza paralelamente al eje x la magnitud |v;|, en direccién positiva o
negativa dependiendo si v; es positivo o negativo, as{ localizamos el punto P;.

3) A partir de P; se mueve paralelamente al eje y la magnitud |v»|, en direccién positiva o
negativa dependiendo si v, es positivo o negativo, asi localizamos el punto P, este punto se
llamara punto final.

4) La flecha trazada desde Py hasta P> es la representacion geométrica del vector v.

Observacion 1. Si se elige como punto inicial el origen, la representacion geométrica del vector
se llamard radio vector.

Observacion 2. Si un vector v tiene el punto Q como punto inicial y el punto P como punto final,
entonces se verifica:

v=P—-0.

Observacion 3. Si un vector v tiene el origen O como punto inicial y el punto P como punto final,
entonces es claro que:

v=~P
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asi existe una correspondencia biunivoca entre puntos y vectores.

4.2.1 LarectaenR"

La recta en R” que pasa por un punto Py en direccién del vector v # 0 es el subconjunto de R”
definido por

L ={Py+tv:teR},

aqui, el vector v se llama vector direccional de la recta.

Z

P

<l

calL

0 + 1V

X

4.2.2 El plano en R?

Sean P, un punto en R? y u,v vectores. Definimos el plano que pasa por Py generado por los
vectores no nulos # y v como el conjunto

P ={Py+tu+sv:t,s € R}.

Nétese que &2 CR3.

Py

4.3 Subespacios

Sea V un espacio vectorial, W C V. Diremos que W es un subespacio de V si W mismo es un
espacio vectorial con las mismas operaciones definidas en V.

Para determinar que un subconjunto W de un espacio vectorial es 0 no un subespacio, no es
necesario probar las ocho propiedades que caracterizan un espacio vectorial, en su lugar se tiene el
siguiente teorema.

Teorema 24 Sea V un espacio vectorial, W C V un conjunto no vacfo. El conjunto W es un
subespacio de V si y solamente si:
1) Paratodo u,v € W setiene u+v e W.
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2) Paratodo k € Ry todo u € W se tiene ku € W.
Ejemplo 79 SiV es un espacio vectorial, lo son también W = {0} y W = V.
Ejemplo 80 Larectaen R3, # = {Py+tu:t € R} es un subespacio de R* siempre que Py = 0.

Ejemplo 81 El plano en R?, & = {Py+tu+sv:t,s € R} es un subespacio en R* siempre que
Ph=0

Ejemplo 82 El conjunto W de todas las soluciones de un sistema homogéneo Ax =0, A € M,, , es
un subespacio de R”.

Combinacioén lineal

Sea S = {vi,v2,...,v} un subconjunto de un espacio vectorial V, sean ki,ks,...,k, € R
Cualquier vector en V escrito de la forma:

w=kivi+kwy+--+k,v,

se llamara combinacion lineal de los vectores del conjunto S.

Espacio generado

Sea V un espacio vectorial. El conjunto de todas las combinaciones lineales del conjunto
S={vi,v2,...,v} CV, se llamara espacio generado por S y se denotard con LIN (S) o (S)

Teorema 25 El conjunto LIN (S) es un subespacio de V, mds atn, es el subespacio mds pequefio de
V que contiene S, es decir si W es otro subespacio que contiene S, se debe tener LIN (S) C W.

Ejemplo 83 En R3 considere el conjunto:
S= {(17071)?(_1737_3)a(1737_1)}

determinar si v = (1,2,3) € LIN (S).

Solucién. Si el vector dado pertenece a LIN (), existen nimeros ki, ky, k3 tales que:
(1)273) =ki (1707 1) +ka (_1)37_3) +k3 (1)37_1)

esto origina el sistema:

1 -1 1 ki 1
0 3 3 ky | =
1 -3 -1 k3 3

para calcular las soluciones llevamos la matriz aumentada a su forma escalonada:

1 -1 1 : 1 1 -1 1 :1 1 -1 1 : 1
o 3 3:2|—f0 3 3:2|—(0 33: 2
1 -3 -1 : 3 ) e \og 2 2. 2)m \og 00 L

claramente el rango de la matriz de coeficientes no es igual al rango de la matriz aumentada, por
tanto el sistema no tiene soluciones, es decir (1,2,3) ¢ LIN ({(1,0,1),(—1,3,-3),(1,3,—1)}).

Ejemplo 84 Determinar LIN (B) si:
1

B={vi=| -1 |, m=| -1
1
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a
Solucién. Seav= | b |, un vector de R>, si este vector se encuentra en LIN (B) se debe
C
tener que el sistema

X1V1 +xvp =v
debe tener solucidn, reemplazando valores se encuentra el sistema:
1 2 . a
-1 -1 < x‘ ) = b
11 2 c

llevando la matriz aumentada a su forma escalonada se encuentra:

1 2 a 1 2
1 : a+b | — | 0 1 : a+b
a1 0 —1 : —a+c (1) 0 0

NEITE))
7

|
|
o

para que el sistema tenga soluciones se debe tener:
rango (Matriz de coeficientes) = rango (Matriz aumentada) ,

esto se da cuando b+ ¢ = 0, asi el subespacio generado por B = {v, v} es

W = b | :b+c=0,a,b,ceR

1
= al 0 |+b 1 |:a,b€R}, unplano
0

4.4.2 Dependencia lineal

En un espacio vectorial V' se considera el subconjunto S = {v;,v,...,v,}, se dice que este
conjunto es linealmente dependiente (LLD) si existen nimeros x,x, ..., x,, no todos nulos, tales
que

xXivi+xva + -+ x,v, = 0.

Si de la igualdad x1v| 4+ xpvo + - - - 4+ x, v, = 0 se sigue que la Unica soluciébnes x; =xp, = --- =
x, = 0, entonces el conjunto {v{,v,...,v,} es linealmente independiente (LI).

Ejemplo 85 Determinar si el conjunto
S={(1,0,1),(-1,3,-3),(1,3,—-1)}

es LI o LD.

Solucion. Considérese la igualdad:

X1 (1,0,1)+X2(—1,3,—3)+X3(1,3,—1) = (0,0,0)
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esto origina el sistema:

1 -1 1 X1 0
0 3 3 X2 = 0
1 -3 -1 X3 0

para calcular las soluciones llevamos la matriz aumentada a su forma escalonada:

1 -1 1 :0 1 -1 1 :0 1 -1 1 :0
o 3 3:0]—O0 3 3:0]——(0 33 :0
1 =3 -1 :0/)7v \o0o 2 -=2:0/™»\0o 00:0
es claro que este sistema tiene soluciones, si x3 = 1, se encuentran x, = —1 y x; = —2. Por tanto
el sistema es LD pues existen ndimeros, no todos cero, x; = —2, xo = —1, x3 = 1 tales que:
X1(1,071)+X2(_1,3,—3)+X3(1,3,_1):(O,O,O)-
Ejemplo 86 Determinar si el conjunto
S:{(17071)7(_1733_3)a(1a3>0)}
es LI o LD.
Solucion. Considérese la igualdad:
x1 (1,0,1) +x2(—1,3,-3) +x3(1,3,0) = (0,0,0)
esto origina el sistema:
1 -1 1 X1 0
X2 = 0
1 -3 0 X3 0
para calcular las soluciones llevamos la matriz aumentado a su forma escalonada:
1 -1 1 :0 1 -1 1 :0 1 -1 1 :0
:0)—( 0 3 3:0}|—(10 33 0
1 =30:0/71 \o0o 2 -1:0/™»\0o o01:0

claramente las soluciones son, x; = x, = x3 = 0, por tanto el sistema es LI.

Ejercicios propuestos
1) SeaV ={(x,y):x,y € R}.Mostrar que V no es espacio vectorial con respecto a las siguientes
operaciones.

a) (a,b)+(c,d)=(a,b)yk(a,b) = (ka,kb)
b) (a,b)+(c,d) = (a+c,b+d)yk(a,b) = (k*a,k*b)
¢) (a,b)+(c,d) = (a+c,b+d)yk(a,b) = (ka,0)

2) Determinar si W es o no un subespacio vectorial de R? donde:
a) W ={(a,b,c):c=5a}.Sol.si
b) W ={(a,b,c):a<b<c}.Sol. no
c) W={(a,b,c):ab=0}.Sol. no
d) W={(a,b,c):a=b=c}.Solsi
e) W={(a,b,c):a=0b*}.Sol. no
f) W={(a,b,c) : kia+kyb+ksc =0}. Sol. si

(a,b;c):
g) W={(a,b,c):c=a+b}.Solsi
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3) En M, ,, el espacio vectorial de matrices cuadradas n x n, mostrar que W es un subespacio
de M, , si:
a) W={AeM,,:A'=A}
b) W={A € M,, :A es triangular superior}
c) W={AeM,,:A esdiagonal}
d) W={AeM,,:Aesescalar}
4) En M,, ,, el espacio vectorial de matrices cuadradas n X n, determinar si W es 0 no un
subespacio de M,, ,,, donde W es:
a) el conjunto de matrices con ceros en la diagonal principal.
b) el conjunto de todas las matrices invertibles.
¢) el conjunto de todas las matrices no invertibles.
d) el conjunto de todas la matrices A que conmutan con una matriz fija B.
e) el conjunto de todas la matrices A tal que A> = A.
f) el conjunto de todas las matrices antisimétricas (las matrices A tales que A’ = —A).
5) Mostrar que los siguientes conjuntos son espacios vectoriales con las operaciones usuales de
funciones y ternas es R3..
a) El conjunto de polinomios 2, = {ag+at +---a," :a; €R,j=0,1,---n}
b) El conjunto

X
L= y €R3:2x—5y+7z=ny+y+Z:0
Z

6) Mostrar que los siguientes conjuntos no son espacios vectoriales, (las operaciones son las

usuales)
X
a) L= y | eR ix4y+z=2
b4
X
b) L, = y | eR 24y +2=1
b4

c) ng{()zc )I))EMzgzx,y,zE]R}

d) £, = {ao+a1t+a2t2 lapar,ay € R+}
7) Considere: u; = (2,1,2), up = (—1,1,1), us = (—3,0,—1) y S = {uy,up,us} con la ayuda
de Maximadeterminar si los siguientes vectores estdn o no en LIN (S).
a) (—2,2,2). Sol. si
b) (1,—-2,—1). Sol. no
8) Escribir D como combinacidn lineal de

a=(o )= )e=(1 )

a) D= < _(2) _(2) ) . Sol. no se puede escribir

b) D= <3 ?).SOI.D:A—B—FC

9) En R3 se considera S = {(1,1,1),(0,1,1),(1,—1,1)} mostra que R* = LIN (S).
10) En M, 5 se considera el conjunto:

{6 ) D)

mostrar que LIN (S) # M, ». (ver ejercicio 8)
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11) Probar que para cualesquiera vectores u, v, w, los vectores u — v,v —w,w — u son LD.
12) Mostrar que cualquier conjunto que contiene el vector 0 es LD.
13) Mostrar que cualquier subconjunto de un conjunto LI. es LI.
14) Demostrar:
a) Que 3 vectores en R? son LD.
b) Que n—+ 1 vectores en R” son LD.
(Sug. Para probar la primera parte tome tres vectores y considere los casos en que dos vectores
son LD y LL).
15) Considere el espacio W generado por los vectores (2,—1,1,2) y (1,0,1,1). Determinar
valores de a y b tales que
a) (a,2a+b,0,a—b)eW.Sol.a=b=0
b) (a,b,a+b,a) €W .Sol.a,beR

4.5 Base y Dimension

Definicion 43 (Base) Sea V un espacio vectorial , sea B = {v,v,...,v,} C V. Diremos que B es
una base si:
@) Bes LI
(ii) LIN (B) =V,
es decir, un conjunto es una base si es linealmente independiente y genera todo el espacio V.

Observacion 1. Nétese que para comprobar si B es o no LI, se debe plantear la ecuacion:
X1v1 XV + -+ XV = 0, ®

el conjunto B es LI si la tinica solucién es x; =x, = --- = x, = 0.
Observacion 2. Para comprobar si B genera o V (LIN (B) = V), se debe plantear la ecuacién:

X1vi +Xxv2 4+ x5, =V, (i1)

donde v € V es un vector arbitrario. Si este sistema tiene soluciones entonces B genera V, es decir
LIN (B) =V, més aun solo es necesario demostrar que V C LIN (B), pues la otra inclusion es obvia.

Observacion 3. En la prictica se parte de la ecuacion (ii) pues (i) es un caso particular de (ii)
conv=0.

Definicion 44 (Dimensién) La dimensién de un espacio vectorial es el nimero de elementos que
tiene su base. Si una base de un espacio vectorial V tiene n elementos, escribiremos dim (V) = n.

Ejemplo 87 Considere el espacio vectorial R?. Determinar si el conjunto

=) 0

€s 0 no una base.

Solucion. Sea v = ( Z

(4 ()0

) un vector arbitrario de R%. Considere la ecuacion:
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llevando la matriz aumentada a su forma escalonada se encuentra:

1 =2 : a 1 -2 a
—1 L b ) m 0 -1 : a+b

es claro que el rango de la matriz de coeficientes es igual al rango de la matriz aumentada e igual al
nimero de incégnitas, por tanto llegamos a las siguientes conclusiones.
Dependencia lineal: Puesto que:

rango (matriz de coeficientes) = 2 {igual al nimero de variables}

se sigue que el sistema homogéneo tiene como solucidn Unica a x; = xp = 0, por tanto el
conjunto B es LI.
Generador: Puesto que para todo valor de a, b se tiene:

rango (matriz de coeficientes) = rango (Matriz ampliada)

a

b
sigue que R? = LIN (B), es decir B genera R.
De lo anterior se concluye que B es una base de R2. Note que la dimensién de R? es 2.

el sistema tiene soluciones, por tanto ( ) € LIN (B), esto es R> C LIN (B), de esto se

Ejemplo 88 Determinar si el siguiente conjunto es o no una base de R>.

1 2
B= -1 ], -1
1 1
a
Solucién. Seav= | b |, un vector arbitrario de R?, resolvamos el sistema
c
1 2 a
11 2 c

llevando la matriz aumentada a su forma escalonada se encuentra:

12.af 1 2 a 1 2 : a
1 =1 b | 2% 1o 1 : a+b | — | 0 1 : a+b
1 1 :¢) 20 \o =1 —a4¢/) 20 N0 0 : bte

a partir de este resultado llegamos a las siguientes conclusiones:
Dependencia lineal: De la dltima matriz encontrada se tiene:

rango (Matriz de coeficientes) = 2 {igual al nimero de variables}

se sigue que el sistema homogéneo tiene como solucién tnica a x; = x, = 0, por tanto el
conjunto B es LI.
Generador: Notese que si b+ ¢ # 0 se tiene:

rango (matriz de coeficientes) # rango (Matriz ampliada)

a

esto muestra, que en los casos b+ ¢ # 0, el sistema no tiene solucién, por tanto [ » | no
c

necesariamente pertenece a LIN (B) , luego B no genera R3.

De lo anterior se concluye que B no puede ser una base de R>.
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Ejemplo 89 (La base candnica de R") En el espacio vectorial R" se toman los vectores e; que
tienen la siguiente propiedad: tienen la unidad en la i — ésima componente y ceros en las demads, es
inmediato probar que el conjunto:

B={ej,er,...,e,}
forman una base de R”, asi R" tiene dimension n. Si n = 4, el conjunto base (base candnica) es:

B= {61,62,83,64}

1 0 0 0
0 1 0 0
donde: ey = 0 , €y = 0 ,e3 = 1 ey = 0
0 0 0 1
Ejercicios propuestos
1) Determinar si

1

B= -1 |, -2

0

es o no una base de R3.
2) Determinar la dimensién y la base de los siguientes subespacios de R*.
a) Los vectores de la forma (a,b,0,d) . Sol. 3
b) Los vectores de la forma (a,b,c,d ), talque d =a+b,c =a—b. Sol. 2
¢) Los vectores de la forma (a,b,c,d ), tal que a =b = c. Sol. 2
3) Con laayuda de Maxima determine una base para {(x1 ,X2,X3,X4,X5) € R :x; =2x3 y Xy = 4x5} .
4) Encontrar un vector de la base canénica en R? que se pueda agregar al conjunto

-1 1
C= V] = 2 , Vo = -2
3 -2

de manera que sea una base de R3. Sol. e; 0 e. (Sug. el vector no debe estar en LIN (C)).
5) Pruebe que si B = {v;,v2,v3} es una base de un espacio vectorial V, entonces el conjunto
B' = {vi —vp,v2 — v3,v3} sigue siendo una base de V. ;que puede decir acerca del conjunto
{Vl —V2,V2 —V3,V3 —Vl}?
6) Suponga que {vi,vy,v3} es linealmente independiente en V 'y w € V. Pruebe que si

{vi+w,va+w,v3+w}

es linealmente dependiente, entonces w € LIN ({v,v2,v3})
7) Sea W el conjunto de todos los polinomios P (x) de grado menor o igual a 3 tales que
P(1)=P'(1) =0, aqui P'(x) es la derivada de P(x). Hallar una base de W. Sol. B =

{x*—3x+2,x>—2x+1}, (Otra base es B = {x(x— 1)?, (x— 1)2})

4.6 Espacio fila, espacio columna y espacio nulo

Sea A € My, ,, las filas de A consideradas como vectores fila de R" forman un subespacio de
R”", llamado espacio fila de la matriz A. Las columnas de A consideradas como vectores columna
de R™ forman un subespacio de R™, llamado espacio columna de la matriz A. El conjunto de
soluciones del sistema homogéneo Ax = 0, forman un subespacio llamado el espacio nulo de A.
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¢Los espacios fila y nulo, cambian con operaciones elementales de fila?
NO, las operaciones elementales no cambian estos espacios.

¢Y el espacio columna?
SI, las operaciones elementales pueden cambiar el espacio columna.

¢Coémo se encuentra una base para el espacio fila?
Para determinar una base del espacio fila de una matriz A € M,, ,,, se procede a llevar ésta matriz
a su forma escalonada, los vectores no nulos forman la base del espacio fila.

¢Como se encuentra una base para el espacio columna?

Para determinar una base del espacio columna de una matriz A € M,, ,, se procede a llevar esta
matriz a su forma escalonada, sea j la columna donde aparece un elemento distinguido, entonces,
la j — ésima columna de A (no de la matriz escalonada) es un vector base del espacio columna.

Ejemplo 90 Determinar la base del espacio fila y columna de

1 -1 0 10
A=| 2 -1 1 01
1 01 -1 1

Solucién. Se lleva la matriz a la forma escalonada mediante operaciones elementales de fila.

I -1 0 10Y, 1 =10 10 1 =10 10
A=[2 =11 o1 | 2% (0o 11 21 |—0 11 =21
1 01 -1 1) \o 11 21/ \0 00 00

Determinacion de la base del espacio fila: Estd formada por las filas no nulas de la matriz
escalonada. esto es, la base es:

{(r =101 0),(01 1 =2 1)}

Determinacion de la base del espacio columna: los elementos distinguidos en la matriz
escalonada aparecen en las columnas 1y 2, por tanto las columnas 1y 2 de la matriz A son la base
del espacio columna, es decir, la base es:

1 ~1
2 |, -1
1 0

¢Coémo determinar una base del espacio nulo?
Una base del espacio nulo de una matriz A € M, ,, se encuentra directamente de las soluciones
que se encuentran.

Ejemplo 91 Determinar la base del espacio nulo de:

x|

1 - 1 0 X2 0

2 — 0 1 x |=]0

1 -1 1 x4 0
Xs

Solucion. Llevando la matriz de coeficientes a su forma escalonada se encuentra:

1 -1 0 10 :0 P 1 -1 0 10 :0
A=|2-11 0o1:0])]%f0 11 21:0]|—
1 01 -1 1:0)™\o 11 —21:0)7™

S O =
O ==

S = O

SN =

S = O
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las variables libres son x3,x4 y x5. Sean

x3 = t
X4 = S
Xs = r

con esto, es sistema homogéneo queda como:

1 -1 : —s
0 1 : —t+2s—r

de donde se encuentra:

Xy = —t+s—r

Xy = —t+2s—r

asi, la solucidn del sistema homogéneo es:

—t+s—r
—t+2s—r
X = t
s
r
—1 1 -1
-1 2 —1
=t 1 | +s| O | +r 0 , 6,85, reR
0 1 0
0 0 1
y una base del espacio nulo:
-1 1 —1
-1 2 -1
11,1 01, 0
0 1 0
0 0 1

Ejercicios propuestos

Utilizando Maxima, determinar bases para el espacio fila, columna y nulo de:

101
DA=[0 21
111
1 0 1 0
SoL.{(1 0 1),(0 2 1),(0 0 —1)}, 0|, N : 0
1 1 1 0
-1 21 1
2)B=| 2 -4 0 -2
1 -2 1 -1
—1 1 f (1)
So.{(-1 2 1 1),(0 02 0)}, 2 |.{ 0|, o 'l o
: : 0 1
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01 2
-1 2 1
3yC=| -1 3 3

-2 5 4

-1 1 -1
0 1
-1 2 -3

SoL.{(-1 2 1),(0 -1 =2)} -1 |,| 3 {(2)}

-2 5 1
-1 1



5 — Espacios producto interno

En este capitulo, con el objeto de dar una estructura métrica (la posibilidad de medir) a un
espacio vectorial se define el concepto de producto interno. Con este producto es posible definir el
concepto de norma (medida) de un vector, mds atn esto nos permite definir la ortogonalidad entre
vectores de un espacio vectorial.

5.1 La definicion de espacio producto interno

Sea V un espacio vectorial, considérese la funcion
(u,v) :VxvV =R,
es decir, a un par u,v € V se asigna un nimero real. La funcién (, ) se llama producto interno,

siempre que se cumplan las siguientes propiedades: Para todo u,v,w € V y todo k € R.
P, : (u,v) = (v,u), Simetria.

Py: (u,v+w) = (u,v) + (u,w) , Distributividad.
Ps: (ku,v) = k(u,v), Homogeneidad.

P4 : (u,u) >0, , No negatividad.

Ps: (u,u) =0 siy solamente si u = 0.

Un espacio vectorial en donde se define un producto interno se llama Espacio producto interno.

5.1.1 Ejemplos de productos internos
El producto interior euclidiano
En R” se define

(u,v) =u'v

este producto asi definido es un producto interno, en efecto:
Py (u,v)y =u'v=viu=(vu),
Py (uv+w)=u (v+w) =uv+u'w= (u,v)+ (u,w),
P3 : (ku,v) = (ku)'v=k(u'v) = k{u,v),
Uy
u
Py: (uu) =v'u=ui+us+ - +u>>0,aquiu=
Un
Ps :Si (u,u) = 0, entonces u? +u3 + ---+u2 = 0, de donde cada u; = 0, esto es, u = 0, el
reciproco es trivialmente cierto.

El producto interior euclidiano, se llamara también producto interno usual de R", es usual
emplear la notacioén u - v, en lugar de (u,v) .
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Producto interno asociado a una matriz
Considere el producto interno euclidiano en R" y A € M), , una matriz invertible, entonces el
producto en R" definido por:

(u,v) = Au-Av
es un producto interno en R”. Nétese que (u,v) = u' (A’A)v
Ejemplo 92 Considere la matriz
31
=(5 1)
a esta matriz se asocia el producto interno:
i Vi _(uu)31’31 Vi
w )7\ A | 2 1 v
( u u ) 13 5 Vi
PERIIUs 2 ) n

= 13ujvi +Suiva 4 Supvy + 2urvs.

Producto interno de funciones

Sea Ca,b] el espacio de todas las funciones continuas en [a,b], este conjunto con las opera-
ciones usuales de suma de funciones y multiplicacién por escalar es un Espacio Vectorial. En este
conjunto se define:

) = [ xwyo)a

es féacil probar que esta funcién define un producto interno en C[a, b] .

Ejemplo 93 En C|0, 1], el producto interno de los vectores x(t) =t + 1 e y(t) =t es:
1 7
141,07 :/ t+1)2dt =

Propiedades del producto interno

Teorema 26 Si (u,v) es un producto interno, entonces:

() (0,v) = (»,0) =0
(ii) (u,kv) = k (u,v) {vélido sélo en caso real }
(i) (u+v,w) = (w,w) + (v,w) .

La norma de un vector

Definicion 45 (norma) Sea V un espacio producto interno, la norma (o longitud) de un vector v € V
estd definido por:

il = v {vv)
donde (-,-), es el producto interno definido en V.

Ejemplo 94 En el espacio vectorial R”, con (u,v) = u'v, la norma inducida por este producto
interno es:

vl = Viiv = /2 +0d 442

Definicion 46 (distancia) La distancia entre dos vectores de un espacio vectorial V esta definido
por:

d(u7v) = ||v—u|| )

donde ||-|| es la norma inducida por el producto interno definido en V.
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Ortogonalidad
Vectores ortogonales

Definicion 47 (Vectores ortogonales) Dos vectores u,v en un espacio vectorial producto interno se
dir4n ortogonales si

<”’V> =0,

donde (-,-), es el producto interno definido en V.

Ejemplo 95 En R? considérese el producto interno usual, sean

2 -2 -1
u=1\|1 |,v= 1 w=1| —10
3 2 4

nétese que w es ortogonal a u y a v. Por otra parte u# y v no son ortogonales, en efecto:

2
wu) = (=1,-10,4)| 1 | =-2-10+12=0
3
-2
wy) = (=1,-10,4)[ 1 |=2-10+8=0
2
-2
wy) = 2,1,3) 1 | =—4+1+6=30.
2

Conjuntos ortogonales

Sea V un espacio vectorial producto interno, un conjunto B = {v,vs,...,v,} C V, es ortogonal
si <vl-,vj> = (0 para todo i # j.

Ejemplo 96 En R? con el producto interior usual el siguiente conjunto es ortogonal

3 —4
4 )\ 3
Ejemplo 97 En R? con el producto interior usual el siguiente conjunto es ortogonal

1 1

S = O

—1 1
Ejemplo 98 En C[0, ] con el producto interno usual, el siguiente conjunto es ortogonal
{1,cos2z,cos4t,sin2t,sindt }

Bases ortogonales y ortonormales

Sea V un espacio vectorial producto interno, un conjunto B = {vy,v,,...,v,} C V, es ortonormal
si (vi,v;) =0 paratodoi# jy (v;,v;) = | para todo i.

Ejemplo 99 En R? con el producto interior usual el siguiente conjunto es ortonormal

() ()]

Wi W
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Ejemplo 100 En R? con el producto interior usual el siguiente conjunto es ortonormal.

e e
0 V2 V2
1], o |,| o
0 1 e

V2 V2

Ejercicios propuestos

1) Definimos C [a,b], como el conjunto de funciones continuas en el intervalo [a, b], definimos
{,):Cla,b] xCla,b] — R por

(0@ = [ x0) v ar

a) Probar que esta funcién es un producto interno.

b) Mostrar que el conjunto W = {1,sinnx,cosnx:n=1,2,...} es ortogonal en C[0,27].
2) En Mj 3 se define (A, B) = tr(B'A), muestre que esta funcién es un producto interno.
3) En R?, considere el producto interno

<< . > ; ( N >> = 5viuy +2vius + 2vouy +4voun
us V2

pruebe que este producto interno estd generado por la matriz A = f (2) >

4) ;Cuadl es la matriz que genera el producto interno (u,v) = 4viu; + 16vuy?
5) (Para que valor de k, la siguiente funcién es un producto interno en R2?

Y << i ) ( Z )> = xa+kxb+ya+yb. Sol. k=1
X a
K << y >’< b )> =xa+xb+ya+kyb, Sol. k > 1

6) Trazar la circunferencia unitaria (||u|| = 1), en R? usando el producto interior dado:
a) (u,v) = %ulvl + 11—6u2v2
b) (u,v) =2uvi +upvy
7) Encontrar el producto interior generado por una matriz y el producto interior euclidiano en
R? para que la circunferencia unitaria sea la elipse ;‘—i + Z—z =1.
8) Probar:

Jae+ vl e = vl> = 2 (il + 1911

para cualquier espacio vectorial producto interno.
9) Probar:

1 1
(0,9 = 5 vl = =]
en cualquier espacio vectorial producto interno.

10) Probar que si u y v son vectores unitarios ortogonales, entonces ||u —v| = v/2.

. - . u,u—v 1
11) Siuy v son vectores distintos en R” con la misma norma, entonces H7H2> =5
u—v

5.4 Proceso de Gram Schmidt
5.4.1 La proyeccion ortfogonal

Motivacion. Consideremos el siguiente problema:
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Sean dados dos vectores u y v de algin espacio vectorial,
construir un tridngulo rectdngulo de hipotenusa v y base
paralela al vector u.

Solucion. La respuesta se motiva en el siguiente grafico:

¥V—C#

v

i
la altura del tridngulo debe ser de la forma v — cu, donde ¢ es una constante. Por las condiciones
del problema, debemos tener:
(v—cu,u)y=0

de donde se obtiene:

B (v, u)

Cc = R
e

por tanto, los lados del tridngulo rectdngulo son:

{v,u)

Base: S U,
[Jul
Altura: v— v u2> u,
[l

Hipotenusa: v.

Definicion 48 (Proyeccién ortogonal). La proyeccién ortogonal del vector v sobre el vector u esta
dado por:

prog,y = (v, ) u

u.
e

Observacion. Nétese que dado el conjunto {u, v} hemos construido el conjunto {u, v— |(|v, |l!42> u}
u

que es ortogonal, més ain

LIN {u,v} :LIN{u,v Trrzu}
u
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5.4.2 La construccion de un conjunto ortogonal de tres vectores
(v2,wr)

Si consideramos el conjunto {vy,v2,v3} esclaroque siw; =vi ywa =vy — e
wi

el conjunto {w;,w} es ortogonal. Definamos
w3 =v3 —cw) —kwy, ¢,k nimeros,

si exigimos que w3 debe ser ortogonal a w; y w, debemos tener:
(wa,w1) =0y (w3,wy) =0,

esto lleva a:

(v3,w) —cllwi|> = 0
(v, wa) —kl[lw2]> = 0
de donde:
_ (vzw)
[
_ (v3,w2)
el
por tanto:
w3 = V3 — <v3’wlz>W1 - <v3’w22> w2
[[wil w2l

w1 entonces

luego el conjunto {wy,w,, w3} es ortogonal. Esto puede continuarse con més vectores, originando

el proceso de Gram Schmidt, que se describe en la siguiente seccion.

5.4.3 El proceso de Gram Schmidt

Considere un conjunto B = {vy,v,,...,v,} base de un espacio vectorial V. El siguiente proceso

permite construir una base ortogonal.

w1 =V
V2, W)
Wy =V — 5 Wi
[Iwi ]
s = s — (va,wr) <V3,W22> )
[Iwil w2l
en general:
w; =V — <Vi’WI2>W1 — <Vi7W22> Wy — o — 7<vi7Wi712> Wi—1,
[Iwi ] [[wa| w1l
parai=2,3,...,n. Es un ejercicio simple probar que el conjunto C = {wy,wy,...,w, } es una base

ortogonal del espacio vectorial V, més atin el conjunto

D—{ Wi wa Wy }
[will " w2l fwall 7

es una base ortonormal.

Ejemplo 101 Considere la siguiente base de R?

1 0 0
B=<vi= 0 , V) = 1 ,V3 = 0 ,
1 -1 1

empleando las férmulas anteriores, se encuentra:
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Calculo de w; :

1
wi=vi=| 0 |,
1
Calculo de wy :
B (v2,w1)
Wy =VvVy — D) 1,
[[will
1
(vy,wi) = (0,1,=1) [ 0 | =—=1, [w1]]* =2, luego:
1
0 1 1
Wy = 1 — 7 0
-1 1
1
2
= 1
_1
2
Calculo de ws :
Wy = <V37W1> <V3,W2>W2
[lwi||? [lwal|?
(v3,w1) = (0,0,1) ( =1, [|wi|]* =2
1
2 1 2 3 1
(v3,wa) = (0,0,1) } = —3, [[w2]|” = 5, luego
2
1
1 1 _1 2
wy = o I —— 1
1 2\ > !
2
_1
_ i
i
3
De lo anterior se deduce que
1 1
1 2 3
C={w = 0 | ,wm= 1 , W3 = %
1 _1 1
2 3

es una base ortogonal, la base ortonormal es

1 1 —
1 \f 2
D={—|o0 |/ 1 |,V3
\/E 1 3 1

2

Ejemplo 102 Considere la base en R*

Q| =] =2 | —
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1 1 1 1
0 1 —1 0
1 1 0 1
Calculo de w; :
1
oy — 0
1= 1 i
1
Calculo de w, :
1 1 0
"y — 1 (va,w1) 1 31 0 1
= — —_ = =
[ 1 311 0
1 1 0
Calculo de w5 :
V3, W V3, W
Wy = vy 12>W1_(3 22>W2
[Iwil w2l
1 1 0 2
-t tfo ] —tfr ] [ o
B 0 3 1 1o | -3
0 1 0 —1
Calculo de wy :
V4, W V4, W V4, W3
W = g 12> [ 22>W2_(4 %2>W3
[Iwi ] [[wa]| [[ws]|
1 1 0 z 0
2
_ o 1fo] Oop 1] 3 01| _ 0
- - 31 1|0 sl -3 ] | -t
1
1 1 0 -3 1
De los anterior la base ortogonal es
1 0 2 0
0 1 0 0
C= 1 ) O ) _% ) -1
1
1 0 —3 1
y la base ortonormal:
1 0 Z 0
pod Lo ]3] o] | o
alplo]vel -3 |'val -
1 0 —%
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Ejercicios propuestos
1) Probar que tres vectores contruidos con el método de Gram Schmidt son efectivamente
ortogonales.
Determinar la base ortogonal y ortonormal a partir de las siguientes bases:

1 1 1
2) B= 1,1 -2 1], 2
1 1 3
Sol. Base ortogonal:
1 1 -1
], -2 1,
1 1 1
1 0 0
3) B= 11,11 ],10
1 1 1
Sol. Base ortogonal, debe calcular la base ortonormal.
1 -2/3 0
1], 1/3 | —1/2
1 1/3 1/2
—1 —1 1
4) B= 1 , 1 1 2
1 0 1
Sol. Base ortogonal, debe calcular la base ortonormal.
1 3
N EANE
L, 5, 0| 2
1 -5 0
1 3 1
5) B= 01, 71,1 2
0 -2 7
Sol. Base ortogonal, debe calcular la base ortonormal.
1 0 0
0], 7 | 2
0 -2 7

6) En el conjunto C[—1,1] considere el conjunto {l,x,xz,x3} , ortogonalizar este conjunto
empleando el producto interno usual de C[—1, 1], normalize el resultado de manera que la
imagen de cada polinomio P (x) de este conjunto satisfaga P (1) = 1.

Sol. {1,x,4 (3x>— 1), 1 (5x* = 3x) }






6 — Autovalores y autovectores

En este capitulo se estudia el concepto de autovalor y autovector, se enuncian sus propiedades
y teoremas relativos a este concepto. Se emplea este concepto para diagonalizar una matriz, esto
tiene muchas aplicaciones en ingenieria y otras ciencias.

6.1 La definicion de autovalor y autovector

Definicion 49 (Autovalor y autovector) Sea A € M, ,. Un vector no nulo v y un niimero A serdn
llamados autovector y autovalor asociados respectivamente si

Av=2Av

Ejemplo 103 Un autovalor y su respectivo autovector de

(3 2)

son).:—9yv:( -1 ),n(’)teseque

1

we(4 2 ()

6.2 Cdiculo de autovalores y autovectores

6.2.1 Cdiculo de autovalores
De la ecuacion Av = Av se tiene el siguiente sistema homogéneo:

(A—AD)v=0 6.1)

donde 0 es el vector nulo en R” e I la matriz identidad en M,, ,. Para el célculo de autovalores

analizamos el anterior sistema. Se tienen dos casos a discutir.

Solucién vnica » El sistema 6.1 tiene soluciones (pues es homogéneo), este sistema homogéneo
tendra solucién unica si y solamente si el determinante de la matriz de coeficientes es distinto
de cero, es decir, |A — AI| # 0, en este caso la solucién es v = 0, esta solucién no nos interesa
pues un autovector, por definicién, no puede ser el vector nulo.

Infinitas soluciones» De acuerdo a lo anterior, el sistema 6.1 tendra infinitas soluciones si y
solamente si |A — A1| = 0, asi las soluciones de |A — 11| = 0 son los autovalores de la matriz
A.

Resumimos lo anterior en el siguiente teorema.

Teorema 27 Los autovalores de una matriz A son las raices de la ecuacion

A—AIl =0
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Definicion 50 (Polinomio y ecuacion caracteristica) El polinomio de grado n, p (1) = |A — 41| se
llama polinomio caracteristico y la ecuacion |A — 11| = 0 se llama ecuacion caracteristica.

Es claro que los autovalores son las raices del polinomio caracteristico.

Ejemplo 104 Considere la matriz

(55

El polinomio caracteristico es:

|A— Al = ‘ _45_1 _45_/1 ‘ =A%+81-9
luego la ecuacién caracteristica es:

22 +81-9=0
cuyas raices son:

M = -9

A =1
por tanto A; = —9 y A, = 1 son los autovalores de A.

¢Los autovalores tienen que ser reales?

Los autovalores pueden ser nimeros complejos, como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 105

(i)

Calculando el polinomio caracteristico se encuentra:
|IB—AIl=A%—21+17

luego la ecuacién caracteristica es: A2 — 24 + 17 = 0, de donde se encuentra que los autovalores
son:

Moo= 14+4i
b = 1-4i

Maxima El polinomio caracteristico de una matrices se obtienen

(% i1) A:matrix([-1,0,-1]1,[3,4,5],[1,0,-31)

-1 0 -1
(% ol) 3 4 5
1 0 -3

(% i2) charpoly(A,x),factor

(% 02) -(x-4)*(x+2)2
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¢Es siempre facil calcular autovalores con el polinomio caracteristico?
No, en realidad no es un problema simple, principalmente por dos razones:
= Para calcular el polinomio caracteristico, se debe encontrar el determinante de una matriz, el
calculo de este determinante requiere de por lo menos n! productos, por ejemplo para calcular
el determinante de una matriz en Mjs>s5 se requieren 25! = 1.55 x 10% productos. Un
supercomputador con una velocidad de cilculo 3,2 x 10° operaciones por segundo tardarfa:

1 seg lhora 1dia lafio 1millénanos
25! —_— =153.71
(2510p) <3,2>< 10° 0p> <3600seg> (24h0ras> (365dias> < 10%afios )
millones de afios.

= Afn si se hubiese calculado el polinomio caracteristico, se deben calcular las raices del
polinomio, este problema tampoco es tan simple.

¢Existen algoritmos eficientes para calcular autovalores?
Si, en la actualidad existen poderosos métodos como los algoritmos de descomposicién LRy
OR, el método de la potencia, deflacion. Estos se estudian en materias como Métodos numéricos.

&Y entonces para que se estudia ésta parte en Algebra Lineal?

El marco tedrico que se estudia, permite comprender muchos resultados como veremos luego
en las siguientes secciones.

Maxima Los valores propios y multiplicidades de una matriz A se obtiene
(% i1) eigenvalues(A)

devuelve una lista con dos sublistas, la primera de éstas conteniendo los valores propios de la matriz
Ay la segunda,conteniendo sus correspondientes multiplicidades.

Ejemplo

(% i1) A:matrix([-1,0,-11,[3,4,5],[1,0,-31)

-1 0 -1
(% o1) 3 4 5
1 0 -3

(% 12) eigenvalues(A)

Donde el A = 4 tiene multiplicidad 1 y el A = —2 tiene multiplicidad 2.

6.2.2 Cadlculo de autovectores

Si A es un autovalor de A € M, ,, es claro que A es solucién de la ecuacién caracteristica
|A — AI| = 0. Considérese el sistema

(A=ADx=0

este sistema homogéneo debe tener infinitas soluciones (pues |A — AI| = 0). Como se sabe, la
solucién del anterior sistema homogéneo es un subespacio de R"; cada vector base de este
subespacio es un autovector asociado al autovalor A.

Ejemplo 106 Determinar los autovalores y los autovectores asociados de la matriz
2 1 3

A=11 -2 -1
3 -1 2



110 Autovalores y autovectores

Solucién. El polinomio caracteristico es
P(A)=A3—21%—151
luego la ecuacion caracteristica es
A3—222—151 =0,

sus raices son:

M =0
L = -3
A =5

Determinamos ahora los autovectores asociados:
= A =0. Se resuelve el sistema (A —07) x = 0, es decir,

2 1 3 X1 0
1 -2 -1 x» |=120
3 -1 2 X3 0

Resolvemos este sistema con el algoritmo de Gauss:

2 1 3 1 -2 -1
1 *2 *1 ~ 2 1 3 FZ](—Z)
3 -1 2 Fiy 3 -1 2
1 -2 -1
F31(_3) ~ O 5 5
0o 5 5 Fai
1 -2 -1
~ 0o 5 5
0O 0 O
la variable libre es x3, asignando x3 = ¢, se tiene:
X, = —Xx3=-—1
X = 2x+x3=-—t

por tanto es subespacio solucion asociado al autovalor A = A; =0 es

-1
Wy_o=<t| =1 |:teR}, dim(W,_y) =1
1
—1
de este resultado concluimos que el autovector asociadoaA =A; =0esv; = —1
1
» A = —3. Se resuelve el sistema (A — (—3)7)x = 0, es decir,
243 1 3 X1 0
1 —2 + 3 —1 X2 = 0

3 -1 2+3 X3 0
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resolviendo:
5 3 1 -1
1 *1 ~ 1 3 F21(_5)
3 — 5 Fiy -1 5
1 1 -1
F31(_3) ~ 0 —4 8
0 —4 Fy
1 -1
~ —4 8
0 O
la variable libre es x3. Sea x3 = t, entonces:
Xy = 2x3=2t
X1 = —Xp+x3=-—t
por tanto el subespacio solucién asociado al autovalor A = A, = —3 es
—1
Wy 35=<t 2 |:teR 3, dim(W,__3) =1,
1
de este resultado concluimos que el autovector asociadoa Al = A, = —3 es vy =
» A =5. Se resuelve el sistema (A —57) x = 0, es decir,
2-5 1 3 X1
1 -2-5 —1 X2 =
3 -1 2-5 X3
resolviendo:
— 1 3 -7 -1
1 -7 -1 ~ F3)
-1 -3 Fiy -1 -3
1 -7 -1
Fyi-~ | 0 —20
0 20 Fo
-7 -1
~ -20 O
0 0

la variable libre es x3. Sea x3 = ¢, entonces:
x» = 0
x1 = Txo+x3=t

por tanto es subespacio solucién asociado al autovalor A = A3 = 5 es:

1

Wi_s=<t| 0 |:reRY, dim(W,_5) =1

1

de este resultado concluimos que el autovector asociadoaA = A3 =5esv; =

-1
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Maxima Los vectores propios de una matriz asociados a sus valores propios se obtienen con el
comando

(% i1) eigenvectors(A)

lo que nos entrega una lista con dos elementos; el primero estd formado por eigenvalues(A), el

segundo es una lista de listas de vectores propios, una por cada valor propio, pudiendo haber uno o
mads vectores propios en cada lista.

Ejemplo

(% i1) A:matrix([-1,0,-1],[3,4,5],[1,0,-3])
-1 0 -1

(% ol) 3 4 5
1 0 -3

(% i2) eigenvectors(A)
(% 02) [[[4,-2],[1,2]],[[[0,1,0]],[[1,—%,1]]]]

Donde el vector [0,1,0] es el vector propio asociado al valor propio A = 4 y el vector [1,—%,1] esel
vector propio asociado al valor propio A = 4.

Ejemplo 107 Calcular los autovalores y autovectores de:

tra:

3 2 1
B=| 0 4 0
1 -2 3
Solucion.

Autovalores. La ecuacién caracteristica es: A3 — 1042+ 324 — 32 = 0, resolviendo se encuen-

Moo= 2,
b = A3=4

Autovectores. Se calculan los autovectores para cada autovalor distinto,
= A =2.Resolvemos (A—2I)x =0,

1 2 1 X1 0
0 2 0 x | =120
1 -2 1 X3 0
la solucion de este sistema es:
-1
Wio =<t O cteRp, dim(Wy_,) =1
1
» A =4. Se calcula la solucién de (A —41)x =0,
-1 2 1 X1 0
0 0 0 x | =10
1 -2 -1 X3 0

la solucioén es:

Wy_a=<t| 1 |4+s| 0 |:t,s€R ), dim(W)_y4)=2
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Teoremas relativos a autovalores y autovectores

Cdlculo del polinomio caracteristico

Teorema 28 Sea A € M, ,, entonces el polinomio caracteristico es

P(A) = |AI—A]
= A —SIATT 4 SHATT S, AES,

— i (_l)ksklnfk

k=0

donde Sj es la suma de todos los menores principales de orden k. Definimos Sy = 1. Nétese que
Sy =1A].

Autovalores y rango

Teorema 29 Sea A € M, , tal que rango (A) < n, entonces A tiene al menos un autovalor igual a
cero.

Demostracion. Por el teorema 28 el polinomio caracteristico no tiene término independiente,
pues S, = |A| = 0, esto prueba que al menos existe un autovalor igual a cero.

Autovalores e inversa

Teorema 30 Una matriz es invertible si y solamente si todos sus autovalores son distintos de cero.

Teorema 31 Sea A una matriz invertible y A un autovalor asociado al autovector v, entonces % es
un autovalor de A~! asociado a v.

Demostracién. Por hipétesis Av = Av, puesto que A es invertible v =A"!(Av), de donde
Ay = %v, esto prueba el teorema.

Muiltiplos escalares de un autovector

Teorema 32 Sea v un autovector de una matriz A asociado al autovalor A, seak € R,k A0y w = kv,
entonces w es un autovector de A asociado a A.

Demostracion. Aw = A (kv) = k (Av) = k(Av) = A (kv) = Aw, esto prueba el teorema.

Raiz del polinomio caracteristico

Teorema 33 Toda matriz es raiz de su polinomio caracteristico.
Demostracion. Ejercicio

Ejemplo 108 EI polinomio caracteristico de

2 1
=(50)
esp(A)=A%2—-61+10,y

p(A) = A2—6A+10I
2
2 1 2 1 10
- (i) e( ) )
(00
— oo
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Autovectores y dependencia lineal

Teorema 34 Sean vi,v, autovectores asociados respectivamente a A; y A tales que A; # A,
entonces el conjunto {vy,v,} es linealmente independiente.

Demostracion. Si el conjunto {v;,v,} fuera linealmente dependiente, existen escalares c; y ¢
distintos de cero tal que:

civi+cvn =0 (1)
multiplicando la matriz A se tiene:

Cc1Avi + cAvy =0,
empleamos ahora la hipétesis Avy = A1vq, Avy = A3, luego

ciMvi + A =0, (i1)
de (i) multiplicando por A :

My +cA1vp =0 (iii)
restando (iii)-(ii) se encuentra:

(M —A)v=0

puesto que ni ¢; ni v, son nulos se debe tener: A; — A, = 0, es decir A; = A, esto es contrario a la
hipétesis A; # A, por tanto {v;,v,} debe ser linealmente independiente.

Autovalores y autovectores de matrices simétricas

Teorema 35 Sea A € M, , simétrica, entonces sus autovalores son todos nimeros reales.

Ejemplo 109

4 5 0
A= 5 4 0
0 0 -1
Sus autovalores son A1 =9, 4, = —1,43 = —1.

Teorema 36 Sea A € M, , simétrica, sean A; y A, autovalores de la matriz A asociados a v; y v»
respectivamente. Si A; # A, entonces v; y v, son ortogonales.

Demostracion.

M (th vz) = (Av)'wm
= (Av))'n
= ViA'v,
= vi(An)
= th AQVZ

= kz (th VQ)

por tanto A; (V{v2) = A2 (V{12), de donde
(M=) (v’l v2) =0,

puesto que A; # A, se debe tener v’1 v = 0, es decir v; es ortogonal a v;.
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Los discos de Gershgorin
Teorema 37 (Gershgorin, caso real) SeaA € M, , y

Ri=Yj=1 J#i"|aij|

donde |-| es el valor absoluto. Entonces los autovalores de A estén en la union de los discos
n
U{ @) s 1) = (@i, 0)| < R;}
i=1

aqui ||-|| es la norma euclidiana.

Ejemplo 110 Considere la matriz

5 9
7 3 0
A=| =5 -1 0
5
-5 -1 5
Los autovalores son A; =5, A, = —% + %i,/lg = —% — %i, los tres autovalores se encuentran en la
unién de los discos
N e o0
2) TV = g
7\ 2
xto ) +y2 <05
2
7
(x—=5)+y* < 5

Multiplicidad algebraica y multiplicidad geométrica

Definicion 51 (Multiplicidad algebraica) Sea p(A) el polinomio caracteristico de una matriz
A €M,,,y (A—a)" un factor de p(A). En esta condiciones se dice que A es un autovalor de A
con multiplicidad algebraica igual m.

Definicion 52 (multiplicidad geométrica) Sea A un autovalor de A € M, ,, la dimension del
espacio solucién del sistema (A — AI)x = 0, es la multiplicidad geométrica.
¢Las multiplicidades algebraica y geométrica son iguales?
No, en general no son iguales, a este respecto se tiene el siguiente teorema
Teorema 38 La multiplicidad algebraica es mayor o igual que la multiplicidad geométrica.
Ejemplo 111
6 —1 -1
A= 1 4 -1
1 0 3

Un cdlculo inmediato muestra que el polinomio caracteristico es p (1) = A% — 1342 + 564 — 80,
cuyas raices son los autovalores

A= 5,
A = 4,
Ay = 4

asi A = 5 tiene multiplicidad algebraica 1, y A = 4 tiene multiplicidad algebraica 2. A la luz del
teorema la multiplicidad geométrica de A = 5 debe ser 1 y la multiplicidad geométrica de A = 4
debe ser menor o igual a 2. ;Puede justificar esta afirmacién?. Para calcular las multiplicidades
geométricas procedemos como sigue:
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A = 5: Se resuelve el sistema: (A —5I)x = 0, es decir:

1 -1 -1 X1 0
1 -1 -1 w |=[o0],
1 0 -2 X3 0

resolviendo, se encuentra que la solucidn es

W/l:S =<t 1
1

teR S,

de donde se sigue que la multiplicidad geométricade A =5 es 1.
A =4: Se debe resolver el sistema (A —47)x = 0, es decir resolver el sistema:

2 -1 -1 X1 0
1 0 -1 x |=10
1 0 -1 X3 0

resolviendo se encuentra que la solucién es:

Wy_a=<t| 1 |:teR

cuya dimensién es 1, luego la multiplicidad geométrica de A = 4 es 1. Resumimos esto en la

siguiente tabla:

A Wy, Mult. algebraica | Mult. Geométrica
2
5 t{ 1 |:t€R 1 1
1
1
4 t 1 |:t€eR 2 1
1

Ejemplo 112 En el ejemplo 106 (pdgina 109) se calculan los siguientes resultados sobre la matriz

2 1 3
A=| 1 -2 -1
3 -1 2

Ecuacién caracterfstica: A3 —24% — 154 =0
Autovalores, autovectores y multiplicidad

A W, Mult. algebraica | Mul. Geométrica
-1
0 t| -1 J:teR 1 1
1
-1
-3 t 2 |:teR 1 1
1
1
5 t| 0 |:teR 1 1
1
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Ejemplo 113 En el ejemplo 107 pagina 112 se calculan los siguientes resultados sobre la matriz

321
B=|10 40
1 -2 3

Ecuacién caracteristica: % — 1042 +324 —32=0
Autovalores, autovectores y multiplicidad

A Wy, Mult. algebraica | Mult. Geométrica
—1
2 tl O :teR 1 1
1
2 1
4 t{ 1 |+s[ O |:t,5€eR 2 2
0 1

6.5 Semejanza y diagonadlizacion

6.5.1

Matrices semejantes

Definicion 53 Se dice que dos matrices A,B € M, , son semejantes si existe una matriz P € M, ,
invertible tal que

B=P'AP
Dos matrices semejantes tienen la propiedad de tener los mismos autovalores, esto es lo que
dice el siguiente teorema.
Teorema 39 Sean A,B € M, , matrices semejantes, entonces A y B tienen los mismos autovalores.
Demostracion. Existe P € M, , tal que B = P~'AP. Sea A un autovalor de A asociado a v, es
decir, Av = Av. Definamos w = P~ v, entonces
Bw = (P'AP)w
(P~'AP) (P71v)
= P (A
P~ ()
A (P_lv)
= Aw

por tanto A es un autovalor de B. Esto prueba el teorema.
]

Ejemplo 114 Considérense las matrices
—4 5 11
(5 A (aa)

1., [ 21 40
B=P AP_<_15 9

un cdlculo inmediato muestra que los autovalores de Ay B son: 1 y —9.
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6.5.2 Diagonadlizacién

Sea A € M, ;,, se dice que A es diagonalizable si existe una matriz invertible P tal que
P 'AP=D,
donde D es una matriz diagonal, esto es, D = diag (dy,d>,...,d,).

El producto de una matriz arbitraria por una matriz diagonal

Para comprender de mejor manera el resultado de la siguiente seccidn, nétese que el producto
de una matriz arbitraria y una matriz diagonal resulta ser la matriz cuya j — ésima columna es un
miltiplo de la j — ésima columna de la matriz P.

Ejemplo 115

P11 P12 P13 d 0 0 pudi prdy pizds
P21 P22 P23 0 do 0 | =| padi pnd pxpds
P31 P32 P33 0 0 d p31dr  p3dy  p3ds

en general si P = [Py, P, ...,P,] (P lai-ésima columna de P) y D = diag(d,,da,...,d,), entonces:
PD = [d\Py,dyP,...,d,P,).

Condicién necesaria y suficiente para la diagonalizaciéon de matrices
Sea A € M, , una matriz tal que:

P 'AP =D,
entonces:
AP = PD.

Sea P = [P!,P',... P"], entonces de la igualdad AP = PD y los resultados de productos de
matrices, se deduce:

[AP',AP?,... ,AP"] = [d\P",d,P?,....d,P"],
de donde:
AP =dP' i=1,2,....n,

esto prueba que la i — ésima columna de P es el autovector asociado al autovalor d; que a su vez es
la entrada (i,7) de la matriz diagonal D, mds adn, al ser P invertible las columnas de A deben ser
linealmente independientes. Estas observaciones permiten probar el siguiente teorema.

Teorema 40 Sea A € M), ,. A es diagonalizable si y solamente si es posible encontrar una base de n
autovectores linealmente independientes.

En términos de la multiplicidad algebraica y multiplicidad geométrica, se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 41 Sea A € M, ,. A es diagonalizable si y solamente si cada autovalor tiene multiplicidad
algebraica y multiplicidad geométrica iguales.

Ejemplo 116 Considere la matriz A del ejemplo 111 pagina 115,
-1 -1

6
A= 1 4 -1 ],
1 0 3
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se ha establecido el siguiente resultado

A Wy, Mult. algebraica | Mult. Geométrica
2
5 tl 1 ]:teR 1 1
1
1
4 t| 1 teR 2 1
1

al ser el autovalor A = 4 de multiplicidad algebraica distinta a la multiplicidad geométrica, la matriz
A no es diagonalizable.

Ejemplo 117 Considere la matriz A del ejemplo 112 pagina 116,

2 1 3
A= 1 -2 -1
3 -1 2

Se ha establecido el siguiente resultado:

A W), Mult. algebraica | Mul. Geométrica
-1
0 t| -1 |:teR 1 1
1
-1
-3 t 2 teR 1 1
1
1
5 t{ O teR 1 1
1

luego las multiplicidades algebraica y geométrica de todos los autovalores son iguales, por tanto
A es diagonalizable, mas atin la matriz P que permite la diagonalizacion estd formada con los
autovectores, asi:

nétese que P~'AP = D.
Ejemplo 118 Considere la matriz B del ejemplo 113 pagina 117,

2 1
B=|10 40
3
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se ha establecido el siguiente resultado:

A Wy, Mult. algebraica | Mult. Geométrica
-1
2 t 0 :teR 1 1
1
2 1
4 tl 1 J4+s| 0 |:t,5€eR 2 2
0 1
lo anterior muestra que B es diagonalizable y
-1 2 1 2 00
P= 010 ]),D=|040
1 01 0 0 4
nuevamente P~!BP = D.
Diagonalizacién ortogonal
Recordemos que una matriz P es ortogonal si P~ = P'.

Definicion 54 Una matriz A es diagonalizable ortogonalmente, si existe una matriz ortogonal P tal
que:

P'AP=D.
Observemos que si P’AP = D, entonces:
A = PDP'
aplicando transpuesta se encuentra:

A" = (PDP)'
= (P)'DP'
— PDP
= 147

asi la matriz A debe ser simétrica. Por tanto las tnicas matrices diagonalizables ortogonalmente son
las simétricas.

Ejemplo 119 Diagonalizar la siguiente matriz ortogonalmente.

A=

—_—— NI

1 1

2 1

1 2

Solucion.

Ecuacién caracteristica: 1> — 612 +94 —4 =0,

Autovalores y autovectores:

A = Ay = 4; autovector asociado: vi = | 1

A = A, = A3 = 1; autovectores asociados, v, = 0 V3 = 1

Nétese que el conjunto {vi,v,,v3} es un conjunto LI. Para generar un conjunto ortogonal
emplearemos el cldsico algoritmo de ortogonalizacién de Gram Schmidt.



6.5 Semejanza y diagonalizacion 121

u Seaw1 =V = 1 s
Vo, W
W2=V2*< 12> 1
[[w ]
1
(va,wi) =vhwy = (=1,0,1) [ 1 | =0, [[wi||* = (w1, w1) = 3, por tanto:
1
—1 1 —1
0
Wp = 0 —g 1 = s
1 1 1
V3, w V3, wo
W3:v3_< Do 2> )
[[w ] [[wa]]

1
(3, wi) =viwi = (=1,1,0) | 1 | =0, wi|*=3
1

-1
(va,wa) =vhwy = (—=1,1,0) | 0 | =1, ||wa||* =2, por tanto:
1
-1 -1 _1
0 1 2
1
0 1 -
w w w ! 1 _%
. 1 2 3 1 1 2
es claro que el conjunto , , =< —=1 11,5 0 , = 1
et { . [ T} AR U AR

es un conjunto ortonormal, mds atn son autovectores, asi la matriz P cuyas columnas son los
vectores del anterior conjunto, diagonalizan ortogonalmente la matriz A, asi:

41 1
V3 V2 V6
1 2
1 I .
V3 V2 V6
nétese que
A1 L 1 I S
A A WIS Y
t L L 1 2
rar S B R U R
Ve Ve Ve Vi V2 Ve
4 0 0
= 01 0 |=D.
0 01
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Ejercicios propuestos

En los siguientes problemas,con la ayuda de Maxima calcular (a) Autovalores, (b) autovectores,
(c) multiplicidad algebraica y multiplicidad geométrica, (d) diagonalizar (si es posible) la matriz

dada.
o 2 38 0 1 1
[ 20 18 —8 |.S0l.20,22(b) | —4 |,| 10 |,| —1
—60 6 44 1 0 3
2 01 ~1 1
2) [ -2 3 2 [.Sol.(@1,3(b) | =2 |.| 2
-1 12 1 1
2 10 1 1 -1
322 2 |.Sol@0420m) | =2 |,[ 2], 0
01 2 1 1 1
172 1 -1 1
4 A=| 7 1 2 |,Sol (a)0,—6,9 (b) 1 1 ).t
2 21 - 0 :
-4 2 2 8 1
5A=| =5 3 -2 |,Sol(a)1,4,0(b) | 11 N
7 -1 6 -9 -1
0 4 1 1
6) B=| —4 10 2 |,Sol.(@4,22() | 2
12 —18 -2 —4
4 1 1 1 -1 -1
ne=|( 1 4 1 ,Sol.(@ 1,3 | 1 |, o |, 1
-4 —4 —4 1 0
1 -1 1 ~1 1 -1
8§ A=| -1 1 1 |,Sol.@-1,2()| -1 |, ({0 |, [ 1
11 1 1 1 0
0 2 -2 5 1
NA=|3 5 —15 ,Sol.@—1,1 ) [ 1 |, [ o[, [3
12 0 1 1
2 =2 00 -1 1 -2 —2
10) A= (2)_3 ;é)Sol.(a)Z,l,S(b) (1’ , 8 , _; , _32
0 1 02 0 2 1 1
-1 0 -1 0 -1 0 0 1
1) A= _(1) (1) (1) (1) . Sol. (a) 0,—2 (b) (1) : 01 : (1) , (1))
0 -1 0 —1 0 1 1 0
1205 -1 1 ~1 2
1
12) A= 3 ; ? g) Sol. (a) 0,2,—5,~7 (b) 22 : _; : _2% , i)
5021 1 1 1 2
a®> ab ab b 1 1
2 2
13) A= ZZ 2 ZZ ZZ ,Sol. (a) (a+b)*,(a—b)*, (a>—b?), i , _i (
b* ab ab a* 1 1

Diagonalizar ortogonalmente las siguiente matrices:
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1 1 1
2o v
A= 121 |,SlP=| 75 5 —%
11 2 L 0o 2
v 1 1 ve 1
2 1 —1 ? _% @
15) A= 1 (1) é ,Sol. P = ? 10 —$
! iV Ve
2 40 V2 W2 3
16) A= 4 2 3 |,Sol.P=| -3v2 Iv2 0
0 3 2 vz Evr -t

Mostrar que existe una matriz ortogonal P formada por autovectores tales que P'AP es una
matriz triangular superior.

1 2
5 -3 3 73 0 —7
17 A=| 6 -4 3 |,Sol.P= % % %
_ 1 1 1
6 =32 GOV Ve
18) ;Para que valores de k la siguiente matriz es diagonalizable?
1-k —k —k
A= k k+1 k—1
0 0 2

Sol. Autovalores 2, 1. Sélo es diagonalizable para k = 0.
19) Sea A una matriz idempotente (A> = A), probar que sus autovalores son A =0y A = 1.
20) Sea A una matriz ortogonal (A~! = A’), probar que sus autovalores son A =1y A = —1.
21) SeanA,B € M,, ,. Si A es invertible, demostrar que AB 'y BA son semejantes y por tanto tienen
los mismos autovalores.
22) Calcular la m - ésima potencia de:

A:

NN W

2 2
3 2
2 3

N R U
1,71 27, 1 1,1
gl W O L Rt A
—3+37" =3 +37" 3457

23) Determinar los autovalores de:

a® ab b*
ab a* ab
b ab d>

24) Determinar los valores a para los cuales la siguiente matriz es diagonalizable, calcule la
matriz P que diagonaliza esta matriz:

—a —a -—a
A= a a 2a
0 0 -1

25) Supéngase A € M, ,, I € M), , 1a matriz identidad y c,d niimeros.
a) Pruebe que si A es un autovalor de una matriz A asociado al autovector v, entonces v es
un autovector de la matriz cA + dI asociado al autovalor cA +d
b) Pruebe que si A es diagonalizable entonces lo es también cA + dI.
26) Muestre que si A es un autovalor de A, entonces A* es un autovalor de A*,
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27) Pruebe que si la matriz A € M, , verifica que A” = 0, entonces el tinico autovalor que puede
teneres A = 0.
28) Explique porque la siguiente matriz A € M, , no puede tener autovalores nulos .

n 1 1
1 n 1
A= 1 1 n
1 11 -~ n

29) Hallar los autovalores y multiplicidades de:

a)

SO Q
SIS N
o Q o

dondea >b,a>c.Sol: a+c+b,£+/(a—c)(a—Db)

b)

o S
RSN
Q o o

Sol.a+b+c,a—b,a—c.
c)

a®>  2ab b*
2ab a? b?
b?*  2ab a?

Sol.: (a+b)?,a* —2ab,a* — b*



7 — Transformaciones lineales

Muchos problemas practicos planteados en un espacio vectorial pueden convertirse en proble-
mas mads simples en otro espacio vectorial, para realizar esto, es necesaria una adecuada funcién
entre esos dos espacios vectoriales, tal funcion se llama Transformacion lineal, en éste capitulo
estudiamos el marco tedrico de estas funciones.

7.1 Introduccion

7.1.1 La definicion de transformacion lineal
Considere una funciéon 7' : U — V, donde U y V son espacios vectoriales. T es una transforma-
cion lineal si:
(i) Paratodou,w e U, T (u+w) =T (u) + T (w)
(ii) Para todo u € U y todo k € R, T (ku) = kT (u)
Nétese que una transformacidn lineal preserva las operaciones bdsicas de un espacio vectorial,

es decir, preserva la suma y producto por escalar.

Ejemplo 120 La funcién T : R®> — R?, definida por

T * [ 2x+y
z -\ y+3z

X a
T es transformacion lineal, en efecto: Seanu= | y |,w=| b |, entonces:
< Cc

x+a
Tu+w) = T| y+b
z+c
_ 2(x+a)+(y+0b)
(y+0b)+3(z+c)
_ 2x+y n 2a+b
B y+3z b+3c
X a
= T|y |+T| b
Z c

= T(u)+T(w).
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por otra parte si kK € R, entonces:

kx
T(ku)y = T| ky
kz

- 2kx + ky
N ky + 3kz

2x+y
= k
y+3z

X
= kT | vy

<
= kT (u).

Ejemplo 121 Sea A € M), ,,, definimos la transformacién T : R" — R™ por
T (x) =Ax
las propiedades matriciales permiten probar que T es una transformacién lineal.

Propiedades de una transformacion lineal
Teorema 42 Si T es una transformacién lineal, entonces

1) T(0)=0.

2) T(u—v)=T(u)—T(v)

3) T(—u)=-T(u)

La primera propiedad muestra (en su forma contrapositiva) que si 7 (0) # 0, entonces 7 no
puede ser transformacion lineal.

Ejemplo 122 Sea T : R — R? definida por

2x+3y+5
X
T < ) = X+y
Y x+2y—1
0 5 0
obsérvese que T < 0 > = 0 % | 0 |, portanto T no es transformacion lineal.
—1 0

Observacion. Nétese que 7 (0) = 0, no es garantia de que 7 sea transformacién lineal.

Ejemplo 123 Sea T : R*> — R?
xy

(3)-(

Y x+y

se puede probar que T no es transformacidn lineal jpruébelo!.

Ejercicios propuestos
1) Demostrar el teorema 42.
2) Determinar si las siguientes funciones son o no transformaciones lineales

X
a) T:RR=RET |y | = < 3x;y;21 > Sol. Si
Z
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d) T:M272—>R2,T<

y
Z
X
Z
e) T:R2—>R3,T<;C>

f) T:R2—>R2,T< )yc ) _< |g| >,Sol.No
3) Se define T : M,,, = M, , por T (x) = xM + Mx, donde M es una matriz cualquiera de V,

mostrar que 7 es una transformacion lineal.

7.2 Construccion de transformaciones lineales

Considere un espacio vectorial V, sea B = {ej,e,...,e,} unabase de V. Sea T una transforma-
cién lineal de V en un espacio vectorial W. Si v € V| entonces

v=cie1+crer+---+cpey,
aplicando la transformacion lineal se encuentra:
T (v)=c1T (e1)+c2T (e2)+ -+ cnT (ey)

lo anterior muestra que la transformacién T estd completamente determinada por las imédgenes de
los vectores bésicos. Lo anterior permite construir transformaciones lineales.

Ejemplo 124 Considere los espacios vectoriales R? y R?, sea

-1 0
B=<v, = -1 |,»m= 0 |,»3=
1 1

una base de R?. Sea T una transformacién lineal tal que

1 —1 0
() =)o) (2 (o)<
1 1 1

Determinar la transformacion lineal.

X
Solucién. Seav= | y |, existen nimeros cy,c;,cs tal que
z
V=civi +cava+c3v3, (i1)

esto origina el sistema:

— Cl X
(6) =1y

1
-1
1 C3 Z

—_ O =
- O O
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resolviendo se encuentra:

cy, = —yiii (7.1)
¢ = —Xx—Yy
c3 = x+2y+z

empleando la transformacién 7 a la ecuacion (ii) se encuentra:
T (v)=c1T (vi)+caT (v2) + 3T (va)

reemplazando (i), (iii) y v en la anterior ecuacion se encuentra:

x 1 2 1
T| y = —y<1>+(—x—y)(1)+(x+2y+z)<1>
_ —Xx—y+z
2x+4y+z
Ejercicios propuestos

1) Sea T : R? — R una transformacién lineal tal que

(3)-2r(4) -

determinar T ( ; > . Sol. 6x — 4y

2) Sea T : R? — R3 una transformacién lineal tal que :

y
Determinar T < i ) . Sol. —x+Yy

—6x+ 5y
3) Determinar si existe o no una transformacion lineal 7 : R> — R? tal que

r(3)=(4) ()= (0)

explicar.
4) Sea T : U — V una transformacion lineal. Sea B = {u1,u,...,u, } un conjunto en U tal que
C=A{T (u1),T (u2), -+ ,T (up)} es L.I., Mostrar que B es L.I.
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7.3 Composicion

SeanT : U — V, S :V — W transformaciones lineales como se muestra en la figura.
U

La compuestade 7'y S, escrito So T, es la funcién de U en W definida por:

(SoT)(u) =S(T (u)),
es evidente que So T es una transformacion lineal.

Ejemplo 125 Determinar So T si:

x—2y u
T<x>: x4y |, S| v :(ilf)
Y 2x+2y w

Solucion.

) ()

x—2y
= —2x+y
2x+2y
o x=2y—2(—2x+Y)
- —2x+y+2x+2y
_<5x 4y>

7.4 Nicleo e imagen

7.4.1 Ndacleo

Sea T : U — V, una transformacion lineal, definimos el nicleo de 7' como:
Nul(T)={ueU:T (u)=0}

Teorema 43 El nicleo de una transformacion lineal 7 : U — V es un subespacio de U.
Demostracion. Sean u,w € Nul (T), entonces T (u) =0y T (w) =0, de donde
T(u+w)=T(u)+T(w)=0+0=0
luego u+w € Nul (T) . Por otra parte si k € R, entonces
T (ku) = kT (u) =k0=0,
de donde se deduce que ku € Nul (T') . De lo anterior se sigue que Nul (T') es un subespacio de U.

Definicion 55 (Nulidad) La nulidad de una transformacién lineal 7 : U — V, denotado por
nulidad (T') , es la dimension del nicleo de 7, es decir: nulidad (T') = dim (Nul (T))
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7.4.2 Imagen

Sea T : U — V, una transformacion lineal, definimos la imagen de T como: Im (T) ={T (u) :u € U}
o alternativamente como: Im(T) ={v €V :existeu € U tal que T (u) = v}

Teorema 44 La imagen de una transformacion lineal 7 : U — V es un subespacio de V.
Demostracion. Sean vi,v, € funcIm (T, luego existen vectores uj,up € U tales que T (u;) =
v1 y T (u) = vy, entonces:

T(up+uy) =T (uy)+T (u2) =vi+va,

esto prueba que vi +vy € Im(T).
Por otra parte si k € Ry v € Im(T), probaremos que kv € Im (T ). Para empezar existe u € U
tal que T (u) = v, entonces:

kv=kT (u) =T (ku),

esto prueba que kv € Im(T).

Definicion 56 (rango) El rango de una transformacioén lineal T : U — V, denotado por rango (T),
es la dimension de la imagen T, es decir: Rg (T') = dim (funcIm (T))

7.4.3 Elteorema de la dimension
Teorema 45 Sea T : U — V una transformacién lineal, sea n = dim (U) , entonces: nulidad (T') +

rango (T ) = n.
Ejemplo 126 Determinar el nicleo, la imagen y sus dimensiones de la transformacién 7 : R*> — R?
definida por:
X=y
T ( o ) =| x+2
y x4y
Solucion.

Calculo de 1a nulidad

0
funcNu(T) = <;)T<;C>: 0
0

xX—y 0

= < ) x+2y | =10

x+y 0

lo anterior origina el sistema:

1 —1 0
1 2 < x ) =( o |,
11 Y 0
resolviendo se encuentra que la tinica solucion es:
x\ (0
y ) \0

por tanto

win-{(2)}
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luego nulidad (T) =0
Calculo de la imagen

a a
Im(T) = b |:T ( x > = | b | paraalgin < * ) es decir se debe tener:
y y
c c
x—y a
x+2y | =1 b
x+y c

esto origina el sistema:

1 —1 a
1 2 <x>: b
11 Y c

llevando la matriz aumentada a la forma escalonada se encuentra:

1 -1 a 1 -1 : a 1 -1 : a

1 2 b F21(71)F31(71)N 0 3 —a+b ~ 0 3 —a+b

1 1 ¢ 0 2 . —a+c F 0 0 : —%a%—c—%b
32(7%)

lo anterior muestra que el sistema tiene solucién si y solamente si —%a +c— %b =0, por tanto:

“ 1 2
Im(T) = b :—ga—l—c—gb:O; a,b,c € R
¢
a
= b ra,beR
fa+3b
1 0
= al 0 |4+b| 1 |:a,beR
1 2
3 3

de donde se deduce que rango (T) = 2.
Nétese que nulidad (T) + funcrango(T) = 0+2 =2 = dim (R?).

Ejemplo 127 Determinar el niicleo, la imagen y sus dimensiones de la transformacién 7 : R® — R?
definida por:

T Y - 2x—y+6z
z -\ —2x—2y+6z

Solucion.
Calculo del nacleo
Se resuelve el sistema

2 -1 6\[ ) (o0
2 26 Y17\ o
Z
La solucion de éste sistema es
X —1
y | =t 4 ,t€R
z 1
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por tanto: Nul (T) =<t | 4 , 1 € R 3, puesto que Nul (T) es generado por un sélo vector,

nulidad (T) = 1.
Calculo de l1a imagen.

Sea ( Z > € Im(T), entonces:

T * _ 2x—y+62 [ a
o\ —2x—2y+6z ) \ b

<

<

asi, se plantea el sistema:

2 -1 6\[* ) (a
2 2 6 Y= s
z
llevando la matriz aumentada a la forma escalonada se encuentra:
2 -1 6 : a 2 -1 6 : a
-2 =2 6 : b 0 -3 12 : a+b
. , . . . . . ) a
lo anterior muestra que éste sistema siempre tiene soluciones, es decir, cualquier ( b > elm(T),

por tanto Im (T) = R? y rango (T) = 2.

Nuevamente el teorema de la dimensién se cumple: nulidad (T) +rango(T) =1+2=3=
dim (R?).
Ejercicios propuestos

1) En los siguientes problemas, determinar una base y la dimensién de (i) niicleo (ii) la imagen

de T
X xX—y+2z
a) SeaT | v | =| —4x—2y+13z
Z 2x—3z
3/2 a
Sol. Nul(T)=<qt| 7/2 |:teR},Im(T)= b ta,beR
1 %a—%b
X x+2y—z
b) SeaT | y | = yt+z
Z x+y—2z
3 1
Sol.Nul(T)=qt| —1 |:teR} . Im(T)=<al| O |+b 1 |:a,hbeR
1 1 —

2 .
2) SeaT :Mypy —Mrp y M = ) ,sea T (A) = AM — MA determinar una base y la

1
0 3
] » . -1 1 1 0
dimension del nucleo de T. Sol. { < 0 0 ) , ( 0 1 ) }

1 2

3) SeaT:M272—>M2,2yM—<3 5

) ,sea T (A) = MA, determinar el nicleo de T
7.5 Latransformacion inversa

Definicion 57 (Transformacion 1-1) Sea T : U — V, una transformacion lineal. Se dice que T es
uno a uno (1 — 1) si para elementos u;,u distintos de U, se encuentra que T (u1) # T (u2).
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Una definicion alternativa es: Se dice que 7 es uno auno si 7' (u1) = T (up) implica u; = uy.

Teorema 46 Sea T : U — V, una transformacion lineal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1) T esuno a uno.
2) Nul(T) ={0}.
3) nulidad (T) = 0.

Ejemplo 128 Determinar si la siguiente transformacion es o no uno a uno.
x+2

T = xX—y

Y 2x—y

el nucleo de T se encuentra resolviendo:

x+2y=0
x—y=0
2x—y=0

L ., X 0
se encuentra que la dnica solucién es: ( y ) = ( 0 ),por tanto

wn-{(3))

de donde se deduce que 7" es una transformacién lineal uno a uno.

Ejemplo 129 ;Bajo qué circunstancias la transformacién T : R* — R™, definida por T (x) = Ax,
esuno auno?, aqui A € M, ..

Solucion. Sean x,y € R" vectores tales que 7 (x) = T (y), es decir: Ay = Ax, de donde:
A (y - X) - 07

éste es un sistema homogéneo, como se sabe éste sistema siempre tiene solucion. Si rango (A) =
entonces la dnica solucién es la nula esto es y —x = 0, por tanto 7 es uno a uno si rango (A) =
En particular sim = n, T es uno a uno ssi A € M,, , es invertible.

Definicion 58 (Transformacion inversa) Sea T una transformacioén lineal. T : V — W, tal que
W =1Im(T). Se dice que T es invertible si existe una transformacién lineal 7~ de W en V tal que

T-'(T () = v
T(T'(w) = w
paratodov eV ytodow e W.

Teorema 47 T :V — Im(T) es invertible si y solamente si Nul (T) = {0}

3x—y

Ejemplo 130 Sea T : R? — R?, definida por T ( x ) = (
y 4x—y

) (a) determinar si es 0 no
invertible, (b) si fuera invertible determinar la inversa.
Solucion. (a) El nicleo se encuentra resolviendo
3x—y=0
4x—y=0

la tnica solucién es { ( 8 ) } , por tanto Nul (T) = { ( 8 > } , luego T es invertible.
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(b) Sea ( Z > tal que T< )yc > = ( Z ) , esto origina el sistema:

3x—y=a
dx—y=>b

resolviendo se encuentra x = b — a, y = 3b — 4a, de donde se deduce que la transformacién inversa

es:
1 a b—a
(5 )= (5t
o empleando las variables x,y :

1 (3)= (o)

Ejercicios propuestos

En los siguientes ejercicios, determinar 7! si ésta existe.

x X2y “ —3a+2b
1) T:R2—>1m(T),T< >: 2x—3y |.Sol.T ' | b :< >,c:b—a
y b—2a
x—y c
N x—2y+
D)) T:RRET| y | = YTZ ) Sol. No existe
x+y—3z
Z
—Xx+z
o 2x+y—2z
TR SRET| y | = Y , Sol. No existe
. x+2y—z
xX—z
x—2y a
DT RSRET( X 2| 75 | sonrt | 2| 232 c—aavn,
y 3x— 5y c a+b
0 d
d=0
5) Sea
0
W=<al|l -1 |+b]| 1 ta,beR
1
x 3x+ a 3a—b
Sedefine 7:W - R2porT | y | = Y ), z=2x+y.Sol. 7! — | —8a+3b
8x+ 3y b
z —2a+b
7.6 La matriz de una transformacion lineal
7.6.1 Matriz de coordenadas de un vector
Sea U un espacio vectorial y B = {uj,uy,...,u,} unabase de U. Si u € U, entonces u se escribe

como:

u=-ciuy +cyuy+---+cuu,,



7.6 La matriz de una transformacion lineal 135

la matriz

Ejemplo 131 En R se considera la base

1 2 0
B=Xu=1 0 | ,up= 0 |,uz3= 1
1 0 1
1
seau= | 2 |, paraencontrar la matriz de coordenadas [B], se plantea el sistema:
3

ciuy +caup +c3uz =u

lo que origina:

1 20 Cl 1
0 0 1 lo5) =
1 01 c3 3
resolviendo se encuentra ¢; = 1, ¢; = 0, ¢3 = 2, por tanto la matriz de coordenadas es: [B], =
1
0
2

7.6.2 Matriz de coordenadas de una transformacion lineal

Sea T : U — V una transformacion lineal y B = {u,u, ... ,u, } unabasede U y C ={v,va,..., v}
una base de V. Puesto que C es una base de V, entonces cada vector T (u;) se escribe como combi-
nacion lineal de los vectores v, vy,..., vy, €s decir:

T (ul) = ayvitava+---amvm
T (uz) = apvitanvy+--apvn
T (un) = apVi+awva+ - QGunVm
aij
. azj L .
las componentes de la matriz [T (u;)]c = } forman la j — ésima columna de la matriz de co-
Amj
aip a2 ... Aip
az axp ... axp

ordenadas de la transformacién T, se denota con [T]§, es decir: [T]§ =

aAdml Qw2 ... QAmn
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Teorema 48 Sea T : U — V una transformacion lineal y B = {uj,uz,...,u,} una base de U y
C = {vi,v2,...,vn} una base de V. Entonces: [T]¢c (u) = [T]$ - [u]p para todo u € U.

Demostracion. Sea u € U, existen nimeros cy,cs,...,c, tal que:
u=ciuy+cauy+---+cyy,
1
2 . .
por tanto: [u]g = . por otra parte aplicando la transformacion se encuentra:
Cn
T (u) =c1T (u1) + 2T (u2) + -+ cnT (un),

entonces:

T(u) = ci(anvi+aanva+---amvm)
+c (anpvi +anva + - amavm)

+cy (alnvl +aguvy+-- 'amnvm)
reordenando respecto a los vectores v; se encuentra:

T(u) = (anci+ancr+---amca)vi
+ (aa1¢c1 +axncr+ - -axycn) va

S
+ (amlcl + appcr + - 'amncn) Vm
por tanto:
aiicl +ancy+ - appcy
az1c1 +axncy+ - -apc,
[T(u)lc =
A1 C1 + A€+ Ay iy
all apn ... Adln C1
ay; dx» ... apy Cc2
aml dAm2 ... Amp Cm
_ C
= [T]luls
|

Ejemplo 132 Considere la transformacién lineal 7 : R? — R? definida por

. X+
T| vy :( y).
. y+z

1 1

SeanB=1< u; = 0 |,up= 0 U3 =
1

de R? y R? respectivamente.
(a) Calcular [T1§

|

—_

A

Il
—

=

Il
7N
W N
N————

<

v

Il
/N
W =
N———
H/_/

o

S

72

(¢}

wn
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2
(b) Empleando el teorema 48 (pag. 136) calcular [T (u)]c, donde u = 1
—1
(c) Calcular [T (u)]¢ directamente.

Solucion. (a) Cdlculo de la primera columna: Se calcula [T (u;)]c, las componentes de éste
vector son las soluciones del sistema:

xXivi+xv =T (ul)

asi se plantea el sistema:

(53) () =(oi7)

resolviendo se encuentra: | ~' | = 2 , luego [T (uy)]c = 2 .
X3 -3 -3

Cdlculo de la segunda columna: Se calcula [T (u2)]c, 1as componentes de éste vector son las
soluciones del sistema:

xXivi+xvo =T (ug)

asf se plantea el sistema:

(53)(8)=(orh )

resolviendo se encuentra: [ ' | = 4 , luego [T (u2)]c = 4 .
X2 —7 —7

Cdlculo de la tercera columna: Se calcula [T (u3)]c, las componentes de éste vector son las
soluciones del sistema:

X1V +xv0 = T(u3)

asi se plantea el sistema:

(53)(5)-("%)

resolviendo se encuentra: [ ' | = 2 , luego [T (u3)|c = 2 .
X2 -3 -3

De lo anterior se deduce: [T]§ = < _? _471 _i )

Solucién (b) Empleando el teorema mencionado sélo es necesario calcular [u]g, las compo-
nentes de éste vector son las soluciones del sistema:

XUy +xoup +x3U3 = U,

es decir:
1 1 0 X1
0 01 X2 = 1
1 -1 0 X3 -1



138 Transformaciones lineales

1 1
X1 2 2
resolviendo se encuentra: | x, | = % , por tanto: [u]p % , por tanto:
3 1 1
[Twle = [T5uls
1
2
- 2 4 2 3
-3 -7 -3 2
1
_ 9
B —15
Solucion (c). Se encuentra resolviendo el sistema
3
xvi+xv =T (u) = < 0 >
de donde:
2 1 X1 . 3
53 x / 0
resolviendo se encuentra
X1 _ 9
x ]\ =15
es decir: [T (u)]c = ? :
—15
Ejercicios propuestos
En los siguientes ejercicios, determinar, si es posible, [T]5.
. 2x—y
D T:R2—>R3,T< ) =| x—3y
3x+y
1 1 1
(k{0 ()0
1 1 1
. . 2
determinar también [T (u)]c, u= | ~ 1

2) T:R2—>R2,T(X>:<2x_y )
y x—3y

=) GG (5

7.6.3 Cambio de base

Teorema 49 Sea T : V — W una transformacion lineal. Sean B, B bases de V' y C,C’ bases de W,
entonces:
¢ ¢ e g2
[T)% = [Id]% - [T]5% - [1d]3

donde Iy e Iy son las aplicaciones identidad en W y V.
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Ejemplo 133 Considere la transformacién T : R — R3, definida por

x—y

X
T = —x+2
<y> g

xX+y

. 0 1 0 0
SeanB:{q:(O),ez:(l)},C: fi= 0 o= 1 3= 0
0 0 1

5=

bases de R? y R respectivamente. La matriz de coordenadas de T relativo a estas bases es: [T

1 -1 3 4 1 1 1
-1 2 SeanB’:{e’IZ(2>,e’2<3>})’C/: fi={ 1 .= -1 ].s=|0
1 1 1 0 0

nuevas bases de R? y R?, calcularemos [T]g: empleando el resultado:
(115 = 1) - [T]% - l1d)

= Cilculo de [Iy]S . (aqui W = R?). Primera columna:

1 1 1 X1 1
1 -1 0 X =10
1 0 0 X3 0
0
resolviendo se encuentra el vector : 0
1
Segunda columna:
1 1 1 X1 0
1 -1 0 X = 1
1 0 0 X3 0
cuya soluciénes: | —1
1
Tercera columna:
1 1 X1 0
1 -1 0 X =10
00 X3 1
1
resolviendo se encuentra la solucién: 1
-2
De lo anterior se sigue que
0 0 1
wsE=10 -1 1
1 1 =2

= Cilculo de [Iy]% (aqui V = R?) Primera columna:

(()-()
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es claro que la solucidn es:

(2)-(3)

Segunda columna:
1 0 x1\_ (4
0 1 x )] \3
la solucion es 1 _(3 or tanto:
X - 2 9 p *

= (3 %)

Finalmente:

115 = 1] - [T1% - 114,

0 1 -1 3 4
A R e
1 1 =2 1
5 7
- 4 5
-8 —11

Ejercicios propuestos
En los siguientes problemas, determinar [T,

1)

)

e
|
- o

—13 —-19
Sol. 0 1
-7 -10

2) Determinar [Ty [T]$ si:

x—2y
T(X,y) = —2x
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3 4 -1 -1
B/:{"/l:( )’6/2< )}70’— A= 1= 1 ].A= -
2 3
-3 -2
3 3
2 T2 -3 -5
Sol.[T15=| -2 2 |,[1$=( —-10 —13
s -7 —10
2 2

7.7 Operadores lineales

Un operador lineal es una transformacion lineal de un espacio vectorial en si mismo, es decir es
una transformacion lineal de la forma 7' : V — V. Es claro que todo lo aplicado a transformaciones
se aplica a operadores. En esta seccidn nos interesa discutir la diagonalizacién de un operador
lineal.

Sea T : V — V un operador, donde V es de dimensién n, sea B una base de V y sea A = [T5,
sea B’ una nueva base de V tal que [T]g: es diagonal, en estas condiciones se dird que T es
diagonalizable. Antes de ver las condiciones bajo las cuales un operador es diagonalizable, notemos

que:
Teorema 50 ([Iv]gl) ([Iv]5) =1, aqui I la matriz identidad en M, .
Por tanto si [Iy]5 = P, entonces [v]8 =Pt

Empleando el teorema 49 se encuentra Tlg = P~ AP esto significa que T es diagonalizable si
es posible encontrar una base B’ formada por autovectores de A.

Ejemplo 134 Sea T : R?® — R?, definida por:

X x—2y—z
T vy |=| 2x—2y—2¢
z 6x+12y+ 8z

con la base candnica B = {ej,e2,e3}, la matriz de la transformacion es:

1 -2 -1
=1 —2 —2 -2
6 12 8

los autovalores y autovectores se muestran en la siguiente tabla

Autovalor | Autovectores asociados
1
3 2
—6
—1 -2
2 o], 1
1

1 -1 -2
B =

O =
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Ejercicios propuestos
Determinar bases que diagonalizan, si fuera posible, la transformacién lineal dada.

X X+y+z
DT vy | = —2x—z2 , Sol. No existe.
Z 2x+2y+3z
X x+y+z -1 0 1
)T v | = -z , Sol. Una base es 1 ,f -1 1,1 0
Z 2y+3z -2 1 0

7.8 La geometria de las transformaciones
7.8.1 Transformaciones lineales

Considérese la transformacion lineal:

T< X > _ < x+2y )
y xX=y
y el cuadrado de vértices (0,0), (1,0

1, 1)y (0,1). T transforma el cuadrado en el paralelogramo
de vértices(0,0), (1,1), (3,0) y (2,

), (1,
—1).
7.8.2 La transformacion rotaciéon

La matriz de rotacién para el plano R? se define por:

sin 6 cos O

R(0) = < cos@ —sinb )

Propiedades. La matriz de rotacién tiene las siguientes propiedades:
1) Es ortogonal, esto es R (6) es invertible, mds atin la inversa es su transpuesta.

2) Elresultado de R (6) por ( i > es una rotacién del punto < i ) en un dngulo de 0 radianes

en sentido positivo.
En base a esta matriz definimos la transformacién: T : R — R? por:

(%)= cos 6 —sinf x
y / \ sin@ cos@ y
La norma euclidiana de T ( i > resulta ser:
([ x _ cos® —sin6 X
y N sin@  cosH y
_ cos® —sin6 X " [ cos® —sinb X
a sinf  cosH y sinf  cosH y
_ x\ [ cos® —sinf \' [ cos® —sin6 X
a y sin@  cosH sin@  cos® y
t
- X X
V)0
- 10l
y

por tanto la transformacién T preserva la norma.
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Ejemplo 135 Si se quiere hacer una rotacion de 30°, 1a transformacién sera:
r(x B cosm/6 —sinm/6 X
y N sinm/6  cosm/6 y
- (1%4)

Asf, el punto ( > se transforma en:

(1)

N\'—‘l\)\'—'

\f+1>

(102040608 1 21““ ?

Programa en MatLab

El siguiente programa rota cada punto del cuadrado de vértices (0,0),(0,1),(1,1) y (0,1) un

dngulo de 6.

function rotacion(theta)
% Transforma el cuadrado de vértices (0,0),(0,1),(1,1),(1,0)
9en un cuadrado rotado un dngulo theta mediante la transformacion
% T(x,y)=R(theta)*(x,y)’ donde R(theta) es la matriz de rotacién
subplot(2,2,1)
hold on
subplot(2,2,2)
hold on
paso=0.01;
for x=0:paso:1
[u,v]=F(x,0,theta);
subplot(2,2,1)
plot(x,0,’.r)
subplot(2,2,2)
plot(u,v,’.r’)
end
for y=0:paso:1
[u,v]=F(1,y,theta);
subplot(2,2,1)
plot(Ly,".g")
subplot(2,2,2)
plot(u,v,’.g’)
end
for x=1:-paso:0
[u,v]=F(x,1,theta);
subplot(2,2,1)
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plot(x,1,”.b%)
subplot(2,2,2)
plot(u,v,’.b’)
end
for y=1:-paso:0
[u,v]=F(0,y,theta);
subplot(2,2,1)
plot(0.y,".y’)
subplot(2,2,2)
plot(u,v,’.y’)
end
subplot(2,2,1)
axis equal
subplot(2,2,2)
axis equal
JCalcula el punto con la rotacion theta
function [u,v]=F(x,y,theta)
matriz_rotacion=[cos(theta) -sin(theta);sin(theta) cos(theta)];
zZ=matriz_rotacion*[x y]’;
u=z(1); v=2(2);

[ W

(ORI

7.8.3 Transformaciones no lineales

Las transformaciones lineales tienen la propiedad de preservar las figuras, por ejemplo cuadrildteros
en cuadrildteros, esto no ocurre con las transformaciones no lineales, por ejemplo considérese la
transformacion:

r(3)=(5)

function Tran_no_lin
% Transforma el segmento que va de (1,-1) a (2,5)
%mediante una transformacién no lineal dado por:
9o u=x-y, v=x"2-y"\2
subplot(2,2,1)
hold on
subplot(2,2,2)
hold on
paso=0.01;
for t=0:paso:1;
x=1+t; y=-1+6*t;
[u,v]=F(x,y);
subplot(2,2,1)
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plot(x,y,’.r’)
subplot(2,2,2)
plot(u,v, .r’)

end

subplot(2,2,1)

axis equal

subplot(2,2,2)

axis equal

JCalcula el punto (u,v)

function [u,v]=F(x,y)
U=x-y;
v=x"2-y"2;

hé0d 4 RANSE DB D







8.1

8 — Factorizacion LUy LR

Actualmente la factorizacién matricial se ha convertido en una herramienta 1til para resolver
algunos problemas como familias de sistemas como Ax = b, en donde b es fijo y A puede cambiar.
También la factorizacién se puede emplear en el célculo de autovalores de una matriz. En este
capitulo nos dedicamos a estudiar un tipo de factorizacién basada en la reduccién de Gauss. Existen
otras factorizaciones como la factorizacién QR que cae fuera del alcance de los objetivos de este
texto.

Matrices elementales

Definicion 59 Una matriz elemental en M, , es una matriz de la forma:
10 0 - 0 0 O

1 0 - 0 0 O
E.=| 0 0 O 1 0 0 O
0 0 - dir1x

—_
o
(e

R
Observe que Ej es igual a la matriz identidad excepto en las entradas Ey (k+ 1,k), ..., Ex (n,k).
Observe también que una matriz elemental tiene la forma:

Ep =1+ e},
donde I es la matriz identidad en M,, ,, y:

T = (0,...,0,di 1 k> -+, dns)

y ex es el k-ésimo vector canénico. Mds atin obsérvese que eity =0 parai=1,... k.

Ejemplo 136

1 00
lo 100 .
B=1o 5 1 o [TITR4
0 20 1
Aqui:
0 0
0 1
T = _5 , €2 = 0
2 0

es inmediato comprobar que €/, =0y €57 = 0.
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Ejercicios propuestos

1) Probar que ¢iy =0 parai=1,...,k.
2) (Es el producto de matrices elementales una matriz elemental?. Justificar su respuesta.
3) (Es el suma de matrices elementales una matriz elemental?. Justificar su respuesta.

La inversa de una matriz elemental

La inversa de la matriz elemental £ = + Tkei es

E'=I1—-1el,

en efecto:
(I—I— ‘Ckef{) (I— Tkei) = I—- Tke;( + Tkez - (‘L‘kef{) (Tkeﬁc)
= I—- Tk (eZTk) 62
= 1

Similarmente se prueba
(1= mei) (I+me) =1

(Observemos que ¢} 7 = 0).
Lo anterior muestra que la inversa de una matriz elemental se consigue cambiando de signo las
componentes del vector .

Ejemplo 137

1 0 0 O 1 0 0 O
10 1 00 1| 0 1 00
E=lo 510" 270 510
0 2 0 1 0O —2 0 1
claramente:
1 00 1 0 0 0 1 0 0O
0 1 0 0 0 1 00] 10100
0O -5 10 0 51 0] 0010
0 2 0 1 0 -2 0 1 0 0 0 1

La matriz elemental como aniquilador

Las matrices elementales se usan para triangularizar matrices, iniciamos esta seccién con el
siguiente resultado.

Aniquilacion bajo la primera entrada

Teorema 51 Dado el vector columna

con u; # 0, existe una matriz elemental E tal que Eu = uje;.
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Demostracion. Motivado por las operaciones elementales de la reduccion de gauss

definimos:
1 00 0
20 0
it}
_| — 0 1 0
E = u
: : 0
I oo 1
uj
ui
0
es inmediato probar que Eu = uje| = .
0
|
Definicion 60 Los ntimeros d;; = —ﬁ, i=2,...,nse llaman multiplicadores.
uj

8.3.2 Aniquilador general

Teorema 52 Dado el vector columna

uj

Uk
Uk+1

Un

con uy # 0, existe una matriz elemental E tal que aniquila las entradas bajo uy, es decir, las dltimas
n — k entradas de u.

Demostracion. Por el teorema previo, la matriz de aniquilacién de las entradas bajo
uy en el vector

Uy
U1

<
I

Un

€S

&S
t
o
- o
oo

F= . .. . S Mn—k-‘rl,n—k-i—l

Uu; .
donde djx = ——L . Definimos
Ui

I 0
e (10 )em,
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donde I es la matriz identidad en M;_ ;. Claramente:

Ui

IZ3] :

o I 0 . Uy,
Fu= ( 0 F ) wer || O
v :

0

Ejemplo 138 Hallar la matriz de aniquilacién que aniquile los dltimos 2 términos de u = (1,2, 3,4, 5)’

Solucién. La matriz de aniquilacién para aniquilar las entradas bajo la primera en el
vector (3,4,5)" es
00
—= 10

1
4
3
- 01
3

por tanto, afiadiendo la matriz identidad en M > se encuentra la matriz

1 0 0 0O
01 0 0O
00 1 00
E = 4
00 —3 1 0
5
00 — 01
3

facilmente podemos verificar que:

10 000

01 000 1 1

00 100 2 2

Eu= 4 3 1=1]3

00 -3 10 1 0

5 5 0
00 -3 01

Ejercicios propuestos
1) Hallar una matriz de aniquilacién E tal que Eu = Se; donde u = (5,1, —4,2)".
2) Hallar una matriz de aniquilacién E tal que Eu = (uy,u,,0,...,0)" donde u = (u1,us, ... ,u,)" .
3) Hallar una matriz de aniquilacién E que aniquile los dltimos 3 términos del vector:

— N W kA
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8.4 Factorizacién LU
8.4.1 El algoritmo de Gauss en la factorizacion

Sea A € M, ,. Supéngase que en el proceso de triangularizacion de Gauss no se requiere
intercambios de fila. Triangularizamos A mediante la siguiente sucesion de pasos:
Paso 1. Sea A' la primera columna de A tal que su primera entrada es no nula. Existe una matriz
elemental E; que aniquila las entradas bajo la primera entrada del vector A!, entonces las
propiedades del producto de matrices permiten probar que EjA tiene la forma:

app x .- %
0 % - %
EA=

aqui, los asteriscos muestran las entradas que no necesariamente son ceros.
Paso 2. Sea A? la segunda columna de E'A tal que su segunda entrada en no nula. Existe una
matriz elemental E, que aniquila las entradas bajo la segunda entrada del vector A2, se puede

probar que:
ai * ok
0 ayn =*
E’E'A=| 0 0 =
0 0 % - x

siguendo de esta manera, y asumiendo que las entradas a;; necesarios para la aniquilacion
son no nulos, en el paso k, k < n se tendra:

EE_1--EE/A=U,

donde U es una matriz triangular superior. Definimos L~ = EyE;_; - -- E,E, entonces de la
anterior igualdad:

A=LU,

esta es la llamada factorizacién LU.

En la siguiente seccidén veremos la forma practica de calcular la matriz L sin necesidad de
realizar el producto de matrices elementales y luego calcular su inversa.

8.4.2 Cadlculo de la matriz L

Para fijar ideas, empezamos la discusion con n = 3, cuando A € M3 3, la forma de L es:

L= (ExE 1)71 . Sean dy, d3; los multiplicadores empleados en el primer paso y d3, el multiplicador
del segundo paso. Definimos:

0 0
1=\ d1 |, m= 0 ;
d31 d3

por tanto las matrices elementales son:
E1:I—|—’L'1e1T, E2:I+T2€t2
luego:
L = (EB:Ep)"!
_ Efl Egl
= (1— Tletl) (I— Tzetz)



152 Factorizacion LU y LR

es decir:
1 0 0 1 0 0
L = —dr; 1 0 0 1 0
—d;; 0 1 0 —dp 1
1 0 0
= —dh 1 0
—d31 —dpn 1

Asi la matriz L estd formada por los multiplicadores del proceso de aniquilaciéon de Gauss con
signo cambiado y en el lugar correspondiente.En general para matrices en M, ,, la matriz L tiene la
siguiente forma:

1 0 0 0
—dy 1 0 0
—d31 —dzn - 0 0
L= . ) ) )
—dp_11 —dp_1p - 1 0
—Unl —Un2 o T lpn—1 1

donde los nimeros d;; son los multiplicadores que permiten triangularizar la matriz A.

Ejemplo 139 Considérese la matriz

2 4 -1
A=| -1 5 -2
-2 1

Calcular matrices Ly U tales que A = LU.

Solucion. Procedemos con la eliminacion gausiana sin pivote.

2 4 —1
A — *1 5 *2 FZ](I/Z)
1 -2 1
2 4 —1
By~ 0 7 =5/2
0 —4 3)2 Faum
2 4 —1
00 1/14

1 1 4
Los multiplicadores de la matriz elemental £} son Y5 El multiplicador de E; es 7 por tanto
la matriz L es

1 00
L= -1/2 10
1/2 —4/7 1

Un célculo directo muestra que:



8.4 Factorizaciéon LU 153

1 0 0 2 4 —1
LU = —1/2 1 0 0 7 =5/2
1/2 —4/7 1 0 0 1/14
2 4 -1
= -1 5 -2 |=A
1 -2 1
Ejemplo 140 Considérese la siguiente matriz
1 -1 2 1
-2 1 21
A=l 2 11
1 1 53
realizando operaciones elementales de fila se tiene:
1 -1 2 1
-2 1 2 1
A = 2 111 |
1 1 53
F31(-2)
1 -1 2 1
0 —1 6 3
Faen~1 o 3 _3 1 |20
o 2 3 2
Fyp2)
1 -1 21 1 -1 21
0 -1 6 3 0 -1 6 3
0 0 15 8 0O 0 15 8
0 015 8/, 0O 0 0O
43(—1)
Luego
1 0 00
-2 1 00
L= 2 -3 10
1 -2 1 1
Claramente:
A = LU
1 0 00 1 -1 21
_ -2 1 00 0 -1 6 3
- 2 -3 10 0 0 15 8
1 -2 1 1 0O 0 0 o0

Observacion importante. Observemos que el rango de A es 3, esto permite escribir A = LyUy,
donde:

0
5 1 0 1 -1 21
Ly = 2 3 ] Uy = 0O -1 6 3
| -2 1 0 0 15 8

en general para A € M, , con rango (A) = r, la matriz A se factoriza como A = LU, donde L € M,,, ,
yUeM,,
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8.4.3 Forma prdctica de la construcciéon de L

Puesto que L se construye con los multiplicadores, se puede llevar un registro de estos mul-
tiplicadores simultdneamente a la triangularizacion tomando en cuenta que el multiplicador d;;
se convierte en —d,; (y en la posicion i, j) en la matriz L. Esta técnica se empleard también en la

siguiente seccion.

Ejemplo 141 Considérese la siguiente matriz

La matriz Ly tiene unos en la diagonal principal, ceros arriba de la diagonal y por debajo de la
diagonal se construye con la parte diagonal inferior de la dltima matriz encontrada (en negrillas).
La matriz Uy se contruye con la parte triangular superior de la dltima matriz encontrada.

1 0
-2 1
L= 2 -3
1 -2
Claramente:
A = LU
1
- -2
o 2
1
Ejercicios propuestos
1) Factorizar
-1
1
A= -1
1

o= NN

—_——= O O

SN

W = = =

N =) - o oo

N O ==

A =
F31(-2)
1
_f F32(3)
2
F42(2)

U=

- o O O

—_—— O

SO O =

1
0
0
0

-1
-1
0
0

2
6
-3
0

S 0 W =

1
3
-1
2

-1

[ B \S T ()

6
-3
3

QY b ik

-1
2

F21(2)

F43(—1)

1
-2
2
1

-1
-1
-3
-2
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Sol.:
1 0 00 -1 2 1 1
A —1 1 00 0 4 2 1
1 0 1 0 00 -1 0
-1 1/2 -2 1 00 0 3/2

8.5 Factorizacion LR

8.5.1

Matrices de permutacion

Definicion 61 (Matriz de permutacién) Una matriz de permutacion es aquella matriz cuadrada que
se obtiene de la identidad mediante un nimero finito de cambios de fila. N6tese que la matriz
identidad misma es una matriz de permutacion.

Propiedades de la matriz de permutacion.
= Una matriz de permutacién es ortogonal, luego si P es ortogonal entonces P~! = P'.

Ejemplo 142

pl=p =

S O = O
— o O O
S O O =
o = O O
o = O O
S O O =
- o O O
o o = O

= Sea P una matriz de permutacion y B la matriz obtenida de una matriz A mediante las mismas
operaciones elementales de fila aplicadas para obtener P desde la matriz identidad, entonces:
B=PA.
Notacion practica para matrices de permutacion
Sea e; el vector fila con la unidad en su i-ésima coordenada y ceros en las demds, entonces la
matriz identidad I € M, se escribird como

€
p—|
e,
donde i1,iy,...,i, es una permutacién del conjunto 1,2,...,n, més ain prescindiendo de la letra e,

la matriz de permutacién P se puede escribir como:

al vector de la derecha se llamar4 vector de indices.
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Ejemplo 143 Considere la matriz

0010
1 000
P= 0 0 01
01 00

entonces P se puede representar como:

Factorizacion con el algoritmo de Gauss con pivote

Considérese una matriz A € M, , de rango r. Para triangularizar A aplicaremos el algoritmo de
reduccién de Gauss con pivote, como se sabe, este algoritmo en general requiere cambios de fila
Supdngase que se realizan de inicio todos los cambios de fila necesarios, asi podemos suponer la
existencia de una matriz de permutacion P tal que en PA no serdn necesarios los cambios de fila al
triangularizar la matriz. Con s = min{m — 1,r,n}, existen s matrices elementales E|, ..., E; tales
que

R=EE; |---E|(PA)

es una matriz escalonada con sus r primeras filan no nulas y las restantes iguales a cero. Procediendo

como es usual, haciendo L = (EsE;_;---E 1)_1 se encuentra:

PA=LR

donde L tiene la siguiente forma:

1 0 0 0 --- 0
—dy, 1 0 0 -.- 0
| —da —de P 1 0 0 - 0
—dgy1) —dsp1p 0 —dgyrs 1 - 0
—dgy21 —dyi21 0 —dyppy 01 - 0
—dyi —dyy o —dpy O e e ]

Sobre la construccion de la matriz Ly P

La matriz L se construird como en el caso de la factorizacién LU salvo que el el caso de cambios
de fila los multiplicadores también se intercambian. Por otra parte para la construccién de la matriz
de permutacién P se inicia con el vector

que representa a la matriz identidad, en cada cambio de fila del algoritmo de Gauss, este vector
también cambia con la misma operacion elemental. El dltimo vector i que se tiene permite contruir
la matriz P.
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Ejemplo 144 Considérese la siguiente triangularizacién

-2 -4 =20 4 0 16 8
A - 1 2 4 4 ~ 1 2 4 4 Fz](_1/4)
4 0 16 8/, \-2 -4 20
F31(1)2)
4 0 16 8 4 0 16 8
~ 1/4 2 0 2) ~| -1/2 -4 6 4
“1/2 4 6 4 ), /4 2 02/,
4 0 16 8
~ ~1/2 -4 6 4
1/4 —1/2 3 4

Por las consideraciones anteriores

1 00 4 0 16 8
L= —-1/2 1 0|,R=(0 -4 6 4
1/4 —1/2 1 0 0 3 4

Como se han realizado las operaciones elementales de cambio de fila Fi3 y F»3 (en ese orden) el
vector de indices cambia del siguiente modo:

1 3 3
3 Fi3 1 Fy3 2

por tanto la matriz P es:

0 01
P= 1 00
010
se observa:
1 00 4 0 16 8 4 0 16 8
LR = —1/2 10 0 4 6 4 |=| -2 -4 -2 0
/4 —1/2 1 0 0 3 4 1 2 4 4
0 0 1 -2 -4 =20 4 0 16 8
PA = 1 00 1 2 4 4 =1 -2 -4 -2 0
010 4 0O 16 8 1 2 4 4

tal como se esperaba.

Ejemplo 145 Consideremos ahora la matriz

0 2 -1 0 1

4 0 01 2
A= 4 6 23 2 1
4 —4 —4 2 2
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procedemos a la triangularizacién.

0 2 -1 01 4 0 01 2
—4 0 01 2 0 2 -1 01
A= 4 -6 -3 2 1 “l o4 6 =3 2 1 |20
4 —4 —4 22/, 4 —4 —4 2 2
F31(1
Fyi(1
~4 0 01 2 4 0 01 2
0 2 -1 01 -1 -6 333 |,
-1 -6 -3 3 3 0 2 —1 0 1 | 2053
-1 —4 —4 3 4 ), -1 -4 -4 3 4
Fip(—23)
—4 0 012 —4 0 01 2
-1 -6 -3 3 3 -1 -6 -3 33
0 -1/3 -2 1 2 0 -1/3 -2 1 2
123 212/, -1 23 100
por tanto
1 000 4 0 01 2
-1 100 0 -6 -3 3 3
=19 Ziz10| %] 0o 0 212
-1 2/3 11 0 0 000

el vector de indices tiene la siguiente variacion:

1 2 2
N 1 3
S 3 1
4 Fip 4 By 4
luego la matriz de permutacioén es:
0100
0010
P= 1 000
0 0 01
se puede probar que: PA = LR.
Ejercicios propuestos
1) Factorizar:
2 =2 1
A= 5 -1 1
2 -1 -1
010 1 00 5 —1 1
So.P=| 1 0 O |,L=]| 2/5 1 0 |,R=| 0 -8/5 3/5
0 01 2/5 3/8 1 0 0 —13/8
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2) Factorizar:

-1 2 1 1
1 210
-1 2 0 1
1 0 2 1
1 0 0O 0 0 -1 2 1 1
0100 I —1 1 0 0 R 0 4 2 1
()001’_—11/2 1 0}’ 0 0 2 3/2
0010 1 0 —-1/2 1 0 0 0 3/4
3) Factorizar:
0 1 -1 1
2 1 1
-1 -1 1 -
1 1 1
01 00 1 00
2 1 1 1
1000’L: 0 10’R:01_11
0010 —-1/2 —1/2 1 0 0 10
000 1 12 1/2 1
4) Factorizar:

1 21 2 1
2 3 2 3 2
34 3 4 3
4 5 4 5 4
0 0 0 1 1 0
1 000 1 4 5 4 5 4

P= L= ‘3l1 7R:< 3 3 >
0010 § 3 03030
0100 5 3

8.6 Lafactorizacion y la solucion de sistemas lineales

8.6.1 Factorizacion LU

La factorizacién LU, puede utilizarse para resolver un sistema Ax = b, donde A € M, ,, es
invertible. Si A = LU, el sistema a resolver es LUx = b. Esto origina el siguiente proceso:
Paso 1. Se asigna

z="Ux,

asi se tiene el sistema triangular L.z = b
Paso 2. Se resuelve

Lz=0b,
el resultado se reemplaza en la ecuacidon del paso 1 y se resuelve el sistema triangular

Ux =z,
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es claro que el vector x calculado es solucién del sistema Ax = b.

Observacion. El método LU, permite resolver el sistema Ax = b resolviendo dos sistemas
triangulares. La ventaja de éste método, es cuando se deben resolver varios sistemas de la forma
Ax = b, en donde solamente varia el vector b, en esos casos la descomposicién se realiza una sola
vez, obteniéndose rdpidamente las soluciones.

Ejemplo 146 Resolver:

1 5 -1 X1 10
2 3 2 x | =1 21
-1 2 0 X3 -5

Solucién. Anteriormente se ha encontrado que

15 -1 1 00 1 5 —1
A= 2 3 2 |= 2 1 0 0 -7 4 |=LU
-1 2 0 -1 -1 1 0O o0 3

Paso 1. Se asigna Ux = zy se resuelve el sistema

Lz=0b,
esto es,
1 00 21 10
1 0 2 | =1 21
-1 -1 1 73 -5

resolviendo por sustitucion directa se encuentra

Paso 2. Ahora resolvemos el sistema

Ux =z,
esto es,
1 5 -1 X1 10
0o -7 4 x | = 1
0 O 3 X3 6

resolviendo por sustitucion inversa, encontramos

7
1
2

8.6.2 Factorizaciéon LR

Si se tiene PA = LR, entonces el sistema Ax = b puede resolverse de la siguiente forma:
1) Multiplicando a la igualdad por P se tiene:

PAx = Pb,

entonces LRx = Pb.
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2) El sistema LRx = Pb se resuelve con la técnica anterior.

Ejemplo 147 Resolver el sistema Ax = b siguiente:

0O -1 2 X1 13
1 -1 2 x | =1 15
2 1 3 X3 26

Solucion. Factorizando A se tiene:

PA=LR
donde:
0 0 1 1 0 0 2 1 3
P=| 010 ]|,L=1| 1/2 1 0|,R=0 =3/2 1/2
1 00 0 2/3 1 0 0 5/3
Se resuelve
LRx = Pb,
es decir
1 00 2 1 3 X1 26
1/2 1 0 0 —-3/2 1)2 x | =1 15
0 2/3 1 0 0 5/3 X3 13
Sea z = Rx, asi se tiene: Lz = Pb, esto es,
1 0 0 21 26
1/2 1 0 z | =1 15
0 2/3 1 23 13
resolviendo:
26
z=| 2
35
3
Ahora se resuelve: Rx = z,
2 1 3 X1 26
0 —-3/2 1)2 x | = 2
35
0 0 5/3 X3 3
resolviendo:
2
x= 1
7
Ejercicios propuestos
1) (a) Resolver el sistema
05 -1 X1 -2
2 3 2 x | = 21
-1 2 4 X3 28

usando el método LU.

(b) Resolver el sistema anterior con el método LR. Sol. 1
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2) Resolver el siguiente sistema paraa=1,a=2ya=—1
2 3 2 X1 9a—5
21 2 X3 =1 7a+1
-1 1 1 X3 2a—73
2 3 0
Sol -2 1,1 -1 ],| 4
3 5 —1

8.7 La factorizacion y el cdlculo de autovalores

Iniciamos este tema con el siguiente teorema.

Teorema 53 Sea A € M, y A= (P'L)R, donde P,L y R son de la factorizacién LR. Se define

B=R(P'L), entonces A y B son semejantes.

Demostracion. Puesto que P y L son invertibles, se encuentra R = (PtL)fl A, multiplicando

por la derecha por P'L se obtiene:

R(P'L) = (P'L) 'A(P'L)

puesto que B =R (P'L), se tiene: B= (P'L) ' A(P'L), es decir A y B son semejantes.

La anterior propiedad motiva la siguiente sucesidon de matrices semejantes a la matriz A:

Sea A = A, entonces parak =1,2,...

A = (PiL) Rk, {Factorizacién LR}
A1 = Ri(PL),

8.7.1 Convergencia de esta sucesion

La anterior sucesion de matrices {A;} converge a una matriz triangular de la forma:

A11 * cer X

0 A22 cee %k
h’rnAk: .
k—yoo : : o

0 0 o A

En donde cada A;; o es un nimero o una matriz 2 X 2, claramente los autovalores de A se encuentran

de la diagonal de la anterior matriz triangular.

Ejemplo 148 Consideremos la matriz

4 =5 6
A= 1 -6 12
-1 =5 11

Sea A| = A, la factorizacién LR da:

100
p=1]lo1o0}|,

01 0

1,0000000 0,0000000 0,0000000
Li = | —0,2500000 1,0000000 0,0000000 |,R;=

0,2500000 0,7600000 1,0000000

4,0000000
0,0000000
0,0000000

—5,0000000

6,0000000

—6,2500000 12,5000000

—0,0000000

1,0000001
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por tanto:

1,2500000 2,2000000 —5,0000000
Ay =R (P{L;)=| —4,6875000 7,7500000 —6,2500000
—0,2500001 1,0000001  0,0000001

siguiendo con este proceso se encuentran sucesivamente:

8,6666670 —5,5468750 —6,2500000
As=| 39111111 —0,9166668 —6,6666670
0,0666667  0,1718750  1,2500001

5,0000057 19,7055264  16,7676296
A= | —0,0000007 —0,6594791 —2,7610657
—0,0000003  2,9238024  4,6594734

50000029 12,3229637 19,7055264
Ax=| —0,0000004 39999971  2,9238024
—0,0000003 —1,7100991  0,0000000

Si se quiere una aproximacién de por lo menos 5 decimales, la anterior matriz puede consider-
arse como triangular por bloques. Por tanto los autovalores de A son 5,0000029 y los autovalores

de

o — 3,9999971 2,9238024
27\ —1,7100991 0,0000000

luego, los autovalores buscados son:

A = 5,0000029
A = 1,9999986+0,9999988 i
A3 = 1,9999986 —0,9999988 i

Observacion. Los autovalores exactos son: 5,2 +i,2 — i, se observa que el anterior resultado
es exacto si se toman en cuenta 5 decimales.






9 — Matrices definida positivas

Las formas cuadréticas aparecen de manera natural en muchas aplicaciones como es el caso de
problemas de maximos y minimos de funciones a varias variables. En este capitulo se estudia el
marco tedrico de estas formas.

9.1 Formas cuadraticas

Definicion 62 (Forma cuadrética) Una forma cuadrética en x1,x3,...,X, €s una expresion de la
forma:

n
)3
i=1

claramente una forma cuadrdtica es un polinomio de grado dos a n variables.

Ejemplo 149

™=

aijx,-xj,

j=1

P = 3x7 + 2x1x; + 6x3

es una forma cuadrética en las variables xy,x;.

La forma cuadrdtica )}, ):;?:1 a;jxixj puede escribirse de manera Gnica como el producto x’Ax,
donde

X1
X2
Xn

y A = (a;;) es una tnica matriz simétrica.

Ejemplo 150 A la forma cuadratica P = 3x% +2x1x + 6x% estd asociada la matriz simétrica

31
=(16)
en efecto:

31 X
(x1 x2)(1 6)<x;):3x%+2x1x2+6x%

9.2 Matrices definida positivas

Definicion 63 (Matriz definida positiva) Una matriz simétrica A € M,, , es definida positiva si

x'Ax > 0, para todo x € R" no nulo
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3 =2
-2 5

3 =2 X
(x1 x2)<2 5 ><x;> = 3x] —4xx+5x3

4 4 4
= 3 (x% — 3% + 9x%> — §X% +5x3

2 \? 11
= 3<x1—3xz> —i-?x%

> 0

Ejemplo 151 Sea A = ( ) , entonces

para todo < il > no nulo, luego A es definida positiva.
2

Algunos teoremas sobre matrices definida positivas

Teorema 54 Si A es una matriz simétrica definida positiva entonces todos sus autovalores son
positivos.

Demostracion. Sea A un autovalor de A asociado al autovector v, entonces Av = Av, por tanto:

2
VAV =V Av =4 |||
v Ay
por tanto A = W > 0, pues el es cociente de dos niumeros positivos (ndtese que al ser v un
%

autovector, no puede ser nulo).

Teorema 55 Si cada autovalor de una matriz A € M,, , simétrica es positivo, entonces A es definida
positiva.

-2 5
sus autovalores son 4 + /5,4 — /5, ambos positivos.

Ejemplo 152 Sea A = ( 32 > , la matriz del ejemplo 151 . La matriz A es definida positiva,

Teorema 56 Si A es una matriz simétrica definida positiva entonces cada entrada a;; > 0.
Demostracion. Ejercicio. (Sug. considere el vector unitario e;)
Teorema 57 Si A es una matriz definida positiva, entonces lo son también A’ y A~
Demostracion.
0<xAx= (x’Ax)t =xA'x,

por tanto x’A’x > 0, esto prueba que A’ es definida positiva. Por otra parte para todo x no nulo, si
Ay = x, entonces y = A~'x no es nulo, por tanto:

XA Ix =y ATA Ay = y'A'y > 0,
esto prueba que A~! es definida positiva.

Teorema 58 Definimos una submatriz principal a la matriz obtenida con las entradas un menor
principal. Toda submatriz principal de una matriz simétrica A € M,, , definida positiva es definida
positiva.

Demostracion. Sea S un subconjunto propio de {1,2,...,n}, sea M la matriz obtenida de A
eliminando las filas y columnas que no se encuentran en S. Sea x € R” tal que tiene ceros en las
entradas que no se encuentran en S. Sea y el vector que queda de x eliminando las entradas que no
se encuentran es S, entonces:

0 < X'Ax =y'My,

al ser y arbitrario no nulo, se prueba que M es definida positiva.



9.2.2

9.3

9.3 Matrices definida negativas y semidefinidas 167

Caracterizacion de una matriz definida positiva

Teorema 59 Una matriz simétrica A € M, , es definida positiva si y solamente todos sus autovalores
son positivos.

Demostracion. Si A es definida positiva, entonces sus autovalores deben ser positivos, ver 54
pégina 166. Reciprocamente supéngase que los autovalores de A, A1, 45, ..., A,, son todos positivos.
Sea P la matriz ortogonal tal que

P'AP =D =diag (A, A2,..., M),
entonces para todo x € R* no nulo:

XAx = x'PDP'x
= (Px)'D(Px)
= YDy

li (yi)2 > 0,

I
D=

1

esto prueba el teorema.
|

Definicion 64 (Matriz diagonalmente dominante) Una matriz A € M,, , es diagonalmente domi-
nante si

lai| > Y j=1 J# " aij

si > se reemplaza por >, A se llama estrictamente diagonalmente dominante.

,i=1,2,...n

Teorema 60 Sea A € M), , matriz simétrica estrictamente diagonalmente dominante con cada a;; > 0,
entonces A es definida positiva.

Demostracion. Es consecuencia directa del teorema de Gersgorin 37 pagina 115.

Matrices definida negativas y semidefinidas

Definicion 65 (Matriz definida negativa) Una matriz simétrica A € M,, , es definida negativa si
X¥Ax <0

para todo x € R" no nulo.
Definicion 66 (Matriz semidefinida positiva) Una matriz simétrica A € M,,, es semidefinida
positiva si

XAx>0

para todo x € R” no nulo.
Definicion 67 (Matriz semidefinida negativa) Una matriz simétrica A € M, , es semidefinida
negativa si

XAx <0

para todo x € R" no nulo.

Teorema 61 Una matriz simétricaA € M,, ,, es semidefinida positiva si y solamente si sus autovalores
son no negativos. (es decir existen autovalores nulos y todos los demds positivos)

Teorema 62 Una matriz simétrica A es definida negativa si y solamente si —A es definida positiva.
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Corolario | Una matriz simétrica A es definida negativa si y solamente si todos sus autovalores son
negativos

Teorema 63 Una matriz simétrica A € M, , es semidefinida negativa si y solamente si sus autovalores
son no positivos. (es decir existen autovalores nulos y todos los demds negativos)

Ejercicios propuestos
Mediante el cdlculo de autovalores, clasificar las siguientes matrices.

2 —1 1.
1) A= —1 4 1 |.Sol Definida positiva
1 1 2
-3 0 0 1.
2) B= g _411 s 8 Sol. Definida negativa
1 0O 0 -3
1 2 3.
3) A=| 2 4 5 | Sol. No definida ni semidefinida
35 6
1 0 1
4) C=| 0 2 0 | Sol. Semidefinida positiva
1 01

9.4 Lasignatura de una matriz simétrica

9.4.1

La definicién de signatura

Definicion 68 (Signatura) La signatura de una matriz simétrica A, denotada por sig (A), es el par
(p,q), donde p es el nimero de autovalores positivos y ¢ el nimero de autovalores negativos.

Observacion. Se puede probar que rango (A) = p+gq.

Ejemplo 153 Considere la matriz

2 1 3
A= 1 -2 -1
3 -1 2

Esta matriz tiene los siguientes autovalores:

A=-3
A= 0
A3=5

por tanto la signatura de esta matriz es sig(A) = (1,1) (un autovalor positivo y un autovalor
negativo).

Ejemplo 154 Es claro que la signatura de
0 0
5 0
0 -1

>
Il
S O W

es sig (B) = (2, 1) (dos autovalores positivos y uno negativo).

La signatura puede calcularse sin necesidad de calcular los autovalores, como se verd en la
siguiente seccidn.
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Cdlculo de la signatura con operaciones elementales

Definicion 69 (Operaciones elementales simultaneas)Si a continuacién de una operacién elemen-
tal de fila se realiza la misma operacién de columna, se dird que se a hecho una operacién elemental
simultdnea.

Ejemplo 155

2 1 3 2 1 3
1 -2 -1 ~10 -3 —3
3 -1 2 3 -1 2

Ca(-2)

Teorema 64 Sea A € M, , matriz simétrica. Sea D la matriz diagonal obtenida de A aplicando
operaciones elementales simultdneas. Entonces: sig (A) = (p,q) donde p es el nimero de entradas
positivas en la diagonal de la matriz D y g el nimero de entradas negativas.

Ejemplo 156 Considere la matriz del ejemplo 153, aplicando operaciones elementales se tiene:

2 1 2 1 3
A = 1 -2 -1 ~0 -3 -3
3 -1 2 -1 2
F21(7%) 3 CZ'(fé)
2 0 3 2 0 3
5 5 5 5
S T
3 -2 2 0 —3 -3
’ fa(-4) EERATC)
2 0 0 2 0 0
~ o3 3) ~{o 4
_5 5
0 2 2/ Py 0 0 0 F3p-)
2 00
5
0 0 0

luego sig (A) = (1,1).

Observacion. En una etapa de la reduccion de Gauss, es posible realizar operaciones elemen-
tales de fila continuadas y luego sus correspondientes operaciones de columna.
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-8 2 3
Ejemplo 157 Sea: A = 2 —3 2 |, aplicando operaciones elementales se encuentra:
3 2 -8
-8 2 3
A = 2 =3 2 |FE,
21(4
. (%)
3 -8 2 3
5 11
F31<8>N 0 —3 x CZ](%)
o U _5
4 8
3
o (5)
-8 0 0 -8 0 0
5 11 5 11
B P A 3 N R S
0o 5+ —-=% 0 0 —35
4 8 F32<%) 20 Csz(}—('))
-8 0 0
5
0 0 —5

por tanto sig (A) = (0,3).

Observacion. Los autovalores de A son: —11,—7, —1, todos negativos.

Caracterizacion de matrices simétricas con operaciones elementales

Teorema 65 Sea A € M, , una matriz simétrica. Sea D la matriz diagonal obtenida de A aplicando
operaciones elementales simultdneas. Sea sig(A) = (p,q) donde p es el nimero de entradas
positivas y g el nimero de entradas negativas de la diagonal principal de la matriz D. Entonces:

1) Sisig(A) = (n,0), entonces A es definida positiva.

2) Sisig(A) = (0,n), entonces A es definida negativa.

3) Sisig(A) = (p,0) y p < n, entonces A es semidefinida positiva.
4) Sisig(A)=(0,q) y g < n, entonces A es semidefinida negativa.
5) Sisig(A) = (p,q) p # 0, g # 0, entonces A no esté definida.

Ejemplo 158 Sea

—4. 2 =2
A= 2 -4 -2
-2 -2 =8
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aplicando operaciones elementales simultdneas se tiene:
-4 2 =2
A 2 —4 =2 |F21(1/2)
-2 -2 =8
-4 2 =2
F31(—1/2) ~ 0 -3 =3 |C21(1/2)
0o -3 -7
C31(—1/2)
-4 0 0 -4 0
0 -3 -3 ~ 0 -3
0 -3 -7 Fa(-1) 0 O
-4 0 0
0 -3 0
0 0 —4

por tanto sig (A) = (0,3), es decir A es definida negativa.

9.6

Este criterio, es otra manera de caracterizacidén de matrices simétricas, ahora emplearemos

determinantes.

Teorema 66 Sea A € M, , una matriz simétrica. Para cada k, k = 1,2,...,n se define Ay como el
determinante de la matriz en M ; obtenida con las primeras k filas y k columnas de la matriz A, es

El criterio de Sylvester

ain
ax
asn

Ann

decir:
Ay = Jap
apjy ap
A =
ay an
etc.
ap | a2 | aiz
ay axp | axp
azy  aszp  asz
apl  ap2  ap3
entonces:

1) Sicada Ay >0, parak =1,2,...,n, entonces sig (A) = (n,0)
2) Si (—1)Ar >0, parak=1,2,..

.,n, entonces sig (A)

(0,n), (nétese que en este caso los
signos de los deltas van alternadamente de menos a mas, empezando con el signo menos).

Ejemplo 159 Nuevamente considere la matriz A del ejemplo 157
-8

entonces:
A =

A =

Ay =

2

0
-3
—4

c32(-1)
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como los signos de los deltas van intercalados y empezando con signo negativo, sig (A) = (0,3).

Ejercicios propuestos
Ejercicios 2 Determinar la signatura de las siguientes matrices y clasifique las mismas.

9 -2 -3
HDA=| -2 4 -2 |,Sol(3,0)
3 -2 9
-3 -1 -3
A= -1 -8 —1 |,Sol(0,2)
-3 -1 -3
4 -2 —4
HA=| -2 4 0 |,Sol(3,0)
—4 0 8
-8 2 3
HAa=[ 2 =3 2 |,Sol(0,3)
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