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EJERCITACIONES SOBRE LA FUNCION COSENO

L
por

M. CotLAr y B. LEvi

'En una Nota anterior «Consideraciones sobre una proposicién
de W. H. Young» demostramos incidentalmente —y precisa—
mente con el fin de proporcionar un ejemplo — que ninguna
sucesién de funciones de la forma {cosn;x} puede converger (1)
en un conjunto de puntos de medida 2n. Lo esencial de aquella
demostracion era el hecho de desarrollarse con instrumentos que
se pueden decir clisicos. En una Nota que la revista publicé su-
cesivamente (2) el Sr. R. Boas hizo notar que la pro-
posicién resultaba muy simplemente haciendo uso de un cono-
cido lema de Steinhaus (3), el cual depende de nociones sobre

() En el enunciado de la pig. 149 se habla de convergencia uniforme; lo
cual es necesario si las integrales comsideradas en la demostracién se quieren
tratar en modo elemental; no lo es méis hablando de integrales de Lebesgue.
Como observamos en otra oportunidad (ver la nota sig.) en el caso en cuestién
da lo mismo hablar de convergencia uniforme o no uniforme, porque una suce-
cién que convergiera no uniformemente en un conjunto de medida 2 &, conver-
geria uniformemente en una parte de este conjunto, de medida tan préxima
ecomo se quiera a 2m, y se repitiria la contradiecién encontrada entonces.

() R. P. Boas Jr, Acerca de la s':wem6n{ 08 N @ } n,—> o - Math, Notae,
Afio V, p. 91.

(*) El lema de Steinhaus dice: Para casi todo z se verifica

E[ cos (n, = + “h)l =1

(Ver por ej. Z1aMUND, Trigonometrical Series, p. 267 -270). El lector va a
reencontrarlo demostrado en las conmsideraciones que siguen.

La demostracién propuesta por el Sr. Boas aplica ademés el teorema de
Riemann - Lebesgue segtn el cual

Iim f cos n gdz = 0,
ne»>x g
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la medida de Lebesgue un poco méas profundas de las utilizadas
en nuestra primera nota, pero tiene en compensacion la ventaja
de desarrollarse enteramente en el dominio de las funciones de
variable real.

1. —En lo que sigue vamos a desarrollar, en este otro punto
de vista, algunas consideraciones mas sobre las funciones

o (cosnx+a)=A (n,p,x)

donde z es variable en un conjunto E de puntos de la recta real
que supondremos generalmente de medida |E[(1) finita -/-0.

cualquiera sea el conjunto E sobre el cual se efectua la integracién. Puede ser
interesante notar que con una pequefia modificaciéon del razonamiento de Boas
se llega fAcilmente a la conclusiéon deseada por aplicacién de este solo teorema
y sin aplicar el lema de Steinhaus. Se trata en efecto de demostrar que:
Ninguna sucesién infinita de la forma {cos n L@ (”k+1> n, ) puede
converger en todos los puntos de un conjunto E de medida >>0. Supongamos
en efecto que esta convergencia se realizara sobre cierto E; esto significaria
que para cada x de E existiria un N tal que, para n, >N, n, > N
197, np(2) | = | cosm @z —cosn, & <e ()

siendo ¢ fijado arbitrariamente; se sabe, por un teorema de Egoroff que existe
entonces un valor de N que vale para todos los z de un conjunto E, < E, toda-

via de medida tan préxima como se quiere de la medida de E. Después de
esto, consideremos

2 B 2 1 8y
gm,n(x)_cosmx-}-cosz COS M T COS N &
=] = % cos2m & |- %cosZn 2 —cos(m + n) x—cos(m —mn) x
Suponiendo elegir para m,n valores de la sucesién n, , mayores de N y cuya
diferencia se hace crecer indefinidamente, integrando luego sobre el conjunto

E, los dos miembros de la dltima igualdad, llamando , =|BE|—y 2 la medida
medida de E, y teniendo en cuenta ( «), se obtiene

2 1 1
ezp>/gmvn(m) dw = /dx+ 7/ cos2m zdx 4 7/cosZnaz:dao—
Ey Ey E, Ey

/cos (m 4 n) zd o — jcos (m—n) zdz;
Ey Ey
por el teorema de Riemann-Lebesgue, suponiendo m,n y |m-n| suficientemente
grandes, la suma de las integrales ue cosencvs en el segundo miembro puede
suponerse en valor absoluto menor de un ¢, cualquiera; resulta
fpop—gl ®
Lo cual es absurdo. Es pues absurda la hipé6tesis de realizarse (o) sobre E.
() En todo lo que sigue el signo |..| significa medida segtn Lebesgue;
en particular, si la expresién entre las barras es un intervalo, se tiene la

longitud del mismo.
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n 'y p son nameros reales /=0, que supondremos por comodidad
positivos, aunque los resultados se extienden con simples obser-
vaciones sobre cambios de signos a niimeros positivos y nega-
tivos; segun el caso (supondremos estos valores fijos o bien
variables dentro de una sucesion numerable asignada. En esle
caso asignaremos un indice ordenador escribiendo n, y p, y su-
pondremos los n, crecientes con limn,=o; « son numeros rea-
les cualesquiera asignados para cada n; cuando a n se asigna in-
dice, el mismo indice se pondra a la « correspondiente.

De las propiedades de la medida de Lebesgue aplicaremos
casi unicamente la siguiente:

a) Si un conjunto E de valores de la variable real x tiene
medida |E|>0, fijado arbitrariamente un €>0, existe siempre
algin intervalo I tal que, siendo EI la parte de E contenida en
1, es

(1| —|EI|<e|I|. 1)

En los n. 4, 7, 8 tendremos que tratar con algunas otras
propiedades.

2. — Una consecuencia inmediata de la propiedad aludida es
la siguiente:

Dado un conjunto E de medida |E|>0 vy fijado arbitra-
riamente un B (—1<p<1), se puede determinar un nimero Ng
tal que cualquiera sea n= Ng, existe un conjunto E,CE de me-
dida |E,|>0 (de la cual asignaremos también una valuacion) tal
que en todos los puntos de E,

AnAop=g.
Pongamos, en efecto
A=arccosB (0<A<m);

Fh gt 2kn—n—a
claramente, en cualquier intervalo de la forma (——n———-,
: kRN —ca 2kt N —a
) existe un intervalo ( ) ) de
n n

2knt+n—a

n

A A
longitud g—(ilentro del cual cos (nx+a)=p. Los intervalos arri-
n
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la longitud total de los intervalos parciales de I en los que
A(n,1,z)=p es

>[I|,(—J;———o)

y por lo tanto este conjunto de intervalos parciales contiene una
parte E, de E cuya medida es mayor que

Ha—1—6) (2 —e) + (2 —o)—1=a(E—d)1l. @

Notese que se puede elegir o pequefio como se quiera, con
el solo inconveniente de tener que tomar n ‘mas grande; por lo

DN
tanto |E,| se aproxima tanto como se quiera a ©—|I|. Puede
T

también elegirse © tan proéximo como se quiera a ‘1, pero se in-
fluye de esta manera sobre la determinacién de I en el sentido
de que puede disminuir su longitud, haciendo ilusorio el mejo-
ramiento del coeficiente.

El razonamiento anterior se imita cambiando los intervalos

(2kn—n—a 2kntn—o ) : (2Im—n—)\—cx ’ an—’[l—)\—a )

’
n n

respectivamente en

3

n n

( 2kn—a ’ 2(k+1)yn—a ) ¢ (an—}—)\—a 2(k+1)n—A—a ) :

n n

para determinar conjuntos de puntos en los cuales A(n,1,z) <@,
concluyendo que igualmente fijado arbitrariamente un B'(—1<
B’<1) existe un Ng tal que, cualquiera sea n>Ng, existe un
conjunto E',CE de medida |E',|>0 tal que en todos sus pun-
tos A(n,1,z) <.

3.—Un corolario inmediato de la proposicién anterior es
el siguiente:

Dada una sucesién infinita de funciones de la forma
A(n,,1,2) (n.,>n,) y dado un conjunto cualquiera E de valo-



— 198 —

res de z, de medida |E|>0, de cualquier manera se elijan By p’
tales que —1<P <B<1, existe un nimero Ng tal que, a
cualquier n,> Ng corresponde un N, g tal que, eligiendo arbi-
trariamente un ng> N, g existe en E un conjunto parcial toda-
via de medida >0, para todos cuyos puntos

cos (n, & +a,)>p, cos(n,x+a;)<p’;
luego
cos (n, & +a,) — cos (n, T+ o) > —B'.

Se puede elegir B tan proximo a 1 como se quiera e igual-
mente [’ préximo a —1; resultara cos (n, x+ a,.) — cos (na+ay)
tan proximo a 2 como se quiera. Por lo tanto:

Dada una sucesion infinita de funciones’ de la forma
A(n,,1,x) en cualquier conjunto E de medida |E|>0 vale la re-
lacidn

extr. sup. (A (n,,1,2) —A (n,1,2)) =2 (1) (4)

Supongamos ahora dada una sucesion de funciones A(n,.p,.x)
y supongamos que siendo £ un conjunto de medida >0 sea (2)

Iir—n |A<nr: Prs .’L‘) __A<n8’ Ps> .’L‘) =

(r,s—», zenk);

(*) EI anilisis del n. 4 permitird afirmar mas precisamente que, para todos
los # de E salvo un conjunto de medida 0,

im A4 (n, 1, ) —lim A(n_, 1, ) =2

r’

lo que difiere de la (4) por afirmarse aqui que la diferencia entre los dos
limites es alecanzada para ciertos z, mientras para la (4) es suficiente que pa-
ra algtin o pueda hacerse 4(n ,1,2) —A(n ,1,2) tan préximo a 2 como se
quiera. Esta mayor precisién no interesa a las consideraciones del texto.
(?) Recordamos que los conceptos de extr. sup. y lim méax, (o lim sup) difie-
ren por esto, que el extremo superior no puede ser superado, mientras puede
serlo el lim, aunque, la posible diferencia en mas no podri superar un ¢ arbi-
trariamente fijado con tal que se desprecien los términos de la sucesién de indice
menor de uno conveniente. Andlogamente para los limites y extremos inferiores.
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Si la sucesién A(n,, p,, ) tiene en E limite determinado,
es A=0; luego limp,=0 y por tanto, por ser todas las
p,>0, limp,=0. Se concluye que si una sucesion de funciones
A(n,,p,, x) tiene limite sobre un conjunto de puntos E de me-
dida >0, este limite no puede ser sino 0 y.limp.=0. Esta pro-
posiciéon comprende, como caso particular la a la que hemos alu-
dido empezando.

4. —Vamos a profundizar un poco més las proposiciones
precedentes. De la proposicién del n. 2 sigue ficilmente que:

Dada una sucesion infinita de nimeros n,, lim n,—=®, para
todo x, salvo a lo sumo un conjunto de medida 0 es

extr. inf. cos (& + o) =—1, extr.sup.cos (n,z+a,)=1, (6)

(los limites siendo tomados por z fijo y r=1,2,...).
Consideremos en efecto las funciones ‘

fi(x) = extr. inf. cos (n,x+0,), fy(x)= extr.sup.cos (n,z+a,);

es conocido que son funciones de segunda clase de Baire y luego
medibles. Siendo B cualquiera tal que 1>8>—1 sea Ej el
conjunto de los puntos x para los cuales f,(z)<B; la propo-
sicion del n. 2 nos dice que no puede ser |Eg| >0, porque en
ese caso existirian en Ep puntos tales que, para r conveniente
cos (n,x+a,)>B. Es pues |Eg|=0.

Dando a B una sucesiéon de valores

B1<By< Bg<... limB;=1
se determina una sucesién de conjuntos
Es, = Ep,c Eg,C...

todos de medida O y que, en conjunto, contienen todos los pun-
tos en los que f,(x)<1l. Se sabe que la suma de un conjunto
numerable de conjuntos de medida O tiene medida 0; luego etc.
Analogamente se razona para la fy(z).
Un uso mas completo de la misma proposicién del n. 2
nos permite demostrar constructivamente que dado un conjunto
E de medida |E|>0, el conjunto de los puntos de E para los
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cuales extr. sup. cos(n.z+a,)=1 (o extr. inf. =—1) fiene
la misma medida que E (por lo tanto el complementario tiene
medida 0), evitando en el mismo tiempo de tener que preocu-
parnos de la medibilidad de las funciones f,(x),fq(%).

Basta tener en cuenta que de la definicion de la medida de
Lebesgue sigue en seguida que, dado un conjunto E medible
(suma o diferencia de conjuntos medibles) puede determinarse
un sistema finito L de intervalos sin puntos comunes, tal que

|E| — [EL|<n |E|, |L|= |E]|
siendo n>0 arbitrario. Puede sin més suponerse |L|=|E|.
Separemos los segmentos que forman L en dos grupos, L; en
los cuales se realiza (1) y L, en los cuales

(1| —|El| ze|I|.

Se ve facilmente que
n n
|Lo|: |Ll=— [|Li|: [L|z1— —.
Damos a ¢ el significado (2) (n. 2) poniendo
e=k(1-0) (> —0) (0<k<1)
T

y pongamos por simplicidad n=e¢(l1—e¢) de manera que
1—%: €. Teniendo en cuenta siempre que los intervalos que.
componen L; no tienen puntos comunes, la férmula (3) nos
permite determinar un conjunto de intervalos parciales que con-
tiene una parte E, de E que tiene medida

>0 (>—o) | L[z k6 (1-6) (%—f—c)z IL|

en cuyos puntos, siendo n, bastante grande,

cos (n,x+a,)=p.
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Considerando eventualmente s6lo una parte E’ ©E,, del con-
junto asi definido y teniendo en cuenta que se supuso |L|=|E|,
se puede sustituir en la relacién precedente el signo = por =,
concluyendo que

|B|=k6 (1-6) (~—s) [E|=plE|,

|E—E"|=(1—p)|E].

Aplicando el resultado obtenido al nuevo conjunto E —FE,
se separa de ¢él una parte E” en cuyos puntos, para n, conve-
niente

cos (n,x+a,)=p
y tal que
|E”|=p|E—E'|=p(1—p)|E|.
Razonando ahora analogamente sobre E—E —E” y so-

bre los conjuntos analogos obtenidos sucesivamente, se consigue
finalmente de separar del conjunto £ una parte cuya medida es

p(1+(1—p)+(1—p)2+...)|E|=|E|.
y tal que en cada uno de sus puntos, para un n, conveniente,
cos (n,x+ a,) =B.
Sobre el conjunto tultimo obtenido puede reempezarse a

aplicar el procedimiento con un valor de B mayor del anterior.
Resulta que, fijada una sucesién

R By< By o limBisedys
se determina una sucesion de conjuntos
EyoligRed

cada uno de los cuales tiene siempre la misma medida |E|. El
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conjunto limite (interseccion de todos) tiene luego la misma
medida y estd constituido tnicamente por puntos en los cuales

extr. sup. cos (n,x+a,) =1. (7)

Operando analogamente sobre este conjunto, con sblo cam-
biar los signos > en <<y 1 en —1, resultard un nuevo conjunto
parcial, siempre de la misma medida en el cual se realiza (6).

5. — La afirmacion (7) se expresa diversamente diciendo que
1 es punto limite de la sucesion de valores {cos (n,z+ a,)}; y
observando que los ntmeros o, estan dados arbitrariamente, se
puede repetir la misma afirmacién para la sucesion {cos (n,x +
+ a,.+7Y)} donde Y es arbitrario; y esto significa que la sucesion
{cos (n, ¥ 4-«,)} tiene como punto limite cos ¥.

Concluimos pues: asignada la sucesion de numeros reales
{n,} con limn,=o vy la sucesion de los nimeros a, y fijado
arbitrariamente un nimero ¢, —1=<c=1, la sucesion {cosn,x -
+a,} tiene ¢ como punto limite para todos los valores de x de
un intervalo (o conjunto) finito, salvo eventualmente un con-
junto de medida 0, el cual depende de c.

Si ahora elegimos en el intervalo —1-1 wuna sucesion de
numeros ¢, C,, ... densa y para cada uno consideramos el even-
tual conjunto de medida O excepcional, se infiere facilmente
que para un z cualquiera que no pertenezca a la suma de estos
conjuntos excepcionales serdn puntos limites de la sucesion
[cos (n,x +a,)] todos los puntos del intervalo —1-1. Es decir
que salvo para los x de un conjunto de medida O la sucesion
[cos (n, x4 a,)} es densa en el intervalo —1~1.

Para simplificar la expresion, escribimos 2nx y 27w a, por
& y ‘«, e indiquemos por mant% la parte fraccionaria (man-
tisa) del ntmero real Z. Las proposiciones precedentes se ex-
presan entonces en la forma siguiente que interesa a la teoria
de los nameros:

Dada la sucesion {n), lim n,=o y la sucesion {a}
(0=a,<1) la sucesion maut{n.xz+ ), para cualquier valor
de z, salvo un conjunto de medida O es denso en el intervalo 071.

Si se supone que la sucesion {n,} sea la sucesion {r} de los
numeros enteros positivo, el teorema es bien conocido y se sabe
que el conjunto excepcional es el de los ntimeros racionales; es
por lo tanto no solamente de medida O sino numerable; pero la



— 204 —

situacién varia si cambiamos la sucesion {n,]. En nuestra nota
anterior citada (°) dimos uun ejemplo (y muchos se pueden cons-
truir analogamente) en el cual el conjunto excepcional tiene
ciertamente la potencia del continuo, porque tiene esa potencia
una parte de él, la alli considerada, en la cual mantn,.z tiene
limite determinado (€).

6. — La proposicién del n. 4 y también la menos precisa del
n. 2 permite afirmar que, dada una sucesidn infinita de fun-
ciones A(n,1,z) (limn.,=x), cualesquiera sean el conjunto .
E, |E|>0 'y el numero positivo y<2, existe siempre en E
algun punto x tal que, para n,n, convenientes

|A(n,,1,2) — A(n, 1,2)|>Y. (8)

En los parrafos siguientes vamos a puntualizar algunas re-
laciones entre los numeros n, y ng en la (8).

Demostraremos primero que si a la limitacién y<<2 sus-
tituimos la mas estrecha

y<1 (9)

uno de los nimeros n,n, puede elegirse arbitrariamente por
cuanto: :

Dado un conjunto E de medida |E|>0 y un nimero po-
sitivo Y<1 a cada numero n corresponde otro K, (E,y) tal
que, si v>K,n eziste en E algin x para el cual ;

|cos (nx+a) —cos (vE+p)|=Y. (10)

El nimero K, es no-creciente al crecer n y tiene un limite

(°) Ver Math. Notae - Afio IV - p. 154 - 155.

(°) Dejamos al lector deducir de los teoremas anteriores consecuencias inte-
resantes expresables en términos de probabilidades como seria la siguiente: La
probabilidad de que un ntimero elegido casualmente contenga infinitas veces un
grupo de cifras consecutivas asignado (sin limitacién al ndmero de cifras del
grupo) es I. Cfr. E. BorEL en Valeur pratique et phisolophie des probabilités
(Paris, Gouthier - Villars, 1939) llama esos niimeros normales.
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inferior K que corresponde a un N tal que si n=N la (10) se
realiza para algin x de E cuando v>Kn.

Por la sencillez ponemos a=p=0; el lector puede con-
vencerse facilmente por la demostracion que el particular no
tiene importancia.

Transformemos ante todo el primer miembro de (10) en
la forma

|cos n & — cos v x|=2

sen (v—n)%sen (v+n) % |; (11)

ser4 demostrado (10) si se muestra que puede hacerse sepa-

radamente
sen(v—n)f—lg _Y-,' > £
2 2 2

Si en las consideraciones del n. 1 ponemos B=}y:2 y
tenemos en cuenta (9) obtenemos A>m/4; podemos luego ele-
gir o y © tales que atn

sen (v—]—n)g—

y queda entonces definido un Ny tal que, para n;> Ny, dentro
de un cierto intervalo I existe un conjunto E;CE de medida

>6(E—o) 1> 71,

en el cual (7)

z b1 S ¥
COS\ny———)=sennj—="F/ —.
( w5 2') =T )

(") Evidentemente el divisor 2 que aqui conviene poner a la z no tiene otra
influencia que de tener que aplicar lo dicho en el n. 2 al conjunto que se obtiene
1

reduciendo E por semejanza en la razém —
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Anéalogamente, eventualmente con atribuir a Ny otro va-
lor mayor, existe dentro de I otro conjunto E’;CE en el cual

sen ny % =— l/_;—,

i :
cuya medida es también >I|] |; y, observando que E, y E,

no pueden tener puntos comunes, sera
By B> M.
it 1 D) 3
Pongamos
1
B, = By —— |T]=d

y consideremos el conjunto G de los puntos que se obtienen
multiplicando los puntos de E; < E’; por el factor 1+ donde
[ es un ntmero elegido’ arbitrariamente bajo la condicion

H p—d

o d"

donde p indica un numero no menor que |I| y que el méaximo
valor absoluto de las abscisas de los puntos de I. La medida
de G sera

(Gl= (1 +D)By = Byl= L+ (lI14+d) > |I1+d+1d;

luego
|G|+ |E, < E'{|>|1]|+2d +d;

por otra parte G,E; y E’; estan contenidos en un intervalo
de longitud (8)

(®) En efecto los tres conjuntos estan contenidos en el segmento suma de I
y del transformado I’ de I por la dilatacion 1 4 I; si a< b son las abscisas
de los extremos de I, los extremos I’ tienen abecisas (14l)a y (141)b y la
longitud total del segmento que contiene I e I’ serd el méximo de las diferencias
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=|I|+1p.

Siendo por definicién I(p—d)<2d, los dos conjuntos G
y E, < E’; tienen puntos comunes. Sea & uno de estos puntos,
z el punto correspondiente en E, < E’;; se tiene

3 z]/%

i i
sen nq — Senny e T e ] s
) n1(+)2 2

senn1%|=

2

x x
sen nlgsen n,(14+1) o Ig .

Comparando con (11) se ve que se habra encontrado un
punto x que realiza (10) si es

ng=v—n, n(l1+l=v+n,

es decir

nI:n% v=n(1+%).

Para realizar estas condiciones, con las condiciones com-
plementarias

n1>NY, lé—lzi

bastard distinguir dos casos:
1. n>Ny: H; bastarA que v=n(1+4H), -
20, n<Ny:H; debera ser v>n+Ny=n (l-l—ynl)

y se elige

b— (A4Da = |I| —la< [I| 4 |a
A4+Dd— @A+ a=|I| 41|
A4Db—a=|I|4+1b<|I| 4 11|;

se ha supuesto p > (|a|, ||, |I|); queda luego establecida la relacion del texto.
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Finalmente se debe notar que, en virtud de la eleccién ar-
bitraria de n y de la limitacién unicamente inferior de v,
podran siempre los valores de estos multiplicadores elegirse en
la sucesion {n].

Queda asi definitivamente demostrado la proposicién enun-
ciada.

7.— La razén esencial por la cual en el teorema del ulti-
mo péarrafo tuvo que limitarse el valor de y por la desigual-
dad (9), mientras las proposiciones anteriores deben dejar pen-
sar en la condicion méas amplia

2, : (13}

debe buscarse, desde el punto de vista sistematico, en haber te-
nido de realizar la condicion de que el conjunto de los puntos

de E tales que |sen (v—n)/2 |_>_ Vv :2 llenara més que la mi-

tad del intervalo I definido por las condiciones (1), (2) de los
n. 1, 2; desde el punto de vista substancial, ella reside en la va-
lidez del teorema para todos los valores de n, pues es eviden-
te que, si el conjunto E y la sucesion {n,} fueran tales que para
un cierto grupo de primeros valores del indice r resultara siem-
pre cosn.x bastante proximo a 0, no podria la diferencia

|
|cos n,x — cosnx|

para tales valores de r y para valores cualesquiera de s supe-
rar un namero conveniente >1, pero que puede ser tan pro-
ximo a 1 como se quiera.

Podemos por contrario completar la deduccién del parra-
fo 2 demostrando un teorema analogo al del ultimo n.°, con
la mas amplia condiciéon (13) si nos permitimos de excluir en
la sucesion {n,} un cierto grupo de primeros términos. Para
este fin es necesario tener en cuenta el siguiente complemento
de la proposicion a) del n. 1. '

b) Dado el conjunto E de medida |E|>0 y un nimero
n>0, existe un numero d(n)>0 y un conjunto asociado
E'cE de medida |E'|>0 tales que la relacién

=BT <n|I| i (14)
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se realiza siempre cuando el intervalo 1 tiene longitud |I|<d(n)
y contiene algun punto de E’.

Este teorema equivale en la substancia a la nocién de den-
sidad introducida por Lebesgue desde 1906 (?). En las lineas
siguientes vamos a dar de él una demostracién directa y cons-
tructiva, que, para la aplicacion a nuestro problema, nos pa-
rece interesante, precisamente por esta razén de la construc-
tividad.

Por aplicacion de la prop. a) (n. 1), supongamos haber
determinado un intervalo I* tal que

|I¥|— [EP¥|<e|I¥| *)

para un valor de e que el razonamiento nos mostrard conve-
niente poner en la forma

(1—%)n
2(2—m)

S—=

(03

Si llamamos

(°) H. LEBESGUE, Sur les fonctions dérivées. Rend della R. Accademia dei
Lincei (5) XV. Sur U’ Intégration des fonctions discontinues. Annales de 1’Ecole
Norm. Supérieure (3) XXVII —1910— p. 405-407. Ver también, aun para
bibliografia; HoBSON, The Theory of functions of a wvariable real. 3 ed. Vol. I.
1927 (p. 190-196).

Se llama densidad de un conjunto F en un punto P al limite, cuando existe,
de la razén |EI| : |I|, donde I representa un intervalo que contiene a P y tien-
de a la longitud 0. Se demuestra que si E tienc medida > 0, el conjunto de
los puntos de E donde la densidad es 1 tiene la misma medida de E. Esto sig-
nifica que, cualquiera sea P en E —con excepcién a lo sumo para los puntos
de un conjunto de medida 0 —, asignado un 7 (1> > 0) existe un 3, (1) >0
tal que, si I es un intervalo conteniendo P y de longitud <3, vale |EI|>
[} (1—x). El ntimero 3p(n) depende del punto P; para demostrar que existe un
un valor d(y) vélido para un conjunto de puntos P de medida >0 basta un
simple razonamiento por absurdo, como, por otra parte, aun por absurdo se
conduce habitualmente la demostracién de que la densidad mo podria ser < 1 en
un conjunto de medida > 0. En la aplicacién del texto conviene temer un pro-
cedimiento de determinacién efectiva del ntmero d(y) y del conjunto E, que
permita operar sobre ellos como sobre cantidades comocidas. La demostracién
presentada no difiere en el concepto de la primitiva de Lebesgue, aunque con
algunas variantes iy complementos que parecen importantes.
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C=I*—EI*

al conjunto complementario de E respecto del intervalo I%,
sera |C|<e|l*|; puede luego determinarse un conjunto = de
segmentos cuya longitud total es |&|=0<2¢e|[*| y que con-
tiene en su interior a (. Hagase ahora la construccion siguiente:
alairguese cada uno de log segmentos que constituyen =
a la derecha y a la izquierda en un segmento cuya
longitud tenga a la del segmento considerado la razén 1 —n/n.
Se obtendra un nuevo sistema X’ de segmentos cuya suma de

las longitudes sera o, pero en el cual algunos de los seg-

mentos habran podido venir a sobreponerse parcial o totalmente;
alarguese entonces todavia cada una de las prolongaciones indica-
das en una cantidad igual a la suma de todos los segmentos de
= con sus prolongaciones de la misma parte (segin la regla indi-
cada) que la prolongacion considerada, con sus sucesivas amplia-
ciones, llegue a alcanzar. El sistema =’ asi modificado llena un
cierto sistema X” de segmentos (salvo eventualmente los extre-
mos de éstos) sin puntos comunes, que contiene en su interior al

l
6 — CcOomo se com-

conjunto G y cuya longitud total serd =

prueba con un poco de reflexion — y tal que cualquier segmento
contenido en I* y que tenga uno a lo menos de sus extremos
no interior a uno de estos segmentos contiene puntos de £ y
(eventualmente) puntos de G de manera que la medida de la
parte de E tiene relacion =1—n a la longitud total del seg-
mento.

Poniendo para o su valor y para e la determinacion (**)
se obtiene que la longitud total de =7 ‘es

L8P

Se sigue que existe un conjunto de puntos de I* de me-
dida >¢I* no pertenecientes a =” y por lo tanto parte de E.
Si ahora, en este conjunto despreciamos los puntos even-

: y Ll
tuales cuya distancia de los extremos de I* es g [I*|, que-

; ; : : [4
dard un conjunto E’ cuya medida sera >§ |I*|, y tal que
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cada intervalo que contiene puntos de E’y tiene longitud < % |I*]

es completamente interno a I* y estd dividido por ese pun-
to en dos partes, cada una de las cuales tiene por lo menos un
extremo externo a X”. E’ realiza luego la condicion de la

prop. b) con
() = [1¥].

El factor ¢ queda arbitrario con la sola condicién 0 <3 <1
y al variar ¢ varian d(n) y E’; cuando ¢ crece, disminuye €
y esto lleva generalmente a tener que tomar I* mas corto; es
decir que en la expresién de d(n) los dos factores varian ‘en
sentido opuesto. La bisqueda de condiciones de 6ptimo solo
tendria sentido para cada conjunto particular E 'totalmente de-
finido; pero tampoco en tal caso tiene interés generalmente.

8.— Vamos a investigar ahora el perfeccionamiento de la
prop. del n. 3 segln el programa indicado a principio del que
precede.

Pongamos

\ = arc cos

o |=

y después de fijar e por la condicién (2)

e<(1—6) (%—c), (2)

supongamos elegido en la prop. b) un n=<e; supongamos luego
determinado un intervalo I, tal que

(| — B[ <elly].

Por el n. 2, puesto

N1 =

||’









NUEVAS CONSIDERACIONES SOBRE !

UN PROBLEMA DIOFANTICO

por

ALBERTO E. SAGASTUME BERRA

En dos notas anteriores(1) B. Leviy L. A. Santal6 han trata-
do un problema diofintico que depende de la numeracién (de-
cimal) usada, y sugiere por tanto de inmediato la siguiente ge-
neralizacion:

Tres numeros enteros y positivos expresan las longiludes
de los lados de un tridngulo rectdngulo; anteponiendo a esos nii-
meros, escritos en el sistema de numeracion de base B, un mis-
mo numero (2), se obtienen nuevamente los lados de un tridngulo
rectdingulo. Determinar esos tres numeros.

Adoptaremos las mismas notaciones que en las notas citadas,
agregando otras, ahora necesarias. B indicara la base de la nu-
meracion.

Segun los datos, deben verificarse las ecuaciones correspon-
dientes a [L] (3):

m?4-n2 — p?=0,
(aB* 4+ m)2 4 (aBY +n)2 — (aB? 4 p)2=0.

Restando y dividiendo por a (ya que la solucion a=0 no
interesa) se llega a

(*) B. Lrvi, Mathematicee Notw, 5 (1945) 108-119; L. A. SANTALG, ibid.
5 (1945), 162-171. Estos trabajos serin en lo sucesivo citados con las abrevia-
turas [L], [S] respectivamente.

(*) No se exige que éste conste de una sola cifra; pero resultari asi:
véase la férmula (38).
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2(mB® 4 nBY — pB*?) 4 a(B2* 4 B2y — B?%) =0,

Y, por los mismos razonamientos que en [L],se llega a las con-
diciones

yispiswt il (1)
y a la ecuacion fundamental
2bBt — aB* =2m. (2)
Como p,n tienen x+¢ cifras, y
m2=(p+n)b, b=p—n
se liene
m2 > 2bB! . B#-1= B*-1 (aB= + 2m),
0 sea
(m — Bz-1)2 — B2a-1)> qB2a—1)41,
y como m < Bz, se deduce facilmente
a<B—2 (3).

a debe ser, pues, de una sola cifra en el sistema de base B, y
ademas B> 3. El razonamiento hecho generaliza el de [S] (1.6)
a (1.8).

Dados a y B, se trata de determinar m (de x cifras, en la
numeraciéon de base B) de modo que b, calculado segin (2), re-
sulte entero y divisor de m2. Ademas, puesto que

' 1.m2
= Gt) @
b :
deben ser enteros, es necesario que —’% y b sean de igual paridad;

y finalmente, que los valres (4) resulten ambos de x4 ¢ cifras.
Como segtn (2), 2m debe ser multiplo de B, caben dos
Casos:

I: m=|z0 (méd. B); II: m=0 (méd.B).
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I: Si, siendo 2m multiplo de B, no lo es m, B debe ser par,
. B=2B, (5,1)
y m debe ser de la forma m = (2m’+1)B,; con lo cual (2) da
| 2bBi-1 —aB*1=2m’ 41 2.1
La paridad de los distintos términos indica inmediatamente
que z=1, y por consiguiente, m’=0, m=DB,; y ademaés, a de-

be ser impar y t=1, pues {>1 implicaria, en virtud de (3), el
absurdo :

Como

resulta asimismo a1 divisor de B.
Finalmente, para que p y n, determinados por (4), tengan
x 4 t=2 cifras, es necesario y suficiente que

B.2 2
ool L0e WP +“Zl<4302.

By—=
- SE ol 4 at+1

La tltima desigualdad se cumple siempre, y la primera :
equivale a

(ﬁrl +28,) 5B,

de donde
1

Se tiene, en resumen, la solucidn:
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p B02 ﬂ—_l_ m_B
n | atl 4’ L1
(D

B
a=1 (m6d.2), B=0 (méd.a+1), a+1<z

Ejemplos: B=14, a=1 da la solucion 7, 24, 25 o, escrita
en base 14, m=T7, n=1(10), p=1(11) (aqui, como en lo que
sigue, los nimeros entre paréntesis son cifras en la numeracién
adoptada). La anteposicion de la cifra a=1 da 17, 11(10),
11(11), o sea 21, 220 y 221, lados de un nuevo tridngulo pita-
gorico.

Para B =64 hay soluciones correspondientes a a=3 y a="1.
En el primer caso la solucién es m=132), n=23(63), p=41, y
para a=7, m=(32), n=1(62), p=22.

II. Sea ahora m multiplo de B, y pongamos, como en

[L](9),
m=Bvm,, u=1l, m;==0 (méd.B), (6,II),

de modo que u es el namero'de ceros que siguen a m;. Por con-
siguiente,

u<z, Bru-l<m <Bzu (il
Sustituyendo el valor de m en (2) se obtiene
2bB! — aB*=2Bum,, (2, II)
de la cual resulta t=u, ya que el primer término debe coniener.
a B a una potencia no menor que la minima de los otros dos.
Hay, pues, dos casos posibles:
lla: t>u; iy t—u
Ila. La ecuacion fundamental (2,II) se transforma en

que es la misma (2) con t—u, x—uy m; en lugar de ¢, 'y
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b=2v (2kva, B,*u 4 2h~¥ m,) (2,1Ib).
Es claro entonces que puede escribirse
b=2v.¢, 1=0, c=|=0 (méd.2) (14,11Db),
donde, evidentemente,

l; 0 solamente si h=Fk; (=v) (15,11 b),

y ademds, a causa de (6,II) y (11,1IDb),
¢=|=0 (méd. By). (16, IIb).

Como b debe dividir a m? y, si es par, el cociente debe tam-
bién ser par, se deduce que '

v+1>0 implica v+I<2(h+Bu)—1.  (17,1Ib).

De la divisibilidad de m?2 por b resulta asimismo que c
divide a B;22m,2. Puesto que [a causa de (2,IIb), (14,IIDb)]

2lc =2k g Bz-u | 2h—¥m, (18,11 b),

.

resulta que los factores primos de c sélo pueden ser elegidos
entre los de a,, B,.

Se puede ahora, siguiendo en esencia el mismo camino que
en [L]y[S] obtener una acotacién para 2!c. Teniendo en cuenta

2
que p—|—n=£r£— y que tanto p como n estdn comprendidos entre
Bztu—1 y Bziu, se deduce facilmente de (6,1I), (11,1IIb), (14,11
b), que

2v+é+1 -h B m—;—l V;<m2 <2'#1 —h Bz—u "/—E’
mientras que (7,II) y (11,1IIb) dan inmediatamente

2-h Bo—u-1 < m, < 2-h Bo-u, (19, 1T b).

Para reunir en una ambas acotaciones, observemos que, se-

gn (18,1Ib),
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Blz—-ll =a le—u < 2hv—kic,
y por lo tanto

Bz—u = olv—k+1 c,
de donde resulta facilmente,
D-h Br-u < g Tl _p pEt /L.

y de aqui, puesto que B~ 1< B3,

o Bt g FEH  prmimlyy

Con esto las acotaciones para m, se transforman, en defi-
nitiva, en una sola:

:Zv'HJrl =R Vc<m2<2—hB-"""

Sustituyendo ahora m, por su expresién segtin (18,11b) se
halla

T e
k1~ Ya, Bje—u -2 v+1 ET“V—C

»

< 9l e < Oki—v a; Blw—u 4 2-v Bz—u,

7t
La desigualdad de la izquierda es cuadrética en 23V ¢c. Re-
solviéndola y combinandola con la de la derecha, resulta final-
mente:
2wt Be—u-1(1 4 V1 +4aB)2 < 2l c< 2-(v+1) Ba-u (q | 2)
3 (20,11 b).

La compatibilidad de estas dos desigualdades se demuestra
equivalente a la ‘condicion (3) (cfr. [S]).
En algunos casos puede interesar la acotacién

log B
log 2

h<(x—u) (21, Il b),

deducida inmediatamente de (19,IID).
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Las formulas obtenidas permiten, dados B y a, para cada
valor de x —u, calcular o acotar sucesivamente k;, h, I, ¢, b,
my, m, p+n y finalmente, p y n. -

Ejemplo: Sea B=385=B;, con =0. Por (10,1Ib), debe
ser k>0. Mas aun, debe ser k>1; pues k=1 da k; =0, luego
necesariamente v =0, si entonces se supone h=0se obtiene con-
tradiccién entre (15, IIb) y (17,1Ib), mientras que h >0 implica
[>0 y, siendo entonces b impar, también m2: b debe serlo, en
contradiccién con la hipotesis h > 0.

Para It =2 hay ya soluciones. Pongamos, para fijar lasideas,
a=4; de modo que a;=1, k;=1. Para h=0=v se tiene, se-
guan (15,1Ib), I=0, con lo cual (20,1Ib) nos da:

3bz=urll. 82,95 <wc <4 35%74=1:1106,00:

Como ¢ debe ser de la forma 5Y7%, hay solucién recién para
T — 2N queses

ge=hoi=l,
Con esto, sucesivamente:
my=565+2.,5272=3%76%,». m—8otri b
P -En=8631,300;

y finalmente:

: .
5 =& (85%u-1 .86 7455, m=35u.83.52
g R SeE

Por ejemplo, para u=1: m=(19) (10)0, n=21(21)(30),
p = 2465.
Otra solucion es, para h=2, x —u=1

z};:352u.22i72, m=385u.22.7

a=H4, 8B =135



Asi, para u=1: m=(28)0, n=3(33)(21), p=41(14).

Hay casos particulares interesantes que, tratados directamen-
te, dan lugar a formulas més sencillas o procedimientos més ra-
pidos. Uno de ellos es el € —u=1, 3 >0, que nos ha permitido
calcular todas las soluciones para B=20 en el cuadro si-
guiente. Debe interpretarse que u varia, en cada una, a
partic del minimo valor que hace que las expresiones de ny p
sean enteras y positivas. Para B—=4 y 8 no hay soluciones de
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este tipo.
B a m n,p
6 1 6v.5 62u—4 34,5244
10 il 10v.5 102u—2 . 535
2 10=.6 102u-3 .32 . 53-8
3 10z 102u—4 33 . 54412
12 1 J2u6 12201 .2 .324-6
i 12u 10 122u—2 2 .32.521-8
5 ] 2u510 122u-1 .3 .54-20
14 il 14u .7 142u 73417
1, 14v .9 14205 34 7548
3 14z .11 142u—6 76 112116,
16 1 16v.8 16%u-1,251-8
3 16u.12 1622.24-18







EJERCICIOS Y PROBLEMAS

SOLUCIONES

N.0 36 — Referido el plano a dos ejes cartesianos rectangulares, z, y se con-
sidera: 1° El haz de las cénicas que tienen en el origen O un contacto de tercer
orden con el cireulo de centro (r,0) y radio . 2° El haz de las eénicas que
tienen un contacto de tercer orden en el punto 4(1,0) con el eirculo que pasa
1
>

a) Estudiar el lugar geométrico de los puntos £,7 en los cuales las e6ni-
cas de los dos haces que pasan por ellos son tangentes. En particular, siendo
B el punto, distinto del O, en que este lugar cortai al eje y, demostrar que la
tangente al mismo en cada uno de los puntos O, 4, B pasa por otro de esfos
puntos.

por él y tiene por centro el punto (1, ). Se pide:

b) Obtener una generacién proyectiva del lugar mediante haces de rectas
y cénicas.

¢) Encontrar la envolvente del lugar geométrico precedente al variar r y
examinar su comportamiento en el origen O.

Soructéx. — El circulo de radio r y centro el punto (r,0)
tiene por ecuacién

@2l y? —2re=0.

Una cénica que tiene un contacto de tercer orden en el
origen con este circulo, es la tangente contada dos veces, o sea la
conica degenerada z2=0. Por tanto el primer haz del enunciado
tiene por ecuacion

A2+ y2—2rz=0. (1)

El circulo que pasa por el punto A(1,0) y tiene por centro
el punto (1,1/r) es
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Keere> 2

B < 1A
&1 s

Sustituyendo en esta expresion los valores (3), (4) y sim-
plificando, se obtiene que el lugar geométrico buscado de los
puntos §,n en los cuales las coénicas de los haces (1) y (2)
resultan tangentes, es la cubica

B e £y P —aiee 2p2 BRel rE B O (7)

Se comprueba inmediatamente que esta ctbica pasa por los
puntos 0(0,0), A(1,0) y B(0,r)(%).

La tangente en O, dada por los términos de menor grado
en (7) es la recta E=0, que pasa por B.

La tangente en A es la recta n=0, que pasa por O.
La tangente en B es la recta

ré+n—r=0

que pasa por A.

b) Para obtener una generacién proyectiva de la ctbica (7)
mediante haces de rectas y conicas se puede elegir arbitraria-
mente el haz de rectas, con la tnica condiciéon de que su centro
sea un punto de la ctibica. Tomando, por ejemplo, como centro
el origen O, pondremos n/E=p en (7), con lo cual esta ecua-
cion se puede escribir

rPg24rn2—rn—2r24r2+p (n2—rn)=0 (8)

que es la ecuacion de un haz de cénicas en correspondencia
proyectiva con el haz de rectas

n—p&=0. 9)

A cada valor de p corresponde una cénica-(8) y una recta
(9) cuyas intersecciones, al variar p, describen la ctbica (7).

() Para los dos primeros puntos, puntos bases de los dos haces de ebmicas
este hecho se preve geométricamente, pues habri siempre en cada uno de los
. haces una céniea tangente en su propio punto base a la del otro que pasa por el.
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c) Para hallar la envolvente de las cabicas (7) al variar r,
se debe eliminar este pardmetro entre la misma ecuaciéon (7) y
su derivada respecto r, que se puede escribir

2rg (E—1)2—n(E+n—nE)=0.

Despejando r de esta ecuacién y sustituyendo en (7) se ob-
tiene, con simples transformaciones

n2 (4nES — n2E2 — BnE2 4 2En2 — (n— £)?) =0.

La curva representada por esta ecuacion se descompone en el
eje € contado dos veces y la cuartica

4ng —n2E2 — 6nE% +2nE2 — (n—E)2=0. (10)

La primera parte no pertenece propiamente a la envolvente
por presentarse en la ecuacién como parte comun a la curva del
sistema correspondiente a r=0y a la curva infinitamente pré-
xima.

La cuértica (10) tiene en el origen un punto doble con la tan-
gente Gnica n—=2E. Para estudiar la curva en el origen pongamos

n==Eg+n;.
Queda
(E—1)2n2—2E2 (E—1)n,—E8 (3E—4) =0
de donde

gk
M= E_l

[€2 - 2E8/2 (£ —1)3/2]. (11)

Esta expresion nos dice que para & proximo a 0, ny uni-
camente serd real cuando £(£ —1) sea positivo, o sea, cuando
& sea negativo. Ademés, para & tendiendo a cero, el término
2832 (E—1)%2 es infinitésimo de orden menor que &2 y por
tanto n, cambia de signo segun se tome el signo + o el signo —
que figuran en (11).
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Esta solucién ha sido enviada por el Sr. ARTURO GABRIE Vic, alumno de
la Facultad de Ciencias Matematicas de Rosario. Otra solucién aniloga se ha
recibido del Sr. Moisfs GRILL, alumno de la misma Facultad.

Nota de la Red.— Menos artificiosa y més corta es la so-
lucién siguiente: puesto que se busca una relacion entre A+ B
y A, péngase por claridad

A+ B=z, A=y
resulta
2A+B=xz+y, B=z—y.
La hipotesis se escribe luego
sen (z+y) =5sen (z —y)
es decir
senz cosy +senycosz=>5senxcosy—b5sen ycosz

4senx cos’y=6sen’ycosT;

dividiendo los dos miembros por 4 cosz cosy se obtiene como se
queria

I x—it
ug -_2 gy'

N.” 94 — Sea una esfera de radio R y una recta r cuya distancia al centro O
de la esfera sea a. Sea X el plano determinado por r y el centro de la esfera.
Por r se trazan planos que forman con ¥ un 4ngulo variable § y se conside-
ran los eonos de vértice O y base las secciones de estos planos con la esfera.
Se pide determinar & de manera que el volumen del cono correspondiente sea
maximo.

SoLuciéN. — Llamando h a la distancia del centro O de la
esfera al plano variable, el radio p de la circunferencia seccion
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de la esfera por dicho plano es tal que p2=R2?—h2. Por tanto
el volumen del cono del que se habla en el enunciado es

V:%n;ﬂh: —é—n(R?—’ﬂ) h. (1)

Considerando V como funcién de h, hay que tener en cuenta
que esta variable no es del todo libre, sino que sus valores deben
quedar dentro del intervalo 0 <h <min (R,a); se sabe enton-
ces que los valores extremos de la funcién se realizan por va-
lores de la variable que anulan la derivada, si estos son interiores
al intervalo de variabilidad, o bien en los valores extremos del
intervalo. Derivando la expresién de V se obtiene

diet sl
e DM Lo 2Y .
T iy e L

esta derivada es pues O para h=R:} 3. De conformidad a
la observaciéon anterior deberan distinguirse dos casos:

1o0. ag%. En este caso el valor h=R : l/g es interno al

intervalo de variabilidad y para este mismo valor es

d2v
_dﬁ _—_—-2ﬂh<0,

resulta luego que el méximo buscado estd dado por h=R/V3,

o sea, siendo h—=asen?®, por %=arcsen (R/ 1/§) El volumen
maximo V vale

i ]
V ia e W,
973

En los extremos h=0 y h=min (R,a) hay dos minimos
del volumen.

25 % En este caso, no hay ningan valor h<a que

)
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anule a la derivada (2). Pero por ser esta derivada positiva pa-
ra valores de h comprendidos entre O y a, resulta que V serd
una funcién creciente y por tanto alcanzard el méaximo para
h=a. La solucién en este caso corresponde pues a h=a, o sea,
9 =mn/2. El volumen V correspondiente vale

ik

= Ebrc (R2 —a?) a.

Esta solucién, salvo la consideracién del caso 2°, ha sido enviada por el
Sr. Jost LAmoz, alumno de la Facultad de Ciencias Mateméticas, ete., de
Rosario. Otra solucién, también incompleta, fué enviada por el Sr. A. DAGHETTO,
alumno de la Escuela Industrial Anexa.

N© g5 — Sea la elipse %z._,_ :Z: — 1. Por cada cuerda paralela al semieje
b como difdmetro se describe una circunferencia y por el centro de la elipse se
trazan tangentes a la misma.

Se pide hallar la ecuacién de la curva lugar geométrico de los puntos de

contacto y demostrar que el drea que ella encierra vale (*).

F=xb({/a*+b°—b).

SoLUCI6N. — En primer lugar es evidente que la circunfe-
rencia que, de acuerdo al enunciado, se traza con centro en el
punto (x,0) tiene por radio la ordenada y del punto sobre la
elipse que corresponde a la abscisa x.

Consideremos ahora el tridngulo rectangulo formado por una
de las tangentes a la circunferencia, el radio de la misma corres-
pondiente al punto de contacto y la abscisa x. Indicando con
(p,9) las coordenadas polares del punto de contacto tenemos

pz_l_y2:x2,
pigv=y.

Reemplazando en la ecuacion de la elipse se obtiene

(*) En el enunciado de este problema (Afio V, pag. 56) figuraba por error
un factor 2 en la expresién del 4rea F, el cual debe suprimirse.
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longitud I, concurrentes en un vértice A y los otros dos, tam-
bién iguales, de longitud I, <1y, concurrentes en el vértice opuesto
B; estos ultimos se prolongan mas alla de B por dos apéndices
de longitud z. Se pide el méaximo valor que puede asignarse
a z para que estos apéndices no impidan la libre deformacion
del cuadrilatero.

108. - Escribir la condicion que deben cumplir los coeficien-
tes p, q, r de la ecuacion

Zo-prg =0
para que ella admita dos raices cuyo producto sea igual a la uni-
dad. Supuesta realizada esta condicion, calcular dichas raices.

109. - Sea la hipérbola

x2

V7 Eatatl IR

Se pide hallar la ecuacién y el area de la curva inversa de
esta hipérbola con potencia de inversion k 'y centro de inversion
el origen de coordenadas.

110. - Se desea una explicacion del hecho siguiente:

Supongamos que un problema cualquiera haya conducido a
buscar los valores méaximos y minimos de cierta expresion f(x).
Si se cambia la variable de referencia en otra ¢ ligada a la x
por la transformacion x=¢(t), habra que buscar los extremos
de la expresion f(p(t)). Si ahora se aplica sin reservas la regla .
de la derivada, se debera inferir que en la primera posicion del
problema los extremos buscados corresponden a las soluciones de
la ecuacién f'(x) =0, mientras que con la segunda posicion del
problema corresponderan a las soluciones de la ecuacion f'{¢(t)) .
¢’(1) =0 que se separan en las dos: f'(¢(t))=0y ¢'(t)=0. Es
evidente que, sin algun cuidado que se pide especificar,en uno de
los dos casos habra soluciones parasitas o soluciones faltantes.

El lector puede estudiar, por ejemplo, la solucién del pro-
blema n. 94, publicado en este mismo fasciculo, ateniéndose
exactamente a lo indicado en el enunciado de tomar como va-
riable independiente el dngulo 9.
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Latin American Periodicals currently received in the Library of Congress
and in the Library of the Department of Agriculture. The Library of Congress.
The Hispanic Foundation, Washington, 1944, 250 pags. Precio $ 0,45 (moneda
americana).

Este interesante Catélogo publicado por la Fundacién Hispénica de la
Biblioteca del Congreso de Washington, es una segunda edicién impresa, evrre-
gida y aumentada, de una primera edicién preliminar publicada en mimedgrafo
en 1941. Contiene una lista muy completa de las principales revistas, boletines,
anuarios y memorias publicadas por las Academias, Sociedades cientificas, Uni-
versidades, Cimaras de Comereio, ete. del Brasil e Hispano-América. Para cada
publicacién se menciona la entidad editora, fecha inicial de aparicién, periodi-
cidad de publicacién, precio y otras caracteristicas principales de la misma.

Se comprende que una obra de tal naturaleza no es tarea facil dada la
poca estabilidad de muchas publicaciones y variabilidad de titulo y periodicidad
de muchas otras, por lo cual la fundacién editora desea estar informada de las
inevitables lagunas o ligeras incorrecciones que, a pesar de haber puesto por
su parte el méximo cuidado, pueden haberse escapado y son por otra parte
inevitables en catflogos de naturaleza tan amplia como el de referencia.

A este respecto podemos mencionar que, por lo que a la Argentina y en
el campo de la Mateméitica se refiere, notamos a faltar las dos revistas siguien-
tes: Revista de la Union Matemdtica Argentina (de la que actualmente esti en
curso de publicacién el valumen X) y estas Mathematicae Notae.

La utilidad de la obra salta a la vista y la labor de la Fundacién Hispé-
nica de la Biblioteca del Congreso de Washington al hacer esta obra de cen-
tralizaciéon de todas las publicaciones esparcidas en los diversos paises de la
América Latina, es merecedora de los mayores encomios.

L. A. SANTALO

Engineering Preview. An introduction to Engineering including the mneces-
sary review of Science and Mathematics. The Maemillan Company, New York
1945; 581 paginas.

‘‘La informacién cientifica de este libro podria ser adecuada para el Téc-
nico mientras que es solo una introduceién para el Ingeniero’’.

Encontramos esta afirmacién en el capitulo primero (pig. 5) al final de
un parrafo en el que se define al Técnico como alguien que no necesita
muchos conocimientos de Matematica o ciencias bésicas; que trabaja usual-
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mente a las 6rdenes de un Ingeniero o cientifico y cuyos conocimientos son
précticos y compuestos més de ‘‘como hacer algo’’ que de ‘‘porque se hace’’.

Sin 4nimo de querer discutir aqui el concepto preferimos interpretar la
frase transeripta méis arriba refiriéndola a nuestro medio ambiente asignin-
dole entonces este otro sentido:

El Téenico, entendiendo por tal el egresado de una Escuela Industrial, por
ejemplo, o el bachiller nacional encontrarfin en este libro una exposicién ele-
mental, aunque muy clara y atrayente de las caracteristicas y procesos més
importantes en la Industria y en la Téenica moderna. Y una de las aspira-
ciones de los autores es que la lectura del libro pueda eventualmente forta-
lecer una voeacién indecisa o por lo menos alentar al téemico para que trate
de mejorar sus conocimientos.

Consta la obra de ocho capitulos escritos por distintos autores, todos ellos
de conocida actuacién profesional en los Estados Unidos y con la experiencia
suficiente para aconsejar al lector en su preparacién para la Ingenieria prie-
tica. Damos a continuacién un indice de dichos capitulos y sus respeetivos
autores.

L. E. GRINTER, Generalidades en Ciencia e Ingenieria, ‘‘Orientacién’’.

. N. HoLMES, Quimica, ‘‘La ‘ciencia de la materia y las moléculas’’.
. C. SPENCER, Dibujo Técnico, ‘‘El lenguaje de la ingenieria’’.

. OLDENBURGER, Matemdtica, ‘‘Instrumento universal de la ingenieria’’.
O. HARrris, La regla de cdleulo, ¢‘Cota de armas del ingeniero’’.

. G. KLOEFFLER, Luz y Elctricidad, ‘‘Sellos de la civilizacién’’.

. M. FAIRES, Mecdnica, ‘‘Efectos de las fuerzas’’.

— — Termodindmica, ‘‘Control de calor, frio y energia’’.

e e

40

El primer capitulo contiene observaciones interesantes particularmente so-
bre la importancia de algunos descubrimientos téenicos de que se da cuenta
en un breve panorama histérico. Incluye también una serie de consideracio-
nes sobre la profesién desde el punto de vista social, ético y téenico que
a alglGn lector quizd parezcan a veces un tanto pueriles.

Es interesante un ‘‘test’’ para probar la vocacién y aptitudes para
la Ingenieria; consta de 25 preguntas divididas en 5 grupos, que el lector
debe contestar y calificarse luego seglin una regla que se indica. Sin em-
bargo el propio autor aconseja mno tomar demasiado en serio sus resultados,
los cuales ‘‘solo serviran al lector para interesarlo en sus propias habili--
dades y suministrarle una medida, aunque muy grosera, de sus inclinaciones
y aptitudes, especialmente aquellas que podrian conducirlo de un modo natu-
ral hacia el campo de la téenica’’.

A continuacién se presenta una rapida resefia de las perspectivas que este
campo ofrece hoy al Ingeniero incluyendo algunos detalles particulares sobre
ramas tales como: aplicacién de la Quimica en la industria de los llamados
materiales plisticos, industrias aeroniutica, eléectrica y metalargica.

Un estudio més completo de estas cuestiones se encuentra en los capitulos
referentes a la Quimica, Luz y Electricidad y Termodinimica. En ellos el
joven lector trabari conocimiento econ algunos de los campos de accién que la
Ingenieria le ofrece. Una lectura atenta complementada, llegado el caso, con
otras en libros més especializados y con eventuales preguntas a sus profesores
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puede proporcionarle una gufa bastante segura en la eleecién de su espe-
cialidad.

En ecada uno de los capitulos de cardcter tecnolégico que hemos men-
cionado se dedican varias péAginas a recordar al lector conocimientos que se
supone que éste ya posee siendo en ese sentido més extenso que los otros el
capitulo referente a la Quimica. Con el mismo objeto se han redactado las
secciones da Matemitica y Mecanica; la segunda es bastante mas breve que la
primera y posiblemente un poco menos clara.

Correspondiendo menos a la prineipal finalidad del libro hay dos capitulos
referente uno al Dibujo Téenico y a la regla de Caleculo el otro; pero por
la claridad de exposicién y particularmente el primero por la abundancia de
detalles y sus magnificas ilustraciones estin destinados a convertirse en tti-
les auxiliares del lector en sus estudios o trabajos futuros.

Finalmente contiene el volumen diversas tablas logaritmicas y trigono-
métricas, valores de algunas constantes de importancia, gréificos de funciones
usuales y tablas de intereses y anualidades.

Cada capitulo contiene buen ntmero de ejercicios y problemas muchos de
ellos ya resueltos.

PEDRO E. ZADUNAISKY

CRISTOBAL DE LOSADA Y PuGA, Curso de Andlisis Matemdtico. Tomo I. Edit.
) Lumen. Lima, 1945.

El ilustre Decano de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Catélica
de Lima nos ofrece el primero de dos volimenes de Andlisis que representan
fundamentalmente el curso que desde varios afios estd desarrollando a sus alum-
nos, ecomplementindolo en alguna parte de manera que, como dice el A. en el
prélogo, ya puede considerarse el libro como un tratado general de anélisis,
a la par de otros que se cuentan, no numerosos, en cada uno de los idiomas
cultos.

Los argumentos tratados son los clasicos correspondientes al titulo: Cap.
1, De los ndmeros. Cap. 2, Variables y funciones (exposicién elemental). Cap. 3,
Limites. Cap. 4, Variables y funciones (exp. comp]eméntaria). Cap. 5 Derivadas
(exposicién elemental). Cap. 6, Derivadas de las funciones elementales. Cap. 7,
Derivadas (exp. complementaria). Cap. 8, Infinitamente pequefios y diferen-
ciales. Cap. 9, Deriwadas sucesivas y diferenciales de orden superior. Cap. 10,
Aplicaciones inmediatas de las deriwadas. Cap. 11, Funciones de varias variables
independientes. Cap. 12, Determinantes funcionales y funciones implicitas. Cap.
13, Cambios de variables. Cap. 14, Integrales y funciones primitivas. Cap. 15,
Investigam’én de las funciones primitivas (procedimientos de integracién). Cap.
16, Integrales definidas (exp. complementarias). Cap. 17, Investigacién de las
fumciones primitivas (aplicacién de los procedimientos de integracién). Cap. 18,
Aplicaciones geométricas de la integracién. Cap. 19, Ecuaciones diferenciales
de primer grado. Cap. 21, Ecuaciones diferenciales lineales.

En la intencién de conseguir la claridad, la exposicién es muy extensa
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alecanzando el volumen a las 632 pAginas, y la presentacion tipogrifica, muy
cuidada, linda y loable. Muy a propdsito el A. indieca en el prélogo una repar-
ticién de las materias seglin su importancia inmediata para el estudiante que
busque en el libro la preparacién a cursos de aplicacién como por ej. al de
Mecénica, destinando los capitulos o péarrafos considerados méis esenciales a
un primer afio de estudio y otros a un segundo conjuntamente con lo§ argu-
mentos que serdn tratados en el segundo tomo. Y vemos con placer incluidos
entre éstos por ej. el primer capitulo sobre los mfimeros, porque consideramos
que cuestiones méas bien filoséficas que esenciales tienen que ser dejadas a los
momentos de esparcimiento; pero deben ser tratadas, cuando uno se decide a
encararlas, con profundidad y eritica. La misma cosa dirfamos con mayor ra-
z6n todavia para el cap. 16 o mejor para las seecciones C y D del mismo donde
se trata de la integral de Stieltjes y de la de Lebesgue, porque consideramos
didacticamente impropias ciertas vistas demasiado rapidas y desconectadas de
las razones que han llevado a la introduccién de los eonceptos.

El A. en una nota al prinecipio del prélogo expresa su admiracién para la
clasica tratadistica francesa y en particular para el Lacroix en el cual muchos
hemos aprendido, igual como en Bertrand y en Serret, el libre manejo del
céleulo. Talvez convenga atribuir a la intencién de conservar la facilidad di-
déetica de estos maestros del siglo pasado alguna prolixidad y redundancia en
ciortos lugares y alguna ligereza en otros que el lector rorregiri fécilmente si
después de haberse apropiado los fundamentos en forma fécil, intuitiva y di-
riamos también atrayente, ira ‘a robustecerse en alguna lectura todavia elemen-
tal y més dificil antes de lanzarse en los desarrollos mas modernos del anilisis,
siguiendo por demas las indicaciones que el autor proporciona con las frecuen-
tes notas bibliograificas.

Citamos, ecomo ejemplos la deduccién de las reglas de derivacién en casos
particulares por paso al limite cuando la concisién habria podido aconsejar de
anticipar algunos simples teoremas generales. O bien la decisién de rechazar las
derivadas infinitas suméndolas a los casos de ausencia de la derivada, lo que
da posiblemente la ventaja de enunciar como teorema que toda funcién deriva-
ble es continua, pero por muchas aplicaciones parcce preferible conducirse en
modo opuesto y poner la continuidad como condicién previa para poder hablar
de derivada. O bien todavia una demostracién muy breve y sugestiva del teo-
rema del jacobiano (que la anulacién idéntica del jacobiano es condicién su-
ficiente para la dependencia funcional) que con preferencia declarariamos heu-
ristica pues nos parece que a un alummno un poco sutil no puede quitar la duda
de que la pretendida dependencia funcional incluya a los valores de las varia-
bles. Y asi es efectivamente si no se tiene cuidado de pomer ciertas condiciones
de eontinuidad en campo limitado, pero no infinitésimo.

Observaciones estas que, por las razones dichas, no alteran la importancia
indiseutible de este libro dentro de la tratadistica de habla espafola.

Citaremos, como complemento importante, una buena coleccién de proble-
mas y ejercicios.

B. Lgvi
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PoLYA G., How to solve it. — 4 new aspect of mathematical Method. Princeton
University Press, 1945. 204 pégs.

El lector que se detiene delante del escaparate de una libreria lee el sub-
titulo en forma un poco distinta: ‘‘A system of thinking which ean help you
solve any problem’’ y se queda un poco sorprendido: ;Es posible ensefiar un
sistema de pensar que puede ayudarnos a resolver cualquier problema? ;Es
pues que Georg Polya cree posible revelarnos el secreto de sus elegantes ha-
llazgos mateméaticos?

Ahora nuestro lector empieza a ojear las primeras paginas; el autor le
presenta un imaginario profesor de una matemética muy elemental que trata
de conducir un alumno imaginario a la resolueién de algunas cuestiones tan
simples que el mis comin de los alumnos verdaderos contesta a la pizarra sin
tampoco pensar. Un pretexto por cierto para ensefiar al hipotético profesor
algunos preceptos didécticos: —que hay que dirigir al alumno a analizar su
problema; ayudarlo si, pero no demasiado y méis que todo en modo no dema-
siado evidente; ensefiarle a buscar analogias; y algo més por el estilo.

3 Un libro pues de pedagogia matemdtica, presentado” de manera un poco
nueva? Es mis o menos lo que pareceria expresar el otro subtitulo que se lee
en la contratapa; sin embargo la conclusién no nos convence.

Si tuviéramos que aceptar esta definicién, tendriamos que afirmar nuestra
conformidad de principios, pero nuestra convicecién que las reglas didécticas
deben ser consideradas con extremo cuidado; no es posible ensefiar a ensefiar
porque toda regla didactica aplicada rutinariamente segun un esquema suprime
la libertad de pensamiento en el profesor y en el alummno y hace el primero
ridiculo en proporcién que el segundo es inteligente. Y jceémo justificar la
afirmacién del nuevo aspecto del método matemético sino con suponer una
enorme difusién de los modos de ensefianza que sélo se preocupan de asegurar
materialmente la cantidad de conocimientos que el alumno materialmente ha
adquirido? Si asi fuera dariamos acaso con el fin verdadero; aun no declarado
enteramente, del libro al considerarlo bajo el aspecto del sentido humanistico
de la matematica.

Ya debe notar el lector el soplo estético que se manifiesta en la presen-
tacién editorial fuera de lo comfn, que da a la tapa una vinculacién especial
con el uso del libro; sobre este detalle el A. llama nuestra atencién desde las
primeras lineas de la introduccién donde nos advierte que una breve lista de
proposiciones impresas dos veces al principio y al final del libro va a reapare-
cer repetidamente como un leitmotiv en todo el desarrollo. Prefacio e introdue-
cién nos ofrecen otros elementos: ‘‘El autor recuerda el tiempo cuando era
estudiante, un estudiante un poco ambicioso, ardiente para comprender un poco
de mateméitica y de fisica...’’ ‘‘...la mateméitica en construccién aparece
como una ciencia experimental, inductiva;...’’ ‘“...el objeto de la euristica
tiene muchas conexiones; mateméticos, logicos, psicélogos, educadores, aun fil6-
sofos pueden pretender que varias partes de ella pertenezcan a su dominio par-
ticular...’’ ‘‘Hemos mencionado repetidamente al estudiante y al maestro,...
puede ser-ttil observar que el estudiante puede ser el de una escuela superior
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o el alumno de un colegio o cualquier otro que estudia matemética...’’ ¢‘El
autor mira la situacién... la mayor parte del tiempo (principalmente en la
tercera parte) desde el punto de yista de cualquier persona que no sea ni estu-
diante ni profesor, sino interesado en resolver los problemas que le estan delan-
te...”’. Y ahora repetiremos nuestra pregunta: j;un libro pues de técnica peda-
gbégica o no més bien un estudio de psicologia? ;Expresién de una eoyun-
tura ocasional o bien resumen de una larga introspeccién personal?

El libro se compone de tres capitulos o partes: En la clase; Cémo resol-
verlo- (didlogo); Breve diccionario de euristica.

‘Ta primera es la que hemos ojeado empezando nuestra exposicién; se pro-
ponen algunas cuestiones muy simples, problemas o teoremas por demostrar,
como pretexto para dar algunos consejos didécticos; acertados ciertamente,
pero que podrian sustituirse, en cada caso particular, por otros (y el autor
encuentra también la ocasién para advertirnos de esta mno-determinacién); pues
la sugestién que el profesor debe dar al alummno no estid determinada por la
cuestién, sino por el alumno mismo (Nos acordamos haber dicho alguna vez a
los nuestros: digame Ud. cualquier cosa le parezea que tenga sentido y que se
relacione con el problema; sobre aquella razonaremos y veremos). De cualquier
modo esta primera parte es muy corta, no mis que 31 pégina.

La segunda parte es més corta todavia, apenas 3 paginas y es, bajo la
forma de un di4logo, como un resumen de las ensefianzas que han brotado
de la primera.

El libro es pués la tercera parte (168 paginas); pero, jpor qué diceiona-
rio? No ciertamente segun el significado comién de la palabra. Se trata de
una serie de articulos mis o menos largos caracterizados eada uno por una
breve frase y ordenados segfin la letra inicial de ésta. Cada frase es el prin-
cipio de un pensamiento; ordenar los pensamientos segin un orden alfabético
debe por cierto sonmar un poco raro al lector; pero el autor ha renunciado de
propésito a busear, para los pensamientos una presentacién méis orgénica por-
que en la unidad cada uno habria tenido que renunciar a alguna parte de su
complejidad. Los pensamientos se entrelazan entre si; nunca hay pensamiento
simple, aislado y puro; para entender nosotros nuestro propio pensamiento
hemos de volver infinitas veces sobre él. ;Qué orden mejor entonces que el
alfabético para reencontrarlos al momento oportuno? Desde las primeras pagi-
nas de la introduceién nos advierte el autor: ¢¢...Hay un articulo-clave sobre
curistica moderna el cual explica la conexién de la mayor parte de los articulos
y el plan subyaciente al diccionario’’; y cémo, estando eserito en inglés, la
frase empieza con la M de ‘‘modern’’, queda la clave escondida propiamente
en la mitad del capitulo. Esto quiere decir que para leer y entender hay que
volver varias veces sobre nuestros pasos.

El diccionario empieza pues con ‘‘analogia’’, pasa a través de alguna
‘‘idea brillante, luz improvisa’’ (‘‘Bright idea, seing the light’’), de ¢‘descom-
poner y recomponer’’, llega a la ‘‘modern heuristic’’ y termina con ‘‘working
backward’’ trabajar a la inversa, el antiguo método de suponer el problema
resuelto o de andlisis y sintesis como se lo llama en el Gltimo libro de los ele-
mentos de Euclides, con alguna reflexién ‘sobre la psicologia comtn, més po-
siblemente a los animales que a los hombres de ‘‘rodear el obstdculo’’, no sin
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haber tirado una flecha contra el ‘‘tradicional profesor de matemética de la
leyenda popular’’.

Libro que no est4d hecho para ser leido seguidamente, sino para invitar a
la reflexién y alguna vez a un momento de esparcimiento.

B. Levi

HUYGENS - FRESNEL. La teoria ondulatoria de la luz. Introduccién y notas de
Corrfis PrA. Editorial Losada. Biblioteca Teoria e Historia de las cien-
cias. 1945. pag. 301.

La lectura, en su forma original, de los trabajos que sefialan el punto
de partida de los grandes descubrimientos y de las teorias fundamentales de
la fisica no es solamente curiosidad histérica; es ensefianza de método cienti-
fico que dificilmente puede encontrarse en los tratados donde la preocupacién
sistemética lleva fAcilmente a ocultar los detalles que no cuadran en el marco
teérico elegido.

En este pequefio volumen el ing? Cortés Pla nos ofrece la traduccién cas-
tellana de dos pequefios tratados, el uno publicado en 1690 por Cristian Huyghens
con el titulo de ‘“Tratado de la luz’’, el otro publicado en 1822 por Agustin
Fresnel con el titulo ‘‘Naturaleza de la luz’’ en apéndice a la traduccién fran-
cesa de la Quimica de Th. Thomson. Muy oportunamente el titulo elegido para
presentarlos conjuntamente indica mno solamente el vineculo histérico que los
reine, sino aun lo que modernamente queda de las intuiciones directrices de
los autores. Sin ninguna duda nosotros no podemos més aceptar la afirmacién
de Huygens de que ‘‘...en la verdadera filosofia... se concibe la causa de todos
los efectos naturales por razomes de mecénica’’; y mientras Fresnel orientaba
su concepeién de la naturaleza de la luz sobre la mecénica del sélido elistico
a euya fundamentacién el contribuyera contemporaneamente, nosotros vemos en
ese quid que es suporte de las ondas algo diferente que masas materiales en
movimiento; sin embargo mucha parte de los razonamientos y de las intuicio-
nes de los dos autores quedan aplicables, o cuando menos sugestivas para
raciocinios més completos.

3 Cuales son las razones de Huygens para rechazar la teoria balistica de la
luz que, sostenida por la autoridad de Newton, seguiri recogiendo para mas de
un siglo las preferencia? La extrema velocidad de la luz y la propiedad de atra-
vesarse los rayos uno con el otro sin sufrir cada uno por el choque. Pero, muy jus-
tamente, diriamos aun con un exceso de modernidad, Huygens es muy ambiguo
sobre el medio, el éter, y el mecanismo de la propagaciéon. La onda de Huygens
no es todavia el movimiento sinusoidal que podrd resultar cémodo a Fresnel
para explicar la interferencia, sino més bien impulsién; y la propagacién rec-
tilinea tendri una media justificacién geométrica y de méximo que necesitard
todavia mucho camino para resultar satisfactoria. Las consideraciones sobre
la reflexién y refraccién quedan completamente vélidas. El Cap. V, ‘“De la
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