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Resumen

En los ultimos afnos, la concurrencia ha cobrado mucha importancia en el mundo de la
programacion, sobre todo debido a la masificacién de los procesadores con multiples niicleos. Los
lenguajes de programacion funcional, en general, proveen la capacidad de concurrencia mediante
funciones ad-hoc, y no mediante primitivas bien fundadas del lenguaje.

Los programas con efectos suelen representarse en los lenguajes de programacién funcional
mediante el uso de monadas. Nace entonces el concepto de ménada concurrente en la busqueda
de obtener primitivas bien fundadas para la concurrencia en los lenguajes de programacion
funcional, extendiendo las monadas con un nuevo operador: la intercalacion de computaciones.
La propiedad principal de las ménadas concurrentes es la ley de intercambio, axioma que postula
la relacion que debe existir entre la secuenciacion de computaciones (el operador original bind)
y el nuevo operador.

La monada delay fue definida con el objetivo de capturar el efecto de la no terminacion de
programas de manera explicita y uniforme. Los habitantes del tipo delay son valores “demorados”,

los cuales pueden no terminar y, por lo tanto, no retornar un valor nunca.

En este trabajo se presenta una formalizacién del concepto de moénada concurrente en el
lenguaje y asistente de pruebas Agda, asi como también otras formalizaciones de conceptos
previos como las ménadas, los funtores monoidales y los monoides concurrentes. Luego se analiza
el caso particular de la ménada delay, con el objetivo de probar o refutar que esta puede dotarse
de una estructura de moénada concurrente. La principal dificultad que se encontr6é a la hora
de realizar esta prueba es la demostracion de la ley de intercambio. Se busco entonces una
simplificacién del problema y se demostr6 que los ntimeros conaturales forman un monoide
concurrente, obteniendo luego una moénada concurrente alternativa a delay: la ménada writer
con los conaturales como monoide.

II1






Agradecimientos

Con este trabajo culmina un camino largo que lleva casi siete afios. En todo este tiempo hubo
muchos momentos felices, pero también otros cargados de estrés en los que parecia que la meta
estaba cada vez mas lejos. Quiero agradecer en esta secciéon a todas las personas que estuvieron
en cada uno de esos momentos.

En primer lugar, quiero agradecer a todos mis compafieros. A todas esas personas con quienes
comparti cursadas, TPs, rendidas o s6lo charlas en el DCC, gracias por transitar este camino
conmigo. También quiero dar gracias a todos los docentes que, con tanta dedicaciéon y esfuerzo,
buscan transmitirnos conocimiento y tantas otras cosas todos los dias. Un gracias especial para
aquellos cuyas materias me tocd cursar en pandemia y siguieron para adelante a pesar de la
frustracion y la falta de motivacion que las circunstancias generaban. Gracias en general a toda
la comunidad de la LCC de la cual estoy orgullosa de formar parte y deseo seguir participando
desde cerca, ahora como ex-alumna y docente.

Gracias también a Exe, quien acepté acompanarme en esta parte final y siempre me gui6é con
mucha paciencia y dedicacién. Aprendi mucho de él todo este tiempo y fue un placer hacer este
trabajo final bajo su conduccion.

A mis amigas, que estan siempre firmes festejando conmigo cada logro y cada paso, gracias
por estar, nada serfa lo mismo sin ustedes. Gracias también a toda mi familia extendida, todavia
no saben bien qué estudio pero siempre me preguntan y se interesan por todo lo que hago. A
mis primos, que son como mis hermanos, gracias por estar siempre.

Por ultimo, quiero dar un gracias enorme a mi mama, papa y hermanas que se bancaron mil
y una crisis y llantos durante todos estos anos y me acompanaron en todo. Ellos me ensenaron
el valor del esfuerzo y a enfrentar cada desafio con amor y pasién, son mi motor y mi ejemplo
a seguir todos los dfas. Un agradecimiento muy especial también para Bruno que, sobre todo
este dltimo tiempo, fue el principal receptor de todos mis nervios, malhumores y estrés y supo
rescatarme de ellos y volverme a levantar cada vez. El sabe todo lo que costé transitar este
ultimo tramo y cuanto esperé que llegue este momento. Quiero dedicarles este trabajo y toda
mi carrera a ellos y a mis dos angeles del cielo, mi nono y mi nona, quienes sé que estuvieron
conmigo todo este tiempo.






Indice general

1. Introduccién 1
1.1. Motivacién y estado del arte . . . . . . . . . . . ... 1
1.2. Objetivos del trabajo . . . . . . . . . .. L 2
1.3. Estructuradelatesina . . . . . . . . .. ... L L 2
1.4. Codigo fuente . . . . . . .o 3

I Preliminares 5

2. Introducciéon a Agda 7
2.1. Tipos de datos y pattern matching . . . . . . . . . . . o 7
2.2. Tipos dependientes . . . . . . . . . ... 11
2.3. Familias de tiposde datos . . . . . . . . .. . L o 12
2.4. Sistema demédulos . . ... oL 13
2.5. Records . . . . . . e 15
2.6. Caracteristicas adicionales . . . . . . . . .. . Lo oo 17

3. Ménadas Concurrentes 19
3.1. Teorfa de categorias . . . . . . . . . .. e 19
3.2. Introduccion a las ménadas . . . . . . ... Lo 21
3.3. Moénadas concurrentes . . . . . . ... ..o o e e e 24

4. La Ménada Delay 29
4.1. Introduccién a la coinduccién . . . . . . . ..o Lo 29
4.2. Los niimeros conaturales . . . . . . . . . ... L 32
4.3. Lamoénada delay . . . . . . . . . . 33
4.4. Coinduccidén en Agda . . . . . . . ..o 35

IT Formalizacién de Ménadas Concurrentes en Agda: el Caso de la

Moénada Delay 37
5. Formalizacién de Moénadas Concurrentes en Agda 39
5.1. Formalizacion en Agda: los monoides . . . . . . . . . . ... ... .. ... ... 39
5.2. Formalizacién a nivel de funtores y ménadas . . . . . . ... ... ... ... 40

VII



VIII

INDICE GENERAL

5.3. Formalizacion de monoides concurrentes . . . . . . . . . .. ... 45
5.4. Formalizaciéon de ménadas concurrentes . . . . . . . .. ... 46
6. El caso de la Ménada Delay 51
6.1. Definicion del tipo delay con notacion musical . . . . . . . . . ... ... ... 51
6.2. Prueba de que el tipo delay es una ménada . . . . . .. ... 57
6.3. Prueba de que el tipo delay es un funtor monoidal . . . . . ... ... ... ... 60
6.4. (El tipo delay es una ménada concurrente? . . . . . . ... ... 63
6.5. Reduciendo el problema a los conaturales . . . . ... ... ... .. ... ... 73
6.6. Cambio de paradigma: sized types . . . . . . . . ..o 77
7. Conclusiones y trabajo futuro 95
Bibliografia 98
A. Pruebas complementarias 99
A.1. Pruebas analogas para bisemejanza fuerte . . . . . . ... .. o000 99
A.2. Los conaturales con notacion musical: lemas auxiliares . . . . . . ... ... ... 101
A.3. Los conaturales con sized types: lemas auxiliares . . . . . ... ... ... .... 103
A.4. Los conaturales con sized types: ley de intercambio . . . . . ... ... ... ... 104



Capitulo 1

Introduccion

En este primer capitulo se busca dar una introduccién al trabajo, explicando la motivacion del
mismo y presentando también sus objetivos. Ademaés se da una breve descripcion de la estructura
que tendra la tesina y qué contenidos se incluyen en cada parte.

1.1. Motivacion y estado del arte

La ley de Moore postula que el nimero de transistores que se pueden poner en un chip
de computadora se duplica (aproximadamente) cada un par de afios. De manera practica, esto
significa que para obtener mejoras en la velocidad de ejecuciéon de un programa simplemente
hay que esperar: después de un par de anos, los programas que se escriben hoy ejecutaran mas
rapido.

Sin embargo, esta ley ya no se verifica en la practica. Por razones fisicas, es cada vez més
costoso aumentar el nimero de transistores de un chip y este tipo de progreso ya no puede
ser garantizado. Por lo tanto, los programadores se ven obligados a encontrar otras maneras de
mejorar el desempeno de sus programas. Una de las maneras méas naturales que surgi6 fue pensar
que se pueden resolver varias tareas al mismo tiempo y, de esa manera, evitar puntos ociosos en
los que solo se esté esperando un evento del entorno (por ejemplo, entrada/salida bloqueante).
En los altimos afios, con la masificacion de los microprocesadores con multiples niicleos, se hizo
ain més evidente la necesidad de proveer al programador con la capacidad de concurrencia.

Si bien los sistemas operativos modernos proveen primitivas para manejar la concurrencia, no
siempre los lenguajes de programacién incorporan estas caracteristicas de manera natural. Los
lenguajes de programacién imperativos, en general, se basan en la idea de un modelo de ejecucion
secuencial, donde la computacion se desarrolla siguiendo una tnica serie de pasos. Es asi que
lenguajes como C o Java pueden manejar concurrencia pero sin proponer cambios radicales en la
concepcion del lenguaje: simplemente incluyen librerias que capturan esta capacidad de manera
externa. La misma situacion se refleja en los lenguajes de programaciéon funcional, sobre todo
cuando se escriben programas con efectos.

Los programas con efectos suelen representarse utilizando moénadas, de manera que los pro-
gramas funcionales toman una apariencia fundamentalmente imperativa. El uso de monadas
para estructuras semanticas de lenguajes con efectos fue desarrollado originalmente por E. Mog-
gi [Mog89, Mog91]. Poco més tarde, P. Wadler [Wad92] adaptoé el concepto de manera interna en
los lenguajes de programacion funcional, dando origen a la programacion con moénadas. Existe
una gran variedad de efectos que pueden ser capturados usando moénadas internas, por ejemplo,
estado, excepciones, entornos, continuaciones, etc. Al igual que en la programacion imperativa,
al considerar la concurrencia de los efectos, la manera usual de propuesta es mediante llamadas
a funciones ad-hoc en lugar de usar primitivas bien fundadas que deriven de alguna estructura
matematica como lo hacen las operaciones de las ménadas.
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Las monadas concurrentes fueron recientemente introducidas en una pre-impresiéon por M.
Jaskelioff y E. Rivas [RJ19]. Esta definicién surge de categorificar la nocion de monoide concu-
rrente, definido por C. A. R. Hoare et al. [HHM™11] hace unos afios. Este concepto fue definido
buscando obtener primitivas bien fundadas para la concurrencia, extendiendo las ménadas con
nuevos operadores. Si bien esta estructura es mateméaticamente bien fundada, basada en monoi-
des concurrentes, es considerablemente complicado encontrar y probar modelos validos de esta
estructura.

La moénada Delay fue introducida por Capretta [Cap05] con el objetivo de capturar el efecto
de la no terminacion de programas de manera explicita y uniforme. Su estructura fue estudiada
en varios articulos, entre los que se puede mencionar la tesis de N. Veltri [Vell7]|. Una hipotesis
particular es que la ménada delay puede ser dotada de una estructura de ménada concurrente.
Agda es un asistente de pruebas basado en teoria de tipos con soporte para induccion-recursion
que ya ha sido utilizado para estudiar la ménada delay.

1.2. Objetivos del trabajo

Esta tesina tiene dos objetivos principales. El primero de ellos es formalizar los conceptos de
monoide concurrente y moénada concurrente en el &mbito del lenguaje de pruebas Agda. Se busca
realizar esta formalizacion de manera completa, incluyendo dentro de las estructuras las pruebas
de las propiedades necesarias para demostrar que los elementos que las conforman efectivamente
cumplen con las leyes de cada estructura.

El segundo es estudiar la moénada delay y su implementacion en Agda para luego adaptar
sus operaciones a la formalizacion propuesta con el proposito principal de probar o refutar la
hipotesis de que a la ménada delay se le puede dar una estructura de moéonada concurrente.

1.3. Estructura de la tesina

La tesina esta dividida en dos partes. La primera, denominada Preliminares, contiene tres
capitulos que exponen el marco tedrico que fue utilizado para el desarrollo de este trabajo.
En el primero de ellos se da una introduccién al lenguaje Agda, describiendo sus principales
caracteristicas y mostrando ejemplos de uso. El segundo presenta una introduccion teérica a las
monadas concurrentes, partiendo de la teoria de categorias sobre la cual se definen las monadas
y luego yendo a lo mas especifico hasta dar el concepto de ménada concurrente y sus principales
caracteristicas. Por ultimo, en el tercero se introduce la nocién de coinduccién y la definicién y
propiedades de la monada delay.

En la segunda parte se pueden encontrar dos capitulos. Cada capitulo se corresponde con
uno de los objetivos del trabajo. En el primero se da la formalizacion de diversas estructuras
algebraicas, partiendo desde algunas mas bésicas como los monoides, las ménadas y los funtores
monoidales para luego llegar a las mas complejas que son la meta de este trabajo: los monoides
concurrentes y las moénadas concurrentes. Para cada estructura se explica cada uno de los campos
introducidos y se hace un paralelismo con el marco teérico para que quede clara la relacién entre
la teoria y la formalizacion. En el siguiente capitulo se analiza el caso de la moénada delay.
Primero se define el tipo delay en Agda junto con varias funciones tutiles para manipularlo.
Luego se prueba que este puede dotarse de una estructura de moénada y también de funtor
monoidal utilizando las formalizaciones definidas. Finalmente, se intenta probar o refutar que
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este puede dotarse de una estructura de ménada concurrente.

1.4. Cobdigo fuente

El codigo fuente del trabajo puede descargarse en el siguiente link: Codigo Tesina. Dentro
de la carpeta se encuentra un archivo llamado README. agda que contiene un médulo README
en el que se indica qué archivos se corresponden con cada parte del trabajo. La version de Agda
que se utilizo en el desarrollo de esta tesina es la v2.6.1.


https://github.com/ValeBini/Tesina/releases/tag/v1.2

CAPITULO 1. INTRODUCCION
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Capitulo 2

Introducciéon a Agda

Agda es un lenguaje de programacion funcional desarrollado inicialmente por Ulf Norell en
la Universidad de Chalmers como parte de su tesis doctoral [Nor(07] que se caracteriza por tener
tipos dependientes. A diferencia de otros lenguajes donde hay una separaciéon clara entre el
mundo de los tipos y el de los valores, en un lenguaje con tipos dependientes estos universos
estan mas entremezclados. Los tipos pueden contener valores arbitrarios (lo que los hace depender
de ellos) y pueden aparecer también como argumentos o resultados de funciones.

El hecho de que los tipos puedan contener valores permite que se puedan escribir propiedades
de ciertos valores como tipos. Los habitantes de estos tipos son pruebas de que la propiedad
que representan es verdadera. Esto hace que los lenguajes con tipos dependientes puedan ser
utilizados como una légica. Esta fue la idea principal de la teoria de tipos desarrollada por
Martin Lof, en la cual esta basado el desarrollo de Agda. Una caracteristica importante de esta
teoria es su enfoque constructivista, en el cual para demostrar la existencia de un objeto debemos
construirlo.

Para poder utilizar a Agda como una logica se necesita que sea consistente, y es por eso
que se requiere que todos los programas sean totales, es decir que no tienen permitido fallar o
no terminar. En consecuencia, Agda incluye mecanismos que comprueban la terminacién de los

programas.

El objetivo de esta seccién es presentar una introduccion a Agda, haciendo énfasis en las

caracteristicas necesarias para exponer la temética de esta tesina.

2.1. Tipos de datos y pattern matching

Un concepto clave en Agda es el pattern matching sobre tipos de datos algebraicos. Al agregar
los tipos dependientes el pattern matching se hace atin mas poderoso. Se veré este tema mas en
detalle en la seccion 2.2. Para comenzar, en esta secciéon se describiran las funciones y tipos de
datos con tipos simples.

Los tipos de datos se definen utilizando una declaracion data en la que se especifica el nombre
y el tipo del tipo de dato a definir, asi como los constructores y sus respectivos tipos. En el
siguiente bloque de co6digo se puede ver una forma de definir el tipo de los booleanos:

data Bool : Set where
true : Bool
false : Bool

El tipo de Bool es Set, el tipo de los tipos simples (se profundizara esto en la seccion 2.6.1).
Las funciones sobre Bool pueden definirse por pattern matching:

not : Bool — Bool
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not true = false
not false = true

Las funciones en Agda no tienen permitido fallar, por lo que una funcién debe cubrir todos
los casos posibles. Esto sera constatado por el type checker, el cual lanzara un error si hay casos
no definidos.

Otro tipo de dato que puede ser util son los nimeros naturales.

data N : Set where
zero : N
suc: N —- N

La suma sobre numeros naturales puede ser definida como una funcioén recursiva (también

utilizando pattern matching).

+ N> N-=N
zero + m=m
(suc n) + m = suc (n + m)

Para garantizar la terminacién de la funcién, las llamadas recursivas deben ser aplicadas sobre
argumentos més pequenos que los originales. En este caso, + pasa el chequeo de terminacion
ya que el primer argumento se hace mas pequenio en la llamada recursiva.

Si el nombre de una funcioén contiene guiones bajos (), entonces puede ser utilizado como un
operador en el cual los argumentos se posicionan donde estan los guiones bajos. En consecuencia,
la funcion _+  puede ser utilizada como un operador infijo escribiendo n + m en lugar de +

n -m.

La precedencia y asociatividad de un operador se definen utilizando una declaracion infix.
Para mostrar esto se agregara, ademéas de la suma, una funcién producto (la cual tiene mas
precedencia que la suma). La precedencia y asociatividad de ambas funciones podrian escribirse

de la siguiente manera:
infix 2 *

infixl 1+

* ‘N> N-=N
zero ¥ m = zero

sucn*m=m+n*m

La palabra clave infix| indica que se asocia a izquierda (de igual manera existe infixr para
asociar a derecha o infix si no se asocia hacia ningin lado) y el nimero que sigue indica la
precedencia del operador, operadores con mayor nimero tendran mas precedencia que operadores

con menor niamero.

2.1.1. Tipos de datos parametrizados

Los tipos de datos pueden estar parametrizados por otros tipos de datos. El tipo de las listas
de elementos de tipo arbitrario se define de la siguiente manera:

infixr 12
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data List (A : Set) : Set where
[] : List A
.t A—List A— List A

En este ejemplo el tipo List estd parametrizado por el tipo A, el cual define el tipo de dato
que tendran los elementos de las listas. List N es el tipo de las listas de niimeros naturales.

2.1.2. Patrones con puntos

En algunos casos, al definir una funcién por pattern matching, ciertos patrones de un argu-
mento fuerzan que otro argumento tenga un tnico valor posible que tipe correctamente. Para
indicar que el valor de un argumento fue deducido por chequeo de tipos y no observado por pat-
tern matching, se le agrega delante un punto (.). Para mostrar un ejemplo de uso de un patron
con punto, se considerara el siguiente tipo de dato Square definido como sigue:

data Square : N — Set where
sq : (m : N) — Square (m * m)

El tipo Square n representa una propiedad sobre el nimero n, la cual dice dicho ntmero es
un cuadrado perfecto. Un habitante de tal tipo es una prueba de que el niimero n efectivamente
es un cuadrado perfecto. Si se quisiera definir entonces una funcién root que tome un natural y
una prueba de que dicho natural es un cuadrado perfecto, y devuelva su raiz cuadrada, podria
realizarse de la siguiente manera:

root : (n : N) — Square n — N
root .(m * m) (sq m) = m

Se puede observar que al matchear el argumento de tipo Square n con el constructor sq
aplicado a un natural m, n se ve forzado a ser igual a m * m.

2.1.3. Patrones absurdos

Otro tipo de patron especial es el patréon absurdo. Usar un patrén absurdo en uno de los
casos del pattern matching al definir una funcién significa que no es necesario dar una definiciéon
para ese caso ya que no es posible dar un argumento para la funcion que caiga dentro de ese
caso. El tipo de dato definido a continuacién sera de utilidad para ver un ejemplo de este tipo
de patrones:

data Even : N — Set where
even-zero : Even zero
even-plus2 : {n : N} — Even n — Even (suc (suc n))

El tipo Even n representa, al igual que Square n, una propiedad sobre n. En este caso la
propiedad afirma que n es un ntumero par. Un habitante de este tipo es una prueba de que dicha
proposicién se cumple.

Si se quisiera definir una funcién que, dado un nimero y una prueba de que es par, devuelva
el resultado de dividirlo por dos, podria realizarse de la siguiente manera:

half : (n: N) — Even n — N
half zero even-zero = zero
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half (suc zero) ()

half (suc (suc n)) (even-plus2 e) = suc (half n ¢)

Se puede ver que en el caso del namero 1 no existe una prueba de que ese niumero sea par. Por
lo tanto, no debemos dar una definicién para ese caso. Requerir la prueba de paridad asegura
que no hay riesgo de intentar dividir por dos un niimero impar.

2.1.4. El constructor with

A veces no alcanza con hacer pattern matching sobre los argumentos de una funcién, sino
que se necesita analizar por casos el resultado de alguna computacién intermedia. Para esto se
utiliza el constructor with.

Si se tiene una expresion e en la definicion de una funcion f, se puede abstraer f sobre el
valor de e. Al hacer esto se agrega a f un argumento extra, sobre el cual se puede hacer pattern
matching al igual que con cualquier otro argumento.

Para proveer un ejemplo de uso del constructor with, se definira a continuacion la relacién

de orden < sobre los ntimeros naturales.

< _:N—= N — Bool
_<_ zero _ = true
< (suc ) zero = false
< _(sucz)(sucy)=z<y

Si se quisiera definir entonces, utilizando esta funcién, una funcién min que calcule el minimo
entre dos niimeros naturales z e y, se deberia analizar cual es el resultado de calcular z < y. Esto
se escribe haciendo uso del constructor with como sigue:

min : N - N — N
min z y with z < y
min z y | true = z
min z y | false = y

El argumento extra que se agrega esta separado por una barra vertical y corresponde al
valor de la expresion z < y. Se puede realizar esta abstracciéon sobre varias expresiones a la
vez, separandolas entre ellas mediante barras verticales. Las abstracciones with también pueden
anidarse. En el lado izquierdo de las ecuaciones, los argumentos abstraidos con with deben estar
separados también con barras verticales.

En este caso, el valor que tome = < y no cambia nada la informacién que se tiene sobre los
argumentos z e y, por lo que volver a escribirlos no es necesario, puede reemplazarse la parte
izquierda por tres puntos como se muestra a continuacion:

miny : N - N — N
ming z y with z < y
o | true =z
.. | false =y
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2.2. Tipos dependientes

Como se menciond anteriormente, una de las principales caracteristicas de Agda es que tiene
tipos dependientes. El tipo dependiente méas basico de todos son las funciones dependientes, en
las cuales el tipo del resultado depende del valor del argumento. En Agda se escribe (z: A) — B
para indicar el tipo de una funcién que toma un argumento z de tipo A y devuelve un resultado
de tipo B, donde z puede aparecer en B. Un caso especial de esto se da cuando z es un tipo en
s{ mismo. Se podria definir, por ejemplo:

identity : (A : Set) = A — A
identity A z =z

zero' : N
zero' = identity N zero

identity es una funcion dependiente que toma como argumento un tipo A y un elemento de
tipo A y retorna dicho elemento. De esta manera se codifican las funciones polimérficas en Agda.

A continuacion se muestra un ejemplo de una funcion dependiente menos trivial, la cual toma
una funcién dependiente y la aplica a cierto argumento:

apply : (A : Set) (B: A — Set) —» ((z: A) - Bz) > (a: A) - Ba
apply ABfa=fa

Existen otros tipos dependientes ademas de las funciones. Uno muy utilizado son los pares
dependientes, los cuales consisten en un par ordenado o tupla de dos elementos en la cual el
tipo del segundo elemento depende del valor del primero. Estos pares son llamados usualmente
S-types (sigma types) y pueden definirse de dos maneras. La primera, utilizando una declaracion
data, se muestra a continuacion. La otra se define utilizando un tipo record y se vera en la seccion
2.5.1. Se reserva el nombre ¥ para esta segunda definicién ya que es la mas estandar y la mas
utilizada, su codigo fuente se encuentra en el moédulo Agda.Builtin.Sigma. Para la version que se
presentara a continuacioén se utilizara el nombre alternativo X'

infixr 4

data ¥/ (A : Set) (B: A — Set) : Set where
., (a:A) = (b:Ba)—X AB

Como se puede observar, el tipo del segundo elemento es By depende de un valor de tipo A
que se le pase como argumento. Para construir un par de este tipo se utiliza el constructor ,
Este toma un valor a de tipo A y luego un valor b de tipo B a, por lo cual queda evidenciado
que el tipo del valor b depende del valor de a.

2.2.1. Argumentos implicitos

Los tipos dependientes sirven, entre otras cosas, para definir funciones polimoérficas. En los
ejemplos provistos en la secciéon anterior se da de forma explicita el tipo al cual cierta funcion
polimorfica se debe aplicar. Usualmente esto es diferente. En general se espera que el tipo sobre
el cual se va a aplicar una funcion polimorfica sea inferido por el type checker. Para solucionar
este problema, Agda utiliza un mecanismo de argumentos implicitos.


https://agda.github.io/agda-stdlib/Agda.Builtin.Sigma.html
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Para declarar un argumento implicito de una funcion, se utilizan llaves en lugar de paréntesis.
{z : A} — B significa lo mismo que (z: A) — B, excepto que cuando se utiliza una funciéon de
este tipo el verificador de tipos intenta inferir el argumento por su cuenta.

Con esta nueva sintaxis puede definirse una nueva version de la funcion identidad, donde no
es necesario explicitar el tipo argumento:

id:{A:Set} - A4 A

dez==zx

true’ : Bool
true' = id true

Se puede observar que el tipo argumento es implicito tanto cuando la funcién se aplica
como cuando es definida. No hay restricciones sobre cuales o cuantos argumentos pueden ser
implicitos, asi como tampoco hay garantias de que estos puedan ser efectivamente inferidos por
el type checker.

Para dar explicitamente un argumento implicito se usan también llaves. f {v} asigna v al
primer argumento implicito de f. Si se requiere explicitar un argumento que no es el primero, se
escribe f {z = v}, lo cual asigna v al argumento implicito llamado z. El nombre de un argumento

implicito se obtiene de la declaraciéon del tipo de la funcién.

Si se desea, por el contrario, que el verificador de tipos infiera un término que deberia darse
explicitamente, se puede reemplazar por un guién bajo. Por ejemplo:

one' : N
one' = identity _ (suc zero)

2.3. Familias de tipos de datos

Se defini6 en el apartado 2.1.1 el tipo de las listas de tipo arbitrario parametrizado por A.
Estas listas pueden tener cualquier largo, tanto una lista vacia como una lista con un millén de
elementos son de tipo List A. En ciertos casos es ttil que el tipo restrinja el largo que tiene la
lista, y es asi como surgen las listas de largo definido, llamadas cominmente vectores, que se
definen como sigue:

data Vec (A : Set) : N — Set where
[] : Vec A zero
i :{n:N} - A — Vec A n— Vec A (suc n)

El tipo de Vec A es N — Set. Esto significa que Vec A es una familia de tipos indexada por
los ntimeros naturales. Por lo tanto, para cada n natural, Vec A n es un tipo. Los constructores
pueden construir elementos de cualquier tipo dentro de la familia. Hay una diferencia sustancial
entre parametros e indices de un tipo de dato. Se dice que Vec esta parametrizado por un tipo
A e indexado sobre los nimeros naturales.

En el tipo del constructor :: se puede observar un ejemplo de una funcién dependiente.
El primer argumento del constructor es un ntimero natural n implicito, el cual es el largo de la
cola. Es seguro poner n como argumento implicito ya que el verificador de tipos siempre podra

inferirlo en base al tipo del tercer argumento.
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Lo que tienen de interesante las familias de tipos es lo que sucede cuando se usa pattern
matching sobre sus elementos. Si se quisiera definir una funcién que devuelva la cabeza de una
lista no vacia, el tipo Vec permite expresar el tipo de las listas no vacias, lo cual hace posible

definir la funcién head de manera segura como se muestra a continuacion:

head : {4 : Set} {n: N} — Vec 4 (sucn) — A
head (z:: xs) = x

La definicién es aceptada por el verificador de tipos ya que, aunque no se da un caso para la
lista vacia, es exhaustiva. Esto es gracias a que un elemento del tipo Vec A (suc n) solo puede ser
construido por el constructor :: | y resulta util ya que la funcién head no esté correctamente
definida para el caso de la lista vacia.

En algunos casos puede ser necesario dar un dnico tipo que englobe a todas las listas de
todos los largos posibles. Esto puede expresarse mediante la union disjunta de los vectores de
cada posible largo. Expresar la union disjunta de familias de tipos de datos es un uso muy
comun de los X-types. Escribir ¥’ N (Vec A) (o lo que es equivalente, &' N (A n — Vec A n)) es
conceptualmente lo mismo que escribir List A.

Un ejemplo en el cual es necesaria la union disjunta de todos los vectores es para definir la
funcion filterVec que, dado un vector de cierto largo n y un predicado, filtra todos los elementos
del vector que cumplen la condiciéon dada. En este caso no es posible saber de antemano qué
largo tendra el vector resultante, puesto que se desconoce cuantos elementos del vector original
cumpliran la condicién. Es por esto que se define como sigue:

filterVec : {A : Set} {n: N} — (4 — Bool) — Vec A n — X' N (Vec A)
filterVec  [] = zero , ||

filterVec f (x :: xs) with filterVec fas | fx

... | length , filtered | true = (suc length) , (z :: filtered)

... | length , filtered | false = length , filtered

2.4. Sistema de modulos

El objetivo del sistema de modulos de Agda es manejar el espacio de nombres. Un programa
se estructura en diversos archivos, cada uno de los cuales tiene un modulo top-level dentro del
cual van todas las definiciones. El nombre del moédulo principal de un archivo debe coincidir con
el nombre de dicho archivo. Si se tiene, por ejemplo, un archivo llamado Agda.agda, al comienzo
del archivo se deberia encontrar la siguiente linea:

module Agda where

Dentro del moédulo principal se pueden definir otros moédulos. Esto se hace de la misma
manera que se define el modulo top-level. Por ejemplo:

module Numbers where
data Nat : Set where
zero : Nat
suc : Nat — Nat
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sucy : Nat — Nat
suca n = suc (suc n)

Para acceder a entidades definidas en otro médulo hay que anteponer al nombre de la entidad
el nombre del modulo en el cual esta definida. Para hacer referencia a Nat desde fuera del modulo
Numbers se debe escribir Numbers.Nat:

one : Numbers.Nat
one = Numbers.suc Numbers.zero

La extension de los modulos (excepto el modulo principal) se determina por indentacion. Si
se quiere hacer referencia a las definiciones de un modulo sin anteponer el nombre del médulo
constantemente se puede utilizar la sentencia open, tanto localmente como en top-level:

two : Numbers.Nat
two = let open Numbers in suc one

open Numbers
twoo : Nat
twoy = suc one

Al abrir un modulo se puede controlar qué definiciones se muestran y cuales no, asi como
también cambiar el nombre de algunas de ellas. Para esto se utilizan las palabras clave using
(para restringir cuéles definiciones traer), hiding (para esconder ciertas definiciones) y renaming
(para cambiarles el nombre). Si se quisiera abrir el médulo Numbers ocultando la funcién sucy y
cambiando los nombres del tipo y los constructores, se deberia escribir:

open Numbers hiding (sucg)
renaming (Nat to natural; zero to z0; suc to successor)

2.4.1. Mobdulos parametrizados

Los moédulos pueden ser parametrizados por cualquier tipo de dato. En caso de que se quiera
definir un moédulo para ordenar listas, por ejemplo, puede ser conveniente asumir que las listas
son de tipo A y que tenemos una relacién de orden sobre A. A continuacion se presenta dicho
ejemplo:

module Sort (A4 : Set)(_<_: A — A — Bool) where
insert : A — List A — List 4
insert y [| =y [
insert y (z :: xs) with z < y
.. | true = x :: insert y xs
.. |false=y:z:as

sort : List A — List A
sort [| =[]
sort (z :: xs) = insert z (sort xs)

Cuando se mira desde afuera una funcién definida dentro de un modulo parametrizado, la
funcién toma como argumentos, ademés de los propios, los pardmetros del moédulo. De esta
manera se podria definir:
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sort; : (A:Set) (< :A— A— Bool) — List A — List A
sort; = Sort.sort

También pueden aplicarse todas las funciones de un modulo parametrizado a los parametros
del modulo de una vez instanciando el modulo de la siguiente manera:

module SortNat = Sort N _ <

Esto crea el modulo SortNat que contiene las funciones insert y sort, las cuales ya no tienen
como argumentos los parametros del moédulo Sort, sino que directamente trabajan con naturales
y la relacion sobre naturales <.

sorty : List N — List N
sorts = SortNat.sort

También se puede instanciar el médulo y abrir directamente el médulo resultante sin darle
un nuevo nombre, lo cual se escribe de forma simplificada como sigue:

open Sort N < renaming (insert to insertNat; sort to sortNat)

2.4.2. Importando moédulos desde otros archivos

Se describié hasta ahora la forma de utilizar diferentes modulos dentro de un archivo, el
cual tiene siempre un moédulo principal. Muchas veces, sin embargo, los programas se dividen
en diversos archivos y uno se ve en la necesidad de utilizar un moédulo definido en un archivo
diferente al actual. Cuando esto sucede, se debe importar el moédulo correspondiente.

Los modulos se importan por nombre. Si se tiene un modulo A.B.C en un archivo en la di-
reccion /alguna/direccion/local/A/B/C.agda, este se importa con la sentencia import A.B.C.
Para que el sistema pueda encontrar el archivo, /alguna/direccion/local debe estar en el path
de busqueda de Agda.

Al importar médulos se pueden utilizar las mismas palabras claves de control de espacio de
nombres que al abrir un modulo (using, hiding y renaming). Importar un modulo, sin embargo,
no lo abre automaticamente. Se puede abrir de forma separada con una sentencia open o usar la
forma corta open import A.B.C.

2.5. Records

Un tipo record se define de forma similar a un tipo data, donde en lugar de constructores se
tienen campos, los cuales son provistos por la palabra clave field. Por ejemplo:

record Point : Set where
field x : N
y: N

Esto declara el registro Point con dos campos naturales x e y. Para construir un elemento de
Point se escribe:
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mkPoint : N — N — Point
mkPoint a b = record{ x=a;y = b }

Si antes de la palabra clave field se agrega la palabra clave constructor, se puede dar un cons-
tructor especifico para el registro, el cual permite construir de manera simplificada un elemento

del mismo.

record Point’ : Set where

constructor ,
field x : N
y: N

mkPoint' : N — N — Point’
mkPoint' ab=a, b

Para poder extraer los campos de un record, cada tipo record viene con un moédulo con el
mismo nombre. Este modulo esta parametrizado por un habitante del tipo y contiene funciones
de proyeccion para cada uno de los campos. En el ejemplo de Point se obtiene el siguiente médulo:

module Point (p : Point) where
x: N
y: N

Este modulo puede utilizarse como viene o puede instanciarse a un registro en particular.

getX : Point — N
getX = Point.x

getY : Point -+ N
getY p = let open Point piny

Es posible agregar funciones al modulo de un record incluyéndolas en la declaracién del mismo
luego de los campos.

record Monad (M : Set — Set) : Set; where
constructor makeMonad
field
return : {A : Set} - A — M A
»= {AB:Set} ~MA—(A—- MB)— MB

mapM : {4 B: Set} — (4 — M B) — List A — M (List B)
mapM f[] = return []
mapM f(z :: zs) = fz»=\y —

mapM fzs »= \ys —

return (y :: ys)

mapM’ : {M : Set — Set} — Monad M
— {A B: Set} - (A — M B) — List A — M (List B)
mapM' {M} Mon f zs = Monad.mapM {M} Mon f s

Como se puede ver en este ejemplo, los tipos record pueden ser, al igual que los tipos data,
parametrizados. En este caso, el record Monad esta parametrizado por M. Cuando un record
estd parametrizado, el modulo generado por €l tiene los pardmetros del record como parametros
implicitos.
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2.5.1. Campos con tipos dependientes

A la hora de definir un record, el tipo de un campo puede depender de los valores de todos
los campos anteriores. Esto hace que el orden en que se introducen los campos no siempre pueda
ser arbitrario. A continuacién se muestra la definicion de los Y-types como un tipo record, en la
cual el tipo del segundo campo depende del valor del primero.

record 3 (A : Set) (B: A — Set) : Set where
constructor ,
field
fst: A
snd : B fst

open Y public

2.6. Caracteristicas adicionales

Antes de finalizar este capitulo, se describiran algunas caracteristicas adicionales especificas
de Agda que son importantes para comprender la potencia del lenguaje.

2.6.1. Universos

La paradoja de Russell implica que la coleccién de todos los conjuntos no es en si misma
un conjunto. Si existiera tal conjunto U, entonces uno podria formar el subconjunto A C U de
todos los conjuntos que no se contienen a si mismos. Luego se deduciria que A € A < A ¢ A,

lo cual es una contradiccion.

Por razones similares, no todos los tipos de Agda son de tipo Set. Por ejemplo, se tiene que
Bool : Set y Nat : Set, pero no es cierto que Set : Set. Sin embargo, es necesario y conveniente
que Set tenga un tipo, es por eso que en Agda se le da el tipo Set;:

Set : Set;

Las expresiones de tipo Set; se comportan en gran medida como las de tipo Set, por ejemplo,
pueden ser utilizadas como tipo de otras cosas. Sin embargo, los habitantes de Set; son poten-
cialmente mds grandes. Cuando se tiene A : Set;, entonces se dice a veces que A es un conjunto

grande. Sucesivamente, se tiene que:
Set; : Setq
Sety : Sets

etcétera. Un tipo cuyos habitantes son tipos se llama universo. Agda provee un nimero
infinito de universos Set, Set;, Sets, Sets, ..., cada uno de los cuales es un habitante del siguiente.
Set es en si mismo una abreviacion de Setg. El subindice n es el nivel del universo Set,,. Agda
provee también un tipo primitivo especial Level, cuyos habitantes son los posibles niveles de los
universos. De hecho, la notacion Set,, es una abreviacion para Set n, donde n : Level.

Si bien no hay un namero de niveles especifico, se sabe que existe un nivel més bajo lzero,
y que para cada nivel n existe algiin nivel mayor Isuc n. Por lo tanto, el conjunto de niveles es
infinito. Ademas, puede tomarse la cota superior minima (o supremo) n U m de dos niveles. En
resumen, las siguientes operaciones son las tnicas operaciones que Agda provee sobre niveles:
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Izero : Level
Isuc : (n : Level) — Level

Ui (nm: Level) — Level

2.6.2. Induccion-recursion

Una caracteristica fundamental de Agda que lo distingue de otros lenguajes similares es el
soporte para induccion-recursion (en inglés induction-recursion). En la teoria de tipos intuicio-
nista, la induccién-recursiéon es una propiedad que permite declarar simultaineamente un tipo y
una funcion sobre dicho tipo, haciendo posible la creacién de tipos méas grandes que los tipos
inductivos como, por ejemplo, los universos. En una definicion inductiva, se dan reglas para
generar habitantes de un tipo y luego pueden definirse funciones de ese tipo por induccién en
dichos habitantes. En induccién-recursion se permite que las reglas que generan los habitantes de
un tipo hagan referencia a la funcion que a su vez es definida por induccion en los habitantes del
tipo. A continuacién se muestra un ejemplo de una definicién inductiva-recursiva para ilustrar
mejor esta caracteristica.

mutual
data U : Set where
sig:(A:U)—=(ElA—-U)—=U
pi:(A:U)—-(ElA—-U)—U

El: U — Set
El (sig A B)=X (El A) (A a — EI (B a))
El (pi A B) = (a: (El 4)) — (El (B a))

Como se ve en el ejemplo, la manera de hacer una declaracion inductiva-recursiva es mediante
la palabra clave mutual. Esta palabra clave puede utilizarse también para realizar definiciones

de funciones mutuamente recursivas.

mutual
even : N — Bool
even zero = true
even (suc n) = odd n

odd : N — Bool
odd zero = false
odd (suc n) = even n

2.6.3. Coinduccién

Agda tiene varios soportes diferentes para coinduccion. Se describiran algunos de ellos més
adelante en la seccion 4.4, junto con sus caracteristicas principales y su utilidad.



Capitulo 3

Mobénadas Concurrentes

En este capitulo se hara una introducciéon teérica sobre ménadas concurrentes. Se definiran
al comienzo algunos conceptos previos de la teoria de categorias sobre la cual se definen las
moénadas. En la segunda secciéon se haré una introducciéon a las ménadas en si mismas, en la cual
se daran varias definiciones y ejemplos. Por ultimo, en la tercera, se introducirédn los conceptos

especificos necesarios para definir una moénada concurrente.

3.1. Teoria de categorias

La teoria de categorias fue presentada por Eilenberg y MacLane [EM45] en 1945. Esta teoria
busca axiomatizar de forma abstracta diversas estructuras matematicas como una sola, tales
como los grupos y los espacios topolégicos, mediante el uso de objetos y morfismos. A su vez, esta
axiomatizacion se realiza de una manera nueva sin incluir las nociones de elemento o pertenencia,
es decir, sin utilizar conjuntos. Con el concepto de categoria se pretende capturar la esencia de
una clase de objetos matematicos que se relacionan entre si mediante aplicaciones, poniendo
énfasis en la relacion entre los objetos y no en la pertenencia como en la teoria de conjuntos.

Definiciéon 3.1 (Categoria). Una categoria ¢ consiste de:

» una clase de objetos: ob ¥;
» una clase de morfismos o flechas: mor %’;
» dos funciones de clase:
e dom : mor € — ob € (dominio),
e codom : mor ¥ — ob € (codominio).
Para cada par de objetos A, B en ob ¢ se denomina Hom(A, B) al conjunto de flechas
o morfismos de A a B, es decir:

Hom(A, B) :={f € mor ¥ : dom(f) = A, codom(f) = B}
» Y para cada A, B,C € ob % una operacién
o: Hom(A, B) x Hom(B,C) — Hom(A, C)

llamada composicién con las siguientes propiedades:
e Se denota o(f,g) =go f.
e Asociatividad: para cada A,B,C;D € ob € y f,g,h € mor % tales que
feHom(A,B),ge Hm(B,C)y h€ Hom(C,D), ho(gof)=(hog)of.
e Para cada A € ob ¥ existe un morfismo identidad id4 € Hom(A, A) tal que
* VB, Vf € Hom(A,B), foida = f,
* YC, Yg € Hom(C,A), idaog=g.

A continuacion se presentan algunos ejemplos de categorias que pueden ser de utilidad para
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comprender mejor el concepto.
Ejemplo 3.2 (Categoria Set). La categoria Set es aquella tal que:

» ob Set = conjuntos
» mor Set = funciones.

Ejemplo 3.3 (Categoria 1). La categoria 1 es aquella tal que:

» ob 1 ={x}
» mor 1 = {id,}.

Dentro de los objetos de una categoria, hay dos clases especiales de objetos: iniciales y

terminales. Estos se definen como sigue:

Definiciéon 3.4 (Objetos iniciales y terminales). Un objeto 0 € ob ¥ se dice inicial si
VA € ob %, 3! morfismo 0 — A. Un objeto 1 € ob % se dice terminal si VA € ob ¥,
J1A — 1.

Ejemplo 3.5. En Set, () es el tnico objeto inicial y los conjuntos de un elemento {z} son

los objetos terminales.

En la categoria Set se sabe que el producto cartesiano entre dos objetos (conjuntos) A x B
es el conjunto de los pares (a,b) tales que a € A y b € B. Para definir el concepto de producto
cartesiano entre dos objetos A y B de una categoria cualquiera, es necesario caracterizar a A x B
sin hacer referencia a sus elementos.

Definicién 3.6 (Producto). El producto de dos objetos A y B en una categoria ¢ es una
terna (A x B, w4, mp) donde:

» 14 € Hom(A x B, A),
» 75 € Hom(A x B, B)
» y para todo objeto C'y todo par de morfismos f : C — A, g : C — B, existe un unico
mofismo (f,g) : C — A x B tal que:
o f=ma0(f g
e g=mpol(fg)

Suponiendo que existen los productos Ax By C'x D y que se tienen dos morfismos f : A — C
y ¢ : B — D, se puede definir un morfismo f xg: AxB — Cx D talque fxg = (foma,gonp).

De forma dual a la definicién de producto, se puede definir la nocién de coproducto entre dos

objetos A y B de una categoria arbitraria como sigue:

Definicién 3.7 (Coproducto). El coproducto de dos objetos A, B de una categoria € es
una terna (A + B,ta,tp) donde:

» 14 € Hom(A, A+ B),
» (p € Hom(B,A+ B)
» y para todo objeto C' y todo par de morfismos f: A — C, g : B — C existe un unico
morfismo [f,g] : A+ B — C tal que se cumplen las siguientes ecuaciones:
o f=I[fgloa
e g=1fglow

Una ultima relacion que puede establecerse entre dos objetos de una categoria es el exponen-
cial. En Set, el exponencial de dos conjuntos A y B es el conjunto B4 de todas las funciones
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que van de A en B, es decir que toman un elemento de A y devuelven un elemento de B. Esta
nocién puede generalizarse a una categoria arbitraria que tenga productos cartesianos.

Definicion 3.8 (Exponencial). Sea ¥ una categoria con productos binarios y sean A, B €
ob %. Un objeto B4 es un exponencial si existe un morfismo ¢ : B4 x A — B tal que para
todo morfismo g : C'x A — B existe un tinico morfismo § : C — B4 tal que g = €0 (g xida).

Si se quisiera construir una categoria cuyos objetos son categorias, se necesitaria contar
con morfismos entre categorias. Estos existen y se llaman funtores, son en cierta manera una
generalizacion del concepto de funcién de conjuntos para categorias. Un funtor permite construir
una nueva categoria a partir de otra dada.

Definiciéon 3.9 (Funtor). Sean € y 2 dos categorias. Un funtor F : € — 9 asigna:

» a cada objeto A € ob ¥, un objeto F'(A) € ob Z;
» a cada morfismo f: A — B € mor %, un morfismo F(f): F(A) - F(B) € mor 9
tal que:
e para todo A € ob ¢, F(ida) = idp(a);
e para todos f,g € mor ¥ tales que tenga sentido la composicion g o f, se tiene
que F(go f) = F(g)o F(f),

Se dice que un funtor es un endofuntor si la categoria de salida y la de llegada son la misma,
es decir, F : € — €.

Siguiendo con la misma logica, uno podria construir morfismos entre funtores. Es decir, algin
tipo de construcciéon matematica que lleve de un funtor dado a otro. Este concepto se denomina
transformaciéon natural y se define como sigue:

Definiciéon 3.10 (Transformacion Natural). Sean F, G : ¥ — 2 dos funtores (entre las
mismas categorias). Una transformaciéon natural 7 : F' — G asigna a cada A € ob % un
morfismo 14 : F(A) — G(A) tal que para todo f € Hom(A, B) se cumple que:

neo F(f)=G(f)ona

Para cerrar la secciéon, se introducird la nocién de monoide. Los monoides son un tipo de
estructura algebraica abstracta introducida por primera vez por Arthur Cayley.

Definiciéon 3.11 (Monoide). Un monoide es un conjunto M dotado de una operacion
asociativa M x M — M, (m,n) — mn tal que existe un elemento neutro:

Jde € M,¥Ym € M, (em = me = m).

El elemento neutro de un monoide es dnico. Por esa razén, en general el elemento neutro
es considerado una constante, es decir, una operacion 0-aria (sin argumentos). Se utilizara esta
representacion en la formalizacion de los monoides.

3.2. Introducciéon a las moénadas

Se consideraréan dos variantes de la definicién de moéonadas. La primera es la definicién clésica
y la segunda define a una moénada como un sistema de extension o 3-tupla Kleisli. La primera
es muy utilizada en la literatura ya que es la definicion matemaética y esta definida en torno
a transformaciones naturales, pero la segunda es maés facil de utilizar desde una perspectiva
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computacional. Como ambas definiciones son equivalentes [Man76], se utilizara una u otra segin

sea conveniente.

3.2.1. Definicion clasica de monadas

Se define a continuacién el concepto de ménada de la manera clasica dentro de la teoria de
categorias.

Definiciéon 3.12 (Monada). Dada una categoria ¢, una ménada sobre € es una tupla
(T, u,m), donde:

» T :% — € es un funtor,
» n:1ld— Typ:T-T — T son transformaciones naturales
» y se cumplen las siguientes identidades:

px o Tux = px opurx, px o Tnx =idrx, ix onrx =idrx

A continuacién se presentan algunos ejemplos de moénadas clasicas que son ampliamente
utilizadas en computacion.

Ejemplo 3.13 (Moénada Error). Sea T : Set — Set el funtor TX = X + E, donde E es
un conjunto de errores. Intuitivamente un elemento de T X puede ser un elemento de X
(un valor) o un error pertenenciente a E. Luego se definen 1 y p como siguen:

» Para cada conjunto X, se define nx : IdX — TX como nx(x) = inl(z).

» Para cada conjunto X, se define pux : TTX — TX como px(inl(tz)) = tx si te €
X+ Ey px(inr(e)) =inr(e) si e € E. Es decir que si se tiene un error se propaga el
error y si se tiene un elemento de T'X se devuelve dicho elemento.

Ejemplo 3.14 (Moénada State). Sea T : Set — Set el funtor TX = (X x S)¥, donde S
es un conjunto no vacio de estados. Intuitivamente, T X es una computacién que toma un
estado y retorna el valor resultante junto con el estado modificado. Luego se definen n y p
como sigue:

» Para cada conjunto X, se define nx : IdX — TX como nx(z) = (As: S.(z,s)).

» Para cada conjunto X, se define ux : TTX — TX como
px(f)=(As: S let (f/,s") = f(s) in f'(s")), es decir que pux(f) es la computacion
que, dado un estado s, primero computa el par computacion-estado f(s) = (f’,s') y
luego retorna el par valor-estado f'(s’) = (x, s”).

3.2.2. Definicion alternativa de moénadas

Se define ahora la nocion de sistema de extension, también llamado 3-tupla Kleisli. Esta
definicién también parte de la teoria de categorias pero no es la mas utilizada en la literatura.
Sin embargo, como se explica mas adelante, es la que méas se acerca a la forma de utilizar las
monadas en los lenguajes de programacion funcional.

Definiciéon 3.15 (Sistema de extension). Un sistema de extensiéon sobre una categoria
% es una tupla (T,7n, *), donde

» T:0b% —ob %,
» paracada A€ob €, na: A— TA,
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» paracada f: A— TB, f*: TA— TB,
» y se cumplen las siguientes ecuaciones:
o N =tidra
e f*ony= fparacada f: A— TB
e gof*=(g*of)*paracada f: A— TByg:B— TC.

Intuitivamente 14 es la inclusion de valores en computaciones (lo que en programaciéon fun-
cional usualmente se conoce como return) y f* es la extension de una funcion f que va de valores
a computaciones a una funciéon que va de computaciones a computaciones, la cual primero evalia
una computacion y luego aplica f al valor resultante (lo que generalmente se conoce como bind
0 >=).

A continuacion se muestra como quedan definidos los ejemplos vistos para la definicion clésica
como sistemas de extension para que se comprenda mejor el paralelismo entre ambas definiciones.

Ejemplo 3.16 (Moénada Error). Tomando el funtor descripto en la version clasica:

» Para cada conjunto X, se define nx : IdX — TX como nx(z) = inl(z) al igual que
en la version clasica.

» Para cada funcion f: X — TY, se define f*: TX — TY como f*(inl(z)) = f(z) si
xe Xy f*(inr(e)) =inr(e) sie € E.

Ejemplo 3.17 (Ménada State). Tomando el funtor descripto en la version clasica:

» Para cada conjunto X, se define nx : IdX — TX como nx(z) = (As : S.(x,s)) al
igual que en la primera version.
» Para cada funcion f: X — TY, se define f*: TX — TY como

f*(g) = (s : 8. let (z,8) = g(s) in f(x)(s)).

3.2.3. Funtores, ménadas y producto cartesiano

La fortaleza de los funtores es una forma de compatibilidad entre funtores y productos. En
adelante se trabajara con funtores y ménadas que son fuertes respecto del producto cartesiano.
A continuacién se definen las nociones de funtor fuerte y monada fuerte.

Definicion 3.18 (Funtor fuerte). Un funtor F : € — € es fuerte si viene equipado con
una transformacion natural oxy : FX xY — F(X xY), de manera que se cumplen las
siguientes ecuaciones:

m =F(m)oox1, oco(oxid)joa=F(a)oo

donde 7 y 7o son las proyecciones del producto cartesiano y o = ({my,m o ma),mo 0 ma)
representa su asociatividad.

Definiciéon 3.19 (Monada fuerte). Una moénada (T, i, 1) sobre € es fuerte si el funtor
subyacente T es fuerte y la fortaleza es compatible con p y n:

NaxB =040 (na xid), oapo(uaxid)=paxpo Toapooran

Hay una definicién similar de fortaleza 6xy : X X FY — F(X xY) que actta sobre el lado
derecho, pero como el producto cartesiano es simétrico, se puede obtener de la fortaleza izquierda
como = Fyoo o~, donde v = (me, 71) intercambia los elementos del producto cartesiano.
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Otra forma en la que un funtor puede ser compatible con el producto cartesiano es si es un
funtor monoidal. A continuacién se definen los conceptos de funtor monoidal y ménada monoidal.

Definiciéon 3.20 (Funtor monoidal). Un funtor monoidal es un funtor F' : 4 — ¥
equipado con una estructura monoidal (m,e), donde m : FX x FY — F(X X Y) es una
transformacién natural y e : 1 — F'1 es un morfismo tal que las siguientes ecuaciones se
cumplen:

m = F(m)omaio(idpa X €), mg = F(mg) omy a0 (e X idpa),

Fla)omxxyzo(mxy Xidrpz) =mxyxzo (idpx X my,z)oa

Ademas, si la estructura monoidal es compatible con -, entonces el funtor monoidal es
simétrico.

Definiciéon 3.21 (Moénada monoidal). Una ménada monoidal es una monada (7, i, n)
que tiene una estructura monoidal (m,e) en su funtor subyacente T tal que e = 1 y las
estructuras monoidal y monédica son compatibles:

NAxB = MA,BO© (na x T]B), ma,B© (MA X [UB) = [LAxB © TmapomraxTB-

Dada una monada fuerte (7', u,n), T como funtor puede ser equipado con dos estructuras

monoidales canodnicas:
¢: TAx TB— T(Ax B) Y: TAx TB— T(Ax B)
¢p=poTcoo Yv=poTocod
ye=mn1:1— T1 en ambos casos.
Se dice que una moénada es conmutativa cuando estas dos estructuras coinciden.

En esta tesina se utilizara la categoria Set, la cual es la categoria de conjuntos y funciones,
y las monadas que se presenten seran sobre esta categoria. El objeto terminal 1 = {x} es un
conjunto unitario. Una consecuencia particular de esto es que cualquier funtor F' y monada
(T, u,m) sobre esta categoria son fuertes, y cada uno admite una tnica fortaleza posible o (7).

Por ejemplo, la moénada del conjunto partes P (y su variante finita Py) tiene fortaleza
o(X,y) = X x{y}. En general, la formula de fortaleza de un funtor sobre Set puede ser expresada
como o(v,y) = F(Az : X.(z,y))(v). Cuando la ménada es conmutativa, hay sélo una estructura
monoidal posible. En consecuencia, si una ménada es monoidal entonces es conmutativa [Koc70].

3.3. Mobnadas concurrentes

La teoria de concurrencia estd compuesta por una amplia variedad de modelos basados en
diferentes conceptos. Hoare et al. [HHM™ 11| se plantearon si es posible tener un tratamiento
comprensible de la concurrencia en el cual la memoria compartida, el pasaje de mensajes y
los modelos de intercalacion e independencia de computaciones puedan ser vistos como parte
de la misma teoria con el mismo nicleo de axiomas. Con esta motivacion crearon un modelo
simple de concurrencia basado en estructuras algebraicas, dos de las cuales resultan interesantes
para este trabajo: bimonoides ordenados y monoides concurrentes. Més tarde, Rivas y Jaskelioff
[RJ19] extendieron este modelo al nivel de funtores y moénadas, dando lugar a las moénadas
concurrentes. En las siguientes secciones se detallaran las caracteristicas principales de cada uno
de estos modelos.
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3.3.1. Ley de intercambio

Ya estaba establecido que la composiciéon secuencial y concurrente son estructuras monoida-
les, donde la concurrencia es ademas conmutativa. La pregunta que surge luego es coémo estas
operaciones se relacionan entre si. Se podria pensar en un principio que la ley de intercambio
(p*x71); (g x8) = (p;q) = (r;s) de 2-categorias o bi-categorias deberia cumplirse. Sin embargo, la
presencia de esta ley implicaria que ambas estructuras monoidales coinciden, derivando en que
las operaciones de secuenciacién y concurrencia son la misma. Esto se puede ver aplicando el

argumento Eckmann-Hilton.

Teorema 3.22 (argumento Eckmann-Hilton). Sea X un conjunto con dos operaciones bi-
narias ; y * tal que e, es el elemento neutro de ;, e, es el elemento neutro de * y la ley
de intercambio (a x b); (¢ xd) = (a;c) * (b;d) se cumple. Entonces, ambas operaciones ; y *
coinciden, y ambas son conmutativas y asociativas.

Demostracion. Primero se muestra que ambos elementos neutros coinciden:

e, = eie, = (enxe)i(e % o) = (enie) ¥ (ee.) = ex vew = c

3

Como los neutros coinciden, se lo puede llamar simplemente e. Se muestra ahora que ambas
operaciones coinciden:

a;b=(exa);(bxe)=(e;b) x (a;e) =bxa= (bje) * (e;a) = (bxe);(e*xa) =ba

Usando el mismo argumento se puede ver también que la operaciéon es conmutativa. La prueba
de asociatividad es analoga. O

Como solucién a esto, surge la idea de considerar un orden en los procesos, de manera
que pueda debilitarse la ley de intercambio. En [HMSW11] se introduce una generalizacion del
algebra de Kleene para programas secuenciales [Koz94], llamada Algebra Concurrente de Kleene.
Esta es un algebra que mezcla primitivas de composicién concurrente (*) y secuencial (;), cuya
caracteristica principal es la presencia de una version ordenada de la ley de intercambio de
2-categorias o bi-categorias.

(px7);(g*s) E (piq)* (r;s)
Esta ley intuitivamente tiene sentido, por ejemplo, en un modelo de concurrencia de interca-

lacién. Si se tiene una traza t = t;;t donde t; es una intercalaciéon de dos trazas t, y t,, y t2 de
tq ¥ ts, entonces ¢ es también una intercalacion de t,;t, y tr; ts.

3.3.2. Dos modelos

Se introduciran a continuacion dos modelos utilizados por Hoare et al. [HHM*11] para desa-

rrollar su teoria, los cuales serviran de ejemplo en las secciones que siguen.

Modelo de Trazas Sea A un conjunto. Luego Trazas 4 es el conjunto de secuencias finitas de
elementos de A. El conjunto partes P(Trazas,) seréa el conjunto soporte del modelo. Se tienen
las siguientes operaciones binarias sobre P(Trazasa):

1. Ty % T, es el conjunto de las intercalaciones de las trazas de T7 y Ts.
2. Ty;T5 es el conjunto de las concatenaciones entre las trazas de T y Ts.

El conjunto {e} funciona como elemento neutro para ambas operaciones ; y *, donde € es la
secuencia vacia. El orden esta dado por la inclusion de conjuntos.



26 CAPITULO 3. MONADAS CONCURRENTES

Modelo de Recursos Sea (X, e, ) un monoide parcial conmutativo, dado por una operacion
parcial binaria e y elemento neutro u. La igualdad significa que ambos lados estan definidos y son
iguales, o que ninguno esta definido. El conjunto partes P(X) tiene una estructura de monoide
ordenado conmutativo (*,emp) definido por:

pxq={ogec1|(0p,01) € dom(e) Nog Ep Aoy € g}
emp = {u)

El conjunto de funciones monotonas P(X) — P(X) es el conjunto soporte del modelo. Estas
funciones representan transformadores de predicados. Las operaciones se definen mediante las
siguientes formulas, donde F; itera sobre los transformadores de predicados e Y; se utiliza para
iterar sobre los subconjuntos de 3:

(F+G)Y =| J{FY1+GYa|Y1 %Y, C Y}
nothing ¥ =Y Nemp
(F; Q)Y = F(G(Y))
skipY =Y

La idea es que se comienza con una postcondiciéon Y, luego se la separa en dos afirmaciones
separadas Y7 e Y5 y se aplica la regla de concurrencia hacia atras para obtener una precon-
dicién F'Y; x GYs para la composicion paralela de F' y G. Se realiza la unién de todas estas
descomposiciones de manera de obtener la precondiciéon mas débil posible.

El orden del modelo esta dado por el orden reverso punto a punto, es decir F' C G significa
que VX C P(X), FX DO GX. Segtn esta definicion, el elemento méas pequefio es la funcion AX.X,
la cual se corresponde con el transformador de precondiciéon mas débil para la divergencia.

3.3.3. Monoides concurrentes

Como se va a utilizar un orden combinado con estructuras alegbraicas, se necesita una nocién
de compatibilidad de las operaciones con el orden. Sea (A,C) un orden parcial, entonces una
operacion @ : Ax A — A es compatible con el orden sia E by ¢ C d implica que a®c E bdd. Se
define primero una aproximacion a la nociéon de monoide concurrente, el cual tiene dos estructuras

monoidales y un orden compatible con ellas, pero no incluye ninguna relacién especial entre ellas.

Definicién 3.23 (Bimonoide ordenado). Un bimonoide ordenado es un conjunto parcial-
mente ordenado (A, C) junto con dos estructuras monoidales (A4, ;,skip) y (A, x,nothing)
tal que ; y * son compatibles con C y * es conmutativa.

Podria ser tentador requerir que ambos elementos neutros de un bimonoide ordenado sean
iguales, pero, por ejemplo, en el Modelo de Recursos no lo son. El Modelo de Recursos es un
ejemplo de un bimonoide ordenado que no es un monoide concurrente. A continuaciéon se define
la nocién de monoide concurrente.

Definiciéon 3.24 (Monoide concurrente). Un monoide concurrente es un bimonoide or-
denado tal que los neutros coinciden, es decir nothing = skip, y la siguiente ley de inter-

cambio se cumple:

(axb);(cxd) C (a;c) * (b;d)
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En esta estructura no hay reducciéon de la operaciéon * a una intercalacién del operador ;.
El orden une a ambas estructuras sin reducir una a la otra. En el Modelo de Trazas ambos
elementos neutros coinciden y la ley de intercambio se cumple, por lo que, ademés de bimonoide

ordenado, es un monoide concurrente.

3.3.4. Generalizaciéon a nivel de funtores y moénadas

Para elevar la teoria descripta en la seccién anterior al nivel de funtores, se modela el operador
de secuenciacién ; como la multiplicacién monadica y su elemento neutro skip como la unidad
monédica. Solo faltan tres elementos: la operacién de mezcla *, su elemento neutro nothing y
el orden C. La operacion de mezcla se modela como una familia de transformaciones naturales
map : TAx TB — T(A x B). Como se necesita que % sea un monoide conmutativo, se
requiere que T tenga una estructura de funtor monoidal simétrica, incluyendo un morfismo
unidad e : 1 — T'1 que representa a skip.

En cuanto al orden, lo que se necesita es un orden sobre computaciones que mida el grado de
secuencialidad en ellas. Esto es una estructura de orden C=; sobre T'[ para cada conjunto I, sujeto
a algin tipo de compatibilidad con el resto de la estructura que modela computaciones. Se define
a continuacion la nocion de funtor ordenado, la cual establece una condicién de compatibilidad
de un funtor con un orden parcial, siguiendo la idea de Hughes y Jacobs [HJ04]:

Definicién 3.25 (Funtor ordenado). Un orden para un funtor F es una asignacion de un
orden parcial C; en F'I para cada conjunto I, tal que para cada morfismo f : [ — J, el
morfismo Ff : FI — FJ es una funcién mondtona respecto de Ty y C .

A continuacion se define la compatibilidad para la estructura de méonada. Para esto se utiliza
una familia de estructuras ordenadas, lo cual es una instancia de lo que definieron Katsumata y
Sato como una moénada ordenada [KS13].

Definiciéon 3.26 (Moénada ordenada). Un orden para una ménada (7T, u,n) es una asig-
naciéon de un orden C; sobre T'I para cada conjunto I, tal que la categoria Kleisli de T se
enriquece en la categoria de ordenes con el orden correspondiente a K¢(T)(A, B) definido
por fCapgsiysolosiVa:1 =+ A, foalpggoa.

Esta nocién de orden soélo se relaciona con la estructura monadica. En comparaciéon a los
bimonoides ordenados, se corresponde con la condicién de que ; sea compatible con C. La com-
patibilidad entre * y C se postula como sigue:

Definicién 3.27 (Funtor monoidal ordenado). Sea T un funtor con una estructura monoi-
dal (m, e) y una asignacion de un orden T sobre T'I para cada conjunto I. Se dice que el or-
den es compatible con (m,e) siv E4 v' y w Cp w’ implican que mo (v, w) Eaxp mo (v, w’)
para cadav,v' : 1 —- TAy w,w' : 1 — TB.

A partir de todas estas definiciones previas se definen las variantes monéadicas de los bimo-
noides ordenados y monoides concurrentes como sigue:

Definicion 3.28 (Moénada monoidal ordenada). Una moénada (7,7, *) es una moénada
monoidal ordenada si estd dotada de una estructura de funtor monoidal simétrico

mxy: TXxTY - T(X xY), e:1—->1T1
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y una relacion de orden C sobre T compatible con (m,e).

Aclaracion: se escribe f x g para representar mo (f X g) y f @ g para denotar f* o g.

Definicién 3.29 (Monada concurrente). Una monada monoidal ordenada T’ es una moénada
concurrente si e =11 : 1 — T'1 y se cumple la siguiente ley de intercambio:

(hxi)e(f+g)E(hef)x(ieg)

Esta definicion puede probarse mostrando que las monadas conmutativas (como los monoides

conmutativos) son moénadas concurrentes (como los monoides concurrentes).

Ejemplo 3.30. Sea (T, i, ) una monada conmutativa. Entonces 7' tiene una unica estruc-
tura de monada monoidal (m,n1), y se puede definir la estructura de orden por el orden
diagonal. La ley de intercambio se reduce a las condiciones de ménada monoidal.

Rivas y Jaskelioff [RJ19] también muestran que estas estructuras al nivel de moénada efecti-
vamente generalizan aquellas al nivel de los monoides probando el siguiente lema.

Lema 3.31. Sea (T, 1, ) una mdnada monoidal ordenada (mdnada concurrente). Entonces
T1 es un bimonoide ordenado (monoide concurrente).

Como en el caso de los monoides, hay dos estructuras de bimonoide ordenado sobre T'1, que
resultan de la simetria de los axiomas de los bimonoides ordenados. En esta estructura, como en
los monoides, se puede también ir en la direccién contraria: dado un bimonoide ordenado, este
puede ser elevado a una ménada monoidal ordenada.

Lema 3.32. Sea (A,C, *,nothing,;,skip) un bimonoide ordenado. Este puede convertirse
en una monada monoidal ordenada con funtor soporte T4 X = Ax X, operaciones y orden.
Mds ain, si nothing = skip (es decir que es un monoide concurrente), entonces e = 1y
(es decir que es una mdnada concurrente).

Este resultado sera utilizado mas adelante en este trabajo para dar una moénada alternativa
a la moénada delay.

El ejemplo del Modelo de Trazas puede ser generalizado a una ménada concurrente parame-
trizando el conjunto sobre el cual se toman las trazas.

Ejemplo 3.33. La monada Trp(X) = Py(Trazaspxx) es concurrente. La estructura de
orden se define como la inclusion de conjuntos al igual que antes.



Capitulo 4

La Moénada Delay

Como se discutié previamente, la teoria de tipos de Martin-Lof es un lenguaje de progra-
macién funcional rico con tipos dependientes y, a su vez, un sistema de logica constructiva. Sin
embargo, esto trae una limitaciéon respecto de los lenguajes de programacion funcional estandar,
ya que obliga a que todas las computaciones deban terminar. Esta restriccion tiene dos razones
principales: hacer que el chequeo de tipos de los tipos dependientes sea decidible y representar
pruebas como programas (una prueba que no termina es inconsistente).

El tipo de dato delay fue introducido por Capretta [Cap05] con el objetivo de facilitar la
representacion de la no-terminacion de funciones en la teoria de tipos de Martin-Lof. Lo que
busca es explotar los tipos coinductivos para modelar computaciones infinitas. Los habitantes
del tipo delay son valores “demorados”, los cuales pueden no terminar y, por lo tanto, no retornar
un valor nunca. El tipo de dato delay es una moénada y constituye una alternativa constructiva

de la ménada maybe [Cap05, §3].

Se introduciré primero la nocién de coinduccién y un conjunto coinductivo muy especial:
los nimeros conaturales. Luego se presentaré la definicion de la monada delay y sus principales
caracteristicas. Finalmente, se describiran algunos de los distintos soportes para coinduccién que
Agda proporciona.

4.1. Introduccion a la coinduccion

El principio de induccién esta bien establecido en el drea de las matemaéticas y las ciencias de la
computacion. En esta tltima, se utiliza principalmente para razonar sobre tipos de datos definidos
inductivamente, tales como listas finitas, arboles finitos y ntimeros naturales. La coinduccién es
el principio dual de la induccion y puede ser utilizado para razonar sobre tipos de datos definidos
coinductivamente, tales como flujos de datos, trazas infinitas o arboles infinitos, pero no esta tan
difundido ni se comprende tan bien en general. Es por esta razén que esta seccion comenzaré
primero con un repaso de lo conocido: la induccién, para luego introducir la coinduccién haciendo
un paralelismo entre ambas. A continuacion se desarrolla la nocién de definicién inductiva.

Definiciéon 4.1 (Definicion inductiva). Sean:

= U un conjunto que se denominara universo.

= B un subconjunto no vacio de U que tendra el nombre de base.

= K un conjunto no vacio de funciones llamado constructor. Cada funcion f € K tiene
cierta aridad ar(f) =n € N, de manera que f: U™ — U.

Un conjunto A esta definido inductivamente por B, K y U si es el minimo conjunto que
satisface que:

s BCA

29
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» siay,...,a, € Ay f(ai,...,a,) = a, entonces a € A, donde f € K.

Cuando esto sucede se dice que A fue generado por la base B y las reglas de inducciéon
fekK.

Que A sea el minimo conjunto que cumple estas condiciones implica que si se tiene otro con-
junto A’ que satisface las mismas condiciones, entonces A C A’. De la mano con las definiciones
inductivas viene el principio de induccién estructural, el cual sirve para demostrar propiedades
sobre conjuntos definidos inductivamente.

Teorema 4.2 (Principio de induccién estructural). Sea A C U definido inductivamente por
la base B y el constructor K. Sea P una propiedad que verifica:

» Vo € B, P(x) es verdadera.
» Para cada f € K, si f(ai,...,aar(s)) = a y P(a;) se cumple para cada i =1,...,ar(f),
entonces P(a) se cumple.

Entonces se cumple P(x) VY € A.

Como se menciond previamente, el principio de coinduccién es el principio dual de la induc-
cion. Asimismo, las definiciones coinductivas son duales a las definiciones inductivas. Un conjunto
se define coinductivamente de la siguiente manera:

Definicion 4.3 (Definicion coinductiva). Sean:

= U un conjunto que se denominara universo.

= B un subconjunto de U que tendra el nombre de base.

= K un conjunto no vacio de funciones llamado constructor. Cada funcion f € K tiene
cierta aridad ar(f) =n € N, de manera que f: U™ — U.

Un conjunto A esté definido coinductivamente por B, K y U si es el méximo conjunto

que satisface que:

= BCA
» siay,...,a, € Ay f(a1,...,a,) = a, entonces a € A, donde f € K.

Se puede observar que ambas definiciones son muy similares, la diferencia sustancial esté en
las palabras minimo y mdximo. Para ver més clara la diferencia, en el caso de una definicion
inductiva, se puede pensar que el conjunto a definir comienza siendo el conjunto vacio @) y se van
anadiendo elementos iterativamente de acuerdo con las reglas. En una definiciéon coinductiva,
por el contrario, se puede imaginar que el conjunto comienza siendo el conjunto de todos los
objetos posibles (el universo U), e iterativamente se van removiendo los objetos que contradicen
las reglas. El hecho de que en este caso A sea el maximo conjunto que cumple las condiciones,
implica que si hay otro conjunto A’ que también las satisface, entonces A’ C A.

Una vez que se tienen conjuntos definidos coinductivamente, se pueden probar propiedades
sobre ellos mediante el principio de coinduccién, el cual fue introducido por primera vez por
Milner y Tofte en 1991 [MT91].

Teorema 4.4 (Principio de coinduccion). Sea A C U definido coinductivamente por la base
B y el constructor K. Sea P una propiedad que verifica:

» Para cada f € K, si f(ai,...,a4r(p)) = a y P(a;) se cumple para cada i =1, ...,ar(f),
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entonces P(a) se cumple.

Entonces se cumple P(x) Vx € A.

Al igual que antes, el principio es bastante similar al inductivo, excepto que no se pide que
la propiedad se cumpla para los casos base. De hecho, un conjunto definido coinductivamente
podria no tener un conjunto base (B = (), es el caso, por ejemplo, de los flujos de datos (streams)
infinitos. Ain teniendo un conjunto base, no quiere decir que todos los elementos del conjunto
se construyan a partir de elementos de la base. Esta caracteristica hace parecer que el paso
coinductivo no esté bien fundado y muchas veces genera dudas sobre la veracidad de las pruebas
por coinduccién. Sin embargo, cualquier dificultad que haga que la propiedad a demostrar no se
cumpla se manifiesta en el intento de probar el paso coinductivo.

Para ilustrar mejor el concepto de coinduccion, se utilizaran algunos ejemplos presentados
por Kozen y Silva [KS17] con el objetivo de promover este principio como una herramienta ttil

y hacerlo tan familiar e intuitivo como la induccion.

A continuacién se considera el ejemplo del tipo Lista de A de listas finitas sobre un alfabeto
A, definido inductivamente por:

» nil € Lista de A
» sia€ Ay ¢ € Lista de A, entonces a :: £ € Lista de A.

El tipo de dato definido es la solucién minima a la ecuacién:
Lista de A=nil+ A xLista de A (4.1)

Es decir que es el minimo conjunto tal que se cumplen las condiciones listadas més arriba.
Esto significa que uno puede definir funciones con dominio Lista de A de manera tnica por
induccion estructural. El tipo de las listas finitas e infinitas sobre A se define coinductivamente
como la solucién maxima de la ecuacion 4.1. Esto significa que es el maximo conjunto tal que se
cumplen ambas condiciones. En este ejemplo se evidencia que, a pesar de que el conjunto tiene
un caso base, los elementos no necesariamente se construyen a partir de él, como es el caso de
las listas de longitud infinita.

Si bien Milner y Tofte [MT91| fueron los primeros en introducir la coinduccién, ellos lo
hicieron en base a puntos fijos minimos y méximos. Existe otro trasfondo teorico sobre el cual
se puede definir formalmente la coinduccién, el cual se basa en &algebras iniciales y coélgebras
finales. Este enfoque es el que sera utilizado en este trabajo y fue con el que trabajaron Jacobs
y Rutten [JR12|. Se definen a continuacion los conceptos de algebra, coalgebra, 4lgebra inicial y
coalgebra final:

Definicién 4.5 (Algebra de un funtor). Dado un endofuntor F sobre una categorfa ¢, un
algebra de F es un objeto X de % junto con un morfismo « : FFX — X. Dadas dos élgebras
(X,a: FX -5 X),(Y,8: FY -Y)de F, m: X - Y es un morfismo de algebras si se
cumple la siguiente ecuacion:

moa = foF(m)
Las algebras de F' junto con sus morfismos forman una categoria llamada F-algebras.
Definicion 4.6 (Coalgebra de un funtor). Una coalgebra para un endofuntor F' sobre una

categoria € es un objeto A junto con un morfismo u : A — FA. Dadas dos coalgebras
(A,n: A— FA), (B,0:B— FB), f:A— B esun morfismo de codlgebras si respeta la
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estructura coalgebraica:
Oof=F(f)on

Las coalgebras de F' junto con sus morfismos generan una categoria llamada F-coalgebras.

Definicién 4.7 (Algebra inicial). Un algebra inicial para un endofuntor F' sobre una
categoria ¥ es un objeto inicial en la categoria de las F-algebras.

Definicion 4.8 (Coalgebra final). Una coalgebra final para un endofuntor F' sobre una
categoria € es un objeto terminal en la categoria de las F'-coalgebras.

Formalmente, el tipo de las listas finitas sobre A es un algebra inicial para una signatura
que consiste en una constante (nil) y un constructor binario (::). El tipo de las listas finitas
e infinitas sobre A forma la coalgebra final de la signatura (nil, ::). Los tipos coinductivos se
definen como elementos de una coalgebra final para un endofuntor dado en la categoria Set.

Se muestran a continuacion algunos ejemplos méas presentados por Kozen y Silva en [KS17].

Ejemplo 4.9 (Flujo de datos infinitos). El conjunto A“ de los flujos de datos infinitos sobre
un alfabeto A es (el conjunto soporte de) la coélgebra final del funtor FX = A x X.

Ejemplo 4.10 (Cadenas infinitas). El conjunto A> de las cadenas finitas e infinitas sobre
un alfabeto A es (el conjunto soporte de) la codlgebra final del funtor FX =1 + A x X.

Mientras que los tipos inductivos se definen mediante sus constructores, los tipos coinductivos
usualmente se presentan junto con sus destructores. Por ejemplo, los flujos de datos o streams
admiten dos operaciones hd : AY — Ay tl: AY — AY, los cuales representan la funciéon head
que devuelve el primer elemento del stream y la funcion tail que devuelve la cola del stream. La
existencia de los destructores es una consecuencia del hecho de que A“ es una coalgebra para
el funtor FX = A x X. Todas estas coalgebras vienen equipadas con una funcién estructural
(obs,cont) : X — A x X; para A“ se tiene que obs = hd y cont = tl.

4.2. Los nimeros conaturales

Un conjunto coinductivo muy importante es el de los ntimeros conaturales, también llamados
contimeros. Como su nombre lo indica, es el conjunto dual al de los ntimeros naturales. Para
introducir este conjunto, al igual que en la secciéon anterior, se partira de lo conocido, siguiendo
el estilo utilizado por Mike Gordon [Gorl7].

La induccién matematica es la induccion estructural aplicada a la estructura de los nimeros
naturales (N,0,.5), donde N es un conjunto, 0 € N es una constante u operador de aridad 0
(conjunto base B = {0}) y S : N — N es una funcion de aridad 1 (K = {S}). La estructura de
los ntimeros naturales esta caracterizada por los cinco axiomas de Peano:

» 0eN

» YneN,S(n) eN

VneN,S(n)#0

» VmeN,VneN,S(m)=5n)=m=n

« VM,0e MA(Vne M,S(n)e M)=NCM
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La estructura (N, 0,S) es una instancia de la clase de estructuras (A4, z, s), donde A es un
conjunto, z € Ay s: A — A. Estas estructuras se denominan estructuras de Peano. Para cada
una de ellas existe una tnica funcion f: N — A tal que f(0) =z y Vn € N, f(S(n)) = s(f(n)).
Una estructura de Peano es un algebra (pueden llamarse también algebras de Peano) y (N, 0,.5)
es un algebra inicial en la categoria de las algebras de Peano. De manera dual, la estructura de
los conaturales es una coalgebra final en la categoria de las codlgebras de Peano.

El conjunto de los ntimeros conaturales N puede definirse como el maximo conjunto que
cumple que 0 € N y si n € N entonces S(n) € N (las mismas condiciones que los niimeros
naturales). Sin embargo, como se mencion6 anteriormente, los conjuntos coinductivos suelen
definirse por sus destructores en lugar de sus constructores. Esto hace que la definicién sea méas

intuitiva y se comprenda mejor.

El dual del constructor unario S es la funciéon predecesor P definida como P(n) = n—1, donde
P es una funcion parcial definida s6lo para los nameros distintos de 0, por lo cual Dom(P) =
{n | n > 0}. Los constructores de aridad 0 representan elementos distinguidos del conjunto
soporte, por lo que no es evidente cuéles son sus destructores correspondientes ya que no hay una
componente del constructor que retornar. Para enfrentar esto, los destructores correspondientes
a constructores 0O-arios retornan un valor arbitrario que representa “sin componentes”. Este valor
puede ser denotado como % o (). El destructor dual al constructor 0-ario 0 es la funciéon parcial
is0 : {0} — {x}, por lo que necesariamente is0(0) = x y Dom(is0) = {0}.

El dual de un algebra de Peano (A, z, s) es una coalgebra de Peano (C,isz,p), donde isz y
p son destructores: isz : C - {x} y p: C - C. Si una codlgebra tiene més de un destructor,
entonces todos sus destructores son funciones parciales. Los dominios de i¢sz y p forman una
particion de C, por lo que si z € C entonces o bien z € Dom(isz) o bien z € Dom(p), pero no
ambos. Los ntimeros conaturales son la codlgebra de Peano (N, is0, P), con la propiedad de que
para cualquier coalgebra de Peano (C,isz, p) hay una tnica funcién g : C — N tal que para cada
xeC:

» si 2 € Dom(isz) entonces g(z) € Dom(is0) e is0(g(x)) = isz(x);
» si x € Dom(p) entonces g(x) € Dom(P) y P(g(x)) = g(p(z)).

La coalgebra (N,is0, P) es entonces una codlgebra terminal o final en la categoria de las
coalgebras de Peano.

Intuitivamente, un nimero conatural puede ser o bien el sucesor de otro (estd en el dominio
de la funcion P y se puede obtener su predecesor) o bien 0 (estad en el dominio de is0), de
manera que se evidencia el paralelismo entre ambas definiciones. La diferencia con los naturales
es que, en este caso, un conatural puede ser sucesor de otro “infinitamente”, puesto que no hay
condicién alguna que indique que al aplicar la funciéon predecesor sucesivamente debe llegarse
obligatoriamente a 0. Esto da lugar a un valor especial co tal que P(00) = co. Si se considera el
axioma del tercero excluido, el conjunto soporte N es entonces equivalente a N U {co} [Gon21].

4.3. La moénada delay

El tipo de dato delay constituye una monada fuerte, lo cual hace posible manejar computacio-
nes que posiblemente no terminen como si fuera cualquier otra computaciéon con efectos laterales.
A continuacion se presenta su definicion formal siguiendo el estilo utilizado por Chapman et al
[CUV1Y9].
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Definicién 4.11 (Delay). Sea X un tipo. Cada habitante de DX es una computacién
posiblemente infinita que, si termina, retorna un valor de tipo X. Se define DX como un
tipo coinductivo mediante las siguientes reglas:

c:DX
now x : DX later ¢c: DX

Sea R una relacion de equivalencia sobre X . La relacion se eleva a una relacion de equivalencia
~p sobre DX que se denomina R-bisemejanza fuerte (R-strong bisimilarity en inglés).

Definicion 4.12 (R-bisemejanza fuerte). Dada una relacion de equivalencia R sobre X, se
define la relacion ~p sobre DX coinductivamente mediante las siguientes reglas:

p:x1 Rxo D:cC1~RC2
NOW~ P :NOW T1 ~R NOW T2 later. p:later c; ~p later co

Siendo = la igualdad proposicional, la =-bisemejanza fuerte se denomina simplemente bise-
mejanza fuerte y se denota ~.

En algunos casos, uno esta interesado en la terminaciéon de las computaciones y no exac-
tamente en el tiempo exacto en el cual terminan. Es deseable entonces tener una relacion que
considere iguales dos computaciones si terminan con valores iguales, aunque una tarde mas en
terminar que la otra. Es decir, que identifique computaciones que s6lo difieren en una cantidad
finita de aplicaciones del constructor later. Esta relacion se llama R-bisemejanza débil (R-weak
bisimilarity en inglés) y se define en términos de convergencia. Esta tltima es una relaciéon binaria

entre DX y X que relaciona computaciones que terminan con sus valores de terminacion.
Definiciéon 4.13 (Convergencia). La relacion de convergencia denotada con | entre DX

y X se define inductivamente mediante las siguientes reglas:

Pix = X p:clax
now, p:now 1 | T2 later| p:laterclz

Definicion 4.14 (R-bisemejanza débil). Dada una relacion de equivalencia R sobre X, se
define la relacién ~p sobre DX coinductivamente mediante las siguientes reglas:

pr:cidry priwy Rae p3icolxa D:cC1 RRC2
b P1 p2p3:icL =R latery p:later c; =g later co

La =-bisemejanza débil se denomina simplemente bisemejanza débil y se denota ~. En este
caso, se modifica el primer constructor por simplicidad:

pr:cadx pricalw
Il PIP2icime

El tipo delay D es una moénada fuerte. La unidad 7 es el constructor now, mientras que la

multiplicaciéon p es la “concatenaciéon” de constructores later:

4 :D(DX) — DX
w (now ¢) = ¢

u (later ¢) = later (u c)
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4.4. Coinduccién en Agda

Se describiran a continuacion los dos soportes de coinduccion en Agda que se utilizaron en
esta Tesina. El primero se basa en una notacién particular, la notacién musical, la cual permite
manejar términos potencialmente infinitos. A pesar de ser una notacién practica e intuitiva,
este soporte tiene algunos problemas con el chequeo de terminacion de Agda, lo que limita
bastante las propiedades que pueden demostrarse usandolo. Es por eso que se utilizé luego otro
enfoque, basado en tipos de tamano limitado (sized types en inglés), el cual ayuda al chequeo
de terminacion de Agda haciendo un seguimiento de la profundidad de las estructuras de datos
mediante la definicién de limites en la profundidad.

4.4.1. Notacion musical

Para mostrar la notacion musical se utilizard como ejemplo el conjunto de los ntimeros cona-

turales, los cuales se definen en Agda como sigue:

data CoN : Set where
zero : CoN
suc : co CoN — CoN

El operador delay (00) se utiliza para etiquetar ocurrencias coinductivas. El tipo co A se inter-
pretea como una computacion suspendida o demorada de tipo A. Este operador viene equipado
con funciones delay y force:

g V{a}{A:Seta} +A—00A
b:V{a} {A:Seta} »00A— A

La funcién delay (§ ) toma un valor de tipo A y lo devuelve suspendido dentro de un valor
de tipo oo A. Por el contrario, la funcion force (b) toma un valor de tipo co A y lo desencapsula
devolviendo un valor de tipo A.

Los valores de tipos coinductivos pueden ser construidos usando co-recursion, la cual no debe
necesariamente terminar, pero si ser productiva. Por ejemplo, el infinito puede ser definido como
se muestra a continuacion.

inf : CoN
inf = suc (7 inf)

Como aproximacion a la productividad, en el chequeo de terminacién se pide que en la defini-
cion de funciones co-recursivas las llamadas recursivas aparezcan bajo la aplicacion directa de un
construcor coinductivo. Esta restricciéon en general hace que programar con tipos coinductivos
sea incomodo, y es por eso que se buscan técnicas alternativas para asegurar que las definiciones
co-recursivas estén bien definidas.

4.4.2. Sized types

Agda tiene un soporte nativo para sized types. Estos son tipos que cuentan con un indice
que indica el namero de desencapsulamientos que pueden realizarse sobre los habitantes de este
tipo. Estos indices, llamados tamanos o sizes, asisten al chequeo de terminaciéon evaluando que
las definiciones co-recursivas estén bien definidas.
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En Agda existe un tipo Size de tamafios y un tipo Size< i cuyos habitantes son los tamafios
estrictamente menores a . Si se tiene un tamano j : Size< i, este es forzado a ser también de tipo
Size. La relacion de orden de los tamanos es transitiva, lo que implica que si se tienen tamanos
j: Size< iy k: Size< j, entonces k : Size< i. La relacion de orden es, ademaés, bien fundada, lo cual
se usa para definir funciones co-recursivas productivas. Existe también una operacion sucesor de
tamafios T y un tamano “infinito” oo tal que para cada tamafio i, i : Size< oco. Finalmente, un

sized type es un tipo indexado por Size.

Para ejemplificar el uso de los sized types, se definen a continuacién los conaturales utilizando
esta técnica.

mutual

data Conat (i : Size) : Set where
zero : Conat ¢
suc : Conat’ 4 — Conat

record Conat’ (i : Size) : Set where
coinductive
field
force : {j : Size< i} — Conat j

open Conat’ public

Ambos tipos, Conat y Conat’ estan indexados por un tamaifio i. Este indice debe entenderse
como una cota superior del nimero de veces que puede aplicarse force. Mas precisamente, cuando
se aplica force a un n’ : Conat’ i, el valor resultante es un n : Conat j de una profundidad
estrictamente menor j < 7. Un caso especial es el valor oon’ : Conat’ co de indice infinito, cuyo
resultado de aplicar force es con : Conat 0o, el cual también tiene indice infinito. De esta manera
los tamanos establecen productividad en las definiciones co-recursivas. Al final, s6lo interesan
los valores n : Conat oo de indice infinito.

Si una funcién co-recursiva en Conat 4 sblo se llama a si misma con indices menores j < i,
se garantiza la productividad y, por lo tanto, esta bien definida. En la siguiente definicion del
valor infty se muestran los argumentos implicitos de tamano explicitamente de manera que se

evidencie como aseguran la productividad:

infty : V {¢} — Conat’ i
force (infty {i}) {j} = suc (infty {j})
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Capitulo 5

Formalizacion de Mobnadas
Concurrentes en Agda

Formalizar la matematica consiste en representar las estructuras y pruebas matemaéticas en
un sistema axiomatico formal de manera que la correctitud de dichas pruebas pueda ser verifi-
cada mecéanicamente. Esto quiere decir que el proceso de verificaciéon es algoritmico y puede ser
realizado por una computadora sin recurrir a la creatividad o la intuiciéon. El proceso de forma-
lizacién es complejo, es por esto que existen herramientas especializadas tales como asistentes
de pruebas para llevarlo a cabo de manera mas simple y practica.

Como se mencioné anteriormente, Agda es, ademas de un lenguaje de programacion funcional
con tipos dependientes, un asistente de pruebas. Por el isomorfismo de Curry-Howard, se pueden
representar proposiciones logicas mediante tipos. Una proposiciéon se demuestra escribiendo un
programa del tipo correspondiente. Cuando se formaliza una estructura algebraica en Agda, lo
que se hace es definir un tipo que la represente. De esta manera, al generar un habitante de
dicho tipo, se genera una instancia de la estructura algebraica representada.

En este capitulo se mostrara el modo de formalizar estructuras algebraicas en Agda comen-
zando con un ejemplo simple: los monoides. Luego se agregara complejidad mostrando formali-
zaciones a nivel de funtores y ménadas, al igual que se fue escalando en los capitulos anteriores.

Finalmente, se daré la formalizacion de los monoides y monadas concurrentes.

5.1. Formalizaciéon en Agda: los monoides

Como se introdujo en la definicion 3.11, un monoide consiste en un conjunto junto con una
operacion binaria asociativa tal que en el conjunto exista un elemento que acttie como neutro
respecto de la operacion. En Agda, se formaliza este concepto definiendo un tipo record que
lo representa. No hay una tnica forma de definir este tipo, por lo que al hacerlo se tomaron
varias decisiones. A continuacion se muestra como quedo la ultima version de esta definicion y
se explican las principales decisiones tomadas junto con el significado y propésito de cada uno
de los campos.

record Monoid (M : Set) : Set; where
constructor
makeMonoid

field
=, M — M— Set
eqm : IsEquivalence =,
zero,, M
4 M M- M
id| “(z: M) — (zerop, +, ) =

39
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idr : (JJZ M) — (flj +m zerom) =

assoc :(z: M) (y: M) (z: M) = (z+, (v +m 2) = (2 +0 y) +m 2)

open Monoid public

Como se puede observar, el record Monoid tiene un parametro M de tipo Set. Este representa
el conjunto soporte del monoide. Se podria discutir si este deberia ser un parametro o un campo
del record pero, como indica Norell en su tesis [Nor07], es mas facil convertir un parametro en
un campo que al revés, por lo que en general se pone como pardmetro a menos que se necesite

que sea un campo por alguna razon.

El primer campo que aparece es =, , el cual es una funcién que toma dos argumentos de
tipo M y devuelve un elemento de tipo Set. Este campo es una relaciéon binaria entre elementos
del conjunto M y, como se indica en el segundo campo, debe ser una relaciéon de equivalencia.
En efecto, el campo eq,,, es una prueba de que la relaciéon =,,, es una relaciéon de equivalencia,
es decir que es reflexiva, simétrica y transitiva. Esto se prueba dando una instancia del record
IsEquivalence provisto por el moédulo Relation.Binary.Structures de la libreria estandar. La razon
de que se pidan estos dos campos es que para los siguientes se requiere una nociéon de igualdad, ya
que algunos de ellos son ecuaciones entre elementos del conjunto M que deben cumplirse para que
tal conjunto sea un monoide. La nocion de igualdad tradicional (igualdad proposicional en Agda)
no siempre es suficiente ya que, por ejemplo, la igualdad proposicional no tiene extensionalidad
y en ciertos casos esto podria ser necesario. Ademas, como se vio en la seccion 4.3, a veces
nos interesan otros tipos de equivalencias como, por ejemplo, la bisemejanza en el caso del tipo
delay. Esto sucede con frecuencia cuando se trabaja con tipos coinductivos ya que una prueba
de igualdad tradicional en general seria infinita. Es por esto que se decidid, tanto para esta como
para las estructuras que siguen, que la nociéon de igualdad sea un campo, de manera que puedan
definirse las estructuras con diferentes nociones de igualdad segun sea conveniente.

El tercer campo, zero,,, es un elemento particular del conjunto M, el cual seré el elemento
neutro de la operacion binaria. Esta tltima se introduce en el cuarto campo, +,, , como una
funcién que toma dos elementos de M y devuelve un nuevo elemento del mismo conjunto.

Los tltimos tres campos son los méas interesantes y son los que hacen que, al dar un habitante
del tipo Monoid, quede demostrado que tal habitante es efectivamente un monoide. El primero de
ellos, idl, representa la prueba de que zero,, es un neutro a izquierda respecto de la operacion +,,.
El tipo de este campo representa una proposiciéon que indica que para todo elemento z : M, se
cumple la ecuacion (zero,,, +,, z) =, z. El siguiente, idr, es anélogo a idl y representa la prueba
de que zero,, es neutro a derecha respecto de la operaciéon +,,. Por tltimo, assoc representa la
prueba de que la operacion +,,, es asociativa. Esto es, para cualesquiera elementos dados z, y y
z del conjunto M, se cumple que (z +,, (y +m 2)) = ((z +,. y) +m 2). Estas pruebas se dan
en torno a la nocién de igualdad introducida en el primer campo.

5.2. Formalizaciéon a nivel de funtores y ménadas

Siguiendo con el camino hacia la formalizacién de las ménadas concurrentes, se expondran
en esta seccion las formalizaciones de las estructuras de funtor monoidal y moénada. La eleccion
de estas estructuras se debe a que cada una de ellas aporta un ingrediente que luego apareceré
en la formalizacién de las monadas concurrentes. La formalizacién de moénadas, por su parte,
agrega la estructura monadica, bind y return, junto con las leyes de moéonada. Por otro lado, el
funtor monoidal introduce la operaciéon merge y sus propiedades, que también aparecen en la
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formalizacién de moénadas concurrentes puesto que, como se expone en la definicion 3.29, estas
son moénadas cuyo funtor subyacente tiene una estructura monoidal.

5.2.1. Formalizaciéon de moénada

La formalizacion de las ménadas estd dada, al igual que la de los monoides, por un record
parametrizado. Sin embargo, en este caso el parametro no es simplemente un conjunto sino que
se trata de una funcion M : Set — Set. Esta funcion representa la asignacion de objetos a objetos
de un funtor M : Set — Set. La asignaciéon de morfismos a morfismos del funtor M en principio
no esta definida pero, como se veré en la seccion 5.4, esta puede definirse a partir del operador
monadico >=.

record Monad (M : Set — Set) : Set; where
constructor
makeMonad
field
=, V{A} > MA— MA— Set
eq, VYV {A} — IsEquivalence ( =, {A})
return :V{A:Set} + A+ MA
>»>= V{AB:Set} +MA—-(A—-MB)—~ MB
law;,  :V{A B:Set} — (z: A) (f: A— M B)
— (((return z) >= f) =, (fz))
lawy,  V{A} = (t: M A) — (¢ >= return) =, t
laws V{ABC:Set} - (t: MA)(f:A— MB)(g: B— MC)
=S ((t>=NH>=9 =, (t>=Nz— fz>=79)

open Monad public

Como se adelant6 en la seccion anterior, el primer campo de esta definicién es una nociéon
de igualdad. A diferencia de la que se pedia en Monoid, esta debe estar definida para elementos
del conjunto M A, para cualquier A. De igual manera, la prueba de que esta relacién es de
equivalencia debe darse para un A arbitrario. La arbitrariedad de A se debe a que, como se
puede ver en los siguientes campos, la funciéon M se aplica sobre diversos conjuntos y se necesita
la igualdad definida para todos los conjuntos sobre los que M se aplique. Esta necesidad se
evidencia sobre todo al dar instancias de Monad.

El tercer campo es la funcién return usual de las ménadas. Esta toma un elemento de algin
conjunto A arbitrario y lo encapsula en la moénada. En la definicién formal de las monadas
(ambas versiones) esta funcion representa el morfismo n : A — MA. El campo que sigue,
_>= |, representa el operador bind de ménadas que toma un elemento de M A y una funcion
que toma el resultado A y genera un elemento de M By devuelve un M B. Esta funcion representa
la secuenciaciéon de computaciones y esta definida en el estilo de la definicion de ménadas como
sistemas de extension. En la definiciéon 3.15 se define el operador _* que toma una funciéon de
tipo A - MB y devuelve una funcion de tipo MA — MB. El tipo del operador es por tanto
¥ (A - MB) - MA — MB. Si se da vuelta el orden de sus argumentos se obtiene el tipo
de la funciéon bind: >= M A— (A— MB)— MB.

Los tdltimos tres campos representan las leyes de ménadas. Estos estan dados por tipos que
representan proposiciones. El primero de ellos, law;, representa la primera ley de ménadas que
dice que para cualquier elemento z de un conjunto A y cualquier funcién f que tome un elemento
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de A y genere una computacion de tipo M B, se debe cumplir que hacer el bind de return z con f
debe dar el mismo resultado que aplicar fa z. Esta ley se corresponde con la siguiente ecuacion
de la definiciéon formal: f* ony = f. Cuando se da una instancia de Monad y se asigna al campo
law; un habitante de este tipo, se estd demostrando que las expresiones asignadas a los campos
return y >>= cumplen con la primera ley de ménadas respecto de la igualdad provista por el
primer campo del record.

De la misma manera, laws representa la proposicion que indica que se cumple la segunda
ley de monadas. Esta postula que dada una computacion ¢ de tipo M A, hacer bind de t con
return es lo mismo que aplicar sélo t. Esta segunda ley se corresponde con la ecuacién que indica
que 7% = idpma. El término 1% corresponde a la accién de aplicar a alguna computacion ¢ el
operador bind seguido de return, mientras que del otro lado se tiene idaqa que aplicado a alguna
computacion arbitraria ¢ da como resultado t.

Finalmente, el ultimo campo, laws, representa la asociatividad del operador >=. Esta denota
que, dadas una computacion ¢ de tipo M A y dos funciones fy g que van de A en M By de Ben
M C'respectivamente, es lo mismo aplicar el bind a t con fy luego al resultado obtenido aplicarle
el bind con g, que aplicarlo a ¢ con la funciéon que toma un z de tipo A y devuelve la aplicacion
de f z >= g. Esta ultima ley se corresponde con la ecuaciéon que indica que g* o f* = (¢g* o f)*.

5.2.2. Formalizacién de funtor monoidal

Como se indica en la definicion 3.20, un funtor monoidal es un funtor que cuenta con una
estructura monoidal de manera que se cumplen ciertas ecuaciones de congruencia. Su formaliza-
cion queda definida como un record que, al igual que Monad, esta parametrizado por una funciéon
M : Set — Set que representa la asignacion de objetos a objetos de un funtor M.

record MonoidalFunctor (M : Set — Set) : Set; where
constructor
makeMonoidalFunctor

field
=, V{A} > MA—> MA — Set
eq,, :V {A} — IsEquivalence ( =,, {A})
unit TMT

merge :V{A B:Set} -+ MA— MB— M(A x B)
fmap :V{AB:Set} »(A—B)—-MA—~MB

idr :V {A:Set} — (a: M A)
— (merge a unit) =, (fmap (A a — (a, tt)) a)
idl :V {B:Set} — (b: M B)

— (merge unit b) =, (fmap (A b — (tt, b)) b)
assoc :V{ABC:Set} = (a: MA)(b: MB) (¢: M C)
— (fmap (A {((a, b), ¢) = (a, (b, ¢))}) (merge (merge a b) c))
=, (merge a (merge b c))
- comm : V {AB: Set} - (a: MA) (b : MB)
- — merge a b =, fmap (A {(a , b) — (b , a)}) (merge b a)

open MonoidalFunctor public

Los primeros dos campos del record son iguales a los de Monad y brindan la nocién de igualdad
junto con la prueba de que tal nocién es una relaciéon de equivalencia.
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Los dos campos que siguen conforman la estructura monoidal que el funtor requiere para ser
un funtor monoidal. La transformacion natural m : MA x MB — M(A x B) esta dada por el
campo merge. A diferencia de como se describe en la definicion formal (3.20), en este caso merge
no toma un elemento de M A x M B, sino que toma ambos elementos por separado, es decir
que se encuentra currificada.

El otro ingrediente que se necesita para dar la estructura monoidal del funtor es el morfismo
e: 1 — M1. En la seccion 3.2.3 se menciond que en esta tesina se trabajaria siempre con la
categoria Set considerando como objeto terminal el conjunto unitario 1 = {%}. Este conjunto
tiene una representacién propia en Agda y estd dada por el tipo de dato T definido en el
modulo Data.Unit.Base de la libreria estandar. Este se define como un record sin campos con un
dnico constructor llamado tt. En la formalizaciéon de funtor monoidal, en lugar de representar
al morfismo e con una funcién de tipo T — M T, este se representa directamente como un
habitante del tipo M T llamado unit. Esto es porque s6lo hay un habitante de tipo T, por lo que
se aplicarfa la funcién siempre al mismo argumento y seria redundante ya que siempre habria
que escribir unit tt.

El siguiente campo de MonoidalFunctor es fmap. Como se describié en la definicion 3.9, un
funtor M de € en 2 no so6lo asigna un objeto de & a cada objeto de €, sino que también asigna
a cada morfismo f : A — B € mor % un morfismo M(f) : MA — MB. El parametro M
representa la asignacion de objetos del funtor, asigna a cada objeto de Set otro objeto de Set.
La asignacion de morfismos no esta definida. El rol de fmap es representar esta asignacion, es
decir que es un mapeo que, dada una funcion que va de A en B, devuelve otra funcion que va
de M A en M B. Este campo es necesario para poder definir las ecuaciones que la estructura
monoidal debe cumplir, las cuales estan dadas en los ultimos tres campos del record.

Las primeras dos, idr e idl, son andlogas puesto que representan las pruebas de que unit es
neutro, a derecha e izquierda respectivamente, respecto de la operacién merge. Por esta razon se
explicard en profundidad s6lo una de ellas, la elegida sera idr. Volviendo a la definicion formal,
se muestra a continuacion la ecuacion correspondiente a idr junto con su version vista como un
diagrama conmutativo, el cual puede resultar méas facil de comprender a la vista.

MA x 1 —9maxe o a4« M1
leM(ﬂl)omA,lo(idMAxe) lm J,mA'l

MA i M(A X 1)

Teniendo en cuenta que ya no se tiene e que pasa de 1 a M1, sino que se tiene directamente
un elemento de M1, la esquina superior izquierda del diagrama desaparece, quedando como
resultado el diagrama 5.1. Si luego se reemplaza M por M, 1 por T y m4 1 por merge, se obtiene
el diagrama 5.2.

MA x M1 MAXMT
™ lmA,l (51) - lmerge (52)

El segundo diagrama da lugar a la ecuacion: M(m) o merge =, 7. Si en lugar de utilizar
1 se considera su inversa m; ! el diagrama y su ecuacion correspondiente pasan a quedar como
sigue:
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MAXxMT
7T1_1 lmerge (53) merge o 7T1_1 gm M(ﬂ'l_l) (54)

MA ———— M(AxT)
M(my )

Ahora, como en realidad merge no toma un producto cartesiano sino ambos elementos por
separado, no es necesario utilizar 1 antes de merge. Si se considera por ultimo que m Lse
representa en Agda como (A a — (a, tt)) y que la asignacion de morfismos del funtor M esta
dada por el campo fmap, se obtiene finalmente la ecuacion merge =, fmap (A a = (a, tt)), la
cual al agregarle los argumentos correspondientes forma la ecuacion del campo idr:

(merge a unit) =, (fmap(Aa — (a, tt)) a).

Queda por analizar el campo assoc. Como su nombre lo indica, este representa la prueba de
que la operacion merge es asociativa. En la definicién formal se requiere la siguiente ecuacion en

la cual « representa la asociatividad del producto cartesiano.
/\/l(a) OMxxy,z © (mX7y X Zsz) =MmMx,yxz © (ZdMX X my7z) o

« se representa en Agda como la asignacion (A{((a, b) , ¢) = (a, (b, ¢))}). Luego M(«) se
escribe en Agda como: (fmap (AM{((a, b), ¢) = (a, (b, ¢))})) siguiendo la representacion dada.

Por otro lado, mxxy,z o (mx,y X idsmz) se traduce en la formalizacion propuesta aplicada a
sus argumentos como (merge (merge a b) ¢)). La aplicacion (merge a b) se corresponde con mx,y
e idaz se refleja simplemente en la variable ¢ ya que aplicar la funcién identidad sobre ella da
el mismo resultado. No es necesario generar la funciéon producto de estas dos puesto que merge
toma sus argumentos por separado. Finalmente, la segunda aplicaciéon de merge se corresponde
CON MX xY,Z-

En el otro lado de la ecuacién, de manera analoga, mx yxz o (idpx X my,z) se corresponde
con las siguientes aplicaciones: (merge a (merge b ¢)). Quedaria por agregar la aplicacion de «
al principio, pero esta no es necesaria en este lado de la ecuacién puesto que merge toma sus
argumentos por separado, por lo que no hay ningiin producto cartesiano que haya que dar vuelta.

Uniendo todas las partes traducidas y tomando la composiciéon de funciones simplemente
como la aplicacién de una funcion al resultado de otra, se obtiene la ecuacion presente en assoc:

(fmap A {((a, b) , ¢) = (a, (b, ¢))})) (merge (merge a b) ¢)) =,, (merge a (merge b c)).

En la definicién formal hay una condicién extra para los funtores monoidales que dice que
si la estructura monoidal es ademéas compatible con -y, la cual intercambia los elementos del
producto cartesiano, entonces el funtor monoidal es simétrico. Si se piensa al funtor monoidal
como un mecanismo para encapsular efectos de computaciones, entonces que el funtor sea simé-
trico significaria que el orden de los efectos no importa, es decir que los efectos conmutan. Esta
condicion extra se refleja en el campo final que se encuentra comentado, comm, el cual postula la
conmutatividad del operador merge. Esta proposicién indica que para cualesquiera computacio-
nes a 'y b de tipo M A y M B respectivamente, la aplicacion merge a b da el mismo resultado
que la aplicacion merge b a seguida de (A {(a, b) — (b, a)}) que representa a la funcion ~.
Agregando este ultimo campo se obtiene entonces la formalizacion de los funtores monoidales
simétricos.
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5.3. Formalizaciéon de monoides concurrentes

Como paso previo a la formalizacion de las moénadas concurrentes, se presenta en esta seccion
la formalizacién de los monoides concurrentes. Estos son conjuntos que poseen dos estructuras
monoidales e introducen un ingrediente nuevo que luego estara presente también en la formali-
zacion de las monadas concurrentes: la ley de intercambio. Esta formalizacion estéd dada también
por un tipo record parametrizado, donde el parametro es, al igual que en el caso de los monoides,

un conjunto.

record ConcurrentMonoid (M : Set) : Set; where
constructor
makeConcurrentMonoid

field
= M — M — Set
eqm : IsEquivalence =,
B M — M — Set
porder,,  :lIsPartialOrder =, <,
Z€ero,, M
4m M- M- M
scomp<,, :(zyzw: M) -2, 2= 9ySm w—(T+ny) Sm (2+, w)
sidl Nz M) — (zerop, +m 1) = T
sidr Nz M) — (z 4, zeron,) =,z

SassocC : (‘T: IM) (y ]w) (Z: ]M) — (-'17 +m (?J +m Z)) gm (([II +m y) +m Z)
max,, M- M—M

mcomp<,, : (zyzw: M) = 2=, 2= y S w— (Maxy, zy) S, (Max, z w)
midl M) — (max,, zero,, z) =, x

midr z: M) — (max,, xzero,,) =, ©

(z:
:(
massoc Sz M) (y: M) (z: M) = ((max,, (max,, zy) 2) =, (max,, £ (max,, y 2)))
(
(z: M)

mcomm TY: — (max,, ¢ y) =, (Mmax, y x)

z: M) (y: M) (z: M) (w: M)

= (Mmaxy, (T4, Y) (2 +m w) S ((Maxy, & 2) +5, (Max,, y w))

ichange

~mM

open ConcurrentMonoid public

En la definicién 3.23 se presentd a un bimonoide ordenado como un conjunto parcialmente
ordenado (4, C) junto con dos estructuras monoidales (A, ;, skip) y (A4, *,nothing) tales que ; y
x son compatibles con C y % es conmutativa. Luego, en la definicion 3.24 se define a un monoide
concurrente como un bimonoide ordenado tal que los neutros coinciden y se cumple la ley de

intercambio.

Al igual que en las demaés estructuras, los primeros dos campos de Concurrent Monoid repre-
sentan la nocién de igualdad junto con la prueba de que esta es una relaciéon de equivalencia. De
manera similar, el tercer y cuarto campo introducen una relacién de orden junto con una prueba
de que esta es un orden parcial, es decir que es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Esta relacion
se corresponde con el orden opuesto al orden C del conjunto que se pide en la definiciéon formal,
es decir que = <, y < y C z. La decision de tomar el orden opuesto se debe a los modelos con
los que se trabaj6 en esta tesina, en el siguiente capitulo se comprendera mejor esta decision
al dar instancias de esta estructura. La relaciéon de orden es necesaria, sobre todo, debido a la
presencia de la ley de intercambio, la cual estd dada, a diferencia de las demés propiedades,
como una desigualdad. Se requiere entonces que exista un orden sobre el conjunto M y este debe
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ser un orden parcial respecto de la nociéon de igualdad previamente introducida. Esto significa
que las propiedades de reflexividad, antisimetria y transitividad estdn demostradas respecto de
=, .. La prueba porder,, de que la relacién <,, es un orden parcial estd dada por un habitante
de IsPartialOrder, el cual es un tipo record definido en el médulo Relation.Binary.Structures de la
libreria estandar.

Los siguientes dos campos, +,, v zero,,, representan la primera estructura monoidal del
bimonoide ordenado, es decir, el operador ; y su neutro skip. La prueba de que el operador es
compatible con la relacién de orden se introduce a continuaciéon en el campo scomp=<,,. Este
indica que si se tienen cuatro valores z, y, 2y w de tipo M, tales que = <,,, ze y <,, w, entonces
la suma de los menores es menor o igual a la suma de los mayores: (z +,, y) <., (2 +, w).

~m

Seguidamente, se presentan las leyes o propiedades de la primera estructura monoidal: sid|
y sidr son las pruebas de que zero,, es neutro de la operaciéon +,,, a izquierda y derecha res-
pectivamente, y sassoc es la prueba de que dicha operacion es asociativa. Estos tres campos son
iguales a los que aparecen en la formalizacién de monoide, la tnica diferencia es que se antepone

la letra s para indicar que estas propiedades pertenecen a la suma.

A continuacion se introduce otra operacion binaria sobre el conjunto M: max,,. Esta ope-
raciéon junto con zero,, constituyen la segunda estructura monoidal del conjunto. El neutro es
el mismo en ambas estructuras debido a que es un monoide concurrente. Se puede pensar a
max,, como una version simplificada de la operacién merge de los funtores monoidales, se vera
esta relacion mas claramente en el siguiente capitulo cuando se generen instancias de ambas
estructuras. Al igual que para la suma, se da la prueba de que este segundo operador es también
compatible con la relacién de orden. Esta prueba esta representada por el campo mcomp<,,,
cuyo tipo es muy similar a scomp<,,, donde la operacién pasa a ser max,, en lugar de la suma.
Los campos que siguen son pruebas de que la estructura (max,,, zero,,) es monoidal: midl y midr
representan pruebas de que zero,, es neutro respecto de max,,, a izquierda y derecha respecti-
vamente, y massoc representa la prueba de que dicha operacién es asociativa. Se antepone la m
delante para indicar que estas propiedades pertenecen a max,,. Se agrega para esta operacion
una propiedad extra: la conmutatividad. Esta es requerida para que el monoide sea concurrente
y esta representada por el campo mcomm que indica que, dados dos valores z e y de tipo M,
siempre se cumple que (max,, = y) =, (max,, y ).

El dltimo campo de esta estructura representa la ley de intercambio. El tipo del campo
ichange se obtiene de forma casi directa de la ecuacion de la ley de intercambio introducida en la
definicion 3.24: (x * 2); (y x w) C (z;y) * (2;w). Si se reemplazan los operadores * y ; por max,,
v 4., respectivamente, y se invierte el orden de la desigualdad como se explicd previamente, se
llega a la siguiente ecuacion: (max,, (z +,, ¥) (z +m w)) i ((Max,, x 2) +,, (Max,, y w)).

5.4. Formalizacion de moénadas concurrentes

Se introduce a continuacién la formalizacién de las moénadas concurrentes. Esta estara dada,
como en las estructuras algebraicas anteriores, por un tipo record parametrizado. Como en el caso
de la formalizaciéon de monadas, el parametro del record ConcurrentMonad serd una asignacion
M : Set — Set, la cual representa la asignacion de objetos a objetos de un funtor M : Set — Set.

record ConcurrentMonad (M : Set — Set) : Set; where
constructor
makeConcurrentMonad
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field
= V{A} > M A — MA — Set
edm .V {A} — IsEquivalence (=, {A})
S V{A} > M A — MA — Set
porder,, :V {A} — IsPartialOrder (=, {A}) (_<n  {4})
return V{A:Set} -+ A+ MA
>»>= V{AB:Sett +MB— (B~ MA) - MA
bcomp<,, :V{A B:Set} = (a1 aa: MA) = (i o: A— MB) = a1 <,y a2
- (V (a: A) - (fl a) S/’” (f2 a)) — (al >= fl) Sm (02 >= f2)

monad; V{4 B:Set} —» (z: B) (f: B—> MA)

— (((return 2) >= f) =, (fz))
monady  :V {A} = (t: M A) — (¢ >= return) =, t
monads V{ABC:Set} - (t: MC)(f: C— MDB)(g: B— MA)

s ((t>=NH>=9 =, (t>=Nrz— fz>=9)

unit : M T
unit = return tt

field
merge V{AB:Set} + MA— MB— M(Ax B)
mcomp<,, : V {A B: Set} — (a1 aa : M A) — (by by : M B) —» oy
— (merge a1 by) <, (merge ag by)

<m, ag — bl <7n, b2

~ ~

idr V¥V {A:Set} = (a: M A)

— (merge a unit) =, (a >= (A a — return (a, tt)))
idl -V {B:Set} — (b: M B)

— (merge unit b) =, (b >= (A b — return (tt, b)))
assoc V{ABC:Set} - (a: MA)(b: M B) (c: MC)

— ((merge (merge a b) ¢) >= (A {((a, b), ¢) — return (a, (b, ¢))}))
=, (merge a (merge b ¢c))
comm V{AB:Set} - (a: MA)(b: MB)
— (merge a b) =, ((merge b a) >= (A {(a, b) — return (b, a)}))
ichange V{ABCD:Set} - (a: MA)(b: MB)(f:A— MC)(g: B— MD)
— (merge (a >=f) (b >= g))
Sm ((merge a b) >= (A { (a, b) = (merge (fa) (90)) }))

open ConcurrentMonad public

Siguiendo el ejemplo de las ménadas, el primer campo de esta estructura es una nocién de
igualdad sobre el conjunto M A, para un A arbitrario. De igual manera, el segundo campo es la
prueba de que la relacion anterior es de equivalencia, y también debe darse para un A arbitrario.
Como se explicd anteriormente, es necesario que el conjunto A pueda tomar diferentes valores ya
que la funcién M se aplicaré a distintos conjuntos a lo largo de la estructura. Es por esta misma
razén que los dos campos que siguen también deben definirse para cualquier conjunto A.

En la definicion 3.29 se expone que para que una moénada sea concurrente debe ser primero
una ménada monoidal ordenada. La definicion 3.28, por su lado, indica que para que una monada
sea una moénada monoidal ordenada debe contar con una estructura de funtor monoidal simétrico
(m,e) y una relacion de orden compatible con la misma. Es asi como, de manera similar a la
formalizacién de monoides concurrentes, el tercer campo introduce una relacion de orden entre
elementos de M A, para algin A dado. A continuacién, en el cuarto campo, se da la prueba



48 CAPITULO 5. FORMALIZACION DE MONADAS CONCURRENTES EN AGDA

de que dicha relacion es un orden parcial, es decir que es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
Estas pruebas se dan en torno a la nocion de igualdad definida previamente. Al igual que en los
monoides concurrentes, el orden considerado es el opuesto al utilizado en la teoria, de manera
que z <, y< yLCx.

Los campos siguientes introducen la estructura monadica. Estos estan dados, al igual que
en la formalizacién de moénada, siguiendo la definicion de moénadas como sistemas de extension
(definicion 3.15). La funcion return toma un elemento de un conjunto A arbitrario y lo encapsula
en la moénada, devolviendo un habitante del tipo M A, mientras que el operador >>= sirve para
secuenciar dos computaciones.

Antes de pasar a las leyes de las monadas, se introduce la compatibilidad del operador >=
con la relaciéon de orden. Esta propiedad esté dada por el campo bcomp<,,,. En la definicion 3.26,
se define una moénada ordenada como una monada que tiene un orden Cj sobre MI para cada
conjunto I, donde este orden enriquece a los morfismos A — MB con un orden C 4 p tal que
fCapgsiysdlosiVa:1— A, foaCp goa. En Agda, como ya se menciond anteriormente,
no tiene sentido considerar una funciéon que toma elementos del conjunto 1 (T en Agda) puesto
que este tiene un unico elemento. Luego, en lugar de tomar morfismos a : 1 — A, se toman
directamente valores a : A. Se considera entonces que una funciéon f; : A — M B es menor o
igual a una funciéon fo : A — M B si y sélo si para todo a : A se cumple que (fi a) <,, (f2 a).
La compatibilidad del operador >= con el orden <,, se define entonces de la siguiente manera:
dados dos valores a; y ay de tipo M A y dos funciones f; y fo de tipo A — M B, si se tiene que

ar Somoa2y Vo (a: A) = (i a) S0 (2 a), entonces (a1 >= fi) <, (a2 >= fo).

~m ~m

Los campos monad;, monads y monads representan las tres leyes de monadas y son iguales a
los campos lawy, laws y laws de Monad. Los primeros dos indican que return es neutro a derecha
e izquierda de >= y el dltimo indica la asociatividad de dicho operador.

Una vez establecida la estructura monadica, se pasa a introducir la estructura monoidal
que se requiere en la definiciéon 3.28 para que la moénada sea una moénada monoidal ordenada.
El elemento neutro es un morfismo e : 1 — M1. Como se mencioné anteriormente, el objeto
terminal 1 = {*} € ob Set se representa en Agda como el tipo T, cuyo tnico habitante es tt.
Al ser un conjunto de un tnico elemento, al igual que en el caso de la formalizacion de funtor
monoidal, e se define como un habitante unit del tipo M T en lugar de como una funciéon de
tipo T — M T ya que hay un tnico argumento posible para la funcion. Segun la definicién 3.29,
para que la moénada sea una monada concurrente, el morfismo e debe ser igual a 77 : 1 — M1.
Considerando 1 = T, luego e deberfa ser igual a return {T}: T — M T. Como T tiene un tnico
habitante, se obtiene que unit debe ser igual a return tt : M T. Como ya queda definido el valor
de unit, no se define como un campo sino como una constante.

Continuando con la estructura monoidal, el siguiente campo es la funcion merge, la cual
representa la transformacion natural m. Este campo esté definido de igual manera que el merge
de MonoidalFunctor. En dicha estructura, a continuaciéon de merge se introduce el campo fmap, el
cual representa la asignacion de morfismos a morfismos del funtor M. En el caso de las monadas
concurrentes este campo no es necesario puesto que puede construirse tal asignacion a partir del
operador >=. Sea f: A — B una funcion, luego (A ma — ma >= (A a — return f a)) es una
funcion de tipo M A — M B. De esta manera la asignacion de morfismos a morfismos del funtor
queda definida.

El campo que sigue, mcomp<,,, representa la compatibilidad del operador merge con la

relacion de orden <,,. Dados a1 y as de tipo M Ay by y by de tipo M B, si se tiene que

~ .

a1 S a2y b1 i b, luego se debe cumplir que (merge a; by) <, (merge ag by).
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Es el turno ahora de las propiedades que deben cumplirse para que merge y unit formen una
estructura monoidal. Estas propiedades son tres y estan definidas de manera similar a las de la
formalizacién de funtor monoidal, salvo por el uso del campo fmap. idr representa la proposicion
que indica que unit es neutro a derecha del operador merge. En el record MonoidalFunctor esta pro-
piedad tiene tipo V {A : Set} — (a: M A) — (merge unit a) =, (fmap (A ¢ — (a, tt)) a). Re-
emplazando fmap (A a — (a, tt)) por la funciéon propuesta anteriormente, donde se sustituye f
por (A a — (a, tt)), quedaria el siguiente tipo:

vV {A:Set} — (a: M A) — (merge unit a) =,
(A ma — ma >= (A a — return (A a — (a, tt)) a)) a)

Si se reduce la aplicacion (A a — (a, tt)) a, se obtiene un tipo un poco mas reducido:
V{A:Set} — (a: M A) — (merge unit a) =, (A ma — ma >= (X a — return (a, tt))) a)

Si se reduce finalmente la aplicacion (A ma — ma >= (X a — return (a, tt))) a, se obtiene
el tipo del campo idr en la estructura:

vV {A:Set} — (a: M A) — (merge unit a) =, (a >= (A a — return (a, tt)))

De manera analoga, si se reemplaza fmap por su version construida con bind en el tipo del
campo idl de MonoidalFunctor y luego se reducen las aplicaciones, se obtiene el tipo del campo
idl de ConcurrentMonad. Este representa la propiedad que postula que unit es neutro a izquierda
del operador merge.

La ultima de estas tres propiedades, assoc, representa la asociatividad del operador merge.
En la estructura de funtor monoidal esta ley estaba definida con el siguiente tipo:

V{ABC:Set} - (a: MA) (b: MB) (¢c: M C) —
(fmap A {((a, b) , ¢) = (a, (b, ¢))}) (merge (merge a b) ¢)) =, (merge a (merge b ¢))

Reemplazando fmap (A {((a, b) , ¢) = (a, (b, ¢))}) por la funciéon equivalente a fmap, donde
la f se sustituye por la funcion (A {((a, b) , ¢) = (a, (b, ¢))}), el tipo queda como sigue:

V{ABC:Set} - (a: MA) (b: MB) (¢c: M C) —
(A ma — ma>>= (A a— return (A {((a, d), ¢c) = (a, (b, ¢)}) a) (merge (merge a b) ¢))
=, (merge a (merge b ¢))

La aplicacion (A {((a, b), ¢) = (a, (b, ¢))}) a)) se puede reducir, pero para esto es necesario
hacer pattern matching en la variable a de manera que se pueda acceder a sus componentes, ya
que esta es un elemento de un producto cartesiano. El resultado de abrir la variable a y luego
reducir la aplicacién es el tipo:

V{ABC:Set} - (a: MA) (b: MB) (¢c: M C) —
(A ma — ma>= (A{((a, b), ¢) = return (a, (b, ¢))})) (merge (merge a b) c))
=, (merge a (merge b ¢))

Se puede reducir ahora el lado izquierdo de la ecuacion, reemplazando la variable ma por
(merge (merge a b) c). El resultado de hacer este reemplazo es el siguiente tipo, el cual es el tipo
del campo assoc de ConcurrentMonad:
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V{ABC:Set} - (a: MA) (b: MB) (¢c: M C) —
((merge (merge a b) ¢) >= (A {((a, b), ¢) — return (a, (b, ¢))})) =, (merge a (merge b ¢))

Como se menciond anteriormente, para que la moénada sea una ménada monoidal ordenada,
esta debe contar con una estructura de funtor monoidal simétrico. Para que sea simétrico, ademés
de las leyes que se probaron sobre la estructura monoidal, debe demostrarse una propiedad extra:
la conmutatividad del operador merge. Esta propiedad se representa con el campo comm. El tipo
de este campo se construye de manera similar al anterior, donde de un lado se tiene simplemente
(merge a b), y del otro se aplica (merge b a) seguido de una aplicacion de >= con una funcion
que da vuelta el orden del producto cartesiano.

Queda por analizar el altimo campo de la estructura, el cual postula la relaciéon que deben
tener los operadores >= y merge para que la monada sea concurrente. Este se denomina ichange
y representa la ley de intercambio. Sean @/ : 1 -+ MA, b’ : 1 > MB,f: A— MCyg: B — MD
(pueden tomarse o’ y b’ como funciones que salen del conjunto 1 debido a las caracteristicas de
la categroria Set). En la definicion 3.29, se presenta la ley de intercambio de la siguiente manera:
(fxg)e(a/*xV)C (fea)x(geb'),donde fxg=mo(fxg)y feg= f*og. Estaley se puede
reescribir entonces como:

(mo (f % g)" o (mo(a x V)T (mo((f* od’) x (¢" 0 1))

Como ya sucedi6é varias veces a lo largo del proceso de formalizacion, se tienen en este caso
dos funciones que tienen como dominio el conjunto terminal 1. De igual manera que en las demés
ocasiones, estas seran representadas en la formalizacion de manera simplificada, en el caso de
a se tomara un a : M A, y en el caso de b’ se tomara un b : M B. Haciendo estos cambios, la

formula se reescribe como se muestra a continuacion:
(mo(fxg))" (m(a,b))C (mo((f*a)x(g"D)))

La transformacion natural m se reemplaza en la formalizacion dada con el operador merge,
el cual no toma un par ordenado sino dos elementos por separado. Haciendo este reemplazo se
obtiene la siguiente formula:

(merge o (f x g))" (merge a b) C (merge (f* a) (¢ b))

El operador _*, por su parte, esta representado por la funcién =, donde la expresion h*x
es equivalente a escribir z >= h. Luego de hacer esta sustitucion la férmula queda como sigue:

(merge a b) >= (mergeo (f x g)) C (merge (a >= f) (b >= g))

La aplicacion (merge o (f x g)) se reescribe en Agda como una funcién que toma un par
(a, b), aplica la funcion f a a y la funcion g a b, y luego el operador merge a los dos resultados
obtenidos. Es decir, se expresa de la siguiente manera: (A { (a, b) — (merge (f a) (¢ b)) } ).
Haciendo esta sustitucion y cambiando el orden C por el campo <,, (invirtiendo el orden de
la desigualdad puesto que se toma el orden opuesto), se obtiene finalmente el tipo del campo
ichange:

(merge (a >= f) (b >=g)) Sm (merge a b) >= (A{ (a, b) — (merge (fa) (90)})



Capitulo 6

El caso de la Moénada Delay

Como se menciono en el capitulo 4, el tipo delay fue introducido por Capretta [Cap05] para
representar la posible no terminaciéon de programas en la teoria de tipos de Martin-Lof. Sus
habitantes son valores “demorados”, los cuales pueden no terminar nunca. El objetivo de este
capitulo es hacer un analisis de este tipo respecto de las estructuras algebraicas previamente
definidas.

Inicialmente se dara la definiciéon de este tipo en Agda, utilizando para ello la notacion musical
para tipos coinductivos que fue descripta en la seccion 4.4.1. Junto con el tipo se definiran diversas
relaciones sobre él, entre las que se encuentran las bisemejanzas débil y fuerte y una relacion de
orden. La implementacion del tipo delay utilizada fue extraida del moédulo Effect.Monad.Partiality
de la libreria estandar.

Una vez introducido el tipo, se demostrara que este tiene estructura de moéonada y de funtor
monoidal. Para esto se crearan instancias de las estructuras correspondientes para el tipo delay. El
objetivo final de este capitulo es probar o refutar que el tipo definido tiene estructura de monada
concurrente. La principal dificultad para esto subyace en la prueba de la ley de intercambio, ya
que los demas ingredientes estan presentes en las pruebas de ménada y funtor monoidal.

6.1. Definicion del tipo delay con notacién musical

El tipo delay se define con notacién musical mediante una estructura data parametrizada. El
parametro serd un conjunto A de tipo Set, el cual representa el tipo de los valores de retorno
(en caso de que el programa termine). Dado entonces un A : Set, el tipo A L representa el tipo
DA definido en la seccién 4.3.

data L (A : Set) : Set where
now (z:A)— AL
later : (z: 00 (A L)) - AL

El constructor now toma un valor x de tipo A y genera un valor de tipo A L. La expresiéon
now z representa un programa que simplemente retorna el valor z sin demoras. El constructor
later toma un z de tipo 0o (A L), es decir un valor de tipo A L suspendido o demorado. Que el
valor esté suspendido o demorado implica que puede ser potencialmente infinito. El constructor
later retorna otro valor de tipo A L. Intuitivamente, lo que hace este constructor es “agregar una
demora” al valor recibido.

Un habitante del tipo A | puede ser una secuencia finita de constructores later que finalmente
retorna un valor z : A, es decir algo del estilo later (f (later (§ ... (now z) ...))); o puede ser una
secuencia infinita de constructores later que nunca retorna. Este tltimo es el caso del valor never
que se define a continuacion.

o1


https://agda.github.io/agda-stdlib/Effect.Monad.Partiality.html

52 CAPITULO 6. EL CASO DE LA MONADA DELAY

never : A |
never = later (f never)

El tipo L viene con dos formas de igualdad (bisemejanza débil y fuerte) y una relacion de
orden. La bisemejanza fuerte es mas fuerte que el orden y, a su vez, este taltimo es méas fuerte que
la bisemejanza débil. Las tres relaciones se definen utilizando un dnico tipo data, el cual estara
indexado por un valor de tipo Kind que indica qué tipo de relaciéon es. Este altimo se define de

la siguiente manera:

data OtherKind : Set where
geq weak : OtherKind

data Kind : Set where
strong : Kind
other : (k: OtherKind) — Kind

El constructor strong representa la bisemejanza fuerte, mientras que other k representa la
relacion de orden si k = geq, o la bisemejanza débil si k& = weak. La 1gualdad entre tipos de
igualdad, es decir entre valores del tipo Kind, es decidible. El operador ~ Kind toma dos tipos
de igualdad y decide si son iguales o no, dando a su vez una prueba de ello.

infix 4 Z-Kind

L Kind_ : Decidable (= {4 = Kind})

_;—Kind_ strong strong = yes P.refl
_;—Kind strong (other k) =no A()
;—Kind (other k) strong =no A()

:—Klnd (other geq) (other geq) = yes P.refl
:—Kmd (other geq) (other weak) = no A()
l—Kind (other weak) (other geq) = no A()

—Klnd (other weak) (other weak) = yes P.refl

Como se puede ver, la definicién de esta funcién es muy sencilla. Para los casos en que ambos
tipos son el mismo la prueba es simplemente refl, y en los casos en que no lo son, la prueba
es el patron absurdo, puesto que no hay manera de dar una prueba de igualdad entre ellos.
Esta funcién sirve para definir un predicado que indica si la relacion es de igualdad o no. Este
predicado sera verdadero para strong y other weak, pero no para other geq. Sera de utilidad tener
este predicado a la hora de probar que las igualdades son relaciones de equivalencia.

Equality : Kind — Set
Equality k = False (k < Kind other geq)

Una vez introducido el tipo Kind, se definen las relaciones propiamente dichas. Esto se realiza
mediante la creacion de un modulo llamado Equality, el cual toma como parametros un conjunto
A : Set, que sera el tipo de retorno, y una relacion ~ : A — A — Set que establece una
nocion de igualdad entre valores de tipo A.

module Equality {A : Set} (_~_ : A — A — Set) where
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data Rel : Kind -+ A L — A L — Set where
now :V {kzy} (z~y iz~ y) — Rel k (now z) (now y)

later :V {kzy} (
later” : V {z y} (z=y : Rel (other weak)
later! : V {k = y} (

)))  — Rel k (later z) (later y)
(> y)) — Rel (other weak) z (later y)

o~y oo (Rel k(b z) (by
z (v
a~y : Rel (other k) (b z) y) — Rel (other k) (later z) y

Las relaciones se definen a través del tipo Rel, el cual toma como parametro un Kind que

indica qué tipo de relacion es y dos valores de tipo A L, los cuales va a comparar mediante la

relaciéon correspondiente. El tipo Rel tiene cuatro constructores:

El constructor now indica que, si se tiene una prueba de que dos valores z e y de tipo A
estan relacionados por la relacion ~, es decir que son iguales en A, entonces los términos
(now z) y (now y) estan relacionados en A L para los tres tipos de relaciéon posibles. Esto
estd dado por la utilizacion de la variable k que puede tomar cualquier valor de tipo Kind
y quiere decir que (now ) y (now y) son bisemejantes tanto débil como fuertemente, y que
ademéas (now z) es mayor o igual a (now y).

El constructor later también sirve para las tres relaciones. En este caso, los z e y que
recibe como parametros implicitos son de tipo oo A L (valores de tipo A L posiblemente
infinitos). Este constructor pide una prueba (posiblemente infinita) de que (b z) y (b y) estan
relacionados por la relacion ky afirma que entonces (later z) y (later y) estén relacionados
por la misma relaciéon k.

El constructor later” se puede utilizar tinicamente para bisemejanza débil. Dados z: A L
ey: 00 A L que son pardmetros implicitos y una prueba de que zy (b y) son débilmente
bisemejantes, este constructor afirma que entonces z 'y (later y) son débilmente bisemejantes
también. Intuitivamente, later” permite agregar un constructor later en el lado derecho de
una bisemejanza débil.

El constructor later’ es anélogo a later” e, intuitivamente, permite agregar un constructor
later en el lado izquierdo de una relacion que, en este caso, puede ser bisemejanza débil o
desigualdad. Esto se evidencia en el uso de la variable k que tiene tipo OtherKind ya que
luego en el tipo de relacion que se le pasa a Rel se utiliza (other k), quedando claro por qué
al definir el tipo Kind se separa el tipo strong de los otros dos.

En el uso que permite cada constructor se puede ver que la relacién de tipo strong es la méas

restrictiva, permitiendo tnicamente agregar constructores later a ambos lados de la igualdad,

mientras que la desigualdad (other geq) es un poco mas débil ya que permite también agregar

solo a izquierda y la bisemejanza débil es la mas débil de todas ya que permite agregar a ambos

lados por separado.

Luego del tipo Rel se definen los operadores &, 2. < y =, los cuales representan la bisemejanza

? )~

fuerte, la desigualdad (mayor o igual), la desigualdad invertida (menor o igual) y la bisemejanza

débil, respectivamente.

infix 4 = > < R~

1

—_rr

AL > AL — Set
_ = Rel strong

AL > AL — Set
= Rel (other geq)
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o~ Al A1l — Set
_ = Rel (other weak)

Q

A continuacion, se definen otros operadores que tienen que ver con la nociéon de convergencia
introducida en la definicion 4.13.

infix4 Y[ ] I

U] AL —Kind— A — Set
zJ[ k] y = Rel kz (now y)

AL — A— Set
zl y =z || other weak | y

infix 4 |

AL — Set
zll=3F3rAv—zlwv

infix 4[] _f

M ]: 4L — Kind — Set
z [ k] = Rel k z never

AL — Set
zf = z [ other weak |

z J[ k] y indica que z se relaciona mediante la relacion k con (now y). En el caso especial de
que la relaciéon sea la bisemejanza débil, se escribe z |} y y se dice que z converge al valor y : A.
Por otro lado, z | indica que la computacion x termina, es decir que existe algin valor v : A tal
que z |} v. Por ultimo, z [ k| indica que z se relaciona con el valor especial never mediante la
relacion k. En el caso de que esa relacion sea (other weak) se escribe z f, cuando esto pasa se
dice que la computacién z no termina.

Luego de dar todas las definiciones, se prueba que las tres relaciones son reflexivas y transitivas
y que las bisemejanzas son simétricas mientras que la desigualdad es antisimétrica. Antes de
poder demostrar esto, se prueba un conjunto de lemas que seran de utilidad para tal propésito.
Todas estas pruebas se sittian dentro de un moédulo sin nombre parametrizado con el conjunto
A de retorno y su relaciéon de igualdad. Esto se hace para fijar tal conjunto y su relacién y poder
utilizarlos a lo largo de todas las demostraciones.

module  {A :Set}{ ~ :A— A — Set} where

open Equality ~ using (Rel; = ; > . < . =~ ; ] 1D

!~

open Equality.Rel

= V{k}{zy: Al} 2=y —>Relkzy
~= (now z~y) = now z~y
~= (later 2=y) = later (f == (b 2=y))

2= :V{k}{zy: AL} = 22> y— Rel (other k) z y
2= (now z~y) = now a~y
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2= (later zzy) = later (: 2= (b z2y))
>= (later! z2y) = later! (2= 22y)

= V{k}{zy: AL} > Relkzy—z~y
== {strong} ===

=~ {other geq} = 2>=

=~ {other weak} = id

El lema 2= demuestra que todas las relaciones incluyen a la bisemejanza fuerte, es decir que
si dos términos z, y : A L son fuertemente bisemejantes, entonces también son débilmente bise-
mejantes y, ademas, = 2 y. De manera similar, el segundo lema, 2=, postula que la desigualdad
esta incluida en la bisemejanza débil. Si 2 2 y, entonces z e y son débilmente bisemejantes. Por
altimo, el lema =~ indica que todas las relaciones estan incluidas en la bisemejanza débil. Si
z e y se relacionan mediante cualquier tipo de relacién k, entonces también se relacionan por la
bisemejanza débil.

Las definiciones que siguen representan las operaciones inversas de los constructores later",
later’ y later. Asi como estos constructores permiten “agregar demoras” a uno y otro lado de las
ecuaciones, sus operaciones inversas permiten “quitar demoras” para ciertos tipos de relaciones.

later™® : vV {k} {z: A L} {y} —
Rel (other k) z (later y) — Rel (other k) z (b y)

later™? (later a~y) = later! (b 2~y)
later™! (later” z=2y) = =y
later™! (later’ a~ly) = later’ (later™! a~1Iy)

later™! :V {2} {y: A 1L} = latera~y = b o~y

later"! (later z2y) = later” (b a=y)
later' (later” lz~y) = later” (later!"! lzay)
later’ (later! a=2y) =1~y

later? : V {k} {zy:00 (A L)} —
Rel k (later z) (later y) — Rel k& (b z) (b y)

later? (later a~y) = b avy
later! (later” lz~y) = later"! la=y
later? (later’ a~ly) = later™! a~ly

La funcién later™! permite sacar un constructor later del lado derecho de una ecuacién que
tenga como operador a la desigualdad o la bisemejanza débil. Si se tiene Rel (other k) z (later y),
para algin tipo k : OtherKind y algtin par de términos z: A 1 e y: oo (A L), entonces se tiene
que 7z se relaciona por el mismo tipo de relacion k con (b y). La funcion later'’=!, de manera
analoga, permite quitar un constructor later del lado izquierdo de la ecuacién, pero solo para el
caso de la bisemejanza débil. Esto implica que si se tiene later z &~ y, entonces también se cumple
que b z ~ y. Por tltimo, la funcién later—! permite quitar el constructor later de ambos lados de
la ecuacion. Esto puede realizarse para cualquier tipo de relaciéon k : Kind.

Teniendo en cuenta todos estos lemas se pueden probar finalmente las propiedades que cum-
plen las relaciones definidas. Para poder realizar estas demostraciones se asumen las propiedades
analogas para la relacién subyacente ~ sobre el conjunto de retorno A. Se realizan dichas
pruebas dentro de un modulo llamado Equivalence que las encapsula para luego importarlas todas
juntas cuando sean necesarias.
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module Equivalence where

refl : Reflexive ~  — V {k} — Reflexive (Rel k)
refl refl-~ {z = now v} = now refl-~
refl refl-~ {x = later z} = later (4 refl refl-~)

La reflexividad se prueba para cualquier tipo de relacion & : Kind. Se pide como condicién una
prueba de que la relacion subyacente ~ es también reflexiva. Tanto la prueba argumento como
la prueba que se retorna estan dadas por un término de tipo Reflexive definido en el modulo
Relation.Binary.Definitions de la libreria estandar. Este es una funciéon que toma una relaciéon
binaria ~ y devuelve el tipo correspondiente a la prueba de que dicha relacion es reflexiva, es
decir V {z} — z ~ z. De manera analoga, la prueba de simetria se da mediante un término de
tipo Symmetric que, dada una relacion, devuelve el tipo de la prueba que indica que tal relacion

es simétrica.

sym : Symmetric _~_ — V {k} — Equality kK — Symmetric (Rel k)

sym sym-~ eq (now z~y) = now (sym-~ z~y)

sym sym-~ eq (later a~y) = later (f sym sym-~ eq (b z~y))
sym sym-~ eq (later" r=y) = later! (sym sym-~ eq v~y )
sym sym-~ eq (later! {weak} z~y) = later” (sym sym-~ eq 2~y )

La prueba de simetria requiere, ademas de la prueba de que la relaciéon subyacente ~ es
simétrica, una prueba de que el tipo de relacion k : Kind es una igualdad. Esta se da mediante
el predicado Equality definido mas arriba, el cual es verdadero para ambas bisemejanzas y falso
para la desigualdad. Puede parecer a simple vista que esta prueba no es utilizada para demostrar
la simetria. Sin embargo, es la presencia de la misma la que hace que no se requiera analizar el
caso (later! {geq} 22y) y la prueba atin asi sea exhaustiva. Para verlo més claramente se puede
agregar este caso, donde se reemplaza la prueba eq por el patréon absurdo, haciendo que no sea
necesario dar la definicién correspondiente:

sym sym-~ () (later’ {geq} 22y)

La transitividad se prueba, al igual que la reflexividad, para todos los tipos de relaciéon k.
Esta demostraciéon es un poco mas compleja y requiere de tres pruebas separadas que luego se
unen. Es por esta razéon que se crea un moédulo privado Trans que contenga todas las partes de
la prueba dentro, donde luego sélo se exporta publicamente la funcién trans que constituye la
prueba final. Este médulo toma como parametro una prueba trans-~ de tipo Transitive ~ que
postula la transitividad de la relaciéon subyacente.

private
module Trans (trans-~ : Transitive _~_) where

now-trans : V {k z y} {v: A} —
Rel k z y — Rel k y (now v) — Rel k z (now v)

now-trans (now a~y) (now y~z) = now (trans-~ z~y y~2)
now-trans (later! a~y) y~z = later’ (now-trans z~y y~2)
now-trans z~ly (later’ y~2) = now-trans (later! a~ly) y~z

mutual
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later-trans : V {k} {zy: A L} {2} —
Rel k z y — Rel k y (later z2) — Rel k z (later 2)

later-trans (later z~y) ly~Ilz = later (4 trans (b a~y) (later! ly~Iz))
later-trans (later! z~y) y~Iz = later (¢ trans z~y (later™! y~I2))
later-trans (later” z=y) ly=slz = later-trans 2~y (later!! ly~lz)
later-trans zxy (later” y=22) = later" ( trans a=y Yz )

trans :V{k} {zryz: AL} > Relkzy— Relkyz— Rel kz 2z
trans {z = now v} x~y y~v = now-trans a~y y~v
trans {z = later 2} a~y y~Iz = later-trans z~y y~Iz

open Trans public using (trans)

La transitividad postula que, dados tres términos x, ¥ y z, si se tienen las relaciones Rel %k
z yy Rel ky z entonces se debe tener también la relacion Rel k& z z. Para demostrar esto, se
necesitan dos pruebas auxiliares: now-trans que prueba esto asumiendo z = (now v) para algin
v: Ay later-trans que hace lo mismo para el caso en que z = (later 2). Esta ultima y la prueba
principal trans son mutuamente recursivas y, por lo tanto, se sitiian dentro de un bloque mutual.

Se introduce, por ultimo, la prueba de antisimetria de la relacién de desigualdad. Esta postula
que, dados dos términos z, y: A L, si se tiene que 2 yy = < y, luego z = g, es decir que e y

son fuertemente bisemejantes.

antisym: {zy: A1} 222 y—a2sSy—> =y
antisym (now z~y) (now ) = now z~Yy

antisym (later z2y) (later z<y) = later (& antisym

(b zzy) O 2<y))
(¢ (> 2zy) (later! z<ly))
antisym (later’ 2>1y) (later z<y) = later (# antisym (later! z>1y) (b z<y))
(¢ (

antisym (later™! z>1y) (later™! z<ly))

( (
( (
antisym (later z>y) (later! 2<ly) = later (¢ antisym
( (
( (

antisym (later’ 2>1y) (later! 2<ly) = later

Podria darse también la prueba de antisimetria respecto de la bisemejanza débil, pero esta
es trivial puesto que, como se indica en el lema 2=, basta con s6lo una de las relaciones de
desigualdad para que z e y sean débilmente bisemejantes. Las pruebas de antisimetria en general
tienen sentido cuando la igualdad esté incluida en la relacion de orden, y no al revés.

6.2. Prueba de que el tipo delay es una ménada

Ya introducido el tipo delay en Agda, se procede ahora a dar la prueba de que este tiene
estructura de monada. Esto se realizara mediante la creaciéon de una instancia del record Monad
definido en la seccién 5.2.1, cuyo parametro sera el funtor L. La moénada delay puede definirse
tanto para la bisemejanza fuerte como para la bisemejanza débil. Se detalla a continuaciéon solo
una de estas pruebas puesto que la otra es anéloga.

Lo primero a definir es el operador bind, el cual es comtn a ambas pruebas y se define como
sigue:

bnd:41—-(A—Bl)— Bl
bind (now z) f= fz
bind (later z) f = later (# (bind (b z) ))



58 CAPITULO 6. EL CASO DE LA MONADA DELAY

El operador bind debe tomar un elemento de tipo M A y una funcion A — M B. Como en
este caso el funtor M esta dado por el operador de tipos L, los argumentos de bind seran un
término ¢ de tipo A L y una funcion fde tipo A — B L. En caso de que el primer argumento
esté formado por el término (now z), el resultado sera simplemente aplicar la funcion fa z. En
caso de que el primer argumento sea algo del estilo (later z), el resultado de aplicar bind sera
“meter” la aplicacién hacia adentro del constructor, de manera que la definicién sea productiva.

La funcién return estaréd representada por el constructor now, por lo que no es necesario dar
una definicién de la misma. Este constructor tiene el comportamiento esperado del operador
return, cuyo sentido usual es encapsular un valor del tipo de retorno dentro de la ménada.

Una vez definidos los operadores basicos, comienza la prueba propiamente dicha. Se analizara
la prueba para la bisemejanza débil, la cual se llevara a cabo dentro de un médulo parametrizado
llamado Weak que tendra dos parametros: una relacion binaria _~ :V {A} - A — A — Sety
una prueba de que dicha relacién es una relacién de equivalencia. El objetivo de estos parametros
es fijar una relacién de igualdad para los tipos de retorno.

module Weak (_~_ :V {4} - A — A — Set)
(eg~ : ¥ {A} — IsEquivalence (_~_ {A})) where

Se demostraran a continuaciéon las tres leyes de las monadas. Estas tres pruebas estaran
encapsuladas dentro de otro modulo, en este caso anénimo, en el cual se fijara un tipo de retorno
particular A con una relacién binaria de igualdad sobre el mismo y una prueba de que dicha
relacion es reflexiva. Este médulo interno sirve principalmente para agrupar los argumentos
comunes que tendran las demostraciones de las tres leyes dentro de él.

module  {A :Set}{ ~ :A— A — Set} (refi~: Reflexive ~ ) where

open Equality ~ using (_=~ )
open Equality.Rel
open Equivalence using (refl)

Antes de comenzar a demostrar se abren ciertos modulos del tipo delay que seran utilizados
en las pruebas. Se abre primero el médulo Equality, pasandole la relacion _~  sobre A como
argumento y extrayendo del mismo la bisemejanza débil (_~ ). Luego se abre el tipo data Rel
para tener acceso a sus constructores. Finalmente, se abre el modulo Equivalence extrayendo de
él la prueba refl de que todas las relaciones (y en particular la bisemejanza débil) son reflexivas.

Con todos estos ingredientes la prueba de la primera ley de méonadas queda como sigue:

left-identity : (z: B) (f: B— A L) — bind (now z) f~ fz
left-identity z f = refl refi~

El tipo de la prueba indica que se demuestra que la funcién return, en este caso el constructor
now, es neutro a izquierda de bind. La demostracion es trivial ya que la definicién de la funcion
bind establece la igualdad postulada. Seguidamente se expone la demostracion de la segunda ley
de moénadas:

right-identity : (¢: A L) — bind ¢ now = ¢t
right-identity (now z) = refl refi~
right-identity (later z) = later (¢ (right-identity (b z)))

En este caso se prueba que el constructor now es neutro a derecha de bind, es decir que para
un término ¢t : A L, bind ¢ now &~ t. En el caso de que ¢ sea de la forma (now z), la definicion
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de bind indica que el resultado del lado izquierdo sera la aplicacién de now a z, quedando una
prueba trivial. En caso de tener algo de la forma (later z), asi como la definicién de bind es
co-recursiva, también lo sera la prueba.

Queda por ultimo la prueba de la tercera ley de monadas: la asociatividad de bind. Al igual
que en la segunda, el caso base es trivial, mientras que el otro es simplemente co-recursivo.

associative : (z: C L) (f: C— B1l)(¢g: B— A1)

— bind (bind z f) g = bind z (A y — bind (fy) g)
associative (now z) f g = refl refi~
associative (later z) f g = later (7 associative (b z) f g)

Se cierra entonces el moédulo anénimo abierto mas arriba y se pasa a definir los elementos
faltantes para la prueba. La relacion de igualdad sera, para cualquier conjunto A, la relacion de
bisemejanza débil =~ definida en el médulo Equality con la relacién subyacente ~

~l o V{A} =2 A1 - A1 — Set
_~1 {A} = Equality. =~ {A} (_~_{4})

La prueba de que la relacion establecida es de equivalencia se construye utilizando las demos-
traciones de reflexividad, simetria y transitividad presentes en el modulo Equivalence, las cuales
requieren la propiedad analoga para la relacién subyacente. Las pruebas de estas propiedades
analogas se extraen de la prueba eg~.

open Equivalence using (refl; sym; trans)

eqr~L 1V {A} — IsEquivalence (_~1 {4})
eq~1 = record
{ refl = refl (IsEquivalence.refl eg~) ;
sym = sym (IsEquivalence.sym eg~) tt ;
trans = trans (IsEquivalence.trans eg~) }

Finalmente, habiendo definido todos los componentes necesarios, la instancia de Monad para
el tipo L queda como sigue:

open import Structures.Monad

delayMonad : Monad L

delayMonad = makeMonad
eqr L
now
bind
(left-identity (IsEquivalence.refl eg~))
(right-identity (IsEquivalence.refl eg~))
(associative (IsEquivalence.refl eg~))

Se puede observar que a las pruebas de las tres leyes se les pasa como argumento el parametro
requerido por el médulo anénimo en el cual estan encapsuladas.

La version de la prueba para la bisemejanza fuerte es analoga a la primera, sélo cambiando
la relacién de igualdad que se utiliza. El coédigo de la misma se encuentra en el Apéndice A.1.
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6.3. Prueba de que el tipo delay es un funtor monoidal

En esta seccion se dotaré al tipo delay de la estructura de funtor monoidal. El objetivo es
acercarse de a poco a la estructura de ménada concurrente, teniendo ya la estructura monadica,
el siguiente paso es la estructura monoidal. El primer elemento a definir es entonces la operacion
binaria que, para el funtor M, debe tener tipo MA — MB — M(Ax B). En este caso particular,
como el funtor M esta dado por el operador de tipos L, la operaciéon merge tendra el siguiente
tipo: AL - B 1L — (A x B) L.

merge: A L - Bl —(AxB)L

merge (now a) (now b) = now (a, b)

merge (now a) (later b) = later (# (merge (now a) (b b)))
merge (later a) (now b) = later (& (merge (v a) (now b)))
merge (later a) (later b) = later (& (merge (b a) (b b)))

La funcion merge se define mediante pattern matching sobre los dos argumentos. En el caso de
que ambos sean términos de la forma (now z), el resultado también serd un término de la misma
forma, donde el valor de retorno sera el par formado por los valores de retorno de los argumentos.
Cuando uno de los dos es de la forma (now z) y el otro es de la forma (later y), el resultado
se construye con un constructor later que dentro tiene una llamada co-recursiva suspendida.
El término que tenia el constructor later ya no lo tiene, haciendo productiva la co-recursion,
mientras que el que tenia el constructor now queda igual. En caso de que ambos términos estén
formados por un constructor later, también se realiza una llamada co-recursiva donde ambos
términos se achican, y por fuera sélo queda un tnico constructor later en lugar de dos. Esto se
debe a que merge, intuitivamente, representa el paralelismo de dos computaciones, por lo que
ambos later se fusionan en uno que realiza internamente el resto de ambas computaciones en
paralelo (gracias a la llamada co-recursiva de merge).

El siguiente operador a definir es fmap, el cual representa, como se mencion6 en la seccidon
5.2.2, la asignacion de morfismos del funtor que en este caso esta dado por L. Este operador,
por lo tanto, asignaré, para cada funcion A — B, una funcion A | — B 1.

fmap:V{A B:Set} - (A—B)— (AL~ Bl)
fmap f (now ) = now (f z)
fmap f (later z) = later (¢ (fmap f (b z)))

Dada la funcion f: A — B, si el elemento de tipo A L recibido es de la forma (now z),
entonces el resultado de aplicar fmap fa tal elemento es un término construido también con now,
donde el valor de retorno sera la aplicacion de f al valor de retorno del argumento. En caso de
que el argumento tenga la forma (later z), el resultado de la aplicacion de fmap f a tal término
estard formado también por un constructor later que dentro propaga la aplicacion de fmap f al
término (b z).

Queda por definir el operador 0-ario unit. Este se defini6 en la formalizacién como un elemento
de tipo M T. En el caso del tipo delay, sera un habitante del tipo T L. Se define entonces unit
como el elemento mas simple de tal tipo:

unit : T L

unit = now tt

Definidos estos tres operadores, lo que sigue son las demostraciones de las propiedades. La
prueba de que el tipo delay es un funtor monoidal puede darse, al igual que la de moénada,
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tanto para la bisemejanza fuerte como para la débil, siendo ambas pruebas analogas. Se detalla
entonces la version de la bisemejanza débil. Esta prueba se dara dentro de un moédulo llamado
Weak que recibira como parametros la relacion de igualdad subyacente junto con una prueba de
que esta es una relacion de equivalencia.

module Weak (_~_ :V{A} - A — A — Set)
(eg~ : ¥V {A} — IsEquivalence (_~_ {A})) where

La primera propiedad que se demostrara sera la asociatividad del operador merge. Esta se da
dentro de un médulo anoénimo en el cual se fija como tipo de retorno el producto cartesiano de
tres conjuntos A, By C. Este médulo requiere como parametro una relacion de igualdad entre
elementos de este conjunto y la prueba de que la misma es reflexiva. Dentro del modulo se abre,
primero, el modulo Equality para el conjunto de retorno A x B x C con la igualdad subyacente
recibida como argumento, del cual se extrae la relaciéon de bisemejanza débil ~ . Luego se
abre el tipo Rel de manera que puedan usarse sus constructores sin prefijo.

module {ABC:Set}{ ~ :AxBx (C— Ax Bx C— Set}
(reflABC : Reflexive _~ ) where

open Equality {4 x Bx C} ~_using (_=~_)
open Equality.Rel

associative : (a: A L) (b: BLl)(c: CLl)
— (fmap (A {((a, b), ¢) = (a, (b, ¢))}) (merge (merge a b) c))

~ (merge a (merge b ¢))

associative (now a) (now b) (now ¢) = now reflABC

associative (now a) (now b) (later ¢) = later (% (associative (now a) (now b) (b ¢)))
associative (now a) (later b) (now ¢) = later (% (associative (now a) (b b) (now ¢)))
associative (now a) (later b) (later ¢) = later (& (associative (now a) (b b) (b ¢)))
associative (later a) (now b) (now ¢) = later (% (associative (b a) (now b) (now c)))
associative (later a) (now b) (later ¢) = later (& (associative (b a) (now b) (b ¢)))
associative (later a) (later b) (now ¢) = later (% (associative (b a) (b b) (now ¢)))
associative (later a) (later b) (later ¢) = later (& (associative (» a) (b b) (b ¢)))

La prueba no presenta mayores dificultades. En el caso base, donde los tres términos son de la
forma (now z), la aplicacién (merge (merge (now a) (now b)) (now c)) genera el siguiente término:
(now ((a, b), ¢)). Al aplicar fmap (M{((a, b) , ¢)— (a, (b, ¢))}) a este resultado, se obtiene el
término (now (a, (b, ¢))), el cual es también el resultado de la aplicacion del lado derecho de
la ecuacion: (merge (now a) (merge (now b) (now c))), por lo que la prueba queda trivial. En los
demés casos, la prueba se resuelve con una llamada co-recursiva, donde los términos de la forma
(now z) quedan igual, mientras que los que se componen de un constructor later se achican.

Para la prueba del neutro a derecha del operador merge, se define otro moédulo anénimo en
el que la relaciéon de igualdad pedida como parametro y su respectiva prueba de que la relacion
dada es reflexiva deben estar definidas para elementos del conjunto A x T, para algin conjunto
A. Dentro de este modulo se abren también el moédulo Equality y el tipo Rel para el mismo
conjunto.

module  {A:Set}{ ~ :(AxT)— (AxT)— Set}
(reflAXT : Reflexive _~ ) where
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open Equality {4 x T} _~_ using (_=~_)
open Equality.Rel

rid: (a: A L) — (merge a unit) ~ (fmap (A ¢ — (a, tt)) a)
rid (now z) = now reflAXT

rid (later z) = later (¢ (rid (b 2)))

Para el caso en el que a tiene la forma (now z), la aplicacion (merge (now z) unit) tiene
como resultado el término (now (z, tt)). Aplicar fmap (A a — (a, tt)) a (now z) tiene el mismo
resultado, por lo que la prueba de este caso es trivial. El otro caso se resuelve, al igual que antes,
con una llamada co-recursiva.

La prueba del neutro a izquierda de merge es analoga a la anterior, donde el médulo anénimo
en el cual se encapsula es anélogo también:

module  {A:Set} { ~ (T x A) = (T x A) — Set}
(reflT x A : Reflexive _~ ) where

open Equality {T x A} _~_ using (_=~_)
open Equality.Rel

lid: (a: A L) — (merge unit a) =~ (fmap (A a — (tt, a)) a)
lid (now z) = now reflT x A
lid (later z) = later (¢ (lid (b )))

Los elementos faltantes son la relacion de igualdad para términos de tipo A L, para cualquier
conjunto A, y la prueba correspondiente de que tal relaciéon es de equivalencia. La definicion de
estos elementos es igual a la construida para la estructura de ménada.

~1l V{A} AL —- AL — Set
_~1 {A} = Equality. = {A} (_~_ {4})

open Equivalence using (refl; sym; trans)

eqr Ll 1V {A} — IsEquivalence (_~L1 {A})
eq~1 = record
{ refl = refl (IsEquivalence.refl eg~) ;
sym = sym (IsEquivalence.sym eg~) tt ;
trans = trans (IsEquivalence.trans eg~) }

Finalmente, la instancia de MonoidalFunctor para el operador de tipos L queda como sigue:
open import Structures.MonoidalFunctor hiding (unit; merge; fmap)

delayMonoidal : MonoidalFunctor L
delayMonoidal = makeMonoidalFunctor
_%J__
eqr L
unit
merge
fmap
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(rid (IsEquivalence.refl eg~))
(lid (IsEquivalence.refl eg~))
(associative (IsEquivalence.refl eg~))

La estructura de funtor monoidal para la bisemejanza fuerte es andloga a la anterior. El
codigo de la misma se encuentra en el Apéndice A.1.

6.4. ;El tipo delay es una ménada concurrente?

El objetivo de esta seccion es (intentar) demostrar que el tipo delay es una moénada con-
currente. Como se detallard més adelante, la mayor parte de esta prueba es similar a las dos
presentadas anteriormente. La dificultad esté, principalmente, en el dltimo campo: la ley de
intercambio.

Una diferencia sustancial con las pruebas anteriores es que, en este caso, no es posible dar
la instancia de ConcurrentMonad para el tipo delay utilizando como igualdad la bisemejanza
débil. Esto se debe a que la relacion de orden debe ser, entre otras cosas, reflexiva respecto
de la igualdad. Es decir que si se tienen dos valores z e y tales que z ~ y (son iguales segin
la relacion de igualdad considerada), entonces se debe cumplir que estos valores también estan
relacionados por la relacion de orden, o sea que z < y. Esto no es cierto para la desigualdad
definida para el tipo L respecto de la bisemejanza débil ya que, como se mencioné en la seccién
6.1, la bisemejanza débil es la relacion més flexible de las tres que se introdujeron. Por lo tanto,
la prueba se realizara inicamente para la bisemejanza fuerte.

Otro cambio respecto de las pruebas ya presentadas es que no se consideraré, en esta, una
igualdad parametrizada para los tipos de retorno como se hizo anteriormente. Esta decisién se
debe a que en varias demostraciones, principalmente las que tienen que ver con la relacién de
orden, es necesario realizar pattern matching sobre la igualdad de dos valores de retorno, de
manera que se unifiquen dos variables si estas son iguales. Esto sélo es posible a priori para la
igualdad proposicional, por lo que se desarrolla la prueba en cuestiéon tomando dicha relacion
como igualdad en los tipos de retorno. Si bien se pierde algo de generalidad, lo més importante
es que se conserva la igualdad parametrizada para el tipo delay que es coinductivo, ya que esta
clase de tipos es la que tiene més problemas con la igualdad proposicional.

Se importa entonces el médulo de la igualdad proposicional, renombrando refl, sym y trans
agregando una p delante, de manera que no haya conflicto de nombres con las propiedades

demostradas en el médulo Equivalence que llevan los mismos nombres.

open import Relation.Binary.PropositionalEquality
renaming (refl to prefl; sym to psym; trans to ptrans)

Los operadores que se utilizaran son los mismos que se definieron en las secciones anteriores:
bind y return para la estructura monédica y merge y unit = now tt para la estructura monoidal.
Es preciso notar que la definicion de unit dada para la instancia de funtor monoidal se puede
reutilizar en esta seccién debido a que coincide con la expresiéon return tt, puesto que unit no es
un campo a definir sino que es una constante del record ConcurrentMonad.

Al igual que antes, se desarrolla la prueba dentro de un médulo llamado, en este caso, Strong,
el cual no estara parametrizado ya que, como se explico, se utilizara la igualdad proposicional
para los tipos de retorno.
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module Strong where

Las primeras propiedades que se demuestran son las leyes de las ménadas. Estas se encapsulan
dentro de un modulo anénimo que esta parametrizado por un conjunto A : Set de retorno. Antes
de realizar las pruebas se abre el modulo Equality para el conjunto A tomando como igualdad en
este conjunto la igualdad proposicional (= )y extrayendo del mismo la relacion de bisemejanza
fuerte. Luego se abre Equality.Rel para poder utilizar sus constructores y, finalmente, se abre el
modulo Equivalence para utilizar la reflexividad de la bisemejanza fuerte. Las demostraciones
son analogas a las realizadas en la seccion 6.2, cambiando tnicamente en los casos triviales la
reflexividad utilizada.

module _ {A : Set} where

open Equality {A} = wusing (_=_)
open Equality.Rel
open Equivalence

left-identity : (z: B) (f: B—~ A L) — bind (now z) f fz
left-identity x f = refl prefl

right-identity : (¢: A L) — bind ¢ now = ¢
right-identity (now ) = refl prefl
right-identity (later  z) = later (4 (right-identity (b z)))

bind-assoc: (z: C L) (f: C— B L) (¢g: B— A1)

— bind (bind z f) g = bind z (A y — bind (fy) 9)
bind-assoc (now z) f g = refl prefl
bind-assoc (later z) f g = later (% bind-assoc (b z) f g)

Luego de las propiedades del operador bind, se demuestra su compatibilidad con la relacion
de orden. Para ello se crea otro médulo anénimo que tiene dos parametros, A y B de tipo
Set. Antes de realizar la prueba se abre el modulo Equality para cada uno de los conjuntos de
retorno, utilizando para ambos la igualdad proposicional y renombrando los términos a utilizar
de manera que no haya conflicto de nombres. Finalmente, se abre Equality.Rel, renombrando
later! como <later'.

module  {A B : Set} where

open Equality {A} =

renaming (_ 2 to A ; < to <A now to nowA ; later to laterA)
open Equality {B} =
renaming (_ = to =B ; < to <B_ ; now to nowB ; later to laterB)

open Equality.Rel renaming (later! to <later')

bind-comp : (a1 aa : A L) (fi o: A— B 1) — a1 SA ag
=V (a:A) — fi a<B f a) = bind a; fi <B bind a3 fo
bind-comp (now a1) (now .a1) fi fo (now prefl) A<fo = A<fh a1
bind-comp (now a1) (later ap) fi fo (Slater! a1<an) ilfe =
<later! (bind-comp (now a1) (b a2) fi fo a1 Zaz i)
bind-comp (later a;) (later a2) fi fo (later a1 <ag) iSfe =
later (£ (bind-comp (v a1) (b a2) fi fo (b a1<a2) 1Sf))
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bind-comp (later a;) (later az) fi fo (Slater! a3 <ap) ASf =
later (# (bind-comp (b a1) (b a2) fi fo (later™! a;<az) Ailf))

La prueba toma dos valores a; y as de tipo A L, dos funciones f; y f> de tipo A — B 1, una
prueba de que a; <A az y una prueba de que para cualquier a : A se cumple que fi a <B f a,
es decir que fi < fo.

En el caso base, donde ambos valores son de la forma (now z), al hacer pattern matching
sobre la prueba a; <as, se obtiene que estd dada por el término (now prefl), lo cual hace que,
obligatoriamente, el valor de retorno del segundo argumento sea igual al del primero. El objetivo
es ver que bind (now a;) fi <B bind (now ag) fa, lo cual por definicion es lo mismo que escribir:
fi a1 SB fo az. Aqui se evidencia la necesidad de poder unificar ambos valores a la misma va-
riable, puesto que la prueba fi <f; s6lo puede usarse si se trata del mismo valor a : A. Gracias
al patron con punto dado por el pattern matching de prefl, ambos valores de retorno son a; y el
objetivo es probar que f; a; SB f5 a1, lo cual se demuestra aplicando la prueba f; <f; al valor
a : A.

En el segundo caso, el primer argumento es (now a1 ), y el segundo, (later az). La prueba de
que el primero es menor o igual al segundo esta dada por el constructor <later’ junto con una
prueba a;Sap de tipo (now a;) <SB (b ag). Puede parecer a simple vista que el constructor es
erroneo, pero en el modulo Equality se define la relaciéon de menor o igual como la relacion inversa
del mayor o igual, por lo que los constructores quedan “invertidos”. El constructor <later’ hace
referencia en realidad al término (later ag) 2B (now a;). La prueba, en este caso, se reduce a
utilizar el mismo constructor con una llamada co-recursiva dentro, en la cual el primer argumento
queda igual y el segundo se “achica”. La prueba de que el primero es menor o igual al segundo esté
dada por la variable a; Sas que, como se menciond antes, tiene el tipo correcto. Las funciones y
la prueba de su relaciéon quedan iguales.

En los dos ultimos casos los primeros dos argumentos son de la forma (later z). No podria
darse el caso de que el primero esté construido con later y el segundo se construya con now puesto
que no habria manera de dar una prueba de que el primero es menor o igual al segundo. Luego
la prueba es exhaustiva aunque no contemple este caso. La diferencia entre el pentltimo y el
altimo caso esté en la prueba de desigualdad entre los primeros argumentos. En el primero esta
prueba esta dada por un constructor later con una prueba a;<Sag de tipo oo ((b a1) <B (b a3)).
En este caso la demostracion se realiza con el mismo constructor y dentro de él una llamada
co-recursiva (suspendida) donde los dos primeros argumentos se “achican” y la prueba de que el
primero es menor o igual al segundo esta dada por (b a3 <Sag). Una vez mas las funciones y su
relaciéon quedan iguales.

En el altimo caso, la prueba de que (later a1) es menor o igual a (later ap) esta dada por
el constructor <later’ y una prueba a;<ay de tipo ((later a;) <B (b a3)). La demostracion de
este caso serd similar a la del anterior, donde se utiliza el constructor later y los dos primeros
argumentos se “achican”. La diferencia esta en que, en este caso, no se puede utilizar directamente
la prueba a; Sag puesto que esta deberia tener tipo ((b a1) SB (b az)) en lugar de ((later a;) <B
(b a2)), por lo que tiene un constructor later en el lado izquierdo que sobra. Esto se soluciona
aplicando la funcion later’=! a la prueba para quitar el constructor de mas (una vez més se debe
recordar que los lados se invierten porque la relacion de base es mayor o igual).

Una vez demostradas todas las propiedades del operador bind, se pasa a demostrar las corres-
pondientes al operador merge. Estas pruebas serén similares a las dadas para MonoidalFunctor,
salvo que en este caso no se utilizara fmap sino su equivalente construido a partir de bind, como
se explico en la seccion 5.4. Antes de pasar a las propiedades, se demostrara la equivalencia entre
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ambas expresiones de manera que no queden dudas de que las propiedades del campo merge
estan bien definidas. La demostracion no presenta mayores dificultades.

module  {A B: Set} where
open Equality {B} = using (_Z_)
open Equality.Rel

fmap~bind : (f: A — B) = (a: A 1)

— (fmap f a) = ((A ma — bind ma (A a — now (f a))) a)
fmap~bind f (now a) = now prefl
fmap~bind f (later a) = later (ff (fmap~bind f (b a)))

La primera propiedad de merge que se demuestra es su asociatividad, para la cual se crea
un moédulo anénimo con tres argumentos implicitos que son los tres conjuntos, A, By C, que
se utilizan en la prueba. Antes de demostrar esta propiedad se abre el moédulo Equality, esta vez
para el producto cartesiano de los tres conjuntos mencionados, tomando como igualdad en el

producto la igualdad proposicional y extrayendo del modulo la relacion de bisemejanza fuerte.
Al igual que antes se abre también Equality.Rel.

module  {A B C': Set} where

open Equality {A x Bx C} = using (_=_)
open Equality.Rel

merge-assoc : (a: A L) (b: BLl)(c:CLl)
— (bind (merge (merge a b) ¢) (A {((a, d), ¢) = now (a, (b, ¢)}))

~

=~ (merge a (merge b ¢))

merge-assoc (now a) (now b) (now ¢) = now prefl

merge-assoc (now a) (now b) (later ¢) = later (# (merge-assoc (now a) (now b) (b ¢)))
merge-assoc (now a) (later b) (now ¢) = later (# (merge-assoc (now a) (b b) (now c)))
merge-assoc (now a) (later b) (later ¢) = later (# (merge-assoc (now a) (v b) (b ¢)))
merge-assoc (later a) (now b) (now ¢) = later (4 (merge-assoc (b a) (now b) (now c)))
merge-assoc (later a) (now b) (later ¢) = later (% (merge-assoc (b a) (now b) (b ¢)))
merge-assoc (later a) (later b) (now ¢) = later (% (merge-assoc (b a) (b b) (now ¢)))
merge-assoc (later a) (later b) (later ¢) = later (% (merge-assoc (v a) (b b) (b ¢)))

El tipo de la prueba se corresponde con el tipo del campo assoc, el cual se obtiene como se
explicéd en la seccién 5.4. La demostracion es, en esencia, igual a la introducida en la secciéon 6.3
para MonoidalFunctor. El tinico cambio es la reflexividad de la relacion de los tipos de retorno
que, en este caso, pasa a ser prefl.

Las demostraciones de que now tt es neutro a izquierda y derecha respecto de merge también
son iguales a las probadas para MonoidalFunctor. Los tinicos cambios son la igualdad con la que
se abre el modulo Equality y la reflexividad que se utiliza en el caso base.

module ~ {A : Set} where

open Equality {4 x T} = using (_¥_)
open Equality.Rel

rid: (a: A L) — (merge a unit) = (bind a (A a — now (a, tt)))
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rid (now ) = now prefl

rid (later z) = later (¢ (rid (v z)))

module  {A : Set} where

open Equality {T x A} = using (_¥ )
open Equality.Rel

lid: (a: A L) — (merge unit a) = (bind a (A a — now (tt , a)))
lid (now ) = now prefl
lid (later z) = later (f (lid (b 2)))

Al igual que con el operador bind, se debe demostrar la compatibilidad de merge con la
relacion de orden. Esto se realiza dentro de un moédulo anénimo que toma como argumentos dos
conjuntos, A y B. Se abre el modulo Equality para tres conjuntos distintos: A, By A x B. En los
tres casos se utiliza la igualdad proposicional, en los primeros dos se renombran los elementos a
utilizar para que no haya conflictos de nombre. Finalmente, se abre Equality.Rel renombrando el
constructor later’ como <later’ por la misma razon.

module  {A B: Set} where

open Equality {A} =

renaming (2 to A ; < to <A ;now to nowA; later to laterA)
open Equality {B} =_

renaming (_ = to =B ; < to <B_ ; now to nowB; later to laterB)
open Equality {4 x B} = wusing (S ;=)

open Equality.Rel renaming (later! to <later')

merge-comp : (a3 ag : A L) (by by : B L) — a1 SA ag — by <SB by
— merge a; by < merge ag by

merge-comp (now a1) (now .az) (now by) (now .b1) (now prefl) (now prefl) = now prefl
merge-comp (now a;) (now ay) (later by) (later by) (now a~) (later b<) =

later (% merge-comp (now a;) (now ag) (b b1) (b b2) (now a~) (b b))
merge-comp (now a;) (now az) (now by) (later by) (now a~) (Zlater’ b<) =

<later! ( )
merge-comp (now a1) (now ap) (later by) (later by) (now a~) (Zlater! b<) =

later (¢ ( ) (now ag) (b b1) (b b2) (now a~) (later™! b))
merge-comp (later ay) (later ag) (now by) (now be) (later a<) (now b~) =

later (£ (merge-comp (b a1) (b a2) (now by1) (now by) (b a<) (now b~)))
merge-comp (later ay) (later ag) (later by) (later by) (later a<) (later bS) =

later (& (merge-comp (v a1) (b a2) (O b1) (b b2) (b a<) (b b))
merge-comp (later a;) (later ap) (now by) (later by) (later a<) (Slater! b<) =

later (¢ (merge-comp (b a1) (b az) (now b1) (0 b2) (0 aS) b))
merge-comp (later a;) (later ag) (later by) (later by) (later a<) (Slater! b<) =

later (# (merge-comp (b a1) (> a2) (b b1) (b ba) (b aX) (later™! b))
merge-comp (now a1) (later az) (now by) (now by) (Slater! a<) (now b~) =

merge-comp (now ay) (now ag) (now by) (b b2) (now a~) <)

merge-comp (now a;

<later’ (merge-comp (now ay) (b az) (now by) (now by) a< (now b))
merge-comp (later a;) (later ag) (now by) (now by) (Slater! <) (now bw) =

later (# (merge-comp (b a1) (b az) (now by) (now by) (later™! a<) (now b~)))
merge-comp (now a1) (later ap) (later by) (later by) (Slater! a<) (later b<) =
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later (& (merge-comp (now ay) (b az) (o b1) (O b2) a< (b b))
merge-comp (later ay) (later ap) (later by) (later by) (Slater! a<) (later b<) =
later (4 (merge-comp (b ay) (> az) (b b1) (b bo) (later! a<) (b b))
merge-comp (now a;) (later ag) (now by) (later by) (Slater! o) (Slater! ) =
<later’ (merge-comp (now ay) (b az) (now by) (b be) a< bX)
merge-comp (now a1) (later ap) (later by) (later by) (Slater! aX) (Slater! b<) =
later (¢ (merge-comp (now a1) (b az) (b b1) (b b2) a< (later™! b))
merge-comp (later a;) (later ag) (now by) (later by) (Slater aX) (Slater! b<) =
later (4 (merge-comp (b a1) (> az) (now by) (b bo) (later! a<) b))
merge-comp (later a;) (later ag) (later by) (later by) (Slater! a<) (Slater! b5) =
later (# (merge-comp (b a1) (> a2) (b b1) (b ba) (later™! aX) (later! b))

Esta prueba toma cuatro valores: a1 y as de tipo A Ly by y bs de tipo B 1. Ademés toma dos
pruebas: una demuestra que a; es menor o igual a ay y la otra que b; es menor o igual a by. Cada
uno de los cuatro valores puede tener dos formas, (now z) o (later z), y las dos pruebas pueden
estar dadas de tres formas distintas: (now z~), (later <) y (Slater’ 1<), salvo por algunas pocas
combinaciones que no son posibles. Esto hace que la prueba tenga muchos casos y explicar uno
por uno sea muy largo y tedioso. Se detallan a continuaciéon algunos lineamientos generales:

= En el caso base se puede observar como, una vez mas, se hace uso del pattern matching en
prefl para unificar variables y resolver, en este caso, la igualdad en el producto cartesiano.
Si se tuviera una igualdad parametrizada para el conjunto A, otra para el conjunto By
otra para A X B, no se podria deducir la igualdad del producto cartesiano a partir de las
igualdades individuales.

» El resto de los casos se resuelve con uno de los constructores no basicos, later o <later', y
una llamada co-recursiva dentro.

= En las llamadas co-recursivas todos los valores que tenfan la forma (later z) se reducen a
(b z), sin importar qué forma tenga la prueba de desigualdad que lo involucra.

= En los casos en los que, por la forma de la prueba de desigualdad, sobra un constructor
later en uno de los lados para poder utilizar la prueba en la llamada co-recursiva, se utiliza
la funcién later™™! para solucionarlo, al igual que en la prueba de compatibilidad del bind.

Queda por demostrar una ultima propiedad para el operador merge: la conmutatividad. Esta
es requerida para que el funtor monoidal agregado a la monada sea simétrico y se demuestra den-
tro del mismo médulo anénimo que la propiedad anterior ya que requiere los mismos conjuntos.
La prueba es bastante simple, el caso base es trivial y los demas casos se resuelven simplemente
utilizando el constructor later con una llamada co-recursiva suspendida dentro. En las llamadas
co-recursivas los términos del tipo (now z) quedan igual y los que tienen la forma (later z) se
reducen a (b z).

merge-comm : (a: A L) — (b: B 1)

— merge a b = bind (merge b a) (A { (a, b) = now (b, a) })
merge-comm (now a) (now b) = now prefl
merge-comm (now a) (later b) = later (& (merge-comm (now a) (b b)))
merge-comm (later a) (now b) = later (2 (merge-comm (b a) (now b)))
merge-comm (later a) (later b) = later (& (merge-comm (b a) (b b)))

Se definen a continuacion las relaciones de igualdad y orden. Estas son extraidas del modulo
Equality utilizando como igualdad subyacente la igualdad proposicional.

2] o V{A} > AL 5 ALl — Set
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=1 {A} = Equality. = {A} =

<L V{A} =2 A1 -5 A1 — Set
<1 {A} =Equality,. < {4} =

Una vez definidas ambas relaciones, se prueba que estas son una relacion de equivalencia
y un orden parcial, respectivamente. Para esto se incluyen del modulo Equivalence las pruebas
refl y trans que prueban la reflexividad y transitividad para ambas relaciones, sym que prueba
la simetria de la igualdad y antisym que prueba la antisimetria del orden. La prueba de que la
bisemejanza fuerte es una relacién de equivalencia es similar a las explicadas en las secciones
anteriores, con la diferencia de que la reflexividad, simetria y transitividad de la igualdad sub-
yacente estan dadas, en este caso, por las pruebas correspondientes de la igualdad proposicional
importadas del médulo Relation.Binary.PropositionalEquality.

open Equivalence using (refl; sym; trans; antisym)

eqxl : V {A} — IsEquivalence (_ =1 {A})
eq=_1 = record
{ refl = refl prefl ;
sym = sym psym tt ;
trans = trans ptrans }

porder<L @V {A} — IsPartialOrder (_ =L {A}) (_ <L {4})
porder<SL {A} = record
{ isPreorder = record
{ isEquivalence = eq1 ;
reflexive = 21 =<1;
trans = trans<_L (trans ptrans) } ;
antisym = antisym<_ antisym }
where
~|=<|:V{4A} - =« {A}= <1 {4}
~ | =<1 (Equality.now nowz~nowy) = Equality.now (psym nowz~nowy)
>~ | =<1 (Equality.later z~y) = Equality.later (¢ (ZL=<1 (b z~y)))

transS_L 1V {A} — Transitive (Equality. > {4} = ) — Transitive (_ <L {A4})
trans< | trans2, ij jk = flip trans> ij jk
antisym<_L :V {A} — Antisymmetric =1 (Equality. =z {4} =)

— Antisymmetric (=1 {A}) (_SL  {4})
antisym<_ antisym=> ij ji = flip antisym= ij ji

La prueba de que la relacién de orden es un orden parcial se realiza respecto de la relaciéon de
igualdad. Esta consta de dos partes: la primera prueba que es un preorden y la segunda agrega la
antisimetria. La prueba de que es un preorden requiere, primero, una prueba de que la relacion
de igualdad es una relacion de equivalencia, para lo cual se utiliza la prueba eq>_l realizada
previamente.

Luego se pide la reflexividad en términos de la relacion de igualdad establecida, es decir
que se pide que la relacion =1 implique la relacién <. Esta prueba estd dada por el término
>~ | =<1. En el caso base la prueba de igualdad esta dada por el constructor Equality.now y una
prueba nowz~nowy de que x = y. Para dar la prueba de la desigualdad, no se da la prueba de
que (now z) < (now y), sino que se prueba que (now y) = (now z), puesto que el menor o igual

~



70 CAPITULO 6. EL CASO DE LA MONADA DELAY

se define en términos del mayor o igual. Por lo tanto, se requiere una prueba de que y = z, la
cual se obtiene aplicando la simetria de la igualdad proposicional a la prueba nowz~nowy. El
otro caso se resuelve co-recursivamente.

La ultima prueba pedida para que la relacion sea un preorden es la transitividad. La prueba
trans, importada del modulo Equivalence, prueba la transitividad para el mayor o igual, es decir
que si z 2 yey 2> zentonces z = z Esto, en términos del menor o igual, es equivalente a decir
quesi y S zy 2z < yentonces z < . Como se puede observar, esto no es exactamente la definicion
de transitividad, puesto que las hipo6tesis deberian estar al revés, lo cual se soluciona aplicando
flip a la prueba de transitividad dada como se realiza en trans< 1.

A la hora de probar la antisimetria, por ultimo, sucede algo similar que hace necesario aplicar
flip a la prueba de antisimetria dada puesto que cambia el orden en que se toman las pruebas
de desigualdad respecto del orden en que se toman los argumentos implicitos, los cuales son los
valores sobre los que se realizan las pruebas de desigualdad. En antisym< | se realiza este cambio
v queda asi concluida la prueba de que la relacién de orden es un orden parcial.

Con todas las demostraciones realizadas hasta esta parte, se puede generar la instancia de
ConcurrentMonad _ |, quedando tnicamente el hueco para la prueba de la ley de intercambio.

open import Structures.ConcurrentMonad hiding (unit; merge)

delayConcurrent : ConcurrentMonad L
delayConcurrent = makeConcurrentMonad
eq=_1
<L
porder< L
now
bind
bind-comp
left-identity
right-identity
bind-assoc
merge
merge-comp
rid
lid
merge-assoc
merge-comm

{1}

A la hora de intentar probar la ley de intercambio, surgen ciertos problemas técnicos. A
continuacién se muestran varias pruebas que se fueron realizando y lemas que se fueron definiendo
en el intento de poder demostrarlo. Estos intentos fueron realizados dentro de un médulo anénimo
que toma como parametros implicitos cuatro conjuntos. Dentro de él se abre el modulo Equality
para tres conjuntos distintos, C, Dy C x D, haciendo los renombres correspondientes. Al igual
que antes también se abren Equality. Rel renombrando el constructor later’ y el médulo Equivalence.

module  {A B C D : Set} where

open Equality {C} =
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renaming (_ = to _=C ; 2 to =C_; now to nowC; later to laterC)
open Equality {D} =

renaming (= to =D ; 2> to 2D ;now to nowD; later to laterD)
open Equality {C x D} = wusing (_2 )

open Equality.Rel renaming (later’ to <later')
open Equivalence

Los primeros tres lemas prueban propiedades bésicas cuya necesidad surgié en el proceso de
intentar probar la ley de intercambio. merge-ext prueba que, si se tienen cuatro valores, ¢; y ¢
de tipo C' L y d; y dy de tipo D L, tales que ¢; =C ¢y y di =D dy, entonces se cumple que
merge ¢; di = merge co da.

~

merge-ext : (¢1 co: CL) (dy do: D L) — (1 =C ¢2) — (di =D dp)
— merge ¢ dy 2 merge co d

merge-ext (now ¢1) (now .¢1) (now dp) (now .dy) (now prefl) (now prefl) = now prefl
merge-ext (now ¢;) (now cg) (later dy) (later dg) pc (later di~dy) =

later (4 (merge-ext (now ¢;) (now ¢3) (b di) (b d2) pe (b di~dp)))
merge-ext (later ¢1) (later ¢a) (now dy) (now ds) (later ci~c2) pd =

later (& (merge-ext (b ¢1) (b ¢c2) (now dy) (now dz) (b c1~ca) pd))
merge-ext (later ¢;) (later ¢2) (later dy) (later dg) (later ¢i~cq) (later di~dy) =

later (& (merge-ext (b ¢1) (b ¢2) (b dy) (b d2) (b e1~ee) (b di~dp)))

Las dos propiedades que siguen prueban que si dos términos son iguales segiin la igualdad
proposicional, entonces deben ser también iguales segtin la bisemejanza fuerte. Se realizan dos
pruebas por separado, una para cada tipo de retorno que fue necesario utilizar ya que la bise-
mejanza fuerte estd nombrada de una manera diferente para cada tipo de retorno.

===C:(ae:Cl) = (a=a) > a=Ca
==2C (now ¢;1) (now .c;)  prefl = now prefl
==2C (later ¢;) (later .c;) prefl = later (f (===C (b ¢1) (b ¢1) prefl))

===pD: (d1 dy : DJ_) — (dl = d2) — di; =D dy
==2D (now d;) (now .dy)  prefl = now prefl
==2D (later dy) (later .dy) prefl = later (f (===D (b dy) (b dy) prefl))

Se muestra a continuacion el intento de prueba de la ley de intercambio, en el cual se utilizan
dos lemas que se describiran luego.

interchange : (a: A L) (b BL)(f:A—- CLl)(¢g:B— D)
— (bind (merge a b) (A { (a, b) — merge (fa) (gb) }))
2 (merge (bind a f) (bind b g))

interchange (now a) (now b) f g = refl prefl
interchange (now a) (later b) f g with f a | inspect f a

| now z | [ eq ] = later (f lema; a bz f g eq)

| later y | [ eq] = later (f lemas a by f g eq)
interchange (later a) b fg={! '}

Si se observa la prueba, se puede ver que en el segundo caso se abre con una sentencia with el
término f a, de manera que se puedan analizar los diferentes resultados posibles de la aplicacion.
Al intentar resolver estos casos, surge un problema ya que Agda no logra unificar, en el primer
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caso, por ejemplo, el término f a con now z. Si bien ambos términos son iguales por definicion de
la expresion with, en el objetivo a demostrar de ese caso aparece, de un lado de la desigualdad,
la expresion f a y, del otro, now z. En el intento de solucionar este problema, se agrega a la
clausula with el término inspect f a que, cuando uno realiza pattern matching sobre el mismo,
da una prueba de que los términos en cuestion son iguales. Asi se crea el lema; en el intento de
demostrar ese caso especifico. En su tipo se puede observar cémo, de un lado de la desigualdad,
aparece el término f a y, del otro, now z, y se pide como argumento una prueba de que estos
dos términos son iguales (segin la igualdad proposicional ya que es lo que provee inspect). En la
prueba del lema; se utilizan los tres lemas anteriores.

lema; : (a: A) (b: o0 (BL)(c: O)(f: A= CL)(9g:B—DL)— (p:(fa)=(now ¢))
— (bind (merge (now a) (b b)) (A { (a, b) — merge (fa) (g b)}))
2> (merge (now c¢) (bind (b b) g))
lema; abcfgpwithb b

. | now b =
merge-ext (f a) (now ©) (g b1) (g br)
(===C(fa) (now ¢) p)) (===D (g b1) (g b1) prefl))
... | later by = later (f lemay a ba ¢ f g p)

lemaz : (a: A) (b:oo (BL))(y:o0(CL)(f:A—CL)(g:B— D)
S (p: (fa) = (later )
— (bind (merge (now a) (b b)) (A { (a, b) — merge (fa) (g0) }))
% (merge (b y) (bind (> b) g))
lemas a by fgpwithb b
| now by with g by
| now b3 =
later! (merge-ext (f a) (later y) (now b3) (now b3) (===C (f a) (later y) p) (refl prefl))
| later by =
merge-comp (b y) (f a) (later by) (later by) (later™?
((IsPartialOrder.reflexive porder<L) (===C (later y) (f a) (psym p)))) (refl prefl)

lemas abyfgp | later bo with b y | inspect b y

lemas a by fgp | later by | now ¢ | [ eq] =
later (# lemag a by (2 now ¢1) f g (ptrans p {! }))

lemas a by fgp | later by | later co | [ eq] = {! 1}

El lemas es también un caso particular de interchange: el caso en que f a da como resultado
later y. En el intento de probar este segundo lema, vuelve a surgir el mismo problema al intentar
inspeccionar con with el término b y. De esta manera, la prueba se empez6 a complejizar cada
vez mas, evidenciando limitaciones en el uso natural de la notaciéon musical para coinduccion.

Luego de batallar bastante, se obtuvieron los siguientes ejemplos en los cuales se puede
observar el problema real de fondo.

=th:V{S:Set} - (s:SL) = (b (t9)=s
=tb s = prefl
=bf:V{S:Set} = (s:00(SL) = (H(s)=s
=bt s = {! prefl I}

===V {S:Set} = (s15:95L) = s =8 —(i5)=(1s)
==f= s .81 prefl = {! prefl 1}
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El primer lema, =fb, prueba que los operadores » y # son opuestos en el sentido de que si se
tiene un s: S 1, se lo suspende con 7y luego se lo desencapsula con b, se obtiene como resultado
el término inicial. La prueba de este lema es trivial. Al intentar probar el lema complementario,
=b#, que toma un s: oo (S L) y postula que (7 (b s)) = s, surgen los problemas. Agda no acepta
la prueba trivial y, al observar el tipo objetivo de la prueba en el modo interactivo, aparece lo si-
guiente: Instances.ConcurrentMonad.f-54 s = s . Se evidencia, entonces, que hay problemas a la
hora de igualar elementos construidos con 1. Més atin, en el tercer lema, ===, se intenta probar
que si se tienen dos términos, s; y sz, que son iguales segiin la igualdad proposicional, entonces
los resultados de aplicar 7 a ambos términos también son iguales segin la misma igualdad. Una
vez mas Agda no acepta la prueba trivial y el tipo objetivo que se observa en el modo interactivo
es: Instances.ConcurrentMonad.f-56 s; s; = Instances.ConcurrentMonad.f-57 s; s; . Con estos
ejemplos se evidencia que esta notaciéon, en particular el operador f, tiene limitaciones para de-
ducir la igualdad de los términos, es como si hubiera diferentes tipos de f, con diferentes nimeros
cada uno.

6.5. Reduciendo el problema a los conaturales

Los niimeros conaturales pueden verse como una version simplificada del tipo delay en la que
no hay un tipo de retorno, o bien, este tipo es T, el cual tiene un tnico habitante [Gon21, pag.
5]. Asi, cada constructor later se corresponderia con un constructor suc.

A raiz de las dificultades encontradas en el intento de probar la ley de intercambio para la
moénada delay, se decidié simplificar el problema e intentar probar la ley de intercambio para los
nimeros conaturales, en este caso la ley a demostrar seria la ley de intercambio de los monoides
concurrentes. El objetivo de esta simplificacion es ver si el problema para reconocer términos
iguales se debe al valor que (posiblemente) retornan los términos de tipo A L o si el problema
esta en el soporte para coinduccién utilizado.

6.5.1. Definicion de los conaturales con notacién musical
En la seccién 4.4.1 se introdujo la siguiente definicién para los niimeros conaturales:

data CoN : Set where
zero : CoN
suc : oo CoN — CoN

Se definen para el tipo dado dos relaciones: una de igualdad, a la cual se la llamaré biseme-
janza, y la otra de orden. Como se puede observar, estas relaciones se definen de manera analoga
a las relaciones de bisemejanza fuerte y desigualdad definidas para el tipo delay.

data _~ :CoN — CoN — Set where
Zero : zero /= zero

suc:V{mmn} — oo (b mabn) = suc m=asucn

data 2 : CoN — CoN — Set where
ZEro : zero 2 zero
suc :V{mn} — oo (b m=5n) — suc m 2 sucn
sucl :¥V{mmn} = (bm)=n—sucm>n
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A continuacion se prueba que la relaciéon de igualdad definida es una relacion de equivalencia,
es decir que es reflexiva, simétrica y transitiva. Las demostraciones de tales propiedades son
bastante simples, los casos base son triviales y los demés se resuelven mediante co-recursion.

reflx : {n: CoN} - n~n
reflx {zero} = zero
refl {suc z} = suc ( reflx)

sym~:{mmn:CoN} - m~n—n~xm
SymAs zero = zero
sym~ (suc p) = suc (£ (sym= (v p)))

transx : {mmno:CoN} = m~n—=>n~co—>m~=o
transa zero  zero = zero
trans/ (suc p) (suc ¢q) = suc (f (transx (b p) (v q)))

eq~ : IsEquivalence ~
eqr = record { refl = reflx
; sym = sym=s
; trans = transx }

Siendo la igualdad una relacién de equivalencia, se prueba seguidamente que la relacién de
orden es un orden parcial respecto de la bisemejanza. Para ello se definen algunos operadores que
facilitan la manipulacién de los constructores suc. La funcién suc'™! es la inversa del constructor
suc’ y sirve para quitar un constructor suc del lado derecho de la desigualdad. La funcién suc™*
es la inversa del constructor suc de la desigualdad y quita un constructor de ambos lados de la

misma. Por tltimo, Zsuc demuestra que, para cualquier valor n de tipo oo CoN, suc n 2 b n.

refl> : {nm:CoN} = n~m—n2m
refl> zero = zero
refl> (suc man) = suc (§ (refl> (b man)))

suc™l :V {m} {n:00CoN} - m=sucn—m=bn
suc™?! (suc p) = suc (b p)

suc™?! (suc! H) = suc! (suc™! H)

sucl iV {m} {n:00 CoN} = sucm>sucn—bm=bn
suc! (sucz) =bHux
suc'! (suc! H) = suc™t H

Zsuc: {n:o00 CoN} —sucn=>bn
>suc = suc (refl> refla)

trans>zero : {m n: CoN} — m = n — n = zero — m 2 zero

trans>zero zero  zero = zero

trans>zero (suc p) (suc’ q) = suc! (trans>zero (b p) q)
trans>zero (suc’ p) ¢ = suc! (trans>zero p q)
mutual

trans>suc : V {m n: CoN} {o} = m 2 n— n > suc o — m 2> suco
trans>suc (suc p) ¢ = suc (¢ trans> (b p) (suc! q))
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trans>suc (suc’ p) ¢ = suc (7 (trans> p (suc™?! q)))

trans> : {mnp:CoN} > mZn—n=p—>m2p
trans> {p = zero} p g = trans>zero p ¢
trans2 {p = suc z} p ¢ = transZsuc p ¢

antisym> :V{mn:CoN} = m=Zn—-n=2m— m=n

antisym2 zero zero = zero
(¢ (antisymz (b mzn) (> nZm)))

suc! n>suem) = suc (# antisym> (b m>n) (trans> n>sucm >suc))
(4
(4

(
(

antisym2 (suc m2>n) (suc nzm) = suc

antisym=> (suc m2>n) (

antisym> (suc! m>sucn) (suc n>m) = suc (4 (antisym2 (trans2> mZsucn Zsuc) (b n=>m)))
( (

antisym> (suc! m2>sucn) (suc’ n=>sucm) = suc (4 (antisym> (trans> m>sucn >suc)

(
(

trans> n2sucm 2suc)))

partial> : IsPartialOrder ~ >

~

partial> = record { isPreorder = record { isEquivalence = eq=
; reflexive = refl>
; trans = trans> }
; antisym = antisym> }

La prueba de transitividad es la tnica que tiene una dificultad un poco mayor ya que se
defini6 en tres partes. transZ>zero prueba la transitividad para el caso en que el elemento méas
pequetio es zero. Esta tiene pocos casos y se define co-recursivamente. Luego estan transZsuc
y trans2 que son mutuamente co-recursivas. La primera prueba el caso particular en el que el
elemento mas chico es sucesor de algin contimero y la segunda es la prueba general, la cual
utiliza las dos anteriores. Son mutuamente co-recursivas puesto que para probar transZsuc se
necesita también utilizar trans2.

Por ultimo, se definen las dos operaciones que forman las estructuras monoidales de CoN
junto con el neutro zero.

= max se define como el maximo de dos contimeros y es la versién simplificada del operador
merge definido para el tipo delay. Esto se puede notar ya que en merge, en el caso de
tener dos valores de la forma (later z), el resultado se construye con un sélo later y ambos
términos reducidos dentro de la llamada co-recursiva. Se puede pensar que el resultado de
aplicar merge es el par de los valores de retorno de sus argumentos con una cantidad de
constructores later equivalente al maximo de las cantidades que tenia cada argumento.

= sum calcula la suma de dos contiimeros. En este caso, a diferencia de max, todos los cons-
tructores suc persisten. En el caso de que ambos contimeros sean de la forma (suc z), el
resultado consta de dos constructores suc consecutivos y dentro de ellos la llamada co-
recursiva con ambos numeros reducidos. Aunque es un poco més dificil ver el paralelistmo,
esta funcion se corresponde con el operador bind definido para el tipo delay. Si se observa
su definicién, se puede ver que la funcién f queda intacta hasta el caso en el que el primer
argumento es de tipo (now z), en el cual se aplica al valor z. Si se piensa el comportamiento
global de la funcion, la cantidad de constructores later que tiene el resultado de aplicar
bind, es la suma de la cantidad que posee el primer argumento y la cantidad que posee f z.
Todos los later de f 2 quedan dentro de los del primer argumento.

max : CoN — CoN — CoN
max zero n =n

max (suc m) zero = suc m
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max (suc m) (suc n) = suc (1 (max (b m) (b n)))

sum : CoN — CoN — CoN

sum zero  n =n

sum (suc m) zero = suc m

sum (suc m) (suc n) = suc (¢ (suc (& (sum (b m) (b n)))))

6.5.2. ;Se puede probar la ley de intercambio?

Contando con las definiciones basicas introducidas en la secciéon anterior, se analiza la prueba
de la ley de intercambio para los ntimeros conaturales. En ella se utilizan varios lemas cuyas prue-
bas se encuentran en el Apéndice A.2. Se listan a continuacién soélo los tipos de las propiedades
que se utilizan.

n ==2>:{ng no: CoN} = ng =ng = ny = no

prueba que la desigualdad es reflexiva respecto de la igualdad proposicional.
» sumzerog : {m : CoN} — sum m zero 2 m

prueba que sumar zero a un contimero m es mayor o igual a m.
w 2sum : {my; mg ng ng : CoN} = my 2 mg — ny 2 ng — sum my ng 2 sum mg ng

prueba que la suma es compatible con la relaciéon de orden.

» Zmax: {mg my ny ng : CoN} = my 2 mg — ny = ng — max my ny = max mg 7

~ ~ ~

prueba que el operador max es compatible con la relacién de orden.

En el siguiente codigo se puede observar el esqueleto de la prueba de interchange en el cual
muchos casos estéan resueltos de manera trivial. Algunos de los demas casos se pueden probar
mediante el uso de lemas extra pero, para este analisis, se centrara el foco en los ultimos dos
€asos.

interchange : (a b ¢ d: CoN) — (sum (max a b) (max ¢ d)) = (max (sum a ¢) (sum b d))
interchange zero  zero  zero  zero = zero

interchange zero  zero  zero  (suc d) = refl> reflx~

interchange zero  zero  (suc ¢) zero = refl> reflx

interchange zero  zero  (suc ¢) (suc d) = suc (f refl> reflx)

interchange zero  (suc b) zero  zero = suc (f refl> reflx)
interchange zero  (suc b) zero  (suc d) = suc (4 (suc (4 refl> refl=)))
interchange zero  (suc b) (suc ¢) zero = {1}

interchange zero  (suc b) (suc ¢) (suc d) = {! 1}

interchange (suc a) zero  zero  zero = refl> reflx~

interchange (suc a) zero  zero  (suc d) = {! I}

)

(suc a)
interchange (suc a) zero  (suc ¢) zero = suc (f# (suc (f refl> reflx)))
interchange (suc a) zero  (suc ¢) (suc d) = suc (£ {! '})
interchange (suc a) (suc b) zero  zero = suc (f refl> reflx)
interchange (suc a) (suc b) (suc ¢) zero = {l'1}
interchange (suc a) (suc b) zero  (suc d) with b a | inspect b a
.| zero | [ eq] = suc (f trans2 (suc (% (transZ (Zsum (Zmax (=== eq) (refl> reflx)

)
(refl= reflx)) (reflZ reflx)))) (Zmax (=== (sym eq)) (refl> reflx)))
.. |'sucay | [ eq] = suc (# (transZ (suc (¢ (transz (Zsum (Zmax (==2 eq) (refl> reflx))
(refl> reflx)) (transZ ((Zsum {max (suc a1) (b b)} {max (b a1) (b )}
(Zmax {suc a1} {» a1} (Zsuc) (refl reflx)) (refl> reflx)))
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(transZ> (interchange (b ay1) (b b) zero (b d)) (Zmax {(sum (b a1) zero)}
{(b a1)} sumzeroy (refl> reflx))))))) (Zmax (=== (sym eq)) (refl= reflx))))
interchange (suc a) (suc b) (suc ¢) (suc d) = suc (4 (suc (¢ (interchange (b a) (b b) (b ¢) (b d)))))

En el pentiltimo caso se puede observar que el problema para reconocer términos iguales
cuando se utiliza la estructura with persiste, atin eliminando los tipos de retorno. Una vez mas,
uno se ve obligado a utilizar la clausula inspect para “obligar” a Agda a notar que dos términos
son iguales por definicion. Esto hace, ademas, que la prueba sea mucho mas larga de lo necesario,
puesto que hay que incluir muchas veces un conector trans2> extra que agrega una prueba mas
sblo para que se unifiquen términos iguales. Aun haciendo todas las pruebas necesarias, surge
otro problema: a la hora de realizar la llamada co-recursiva, Agda lanza un error que dice que
fallo el chequeo de terminacion, atn cuando la llamada esta suspendida dentro de un operador
1y todos los términos se reducen (salvo zero que es el caso base), por lo que uno pensaria que
la prueba si es productiva. Esto mismo sucede en el altimo caso, el cual se resuelve simplemente
utilizando dos constructores suc y dentro la llamada co-recursiva en la cual todos los términos
se reducen.

Esta falla en el chequeo de terminacion se repiti6 en varios lemas que fueron parte de diferentes
intentos realizados para demostrar interchange. Llamadas que parecen productivas y validas no
pasan el chequeo. Como ejemplo basico de una propiedad que, intuitivamente, deberia poder
demostrarse sin problemas, se presenta el caso de Zzero que postula que cualquier conimero es
mayor o igual a zero. Una vez mas, la prueba de este lema no pasa el chequeo de terminacion.

zzero : (n: CoN) — n 2 zero
>zero zero = zero
>zero (suc n) = suc' (Zzero (b n))

Dada la dificultad de reconocimiento de términos iguales y el problema con el chequeo de
terminacion, se decidié después de muchos intentos, idas y vueltas, descartar la notaciéon musical
como soporte para coinduccién.

6.6. Cambio de paradigma: sized types

Luego de descartar la notacién musical como soporte para la coinduccion, los sized types
fueron la opcién elegida ya que ya existen formalizaciones de la ménada delay y los conaturales
que utilizan esta codificacion para la coinduccion [Dan17, Dan18]. Como se introdujo en la seccion
4.4.2, estos poseen indices que ayudan en el chequeo de terminacion, por lo que el objetivo de
esta seccion es ver si los problemas con tal chequeo encontrados en la notaciéon musical estéan

presentes también en esta notaciéon o no.

En caso de que no se presenten dificultades con la notacién, se intentaréd demostrar que los
ntmeros conaturales forman un monoide concurrente con la suma y el méaximo, demostrando
la ley de intercambio para este conjunto que es una version simplificada del tipo delay. La
implementacién de niimeros conaturales que se presenta a continuaciéon esta basada en el modulo
Conat definido por Danielsson [Danl18].


https://www.cse.chalmers.se/~nad/publications/danielsson-definitional-interpreters-looping/Conat.html
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6.6.1. Definicién de los conaturales utilizando sized types

En la seccién 4.4.2 se definieron los nameros conaturales utilizando sized types de la siguiente
manera:

mutual

data Conat (i : Size) : Set where
zero : Conat ¢
suc : Conat’ ¢ — Conat ¢

record Conat’ (7 : Size) : Set where
coinductive
field
force : {j : Size< i} — Conat j

open Conat’ public

Esta definicién consta de dos partes mutuamente recursivas que trabajan juntas para asegurar
la terminacion de los programas, tal como se explicé cuando se introdujo esta definicion. En
general muchas de las definiciones sobre este tipo de dato se daran de la misma manera.

Antes de pasar a definir las relaciones entre numeros conaturales, se definen dos operaciones
que seran de utilidad mas adelante. La primera de ellas es pred, la cual calcula el predecesor de
un conimero, donde el predecesor de zero es si mismo y el predecesor de cualquier otro conimero
se calcula quitando un constructor suc.

pred : V {i} {j: Size< i} — Conat 7 — Conat j
pred zero = zero
pred (suc n) = force n

La segunda funcion que se define es una conversion de nimeros naturales a ntiimeros conatu-
rales. Esta funcion se define, al igual que el tipo Conat, en dos partes mutuamente recursivas.

mutual

T 7V {1} - N— Conat i
T zero ' = zero

Csucn '=suc™n™

r 7.V {i} - N— Conat’' i

force™n V=" p7

Se define ahora, entonces, la primera de las relaciones entre contimeros: la bisemejanza. Esta
relacion esta dada también en dos partes y se define tinicamente para nimeros de tipo Conat oo

que son los contimeros completamente definidos. La segunda definicion, [ ]~/

_, estd dada por
un tipo record coinductivo que tiene un tnico campo: force. Dados un tamano ¢y dos contimeros
m 'y n de tipo Conat oo, este campo da una prueba de que m y n son iguales segtn la primera

definicion ([ ] ~ ) para un tamafio j menor a .

La primera definiciéon, [ | ~ | est4d dada por un tipo data y consta de dos constructores.
zero postula que zero es igual a si mismo. Por otra parte, suc dice que, dados m, n : Conat oo, si
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se tiene que force m y force n son iguales segin la segunda definicién para un cierto tamafio 4,
es decir que son iguales segin la definicion actual para un tamano j menor a 4, entonces suc m
y suc n son iguales en la primera relacion para el indice 4.

mutual
infix4 [ ] ~ [ ] ~_

data [ ] ~_ (i: Size) : Conat co — Conat oo — Set where
zero : [ ] zero ~ zero
suc :V{mn} — [ i] force m ~' force n — [ i] suc m ~ suc n

record [ | ~' (i: Size) (m n: Conat o) : Set where
coinductive
field
force : {j: Size< i} = [j] m~n

open [ ] ~/

_ public

La bisemejanza es una relacion de equivalencia, es decir que es reflexiva, simétrica y transitiva,
tal como se muestra en los lemas que siguen. Estas demostraciones se resuelven todas de la
misma manera: el caso base se prueba con el costructor zero y el caso coinductivo se prueba con
el constructor suc y una llamada co-recursiva dentro.

reflexive-~ VvV {i} n —[i]n~n
reflexive-~ zero = zero
reflexive-~ (suc n) = suc A { .force — reflexive-~ (force n) }

symmetric-~ :V{imn} = [i]m~n—[i]n~m
symmetric-~ zero = zero
symmetric-~ (suc p) = suc A { .force — symmetric-~ (force p) }

transitive-~ :V{imno} = [i]m~n—=[i]n~o—[i]m~o
transitive-~ zero zero = zero
transitive-~ (suc p) (suc ¢q) =

suc A { .force — transitive-~ (force p) (force ¢q) }

Es el turno ahora de definir la relacion de orden, la cual estd dada también en dos partes
y se define solo para los contimeros completamente definidos (Conat o). Al igual que para la
bisemejanza, la segunda definicién da, para un cierto tamano 7 y conimeros m, n, una prueba

de que m es menor o igual a n segin la primera definicién pero para un tamano j menor a .

La primera definicion, la cual es la principal, tiene dos constructores. El constructor zero
postula que para cualquier contimero n, zero es menor o igual a n para el tamano dado i. El
constructor suc, dada una prueba de que force m es menor o igual a force n segin la segunda
definicion, es decir que es menor o igual segin la definicion actual pero para un tamano j menor
a i, asegura que suc m es menor o igual a suc n para el tamano 1.

mutual

infix 4[] < [ ] <
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data [ ] < (i: Size) : Conat oo — Conat oo — Set where
zero :V {n} — [i] zero < n
suc :V{mmn} — [ i] force m <’ force n — [ 4] suc m < suc n

record [ ] <’ (i: Size) (m n: Conat c0) : Set where
coinductive
field
force : {j: Size< i} = [j]lm<n

open [ ] <’ public

Esta relacion es un orden parcial, es decir que es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Se
prueban a continuacién estos tres lemas. La reflexividad esta dada respecto de la igualdad pro-
posicional, mientras que la antisimetria se prueba respecto de la bisemejanza. Las tres pruebas
se resuelven sin dificultades.

reflexive-< . V{i} n—[i]n<n
reflexive-< zero = zero
reflexive-< (suc n) = suc A { .force — reflexive-< (force n) }

transitive-< :V{imno} —w[i]lm<n—=[i]n<o—[i]lm<o
transitive-< zero = zero
transitive-< (suc p) (suc ¢) =

suc A { .force — transitive-< (force p) (force q) }

antisymmetric-< :V{imn} > [i]m<n—[i]ln<m—=[i]m~n
antisymmetric-< zero zero = zero
antisymmetric-< (suc p) (suc q) =

suc A { .force — antisymmetric-< (force p) (force ¢) }

Para probar que el orden es un orden parcial respecto de la bisemejanza falta un ingrediente
més: la reflexividad respecto de la bisemejanza. Es decir que la relacion de bisemejanza implica
la relacién de orden. Se prueba este lema a continuacion:

~—=<V{imn} =[i]m~n—>[i]m<n
~—< zero = zero
~—< (suc p) = suc A { .force - ~—< (force p) }

Luego de dar las definiciones béasicas se demuestran tres lemas elementales en relaciéon al
orden que seran de utilidad para las pruebas que se llevaran a cabo mas adelante. El primero de
ellos postula que, para cualquier n : Conat’ co y tamano i, force n es menor o igual a suc n para
el tamano . Para esta prueba es necesario utilizar la funciéon helper que toma un contimero m y
una prueba de que m = force n y hace la demostracion valiéndose de esta prueba. Esto se debe
a que en esta notacion también hay un pequefio conflicto para unificar términos (en este caso
con el campo force), pero se puede solucionar sin mayores dificultades y no vuelve a repetirse
este problema en ninguna de las demostraciones que siguen.

<suc:V {in} — [i] force n <sucn
<suc = helper _ refl

where
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helper : V {i} m {n} - m=forcen —[i] m<sucn
helper zero = zero
helper (suc m) 1+m= = suc A\ { .force {j = j} —

subst ([j] <) 1+m= <suc}

El segundo lema también tiene que ver con la relacion entre force y suc. En este caso, para
cualesquiera m : Conat oo, n : Conat’ co e i : Size, se prueba que si se tiene una prueba de que
[ i] m < force n, entonces m es menor o igual a suc n para el mismo tamano 7. El caso base de
esta prueba se da con el constructor zero. En el otro caso se utiliza el constructor suc y dentro
la propiedad transitiva entre el lema anterior (que prueba que [ j| force m < suc m) y (force p)
(que prueba que [ j] suc m < force n).

<-step:V{mni} - [i]m< forcen—[i] m<sucn
<-step {zero} = = zero
<-step {suc m} {n} p =suc \ { .force — transitive-< <suc (force p) }

Por ltimo, el tercer lema que se prueba indica que el predecesor de un contimero es menor

o igual a dicho contmero. Esta prueba se resuelve utilizando también el lema <suc.

pred< : ¥V {im} — [i] pred m < m
pred< {i} {zero} = zero
pred< {i} {suc m} = <suc

Antes de intentar demostrar la ley de intercambio y dar la instancia de ConcurrentMonoid
para el tipo Conat oo, es importante saber si esta representacion tiene también problemas con el
chequeo de terminacion o no. Si bien no se puede asegurar por completo, es deseable corroborar,
al menos, el ejemplo dado para la notacién musical. En este caso, la prueba de que todo coniimero
es mayor o igual a zero estd dada por la definicién de la relaciéon de orden. Uno podria pensar,
entonces, que la forma de dar tal definicién influye en el desarrollo de las demostraciones a
realizar. Para refutar esto, se muestra una definicion alternativa de la relacion de orden, la cual

es analoga a la utilizada en la notacién musical.
mutual
infix4[ ] C [ ] C

data [ ] T (i: Size) : Conat co — Conat oo — Set where
zero : [ ] zero C zero
sucr :V{mn} = [i] mC forcen— [i] mCsucn
suc :V{mmn} — [i] force m C’ force n — [ i] suc m C suc n

record [ ] T’ (i: Size) (m n: Conat o) : Set where
coinductive
field
force : {j: Size< i} - [j] mCn

open [ ] C' public
Usando esta relacion alternativa, se prueba a continuacién que zero es menor o igual a todo

conumero, prueba que se puede hacer sin problemas gracias a los indices que ayudan en el chequeo
de terminacion.
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zeroC :V{i} n—[i]zeroC n
zeroC zero = zero
zeroC (suc H) = sucr A { .force — zeroC (H .force) }

Maés atn, se puede probar que ambas relaciones de orden son equivalentes.

C=<:V{}{nm}—=[i]lnCm—=[i]nm

L=< zero = zero

C=< {n = zero} {m = suc m} (sucr H) = zero

C=< {n = suc n} {m = suc m} (sucr H) = suc \ { .force — transitive-< <suc (E=< (H .force)) }
C=< (suc H) = suc A { .force {j} — C=< (force H) }

<sC:vV{}{nm}—-[i]ln<m—=[i]nCm
<=-C {n} { zero} zero = zeroC
<=L {n} {.(suc )} (suc H) = suc A { .force = <=C (H .force) }

Se utiliza entonces la primera por cuestiones de practicidad.

6.6.2. Prueba de que los conaturales forman un monoide concurrente

Una vez definidos los ntimeros conaturales y sus relaciones, y con bastante seguridad de que
esta notaciéon no generaré tantos conflictos como la primera, se procede a demostrar que los co-
numeros forman un monoide concurrente. Para comenzar, se define la operacion correspondiente

a la suma como sigue:
infixl 6+

_+_ ¥ {i} — Conat i — Conat 7 — Conat i
zero + n=mn
suc m + n = suc A { .force — force m + n }

La suma junto con el valor especial zero forman una estructura monoidal. Es decir que zero
es neutro a izquierda y derecha de la suma y que, ademaés, la suma es asociativa. Estas tres
propiedades se demuestran sin mayores dificultades.

+-left-identity : V {i} n = [i] zero + n~ n
+-left-identity = reflexive-~

+-right-identity : V {i} n — [i] n+ zero ~ n
+-right-identity zero = zero
+-right-identity (suc n) = suc A { .force — +-right-identity (force n) }

+-assoc:Vm{noi} > [i]m+ (n+0)~(m+n)+ o
+-assoc zero = reflexive-~
+-assoc (suc m) = suc A { .force — +-assoc (force m) }

Se prueba a continuacion la compatibilidad de la suma con la relacién de orden, es decir que
la suma es monoétona respecto de <. Para ello se prueba antes un lema que indica que un nimero
siempre es menor o igual a si mismo sumado con otro. En la prueba de _max-mono_ sélo se
requiere dicho lema con la suma a uno de los lados, se prueba también su simétrico ya que seré
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utilizado mas adelante. Estos dos lemas no podian probarse para la notaciéon musical puesto que
fallaba el chequeo de terminacién, con sized types no se tiene este problema.

infix 6 +-mono__

m<m+n:V{mni} > [i]m<m+n
m<m+n {zero} {n} = zero
m<m+n {suc m} {n} = suc (A { .force - m<m+n })

m<n+m:V{imn} = [i]m<n+m
m<n+m {n = zero} = reflexive-<
m<n+m {n = suc n} = <-step A { .force - m<n+m }

_4-mono_ YV {img mo my no} —

[i]m <mg = [i]n <ng—[i]m +n <me+ ny
_4-mono__ {my = my} {ma} {n1} {ne} zero ¢ = transitive-< ¢ m<n+m
suc p +-mono ¢ = suc A { .force — force p +-mono ¢ }

La compatibilidad de la suma con el orden se prueba por coinduccioén en el primer argumento:
my < ms. En el caso base, cuando esta prueba esta dada por el constructor zero, se tiene que
my = zero, por lo que lo se quiere probar es que n; < mg + ng. Se utiliza primero el argumento
q para probar que n; < mo y luego el lema m<n+m para probar que ny < ms + no, uniendo
ambas pruebas con la transitividad de <.

El caso en el que el primer argumento es suc p, se tiene que my = suc mj, mg = suc mh y
p: [ 1] force m) <’ force mj. El objetivo es probar que [ i | suc A { .force — force m} + ny } <
suc A { .force — force m4 + ne }. Quitando el constructor suc a ambos lados (lo cual se realiza
al aplicar en la prueba el constructor de la desigualdad que tiene el mismo nombre) queda por
probar que [ j| force my + ny < force mf, + ng, para algin j menor a . Esta tltima prueba es
el resultado de aplicar _+-mono__ a force py g¢.

Terminadas las propiedades respectivas a la suma, se pasa a definir el operador max. Para
evitar tener tres casos en la definicion como se tenia en la notaciéon musical, se agrupan los
altimos dos en uno so6lo. El maximo entre (suc m) y n se define como el sucesor del maximo
entre (force m) y (pred n). Al aplicar el predecesor al segundo argumento lo que se hace es
unificar el caso en que n = zero y el caso en que n = suc n’. En el primer caso, la funcién pred
no hace nada y se obtiene el sucesor del maximo entre (force m) y zero, al igual que se definio
para la notacion musical. En el segundo caso, aplicar el predecesor quita un constructor suc al
segundo argumento, lo cual se condice con el comportamiento que se tenia en la notaciéon musical
donde, cuando ambos contimeros eran sucesores de otros, se dejaba un tnico constructor suc y
se reducian ambos argumentos en la llamada co-recursiva.

max : V {i} — Conat i — Conat ¢ — Conat ¢
max zero n = n
max (suc m) n = suc A { .force — max (force m) (pred n) }

El operador max junto con el valor especial zero deben formar también una estructura mo-
noidal. Se prueban a continuacién ambas identidades de forma muy simple.

max-left-identity : V {i} n — [ ] max zero n ~ n
max-left-identity = reflexive-~
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max-right-identity : V {i} n — [ 7] max n zero ~ n
max-right-identity zero = zero
max-right-identity (suc n) = suc A { .force — max-right-identity (force n) }

Para demostrar la asociatividad del operador max, se necesitan dos lemas extra:

= max-cong VYV {imy mgm me} = [i]mi~mg—[i]ln~ng—[i] max my ng ~
max mg ny que prueba que el operador max es compatible con la bisemejanza

» y pred-max : V {i} m n — [ i] max (pred m) (pred n) ~ pred (max m n) que prueba que el
maximo de los predecesores es igual al predecesor del maximo.

Las demostraciones de estos lemas se encuentran en el apéndice A.3 para no extender demasiado

esta seccion.

max-assoc : V {i} n m o — [ 4] max (max n m) o ~ max n (max m o)

max-assoc zero m o = reflexive-~ (max m o)

max-assoc (suc n) m o = suc A { .force — transitive-~ (max-assoc (force n) (pred m) (pred o))
(reflexive-~ (force n) max-cong pred-max m o) }

Se prueba max-assoc por coinduccién en el primer argumento. En el caso en que n = zero,
el objetivo pasa a ser probar que [ ¢ ] max m o ~ max m o, puesto que max zero m = m
y max zero (max m o) = max m o. Luego se resuelve ese caso mediante la reflexividad de la
bisemejanza.

En el segundo caso el objetivo es ver que: [ ¢ ] max (max (suc n) m) o ~ max (suc n) (max m o).
O lo que es equivalente:

[ 7] max (suc A { .force — max (force n) (pred m) }) o ~
suc A { .force — max (force n) (pred (max m o)) }

Aplicando el max de afuera en el lado izquierdo se obtiene:

[ ] suc A { .force — max (force A { .force — max (force n) (pred m) }) (pred o) } ~
suc A { .force = max (force n) (pred (max m o)) }

Al aplicar en la prueba suc A { .force — ... } se quita esta construccion a cada lado de la igualdad.
El nuevo objetivo es probar que:

[ 7] max (max (force n) (pred m)) (pred o) ~ max (force n) (pred (max m o))

Se resuelve esta prueba utilizando transitive-~ entre (max-assoc (force n) (pred m) (pred 0)) que
prueba: [ j ] max (max (force n) (pred m)) (pred 0) ~ max (force n) (max (pred m) (pred o)) y
__max-cong__ aplicado a reflexive-~ (force n) que deja el primer argumento como esté y pred-max
que cambia (max (pred m) (pred o)) por (pred (max m 0)).

Se presenta a continuaciéon la funciébn max-mono_, la cual, andlogamente a _+-mono_,
representa la compatibilidad del operador max con la relaciéon de orden. También de manera
similar a lo ocurrido con _+-mono_, para demostrar este lema se requiere de un lema extra,
"<max, similar a m<n+m, que postula que un conimero siempre es menor o igual al maximo
entre él mismo y otro. Se prueba también su lema simétrico,  <max, el cual es analogo a m<m-n,
ya que también sera necesario en la prueba de la ley de intercambio. Ambos lemas se demuestran
sin dificultades de manera co-recursiva.
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I<max:V{i} mn—[i]m<maxmn
I<max zero = zero
I<max (suc m) n = suc A\ { .force — !<max (force m) (pred n) }

"<max:V{i} mn—[i]n<maxmn

"<max zero _ = reflexive-<

"<max (suc ) zero = zero

"<max (suc m) (suc n) = suc A { .force — "<max (force m) (force n) }

infix 6 _max-mono__

_max-mono__ : ¥V {imy mg ny na} —

[i]me <mg —=[i]n <ng—[i] maxmy ng < max mg ng
_max-mono__ {my = my} {ma} {m} {na} zero ¢ = transitive-< ¢ ("<max my ny)
suc p max-mono zero = suc A { .force — (force p) max-mono zero }
suc p max-mono suc ¢ = suc A { .force — (force p) max-mono (force q) }

La demostraciéon de _max-mono_ es andloga a la de _+-mono_, con la tnica diferencia
de que se separa en casos el segundo argumento cuando el primero tiene la forma (suc n). En
ambos casos la prueba se resuelve con un constructor suc y dentro una llamada co-recursiva, en
el primer caso el segundo argumento de dicha llamada es la prueba zero y en el otro es la prueba
del segundo argumento de la llamada actual quitdndole un constructor suc.

Queda una propiedad més por probar para el operador max: la conmutatividad. Dicha pro-
piedad es requerida para que los conaturales formen un monoide concurrente. En el caso en que
ambos conimeros son zero, la prueba es trivial. Cuando uno de los dos es zero y el otro tiene
la forma (suc z), el resultado de max zero (suc z) es, por definicién, (suc z) y se usa el lema
max-right-identity para demostrar que max (suc z) zero tiene el mismo resultado. Cuando ambos

argumentos estan formados por un constructor suc, se resuelve co-recursivamente.

max-comm : ¥ {i} nm — [ i] max n m ~ max m n

Max-Comm Zero zero = zero

max-comm zero (suc m) = suc A { .force — symmetric-~ (max-right-identity (force m)) }
max-comm (suc n) zero = suc A { .force — max-right-identity (force n) }

max-comm (suc n) (suc m) = suc A { .force — max-comm (force n) (force m) }

Queda por demostrar unicamente la ley de intercambio, la cual esta representada por la
funcion interchange. Esta prueba tiene muchos casos y cada uno de ellos es considerablemente
extenso. Es por esto que se presentaran en esta seccion solo tres de esos casos, la prueba completa
puede encontrarse en el apéndice A.4.

Para poder demostrar los casos que se exponen a continuacién, se requieren algunos lemas
extra que no fueron demostrados o mencionados anteriormente. Se lista a continuacién el tipo
de los mismos para que la prueba pueda comprenderse. Las demostraciones se encuentran en el
apéndice A.3 para no extender demasiado esta seccion.

» +-comm :V m{ni} - [i] m+ n~ n+ mprueba la conmutatividad de la suma.
» max<+:V {immn} —[i] max m n < m + n prueba que el maximo de dos contimeros es

menor o igual a su suma.

El tipo de la funcion interchange postula que, dados cuatro contumeros a, b, ¢y d, el maximo
de las sumas (a + b) y (¢ + d) es menor o igual a la suma de los méaximos (max a ¢) y (max b d).
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Intuitivamente tiene sentido ya que, en el primer caso, se toma la suma que sea mas grande,
pero en el segundo, se toman los maximos sumandos para cada lado de la suma, permitiendo
combinar el primer sumando mas grande con el mayor segundo sumando aunque estos estén en
distintas sumas en el lado izquierdo de la desigualdad. Este razonamiento fue el que llevo a elegir
la orientacién de la desigualdad en la formalizaciéon tanto de los monoides concurrentes como las
moénadas concurrentes.

interchange : V{i} abcd—[i] max (a + b) (¢ + d) < (max a ¢) + (max b d)

= El primer caso que se expone es aquel en el que tanto a como ¢ son zero. by d pueden ser
cualquier coniimero. Este es el caso mas basico de todos.

interchange {i} zero b zero d = reflexive-< (max b d)

Por definicién se tiene que zero + b = by zero + d = d. Luego el lado izquierdo se reduce
a max b d. Por otro lado, max zero zero = zero y, por lo tanto, max zero zero + max b d = max
b d. Como el resultado a ambos lados es el mismo, el primer caso se prueba de forma trivial
utilizando la reflexividad de la desigualdad.

= Se analiza a continuacion el caso que considera que a = d = zero y que el segundo y el
tercer argumento son sucesores de conimeros: suc ¢y suc b.

interchange {7} zero (suc b) (suc ¢) zero =
suc A { .force — (transitive-< (~—< (reflexive-~ (force b)
max-cong +-right-identity (force c)))
(transitive-< (max<+ { } {force b} {force c})
(transitive-< (~—< (4-comm (force b)))
((reflexive-< (force ¢)) +-mono
transitive-< (<suc {_} {b})
(suc A { .force — ~—< (symmetric-~
(max-right-identity (force b))

)
)}

El lado izquierdo de la desigualdad a demostrar en este caso puede reducirse siguiendo el
siguiente analisis:

max (zero + suc b) (suc ¢ + zero)
= max (suc b) (suc A { .force — force ¢ + zero })
= suc A { .force = max (force b) (pred (suc A { .force — force ¢ + zero })) }
= suc A { .force = max (force b) (force ¢ + zero) }

En el lado derecho, por otro lado, se puede realizar la siguiente reduccion:
(max zero (suc ¢)) + (max (suc b) zero)
(suc ¢) + (suc A { .force — max (force b) (pred zero) }) =

suc A { .force — (force ¢) + (suc A { .force — max (force b) zero }) } =

Quitando de ambos lados la construccion suc A { .force — ... } de méas afuera al ponerla en
la prueba, el objetivo a demostrar es:

[ 7] max (force b) (force ¢ + zero) < (force ¢) + (suc A { .force — max (force b) zero })
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donde j es menor a .

El primer paso de la prueba se realiza a partir del término (reflexive-~ (force b) max-cong
+-right-identity (force ¢)) que prueba que:

[ 7] max (force b) (force ¢ 4+ zero) ~ max (force b) (force c)

Luego el lema ~—< lo convierte en desigualdad.

El siguiente paso utiliza el lema max<+ aplicado a (force b) y (force c), demostrando que:
[ ] max (force b) (force ¢) < (force b) + (force ¢)

Utilizando la conmutatividad de la suma, que puede convertirse en desigualdad al aplicar el
lema ~— <, se prueba que:

[ j] (force b) + (force ¢) < (force ¢) + (force b)

En el ultimo paso se utiliza el lema +-mono para resolver la prueba sumando a sumando.
De un lado se pasa como argumento la prueba (reflexive-< (force ¢)) que prueba que (force c) es
menor o igual a si mismo, ya que el primer sumando a cada lado es el mismo. El segundo lado
es el méas interesante. El objetivo es ver que:

[ 4] (force b) < (suc A { .force — max (force b) zero })

Primero se utiliza el lema <suc para probar que [ j | force b < suc b, el nuevo objetivo a

demostrar es entonces:
[ 7] (suc b) < (suc A { .force — max (force b) zero })

Al quitar el constructor suc de ambos lados, queda por probar simplemente que, para un k
menor a j, [ k] (force b) < max (force b) zero. Esto se obtiene utilizando el lema max-right-identity
(dado vuelta con symmetric-~ y convertido en desigualdad por ~—<).

= Kl tercer caso que se muestra es el octavo y ultimo caso, el cual considera que el primer y
el tercer argumento son sucesores, (suc a) y (suc ¢), y los otros dos son contimeros by d
cualesquiera.

interchange {i} (suc a) b (suc ¢) d = suc A { .force — interchange (force a) b (force ¢) d }

Al analizar el lado izquierdo de la desigualdad, se obtiene lo siguiente:

max (suc a + b) (suc ¢ + d)
= max (suc A { .force — force a + b }) (suc A { .force — force ¢ + d })
= suc A { .force — max (force A { .force — force a + b }) (pred (suc A { .force — force ¢+ d })) }
= suc A { .force = max (force a + b) (force ¢ + d) }

Cuando se analiza el lado derecho, por otro lado, se obtiene:

(max (suc a) (suc ¢)) + (max b d)

(suc A { .force — max (force a) (pred (suc c)) }) + (max b d) =

(suc A { .force — max (force a) (force ¢) }) + (max b d) =

suc A { .force — (force A { .force — max (force a) (force ¢) }) + (max b d) } =
suc A { .force = (max (force a) (force ¢)) + (max b d) } =
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Quitando de ambos términos el constructor suc, se obtiene que el objetivo a demostrar es,
para un j menor a i

[ 7] max (force a + b) (force ¢ + d) < (max (force a) (force ¢)) + (max b d)

Esta desigualdad es, exactamente, el resultado que se obtiene al realizar la siguiente llamada
co-recursiva: interchange (force a) b (force ¢) d.

A partir de estos casos y los que se encuentran en el apéndice, queda demostrada la ley de
intercambio para los niimeros conaturales.

Para poder crear la instancia de ConcurrentMonoid para Conat oo, faltan sélo dos ingredientes.
Aunque ya se demostraron las propiedades necesarias para ver que la relacion de bisemejanza
es una relacién de equivalencia y que el orden es un orden parcial respecto de la misma, no
se dieron las pruebas completas que agrupan estas propiedades. A continuacién se muestran
entonces las definiciones de los lemas eq-~ y partial-< que prueban que la relaciéon [ co | ~
es una relacion de equivalencia y que la misma relacion junto con [ oo | < forman un orden
parcial, respectivamente.

eq-~ : IsEquivalence (oo ] ~ )
eq-~ = record { refl = reflexive-~
; Sym = symmetric-~
; trans = transitive-~ }

partial-< : IsPartialOrder (oo ] ~ ) (oo ] <)
partial-< = record { isPreorder =
record { isEquivalence = eq-~
: reflexive = ~—<
; trans = transitive-< }
; antisym = antisymmetric-< }

Finalmente, se puede construir la instancia de ConcurrentMonoid para el tipo Conat oo, de-
mostrando que los nimeros conaturales forman un monoide concurrente.

open import Structures.ConcurrentMonoid

conatConcurrent : ConcurrentMonoid (Conat o)
conatConcurrent = makeConcurrentMonoid

([oo]_~_)

eq-~
([oo]_<_)
partial-<
zero

+

(Azyzw— _+-mono_ {oo} {a} {z} {y} {w})
+-left-identity

+-right-identity

(A zyz— +-assoc z {y} {z} {o0})

max

(Azyzw— max-mono_ {oo} {z} {2z} {y} {w})
max-left-identity
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max-right-identity
Max-assoc
max-comm
interchange

6.6.3. Una moénada concurrente alternativa a delay

Como se menciond anteriormente, se puede pensar a los conaturales como una versiéon sim-
plificada del tipo delay en donde no hay valores de retorno (o bien el tipo de retorno es un tipo
con un dnico habitante y el valor de retorno es siempre el mismo). Una forma de generar una
alternativa similar a la moénada delay es, por lo tanto, agregar a los conaturales un valor de
retorno mediante la utilizacion del producto cartesiano. Un par (n, a) es similar a un habitante
del tipo delay que tiene n constructores later y retorna el valor a. La principal diferencia entre el
tipo A L y el tipo Conat co x A es que, mientras en el primero existe un tnico término infinito
que jamas retorna ningun valor (never), en el segundo todos los términos tienen un valor de
retorno. En consecuencia, existen muchos habitantes de Conat oo X A que nunca terminan: para
cada valor a : A, existe (infty , a). Esta diferencia hace que no sean equivalentes y no puedan
utilizarse para los mismos fines, pero de igual manera son bastante similares y en algunos casos
puede ser de utilidad.

El lema 3.32 postula que si (S,C, *,nothing, ;,skip) con nothing = skip es un monoide
concurrente, luego el funtor Ts A = S x A constituye una monada concurrente. El objetivo de
esta seccion es demostrar este lema y luego concluir que la moénada writer para conaturales,
Conat oo x A, es una moénada concurrente.

Lo primero que es necesario definir para poder realizar la demostraciéon del lema es el funtor
Ts. La funcién F que toma dos conjuntos y devuelve su producto cartesiano representa dicho
funtor.

F : Set — Set — Set
FSX=8SxX

Las definiciones de cada uno de los campos de ConcurrentMonad se realizaran dentro de un
mo6dulo anénimo que tiene como pardmetros implicitos un conjunto S y una prueba cmonoid
de que tal conjunto es un monoide concurrente. El objetivo de la utilizacién de este mddulo es
fijar el conjunto Sy abrir la prueba de que es un monoide concurrente para poder utilizar sus
campos en las definiciones a realizar. Se define el médulo como se muestra a continuacién y se
abre ConcurrentMonoid {S} ¢monoid renombrando cada campo para que no se generen conflictos
de nombre. De igual manera se abren las pruebas de equivalencia, orden parcial y preorden para
poder acceder facilmente a sus propiedades internas.

module  {S: Set} {cmonoid : ConcurrentMonoid S} where

open ConcurrentMonoid {S} cmonoid
renaming (_ 2, to = ; <. to < ;zeroy,tozero; +,, to + )
renaming (eq, to eq ; sidl to +idl ; sidr to +idr ; sassoc to -+assoc)
renaming (max,, to max ; porder,, to porder ; midr to maxidr ; midl to maxidl)

renaming (scomp<,, to scomp< ; mcomp<,, to mcomps ; mcomm to maxcomm)

renaming (massoc to maxassoc ; ichange to interchange)
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open IsEquivalence eq renaming (refl to refl; ; trans to transg ; sym to symy)
open IsPartialOrder porder renaming (isPreorder to preorder; ; antisym to antisymy)
open IsPreorder preorders renaming (reflexive to <refls ; trans to <transs)

Se define primero la relacion de igualdad entre habitantes de F § A para un A arbitrario.
Para los habitantes de A se utilizara la igualdad proposicional, cuyas propiedades refl, sym y
trans fueron renombradas con una letra p delante para hacer referencia a que corresponden a la
igualdad proposicional. Para que dos habitantes de F S A sean iguales segin la relacion F~ |
las primeras componentes de cada par deben ser iguales segtn la igualdad extraida de cmonoid
y las segundas deben ser iguales segin la igualdad proposicional. Utilizando las propiedades de
reflexividad, simetria y transitividad tanto de la igualdad del monoide concurrente como de la
igualdad proposicional, se demuestra que F~ es una relacién de equivalencia.

Fx V{A:Set} »FSA—+FSA— Set

F~ (n,a)(m,a)=(n=m)xa=ad

eqF~ : V {A} — IsEquivalence (_F~ {A})

eqF~ = record { refl = refl , prefl ;
sym = A {(n&m , a=b) — (syms n=m) , psym a=b} ;
trans = A {(n=m , a=b) (m=o , b=c)

— transg n=m m==o , ptrans a=b b=c}

Luego se define la relacion de orden entre habitantes de F S A, también para un conjunto A
arbitrario. En este caso para que (n, a) sea menor o igual que (m , o), se debe cumplir que n es
menor o igual a m segun la relacion de orden del monoide concurrente y que, al igual que antes,
a = d. Una vez mas se utilizan las propiedades de la relacién de orden del monoide concurrente

y las propiedades de la igualdad proposicional para demostrar que _F< es un orden parcial
respecto de F~ .

F< o V{A:Set} wFSA—-FSA— Set

F< (n,a)(m,a)=n<mxa=a’
porderF< : V {A} — IsPartialOrder (_F~_ {A}) (_F<_ {A})
porderF< = record
{ isPreorder =
record { isEquivalence = eqF~
; reflexive = X\ {(n<m , a=b) — <refl, n<m , a=b}
s trans = A {(n<m , a=b) (m<o , b=c)
— (<trans; n<m m<o) , ptrans a=b b=c} }
;antisym = XA {(n<m , a=b) (m<n, b=a) — antisym, n<m m<n , a=b}

}

Habiendo definido ambas relaciones, se pasa a definir la estructura monédica. La funcién
return toma un elemento x de A y lo encapsula en un habitante de F § A. Esto se realiza
generando el par que contiene a z y, en la primera componente, el elemento neutro zero del
monoide concurrente. El operador bind, por su lado, toma un elemento (n, a) de F .S A y una



6.6. CAMBIO DE PARADIGMA: SIZED TYPES 91

funcién f de tipo A — F S B, evaliua la funcién f en el valor de retorno a y luego, a partir
del resultado obtenido (m , b), genera un par de tipo F S B conformado por la suma de n y
m (operacion del monoide concurrente) y el valor de retorno b obtenido de calcular f a. Esta
estructura opera como una moénada writer sobre el monoide (5, +).

return : V {A : Set} = A —-FSA
return = (zero , x)

bind:V{A B:Set} +FSA— (A—-FSB) —-FSB
bind (n, a) fwith fa
[m,b=(n+m),b

Para ver que bind es compatible con la relacion de orden definida se debe probar que, dados
21y 22 de tipo F S A y dos funciones fi, fo : A — F S B tales que se tienen pruebas de que
r F<myV(a: A) — fi a F< f5 a, se cumple que bind z; fi F< bind 2 f5. Para demostrarlo
se realiza pattern matching sobre x1, o v la prueba de que x; F< x5. Al hacer esto se unifican
las segundas componentes de x; y x5 que son iguales. Luego las funciones f; y f> se aplican sobre
el mismo valor a; y se puede utilizar el argumento f<. La prueba f< aplicada a a; prueba que
fi a1 F< fo a1. Su primera componente prueba entonces que (proj; (fi a1)) < (proj; (f2 a1)) v
su segunda componente demuestra que (projs (fi a1)) = (projz (f2 a1)).

bind-comp : V{A B:Set} — (z1 %2 :FSA) (Afp: A—FSB) —
2 F<ap = (V(a: A) — fi aF< f5 a) — bind 27 fi F< bind 2 fo
bind-comp (n1 , a1) (n2 , .a1) fi fo (fst<, prefl) /< =
scomps ny (proji (fi a1)) m2 (proji (fo a1)) fst< (proji (f< a1)) , projo (f< a1)

En la primera componente de la prueba de bind-comp se debe dar un término que demuestre
que ny + (proj; (fi a1)) < n2 + (proji (f2 a1)). Para esto se utiliza la compatibilidad de la suma
con la relacion de orden del monoide concurrente: scomp<. Como prueba de que n; < ny se
utiliza fst< que es la primera componenete del argumento que prueba que x; F< zp. Por otro
lado, para mostrar que (proj; (fi a1)) < (proji (f2 a1)) se utiliza la primera componente de la
prueba f< aplicada a a;. Luego, en el lado derecho, hay que probar que (projs (fi a1)) = (projs

(f2 @1)), para lo cual se utiliza la segunda componente de la prueba f< aplicada también a a;.

Para probar las leyes de las moénadas se utilizan, a la izquierda, las propiedades anélogas
correspondientes a la suma del monoide concurrente. Las segundas componentes se prueban
trivialmente utilizando la reflexividad de la igualdad proposicional.

bind-left : ¥ {4 B: Set} — (z: B) (f: B— F S A) — bind (return z) fF~ fz
bind-left z fwith fx
| m, a=+idl m, prefl

bind-right : ¥ {4 : Set} — (¢: F S A) — bind ¢ return F~ ¢t
bind-right (n , a) = +idr n , prefl

bind-assoc : V {A B C:Set} (t:FSC)(f: C—-FSB)(¢g: B—~FSA) —
bind (bind ¢ f) g Fa bind ¢ (A z — bind (f z) )
bind-assoc (n, ¢) f g with f¢
| (m, b) with g b
| (0, a) = symg (4assoc n m o) , prefl
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Se introduce a continuacién la estructura monoidal. Se define el valor unit inicamente para
poder utilizarlo en los tipos de las propiedades que siguen, puesto que este ya esta fijo en la
formalizacion de ménada concurrente y no se puede modificar. La operaciéon merge, por su lado,
dados dos valores de tipo F S Ay F S B, debe devolver un valor de tipo F S (A x B). Este se
define como el par formado por el maximo de las primeras componentes y el par ordenado de
las segundas componentes.

unit: F ST
unit = return tt

merge : {A B:Set} » FSA—-FSB—FS(AxB)
merge (n, a) (m, b) =maxnm, a,b

A la hora de probar la compatibilidad del operador merge con la relacion de orden, se tienen
valores 7y, 20 : F S A e y1, yo : F .S Btales que ; F< 25 e y; F< yo. Al hacer pattern matching
sobre todos los valores y también sobre las pruebas, se unifican los valores de retorno de los dos
primeros argumentos y de los dos segundos que son iguales debido a las pruebas de desigualdad.

merge-comp : V {A B:Set} — (21 20 : F S A) (31 y2 : FSB) = 21 F< a5 — y1 F< 90
— merge 1, y1 F< merge 2o 4o
merge-comp (n1 , a1) (n2 , .a1) (m1, b1) (ma, .b1) (n<, prefl) (m< , prefl)
= (mcomp< ny my ng my n< m<) , prefl
El objetivo es demostrar, por un lado, que max ny m; < max ng my. Para esto se utiliza la
compatibilidad del operador max con la relacién de orden del monoide concurrente. En el lado
derecho, el objetivo es demostrar que (a1 , b1) = (a1 , b1) puesto que se unificaron los valores.
La prueba es, por lo tanto, trivial.

Las demostraciones de las propiedades del operador merge también utilizan las propiedades
analogas del operador max, pero es necesario también utilizar la identidad a derecha de la suma
debido a que estas propiedades estéan definidas utilizando el operador bind seguido de un return.
Cuando se tiene una expresion del tipo bind (n, ) (A _ — return ), por definicion de return,
es lo mismo que tener bind (n, ) (A _ — zero, ). Luego si se aplica la definicion de bind se
obtiene: (n + zero , ). Por lo tanto, para poder realizar pruebas sobre la primer componente
de este resultado es necesario utilizar el lema +idr de manera que se pueda reducir la suma con

ZEro.

merge-left : {A : Set} (a: F S A) — merge a unit F~ bind a (A a; — return (a , tt))
merge-left a = trans; (maxidr ) (syms (+idr ), prefl

merge-right : {B: Set} (b: F S B) — merge unit b F~ bind b (A by — return (tt, b))
merge-right (n, a) = transg (maxidl n) (symy (+idr n)) , prefl

merge-assoc : {A B C:Set} (a:FSA) (b:FSB)(c:FSC)—
bind (merge (merge a b) ¢) (A { ((a, b), ¢) — return (a, b, ¢) })
F~ merge a (merge b ¢)
merge-assoc (n, a) (m, b) (o, ¢) =
transs (+idr (max (max n m) o)) (maxassoc n m o) , prefl

merge-comm : {A B : Set} — (a: F S A) — (b: F S B)
— merge a b Fa bind (merge b a) (A { (a, b) — zero,, cmonoid , b, a})
merge-comm (n, a) (m, b) = trans, (maxcomm n m) (symg (+idr (max m n))) , prefl
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Queda por probar tnicamente la ley de intercambio. Sean (n, a) de tipo F S Ay (m, b) de
tipo F S B. Luegosean f: A - FSCyg: B—F SDtalesque fa=(o,c)ygb=(p, d).
Entonces, por las definiciones de los operadores bind y merge, el objetivo a demostrar en el lado
izquierdo es: max (n + o) (m + p) < (max n m) + (max o p). Esto se prueba utilizando la ley de
intercambio del monoide concurrente. En el lado derecho, se debe demostrar que (c, d) es igual

a sf mismo, lo cual se prueba trivialmente.

ichg : {ABCD:Set} (a:FSA)(b:FSB)(f:A—-FSC)(9g: B—-FSD)—
merge (bind a f) (bind b ¢g) F< bind (merge a b) (A { (a, b) — merge (fa) (g b) })
ichg (n, a) (m, b) fg with fa | gb
| (o, ¢) ]| (p, d) = (interchange n o m p) , prefl

Finalmente, la prueba de que dado un conjunto S que es un monoide concurrente se puede
construir una moénada concurrente para el funtor (F S) queda como se muestra a continuacion. Es
preciso notar que a cada una de las definiciones dadas se les pasa como argumentos implicitos el
conjunto Sy la prueba cmonoid que son los pardmetros del médulo anénimo donde se encuentran
definidas. De esta manera, se utilizan los campos de ConcurrentMonoid para construir los de
ConcurrentMonad.

cmonoid=-cmonad : {5 : Set} — ConcurrentMonoid S — ConcurrentMonad (F S)
cmonoid=-cmonad {S} ¢monoid
= makeConcurrentMonad
(_F~_ {S} {e¢monoid})

(eqF~ {S} {ecmonoid})
(_F< {S} {ecmonoid})
(porderF< {S} {ecmonoid})
(return {S} {e¢monoid})
(bind {S} {ecmonoid})
(bind-comp  {S} {emonoid})
(bind-left {S} {cmonoid})
(bind-right ~ {S} {emonoid})
(bind-assoc  {S} {cmonoid})
(merge {S} {e¢monoid})
(merge-comp {S} {emonoid})
(merge-left ~ {S} {cmonoid})
(merge-right {S} {cmonoid})
(merge-assoc {S} {cmonoid})
(merge-comm {S} {cmonoid})
( )

ichg {S} {ecmonoid}

Luego, se puede definir una instancia de ConcurrentMonad para F (Conat oo) utilizando la
prueba recién definida y la instancia conatConcurrent definida en la seccién anterior que prueba
que Conat oo es un monoide concurrente.

writerConatConcurrent : ConcurrentMonad (F (Conat c0))
writerConatConcurrent = cmonoid=-cmonad conatConcurrent

Por lo tanto, queda demostrado que la monada writer para el tipo Conat co es una monada

concurrente.



94

CAPITULO 6. EL CASO DE LA MONADA DELAY



Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

Para realizar esta tesina se estudiaron en profundidad los conceptos de monoide concurrente
y moénada concurrente, asi como también los tipos coinductivos y el uso de la coinduccién en
general para luego comprender la definicion del tipo delay y cémo este se utiliza para representar
formalmente la no terminaciéon de programas.

En este trabajo se utilizo el lenguaje y asistente de pruebas Agda para realizar formalizacio-
nes de diversas estructuras algebraicas que ayudaron a construir la formalizacion de las monadas
concurrentes. Entre ellas se encuentran los monoides, las moénadas, los funtores monoidales y
los monoides concurrentes. Posteriormente se analizo el caso de la ménada delay con el objetivo
de demostrar que esta es una moénada concurrente. La demostracion de la ley de intercambio
mostr6 diversas complicaciones que llevaron a tomar la decision de simplificar el problema a los
nameros conaturales. Al intentar demostrar la misma ley para la version reducida del problema,
se presentaron dificultades en torno al soporte para coinduccion elegido. Finalmente, se deci-
di6 cambiar este soporte por otro, logrando demostrar que los conaturales forman un monoide
concurrente y definiendo una moénada concurrente que comparte ciertas caracteristicas con la
moénada delay.

Las principales conclusiones de este trabajo son:

1. Laformalizacion de estructuras algebraicas puede realizarse en Agda mediante la utilizacion
de tipos record. Estos tipos admiten la definiciéon de campos, los cuales se utilizaron para
definir tanto los elementos que conforman la estructura como las propiedades que se deben
cumplir para que dichos elementos efectivamente constituyan la estructura deseada. Al
realizar las formalizaciones de esta manera, una instancia de uno de estos tipos no sélo
define un ejemplo de la estructura formalizada, sino que también demuestra que el ejemplo
definido cumple con las caracteristicas necesarias para serlo.

2. Agda es un lenguaje y asistente de pruebas muy potente pero puede llegar a traer muchas
complicaciones a la hora de representar la coinducciéon. En general, la coinduccién tiene
conflictos con todos los lenguajes que no permitan la no terminacién de programas puesto
que, como se menciond anteriormente, las pruebas por coinducciéon suelen ser infinitas.
Esto hace que sea dificil convencer a los asistentes de pruebas de que las demostraciones
son productivas y estan bien definidas.

3. El soporte para coinduccion con tipos de tamatio definido (sized types) ayuda al chequeo de
terminacion de programas de Agda, permitiendo realizar un niimero elevado de demostra-
ciones que con el soporte de notacién musical no eran posibles. Sin embargo, puede llegar
a presentar problemas para reconocer y unificar valores que son iguales.

4. Los numeros conaturales forman un monoide concurrente con la suma y el maximo como
operaciones y el cero como elemento neutro. Esto qued6 demostrado al generar la instancia
de ConcurrentMonoid para el tipo Conat oc.

5. Si se tiene un conjunto S que es un monoide concurrente, luego el funtor Tg¢ X =5 x X
puede dotarse de una estructura de ménada concurrente. Esta implicancia se demostré en
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la prueba cmonoid=-cmonad.
6. La moénada writer para los niimeros conaturales constituye una moénada concurrente. La
prueba writerConatConcurrent lo demuestra utilizando las pruebas mencionadas en los dos

items anteriores.

Por cuestiones de tiempo y extension de la tesina, quedaron algunas tareas pendientes para
realizar mas adelante. A continuacion se detallan las dos principales:

1. Debido a la forma en la que se realiz6 la formalizaciéon de las ménadas concurrentes, al
generar instancias de dicha estructura uno se ve obligado a utilizar la igualdad proposi-
cional para los tipos de retorno. A futuro podia pensarse en modificar la formalizacién de
manera que incluya como pardmetro una nocion de igualdad para el tipo de retorno. Asi
podrian darse instancias de ménadas concurrentes donde los valores de retorno se comparen
mediante otros tipos de igualdad.

2. El soporte para coinduccién utilizando sized types parece mas prometedor que el primero.
Seria interesante estudiar la representacion con dicho soporte de la ménada delay definida
por Danielsson [Danl7] y analizar si con esa representacion se puede demostrar la ley de
intercambio y, por lo tanto, probar que el tipo delay constituye una moénada concurrente.
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Apéndice A

Pruebas complementarias

A.1. Pruebas analogas para bisemejanza fuerte

En la secciéon 6.2 se prueba que el tipo delay es una moénada tomando como relacion de
igualdad la bisemejanza débil. El siguiente bloque de cédigo corresponde a la prueba anéloga,
tomando en este caso como relaciéon de igualdad la bisemejanza fuerte.

module Strong (_~_ :V {A} - A — A — Set)
(eg~ : ¥V {A} — IsEquivalence (_~_ {A})) where

module  {A :Set}{ ~ :A— A — Set} (refl~: Reflexive ~ ) where

open Equality ~ using (_2 )
open Equality.Rel

open Equivalence using (refl)

left-identity : (z: B) (f: B— A L) — bind (now z) f fz
left-identity x f = refl refi~

right-identity : (¢: A L) — bind ¢ now = ¢
right-identity (now z) = refl refi~
right-identity (later z) = later (# (right-identity (b z)))

associative : (z: C L) (f: C— B1l)(¢g: B— A1)

— bind (bind z f) ¢ = bind z (A y — bind (f ) 9)
associative (now z) f g = refl refi~
associative (later z) f g = later (# (associative (b z) f g))

open import Structures.Monad

2] o V{A} > AL 5 ALl — Set
1 {A} = Equality. = {A} (_~_ {4})

open Equivalence using (refl; sym; trans)

eq1 : V {A} — IsEquivalence (_ =1 {A})
eq=1 = record
{ refl = refl (IsEquivalence.refl eg~) ;
sym = sym (IsEquivalence.sym eg~) tt ;
trans = trans (IsEquivalence.trans eg~) }

delayMonad : Monad L
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delayMonad = makeMonad
_gJ-_
eq=l
now
bind
(left-identity (IsEquivalence.refl eg~))
(right-identity (IsEquivalence.refl eg~))
(associative (IsEquivalence.refl eg~))

La estructura de funtor monoidal para el mismo tipo de dato fue introducida en la seccién
6.3, también considerando como relacion de igualdad la bisemejanza débil. A continuacién se

muestra el codigo correspondiente a la estructura de funtor monoidal para el tipo delay con la
bisemejanza fuerte como igualdad.

module Strong (_~_ :V {A} - A — A — Set)
(eg~ : V {A} — IsEquivalence (_~_ {A})) where

module {ABC:Set}{ ~ :AxBx (C— Ax Bx C— Set}
(reflABC : Reflexive _~ ) where

open Equality {A x Bx C} _~_using (_& )
open Equality.Rel

associative : (a: A L) (b: BL) (¢: C1)
— (fmap (A {((a, b) , ¢) = (a, (b, ¢))}) (merge (merge a b) c))
= (merge a (merge b ¢))

associative (now a) (now b) (now ¢) = now reflABC

associative (now a) (now b) (later ¢) = later (f (associative (now a) (now b) (b ¢)))
associative (now a) (later b) (now ¢) = later (% (associative (now a) (b b) (now ¢)))
associative (now a) (later b) (later ¢) = later (& (associative (now a) (b b) (b ¢)))
associative (later a) (now b) (now ¢) = later (f (associative (» @) (now b) (now ¢)))
associative (later a) (now b) (later ¢) = later (& (associative (b a) (now b) (b ¢)))
associative (later a) (later b) (now ¢) = later (& (associative (b a) (b b) (now ¢)))
associative (later a) (later b) (later ¢) = later (& (associative (v a) (b b) (b ¢)))

module  {A:Set} { ~ :(AxT)— (AxT)— Set}
_)

(reflAx T : Reflexive _~_ ) where

open Equality {4 x T} ~_ using (_ = )
open Equality.Rel

rid: (a: A L) — (merge a unit) = (fmap (A a — (a, tt)) a)
rid (now ) = now reflAXT
rid (later z) = later (¢ (rid (b z)))

module  {A:Set} { ~ (T x A) = (T x A) — Set}
(reflT x A : Reflexive _~ )

where

open Equality {T x A} ~_ wusing (_= )
open Equality.Rel
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lid: (a: A L) — (merge unit a) = (fmap (A a — (tt, a)) a)
lid (now ) = now reflT xA
lid (later z) = later (¢ (lid (b x)))

open import Structures.MonoidalFunctor hiding (unit; merge; fmap)

=1 V{A} > AL - A1l — Set
=1 {A} = Equality. =2 {A} (_~_{4})

open Equivalence using (refl; sym; trans)

eqx.Ll : V {A} — IsEquivalence ( =1 {A4})
eq=1 = record
{ refl = refl (IsEquivalence.refl eg~) ;
sym = sym (IsEquivalence.sym eg~) tt ;
trans = trans (IsEquivalence.trans eg~) }

delayMonoidal : MonoidalFunctor L
delayMonoidal = makeMonoidalFunctor
eq=1
unit
merge
fmap
(rid (IsEquivalence.refl eg~))
(lid (IsEquivalence.refl eg~))
(associative (IsEquivalence.refl eg~))

A.2. Los conaturales con notaciéon musical: lemas auxiliares

Los siguientes lemas se utilizan en la seccién 6.5.2 para mostrar los intentos de prueba de la
ley de intercambio para ntiimeros conaturales definidos con notacién musical.

==-2> prueba que la desigualdad es reflexiva respecto de la igualdad proposicional:

==2> :{m n2: CoN} = ny =ng — ny = ny
==2 {zero} {zero} n= = zero
==2> {suc my} {suc .ny} refl = refl> reflx~

Los lemas maxzero;, maxzeroy, sumzero; y sumzeros prueban que zero es neutro a derecha
de max y sum probando las dos desigualdades (ya que en los demas lemas se necesitaba de esta
manera):

maxzeroy : {n : CoN} — n 2 max n zero
maxzero; {zero} = zero
maxzero, {suc n} = refl> refl~

maxzeroy : {n : CoN} — max n zero > n
maxzerog {zero} = zero
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maxzeroy {suc n} = refl> reflx

sumzeroy : {m : CoN} — m = sum m zero
sumzero; {zero} = zero
sumzero; {suc m} = refl> refl=

sumzerog : {m : CoN} — sum m zero 2 m
sumzerog {zero} = zero
sumzeroy {suc z} = refl> refl~

sym-sum y sym-max prueban que ambas operaciones son conmutativas (para la desigualdad):

sym-sum : {m n: CoN} — sum m n =2 sum n m

sym-sum {zero} {zero} = zero

sym-sum {zero} {suc n} = refl> reflx

sym-sum {suc m} {zero} = refl> refl~

sym-sum {suc m} {suc n} = suc (# suc (& (sym-sum {b m} {b n})))

sym-max : {m n: CoN} — max m n 2 max n m
sym-max {zero} {zero} = zero

sym-max {zero} {suc n} = refl> reflx

sym-max {suc m} {zero} = refl> reflx

sym-max {suc m} {suc n} = suc (# sym-max {b m} {v n})

Zsum prueba que la suma es compatible con la relaciéon de orden, para ello se prueba también
Zsumzero que prueba lo mismo para el caso en el que el argumento ny es zero:

Zsumzero : {m; mg n: CoN} — my 2 mg — n 2 zero — sum my n 2 sum my zero

~

>sumzero zero zero = zero
I — eyl
>sumzero zero (suc" q) = suc' ¢

)
)

p) zero = suc! (trans> p sumzero;)

Zsumzero (suc z) zero = suc (f (b z))

>sumzero (suc z)  (suc! q) = suc (¢ (suc! (trans> (Zsumzero (b z) q) sumzeroy)))

(
>sumzero (suc'
(suc!

>sumzero (suc’ p) (suc' ) = suc’ (suc’ (Zsumzero p q))

> mg — Ny = Mg — SUM My Ny = Sum my nNo

~ ~ ~

Zsum : {mq mg nq ng : CoN} — my

Zsum zero >n =2n

Zsum (suc )  zero =suc x

Zsum (suc ) (suc 1) = suc (¢ (suc (£ (Zsum (b z) (b 21)))))

>sum (suc! 2m) (suc! 2n) = suc’ (suc’ (Zsum 2m >n))

>sum (suc! >m) zero = trans2 (trans2> Zsuc 2m) sumzero;

>sum {ny = zero} (suc z) (suc’ >n) = suc (4 (suc’ (trans> (Zsumzero (b z) >n) sumzeroy)))

>sum {ny = suc n} (suc z) (suc! >n) = suc (¢ suc (# Zsum (b ) (trans> >n >suc)))

>sum {suc m} {zero} {suc n} (suc’ >m) (suc z) = suc (4 (suc’ (trans> (trans> (sym-sum {b m} {b n})
(Zsumzero (b x) 2m)) sumzeros)))

>sum {my = suc m} (suc' 2m) (suc z) = suc (4 (suc (4 (Zsum (trans> >m Zsuc) (> z)))))

Analogamente, 2max prueba que max es compatible con la relacion de orden, utilizando
2 maxzero para el caso en que ny = zero:

>maxzero : {my mg n: CoN} — my = mg — n 2 zero — max my n 2 max mg zero
>maxzero zero zero = zero
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>maxzero zero (suc’ q) = suc! ¢q

Zmaxzero (suc ) zero  =sucz

>maxzero (suc 1)  (suc’ q) = suc (f trans> (Zmaxzero (b ) g) maxzeros)
>maxzero (suc! p) zero = suc! (trans> p maxzero;)

>maxzero (suc! p) (suc’ q) = suc’ (Zmaxzero p q)

Zmax : {m3 me ny ny : CoN} — my 2 mo — ny = ng — max my ny 2, max mg Ng

~Y ~Y ~Y
Zmax zero zero = zero
Zmax zero (suc ) =sucz
>max zero (suc! q) = suc’ ¢
Zmax (suc x) zero =suc z

>max (suc z) (suc z1) = suc (f (Zmax (b z) (b 21)))

>max (suc p) zero = suc! (trans> p maxzero;)

>max (suc! p) (suc’ q) = suc! (Zmax p q)

>max {ny = zero} (suc z) (suc’ q) = suc (# (trans> (>maxzero (b z) q) maxzeroy))

>max {ny = suc n} (suc ) (suc’ q) = suc (f (Zmax (b 1) (suc™?! gq)))

>max {suc m} {zero} {suc n} (suc’ p) (suc z) = suc (4 trans> (trans> (sym-max {b m} {b n})
(Zmaxzero (b x) p)) maxzeros)

>max {my = suc m} (suc’ p) (suc z) = suc (4 (Zmax (suc"?! p) (b 1))

A.3. Los conaturales con sized types: lemas auxiliares

Los lemas que se presentan a continuacién se utlizan en la secciéon 6.6.2 para probar que los
nimeros conaturales bajo la representacion que utiliza sized types forman un monoide concu-

rrente.

El primer lema representa la conmutatividad de la suma. Para probar tal propiedad se re-
quiere un lema extra que postula que sumar 1 a la suma m + force n es igual a realizar la
suma m + suc n, lo cual es similar a definir la suma al revés en el sentido de ir reduciendo el
conimero de la derecha en lugar del de la izquierda. Este lema se prueba junto con otro que
permite cambiar el constructor suc de lado en la suma de manera mutuamente recursiva.

mutual

suc+~+suc : V {m n i} — [ i] suc m + force n ~ force m + suc n
suct+~+suc {m} {n} = transitive-~ (suc A { .force — reflexive-~  }) (1++~+suc )

I+4+~+suc:Vm{ni} = [i]" 174+ m+ force n ~ m+ sucn
14++~+suc zero = suc A { .force — reflexive-~ }
14++~+suc (suc ) =suc A { .force — suc+~+suc }

+-comm:Vm{ni} > [i]m+n~n+m
+-comm zero {n} = symmetric-~ (+-right-identity )
+-comm (suc m) {n} = transitive-~ (suc A { .force — 4+-comm (force m) }) (1++~+suc )

Ellema +-cong representa la propiedad que indica que si se tienen dos pares de contimeros
bisemejantes my ~ my y n; ~ ng, la suma de los dos primeros es bisemejante a la suma de los
dos segundos.
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infix 6 +-cong

_4-cong_ YV {imimemn o} = [i]ma~mg—[i]n ~ng
%[i]m1+n1~m2+n2

zero +-cong ¢ = ¢

suc p +-cong g = suc A { .force — force p +-cong ¢ }

El lema max-cong representa la propiedad analoga a la anterior para el operador max.
infixl 6 _max-cong

__max-cong_:
YV {imy me mp no} —
[i]my ~mg — [i]n~mng — [i] max my my ~ max mg ny
Zero max-cong ¢ = ¢
_max-cong__ {1} {.suc m} {.suc n} {zero} {zero} (suc p) zero =
suc A { .force — transitive-~ (max-right-identity (force m))
(transitive-~ (force p)
(symmetric-~ (max-right-identity (force n)))) }
suc p max-cong suc ¢ = suc A { .force — (force p) max-cong (force ¢) }

El siguiente lema, pred-max, demuestra que el maximo de los predecesores de dos contimeros
es igual al predecesor del maximo de los mismos.

pred-max : V {i} m n — [ i] max (pred m) (pred n) ~ pred (max m n)
pred-max zero n = reflexive-~ (pred n)
pred-max (suc m) n = reflexive-~ (max (force m) (pred n))

Por dltimo, el lema max<4 prueba que el méaximo de dos coniimeros siempre es menor o

igual a su suma.

max<+:V{imn} > [i]maxmn<m+n

max<+ {1} {zero} {n} = reflexive-< (max zero n)

max<+ {i} {suc 2} {n} = suc A { .force — transitive-< (max<+ {m = force z} {n = pred n})
(reflexive-< (force ) +-mono pred<) }

A.4. Los conaturales con sized types: ley de intercambio

El tipo de la funcion interchange postula que, dados cuatro contimeros a, b, ¢ y d, el maximo
de las sumas (a + b) y (¢ + d) es menor o igual a la suma de los maximos (max a ¢) y (max b d).

interchange : V{i} abcd—[i] max (a + b) (¢ + d) < (max a ¢) + (max b d)
= El primer caso a analizar es aquel en el que tanto a como ¢ son zero. by d pueden ser
cualquier contimero.
interchange {i} zero b zero d = reflexive-< (max b d)
Por definicién se tiene que zero + b = by zero + d = d. Luego el lado izquierdo se reduce
a max b d. Por otro lado, max zero zero = zero y, por lo tanto, max zero zero + max b d = max

b d. Como el resultado a ambos lados es el mismo, el primer caso se prueba de forma trivial
utilizando la reflexividad de la desigualdad.
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= El segundo caso es el primero de varios en los que se considera que a = zero y el tercer
argumento es (suc ¢). En este en particular se considerara que b también es zero mientras
que el ultimo es un d cualquiera.

interchange {i} zero zero (suc ¢) d = reflexive-< (suc ¢ + d)

En el lado izquierdo la suma de a y b da como resultado zero y entonces se reduce a max zero
((suc ¢) + d) = (suc ¢) + d. En el lado derecho se tiene que max zero (suc ¢) = (suc ¢) y max
zero d = d, por lo que también reduce a (suc ¢) + d. Por lo tanto, este caso también es trivial.

= Kl tercer caso que se considera sigue con a = zero y el tercer argumento como sucesor de
un conumero: suc ¢. Ahora el segundo ya no es zero sino que es también un sucesor, suc b,
y se toma d = zero.

interchange {7} zero (suc b) (suc c) zero =
suc A { .force — (transitive-< (~—< (reflexive-~ (force b)
max-cong +-right-identity (force c)))
(transitive-< (max<+ { } {force b} {force c})
(transitive-< (~—< (4-comm (force b)))
((reflexive-< (force ¢)) +-mono
transitive-< (<suc { } {b})
(suc A { .force — ~—< (symmetric-~
(max-right-identity (force b))

)
M)}

El lado izquierdo de la desigualdad a demostrar en este caso puede reducirse siguiendo el
siguiente analisis:

max (zero + suc b) (suc ¢ + zero)
= max (suc b) (suc A { .force — force ¢ + zero })
= suc A { .force = max (force b) (pred (suc A { .force — force ¢ + zero })) }
= suc A { .force = max (force b) (force ¢ + zero) }

En el lado derecho, por otro lado, se puede realizar la siguiente reduccion:

(max zero (suc ¢)) + (max (suc b) zero)
(suc ¢) + (suc A { .force — max (force b) (pred zero) }) =
suc A { .force = (force ¢) + (suc A { .force — max (force b) zero }) } =

Quitando de ambos la construccion suc A { .force — ... } de mas afuera al ponerla en la
prueba, el objetivo a demostrar es:

[ ] max (force b) (force ¢ + zero) < (force ¢) + (suc A { .force — max (force b) zero })

donde j es menor a i.

El primer paso de la prueba se realiza a partir del término (reflexive-~ (force b) max-cong
+-right-identity (force ¢)) que prueba que:

[ 7] max (force b) (force ¢ + zero) ~ max (force b) (force c)

Luego el lema ~—< lo convierte en desigualdad.

El siguiente paso utiliza el lema max<+ aplicado a (force b) y (force ¢), demostrando que:
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[ ] max (force b) (force ¢) < (force b) + (force ¢)

Utilizando la conmutatividad de la suma, que puede convertirse en desigualdad al aplicar el
lema ~—<, se prueba que:

[ 7] (force b) + (force ¢) < (force ¢) + (force b)

En el ultimo paso se utiliza el lema +-mono para resolver la prueba sumando a sumando.
De un lado se pasa como argumento la prueba (reflexive-< (force ¢)) que prueba que (force c) es
menor o igual a si mismo, ya que el primer sumando a cada lado es el mismo. El segundo lado
es el méas interesante. El objetivo es ver que:

[ 7] (force b) < (suc A { .force — max (force b) zero })

Primero se utiliza el lema <suc para probar que [ j | force b < suc b, el nuevo objetivo a
demostrar es entonces:

[ 7] (suc b) < (suc A { .force — max (force b) zero })

Al quitar el constructor suc de ambos lados, queda por probar simplemente que, para un k
menor a j, [ k] (force b) < max (force b) zero. Esto se obtiene utilizando el lema max-right-identity
(dado vuelta con symmetric-~ y convertido en desigualdad por ~—<).

= En el cuarto caso se conserva que a = zero y el segundo y el tercer argumento son sucesores
de un contmero: (suc b) y (suc ¢). El altimo, que antes era zero, ahora es también un sucesor:
(suc d).

interchange {4} zero (suc b) (suc ¢) (suc d) =
suc A { .force — transitive-< (interchange zero (force b) (force ¢) (suc d))
((reflexive-< (force ¢)) 4+-mono
transitive-< (~—< (max-comm (force b) (suc d)))
(suc A { .force — transitive-<
(~—< (max-comm (force d) (pred (force b))))
(pred< max-mono reflexive-< (force d)) })) }

El lado izquierdo de la desigualdad se puede reducir en este caso de la siguiente manera:

max (zero + suc b) (suc ¢ + suc d)
= max (suc b) (suc A { .force — force ¢ + suc d })
= suc A { .force — max (force b) (pred (suc A { .force — force ¢ + suc d })) }
= suc A { .force = max (force b) (force ¢ + suc d) }

El lado derecho puede reducirse, por su parte, siguiendo los siguientes pasos:

(max zero (suc ¢)) + (max (suc b) (suc d))

(suc ¢) + (suc A { .force = max (force b) (pred (suc d)) }) =

suc A { .force = (force ¢) + (suc A { .force — max (force b) (force d) }) } =

Quitando de ambos lados la estructura suc A { .force — ... }, el objetivo a demostrar queda,
para un j menor a i, COmo sigue:

[ 7] max (force b) (force ¢ 4+ suc d) < (force ¢) + (suc A { .force — max (force b) (force d) })
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Aplicando la llamada co-recursiva (interchange zero (force b) (force ¢) (suc d)), se obtiene que:
[ ] max (force b) (force ¢ + suc d) < (force ¢) + (max (force b) (suc d))
El nuevo objetivo a demostrar es entonces:
[ j] (force ¢) + (max (force b) (suc d)) < (force ¢) + (suc A { .force — max (force b) (force d) })

Como se puede observar, en ambos lados hay sumas y, ademas, los primeros sumandos de las
mismas son iguales. Se aplica por lo tanto reflexive-< (force ¢) +-mono, de manera que lo que
queda por probar es la desigualdad entre los segundos sumandos de cada uno de los lados. El
objetivo es ahora:

[ 7] max (force b) (suc d) < suc A { .force = max (force b) (force d) }

El primer paso para demostrarlo es aplicar (~—< (max-comm (force b) (suc d))), lo cual
cambia el orden de los argumentos del operador max de manera que pueda evaluarse tal operacion,
obteniéndose max (suc d) (force b). Esta expresion se reduce, por definicion, a (suc A { .force —
max (force d) (pred (force b)) }) Luego de aplicar esto, el objetivo a demostrar es:

[ 7] suc A { .force = max (force d) (pred (force b)) } < suc A { .force = max (force b) (force d) }
Se quita a ambos lados el constructor suc y el nuevo objetivo es, para un k menor a j:
[ k] max (force d) (pred (force b)) < max (force b) (force d)

Ambas expresiones son similares,; sélo cambia el orden de los argumentos y que (force b) a
la izquierda tiene aplicada la funcion predecesor. Para probar esta desigualdad se realizan dos
pasos. El primero es aplicar (~—< (max-comm (force d) (pred (force b)))) de manera que el orden
de los argumentos vuelva a como era inicialmente, obteniéndose max (pred (force b)) (force d).
Luego se aplica el lema max-mono con pred< a la izquierda que prueba que (pred (force b)) es
menor o igual a (force b) y a la derecha reflexive-< (force d) que prueba que (force d) es menor o
igual a si mismo.

= En el quinto caso se comienza a considerar que el primer argumento es un sucesor, (suc a),
puesto que todos los casos en los cuales el primer argumento es zero ya fueron analizados.
En este y los dos casos siguientes se toma c¢ = zero. En este en particular el segundo
argumento es un contimero cualquiera b y el ultimo es zero.

interchange {4} (suc a) b zero zero =
suc A { .force = ~—< (transitive-~ (max-right-identity (force a + b))
((symmetric-~ (max-right-identity (force a)))
+-cong
(symmetric-~ (max-right-identity b)))) }

Al analizar el lado izquierdo de la desigualdad en este caso, se obtiene lo siguiente:

max (suc a + b) (zero + zero)
= max (suc A { .force — force a + b }) zero
= suc A { .force — max (force A { .force — force a + b }) (pred zero) }
= suc A { .force = max (force a + b) zero }

Por otro lado, el lado derecho puede reducirse de la siguiente manera:
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(max (suc a) zero) + (max b zero)

(suc A { .force — max (force a) (pred zero) }) + (max b zero) =

suc A { .force — (force A { .force — max (force a) zero }) + (max b zero) } =
suc A { .force = (max (force a) zero) + (max b zero) } =

Como en ambos lados hay un constructor suc, este puede quitarse en cada lado. Luego de
hacerlo el objetivo a demostrar es, para un j menor a i:

[ 7] max (force a + b) zero < (max (force a) zero ) + (max b zero)

Ambos lados de esta desigualdad son, en realidad, iguales. Se demuestra entonces la igualdad
[ 7] max (force a + b) zero ~ (max (force a) zero) + (max b zero) y luego se utiliza el lema ~—<
para obtener la desigualdad. El primer paso para demostrar la igualdad es reducir la expresion
max en el lado izquierdo de la misma. Para esto se utiliza el lema max-right-identity aplicado a
(force a + b) que postula que el resultado de calcular el maximo de un contimero y zero es igual
al primer contimero. Luego de aplicar este lema se obtiene la siguiente proposicién a demostrar:

[j] (force @) + b ~ (max (force a) zero ) + (max b zero)

Es preciso notar que a ambos lados hay una suma y que los sumandos son iguales salvo que a
la derecha estan dentro de una aplicacion de max con zero. Se debe utilizar entonces nuevamente
el lema max-right-identity a ambos lados de la suma. Las dos aplicaciones de este lema, una a
(force a) y la otra a b, se unen con el lema +-cong que establece que las sumas de sumandos
iguales dan resultados iguales.

= En el sexto caso se sigue tomando el primer argumento como sucesor, (suc a), y el tercero
como zero. El dltimo argumento ya no es zero sino que pasa a ser sucesor de un contimero:
(suc d). Por tultimo, se toma b = zero.

interchange {i} (suc a) zero zero (suc d) =
-< (~—< ((+-right-identity (force a))
max-cong
(reflexive-~ (force d))))
(transitive-< (max<+ { } {force a})
(*<max (force a) zero +-mono <suc)) }

suc A { .force — transitive

El analisis del lado izquierdo de la desigualdad en este caso queda como sigue:

max (suc a + zero) (zero + suc d)
= max (suc A { .force — force a + zero }) (suc d)
= suc A { .force = max (force A\ { .force — force a + zero }) (pred (suc d)) }
= suc A { .force = max (force a + zero) (force d) }

El lado derecho, por su parte, queda de la siguiente manera:

(max (suc a) zero) + (max zero (suc d))
(suc A { .force — max (force a) (pred zero) }) + (suc d) =
suc A { .force — (force A { .force — max (force a) (pred zero) }) + (suc d)

}
(suc d) }

+
suc A { .force = (max (force a) zero) +

Al igual que en los casos anteriores se quita el constructor suc a cada lado y el objetivo a
demostrar pasa ser, para un j menor a i:
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[ 7] max (force a + zero) (force d) < (max (force a) zero) + (suc d)

Primero se resuelve la suma (force a + zero) utilizando el lema +-right-identity que establece
la identidad derecha del zero respecto de la suma. Como el término a resolver esta dentro de una
aplicacion de max, se utiliza el lema max-cong con (+-right-identity (force a)) de un lado para que
se resuelva la suma en cuestion y (reflexive-~ (force d)) del otro para que este permanezca igual.
Como max-cong prueba una igualdad, se utiliza luego el lema ~— < para obtener la desigualdad.
Después de esta aplicacion el nuevo objetivo a demostrar es el siguiente:

[ 7] max (force a) (force d) < (max (force a) zero) + (suc d)

De un lado de la desigualdad hay una operaciéon max y, del otro, una suma. Como es sabido
que el maximo de dos conimeros es menor o igual a su suma, se utiliza el lema max<+ para
convertir el lado izquierdo en una suma, de manera que pueda trabajarse luego sumando a
sumando. Luego de aplicar este lema queda por demostrar que:

[ 7] (force a) + (force d) < (max (force a) zero) + (suc d)

Esta tultima demostracion se realiza, como se adelantd previamente, sumando a sumando,
valiéndose para ello del lema 4+-mono que postula la compatibilidad de la suma con la relacion
de orden. Para probar en el lado izquierdo que [ j| (force a) < (max (force a) zero), se utiliza el
lema !<max aplicado a (force a) y zero que prueba que un contimero siempre es menor o igual
al méximo de si mismo con otro. En el lado derecho, por otra parte, se debe probar lo siguiente:
[ 7] (force d) < (suc d). Esto se resuelve mediante la utilizacién del lema <suc que prueba que
todo contimero es menor o igual al su sucesor.

= En el penultimo caso se conserva que el primer y el altimo argumento son sucesores, (suc a)
y (suc d), y que el tercer argumento es zero. Lo que cambia es que el segundo argumento
ya no es zero sino que es (suc b).

interchange {7} (suc a) (suc b) zero (suc d) =
suc A { .force — transitive-< (interchange (force a) (suc b) zero (force d))
((reflexive-< (max (force a) zero))
+-mono
suc A { .force — (reflexive-< (force b))
max-mono pred< }) }

Se analiza el lado izquierdo de la desigualdad de la siguiente manera:

max (suc a + suc b) (zero + suc d)
= max (suc A { .force — force a + suc b }) (suc d)
= suc A { .force = max (force A { .force — force a + suc b }) (pred (suc d)) }
= suc A { .force = max (force a + suc b) (force d) }

Luego se analiza el lado derecho como se muestra a continuacion:

(max (suc a) zero) + (max (suc b) (suc d))

(suc A { .force = max (force a) (pred zero) }) + (max (suc b) (suc d

(suc A { .force — max (force a) zero }) + (max (suc b) (suc d)

(suc A { .force — max (force a) zero }) + (suc A { .force — max (force b) (pred (suc d)) }
(suc A { .force — max (force a) zero }) + (suc A { .force — max (force b) (force d) }

suc A { .force — (max (force a) zero) + (suc A { .force — max (force b) (force d) })

)
)
)
)
}
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Si se quita el constructor suc de ambos términos se obtiene que, para un j menor a i, el
objetivo a demostrar es el siguiente:

[ 7] max (force a + suc b) (force d) <
(max (force a) zero) + (suc A { .force — max (force b) (force d) })

Se aplica la llamada co-recursiva (interchange (force a) (suc b) zero (force d)) como primer
paso para realizar esta prueba. Esta llamada prueba lo siguiente:

[ 7] max (force a + suc b) (force d) < (max (force a) zero) + (max (suc b) (force d))

El lado derecho de la desigualdad se reescribe, por definicién de la operaciéon max, de la
siguiente manera: (max (force a) zero) + (suc A { .force — max (force b) (pred (force d)) }). Por
lo tanto, después de aplicar la llamada co-recursiva, el nuevo objetivo a demostrar es:

[ 7] (max (force a) zero) + (suc A { .force — max (force b) (pred (force d)) }) <
(max (force a) zero) + (suc A { .force — max (force b) (force d) })

Es facil observar que a ambos lados se cuenta ahora con una suma, donde los primeros
sumandos son iguales y los segundos sumandos son bastante similares. Se resuelve entonces
esta nueva desigualdad sumando a sumando utilizando el lema 4+-mono, pasdndole como primer
argumento (reflexive-< (max (force a) zero)) que prueba que (max (force a) zero) es menor o igual
a si mismo. Como segundo argumento se debera dar un término que demuestre que:

[ 7] (suc A { .force = max (force b) (pred (force d)) }) <
(suc A { .force — max (force b) (force d) })

Lo primero que hay que hacer para demostrarlo es quitar a ambos lados el constructor suc.
Luego de hacerlo, lo que queda por demostrar es, para un k& menor a 7:

[ k] max (force b) (pred (force d)) < max (force b) (force d)

En este caso se tiene a ambos lados una operacién max, donde los primeros argumentos son
iguales entre si y los segundos so6lo varian en una aplicacién de la funciéon predecesor. Luego se
prueba esta desigualdad mediante el lema max-mono. Como primer argumento a este lema se
pasa el término (reflexive-< (force b)) que prueba que (force b) es menor o igual a si mismo.
Como segundo argumento se utiliza el lema pred< que prueba que el predecesor de un contimero
es menor o igual a dicho contiimero para probar que [ k] (pred (force d)) < (force d).

» Habiendo analizado todos los casos en los cuales el primer argumento es (suc a) y el tercero
es zero, el octavo y ultimo caso considera que el primer y el tercer argumento son sucesores,
(suc a) y (suc ¢), y los otros dos son conimeros by d cualesquiera.

interchange {7} (suc a) b (suc ¢) d = suc A { .force — interchange (force a) b (force ¢) d }

Al analizar el lado izquierdo de la desigualdad, se obtiene lo siguiente:

max (suc a + b) (suc ¢ + d)
= max (suc A { .force — force a + b }) (suc A { .force — force ¢ + d })
= suc A { .force = max (force A { .force — force a + b }) (pred (suc A { .force — force ¢+ d })) }
= suc A { .force = max (force a + b) (force ¢ + d) }

Cuando se analiza el lado derecho, por otro lado, se obtiene:
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(max (suc a) (suc ¢)) + (max b d)

(suc A { .force — max (force a) (pred (suc ¢)) }) + (max b d) =

(suc A { .force — max (force a) (force ¢) }) + (max b d) =

suc A { .force = (force A { .force — max (force a) (force ¢) }) + (max b d) } =
suc A { .force = (max (force a) (force ¢)) + (max b d) } =

Quitando de ambos términos el constructor suc, se obtiene que el objetivo a demostrar es,
para un j menor a i

[ 7] max (force a + b) (force ¢ + d) < (max (force a) (force ¢)) + (max b d)

Esta desigualdad es, exactamente, el resultado que se obtiene al realizar la siguiente llamada
co-recursiva: interchange (force a) b (force ¢) d.

De esta manera queda demostrada la ley de intercambio para los ntimeros conaturales.
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