





UN METODO PARA OBTENER CONGRUENCIAS DE
NUMEROS DE BERNOULLI

por

MiscaHA COTLAR

En una nota anterior (*) hemos introducido los polinomios
Ma(z), @,(x) y go(x) (ver formulas (1) y (2)) y hemos indi-
cado sus caracteristicas principales. Ahora detallaremos un poco
mas sus propiedades y aplicaciones. Debido a la propiedad ca-
racteristica de nuestros polinomios, que consiste en que se pueden
permutar. entre si el indice y el argumento para valores enteros
del mismo, de toda relacion algébrica se deduce otra aritmética
valida para los valores enteros del argumento. Esta propiedad
de permutabilidad permite establecer diversas relaciones entre
los coeficientes de dichos polinomios y los ntimeros de Bernoul-
li. Diversas congruencias clasicas de los nimeros de Bernoulli, y
otras posiblemente nuevas, estan incluidas en dichas relaciones.
De los resultados que creemos nuevos mencionaremos el siguien-
te: en la teoria clasica es fundamental la congruencia de Vo-
ronoi (ver. § 4, férmula (52)) cuya utilidad se debe especial-
mente a que contiene un parimetro arbitrario s; en cambio el
manejo de esta formula queda dificultado por la presencia del
factor e= E(as : p); nosotros sustituimos este factor por el més
simple (—1)¢ (ver férmula (63)). En todo caso el objeto del
presente articulo es mostrar que las propiedades especificas de
los polinomios M,(x), ¢,(x), proporcionan un instrumento
sencillo para el estudio de los ntimeros de Bernoulli, y que la
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(*) M. CorLAR. Estudio de una clase de polinomios de Bernouwlli, Math.
Notae, afio VI, fas. 2, pag. 69. El lector familiarizado con la teoria de los ni-
meros Bernoulli puede prescindir de la lectura de la mnota citada, completando
por propia cuenta alguna que otra demostracién, ya que a continuacién resu-
mimos los resultados de aquella nota. .
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las propiedades (1—4) citadas en dicho § 3, pag. 81. En ge-
neral seria interesante hacer el estudio de los polinomios
M, (")(x), en™(x), gu)(x), donde el indice (r) tiene el signiti-
cado definido en el 1. c.

§ 3. De las formulas anteriores se deducen multiples re-
laciones para los coeficientes de los polinomios M (z), 9,(z),
gn(x). No nos detendremos en detallarlas a todas pues para lo
que sigue solo necesitaremos las siguientes relaciones que son
consecuencias directas de las formulas (8), (11), (18), (26),

(27) ¥ (28b) (*):
i =§c Sp-sF 3 =n1* — (1—2) @n_y# 1+ (n—1) @5+ 2(31)
Pk = (<D)rlgnest = gt gt —]  (3la)
= ot 4 (1= 1) (g gard ) == (~1):Gt 5, (310)
fn:<n—1> (foix +hod) =nfoit (=1 (3lc)
M k-_—_M,, - gE e M,, 1"+TM,1_‘, —2

k on—s
— 2 Cns 6 k_s — 2 ( 1)3 —— Cn n_‘k—s (31(1)

s=0 (n—s)! §=0 (n— )

2
M2k =M, _ 211 < M 2ks1 ; M, 2041 — ; Mn_g‘.’k + M, g2kt
: n

n_

(3le)
M}k=M, *1 si k=impar (31f)

M, =M t=M,(0)=2{1+1/84+1/5+1/7+...}  (3lg)

En cambio examinaremos con mas detalle algunas propie-
dades aritméticas sencillas de los coeficientes (**). Para tal fin fi-
jaremos las siguientes

(*) ZLas propiedades de los coeficientes f, — g:: fueron motivo de un
estudio especial en nuestra nota: Una generalizacién de los factoriales, Math.
Notae, aiio V, pg. 89.

(**) Agradezeo al Doctor Beppo Levi algunos perfeccionamientos en los teo-
remas que siguen.
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El ler. miembro de la ultima congruencia se iransforma
asi: llamando r(a) el resto de stat(modp) es decir stal=
pE(stat: p)4r(a) y teniendo en cuenta (35) tendremos

Mp(stal)_1+2M pi(stat)i +M r (pE( )+r<a))_
S e B N TSI T
14 2 Mypi(r(@)i+ (p) @)+ 2 E ()

Pero por la permutabilidad es M, (r(a)) =M,)(p) y sien-
do r(a)<p ninguno de los coeficientes del polinomio M,(,)(x)
no tienen a p en su denominador y por tanto M, (p)=
M, (0)=1, de modo que la ultima congruencia viene

M;, (sta)=1+42E (ist) :

Llevando la tltima congruencia en (48&) y observando que
% (atst) =« (at) +%(s!) y que x (at)=t % (a) (en efecto [(at)P~t—
—1): p={[(@rt—1) + 1 —1}: p=[(p(a) +1)t—L]st=1 x(a)

(mod p)), resulta la tesis.

Corolarios. La formula (48) contiene dos pardmetros
t,r, y relaciona los cocientss de Fermat y Wilson con E(a:p)
y M,pn; el Gltimo coeficiente se expresa a su vez (teorema
V) por los ntimeros de Bernoulli. Dando valores particulares a
dichos pardmetros se obtienen multiples relaciones, algunas cla-
sicas y otras posiblemente nuevas. Aqui vamos a examinar tan
solo el caso mas sencillo: ¢t=1, es decir la férmula (49), de-
jando al lector analizar otros casos particulares.

Para r=2k—1-/-p—2 la formula (49) da, en virtud del
teorema V,

p—1 sa Dol B
o1 T Xy’ i 22k (m &
ai]a = ( P )~_ Sa{la?A /{(a) s2k—1 } 2k ( s p) (5O>

En particular para s=1 se obtiene de (50) la foérmula
de Lerch - Nielsen:

—B———- — 2 a?k x{a) (mod p). (51)
2lﬁ a=1 3

























































SRy












































































3 108
> 105




















































	Mathematicae Notae-año7-fasc1_001_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_002_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_003_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_004_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_005_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_006_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_007_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_008_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_009_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_010_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_011_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_012_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_013_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_014_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_015_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_016_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_017_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_018_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_019_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_020_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_021_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_022_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_023_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_024_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_025_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_026_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_027_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_028_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_029_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_030_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_031_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_032_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_033_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_034_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_035_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_036_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_037_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_038_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_039_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_040_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_041_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_042_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_043_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_044_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_045_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_046_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_047_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_048_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_049_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_050_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_051_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_052_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_053_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_054_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_055_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_056_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_057_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_058_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_059_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_060_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_061_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_062_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_063_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_064_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_065_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_066_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_067_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_068_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_069_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_070_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_071_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_072_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_073_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_074_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_075_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_076_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_077_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_078_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_079_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_080_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_081_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_082_OCR
	Mathematicae Notae-año7-fasc1_083_OCR



