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SOBRE LAS
MEDIAS ARITMETICO -GEOMETRICAS X
DE GAUSS

POR

J. V. USPENSKY

(Segunda Parte)

Aunque considerando Ias medias aritmético-geométricas solo
para los ntmeros positivos hayamos alcanzado resultados dignos
de admiracion, nunca entenderemos la verdadera naturaleza de
ellas si no las consideramos en toda generalidad para los ntime-
ros complejos cualesquiera. Sean a y b dos niimeros complejos
de los cuales suponemos solamente que ni uno ni ofro sean ceros
ni tampoco su suma. El algoritmo de las medias aritmético-
geométricas aplicado a ellos engendrara dos sucesiones

R (1)

Bell e ses (2)
los términos de las cuales obedecen a la ley general

an+bn
Uy =

5 ban=lab, (3)

A cada paso podemos elegir uno u oftro valor de la raiz
cuadrada de lo que resulta cierta multiplicidad de las sucesiones
(1) y (2). Vamos a demostrar que en todo caso las dos sucesiones
tienden a un limite comtn el cual, sin embargo, varia al variar
el modo de elegir las raices. No podemos pues hablar de una
sola media aritmético-geoméirica, sino de una infiniddd. Entre
ellas vamos en seguida a escoger una“que llamaremos la media
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aritmético-geométrica principal. En la tercera parte de la me-
moria veremos como las otras medias aritmético-geométricas de-
penden de la principal.

Para definir la media principal, notamos primero que a
menos que b/a sea un numero real negativo, es posible elegir y
de unico modo las raices cuadradas de manera que ningun tér-
mino de las sucesiones (1) y (2) sea cero y que las partes rea-
les de los cocientes '

s e
AR

sean todas positivas. Sea cierta, en efecto, la afirmacion para
n cocientes

bbby b

S a 3

) )
ay as 4ag an

y vamos a ver que serd cierta también para b, ii/aniy.

Primero, como a,-~0, bp,~0, por hipétesis, serd bpi; 7/-0.
Segundo, por ser positiva la parte real de b, :ap, serd por
cierto positiva también la parte real de

1.4 ﬁ % an+bp o 2ani4q
an an an

y por tanto an;5~0.
Por otro lado

Qn+q il l (Va—n ﬂ)_:)
bn+1 2 VE V Qan

o bien

o d(neg) crvri(R)ums

habiendo puesto
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de donde (1)

gy 1

1
e = (R—{——E) oS .

Pero el namero £, no puede ser imaginario puro, porque en
tal caso tendriamos b, : an<<0; luego serd cos¢@=/=0 y de cual-

R

quier manera que se elija la raiz cuadrada } a,bn siempre la
parte real del cociente @,y :bs4; sera 7=0; para que sea po-
sitiva bastard elegir convenientemente el signo de b1, =1a b,.
Hay que notar que entonces R &,>0. Habiendo supuesto que

b/a no es negativo, por la misma razoén podemos elegir b, :VE?)

de Gnico modo para que sea R - >0. Asi nuestra afirmacién
M3
queda demostrada por induccion.
Cuando b/a es un ntmero negativo hay una manera de

elegir b; de modo que

b /b
R2t=0 , I L) -
a, Ya
pero entonces seran by, bs, ... completamente determinados si
les imponemos satisfacer a la condicién
b b
R—2>0 , R=3>0,...

De tal manera siempre tendremos el algoritmo completa-
mente determinado y ahora debemos demostrar su convergencia.
De las formulas (3) se deduce

_.l

wtt — O = 5 o (bn—an)
de donde
1[1-§ 1l
|bn+1—an+1|=§]1+sé'; lbn—anl§§|bn—an|

(*) Los signos R, I delante de un simbolo numérico estan para expresar res-
pectivamente la parte real y el coeficiente de i en dicho ntimero, y no deben
confundirse eon las letras de significado numérico, escritas en cursivo, como
R en la misma férmula. {






e
a menos que bja sea nGmero negativo (*).
2.0 M(Xa, \b) =\M (a, b)
para todo numero complejo X no cero.
3.9 M(a,b)=M(a,,by) =M(ay, by)=...
Tomando A\=b/a de la propiedad 22 se sigue
M(a,b)=aM(1, b/’a)

y asi el estudio de M(a,b) se reduce al estudio de la funcién
M(1,x) de una variable compleja .

2. Sea ahora
a-/:0, b=/:0, a+4b--0, a—b-/=0.

En este caso, de cualquier modo elijamos las raices cua-
dradas, ningun término de las sucesiones (1) y (2) serd cero
y podremos considerar los cocientes

bbby G

o T
En efecto, supongamos que
an7/:0, bn/-0, an+bn/~0, an—bn/-0
para un cierto valor de n. Entonces a,4;7/-0, bpy;=/-0; tam-

poco puede ser apy +bpyy =0 0 apyy — bpy =0 para lo cual
seria necesario que

Van+1bn=0 o bien Va.— Vb, =0,

£y

2

pero en ambos casos a,=bn en contra de la hipétesis. Por no
ser cero ninguno de los nameros a, b, a+b, a—b queda de-

(*) Para b/a negativo serdn M (1,b/a) y M(b/a,1) ntmeros complejos
conjugados.
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mostrado por induccién que-lo mismo valdra para los nimeros
an, by, an+bn, an— bp cualquiera que sea n.

Si entre los cocientes (A) solamente un nimero finito tie-
ne la parte real negativa y es by/a; el ultimo cuya parte real
es negativa o cero, claro estd que las sucesiones (1) y (2) con-
vergen al limite comtn igual a la media principal M(aj, b;).

En el caso que un ntmero ilimitado de los cocientes (A)
tengan parte real negativa, las sucesiones (1) y (2) tienden a
cero, lo que vamos a demostrar del modo siguiente. Sea |a|=op,
|b|<p; ya notamos que serd |ap|<p, |bn|<p para todos los
valores de n. Supongamos ahora que

‘Rﬁ<0

Qn
de donde, poniendo
an:Rei‘P, bn:R,ei(P} (R’ R’ép)

se sigue cos (¢’ —¢)<0. Como

|an +bn|=VR2 4+ R2+2RR cos (¢’ —9) < VR2+ R2 < V20,

tendremos
Ianﬂ]< /3’ |bniy | =P
V241 V2+1
|anss | < WP, Ibn+2l< < 2V—
0 sea
214/5
lants|<ep, |bnig|<<ep con &= |12<0’9-

Sera luego también

Jangl<ep, |brmkl<ep
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para cualquier k=2. Supongamos ahora que en la sucesidn

haya n términos con parte real negativa; de la sucesion de los
indices de estos términos podremos extraer una sucesidén parcial
compuesta de un namero de términos i=n/2 tal que cada uno
sobrepase al anterior por lo menos en 2 unidades; llamando
a,B,...,v a estos indices serd, por lo dicho,

laa|=p, lagi<ep, lay[<e%,..., |a,|<sitp

[ba|=p, |bgl<ep, |byl<<ep, ..., |b,|<seilp
y por consiguiente

il 1

n n
|am|<e® “p, [bm|<e® o
Sea ahora n un ntimero positivo dado tan pequeiio co-
mo se quiera y sea r un numero suficientemente grande para
que sea

L
erp= .

Como la sucesién (A) tiene, por hipétesis, una infinidad
de términos con parte real negativa, podemos elegir m bastante
grande para que sea n=r-+2. Entonces sera |a;|<n, |b,i<n,
siempre que k=m y ello significa que lima,=I1imb, =0.
para m — o, como habiamos enunciado. Vemos de esta ma-
nera que de todos los algoritmos posibles solamente son ftiles
aquellos para los cuales los cocientes

tienen parte real positiva desde cierto indice en adelante. En es-
ta parte de la memoria nos limitaremos a las medias principales.
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real. Excluyendo los dos lados del corte, a la parte de plano
que queda le llamaremos el dominio R. La media aritmético-
geoméirica principal M(1,z) es una funcién bien determinada
de la variable compleja x en el dominio R. Es hecho de prin-
cipal importancia que en todo el dominio R la media principal
M(1,z) es una funcion analitica regular (*), lo que vamos a de-
mostrar del modo siguiente.

Sea C un circulo con centro en un punto x, del dominio R
que no tenga ningin punto comun con el corte mencionado. De-
signemos con a,(x) y bn(x) los términos n-ésimos del algorit-
mo en un punto z interior al circulo C y supongamos que a,(x)
y bn(x) sean funciones regulares dentro de G de modo que

(@) =) + ) (5 aq) + "1(2")( o)+
b'n(wo) b"n (o)

ba() = ba() + 22 (2~ ) + o (3 — )2+

« [Entonces es claro que

s (@) = 5~ (an(@) + ba2))

serd también una funciéon regular dentro de C. Ahora consi-
deremos la raiz cuadrada

o(z) = Jan(®) bn(z) =
Van(o) b(xo) V1 + a(x— @) + B(m —20)? + ...

donde

V an(@o) b (o) = b,41(%o)-

(*) Hasta qué punto fué conocida por Gauss la teoria de las funciones
analiticas, es cosa dificil de averiguar. Sin embargo su carta famosa a Bessel
con fecha 18 de Diciembre de 1811 contiene una enunciacién clara del teorema
fundamental de Cauchy con alusién a su importancia para el desarrollo de fun-
ciones en serie. No es, por tanto, del todo improbable que Gauss poseyera co-
nocimiento de cosas que usamos en nuestra exposicién.
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Como an(x) y bp(x) no se anulan dentro de C la serie

Vl—l—oc(w—wo) +B(x—=g)2+ ...y

convergente en (, no se anula alli tampoco. Por consiguiente

V1 +a(z—zo) LBz —ag)2+ ... =14 (. — ) +d(x—20)2 + ...

es una funcion regular dentro de C y lo mismo vale para o(x).
La parte real de la funcion regular o(z)/a,(%) no se anula
dentro de C y por tanto queda positiva. En efecto, si

w(x)

an+1(x >

R

se anulara en cierto punto’ x; deniro de C tendriamos

n1(2y)
. s bn(,) :
con \ real de lo que seguiria (ver § 1) ——= <0; en contra
an (%)

de la hipotesis. Por ser la parte real de o(x)/an4(%) positiva
dentro, de C resulta o(z)=0b,;(z) y asi queda demostrado
que bniy(x) es una funcion regular dentro de C. De tal mane-
ra vemos que suponiendo an(x) y bn(z) regulares dentro de G
lo mismo valdra para a;i,(2) y bnyy(x). Pero

: 14z b b
Tk

donde la raiz tiene su parte real positiva (ver § 1), son fun-
ciones regulares dentro de C. Queda asi demostrado que para
un valor cualquiera n>=1 los términos a,(z) y bn(x) son fun-
ciones regulares dentro de C y por tanto en todo el dominio
R. Como la serie -

ML, 2) =1+ (ay(z) — 1) + (ay(a) — a;(2)) + ...

es uniformemente convergente en cada parte limitada del domi-



i ot )

nio R (ver § 1) mientras sus términos son funciones regulares
en él, sigue de un teorema bien conocido que M(1,z) es regu-
lar también en todo el dominio R y no se anula en él, en con-
secuencia de la ultima desigualdad del § 3.
En cuanto a
M(1+a,1—z)=(1+2z)M (1 1—_f)
s s 1+w A

ella serd una funcion regular en el dominio R, que se obtiene
del plano complejo practicando dos cortes: uno desde el punto
1 a lo largo de la parte positiva del eje real y otro desde el
punto —1 a lo largo de la parte negativa del mismo. Asi el
cociente :

Mi—x, 1}x):
M(1,x)

serd una funcién analitica regular en el dominio R’ que resulta
de R practicando una nueva cortadura desde el punto 1 a lo
largo de la parte positiva del eje real.

5.-Por cierto la funcion M(14x,1—x) queda regular y
no se anula en el circulo unitario |x{<<1. Luego el cociente

1
M(1+x,1—x)

puede desarrollarse en serie de la forma

(00}

= ¢, wen (5)

n=0
con ¢y=1 y queda por mostrar de qué manera se obtiene la
ley de coeficientes. Tratando el caso de nameros reales, ya de-
terminamos de dos diferentes maneras ese desarrollo en la Par-
te Primera. Un tercer método para el mismo fin, también
debido a Gauss, es muy ingenioso y vale la pena de explicarlo
con toda la brevedad posible. Poniendo

2t

=
122
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se halla

1 ¥ 142 &) 14
M(14x,1—x) M((1+8)2, (1—8)2)  M(14+e2,1—82)

Dividiendo por 142 y luego calculando el ultimo miem-
bro por la simple sustitucion de 2 en cambio de z en (5) y
calculando por otra parte el primer miembro mediante la dada
sustitucion ac:2t:(‘1—]—t2) resulta
{2n

S o, A= 2idn Cn -(]_W

Luego sustituyendo el desarrollo
(14 2) =21 =3 (— 1)k Copeym 12k

e igualando coeficientes de las mismas potencias de ¢ en am-
bos miembros logramos las férmulas

0 siendo p impar

P
=X (—1\n4n(C_.,2n¢, — 2
L n:()( ) i o cp  siendo p par
2

de las cuales podemos calcular los coeficientes ¢y, ¢y, c3,... pa-
so a paso. Para descubrir la ley general de formacion de estos
coeficientes conviene considerar las combinaciones

‘QP:ngP_ (p—1)%9, .= (2p— 1) ‘i oot ST

dondz los coeficientes I',, se expresan por (1)

2n—1
Cp _m_22n—2 -

Fn=(2n+1) Cpp_ >+

() En efecto poniendo, como de costumbre,
0120"_2_*_11 =0 paran>p—2
puede eseribirse

2
% =19y — (P —1p—2=12 (—Dndn[p* Ol lip 10002 5 10y

n=



Ordenando el ultimo miembro segun los coeficientes Cpip, i
puede escribirse también

Q= (2p-1)[(1—te) 4 P D (96, —160,)
Dp(p—1)(p—2
+16PT )1’. ;’.)3. 4.)5@ ) (25 e, ol

Poniendo sucesivamente p=1,2,3,... y teniendo en cuen-
ta los valores de las g, hallamos

de donde

1 i PHROEA2S

01:—‘ 6221.1—6 03:’1.]’-6.3—6,...;

de una manera general

desarrollando célculos se obtiene fécilmente
s 20 __1ye 2 1
4 Cp—i-'n ) Cp—2+n‘“

= (p+n—2)...(p—n-1)

@), [p*(p4n—1) (p4n) —(p—1)*(p—n) (p—n—1) ]

— A= B=nED (2p—1) [(2041)p— (@0 1) pn*fon].

Por otro lado se tieme igualmente, desarrollando eileulos:
P 2 n? n—2 __
Fu= (@n41) 2, 1+ s OB5% =

) (%fﬂl_) [(2n41) (p4n—1) (p—n) 4-2n°]

_ @4n—2)...(0—n+1) e 2
e [ (2n4-1) p>—(2n4-1) p-n*t-n].

Resulta asi demostrada la férmula del texto. Debe observarse sin embargo
que la deducci6n es valida solo para p > 1, pues para p — 1 no existe la gp—9;
pero, poniendo en este caso

Q=g =1—4c,

se observa que la férmula sigue valida.
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Pero la serie

lo a—+ = lo —al-}—l lo 2—}—
mh S R SO el T

es uniformemente convergente y sus términos son funciones re-
gulares en el dominio R, y por tanto en R'(n.4). Luego el se-
gundo miembro de (6) representa una funciéon regular en R’
y lo mismo vale para el primer miembro. Como ambos tienen
valores iguales para 0 <<z <<1 seran iguales en todo el dominio
y (6) valdra en el mismo dominio. Ahora cambiando  en —z
en (6) y restando tendremos

™ M1+, 1—zx) n M(1—z, 1+zx) 0 i o 4
% (L —a). (52 VM(Te) W e By

y como

log_ix —log;L =i

seglin sea positiva o negativa la parte imaginaria de z, logramos
por fin la férmula importantisima

1 it 2i
M1, —zx) B M(1,x) + M(1+z,1—z) (7)

donde vale el signo + o — segtn sea -
1200 e <0

7.-La formula (7) esta establecida sélo cuando la parte
imaginaria de = no es cero. Veamos ahora lo que ocurre cuan-
do z es un ntimero real. Sea x=y—ie donde y y ¢ tienen
valores positivos excluyendo y=1. /Sean dan(e) y bn(e) los
términos del algoritmo aplicado alos numeros a=1, b=—y+ie.
Los primeros seran

1—y4i —_—
a,(e) = y;—u—: 5— Og(8)= ]/—y+zs
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donde la raiz tiene parte real positiva. Haciendo aproximar e
a cero a;(¢) y by(e) tienden a los limites

1— ,
alz—?y, Dy =1 1/5'—

con valor positivo de la raiz cuadrada. Sean ay,by; as,bs; ...
los términos del algoritmo aplicado a a, y b;. Tenemos

lim a, =1im b, =M (a,, by).

Pero por la definicion de la media principal que hemos
adoptado en § 1 2

M(1,—y) =M(ay, b,).
Por otra parte se vé facilmente que
lima,(¢) =an, lim bp(e) =bn, €—0

y la convergencia de as(e) y bu(e) al limite M(1,—y-ie)
es uniforme en e. Luego

i M(L, = y 4 i) = M(1,— 5).

e=>0

Teniendo en cuenta que la parte imaginaria del cociente

l-—gwpile=ythinn Ieyited 2¢ ;
e Iy—ie  (14y)*e? | (14y)2te?

es positiva, tenemos por la misma razén
lim M(1+y—ie, 1—y+ie)=M(1+y, 1—y).
e->0

Ahora sustituyendo en la formula (7) x=—y+ie y ha-
ciendo aproximar & a cero hallamos

L% i sl ki 2
M(1,—y) M(1,y) M(1+y,1—y)




il

para un valor cualquiera positivo de y excluyendo y=1, es
decir cambiando de notacion

1 1 2t

para z>0. Cuando O0<z<1 resulta de la formula (7’)

Ll 2i
M(1,—=z) MQ,z) M1, J1—=?)

(8)

y asi elgedlculo de M(1,—z) se reduce al calculo de dos me-
dias de numeros positivos. Sea x>1; entonces de la misma
formula sigue

1 1 i 1 i
M(1+x,1—2) M(z+1,a—1) M(1,z) M(x, Jz2—1)  M(1,z)

y sustituyendo esto en (7) tendremos por fin

M e i
M(,—-z)  MQ1.,z) M(x,yz2—1)"

Lo mismo resulta de la formula (8) cambiando en ella
1 ;
Zoen == 3 teniendo en cuenta que, al pasar de valores de =

menores de 1 a valores mayores de 1, para calcular la media
aritmético-geométrica principal sera necesario cambiar el signo
de i. De tal manera el calculo de la media M(1,—x) para =z
positivo siempre se reduce al célculo de dos medias de ntme-
ros positivos. :

Hay otros casos donde semejante reduccion tiene lugar y
quizas vale la pena de discutirlos. Sea x real y positivo. En-
tonces

MA+7V1+22, 1—7V14+22)=M(1,x1).






.
sucesion discorde de n—2 letras comunes y 1 letra diferente, es
_ Jn:fn—2;1 (13)
luege por (10):
In="fn-1+fne (14)

fa=(n—1) (fues + fn-2) (14a)

que es la formula a) de Euler.

De (12), (14), (14a) se obtienen facilmente otras relacio-
nes equivalentes; en efecto (14a) puede escribirse

AP o e G R JAE T e R
= (= 1) fo= (—1)n
de donde_
famnfuy + (— Dp=n (n—1) fay+ (—1)wt (n—1)=... (15)

J,= ﬁf”—lzﬁ e e (U S (15a)

Analogamente se obtiene
In=(n—1)Jp1—frs (15b)
Y, por (3),
Pn=(n=1) (P01 +9ns) =n@n+(~1pp25  (16)
luego en particular

fn=0(modn—1); fo=(—1)" (mod n); Jn=(—1)»1 (mod n).
(17)
De las féormulas (9) y (11) se deduce que si formamos un

cuadro (o tridngulo) tal que la primera fila se compone de.los
nameros factoriales 1!,2!,...n!,..., y las filas sucesivas de
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_“-l-iB_Vl—si
£ S A

Tomando la raiz de modo que la parte real sea positiva,
la formula precedente lleva a la relacién

2 1—i 1+

T R ppym———
ML MR ey M=

la cual al cambiar ¢ en —i y poniendo s=ctge (donde

0<o< %) aparece en la forma mas elegante

2 2% (1+i)Vseng  (1—i)V/sen ¢
142 R 2
M(LVW M1, cos%) M(l,sen%)

Finalmente se halla casi inmediatamente para —n <o <=
: g
M(1,er?)=e2 M(1,cos g)

9.-Para establecer algunas otras cosas muy importantes '
haremos ahora uso de argumentos geoméiricos y empezaremos
por demostrar un lema muy sencillo. Sea (fig. 1) OCD un
triangulo con angulo agudo en O,A el punto medio del lado
CD, OSP la bisectriz del angulo COD=0 y ASR la bisectriz
del 4ngulo OAD. Digo que el idngulo OSR sera siempre me-
nor de 45°. Como

AO+AQ>00=0T= AT +AQ
sera
AO> AT
y también

S ATO S ZA0T.
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1o, Sea z un numero complejo tal que
lz|<1, Re=0, Iz>0.

En la figura 2 1,z,14+2, 1—x estin representados
por los puntos A,B,C,D. El punto medio E de AB represen-

1+ .
ta el namero LY mieniras que la raiz cuadrada con parte

real positiva estd representada por un punto de la bisectriz OQ
del 4ngulo AOB. La media principal M(1,x) estard represen-
tada por un punto (no seiialado) interior al angulo COQ. El
punto A representa la media aritmética de dos ntimeros 1z
y 1—ax y la media geométrica de ellos con parte real positiva
estard representada por yn punto de la bisectriz OP del an-
gulo COD. El punto que representa la media principal M(1+z,
1—2) serd interior al angulo AOP. De lo dicho sigue que

=

M(1,x)
ST e

donde 9 es la medida del 4ngulo POQ. Tracemos AR’ bisec-
triz del 4ngulo OAD y por tanto paralela a OQ; tenemos
X POQ= 39 OSR. Los triangulos ODF y ODC tienen un la-
do comun OD. También DF=O0C, pero OF =CD. Luego
3 ODF =COD y por tanto serd el 4ngulo COD agudo o

2 1Y
‘recto. Entonces del lema demostrado sigue ¥ = 7 ¥ por tanto

M(1,2) Mls) o
M(14-z, 1—z) b RS o L P

20. Sea’ x un numero complejo tal que
lgl=nl, Roe=0 “la<h
Designando con # el numero conjugado de = serin

|5 <1, Rz=0, 1%>0.

IA
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M(14z,1-—2z) M(1—a,14x) i
M1lz)  M(l—2) ¥

Por lo dicho la parte real de

M(1—x, 14+x)
M(1,—=x)

es positiva, luego es positiva la parte real de

M(1+x,1—x)
M(1,x)
lo mismo que la de
M(1,)
M(14x,1—=x)

Sigue de esta discusién que la parte real de la razon

& Ml
T M(1—z, 1+4x)

sera siempre positiva cualquiera que sea el numero complejo x
con parte imaginaria no nula. Ademas se puede mostrar sin
dificultad ninguna que para dos ndmeros positivos dados p y
R existe un namero positivo d(p, R) tal que dicha parte real
serd >d(p, R) siempre que

R>|z|>0, |l—z|>p, |L+z|>p.

10.~Sea |z| =1, 1250, En
la figura anexa D es el punto
medio de AB y OE la bisectriz
del angulo AOC. El punto re-
presentante de la media princi-
pal estd en el angulo DOE; lo
mismo el punto que representa la
media principal M(1,—x) estd
en el 4angulo FOG. Y como
X EOF =90° se ve facilmente

Fig. 3.
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estd en el dominio representado en la figura adjunta, de la cual
se excluyen los arcos circulares b, b” y el eje real. Debemos
recordar que esto vale para x complejo con médulo <1 y
parte imaginaria no nula.

LR )
0
bl
i
2

Fig. 4.

Veamos ahora lo que pasa cuando |z|>1, siendo todavia
la parte real de z no nula. Poniendo nuevamente zz,=1,
tendremos '

M(1,x) M1, %) e
M(1—z,1+a) M(1—=, 11wg) ~

con el signo 4 o — segtn que sea Ix>0 o Ix<0. sea

M(1,z,)

l=— = .
M(1—z,, 1+,

Entonces t=#--i y como & esta situado en la parte in-
ferior o superior del . minio (O) segin que sea Iz>0 o I2<0.
el dominio completo donde cae ¢ para todos los valores com-
plejos de = con parte imaginaria no nula serd el representado
mé4s adelanie (fig. 1) del cual hay que excluir los arcos cir-
culares, las lineas If=-1 y el eje real.

Hasta ahora siempre excluimos los valores reales de .
Queda pues por considerar el cociente

P ApEEs
- M(1—z,14x)

para valores reales de x. Sea primero 0<<x<1l; entonces al
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11. - Trazando dos semicirculos ¢ y ¢’ con centros R

BT de radios %, el dominio (D) quedara dividido en dos

partes de las cuales una estd rayada en la figura. Digo que
los puntos ¢ correspondientes a valores de x con parte real
positiva estdan en la parte no rayada y los correspondientes a va-
lores de x con parte real negativa en la parte rayada, mien-
tras que a los valores de 2 que son imaginarios puros corres-
ponden puntos de los semicirculos ¢ y ¢. Sea

| . 5 M(L,z)
Rz>0, u:l/l—xQ, Ru>0, t:m

Como z=|/1—u? sera

M(1,u) i

== -

MY

Si ¢ estuviera en la parte rayada de (D) el punto #, que
debe estar en (D), perteneceria también al dominio obtenido
de la parte rayada después de la transformacién t'=1/t. Pe-
ro este no tiene ningun punto comun con (D), luego ¢t y t
ambos pertenecen a la parte no rayada de D. Dejamos al lec-
tor la demostracion facil de que ¢ pertenece a la parte rayada
o esta sobre c¢,c’ segin que la parte imaginaria de z sea ne-
gativa o nula. Por lo dicho cuando Rx>0, 12=0 tenemos

e el e
2 ) 5 ST Jiik N
£
designando con « y B la parte real e imaginaria de . De la
formula

M(T )y . Pueny )
m’_x)—1—|—2l(0«+l{3)—1—2[3+21(1
sigue
M(l,z) |
WL =) |~ VAe + 28— >1

es decir |[M(1,z)|>|M(1,—x)| a menos que x sea imaginario
puro.
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Valiéndonos de esto ya podemos demostrar que la media
principal M(a,b) tiene médulo mayor que cada otra media
M(a,b) que nazca del algoritmo donde al menos uno de los
cocientes :

by b, by

ey T R
a; ay ag

tiene parte real negativa (*). Sea primero b,/a, el tnico co-
ciente con parte real negativa. Entonces

Zl_l(a, b)=M(a,, b,), M(a,b)=M(a,,—b,)
y por lo dicho
|M(a,, —by)|>|M(a,, b)]. ‘

Supongamos ahora que sea cierta la proposicién cuando n

cocientes

e

a“s aB ’ ) au
tienen parte real negativa; se ve en seguida por induccion que
ella queda valida cuando tienen parte real negativa n+41 co-
cientes
b, bg b b

-

P

S
gkl R R
Llamemos en efecto ﬂ:l(a, b) a esta media, y M(a, b) a la
que se obtiene cambiando el signo de b,; por hipétesis

|M(a,b)| = |M(ay, b,)| <|M(ab)[;

pero al formar M(a,b) partiendo de a,, b, se encuentra un
solo cociente con parte real negativa, es decir b, : a,; por tan-
to se aplica el resultado anterior por lo cual

M(a.b)|<|M(a,, b)|<[M(a,b)|.
(*) En la memoria de voN DAvID citada en el parrafo 1 de la Primera
parte se halla un razonamiento muy corto, pero que no parece del todo apto
para convencer.

STANFORD UNIVERSITY (CALIFORNIA, U. S. A.) Sigue la parte 111



UNA GENERALIZACION DE LOS FACTORIALES

por MiscHA COTLAR

En el fasciculo 1 del 4.0 afio de esta revista, fueron publi-
cadas 2 soluciones, debidas a S. Sispanov y R. Frucht, del si-
guiente problema propuesto por S. Sispanov en la misma re-
vista: «gDe cuantas maneras diferentes se puede colocar n to-
rres en el tablero de ajedrez de n? casillas de modo que ninguna
coma a otra y ademéas una de las diagonales del tablero esté
libre de figuras?».

R. Frucht observé que la cuestiéon propuesta es equivalente
a este problema de Euler (1): challar el ntmero f, de las per-
mutaciones de n numeros que no dejan en su lugar ningtn
numero».

En el libro citado de E. Netto encontramos los siguientes
resultados referentes a estos numeros fn:

@) fa=(n—1)(frs+Fps) (Euler)

b) fa=nfaat(—1r  (Euler) *
¢) f":n![%—gil—{""'-{_(_l)nnl!_] (Oettinger)

d) fn es el coeficiente de x" en el desarrollo en serie de
potencias de la funcién

1

f(x)—_———ac—le_%f ?; dx,

2z

es decir que f(x)=fo+fix+fox2+...+faxn+... es la «fun-
cién generatriz» de fn (Gayley).

(*) ‘“Questio curiosa ex doctrina combinationis’’, ver E. NETTO, Lehrbuch
der Combinatorik, § 40 2. ed. por V. Brun y Th. Skolem, Teubner, 1927, Ber-
lin - Leipzig; en el mismo tratado el lector hallari referencia sobre el problema
de las 8 reinas. 1]
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e) fn es igual al numero de términos del desarrollo de
un determinante de n filas en que son nulos todos los elementos
de la diagonal principal.

La relacion que existe entre los nameros fn. y los facto-
riales n!, me hizo pensar que valdria la pena estudiar con mas
detalle las propiedades de los ntimeros fn. No es mi proposito
abordar aqui un estudio serio de la cuestion, ni sé si tal cosa
ya fué hecha anteriormente. Tan solo en la esperanza de indu-
cir a alguno de los lectores a un estudio mas profundo, quiero
esbozar unas pocas ideas, cuyo desarrollo completo podria re-
sultar, me parece, de cierta utilidad. Ademés mi exposicidon es-
t4 basada en recursos completamente elementales y creo que,
saliendo del campo de la matematica elemental, podran conse-
guirse resultados que sean algo més que meras curiosidades, co-
mo las que aqui expongo. Agradezco mucho al Doctor Beppo
Levi las multiples sugestiones para perfeccionar la redaccion
del presente articulo.

§ 1. Profundicemos algo las relaciones citadas a), b), c)
de Euler y Oettinger.
Para mayor comodidad fijaremos la siguiente terminologia:

DeriniciON 1. Dadas dos sucesiones finitas de objetos

SHL s T o (1)

[
G500 wres O sxt Gk (2)
diremos que ellas son discordes si para todo i es s;7/~o;. Di-
remos que ellas son k veces acordes (k<m) si para k indices
il’ e ik €es
8 =0y -r» St Gik'

Los ntimeros fn de Euler, citados en la introduccién, ex-
presan por lo tanto el namero de las permutaciones’'de n letras
ay, ...,an que son discordes con la permutacion inicial ay, ..., an.
Analogamente designaremos con f,i(0=<i=<n) el numero de
permutaciones de n letras que son i veces acordes con la per-
mutacién inicial; de modo que fo,=fn y fr,=1.
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Pongamos ademas

nl < ifg=n ) nl fiy2=gi (3)
Mas generalmente, sean

a4y, .. 301108 (4)
ygic. . Onby, Foba (5)

dos sucesiones que tienen n letras comunes y r diferentes; de-
jando intacta la sucesion (4) consideremos las posibles permu-
taciones de las letras (5). Podemos entonces poner la

DErFINICI6N 2. Designaremos con fn,, el ntmero de las per-
mutaciones de la sucesion (5) que son discordes con la (4); de-
signaremos con fi,, el numero de las permutaciones de la
sucesior: (5) que son i—veces acordes con la (4).

Tendremos por lo tanto que

fPrr=frr; fino=fin; forn0=fno="1n> (6)

de modo que la definicion de los numeros f, de Euler se ob-
tiene, como caso particular, para r=0, de la definicion 2 de
los nameros fn,,.

El concepto de sucesiones discordes permite dar una gran
extension al problema de Euler e introducir néimeros generales
dentro de los cuales los f,,; constituyen a su vez el caso més
simple y particular. Con este fin, fijado un grupo o un conjunto
determinado G de permutaciones, diremos que (2) es G— dis-
corde con la (1), si aplicandoi a la sucesién (2) todas las permu-
taciones del sistema G se obtienen siempre sucesiones discordes
con (1). Podemos entonces definir los siguientes nimeros muy
generales: designaremos con (G)f,, el nimero de las permu-
taciones de la sucesién (5) que son G — discordes con la suce-
siba (4). El caso més simple es el en que G se reduce a la susti-
tucién idéntica; en este caso obtenemos los némeros f,,. de’
la definicion 2. El problema general de determinar los ntiimeros
(G) fn,, es evidentemente de una complejidad enorme, pero se
puede empezar con los casos de grupos G posiblemente simples.
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En el presente trabajo abordaremos un analisis mas o me-
nos detallado tan solo del caso mas sencillo posible, o sea da
los nimeros fn,., y trataremos de mostrar que ya en este caso
existe un campo amplio de investigacion. En notas sucesivas
contamos con volver sobre el argumento estableciendo, entre
otras cosas, relaciones entre los numeros f,, los ntmeros de
Bernoulli y el teorema de Fermat.

nr

§ 2. Consideremos una permutacién de (5) i —veces acor-
de con la (4); entonces i letras quedan en su lugar y-las r+4-n—1
letras restantes de (4) y (5) forman sucesiones de n—i letras
comunes y r letras diferentes que son discordes. Luego con i
letras (de las n letras comunes) fijadas en su lugar podemos
formar fn_;., permutaciones de (5) i—veces acordes con (4).
Como de las n letras comunes se puede elegir i letras de @i,
maneras, siendo :

e Lol Nk L) (M)
s e,

resulta inmediatamente que

fin,vr: Cin fn-—i;r (\7)

Pero como toda permutacion de (5) es o discorde con (4)
oes 1, 02 oetc. ... veces acorde con ella, es

2 fi,,,—namero permutaciones de la sucesion (5),

luegce en virtud de (7) obtenemos
f";r+ Cl"fn—l;r+ C2nfn_2;,-+ et C”nfo;r—_— (n+r)' (8)

Poniendo en esta formula sucesivamente n=0,1,...,n se
obtienen n-+41 ecuaciones lineales en las n-+1 incognitas f.,,
fi.rs -+ fr;r de las cuales se deducen estos nimeros expresados
por medio de los factoriales. Se obtienen con la maxima faci-
‘lidad estas formulas por medio del cdlculo simbdlico (2); si en

(*) En el céleulo simbélico una sucesién{Un}se designa genéricamente

con U y 'se sustituye Un por U~ , p. 'ej. la expresion f(z) = U,H—%E I D
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efecto en la formula (8) se sustituye simbdlicamente f,. por
f* y (n+r)! por Fn, ella se escribe

(f +1)n="Fn; (8a)

el problema de deducir f,, de la (8) y de las n ecuaciones que
le preceden es entonces idéntico con el problema de calcular f»,
expresado por medio de las sucesivas potencias de F por medio
de (8a) y de las relaciones analogas para los valores menores
de n. Pero considerando (8a) como una igualdad algébrica
se sigue . '

f+1=F,
fr=(F—1)n

y desarrollando el segundo miembro y volviendo luego al sig-
nificado simbélico se responde sin mas al problema.
Luego

frr=m+r)! —Cl (n4+r—1)! +
G2 {n+ e = (@ )rrl, ()

que, para r=0, da en particular
n=nl—Clhi(n—1)!+..=2(-1)iC (n—1)! (9a)
i=1

que es la formula ¢) de Oettinger, citada mas arriba.
Consideremos ahora, en particular, dos sucesiones oy, by,...b,,
y ay, by, ..., b, que tienen n letras comunes y una diferente y
dejando fija la primera sucesion consideremos aquellas permu-
taciones de la segunda que son discordes con la primera. Si la
permutacion considerada tiene en el ler. lugar la letra a;, las
letras b,,...,b, forman una permutacion discorde con las mis-

Un xn

n!
asi obtenida pueden efectuarse las operaciones fundamentales del Anilisis y

volviendo a sustituir finalmente los expomentes por indices se llega a resul-
tados correctos. Umna exposicién sistematica de los fundamentos del ecéalculo
simbélico puede verse en los conocidos tratados de LucAs, Théorie de Nombres
y CEsAro, Analisi Algebrica, o en la memoria primitiva de BrLISsArD, Theory
of generic equations, Quarterly Journal, IV.

+... se escribe simbélicamente: f(x) — eUz ; sobre la funcién en U
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mas letras de la primera sucesién; luego tales permutaciones
que empiezan con a; son en numero f,. Si la permutacién con-
siderada tiene la letra a, en otro lugar, cambiando a, por o
se obtiene una permutacion de las letras ay, by, ... by, discorde
con la 1.2 sucesiéon que tiene las mismas letras; luego tales per-
mutaciones son en numero de f,:;. Obtenemos asi la relacion

.fn;lr‘fn+1+.fn (-10)

y con el mismo razonamientos tendremos

fn;" = flﬁ'l;r-—l i fn;r-—l- (10&)

Haciendo r=1,2,...r resulta facilmente de (102) (3):

fn;r:fn+r+clrfn+l'—1+""Jl_Crrfn' ; . (11)

Para n=0, (11) se reduce a

Pl fok G fo iy b CT F, (11a)

que se obtiene también haciendo en la férmula (8), r=0.

De (10) se deducen facilmente, como caso particular, las
formulas de Euler citadas mas arriba. En efecto, dada la suce-
sibn ay, ... dan, consideremos aquellas permutaciones de la mis-
ma que son discordes con ella y que ademas tienen la letra a,
en el 2do. lugar. Es evidente, por razones de simetria, que de-
signando con J, el ntimero de tales permutaciones, es

20 o ¥

il i . (12)

T

y J, es un entero. Pero como las letras restantes forman una

(®) La deduccién de (11) puede hacerse también por caleulo simbélico,
observando que si al simbolo fn;r se hace corresponder la expresién fn (f41)” ,
la (10*) se traduce en la relacién algebridicamente evidente: f7 (f 4+ 1)r —
(frti4 fn ) (f 4+ 1)r—1; basta entonces desarrollar el primer miembro por
la férmula del binomio para expresarlo como suma de términos en los cuales
el factor (f 4 1) tiene exponente 0. Es evidente que otras férmulas andlogas
pueden obtenerse desarrollando tan solo parcialmente el primer miembro. [Esta
observacién, entre otras, la debo al Dr. B. LEvi].
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sucesion discorde de n—2 letras comunes y 1 letra diferente, es
_ Jn=fos21 ' (13)
luege por (10):
Jn="Fn1+ o (14)

0 sea
fa=(n—1) (fa—1 +fas) (14a)

que es la formula a) de Euler.

De (12), (14), (14a) se obtienen facilmente otras relacio-
nes equivalentes; en efecto (14a) puede escribirse

AT A P A P R e R
=(=Drfo=(—1)»
de donde

fa=nfoa+(=1)r=n(n—1)fas+(=1)*1(n—1)=... (15)

— f" —‘ n=% 5a
Jn“—n_—l—nfn—z_l'(—l) : (13)

Anélogamente se obtiene
I= (1T f (15b)
Y: por (3), |
Pn=(n=1) (Ppo1 +9ns) =nPny +(~ 115 (16)
luego en particular

fn=0(modn—1); fr=(—1)2 (modn); Jn=(—1)»1 (modn).
(17)
De las formulas (9) y (11) se deduce que si formamos un

cuadro (o tridngulo) tal que la primera fila se compone de.los
nameros factoriales 1!,2!,...n!,..., y las filas sucesivas de
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las diferencias de orden 1,2,..., de modo que cada fila es la
diferencia de la anterior, se tiene que: f, se encuentra en la
interseccion de la diagonal que parte de 0! con la fila n*™;
fn;r esta situado en la interseccion de la diagonal que parte de
rl con la n"™ fila; Jo=f, 5., estd en la fila n—2 y en la
diagonal que parte de 1!.

De modo que el estudio de los ntmeros f,, equivale al
estudio de las diferencias de los factoriales y se comprende por
lo tanto su importancia para la Aritmética.

He aqui los valores de los 10 primeros numeros f, y Ja
y de algunos f,,,:

frr (18)
Xo1‘2345 6171|8I|9||10

0 LR 1 2 9 44 265 1854‘ 14833| 133496|1334961

I LjSs=1 3 L 53 309 2119| 16687| 148329|1468457

2 2] 4| 14 64 362 2428| 18806| 165016|1616786

3 6| 18| 78| 426 2790| 21234| 183822|1781802

4 24| 96| 504| 3216| 24024| 205056|1965624

5 [120(600(|3720|27240(229080|2170680
l I I

J1:O, J2:1, J3:1,J4:4, .75:11’ J6:53’
J;=809, J;=2119, J,—=16187, J,,—148329  (18a)

§ 3. En lo sucesivo nos va a interesar el problema de for-
mar una funcién cuyas derivadas en el origen sean los nuimeros
fn;» para n fijo y r variable; los coeficientes del desarrollo
de Maclaurin de esa funcién serin pues, los nameros f,..:r!,
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cuyas propiedades nos conviene por lo tanto estudiar ahora.
Pondremos luego por brevedad

g i
fn;rzﬁf";r' (19)

De la férmula (9) es evidente que también los ntmeros
f'n;r seran enteros.

De la tabla (18) se obtiene en seguida la siguiente

fl
nr
» n
\ PR 4 5 6 7 8 9
,,
R O i 1 o N T 53 | 309 | 2119 | 16687 | 148324 | 146845

| I
2 [1|2| 7| 32| 181 | 1214 | 9403 | 82508 | 808393 |

3 Ly | Bouigl:3 71 465 3539 -30637 296967

4 e S 2l 134 1001 8544 | 81901

5 s 1 ' 5| 31 \ 227 1909 \ 18089

Por induccién se demuestran facilmente las propiedades si-
guientes:

a.)’ fn;r:rfn;r—1+nfn—1;r (n>0’r>0) (20)
Frir=1nsr—1+ 10 fnoq;e (20a)
b) frg=(+r—1)foy;;+(n—1)fns;r (21)

f/n;r:<n+r_1) f,n—l;r+(n_1)f’n—-2;r; (213)
para r=0, (21) se reduce a (14a).

C) .fn;r:<n+r)fn;r—-1+nfn—1;r—1 (22)
rf'n;r:<n+r) f,n;r—1+nf"1~1;r'—1; (223)
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para n=0 la (22) se reduce a r!=r(r—1)!; para r=1,
ella se reduce a la (10) después de transformada por la (14a).
d) Combinando las relaciones anteriores se deduce todavia

f’n;r: (T‘—]— 1) f,n—l;r”'l _f,n—-l;r (23)

f,n;r: (n +r) f’n—-l;r—f’n—l;r—l' (24>

e) Las propiedades de los ntmeros f,,. y fn, se aclaran
mucho, considerando dichos ntimeros como generados por frac-

ciones continuas numeéricas. En efecto, consideremos en pri-
mer lugar la fracciéon continua

E 2 )8
4|24 |3+ |

B : : i }
y sea @E el valor de la nime reducida de esta fraccién, es decir
n

n—1
R i

(25)

que P,, Qn son los cumulantes correspondientes a esa fraccion
(al calcular P,,Qn no se debe por lo tanto, hacer ninguna
simplificacion de fracciones). Entonces para todo n se tiene

Pn:fn 3 Qn:(Pn:n!—fn; . (26)

asi por ejemplo

f5' 2 3 4:__44.
[y P e VR T

E: 1 I 2 3 4 _5_"_:%(15_ etc....
g 1|2+ ]8+]4+]5 " 455

Si en la reducida anterior modificamos el tltimo térmi-
no, haciendo

2

2+

n—1

(27)

n

se tendra

il 1
Pr=Jng=— fory ; Qu=—[(n+ 1! —Jpm].  (28)
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f) Con las mismas notaciones (es decir sobreenteniendo
que el numerador y el denominador son los cumulantes de la
fraccion continua) tendremos la siguiente expresién para los

78 .
n.r-*

f’nﬂ;r_
L 1 2 i
n n— n—
— (2

i +r—[—(n-—l)—l— r+(n—2)+ r—|—(n—3)—|—| r—1+|r (29)
que, en particular, para r=0 da

f’H‘I_ n n_]. 2 ]. 4’

- =nL P T L e X (30)

g) Haciendo uso de las propiedades de cumulantes pode-
mos dar a la férmula (29) una forma mas util. En efecto
consideremos la fraccion continua infinita

1

eh: 2
T ¥

(rr2)+

n

e L

3
(r+3)+ I

y sea P”,(r)/a’»(r) su n-ima reducida; entonces se tiene
P” ’ ! (9
n(r) :fn;l":?'_f”;r' (°1>

Esta formula nos serd 1til mas adelante; dando a r va-
lores 1,2,... y aplicando la formula (11) obtendremos diversas
expresiones para los numeros f,. Haciendo uso de las cono-
cidas propiedades de cumulantes se puede deducir de estas for-
mulas nuevas relaciones.

h) De la formula (31) obtenemos la siguiente conclusion
importante: para cada n existe un polinomio en x de grado n

Gn(®) = gn® &+ gpt @1 + ..+ gnn L@ gy (32)
tal que para todo r es

1 Q
gn(r):f'n;r‘:ﬁfn;r’ (03)
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De (32) resulta que formando las diferencias sucesivas de
una columna cualquiera del cuadro de las /., resulta la n-ima
diferencia igual a nl.

§ 4. En este parrafo nos proponemos representar los ntime-
r0s fn.p f'n., por el método de las funciones generatrices de
Laplace y luego generalizar la definicion de los mismos nume-
ros a valores no enteros de n,r, siguiendo el ejemplo conocido
de la extension de la definicién-de los factoriales por la fun-
cién de Gauss

oo
E(r)=ferrtdz.
[J

Notamos en efecto que para n=0 se tiene precisamente
fo;r=r! y por tanto pueden considerarse las f,.., para n cons-
tante como una generalizacion de los factoriales.

La funcién de Cayley, citada al principio de ese articulo
d), resuelve el problema andlogo para r=0 y n variable; pe-
ro esta funcion es complicada y no manejable. Nosotros bus-
caremos en cambio una funcién que pueda representar f,.. para
n constante (cualquiera) y r variable. Por eso pongamos

Fo(@)=Ffno+Fraz+... +fnpa+..; _(34)
suponiendo, salvo comprobarlo en lo sucesivo, que el segundo

miembro tenga radio de convergencia >0 y que |z| sea menor
de ese radio. Se sigue

(l_m) Fn(il)) :f,";0+ (f,";l"‘f,n;o) e e
£z (f’n;r_f’n;r_l) ChEHA RS

Pero, por (20a)
f’n;r_f,n;r—lznf’"—i;r
y, por (15),

f’rl;o‘—‘fnzn fn—1+ (“ ]->" :n,f'n—1;0 4= (_ 1)";
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la anterior relacién se escribe pues
(1—2) o) = (— 1)+ Foy(a). (35)

Tenemos asi una férmula recurrente que va a permitirnos
calcular F,(x) a partir de

1

Se ve en seguida que F,(x) tendrd la forma

Pp(z)

Fn(x) 5 (]___x)n,+1

(36)

donde Pp(z) es un polinomio de grado n y que la serie (34)
serd efectivamente convergente para |x|<1.

Para calcular los polinomios P,(x) se tiene, por (35), la
formula recurrente

Po(z)=(—1)r(1—x)»+nP,_ (z), Py(z)=1; (37)

y, poniendo

Pa(®) =p, 02" + plani+ L.+ ph (38)
resulta :
pro=1 S

(—=1)Fkn!

== — 5 = k— e A T
Pok=n pn_y#71 + (= 1)mk Gk =n p,_4*1 + k' (n—k)!"

(40)

Notando que (n—1)— (k—1)=n—Fk y que n(n—1)! =n!
se ve que, sustituyendo en (40) a p,_,k1 la expresion dada por
la misma cambiando n y k en n—1 y k—1, y continuando
analogamente, ella se desarrolla en

n!

P14+ (e s 1 (41)

!
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como se comprueba también en seguida por induccion.
Para k=n se tiene

i el |
n! fo(_ 1)n+‘—“—:pnn:pn(o) =F,(0) =fn

que es la formula de Euler- Oettinger.

Se llega a un resultado necesariamente equivalente, pero
en forma diferente y notable, con la observacién siguiente: de
(34), derivando y luego aplicando (22), se obtiene

7 an(:L’
Pife) = o

(o] @
= fy et = (1) g @ E fpyyey 7
r=1

re=1 r=1
oo ee] (o]
=Mm+1)2 [ @ L BT g ol b nX o R A
r=1 r=] r—1

=(n+1)Fp(x) + c F'n(z) +nFp_y(x).

Por lo tanto la funciéon F,(z) realiza la ecuacién dife-
rencial

(1—2) F'a(z) — (n+1) Fa(z) =n Fy_y(x) (:43)‘

donde F, ,(xz) debe considerarse como término conocido). In-
tegrando se obtiene

1 x

Fo0) =g | [ 1 Faa(®) (L —apda+ 1 | (a4)

férmula recurrente que permite calcular F, (x) partiendo de

1
Fo(x> e ]_.__m‘

Se reconoce facilmente también de esta que F,(z) tiene la
forma (36) realizando los polinomios P,(x) la relacién
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Pu(z) =n f Po_y(x) do + fn b By

oy dd .
P, 4(x) :gﬁg‘cpn(x), (46)

como por otra parte se reconoce en seguida por (38), (41). Se-
gun la terminologia de P. Appell los polinomios P, forman
una sucesién armdnica. De (45) se deduce en seguida que en
(38) sera

pnk e an fk:

igualdad que equivale a (41) en consecuencia de la propiedad
c) de Oettinger. Se obtiene por tanto para P,(z) la expresion

Pu(e)=an+ Gt fyan i 4 C R fyar 4], (47)

He aqui las expresiones explicitas de las primeras fun-
ciones Fn(x):

Fofe)=—
Fy(x) = Zl_Lx)g
Fo®) =
Filay= x;f :)!;2

§ 5. El modo como la férmula (34) define la funcion ¢
Fp(x) demuestra en seguida que

Fase=Dal7 Fa(0).
Esta relacién nos permite inmediatamente generalizar la

definicion de f,.. para un r real cualquiera >0 (pero que-
dando n entero y fijo).
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En efecto se generaliza, segin Riemann y Liouville, la de-
finicion de la derivada de indice r de una funcién F(z) a
valores de r=p, real, no entero, >0 poniendo

m<p=m-+1 (m entero)

: 1
DpF(z)= S | :

dgpm-+1 F(m+1_p>f($ = t)m_P F(t) dt] (a<a). (48)

Podemos luego definir f,,, para todos los valores positi-
vos de p por la férmula

fn;p=D,P Fy(0). (49)

Recordando la expresion (36) de F,(xz), podemos todavia
dar a esta férmula una forma més explicita. Para eso notamos
que por un teorema clasico (4) la (36) puede escribirse, para

r< 1,
[oe]

Fr(z) :fe(w*l)t Qn(t) dt i a0

0

donde Q,(t) es todavia un polinomio de grado n. Después de
esto, un teorema de Widder y C. V. L. Smith sobre las deri-
vadas de la integral de Laplace (5) nos permite escribir la (49)
en la forma

[ee]

fibl f et tp O, (1) dt. (51)

0

(*) Ver por ej. NORLUND - Séries d’interpolation. n. 87 (Collection Borel)
o también los apuntes de clase de REY PAsTor: Series e Integrales T\
Para un estudio més profundo ver: DoErscH, Theorie und Anwendung der
Laplace-Transformation o WIDDER, The Laplace Transform.

(®) C. V. L. SmitH, The fractional derivative of a Laplace integral-Duke
math. Journal, 8, 1941. Para p entero esta férmula se demuestra inmediata-
mente derivando respecto a # bajo el signo de integracién (v. también la fér-
mula (53) ) y poniendo z — 0.
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La formula (55) (o la (54)) permite deducir nuevas rela-
ciones entre los ntmeros f,. Asi por ejemplo se verifica fa-
cilmente que

(e}
W:—Tz[maﬁ[e_”"]dt e

0

y, como en virtud de (36), (47) es

Fn(_ .’L‘) o
(_1)'1'1:" n—k k xn--k | ; fn
eyt T o T DT G et gy
resulta

oo
\ 1 3 . P
R (hayerir f et X (— 1k G fy 7 et en
0

de la cual, en virtud de (50), (54) sigue

1

n dk
2N Gk — [e—ti
I (—1pk Gk fip [t ) (56)

et(l—th=

=
(=]

Igualando en (66) los coeficientes en iguales potencias de
t obtendremos nuevas relaciones interesantes entre los nime-
HeEs T

§ 6. Finalmente, nos falta todavia definir f,.. para los
valores no enteros de n. Esto se puede hacer facilmente en ba-
se de la propiedad (46) de los polinomios P,(x). En efecto, en
primer lugar dicha propiedad nos permite definir los polino-
mios P,(x) para valores n=v no enteros del indice n, en
la siguiente forma:

P, (2) = Dyt [P,y ()] (57)
siendo m<v=m-+1, m=entero.

Una vez definido P, (x), se define inmediatamente F,(z)
como



— 107 —

P,(z)
(1—a)v1

Fo(z)= (88)

y por analogia con (49) se obtiene la definicion de f,., como

]cv;P:'D*"'p [FV(O)] (59)

lo que resuelve completamente el problema de interpolacion de
los nameros f,... Dejamos a cargo del lector el calculo efec-
tivo de P,(x) y la representacién por la integral de Laplace
de la funcion F,(z). Comparando entre si las diversas formas
de f,,, asi como su desarrollo en fraccién continua indicada
en el § 3, se obtendran multiples e interesantes relaciones entre
los numeros f,. Estas diferentes expresiones analiticas de f,;,
sirvenn no solamente para estudiar los nameros f,; ellas pueden
aplicarse por ejemplo para vincular diferentes integrales defi-
nidas cuyo céalculo presenta dificultades. Asi p. ej., si quisié-
ramos calcular los f,,, directamente de la definicion (49), sin
pasar por la integral de Laplace, ya para’ n=0 nos encontra-
riamos con las integrales del tipo

1
P Lich

“Ta-p ) G

que fueron estudiadas por varios autores (comparese Rey
Pastor, Elementos de teoria de funciones, 1942, § 69, V. II)
o Brownwich, Theory of infinite series, 175, ej. 3). Fi-
nalmente la definicion de f;;, para valores reales de v, p
permite introducir en vez de una serie de Taylor con coefi-
cientes f,.. (como lo es la (34)), series de Dirichlet con coe-
ficientes f,,, o las integrales

[ee} foe) [e e}

[e—xtfn;tdt’fe—xt ft;p dt’fw di: ielc. :

t—x
(1] 0 0

BUENOS AIRES.



SOBRE UN PROBLEMA DIOFANTICO

por

Bepro LEVI

Se trata del problema n. 85 cuyo enunciado reza:

Tres nimeros enteros expresan las longitudes de los lados
de un tridngulo rectdingulo; anteponiendo a cada uno la misma
cifra se oblienen nuevamente los lados de un tridngulo rectdn-
gulo. Determinar estos tres nimeros.

A este problema llegaron dos respuestas, una del estudiante
A. Ulanovsky del 2.0 afio de Ingenieria Civil de nuesira Fa-
cultad, la otra de un lector de Coronda que quiso mantenerse
incognito; las dos proporcionan la solucién 5, 12, 13; 15, 112,
113 (I) y apresurandose excesivamente en las conclusiones, por
razones diferentes, excluyen la existencia de otras.

Por lo contrario el problema presenta cierto interés pre-
cisamente en la determinacion de dichas soluciones menos evi-
dentes que vamos a desarrollar a continuacion.

En la primera impostacion del problema nos dirigiremos
sobre las lineas de la solucién de Coronda, que es preferible
por su forma concisa.

1.-Sean m,n,p los tres lados del prixﬁer triangulo
m=n<p (1

y sean respectivamente z,Y,z los nimeros de sus cifras
gy (2)

sea a la cifra que se debe anteponer a los ntmeros m,n,p
para obtener las longitudes de los lados del segundo triangulo;
estos lados tendran pues las expresiones

a.10*4+m. a.10+n, a.10°+p

y deben realizarse las dos igualdades
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m2 +n? = p? (3)
(a.10%°+m)2 + (a.107 4+ n)2=(a.10? 4 p)2.

Desarrollando los cuadrados, restando y observando que
debe ser a-/~0 se sigue

< o p:10F—m.10"—n.10

7 102241020—1022

(4)
Debe ser a entero y
=g —9, (5)
Se sigue en seguida que no puede ser x=y=z porque
en este caso la (4) daria

g P (mtn)
10

que no puede ser positivo por ser siempre p<<m-+n. Notamos
ahora que por ser p<2n, el nimero p puede a lo sumo te-
ner una ecifra en mas que n; podemos por lo tanto hacer dos
hipotesis :

£=wioshien!  Z=y- 1.
La segunda se excluye en seguida observando que de ella
resulta

p= 107, p. 1OE > 100
m=n<10¥, m.10®°+n.10r<<2.102;

por lo tanto el numerador de (4) resulta positivo; por lo con-
trario en el denominador

10221102y <2 ; 102y,  10%2=]0%12,

por lo que el denominador resultaria negativo, en contra de la
condicion (5). Se sigue que, en el caso de existir solucién del
problema, debera ser

y:z:w—{—_t, =1
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Los valores de @ y m; estin ademas limitados por la
condicion de hacer enteros los valores de b y p+n y de la
misma paridad. Para m;=/=5 el numerador de (14) no puede
ser multiplo de 5; se sigue que sera necesariamente

t=u

salvo el caso de m=5 en el cual, para {=u-+1 resulta
b=1; esto impone que p-+n sea impar y, por (15), resulta
n=0, contra la hipétesis inicial z>1.

Para t=u debemos distinguir:

1) m;=5, a=1 da b=10 p+n=102-1 25

Para dar una expresion explicita de p,n,m nos conviene
escribir

u=v+1;

resulta

p—n p+n
— =§,—/——=10%_.125
2 2

p=10%.12545, n=10%.125—5, m=10%1.5, a=1. (II)

Para v=0 se reobtiene la solucién (I), solo multiplicada
por el factor insignificante 10; para v>0 se obtiene una serie
infinita de nuevas soluciones:

p=12505, n=12495, m =500
p=1250005, n=1249995, m =>5000

...................................................

2) Para 5<m; <8, tomando en cuenta la tabla (17), se ve
que la expresion (15) de p+n puede resultar entera solo si
5a+-m, resulta una potencia de 2; siendo entonces b par, de-
be ser también par p-+n, y para realizar las dos condiciones
bastard elegir u bastante elevado. Se nota que para

m=6 a=2 ba{tm;=16=24;

y no hay entre los valores posibles de m,; y a otros que hagan
5a+4m; potencia de 2.
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3) Para m;=9, el numerador y denominador de (15) pue-
den tener el factor comun 3 para a=3 y a=6; se ve facil-
mente que por

My =938 Hatm;=8.8

y no hay otro modo de obtener que el denominador tenga, ade-
méas del factor 3, solo jactores 2.
Se obtienen por tanto las soluciones:

.2) oL a=—2, u=2, u=v42
p=10%.5¢.18 48, n=10%.5¢.18—8, m=1026 (III)
y pues, variando v se obtiene la nueva serie infinita

p= 11258, n=_ 11242, m= 600
p=1125008, n=1124992, m=6000

3) my=9, a=3, u=2 = -2
p=10%.5¢.27+12, n=10%.5.27—12, m=10v2.9(IV)
y pues, la serie infinita

p=I- 16887;ustu=: 116863, m=— 900
p=1687512, n=1687488, m=29000

3. - Pasando ahora al caso b), la formula (7) se convierte en
b=5.10=uv1a4{m, (18)

que sera siempre- entera; siendo z—u—1=1 este valor de b
tendra la misma paridad de m,; pero, siendo p+n=m?2:b=
102 m,2 : b, no pueden resultar p4+n y b de la misma pa-
ridad si no son ambos pares. Resulta que debe necesariamente
ser m, par y convendra poner

my=2tmy, h=1, m, impar
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y, por la hipotesis que m; no es multiplo de 10, resultard tam-
bién que

my, no es multiplo de 5.

Para la comodidad de los calculos sucesivos nos conviene
también poner en evidencia los eventuales factores 2 de a; re-
cordando que a<<10 tendremos luego

a=2ka, k=8, a, impar
.y precisamente

a—153,5,79 para k=0
u{e=l 008 paranik=1 (19)
ay=1 para. K=2:6:8

Con estas posiciones resulta
m = bu 2uth m, N
b =>5v—u2r-u-1tk q, 4 2hmy; (21)

de tal manera resulta b divisible por 2 a la potencia mi-
nima entre *—u—1+%k y h; y no podrd ser divisible por
una potencia de 2 superior si no son iguales estos dos expo-
nentes; en estas condiciones el namero b y el namero m? no
pueden tener, ademas de tal minima potencia, otro factor co-
mun que factores del m.c.d. (ay,m,), con exponente no mayor
que en este m.c.d., si ellos se encuentran todavia en m, des-
pués de. division por ese m.c.d., y, en caso contrario, con ex-
ponente a lo sumo doble.  Pongamos todavia en evidencia este
m.c.d. escribiendo

nnGds @Y =d, Sy =doy S mes 'y (22)

Por lo dicho, este divisor comin a b y m?2 sera pues
<d?=<ua,%; por otra parte es £—u=2 y por tanto, después
de dividir b por aquella minima potencia de 2, queda un co-
ciente >b52a, >a,2; se sigue que, en la hipétesis de que los
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dos exponentes de 2 en el segundo miembro de (21) no fuesen
iguales, b no podria ser divisor de m2. Obtenemos que para
que nuestro problema tenga solucion es necesario que

z—u—14+k—h=0 (23)

y que b resulte divisible por una potencia de 2 de exponente
=h; pondremos luego '

=0, ¢ divisor de d2.

Comparando con el exponente 2u-+2h de 2 en m2?, y
teniendo en cuenta que, después de dividir m2 por 2i+ el co-
ciente tendrd todavia que ser nuimero par, se obtiene

=20 h=4 uz#é—. (25)

Resumiendo tenemos finalmente las igualdades

Cc

hkHi g, + m/, =21 7 (26)
pn=mgi s (27)
y las condiciones
Bhk 9k <, < Bkt 21k (28)
Bhk 91k -1 l{:i < Bk 9l-kt2, (29)

Para seguir en la discusién vamos' ahora a considerar par-
ticularmente el caso

iy e 2]
La tabla (19) muestra que este puede presentarse para cual-

quier valor de k=<3. Dejaremos al lector completar el anali-
sis para los otros casos.
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En esta hipotesis las formulas (26), (28), (29) se escriben
mas simplemente

Shktl | m, = 2! (30)
Sh—k 27k <m, <Bhk, 2% 10 (31)
5k 2Lkt < m,2 < bh—k  20-k+1 10, (32)

Se ve en seguida que, para~que (30) sea compatible con las
desigualdades (31), (32) es necesario que

— —k l—k+41
sk 2h)I0<5 T .28,

en efecto, en la hipétesis contraria seria

Gh—k+t > otk
mieniras, combinando la (31) con (30), se obtendria

ol > 5h=k+1 ol Bh—k 92—k
es decir

btk > 5[1-’{(5 L2k 1),

en evidente contraposicion con la anterior. Se sigue facilmen-
te que

Rk ]
Bh-k . 2k-F5 2 2 3

R e
ko 10<5"7 25 10

de modo que (31) y .(32) se resumen en la unica desigualdad

A g :
5% .22  <m,<bhkH ik (33)

Combinando ahora esta desigualdad con (30) se obtiene
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1—k

o> Bh—k#t 5 o't ow (34)
2l < Bhki1(1 4 21-F), (35)

La (34) se resuelve como una desigualdad cuadratica en

922 obteniendo

~h—Fk = o BN
25 B (27 +y2rk120).) (36)

Para explicitar mejor las desigualdades (35), (36) convie-
ne pasar a los logaritmos en-base 2 y se obtiene finalmente la
condicion

log(1+4-21-*
og( +—))>l

2,8(h—k)+ (23+—7 5

: Ll B e
>2,3<h_k)_|_2llog{(2‘ 2 l—{(:g]/é?.l k1-20) _1] (37)

donde se ha escrito 2,3 como valor aproximado de log5 : log 2,
lo que es generalmente suficiente para el calculo, en consideracion
de que se trata tnicamente de encerrar el numero entero [ entre
dos valores convenientes. En casos particulares podrd ser nzce-
saria una mayor aproximacién, y notaremos que més precisa-
mente

log5:log2=2,322....

Puesto que & puede solo tomar los valores 0,1,2,3, es fa-
cil averiguar por el célculo inmediato que efectivamente

2,3+ LT, [lﬁg@%ﬂ/%—’i—kz% =, 1] .
log 2 log 2

pero podemos asegurarnos de eso a priori observando que el
primer miembro de (33) es mayor que el Gltimo, siempre que

1<2,3(h—k)+5,6—k

y esta desigualdad estd realizada siempre cuando lo es la pri-
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mera (37). Después de esto, observando que el numero log 5:log 2
es irracional y recordando que el conjunto de las partes no en-
teras de los multiplos de un namero irracional es denso en el
intervalo 0-1, podemos afirmar que para cada k exisle una
infinidad de pares de enteros h,l que realizan la desiqualdad
(37.). '

A cada una de las ternas (k,h,1) asi determinadas, corres-
ponde una serie infinita de tridngulos rectdngulos que realizan
el problema segun la hipdtesis b) (11). En efecto, conocien-
do k,h,l la (30) permite determinar un correspondiente valor
de m,, y la (25) proporciona una acotacién inferior para u;
se elije u entero arbitrario realizando esta condicion; la (23)
proporciona en consecuencia el valor de x, y (27) el valor de
p+n. Pues p—n=>b=2h se esti en condicion de determi-
nar p,n;m. Como en los casos de las férmulas (I), (II), (ILI),
(IV) se ve que a cada determinacién de los ntimeros

hE L,

corresponde toda una serie infinita de triangulos al variar u por
enteros sucesivos. En estos tridngulos los valores de m difie-
ren uno de otro tinicamente por el ntmero de cifras 0 con las
que terminan; por lo contrario en los ntmeros p,n las dalti-
mas cifras son siempre =0, y se pasa de uno a otro triangulo
por evidentes alteraciones de las cifras.

Damos dos ejemplos:

Poniendo k=0, h=1, la (37) resulta

283+389=62>1>23+3,22=55

=5
luego
u=3 u=v+3 (v=0)
z=u+2=v+5; y=z=2u+t+2=2v+48
a=1, b=2 128,!’2;"':64, my =39
ptn

e 10%v.56. 392 =10% . 23765625, m=10".78000. (V)
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Dando a v los valores enteros 0,1,2,... se obtiene

p= 23765689, n= 23765661, m= 78000
p=2376562564, n=2376562436, m ="T780000

Poniendo h=2 se habria obtenido =8, u>4, etc.

Si en vez ponemos k=1, se averigua que la condicién (37)
solo puede verificarse por valores de h relativamente separa-
dos, h=4,7,...; para h=4 se encuentra [=10, u=4. Pon-
dremos luego

kE=1, h=4, 1=10, n=v14
z=u+4=v48, y=z=2u+4+4=2v+16 (VI)
a= 2 Ulie= 14— 16384, ‘m;=3899

p—n
10D
2

pT_HL =10 5T, 3.992 =102v . 124375781250

m=10v. 63840000

de donde la sucesion de soluciones

p= 124375789442, n= 124375773058, m= 63840000
p=12437578133192, n=12437578116808, m = 6384/00000

a las cuales corresponde, para anteponer, la cifra 2.

Dejamos al cuidado del lector completar el estudio consi-
derando los distintos casos que todavia quedan por examinar,
segun el plan anteriormente desarrollado.

ROSARIO, INSTITUTO DE MATEMATICA.
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f (ot b = a) + 10 (a0, )

donde 0<9< 1, se tiene

hp
(n+1)(n+42)...(n+p)

o (Sah)r

Rl LR —
p

fmtp) (a 4% h),

hp
y dividiendo ambos miembros por oF resulta

n+, g — p' nt+p)
S firea 4 89h) = e P (a0 h). (D)

Pasando al limite para h—0, en virtud de la condicion
de que el limite de f(n+P)(a:) sea diferente de cero, resulta

: p!
lim$ r—= : 11
a0 " (nH1)(n+2)...(n+p) Sl

Por ser siempre 9,>0, esta formula equivale a la que
se pedia demostrar en el enunciado.

Utilizando el resto de Peano, no es necesario suponer la
continuidad y tampoco la existencia de la derivada fm+p)(x)
en un intervalo conteniente el punto a, sino que basta suponer
la existencia de fm+P)(a); en lugar de la igualdad (I) se ob-
tiene esta otra .

Sup [foi(a) + ] s B () 4-¢]

donde € y ¢ tienden a cero cuando h— 0. Por tanto, siendo
fntP)(a) =0, resulta de nuevo la igualdad (II), sin necesidad
de haber supuesto la existencia del limite de fm+P)(z) para
x—a, ni tampoco suponer la existencia de esta derivada fue-
ra del punto a.

Esta solucién, asi como el enunciado del problema, es debida al Dr. EpIsoN
FArAH, de la Facultad de Filosofia, Ciencias y Letras de Sao Paulo, Brasil.



— 122 —

N.c 79 — Sea un tridingulo 4BC. Sobre la prolongacién del lado BC se
da un punto L. Trazando una recta variable por este punto L, sean E, G los
puntos en que corta a los lados AC y AB respectivamente. Se pide determinar
esta recta de manera que el tridngulo determinado por los puntos E, G y otro
punto M elegido sobre BC sea méaximo.

1% SoLuciON. — Llamando ¢ al 4ngulo que forma la recta
variable LE con el lado BC, la superficie del tridngulo
M GE, del cual tenemos que calcular su maximo, estd dado‘ por

S:—;—LM.LE.sencp——;—LM.LG.sencp.

Tomando un sistema de coordenadas rectangulares con el
origen en L y eje de abscisas la recta LC, tendremos las coor-
denadas de los siguientes puntos:

L(0,0), B(b,0), C(c,0), A(a.a5), G(g:,95), E(eses)

y poniendo LM =d, p=e,—g, el drea S se puede escribir
S——l—d GE . sen ——1—d (1)
=5d.GE .sengp=—-d.p.

El problema se reduce, por tanto, a determinar la recta LE
de manera que p sea maximo.
Por simple relacion de triangulos se tiene:

sl AR I T Y

a—b a’ a—c a’ e g,
0 sea
(1) ax(91—b) —gs(a, — 0)=0
(II) ay(e;—c)—es(a,—c)=0 (2)
(1) e19s—esgy =0

Se trata de hallar el extremo de la funcién p=e;—g,, con
los vinculos (2). Lo resolveremos por el método de los coefi-
cientes indeterminados. Poniendo
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F=e,—g,+\[a5(9:—b)—g2(a;—b) |+ No[ay(e;—c)—ey(a—c)]
+2X3[e1 92— g1 €] '

debera ser

-?%:)\2(12—%—)\392:0
3—52:1—)\2(411—0)—)\391:0
_g_g;:)\laz—)\seg—_—o
3_221_x1(?1_b)+x3e1=o.

De estas ecuaciones se deduce facilmente

(IV) aye;—(a;,—b)eg—a, 9+ (a,—¢) g,=0

que junto con las ecuaciones (2) forma el sistema de 4 ecuacio-
nes con 4 incognitas que permite resolver el problema.

Sumando las ecuaciones (I) y (LV) y restando la (II) se
obtiene, después de dividir por ¢—b, °

=

€y go=10as 3)
ecuaciéon que expresa una propiedad interesante: el maximo se
obtiene cuando el punto medio del segmento GE esta sobre la
recta paralela a BC a distancia ay/2.

Graficamente se obtiene la solucién del problema determi-
nando el punto de interseccion de la curva lugar de los puntos
medios de los diferentes segmentos GE con la recta a,/2.

Tal curva es evidentemente una hipérbola, determinada por
pasar por A,L y el punto medio del segmento BC y por te-
ner por puntos del infinito los de las rectas AB, AC. En efecto
la anterior definicién puede interpretarse diciendo que la curva
es el lugar de los puntos de interseccion de cada recta del haz
de centro L con la recta por A conjugada arménica de la
paralela por A a la anterior respecto de las rectas AB, AC. La
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recta y=uy/2 cortara a la hipérbola en dos puntos, uno in-
terior al triangulo y que determina la solucién del problema,
siendo punto medio de un segmento cuyos extremos estin so-
bre las rectas AB, AC entre A y la recta BC; el otro, al con-
trario, es exterior al tridngulo, siendo punto medio de un seg-
mento cuyos extremos estan fuera del angulo ALC.

Sustituyendo en la ecuacién (III) los valores de e; y g4
deducidos de las (I) y (II) resulta

(beg—cgs)as+(c—b) ey g, =0

y reemplazando e, por su valor e,=a,—¢g, deducido de (3)
se tiene finalmente

(¢c—b) g2 +ay(b+c)go—as(c—b+ayb)=0, (4)

ecuacién de segundo grado en ¢, cuya raiz positiva nos dard
la solucién.

Es interesante observar que la posicion de la recta LGE a
la cual corresponde el maximo es independiente de la posicion
del punto M, puesto que la ecuacién (4) no depende de dicho
punto. Por lo contrario varia con M el valor de la area y el
maximo maximorum corresponde a M=C, pues entonces el

triingulo MGE tiene méaxima la altura correspondiente al la-
do GE.

Esta solueién ha sido enviada por el Sr. MILTON AGUSTIN QUIROGA, alumno
de la Escuela de Ingenieria de San Juan. ;

Nora pE LA R. — Estimamos de interés para el lector presen-
tar a continuacion otra solucion del mismo problema, de fun-
damento geométrico y posiblemente mas simple.

Se tiene

ADEM = LEM — LDM ;

tomando como base comiGn de los dos tridngulos del segundo
miembro el segmento LM que es asignado, se ve que los dos
triangulos y su diferencia son proporcionales respectivamente
a las alturas

Dd=h; , Ee=h,
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y a su diferencia

h,—hy=H

y el tridngulo DEM serd méximo cuando es maxima H. Des-
de luego se obtiene el resultado, implicito en el enunciado del
problema, de que la posicién de maximo depende de la eleccion
del punto L, pero no de M.

Pongamos

X BLD =g, X CBA=38 il A=
es
hy=LD sen ¢ h,—= LE sen ¢

N L LR Y S VP
sen(B—9) sen(Y+¢)
es decir, poniendo LB=b, LC=c¢
sen [ sen ¢ __ senyseng

d—

=

e c—————.
sent (B—) sen(Y+)
Derivando respecto ¢

cos ¢ sen(B—q)+sen ¢ cos(B—¢) b sen23
sen?(B—q) - sen(B—9)

Wy=bsenp

e sen2y
sen?(v+)’

’

La condicion de maximo H’=0 se traduce luego en la
ecuacion

sen(B—p) _1/b senp oA (1)
sen(y+¢) | ¢ seny

donde todas las raices se han tomados positivas por el significado
geométrico de los términos. De (1) se obtiene

sen(B—¢)+sen(y+¢) 14k
sen(y-+¢)—sen(p—¢) 1—Fk
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es decir, transformando las sumas en productos

Y—B

tg (T+<P) gt t il

i G T

Esta férmula permite calcular el dngulo . Se puede fam-
bién encontrar una costruccién geométrica direetamente obser-
vando que (1) traduce el problema: determinar dos éangulos
(B—®), (Y+¢) cuya suma es dada y es dada la razén de los
senos; lo que equivale a decir: construir los dngulos a la base
de un tridngulo del cual estd dado el angulo al vértice (el su-
plementario de B+7Y) y la razén de los dos lados.

Bastara por tanto sobre una recta r fijar 4 puntos \, u, v, p
de manera que Au:pv sea igual a la dada razén y p sea el
conjugado armoénico de p respecto \,v (de manera que Xp :vp
serd también igual a dicha razén); trazando la semicircunferen-
cia de didmetro pp y sobre \v el arco capaz del dado an-
gulo, el punto de interseccion o formard con \,v un tridn-
gulo semejante al que se buscaba.

N.o 84— Determinar un tridngulo de lados enteros circunseripto al circulo
de radio unidad.

SoLUCION. —Si a,b,¢ son los lados del triangulo buscado,
pongamos 2p=wa+b-+c. El radio del circulo inscrito .es sa-
bido que se expresa por

r— 2Vp(p—a)(p—b)(p—c) (1)
a—l—b—[—q :

Para que sea r=1 debe ser, por tanto,

4(a+b+c)=(b+c—a)(a+c—b)(atb—c). 2)
Pongamos
bt+c—a=A4, atlc—b=B, at+b—c=C (3)

con lo cual (2) se escribe


inscrito.es
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4(A+B+C)=ABC. (4)
Esta igualdad nos dice que por lo menos uno” ‘de los nu-

meros enteros A,B,C es par. Supongamos que sea el A.
De (3) se deduce

BB, Jb AL (5)

igualdades que, siendo A par, demuestran que también B y C
deben ser pares. Pongamos, pues, A:2A_1, B=2B, U=20,;
la (4) se escribe

Ay +B,+Cy=4,B,C,. (6)

Considerando la funcion A, B, G;— (A;+B;+C;) se ve
en seguida que es funcién creciente de cada variable para va-
lores de ellas mayores de la unidad; se sigue que, ordenadas es-
tas en orden de magnitud, por ej., A;<B,=<C,, al variar es-
tas variables la funcion pasa una y una sola vez por el valor
cero. Basta entonces probar con las ternas: 1,1,1; 1,1,2;
1,2,2; 1,1,8; 1,2,8; se encuenira que esta Gltima realiza la
ecuaciéon. Se tiene, por tanto, A;=1, B;=2, C;=38, o sea,
A=2, B=4, C=6 con lo cual, de las ecuaciones (3) se deduce:

Res B v —E 053,
Luego el tnico tridngulo posible es el de lados 3, 4 o 5.

De este problema se ha recibido una solucién del Sr. MARIO RIBONE RUBEN,
que llega al mismo resultado, pero supone de antemano que el tridngulo sea
rectangulo. :



EJERCICIOS Y PROBLEMAS

PROPUESTOS

96. - Estudiar la superficie
 payizi Lz 123y =0

determinando los puntos y lineas mdultiples, los conos y planos
tangentes en estos puntos y lineas, el maximo de la distancia de
sus puntos al origen. Determinar su interseccién con la esfera

22 L y24 =1

y el minimo tetraedro que la contiene.

97. - Encontrar la fraccién que mas aproxima por defec-
1587

3670

to a teniendo su denominador menor que 3669.

98. - Hallar el limite, para « — 0, de la expresién

i (e”—l

X

. —1)—1.

99. - Se tiene la cubica

(z—12a)3+27aly? + (z—8a)2]=0

Yy se pide:
10. Demostrar que tiene un punto doble en el origen y de-
terminar las tangentes en el mismo.
20. Demostrar que en el intervalo 0 <z =<9a la curva des-
cribe un circuito cerrado. Hallar la longitud de este circuito
y el volumen descrito por el mismo al girar alrededor del eje .

100. -Dada una afinidad plana determinar un par de vec-
tores cuyo angulo sufre la méaxima deformacion.
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