


Las ‘‘Mathematicae Notae’” publican articulos, cuestiones, ejercicios, solu-
ciones y correspondencia. La resolucién de las cuestiones propuestas serd publi-
cada en ntimeros sucesivos de la revista al cabo de un tiempo razonable, a juicio
del Director del Instituto, para obtener contestaciones de los lectores; de las cues-
tiones publicadas bajo el titulo de ejercicios la direccién se reserva la decisién,
en cada caso, de publicar o no las respuestas.

A fin de afio se adjudicardn dos premios:

1° Por concurso entre alumnos de la Facultad que contesten satisfactoria-
mente a cuestiones, problemas o ejercicios.

29 Por concurso entre todos los demés lectores del pais o del extranjero que
contesten en modo acertado a los mismos.

Los premios consistiran en tratados de extensién cultural o libros de especia-
lizaei6n.

Las soluciones deben ser entregadas al Instituto en redaccién clara y en hojas
distintas para cada cuestién, problema o ejercicio. En cada hoja deberi seiialarse
el nombre del autor; los alumnos de la Facultad indicaran el afio de estudios que
cursan en la misma, y, los de primer afio, ademas, la escuela media de la cual
provienen, Estos elementos seridn tenidos en cuenta para el juicio, conjuntamente
con el valor intrinseco de las soluciones y la forma expositiva de las mismas, dan-
dose por la Direccién la maxima importancia a la disposicién por la cual se compa-
rarin s6lo alumnos de igual preparacidn.

En la seccién de Bibliografia se publicaran los anilisis criticos de libros re-
cientes que sean enviados al Instituto de Mateméitica.

INDICE
PAa.
Consideraciones sobre el jacobiano (BEPPO LEVI) .................... 97
Un invariante afin para las curvas convexas del plano (L. A. SANTALG) .. 103

Sobre la geometria del tridngulo (Problema N° 144) (PEpro P. CALrEsa) 112

Generalizacién del mismo problema (Problema N¢ 144) (ENRIQUE FE-

BRART) ", &l bicaitt oot SO WLl RiTie,. ol b s tioile o bivistai s g o tets s 130
Sobre algunas propiedades de las curvas trazadas sobre una superficie

neglada; SCADONRO “IVAGHTIO ) "I ke S il U T St O 134
‘Ejercicios ‘y* Problemas: (Solueiones) ™ . &. .o, ¥ oo oha Be o SNt . 141
B jércicigasy APToblemas ¥ (PrOPUeaton ) site ittt s bttt S L s 160
Indice de los Ejercicios, Problemas y Cuestiones .................... 162

Bibliogralis, Simea BT IS ihine 290 Deiion Nl AR TS VS TR s I G s 168



CONSIDERACIONES SOBRE EL JACOBIANO

POR

Bepro LEvVI

Fué Jacobi el que primero en 1841 (1) puso de relieve que el
determinante funcional que en su honor llamamos corriente-
mente jacobiano ocupa por muchos respectos en la teoria de los
siskemas de n funciones de  n variables el lugar analogo al
de la derivada en la teoria de las funciones de una variable, con-
sideradas aisladamente. Jacobi se refiere esencialmente a las ana-
logias operatorias y sus razonamientos no difieren sustancial-
mente de los que estin actualmente en todos los tratados de
analisis infinitesimal. Diez afios més tarde, en 1851, Bertrand (2)
quiso ampliar la analogia con mostrar que atun podian aproxi-
marse las demostraciones de esas propiedades, razonando sobre
sistemas de incrementos infinitésimos correspondientes de las
variables y de las funciones, asi como anéilogos incrementos se
consideran en el caso de una sola variable.

Las consideraciones(3) que siguen se inspiran al mismo orden
de ideas, pero orientadas hacia otro particular que, més que a
las reglas formales de los célculos, mira a cuestiones de funda-
mentos; debe recordarse en efecto que ciertas notables propie-
dades que las funciones derivadas tienen en comin con las fun-
ciones continuas, se demuestran para las derivadas por conside-

(*) De determinantibus functionalibus — Crelle’s Journal 22 — Werke III.
V. tambien: Muir — The Theory of determinats in the historical order of
Development. — Vol. I, p. 358 y sig. (1906).

(*) Mémoire sur le déterminant d’un systéme de fonctioms. — Journal de
Mathématiques (Liouville). T. 16 —p. 212.

(®) ZEstas consideraciones han tenido su primer incentivo en la lectura
de la Nota del sefior M. Cotlar que hemos publicado a pig. 79 de este mismo
volumen.



MR

raciones topologicas «en grande» y por lo tanto prescindiendo
de hipétesis de la continuidad local que serian n2cssarias si se
despreciara su definicion como limites.

1. —Sea dado un sistema de funciones reales de n varia-
bles reales

fi(zizs... 2,) (%= EB¥(\in) (1)

definidas, continuas y acotadas en un dominio compacto (ce-
rrado) D; poniendo

Yi=fi(x, %5 ... Tn) (P==T,2/000 (2)

se pone una correspondencia entre el dominio D y otro dominio
compacto I’ de puntos de coordenadas (y;Ys...Ya); correspon-
dencia univoca y continua pasando de D a D’; no necesaria-
mente univoca en el sentido inverso, de D’ a D.

Supongamos que las funciones (1) sean diferenciables en
el sentido de Stolz-Fréchet en todos los puntos que vamos a
considerar, de manera que a la sustitucién (2) entre las varia-
bles zj e y; corresponde la sustitucién lineal entre los in-
crementos (%)

of;
dye=s=aied
yl ().’1:1 xl_l_()

Wi, oS, 3)
by (4]

2 Ln

y el determinante de esta es el jacobiano del sistema (1)

ofy of, ofy
S R Bl (% S

J(x1x2...xn)= 0T, 05 +0&n |5 d(xla;z 1,‘)
S

(4)

(*) En relacién con el programa enunciado en las palabras de introduc-
cién, hay que recordar que esta hipétesis es un poco méis restrictiva que la
simple existencia de las derivadas parciales primeras, siendo para su rea-
lizaci6n, condicién suficiente, pero no mnecesaria, la continuidad de esas de-
rivadas parciales.
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Se sigue que, si en un punto (% ,...x,) es J-/=0, es po-
sible elegir el desplazamiento (dz;dz,...dxr,) de manera que
el correspondiente desplazamiento (dy,dy,...dy,) tenga direc-
cion y sentido arbitrarios; si, por contrario J(%;%,...x,)=0
los valores de las dy; resultan ligados por al menos una relacién
lineal para valores arbitrarios de las dxj (haciendo excepcion
solamente aquellos desplazamientos (dx,dz, ...dx,) para los cua-
les los segundos miembros d: las (3) resulten nulos).

2. — Consideremos ahora las fronteras de los dominios I
y D’ que llamaremos respectivamente F y F’. Distinguimos
los puntos de F’ en dos clases; serdn de la primera clase los
puntos de F’ que corresponden unicamente a puntos de. F'; de
la sequnda clase los que corresponden a algun punto interno
a D (cada una de las dos clases puede eventualmente ser vacia).
Los puntos de la primera clase tienen para nuestra investigacion
actual solamente un interés colateral; en general en los corres-
pondientes puntos (zj) el jacobiano no sera nulo, por cuanto
las direcciones (dy;) hacia el exterior de D’ quedan excluidas
sin mas, por estar los correspondientes desplazamientos (dzj)
dirigidos hacia el exterior de D. Si al contrario se considera
un punto P’ de la segunda clase y se llama P al punto interno
(o uno cualquiera de los puntos internos) a D que le corres-
ponde, el valor de J en P deberd en general ser cero para que
queden excluidos conforme a la ultima observacién del n. 1,
los desplazamiento (dy;) que desde P’ serian dirigidos hacia
el exterior de D’. Podra sin embargo eventualmente ser J=~0
si la frontera F” presenta en P’ una singularidad de tipo cuspidal,
para la cual las direcciones de P’ hacia el exterior de D’ consti-
tuyen un conjunto no denso en ninglin cono de vértice P’; una
singularidad esta que por la generalidad de nuestras hipotesis,
no podemos excluir.

El conjunto de los puntos de la primera clase es cerrado,
porque un punto limite de una sucesion de estos puntos debe
corresponder a un punto limite de la sucesiéon de los puntos
correspondientes en D; y, por estar, por hipotesis, todos estos
puntos sobre F, tambjién este punto limite pertenecera a F.
Se sigue que si el punto P’ pertenece a la segunda clase, existe
un namero p tal que todos los puntos de F’ internos o sobre
el contorno de una esfera de n dimensiones de centro P’ y
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de radio <p, en el espacio de las (y;), son puntos de la se-
gunda clase.

3. — Conservando ahora a P,P’,p los significados indicados,
sobre la parte de F’ interna a la esfera de centro P’ y radio p
separemos (para tener en cuenta la posibilidad de correspon-
dencias plurivocas en el sentido de D’ a D) la parte que co-
rresponde a puntos de D internos a una esfera de centro P y
y radio ¢, siendo €>0 elegido arbitrariamente, conveniente-
mente pequefio. Llamemos a esta parte F’;. Sobre F’; ima-
ginamos fijado un punto Q' cuya distancia de P’ sea ¢’ <p:2y,
con centro Q' y radio < % &’, descrita una esfera. En esta exis-

te una parte constituida por puntos.externos a I’; sea V un
punto tal. Entre los puntos de F’; habrad alguno en minima

; 1 3
distancia de V, y pues la distancia de Q" a V es s ¢/, también

1 3 3
esta otra distancia sera s ¢’; sea R’ ese punto; la distancia de

R a Q' es <¢ y por lo tanto R’ es interno a la esfera de
centro P’ y no puede coincidir con P’; pero su distancia de
P’ sera <2¢'.

Llamemos R al punto correspondiente a R’, interno a la
esfera de centro P y radio €; en el punto R serd necesaria-
mente J=0, a consecuencia de lo dicho en el n. 1, por cuan-
to en este punto a un desplazamiento genérico (dxzj) no debe
nunca corresponder uno (dy;) dirigido hacia el interior de la
esfera de centro V pasante por R (5).

Teniendo ahora presente que los numeros & y & se pue-
den elegir arbitrariamente pequeiios, inferimos que cada punto P

(°) Analiticamente se infiere la anulacién de J en el punto R observando

que, si se indican con ( £, & ... & ) las coordenadas de 7, en el punto R
deben anularse las derivadas parciales del cuadrado de la distancia de 7V a

un punto de D’, es decir

ZE—fi(xy ;... x0))? =min,;

?(E‘—ﬁ(wim2x"))bb£ =0 (j=1;2;-'-7n);

Y, por no pertenecer ¥ a D’ ni a su frontera, las diferencias & — fi no pue-
den ser todas nulas.
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interno @ D al cual corresponda un punto P’ de F’ de la se-
gunda clase es limite de puntos con la misma propiedad, en los
cuales J=0. Luego también: si existen puntos de D en los
cuales sea J=0 siendo los puntos correspondientes de F’, de
la sequnda clase, estos puntos constiluyen un conjunto den-
so en si.

Notemos todavia que el jacobiano J(z; &, ...x,) es funcién
puntualmente discontinua, por ser tal cada una de las derivadas
con las que se compone racionalmente (¢); los puntos donde
J=0 (o, en general, J=const.) deben por lo tanto ser de con-
tinuidad con respecto al conjunto de los puntos limites de los
mismos (conjunto derivado) (7); ellos constituyen luego, res-
pecto de este conjunto, uno de sequnda categoria (segan Baire) y
por lo tanto no numerable.

4. — Hemos notado (n. 1, en nota) que las hipdtesis ac-
tuales, aun siendo un poco més restrictivas que la simple exis-
tencia de las derivadas parciales, no incluyen la continuidad de
estas. Si esta continuidad se supone, y por consecuencia la con-
tinuidad del jacobiano, todo punto de la segunda clase pu-
diendo ser aproximado tanto como se quiere por otros puntos
de la segunda clase en los cuales J=0, correspondera siempre
a este mismo valor de J. Ea este caso, luego, los puntos a los
cuales corresponde J=0 y cuyos puntos transformados son
puntos frontera de la sequnda clase forman un conjunto perfecto.

Si las funciones f; admitieran las derivadas parciales se-
gundas y por consecuencia J fuera derivable y si en un punto
donde J=0 wuna de las derivadas parciales fuera -0, enton-
ces, por un teorema conocido, dicho punto perteneceria a un
continuo de n—1 dimensiones sobre el cual es siempre J=0.

5. — Existen ciertamente puntos de F’ de la segunda clase
si sobre la frontera F' de D wuna de las funciones f; es cons-

s (°) Sin pasar por esta conmsideracién, el jacobiano, apenas sea asegurada
su existencia, puede definirse como limite de una sucesién de funciones continuas,

J—1lim detJO@i.... B +h... e)—fili....%.... :cn)}
k30 bl
de donde sigue la afirmacién del texto.
(") En efecto el valor de la funcién en los puntos de continuidad es nece-
sariamente esta misma constante.






UN INVARIANTE AFIN PARA LAS CURVAS
CONVEXAS DEL PLANO

POR

L. A. SANTALG

»

1. Introduccion. Una recta G del plano puede determi-
narse por su distancia A a un punto fijo O, mas el angulo o
que la nomnmal a la recta forma con una direcciéon fija del
plano (la del eje Ox por ejemplo). En la teoria de probabili-
dades geométricas, para medir conjuntos de rectas sz toma la
integral, extendida al conjunto, de la forma diferencial dhdg.
Esta eleccion estd justificada por ser esta medida la unica,
salvo un factor constante, que es invariante con respecto el
grupo de los movimientos del plano (1). A la expresion dhde
se le llama densidad para conjuntos de rectas. Si con esta
densidad se calcula la medida del conjunto de rectas que cor-
tan a una curva convexa cerrada, se obtiene la longitud, es de-
cir, el invariante métrico mas simple de la curva.

Si en lugar del grupo de los movimientos, consideramos
otro grupo de transformaciones, la densidad anterior para con-
juntos de rectas ya no es invariante; para cada grupo se pre-
- senta el problema que consiste en hallar una densidad de la forma
f(h,9) dhde que sea invariante respecto las operaciones del grupo,
densidad que a veces existird y otras no.

Por ejemplo, respecto el grupo de las afinidades unimodu-
lares del plano no existe una densidad invariante para conjuntos
de rectas (2); por este camino no se puede, por tanto, generali-
zar el resultado métrico mencionado para obtener un invariante

(*) R. DELTHEIL, Probabilités géométriques, Paris, 1926.
(2) 8. 8. CHERN, Sur les imvariants intégraux en géométrie, The Science
Reports of National Tsiung Hua University, Serie A. Vol. IV, 1940.



— 104 —

afin de las curvas convexas correlativo a la longitud ordinaria.
En cambio, si se considera el grupo de las centro-afinidades uni-
modulares del plano, es decir, de las afinidades de médulo uno
que dejan un punto fijo, entonces existe una densidad para con-
juntos de rectas, como veremos en n. 2. Con esta densidad, la
medida de las rectas exteriores a una curva convexa que con-
tiene al punto fijo, da un invariante centro-afin de la misma.
De esta invariante se puede pasar a un invariante por afinidades
unimodulares generales como veremos en los n. 4 y 5.

En el n. 6 se obtienen las desigualdades (6.8) y (6.9)
que relacionan este invariants con el &rea ordinaria limitada
por la curva convexa y la longitud afin de la misma.

2. Densidad de rectas respecto el grupo centro-afin uni-

modular. El grupo centro-afin unimodular es el representado
por las ecuaciones

#'=azx+by, y=patqy (2.1)
con la condicion
aq—>bp=Ll. (2.2)
Una recta G de ecuacién
ur+vy+1=0

se transformara por (2.1) en la recta G’ de ecuacién (poniendo
el lugar de 2/,y" las coordenadas generales x,y)

u(qz—by)+uv(ay—px)+1=0

(qu—pv)z+ (av—bu)y+1=0.

Es decir, los coeficientes u,v se transforman segn las
formulas

u' =qu—pv, v =av—bu.
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Por tanto, teniendo en cuenta (2.2),

o(u' ')
o(u,v)

du’ dv = dudv=dudv.

Esto nos dice que la expresién diferencial dudv es inva-
riante por el grupo (2.1). Como este grupo es transitivo res-
pecto las rectas del plano (que no pasan por O), no puede exis-
tir otra expresion de la forma f(u,v)dudv que goce de la mis-
ma propiedad, a no ser ' f(u,v)=constante.

Por tanto, la densidad de rectas respecto el grupo centro -
afin unimodular es

dG =du dv. (2.3)

En lugar de u,v conviene introducir las coordenadas de
recta h,¢ mencionadas en la introduccién. Es

g S8 , p NP
h h
de donde
g 0(u,v) d(P:dhdcp.
o(h,p) h3

La densidad de rectas puede por tanto escribirse en la forma

Al (2. 4)
h3

3. Medida de las rectas exteriores a una figura convexa
que contiene el origen. Sca K una figura convexa que con-
tiene el punto O en su interior. Utilizando la densidad (2.4)
vamos a hallar la medida de las rectas exteriores a K. Para
cada direccion (0 <=9 =<2m), sea h=~h(p) la distancia de O
a la recta de apoyo de K normal a la direccion ¢ (h(9p) es la
llamada funcién de apoyo de K con respecto el punto interior
0). Integrando (2.4) se tiene ]
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Por tanto, teniendo en cuenta (2.2),

o )

o(u,v)

du' dv' = dudv=dudv.

Esto nos dice que la expresion diferencial dudv es inva-
riante por el grupo (2.1). Como este grupo es transitivo res-
pecto las rectas del plano (que no pasan por O), no puede exis-
tir otra expresion de la forma f(u,v)dudv que goce de la mis-
ma propiedad, a no ser ' f(u, v) =constante.

Por tanto, la densidad de rectas respecto el grupo centro -
afin unimodular es

dG =du dv. (2.3)

En lugar de u,v conviene introducir las coordenadas de
recta h,¢ mencionadas en la introduccién. Es

gpolin WO0R P , p R
h h
de donde
g 0(u,v) dcp:dh deo '
o(h,p) h3

La densidad de rectas puede por tanto escribirse en la forma

__dhde
e S

dG (2. 4)

3. Medida de las rectas exteriores a una figura convera
que contiene el origen. Sza K una figura convexa que con-
tiene el punto O en su interior. Utilizando la densidad (2.4)
vamos a hallar la medida de las rectas exteriores a K. Para
cada direccion ¢(0<=¢9=<2n), sea h=h(p) la distancia de O
a la recta de apoyo de K normal a la direccion ¢ (h(¢) es la
llamada funcién de apoyo de K con respecto el punto interior
0). Integrando (2.4) se tiene :
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fdn-ﬁ dip [2e ‘}’:f’. (3.1)

G.K=0

Este resultado se puede enunciar:

Dada una figura convera K vy un punto interior O(§,n),
la medida de las rectas exteriores a K, invariante con respecto
las afinidades unimodulares que dejan fijo el punto O, esta
dada por la integral

1(2,) = [ i (3.2)

siendo h="h(¢) la funcién de apoyo de K con respecto O.

Esto nos dice que I(§,n) tendrd el mismo valor para todas
las figuras transformddas de K por una afinidad unimodular cque
deje fijo O(,n). Por ejemplo, si K es una elipse y O siem-
pre el centro, la integral (3.2) tendra el mismo valor para todas
las elipses de la misma 4rea, en particular para el circulo de
igual 4rea. Si los semiejes de la elipse son a,b resulta por
tanto [=m/ab.

4. Estudio de la funcion I(§,n). El valor de I(§,n),
dado por (3.2) depende evidentemente del punto O(&,1n). Cuan-
do O estd sobre el contorno de K vale infinito, mientras que
para todo punto O interior tiene un valor finito y positivo.
Vamos a buscar los puntos interiores O(§,n) para los cuales
I(€,m) toma un valor estacionario (es decir, se anulan sus de-
rivadas parciales primeras).

Sea O, un punto fijo interior a K que tomamos como
origen de coordenadas; sea H=H(p) la funcién de apoyo de
K pespecto O,. La funcién de apoyo h= h(cp) respecto O(§,1)
sera

h=H —¥cos ¢ —nsen ¢ C(4.1)

y por tanto
27
de

(H—¥ cos p—n sen ¢)? :
0

1= 7
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extiende al infinito tnicamente sobre el contorno de K. Por
tanto si ella tuviera méas de un minimo relativo, deberia tener
también otros puntos estacionarios no minimos, contra lo que
acabamos de demostrar (3).

En consecuencia:

Existe un solo punto interior a K para el cual 1(€,n) to-
ma un valor minimo (que serd el minimo absoluto), el cual
estd caracterizado por cumplirse en él las condiciones (4.3) (4).

Por ejemplo, si K tiene centro de simetria las condiciones
(4.3) se cumplen evidentemente para él y por tanto: para las
figuras convexas con centro de simetria, el minimo de I(§,n)
corresponde al centro de simetria.

5. Un invariante afin de las figuras converas planas. Si
en vez de considerar afinidades que dejen fijo el punto O
consideramos afinidades unimodulares generales (%), el valor de
I(€,n) correspondiente a K sera igual al valor I(€,n’) corres-
pondiente a la figura transformada K’, si €,n es el punto
transformado de &,n. Por tanto el minimo de I(§,n) para K,
coincidird con el minimo de I(&,n’) para K’. Es decir:

El minimo de I(E,n), que representaremos por I, es un
invariante de K con respeclo el grupo de las afinidades uni-
modulares.

Para el caso de las figuras convexas con centro de si-
metria, [,, se calcula inmediatamente por (3.2) tomando co-

(®) La superficie # =1 (&, v), supuesta cerrada en el infinito tiene la
conexién de la esfera. Por tanto entre el nfimero de sus minimos relativos m,
méiximos relativos M y puntos de ensilladura (sattelpunkis) s, existe la re-
lacién

—m 4 8— M=—2,

Como, segiin lo demostrado, debe ser s =0 y M — 1 (en el infinito) re-
sulta m = 1 como afirmamos. Ver, por ej. M. MORSE, Relations between the
critical points of a real function of n independent wvariables, Transactions
on the American Mathematical Society, vol. 27, 1925,

(*) Seria interesante ver si este punto Gnico %,7 para el cual I (g, 7) es
minimo coincide o no con el centro de gravedad de K supuesta esta figura
cubierta con masa homogénea. No hemos podido delucidar este asunto.

(°) Es decir, definidas por las ecuaciones

&’ =az4-by4c, y’'=pr4qy-}-r
con ag—bp=1.
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mo origen O(&,n) para definir la funcion de apoyo h=h(p)
el centro de simetria. Se obtiene asi, por ejemplo, que para
un poligono regular de 2n lados el invariante I,, vale
2n 7
1 ==-ianii-. 5.1
g @

siendo R el radio del circulo circunscripto. Si se quiere intro-
ducir el &rea F' del poligono (que es también invariante por afi-
nidades unimodulares) resulta

2
x [ VN T (5.2)
F 2n HRS

1

m

6. Relaciones entre I, y otros invariantes afines. Los in-
variantes afines més simples de las figuras convexas son el
drea ordinaria F (¢) y la longitud afin L, de su contorno (7).
Queremos ver que relacionss hay entre los invariantes I,,,F, L,.
Para ello es fundamental observar que el valor de I, esta
dado por (8.2) cuando se satisfacen las relaciones (4.3). Esto
permite utilizar el mecanismo empleado por Blaschke en cues-
tiones analogas (8).

Consideremos la curva definida por las ecuaciones para-
métricas

{7 47
__ [coso __ [sen¢
o= [LRdp, y= [*52de (6.1)
0 0

la cual serd una curva cerrada, vsegl'm (4.3). La curvatura x
de esta curva vale

PR (6.2)
(x’2+y’2)3/2 >

(°) Siempre que se habla de invariante afin, se entiende respecto a afi-
nidades unimodulares, o sea, afinidades que conservan las &reas.

(") Ver. W. BLASCHKE, Differentialgecometrie II, Cap. 1, Berlin, 1923.

(®)) W. BLASCHKE, Ueber affine Geometrie VII: Neue Ewxtremeigenschaf-
ten von Ellipse und Ellipsoid, Leipziger Berichte, 69. 1917.
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i ( tc-{—bc2)C_A—|—bc1 ; C§, Cl,= ac,. CX—I—(tc—{-acl)CE’ "
e(b+t+tey) c(att+c,) :

Para que el vector I, I, sea paralelo al AB es necesario y su-
ficiente que los radios de las circunferencias inscritas sean iguales
también que en (5) se verifique
y !

te+be, ac, te+ae, . bey

e(bttte) elatttes) clatite,) c(btitey)

(6)
equivalente a la
(t4b)/ey= (t+a)/co. (7)
Si introducimos la razén x=c,/c,, habra de ser
z=c,/co=(t+b)/(t+a). (8)

Por pasarse de (1) a (2) con s6lo cambiar de signo simulta-
neamente ¢; y ¢,, la misma ecuacion (8) dara ia condicion necesa-
ria y suficiente para que el vector E,E, sea paralelo al AB, es decir,
la misma transversal que resuelve el problema para las circunferen-
cias inscritas, sirve para la solucion analoga respecto a las circun-
ferencias ex-inscritas de los 4ngulos C. En cambio, por pasarse
de (1) a (8), sustituyendd ¢ por —¢, la condicién algebraica para
hallar I, e I, mediante el valor absoluto de t, serd la misma que
para hallar I," e I/ con la condicién de que sus respectivas cir-
cunferencias ex-inscritas sean también de radios iguales.

Si eliminamos x entre (8) y

2—qa2 AL
o (14-x)? 14z

4 (9)
deducida de la férmula del coseno, se llega a
(P—a?) . (2t+a+b)2=

¢, (I4+a)? — (t+a) . (20+a+b) . (a>+c2—b?),  (10)
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es decir, recordando también (17),
a>t>b,

que asegura que dicha transversal es interior al angulo é\b.

Las féormulas (3) y la observacién hecha sobre la sustitu-
cion de ¢ en —t, nos permiten asegurar que la segunda trans-
versal de longitud (13), més alejada del lado mayor en C,
formara tridngulos tbe; y (lc,a tales que las circunferencias
ex-inscritas dentro respectivamente de los 4ngulos A y B ten-
gan radios iguales. Ambas transversales coinciden con la bi-
sectriz del angulo C en el caso de que el tridngulo dado sea isés-
celes en C.

En definitiva, la solucién elemental del problema de Us-
pensky puede enunciarse asi:

Dado un tridnqulo ABC, la transversal interior trazada por
-el vértice C de longitud |p.(p—c) (mds cercana al mayor
lado en caso de haber dos) divide a dicho tridngulo en otros dos
cuyas circunferencias inscritas tienen radios iguales.

2.- Otras soluciones elementales del problema de Uspensky:

Es instructivo tratar de resolver el problema propuesto to-
mando como incognita la razén = dada en (8). De ésta deducimos

t=(ax—b)/(1—xz) (18)

y utilizando el teorema de Stewart, o bien la expresion de 2 y a?
en funcién del cosB con cy=c/(1+x), eliminemos ¢ en (8),
obteniendo la ecuacién

(1+=2) . (aa:—b)2
=a?. (1—22)2+c?. (1—x)2 + (b2—a2—c?) . (1—z—a2tad). (19)

Dejando de lado las raices =0, =%, de nimia interpreta-
cién geométrica y recordando (12), habremos de resolver

f(z)=(a2—p. (p—¢)) . 22— 2(p—a) . (p —b) . 2+b?—p .(p—¢c)=0"
(20)
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con raices reales, por ser su discriminante

(a—=b)2.p.(p—¢)20. (21)

Al mismo tiempo, una al menos de las dos raices es positiva,
ya que

(p—a).(p—b)>0. (22)
Las dos raices de (20) son iguales solo y cuando el tridngulo

es isosceles en a=b, dando z=1 como raiz doble. Si asi no
ocurre, el primer miembro de (20) toma los valores

f()=(a—b)>0,  f(bja)=— (a=b)?. p. (p—c)/a*<0. (23)
Suponiendo como antes
a>b, (16)
se cumplira
4p. (p—c) = (a+b)? — 2 < (2a)2 — ¢? < 4a?, (17)

y de (23) y (17) deducimos que las dos raices de (20) seran
menores que 1, dando solucion s6lo la mayor, pues en (18) ha
de ser >0, es decir, 1>x>0b/a. Bajo la condicién (16), la (20)
tendra dos raices positivas si b2>p.(p—c), es decir, si

c?> (a—Db) . (a+3b), (24)

pero la menor no da solucion por hacer (18) negativa. Puede
comprobarse facilmente que la significacion de las dos raices de
(20) es dar a (18) valores opuestos, cosa natural por haber ob-
tenido (20) empleando ¢2. Para verlo, basta sumar

ar,—b ax,—b (a+b).(x,+xy)—2a%7,—2b
1-z,  1l—z, 1—(2y+y)+22y

0,  (25)

sustituyendo la suma y producto de las raices por los coeficientes
respectivos de (20). La observacién ya realizada, proviniente de
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las f6rmulas (8), nos dice que la segunda raiz de la ecuacién (20)
da la transversal para la que las circunferencias ex-inscritas antes
mencionadas de centros I,” e I, tengan radios iguales.

Asi, pues, tomando el radical positivo, la transversal buscada
en (8) viene dada, bajo la hipétesis (16), mediante

r— (p—a).(p—b)-l—(a—b).Vp.(p—c) (26)
a*—p.(p—¢)

que es siempre posible construir con regla y compés.

Sin embargo, procuremos una construccion mas rapida que
la proporcionada por (26), mediante la resolucién trigonométrica
angular del problema.

Si C; y C, son los angulos en que la transversal CT divide
al angulo C y se pone

2p;=c,+t+Db, 2ps=cy+t-+a, (27)

la igual longitud del radio de las circunferencias inscritas en ambos
triangulos parciales, viene dada por

r=(p,—¢1) - 18 1/s C, = (ps—=¢,) - tg /5 Cs. (28)
Para la transversal buscada se cumple (8), equivalente a
¢1/(p1—¢1) = Cs/(P2—Cs)- (29)

Si se aplica la formula del seno y se tienen en cuenta (29);
y (28), resulta

a_cy.senCy sen®l/, C; 1—cosCy (30)
b c;.senC, sen21/,C, 1—cosC, ‘

De la (30) se deduce facilmente
e, Vol s a—b C atb—27Vab el

= — s
L Yarlb °4 atbiafab C 4 a—b 4
(31)
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en que

8=1/,(C,—Cy) \ (32)

da el 4dngulo que la bisectriz del angulo C forma con la transversal
buscada. Puede aplicarse el Gltimo miembro o el penultimo de
(81), segun convenga.

Mediante el angulo auxiliar o dado por

sen o= (a—b)/(a-+) (39)
puede expresarse (31), utilizando (32), en la forma
tgl/;0=tg1/; . tg (C/4) (34)
y construir 1/,% utilizando la proporcién
tg1/,8/tg (C/4) =senl/,m/cos1/, . (35)

Son faciles las construcciones correspondientes, ya de los
Gltimos miembros de (81), ya de las (33) y (35).

3. - Resolucién proyectiva completa del problema de Uspensly.

Esta explica la resolucion algebraica y naturaleza de las solu-
ciones que alli se encuentran, permitiendo ademas el método refe-
ric el problema al tridngulo generalizado y por tanto hacienda
entrar las circunferencias ex-inscritas. También una pequefia mo-
dificacion del mismo método permite resolver proyectivamente con
la misma sencillez el problema generalizado, consistente en buscar
la transversal que dé triangulos parciales cuyas respecﬁvas circun-
ferencias inscritas tengan sus radios en una razon dada .

Consideremos primero las biseclrices interiores w; y w, co-

A A

rrespondientes respectivamente a los angulos be de vértice A y ca
de vértice B. Imaginemos los puntos O, y O, de ambas bisec-
“trices puestos en correspondencia de manera que sezan centros de
circunferencias iguales inscritas a los angulos respectivos y a un
mismo lado de c; llamaremos a éste, caso acorde w,w,. Después
consideraremos la correspondencia de centros de circunferencias
inscritas a distinto lado de c¢; llaméandole caso discords wyw,.
En el caso acorde w, w,, las rectas paralclas al lado ¢ (fig.
2) determinan sobre las bisectrices w; y w, dos series proyectivas
cuyos pares de puntos homologos O, y O, son los centros antes
dichos. Estas series se proyectan desde el punto C, segin dos ha-
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ces proyectivos superpuestos H; y K,. En el haz de vértice C,
los simétricos coincidentes de los lados b y a respecto a un de-
terminado par de rayos homoélogos de la proyectividad anterior,
darén fransversales solucién del problema. Pero los simétricos de
los lados b y a respecto a cada par de rayos homologos r,r’
antes dichos no dan haces proyectlvos En efecto, 1ntroduc1endo

coordenadas proyectivas = tg br T==tp br’, y llamando a=tg ba
A A

wy=tg bw,, w;=1tgbw;, w,=1tgbw,, se tendra
(2 0 waw, ) = ('awsw,), (36)
de donde
2 =w; wy (wy—ws) (¢'—a)/((a(w;—ws) — wy(w;—w,)) &' —
—a (w,wy—w;y?) — wy wy (wg—w,)).  (37)

Si s es el simétrico de b respecto a r y s’ el simétrico de a
respecto a r’, sera

A
x, =tg bs =2x/(1—a?), (38)

relacion no proyectiva entre  y z,; analogamente

B =ig bs =1tg (2. br —ba) = (20'—a(1—='?))/ (1—x'24-2az’), (89)
que tampoco es proyectiva entre =’ y x,. La condicién z,=u=x,,
es decir

2z/(1—a?) = (22'—a(1—a'?)) /(1-—x'24-2ax"), (40)

sustituyendo 2 por su valor (37), da una ecuacién de 4° grado en
#’, lo que ya nos dice habra cuatro centros solucién O’ que co-
rrespondientes a cuatro On daran cuatro pares de circunferencias
tangentes a cuatro transversales solucion. Dos de ellas, confundidas
en la paralela p al ladg ¢ trazada por el vértice T, son inmediatas
y provienen de la mediatriz p,, de la faja pc, dando O y O’
(fig. 2) como centros solucién y de la paralela impropia a ¢
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que da O, y O,’ como centros en los puntos impropios de 1w,

y ws,. Los centros O y O’ corresponden a circunferencias finitas ex-

inscritas en los triangulos de lados paralelos (fig. 2) determinados

por p en ABC, mientras que los O, yO’,, corresponden a circun-

ferencias que se confunden con la recta impropia. Perdiendo esta

transversal doble p, las otras dos vamos a hallarlas proyectivamente.
A

Para esto, hagamos girar de un angulo 1/,ab, alrededor de su
vértice C, el haz K, dando un haz H,. superpuesto y homologo
del H; en una proyectividad P;. Méas aln, en este caso acorde
w; w,y, la P es una involucién por corresponderse doblemente los
rayos b y ws. Es inmediato ver que los pares de rayos homélogos
de esta involucién no se separan, por lo que ésta es hiperboélica.
Su rayo doble o unfdo d,, inferior y més cercano al lado b
del ttingulo dado, da la bisectriz del primer tridngulo parcial
buscado; entonces el rayo simétrico del b respecto a este d;, es
la transversal interior buscada {; (més cercana al mayor lado si
hay dos interiores), solucidn elemental del problema. "En efecto,
si dy’ es el rayo obtenido (fig. 2), deshaciendo el giro anterior

A A A
bd,' = bd, 1/, ba, (41)

entonces el rayo ¢; tal que

A A
btl — 2 . bd1 (42)
cumple
A A M A A A
td,/=bd,’ — bt, = ba— bd,’=d/'a, (43),

es decir d,’ es la bisectriz del segundo tridngulo parcial determi-
nado por t, en el tridngulo dado.

Pero el mismo razonamiento anterior aplicado al otro rayo
doble o unido d, de la involuciéon P,, demuestra que si d’; es el
rayo obtenido mediante

A A A .
bdy’ =bd, 41/, ba, (41’).
entonces el rayo t, tal que (fig. 2) |

A A
bt,=2. bd, e 15 (A0
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cumple

Con esto obtenemos (fig. 2) una transversal £, que determina
con b y ¢ un tridngulo ACT,, cuya circunferencia ex-inscrita de
centro O, en w, tiene radio igual a la circunferencia ex-inscrita al
tridngulo BCT, (que ¢, determina con @ y c¢) de centro Oy
en w,.

En resumen, los rayos dobles d, y d, de P; determinan eun
w, los centros O; y O, de dos circunferencias que corresponden a
otras dos circunferencias respectivamente iguales de centros O,
y O, en w,, formando asi los dos pares respectivamente tangen-
tes a las dos transversales solucién ¢, y £,.

Relacionemos ahora esta resolucién proyectiva con la alge-
braica antes estudiada, en que O;=1I;; O0,=TIy; Oy=I;;
O, =1,. Para ello demostremos previamente que la bisectriz w;
determina sobre los rayos d; y d, segmentos iguales

CO,=CO,. (45)

En efecto, (fig. 3) cortemos la involucion P, por la bisectriz
w, y hallemos el centro M de la involucion seccion, mediante la

A
recta m obtenida girando el angulo 1/,ab a la w,p, paralela trazada
por C a la bisectriz w,, pues en P, el rayo m es homoélogo
del w;P que proyecta desde C el punto impropio de w;. La recta
m es perpendicular a la w;, porque las dos bisectrices forman un
angulo

A A A A
W weP=w,wy =1/, ca+1/; be, (46)]
que sumado al
A A i
wyPbm=1/,ab , (47)

vale el recto, mitad de la suma de los 4ngulos del tridngulo dado;
es decir, el tridngulo CMO, es rectangulo en M. Es sabido que el
centro M de una involucion es punto medio del segmento deter-
minado por sus puntos dobles O; y O,, con lo que queda pro-
bado (45).
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A oo A A A
tie=mn— (cb+bty) =n— (n—2. bw,;+71—2. bd,) =n— 2. w,d,.(50)

De (49), (50) y (45) se deduce que el tridangulo CT T, es
isésceles y por tanto se cumple (48).

Esta condicién (48) muestra que las dos transversales ¢, y i,
que hemos obtenido proyectivamente corresponden a las algebrai-
cas de la ecuacion (11) y también de la (20), ilustrando asi la
interpretacion geométrica de las segundas soluciones de dichas
iecuaciones.

Con todo esto, ain no hemos agotado la cuestion referente al
par de bisectrices interiores w; y w,, pues sobre ellas se encuentran
atn otros centros O3, Oy O5 vy Oy, O/, Oy (fig. 2) de pares
de circunferencias soluciones a distinto lado de ¢ respecto a trans-
versales #3, ¢, y t; que se hallan considerando el que hemos ila-
mado caso discorde wjws,.

Ahora consideraremos la correspondencia puntual proyectiva
entre w; y w, relacionando los centros O; y O7 de los pares de
circunferencias iguales inscritas a los respectivos 4ngulos, pero si-
tuadas a distinto lado de ¢. Si en el caso acorde el centro
Or’=0y en w, era correspondiente de O, en w,, bastard con-
siderar el simétrico del O, respecto a A para obtener O;. Estas
puntuales se proyectan desde el vértice C segun dos haces proyec-
tivos superpuestos H,’ y K,”. En el haz de vértice C, los simé-
tricos coincidentes de los lados b y a respecto a un determinado
par de rayos homologos de la proyectividad anterior, darin trans-
versales, solucion de este caso discorde w,w,. Pero los simétricos
de los lados b y a respecto a cada par de rayos homélogos antes
dicho, tampoco forman aqui una proyectividad. Sin embargo, se
podrd emplear un procedimiento anilogo al visto en el caso

A

acorde, haciendo girar de un 4ngulo 1/,ab, alrededor de su vértice
C el haz Ky, dando un haz H,’ superpuesto y homologo del H,’
en una proyectividad Py, que aqui ya no es involutoria, pero si
hiperbélica. Los rayos dobles dj, d, de esta proyectividad deter-
minan en w; centros O3, O, de dos circunferencias (fig. 2) que
cerresponden a otras dos respectivamente iguales de centros Oy,

‘O, determinados sobre w, por los rayos dy’, d,’ que se obtienen
o ;

girando 1/,ba los anteriormente hallados dj, d,. Estos dos pares

de circunferencias son tangentes a otras dos transversales 3, ¢,

soluciones del problema. La demostracién es completamente ané-
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loga a la del caso acorde. Para hallar las otras dos soluciones, no
tan inmediatas aqui como antes, basta girar de un &ngulo

A

1/, (n—ab), alrededor de su vértice C el haz K,, dando un haz
H,” superpuesto y homélogo del H,’ en una proyectividad P,”,
cuyos rayos dobles daran los centros buscados sobre w;, obteniendo

A
los centros correspondientes de w,, deshaciendo el giro 1/, (n—ab)
para cada uno de los rayos dobles hallados. Una de las soluciones
debe dar de nuevo el par O, O, antes considerado en el caso
acorde, correspondiente a la transversal p paralela a la recta c,
aqui solucién simple. En efecto, (fig. 3) se cumple

A A A A A
W Wy =w,C¢ + cwy =1/5ac+ 1/, be=1/, (n—ab). (51)

El otro par O;, 0’5 determinado por dj, d’; (fig. 2), tales que
A A
dsdy’ =1/, (n—ba) (52)

corresponde a la transversal {;, otra solucién del problema pro-
puesto. Todo esto justificado en forma analoga a la vista para
el caso acorde.

En este caso acorde podiamos hallar las dos soluciones inme-
diatas dadas doblemente por la transversal p mediante procedi-
miento analogo al empleado en el caso discorde. En efecto, basta

A
girar de un é&ngulo 1/, (n+ab), alrededor de su vértice C, el haz
K,. para obtener un haz H,!, superpuesto y homologo del H,
en una proyectividad P!, cuyos rayos dobles seran w,P y el rayo
CO. Ambos rayos corresponden a la misma transversal p. El pri-
mer rayo doble de la proyectividad P! confirma (51); el se-
gundo CO da una demostracién indirecta del siguiente teorema,
cuya demostracién directa dejamos al lector: La paralela media
Pm (mediatriz de la faja pc) determina respectivamente sobre las.
bisectrices w; y w, dos puntos O y O’ que unidos al C forman
un angulo

A A
0CO’ =1/, (n—ab). (53)

Esto es equivalente a afirmar que el incentro w w, del tridn-
gulo dado esta en la circunferencia determinada por los puntos

0,Cy 0.

En definitiva, la resolucion de! problema para las bisectrices:
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interiores w; y w, consiste en utilizar elementos dobles de cuatro
proyectividades, que dan numerativamente ocho transversales, de
la que la paralela p a la recta ¢ se obtiene triplemente ,(dos en el
caso acorde y otra en el discorde), siendo ¢, t,, &5, &, y {5 las
otras cinco transversales buscadas (fig. 2). Ellas corresponden a
los pares de circunferencias iguales buscadas de centros O, O '
(doble por aparecer en el caso acorde y en el discorde); O, O';
0,, 0/; 0,, 0,; 05, 0/; O,, O/; O;, Oy ; resultando en tiotal
ocho pares, dos de ellos coincidentes.

El mismo tratamiento proyectivo deberia aplicarse al par
formado por la bisectriz exterior w,’ con la interior w,, al formado
por la bisectriz interior w, con la exterior w,’ y finalmente al for-
mado por el par de bisecirices exteriores w,’, w," de los respectivos
vértices A y B. Cada uno de los casos dichos da ocho transversa-
les, resultando un total general de 32 transversales, no todas distin-
tas, soluciéon completa del problema de Uspensky. Desde luego,
la paralela p aparece de nuevo como solucién repetida y ya diji-
mos al establecer las formulas (2) que la transversal ¢; vuelve
a ser solucién en el caso acorde de bisectrices exteriores w;’ w,'.

4. - Problema generalizado

El método proyectivo para atacar el problema en el caso de
que se busquen circunferencias inscritas cuyos radios estén en una
razéon dada k=r,/r,, se reduce facilmente al anterior.

Tracemos (fig. 4) una recla ¢ paralela a la ¢, tal que

CBr: CB=1Fk (54).

A
y por Br la bisectriz w," del angulo c¢7a, paralela a la w,. Bastara
entonces asociar de la manera dicha para k=1 la bisectriz w," con
la wy; (ola w,") y definir puntuales de centros de circunferencias
d: igual radio, para hallada la solucién en w,”, pasar por seme-
janza a la w,.

Resolvamos, por ejemplo, el problema en el caso elemental
de que las circunferencias buscadas sean precisamente inscritas;
aqui resultaran dos soluciones. La primera se halla (fig. 4) aso-
ciando w, con w,', proyectando desde C, girando el haz K,r en un

angulo 1/yab para obtener Hy y hallando el rayo doble interior
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d, (més cercano a b) de la proyectividad Py, ahora no involutoria,
entre H, y H, . El rayo d; determina O, y aplicindole el giro
A

1/,ba se obtiene d,’ que determina O," sobre w," y Oy’ sobre ws,.
Las circunferencias de centros O; y O/, cuyos radios estian en la
razén k, son tangentes a la transversal ¢;, simétrica de b respecto a
d, e inscritas en los tridngulos parciales que dicha transversal de-
termina. La segunda solucion se halla.asociando la-bisectriz exte-

Fig. 4

Para la correspondencia con el texto, las letras 0,7, O, 7, We”, deben
leerse respectivamente 0.7, 0’y cr, w,r.

rior w,’ con la interior w,", motivo que hace prever que en la
resolucién algebraica la ecuacién que dé esta solucién sera distinta

A
de la que dé la anterior. Efectuando el mismo giro 1/,ab llega-
mos en la forma vista anteriormente a una proyectividad P, cuyo
rayo doble d, que determine O, sobre w,’ més cercano a A, gi-

rado 1/,ba da d,/, rayo que determine O, sobre wy" y O, sobre
w,. Las circunferencias de centros O, y O, (fig .4), cuyos radios
“eslan en la razén dada k, son tangentes a la transversal £, simétrica






GENERALIZACION DEL MISMO PROBLEMA

POR
ENRIQUE FERRARI

Damos a continuacién una resolucién algebraica muy elemen-
tal del problema 144, que se adapta igualmente a la forma en
que éste estd propuesto y a la generalizacién que consiste en supo-
ner dada, aun =1 la razén entre los dos circulos inscriptos.

Sea CT=t la transversal buscada. Llamemos p, py, ps los
semi-perimetros de los tridngulos ABC, ACT y BCT y p,ry,r,
los radios de los respectivos circulos inscriptos. Entonces se tiene:

ryp1+repe=pp (1)

p1+pe=p+t  ° $ % 43

Es conocido que la longitud del segmento determinado sobre
un lado por un vértice y el punto de contacto con el circulo ins-
cripto es igual al semiperimetro menos el lado opuesto a dicho
vértice. Por semejanza de tridngulos se tiene luego:

] 4 (3)
v p—a

Ly Prst 4
S s : (4)

Ademés supondremos que

Obtenemos asi un sistema de cinco ecuaciones en las cinco
incognitas t, ry, ry, p; ¥ ps. D2 ellas sélo interesa .
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De (3), (4) y (5) resulta

pi—t _ p—t ;
pa k(p-b)

por composicién y luego teniendo presente la (2) obtenemos:

i BN Sy
k(p—b)+(p—a) p—a o

de las que deducimos

T L ) RN ¢ N L :
P =0 +(p—a) £32 p k(p—b)+(p—a)

Con (2) y (5) de éstas obtenemos:

k(p=b0)(p—t) ., re_ K=t

p k(p—b)+(p—a)

P b+ ()

Llevamos estos valores en la (1) previamente dividida por p;
por cuanto la (1) es de segundo grado y los sustituidos'son todos
de primer grado en £, resultard una ecuacién en ¢ que serd de
segundo (a lo sumo). Después de efectuados calculos muy sim-
ples se obtiene en efecto la ecuacion:

Fct? + [k2(p—b)+p—a—Fkc] pt
— [k*b(p—b) — 2k(p—b) (p—a) +a(p—a)] p=0.  (6)

Esta ecuacion debe tener una y una sola raiz que responde al
problema, como se ve ficilmente por simples consideraciones de
continuidad geométrica.

Para verificar analiticamente que esta condicién se cumple
observemos primero que en el término constante la expresion
cuadratica en k, entre corchetes, tiene discriminante negativo,
ella es pues definida positiva, de donde sigue que la ecuacion
en ¢ tiene una sola raiz positiva. Veamos si esta raiz satisface
al problema. Supongamos que sea a=b y llamemos f(k,t) al
primer miembro de la (6).
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Como f(k,¥)>0 y k>0
f(k,a) =2 p(p—b) (a—b) + - k(p—a)(a® + 2 — %) >0,

luego . deducimos que la raiz en cuestion es menor que a.
Calculando f(k,b) se tiene

f(k, b)=%k(zl——b) (624 ¢?—a?) —p(p—a) (p—b).

A
Con el A obtuso o recto b?4c2—a2<0 y por tanto f(k, b)<0:
la raiz que discutimos estd comprendida entre b y a.

A

Cuando el A es agudo la consideracién de f(k,b) no es dis-
criminante; en cambio la raiz mencionada satisface en este
caso al problema geométrico si se demuestra que ella es = que
la altura del tridngulo, minimo valor que puede tomar ¢.

Al variar k, la raiz considerada de (6) toma su valor mi-
nimo cuando ella verifica también

'o’féz'ﬁ’t) =2kp(p—b) (t-b) +2p(p—a) (p—b) — ct(p—t) =0,

de donde resulta

1o (P=t)ct=2p(p—a)(p—b)
2p(p—b)(t—b)

- Substituido este valor en la (6) se obtiene con cilculos muy
simples

[282 — (p—c) (p—1) ct]? — 4p(p—c) §% (i—a) (t—b) =0,

en la que S?=p(p—a) (p—b) (p—c).

Nuestro problema es saber si poniendo ¢ igual a la altura
del tridngulo 2S/c esta ecuacion queda satisfecha. Observemos
todavia que la expresion de S en funcién de a, b, c es irracional
cuadratica

S=Y p(p—a) (p—b) (p—<);
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por esta razoén, si la condicién dicha se realiza para un tridngulo
genérico, deben anularse separadamente el grupo de los términos
de grado par y el grupo de los términos de grado impar en ¢.
Estos dos grupos son, respectivamente,

(p—0)*14 4 (pe*—4S?) (p—c)22 + 4S2(S*—p(p—c)ab),
t. p(p—c)2(8S2—2c22).

La condicién requerida se verifica inmediatamente para el
segundo grupo; lo mismo ocurre para el primer grupo si se
desarrollan calculos o tan solo se observa que S2—p(p—c)ab=
P*(p—o)*.

Queda de este modo probado que el minimo valor de ¢
que, para un k conveniente pueda satisfacer la (6) es la altura
del tridngulo; por tanto la raiz positiva ¢ de ella serd siem-
pre solucién del problema.

Para k=1 la (6) se reduce a

t?=p(p—o)-

Hemos mencionado arriba como se obtiene el segmento p—c.
El segmento p es el determinado por el vértice C y el punto de
tangencia del circulo ex-inscripto al tridngulo ABC con un lado
del dngulo C. La transversal ¢ es la media geométrica entre estos
dos segmentos.

ROSARIO, INSTITUTO DE MATEMATICA.

Mientras la Nota que antecede ya estaba en la imprenta he-
mos recibido del Dr. Sergio Sispanov, actualmente profesor d
la Universidad de Guyo, en San Juan, algunos breves apuntes
sobre el mismo problema, cuyo resultado no difiere en lo esencial
del arriba obtenido.

La Redaccion



SOBRE ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS CURVAS
TRAZADAS SOBRE UNA SUPERFICIE REGLADA

POR

AporLro DAGHETTO

El problema 116 propuesto en este Boletin, Afio VI, fasc.
1, expresaba:

Demostrar las siguientes propiedades referentes a superfi-
cies regladas:

a) Sobre cualquier superficie reglada las trayectorias or-
togonales de las generatrices son equidistantes (es decir, los
segmentos en que dos cualesquiera de ellas cortan a las distintas
generatrices, son todos iguales).

b) La condicién necesaria y suficiente para que exista
una trayectoria oblicua isogonal de las generatrices tal que todas
las trayectorias que cortan las generatrices bajo el mismo éan-
gulo sean equidistantes, es que la reglada sea un cilindro. En
este caso la propiedad se realiza para cualquier trayectoria iso-
gonal de las generatrices.

c) Si la superficie reglada no es un cilindro, consideremos
la interseccion C de un cono director de la reglada con una
esfera de centro en el vértice del cono. Suponiendo que existan
dos trayectorias isogonales de las generatrices igualmente incli-
nadas y equidistantes, demostrar que sus tangentes en puntos
correspondientes forman &ngulos de cosenos opuestos con la
tangente en el punto correspondiente de la interseccion C men-
cionada y que los arcos correspondientes en las. dos trayecto-
rias son iguales.

En lo que sigue demostraremos las propiedades enunciadas
con algunos complementos:
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1. —Sea una superficie reglada y sea V() uno de los dos
vectores unitarios dirigidos segun las generatrices de la misma,
que se supondré variable con continuidad con el parametro ¢,

supondremos ademis que V(t) sea derivable respecto ¢ de mo-

do que serd constantemente VxV’=0. Sean P(f) y Q(t) dos
divectrices de la reglada. Sera

Q) =P(t) +\(t) (1), (1)

siendo \(t) funciéon de t.

Supongamos primero, como dice el aparte a) de la cuestion,
que P(t) y Q(t) sean trayectorias ortogonales de la reglada.
Esta condicién se expresa por

P'(t)xV(t)=0, Q'(t)xV(t)=0.
Tomando la derivada de (1) resulta
Q&) =P'(1) +XO) V(&) +N (1) V(1)

Multiplicando escalarmente esta Gltima expresion por V(t)
y teniendo en cuenta las relaciones anteriores obtenemos

NG ()= Cfe"
Por (1)

A= [AV(#)| =10Q(t) — P(¢)];
resulta asi

Teorema I.—Sobre cualquier superficie reglada las tra-
Yectorias ortogonales de las generatrices son equidistantes.

2. — Renunciamos ahora la ortogonalidad y veamos de de-
terminar, en general, pares de curvas P(t), Q(t) isogonales res-
pecto de cada generatriz y equidistantes.

Supongamos por tanto que las curvas P(t), Q(f) corten
cada generatriz bajo el mismo angulo (lo que es parcialmente
la hipétesis del aparte b)); sera
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A cada valor de \ corresponde una funcién p(t); luego,
una curva P(t) a la cual corresponde una isogonal en distan-
cia constante \.

Distintas funciones w(t) difieren sélo por el valor de la

N
constante — —.
2

Si se cambia el signo de \ la p se aumenta en \; se obtiene
luego una curva Q(t) tal que Q(t)—P(t)=\V(t) es decir la
isogonal de la P(t) antes considerada.

Queda determinada sobre la reglada una serie de pares de
curvas tales que cada par corta sobre cada generatriz un seg-
mento de longitud constante (variable de uno a otro par) y el
lugar de los puntos medios de estos segmentos es una curva
fija correspondiente a X\=0.

Vamos a demostrar que esta curva fija es la linea de estric-
cién o la linea de retroceso de la reglada segiin sea esta no
desarrollable o desarrollable. Para \=0 la (9) da

LA
Iz

(10)

vamos a mostrar que el punto P caracterizado por este valor de
p es el punto de la generatriz considerada que estd en minima dis-
tancia de la generatriz proxima. El vector normal comin a
la generatriz considerada y a la infinitamente préxima estd
dado por

VAWV 4+Vdt)=VAV dt.

Notamos que a raiz de Vv ==0, VxV'=0, es ciertamente"
VAV’=-0; sabemos ademis que el punto P sobre la generatriz
caracterizada por ¢ cuya distancia de la generatriz préxima
es minima, es el punto de la recta

A+4pV
al cual puede hacerse corresponder un punto
A+ A dt 4+~ (V 4+ V' di)

tal que la recta que une a los dos puntos es paralela al vector

VAV.
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Se deben por lo tanto determinar los valores de p y v
tales que

(p—v) V—(A'-l—vl—/’)dt:)\l_//\V'; (11)
multiplicando escalarmente por V' se obtiene

;.L'-—V—A'XI_/dl:O,
luego

v=p—A'XVdt.
Reemplazando en (11) deducimos
ANV — (AL p =TV AV,
y multiplicando escalarmente esta igualdad por V7, resulta
A’ XV +pV2=0.

Con ello queda demostrado que la curva P caracterizada

AXV?

por p=— e es la linea de estriccién de la reglada.

Si la reglada es desarrollable nada cambia evidentemente
en este razonamiento; pero se sabe que la linea de retroceso es
entonces el lugar del punto Q(t) tal que

Q’(t):cﬂ_/;
si Q=A+4uV, es pues
AtpV=(G—p)V,
A'XV' +uV2=0,

lo que demuestra que Q coincide con el punto P definido por
la condicién (10) (*). |

De todo ello y de las conclusiones obtenidas al pis de la
formula (9) deducimos el siguiente

Teorema III.—Dada una reglada, si sobre todas sus
generalrices se senialan de una parte y otra del punto que estd
sobre la linea de estriccion dos puntos a distancia fija de este

(*) En el caso particular en que 4 — cte., es decir cuando la reglada es
un cono, obtenemos también w=—0 y la linea de estriccién se reduce a un
punto.
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punto, se construyen dos curvas que cortan a todas las gene-
ratrices sequn dngulos iguales. '

4. — Consideremos ahora, como estd dicho en el enunciado
del problema la indicatriz esférica de la reglada, que se supone
no ser un cilindro.

La ecuacién vectorial de una curva serd M(t)=O0+V(t);

luego el vector tangente a ella serd V'(t).
Por estar las curvas P(t) y Q(t) cumpliendo con las con-
diciones (2) y (3) del parr. 2, tenemos

Q’:P,+}‘I7,;
sigue
XV =P XV 4 AV2=V'x (2P +\ V) —P'xX V",

esto es, por (5),

Q' xV'=—P'xV;
y, a raiz de (4)

(R R

Q' xv’ Pxv’

es decir, tienen valores opuestos los cosenos de los angulos que

(9)

con el vector V’ forman los vectores tangentes en puntos corres-
pondientes a las curvas P(t) y Q(t).

Ademas si llamamos con ds y do los elementos de arco
correspondientes a ambas trayectorias P(t) y Q(t)

ds\? N dsy 2 ite
(dt) 5P, () 5 108

/ Cled /t do. (10)
to to :

Reuniendo los resultados (9) y (10) obtenemos

y por (4) sigue,

Teorema IV.—La tangente a la indicatriz esférica de
la reglada en el punto correspondiente forma con las tangentes
a las dos curvas dngulos suplementarios y los arcos correspon-
dientes a ambas trayectorias son iguales.

ROSARIO, INSTITUTO DE MATEMATICA.
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Los valores de o para los cuales el problema tiene solucién

seran los dados por (1) al variar 9 en el intervalo O—% .

i :
Como para $=0 y i la (1) da a=0 y valores posi-

tivos para los demés &ngulos del intervalo, y siendo ademés o
una funcién continua del 4ngulo 9, sigue que habra por lo
menos un 3 para el cual es méiximo a; debemos por lo tanto

considerar la ecuacion que se obtiene igualando a 0 la derivada
de (1)t

dao Y
- — 9. 3=0.
a5 22 cos ¥ . cos 3 0
&:1?7: da el minimo a=0; luego 33:% 7, o bien
8:% , dara el maximo «.
Reemplazando en la (1) este valor de 9 se tiene:
el
amax._ 4 V3.

Por lo tanto habra solucion si

0=0=8\3/4=1,299. ()

Teniendo presente la continuidad de o y suponiendo que
solo se dan valores del intervalo (2), al variar & desde O hasta
n/6 el coeficiente 2sen2%.cos?9 alcanza cualquicra de estos

valores, lo mismo acontece cuando 9 varia desde 7/6 hasta — =,

2
puesto que los valores minimos corresponden a los extremos del
intervalo y el maximo a un valor intermedio. De esto deducimos
que si o varia en el intervalo (2) el problema admite dos ‘solu-
ciones y una para el méximo.

Para determinar, segun pide el problema, el caso de a=1
notamos que la (1) puede también escribirse

iy 4tg v ib
“T gy ®)
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2.2 Solucion. — Sea x=AM. — Como MP es media pro-
porcional entre x y 2r—x se tiene

drea triing. APQ=2 \(2r—z)z=oar? (1)
de donde resulta
x4 —2r. 23 a2rt=0.

Como resulta mas cémodo operar en el circulo de radio 1,
poniendo y=uwx/r se obtiene la ecuacion transformada

P — 2yt al =0

Indiquemos con f(y) el primer miembro. Como f(y) pre-
senta dos variaciones de signo, por el teorema de Descartes po-
demos decir que la (2) tiene 2 6 O soluciones positivas. Ya que
disponemos del parametro o, tratemos de definir un intervalo
para el mismo dentro del cual la ecuacién admita raices positivas.

Empecemos por observar que f(0) y f(o) son positivos.
Formemos ahora la ecuacién f’(y)=0, entonces

f'(y)=2y2(2y—38) =0,

la cual admite las raices y—=0 e y=238/2: so6lo la segunda interesa
para nuestros fines, pues ella separa las dos raices positivas de (2),
en caso de existir. La condicion para esto es que f(0) y f(3/2)
tengan signos contrarios, por lo tanto debe ser

F(5) =% (3—2)+er=o,

de donde resulta

oo

pp.‘“
!

o
IA
Q
IA

Variando « en este intervalo el problema admite dos so-
luciones y una para el extremo superior.

En el caso particular de ser a=1, la (2) se reduce a es-
ta otra
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yt—2y3+1=0. (3)
En seguida se comprueba que ella tiene la raiz y;=1. La
otra raiz y, estard comprendida entre 3/2 y 2; la calcularemos
empleando cualquier método de aproximacién; elejimos el mé-
todo de Newton.
Empezaremos con el valor aproximado 2. El incremento h
correspondiente a un valor aproximado de y, estd dado en ge-
neral por

hee T
7'(¥)
Entonces, con y=2 resulta h=—1/8=—0,125. Luego
¥e=1,875.
Con y=1,875 se obtiene h=—0,0334, por tanto y”,=1,8416.
Calculando con y=1,84 resulta y”,=1,83929, y repetido

el célculo con y=1,839 se obtiene el valor que adoptamos en
definitiva

¥, =1,838287.
En consecuencia, para x tenemos los valores

Ty —=r N s xo — 1 838K r:

Solucién por el Ing. ENRIQUE FERRARI, asistente 1° en el Instituto de
Mateméatica.

N.0 125. — Demostrar que. la suma de las tangentes trigonométricas de
los 4ngulos formados por las tangentes a una cénica desde un punto exterior
P con un eje de la misma es igual a la suma de las tangentes trigonomé-
tricas de los 4ngulos que forman con dicho eje las rectas que unen P con los
vértices de la cénica correspondiente al mismo eje.

La ecuacion de una cénica referida a un vértice, al eje que
pasa por éste y a la tangente en este vértice es de ‘la forma

y2 —2pxr — qx2 =0,

siendo ¢ >0, =0, <0, segun se trate de una hipérbola, una para-
bola o una elipse.
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La ecuacion conjunta de las dos tangentes a la cénica desde
el punto (z,y;) serd por consecuencia

(y1y—p(2+2;) — q2,x)? — (y,°—2p2,—q%,?) (y*—2pr—q2*) =0,
es decir, desarrollando calculos,

(2pwy+qz?) y2 — 2(p+q2;) y1 y2 +. . .=0.

La suma de las tangentes trigonomeétricas de los angulos que
estas dos rectas forman con el eje = es el coeficiente cambiado
de signo del término en xy después de reducir a 1 el coefi-
ciente de y2; esto es

2(P+921)y: (1)
(2p+qz,)z,

Por otro lado las coordenadas de los dos vértices de la conica
sobre el eje x son 3

(0,0) ¥, (—%”, 0)

y las tangentes trigonométricas de los 4ngulos que forman con el
eje = las rectas que los unen al punto (z;,y,) son respectiva-
mente

W Ml
? 9
z 2p
1 z+ &

cuya suma es precisamente (1).

La proposicién enunciada queda asi verificada por el célculo;
més interesante serd hacerla entrar en un concepto general me-
diante la siguiente demostracién geométrica: Ildmense AB el
eje considerado de la conica, P el punto del cual se trazan las
tangentes, P, el pie de la perpendicular conducida de P a AB,
M y N los puntos de contacto de las dos tangentes con la c6-
nica y M, N, sus puntos de interseccién con la recta AB. Se ve
entonces que MMNN constituye un cuadringulo degenerado ins-
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crito en la conica, del cual dos lados opuestos son las dos tan-
gentes, PM,PN y otros dos coinciden en la recta MN; si lla-
mamos todavia Q al punto de interseccion de MN con AB, el
teorema de Desargues nos dice que M, Ny y AB son pares de

puntos conjugados en una involuciéon cuyos puntos dobles son
Q y su conjugado armonico respecto de A, B, que es precisamente
P,. Q y P, son entonces también conjugados armonicos res-
pecto de M, N,, de donde sigue

1 g Leier - e e p
PM, PN, PA PB POQ

Multiplicando todos los términos por PP, queda demostrado
el teorema y asignado el valor de la suma constante.

N o 137. — Determinar la solucién en néimeros enteros y pesitivos de la
ecuacién indeterminada

524-Ty—32=0,
en la que 2 tiene el valor minimo.

SoLUCION. — Tomemos el problema en forma més general y
propongamonos determinar la solucién en nuameros enteros y
positivos de la ecuacién indeterminada

ar+by+cz=k.

en la cual z tiene el valor minimo.
Desde luego se puede suponer (a,b,c,k)=1 y, por conse-
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més proéximo posible de% . Ademas debera ser p elegido de modo
m

de poder satisfacer a la (3) con \ entero.

Se ve ahora que en el caso b) debiendo p estar compren-
dido entre dos limites determinados, puede el problema no tener
solucién. Por contrario en el caso a), siendo p acotado de un solo
lado, puede tomar valores absolutos grandes como se quiera y
puede por tanto el valor absoluto de la diferencia entre los dos
miembros extremos de (3) ser grande como se quiera, en parti-
cular >1, lo que asegura la posibilidad de elegir \ satisfaciendo
a (8). Luego en el caso a) existe ciertamente \ si

Yk +ep=a, by,

sw,
T —c

e

y de alli que es condicién suficiente para tal existencia que

. —a,b; d
B<e minimo (Ml" __k.) 5
—C m

Sin embargo no es esta condicion necesaria; por lo tanto
en el caso a) habrd que experimentar valores de w comprendi-
Yk dk

) —) y el mdximo en-

dos entre el minimo de los valores (
—& i

Xk_ﬂ, ?E) y en el caso b) entre los valores
——7) m

Yk

tero < ( e

y ic y en ambos casos elegir el mds prézimo posible a L :
m m

Como ejemplo de lo anteriormente expuesto vamos a resolver
ahora la ecuacién propuesta; se tiene

a=5,b=7 ¢=—38 m=1, k=0.

De las (1) obtenemos
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dos los N impares; aparte esto, queda sin embargo cierta también
en este caso la otra afirmacion, con la misma demostracion.

Esta solucién es debida al sefior Germén Fernéndez, alumno de 5° afio de
Mateméitica de la Facultad de Ciencias fisicomateméticas de La Plata.

N.? 141 — Es sabido que se llama cuadringulo completo al sistema de 4
puntos del plano, de los cuales nunca tres alineados, y de las 6 rectas que los
unen (lados del cuadringulo). Se ve en seguida que, conociendo los valores
de cuatro 4ngulos independientes formados por cinco de estas rectas, quedan
determinados todos los 4ngulos que ellas forman entre si. Quedan también
determinados los 4ngulos del lado restante con los precedentes: se pide una
férmula para calcularlos.

Dadas n rectas, y fijado sobre cada una de ellas un sentido,
supongamoslas ordenadas en un orden determinado y suponga-
mos conocidos los n—1 angulos que, respecto un sentido de
rotaciéon determinado, llevan respectivamente las direcciones po-
sitivas de las primeras n—1 rectas, cada una sobre la direccion
positivas de la siguiente. Para definir el angulo de dos cuales-
quiera de las rectas dadas se puede entonces imaginar un cir-
cuito formado por esas dos rectas y por las que, en el orden
determinado, estin entre las dos. La suma de las rotaciones
que, siguiendo este circuito, llevan la direccién positiva de la
primera de las rectas del circuito nuevamente sobre si misma
sera 0 o multiplo de 27; en esta suma el ultimo término mide
el 4ngulo entre las dos rectas consideradas, mientras los términos
restantes pertenecen a los n—1 angulos que se suponen cono-
cidos; se tiene por lo tanto una ecuacion que determina aquel
angulo. Evidentemente si fuera conocido este angulo e incégnito
‘uno de los otros del circuito, la ecuacién se utilizaria para deter-
minar este Gltimo. Queda por lo tanto claro y orgénicamente
demostrado que, dadas n rectas, por conocerse n—1 éangulos
independientes que ellas forman entre si, pueden calcularse en
seguida todos los demas; y queda también definida la condi-
cién de independencia de dichos &ngulos, consistiendo en que
no se pueda separar de ellos un grupo que sean los angulos de
un circuito formado con las rectas dadas.

Poniendo n=5 queda demostrado el primer punto del
enunciado.
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Sea ahora dado un cuadrangulo completo ABCD, del cual,
teniendo en cuenta lo antedicho, se conocen todos los angulos que
forman entre si, dos por dos, cinco lados; se pueden siempre
suponer ordenados los puntos-vértices del cuadringulo en modo
que el sexto lado sea CD y el problema consiste en determinar
el angulo que CD forma con uno cualquiera de los lados an-
teriores, quedando entonces, por lo anteriormente dicho, deter-
minado por alguna simple operacion de resta, cualquier otro
angulo formado por esta recta con los demés lados del cua-
drangulo completo.

Consideremos entonces un lado del cuadrangulo que tenga
con CD un vértice comun; sea por ej. AD. Pongamos

N ADC==x

siendo z el éngulo que se debe determinar. En el tridngulo
ADC pongamos, por brevedad

AC=m; AD=n, NACD=y, NiCAD=l.

Es
zty=n—o
s

m sen® sen & 3
e w0 i (1)
n seny sen(z4a) :

Para resolver el problema propuesto es necesario eliminar
en esta ultima ecuacion los lados m,n, haciendo recurso unica-
mente a angulos entre los primeros 5 lados del cuadrangulo.

Consideremos los dos tridngulos ACB, ADB y pongamos

AB=p, NACB=Y, NABC=8,, NADB=%, <ABD=38,;

se tiene

m senf;y n senf,

p seny’ p send

y dividiendo una por la otra estas dos ecuaciones obtenemos

m  senf};send
n  senfyseny
-












EJERCICIOS Y PROBLEMAS

PROPUESTOS

153. — Se considera una elipse de semiejes a,b. Llamando
¢ al angulo que una recta por el centro de la elipse forma con
el eje mayor, sea h(p) la distancia de dicho centro a la tan-
gente a la elipse perpendicular a esa recta. Se propone calcular
la integral

n

A
h*(e)

y demostrar que el producto de ella por el area de la elipse
vale 2n2.

Se propone tratar también el problema anilogo en el espa-
cio. Deberd considerarse un elipsoide de ejes a,b,c. Llaman-
do 9,¢ las coordenadas esféricas (% latitud y ¢ longitud) de
una recta por el centro del elipsoide, se llamara h(%,¢) a la
distancia de dicho centro al plano tangente perpendicular a la
direccion de coordenadas 9, ¢ y se calculara la integral

ff cos 9 d% do
h3(%.9)

extendida a toda la esfera, es decir para —

I 19

=
0= ¢ =<2=n. Demostrar que el producto de ella por el volumen
del elipsoide vale 16/3 2.

IA

Compare el lector con el articulo de L. Santalé en este mismo fasciculo.

154. — Integrar la ecuacién diferencial

(22 +y2) dz +-zy dy= (x4 )3 (zdy — yd=)

e i
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155. — Demostrar que la funci6n

f(z)=lim L Ziptai
h>co =1

para valores reales de z puede tomar solamente tres valo-
res diferentes. Determinar estos valores indicando los correspon-
diente valores de .

156. —Sea C una curva cerrada de Jordan. Sea f(zy)
una funcién real, con derivadas parciales continuas de los pri-
meros Ordenes, tal que sobre el contorno de C vale 4, pero
es finita y positiva en todo punto interno a C. Se supone que f
tenga dos minimos relativos en el interior de C. Demosirar que
también debe tenmer otros puntos no minimos en los cuales

f:c:fy'

157. —Se propone demostrar que un poliedro convexo de
caras rémbicas debe siempre tener un ntimero de 4ngulos séli-
dos triedros =8 y que el solo cuyos 4ngulos sélidos sean todos
triedros es el hexaedro.

El libro de H. S. M. Coxeter del cual se ocupa una nota bibliografica
en este mismo fasciculo, en los §§ 2.7, 2.8 trata del rombododecaedro y del
triacontaedro (de 30 caras) y desarrolla algunas consideraciones generales
sobre poliedros de caras rémbicas. Pareceria interesante completar estas fl-
timas en la direccién sefialada en el problema.

158. —Las tablas de integrales elipticas de uso corriente
(p. ej. Jahnke - Emde - Funktionentafeln mit Formeln und Kur-
ven) permiten conocer los valores de

F(a, ) f i
a, = -_
i J VI—-sen2 o sen? @

con aproximacién que, cuando o y ¢ son ambos muy préximos a
900, resulta muy grosera. Se propone calcular, con un namero
de operaciones no excesivamente grande, el valor de la funcién
con 5 decimales exactas para valores de o y ¢ asignados, en
estas condiciones: p. ej. a==89°57’, ¢ =89°. Se supone dispo-
ner de tablas de logaritmos en 7 decimales.
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PROPUESTOS EN LOS PRIMEROS VIII VOLUMENES DE
“MATHEMATICZA NOTZA” Y DE SUS SOLUCIONES

En el prélogo a nuestro primer fasciculo, aparecido en 1941, hemos ex-
plicado nuestro entendimiento al agregar a cada mntimero algunos problemas,
por considerar que en grupo importante de nuestros lectores debia estar cons-
tituido por j6évenes que apenas por primera vez se acercaban a las matemati-
cas superiores y que ‘‘...el pensamiento mateméitico no se forma sino en
contacto con los objetos propios de la matemética. Con este intento propon-
dremos problemas y... nos agradaria fueran considerados por los lectores mas
que todo como estimulo y que las soluciones exhorbitaran, en cualquier sentido
digno de consideracién, de los términos en que los problemas estardn puestos’’.
Esta es todavia nuestra opinién; una teoria matemética no seri nunca enten-
dida en su valor por la simple lectura de alglin texto, sin tener delante de
la mente alguna incognita sobre la cual aquella lectura deba proyectar un
poco de luz.

No queremos juzgar cuanto los fines declarados hayan sido alcanzados
precisamente en la categoria de lectores a los que mnos hemos referido; pero
de la mayoria de las cuestiones propuestas fué publicada la solucién, en va-
rios casos por la valiosa colaboracién de amigos a los cuales estamos cordial-
mente agradecidos o también, cuando la contestacién no llegé de otra ma-
nera, por la Redaccién misma de la Revista, pue§ estimamos que no consti-
tuye enseflanza lo de dejar abierto un énigma.

Y, pues el ntimero de los problemas ya pasa actualmente de los 150, pen-
samos conveniente, para completar el programa como fué expuesto, dar de
ellos en lo que sigue un elenco numérico, sin reproducir los enunciados, lo que
necesitaria espacio excesivo, pero con una alusién suficiente —atin si a veces,
y a propésito, un poco enigmitica— al tema de referencia y con la indica-
c¢ién del lugar donde el problema fué publicado y dénde la solucién, si tal es
el caso. Quizas pueda ello cespertar alguna ftil curiosidad o procurarnos algu-
na nueva contribueién; lo deseamos.
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PROBLEMAS Y EJERCICIOS

PROPUESTO RESUELTO
N¢ Adno Fasc. TEMA Adno Fasc.
1 I it Una descomposicién de los enteros ...... I 34
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CTIBO BRIt fon oo Torirons St Sl iamis Shaa s o oo s o7 isiore I 34
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4 Las cuerdas de la paribola por el foco .... I 34
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6 El movimiento del péndulo ................ II 2
7 I 2 Una; gl1cerion de NGIMETO0S. . . veisis seion oo o oisios II 2
8 SRENAR d.e SUNNLEOTIO o R geiernt syiliss s otoreintegys b sroweiols L 2
9 HoRYerucen. dei 108 CAmMINOB, .15 s ois o ¢ snisiss II il
10 La altura de un tridingulo inseripto en un
CIICTIORNE it o i s i Ve el ony Sl isr e Bpyecervie A v II 1
11 Area maxima de un segmento circular ...... II 2
12 magcurvarinicuraal SRR il e JLE
13 Una propiedad de la forma normal de la ecua-
ClONECODICAR S S Lttt L s II 3
14 I 34 Un problema elemental de andlisis indeter-
R e Lo T 0 O i S g P 10E 3
15 2 Las inversas de productos de diferencias .... III 4
16 iUn#problemasdesmaximo Ut il n. ool g, 1T 2
1l imsliaperboloide elibiCoR o s ot s s oa W ook 1X 3
18 [EnasDaraloraas: ot L Ul e e e II 4
29 Una integral en la teoria del mesén ...... II 4
20 II 1 Emplazar un hexagono regular ............ 2 4
21 Sumas de cuadrados y sumas de inversas .. II 4
22 U 6Mm enf0Rd M EreIa, o 55 s o smae, shoratate, II 4
23 SN OLOBREIM GETICOS Wi s 1 s 1 infico o syor oapss vors s III 2
24 < 1060y 1003 R el s et IL 4
25 S50 Los periodos de vibracién de un volante .... Iv 3
26 II 2 Simple problema sobre un campo cuadratico - III 1
27 Ecuacién de 3er. grado dependiente de un pa-
EONTCUTOREEEE g 0, o AT A0k Sial s asss oy viers o6 Iv 2
28 II 2 COrGROMINEINITON.. < o\ i iocs Shiorss mpinuiissis sres 100r 2
29 Suma méaxima de los casquetes esféricos .... ITIT 3
30 Una propiedad de los poligonos regulares de
naniero @I pare de, AAdo8:, o e i e s sese s % e III i
31 Acotacién de la suma de una serie ....... .
32 Movimiento y equilibrio de una barra ..... 180! 2
T R B | SRR R 05 1 S
34 Dos identidades trigonométriecas ........... ITT 3
35 Una propiedad del triangulo rectangulo ..... III 3
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PROPUESTO RESUELTO
N¢ Afio Fasc. TEMA Ano Fase.
36 Lugar geométrico determinado por dos haces
(i L0 LTV ek e =S R it i e R R o A v 4
37 Eecuacién diferencial de un haz de curvas ... IIT 3
38 Un problema de equilibrio ................ III 3
39 II 4 La tltima cifra de un nGmero entero....... III 3
40 Un problema de minima ........ccconeennn III 3
41 Una-integraldefvolumen® #F. B UGS oo e II1 3
42 Una relacién entre arca y flecha de un seg-
mento ~eireulartis: =+ M T (RN SR e IIL 4
43 Ejercicio de geometria diferencial ......... IIT 4
44 Una ecuacién resoluble de 5° grado ......... I 3
45 III 1 Un - cuadrado: perfieeto =l ah SRR Io TN III 4
46 L Cudndoass SIEEhREE et O R e o & — —_
47 Un haz cuadratico de circulos ............. III 4
48 Desplazamiento del baricentro por homotecia  III 4
49 Un problema de ntimeros figurados ........ Iv 1
50 Una clasica ecuacién diferencial lineal...... V. 1
51 Generalizacién de un ejercicio de Jordén.... III 4
52, - IIL 2 Los cuadrados de nfimeros consecutivos ..... Iv 1
68 A LL: 2 Medias aritméticas repetidas de n nlimeros . Vi 1
54 Una ecuacién de 6° grado resoluble ........ Iv it
55 Ocho torres en el tablero de ajedrez ..... Iv 1
56 Algunas desigualdades en el tridngulo..... — —_
57 Como! 8o’ divide UN CAMPO .+ ..cccoioinesosses Iv 2
58 Un problema sobre seccién del cono ........ Iv 2
59 III 3 Desigualdad en nfimeros positivos .......... Iv 3
60 Otra desigualdad en el tridngulo .......... e .
61 Un TugarsgeombiTiCo. o ' v sieioio ciss oo v e s/s se IV 4
62 Asintota y circulo osculador .............. 2
63 El O en la férmula de Taylor ............ v 2
64 Bquilibrio sindiferente. .. . iceescessonsionss Iv 2
66~ ITL 4 Transversales en un trifngulo ............ v 3
66 Un lugar geométrico en el plano ........... —_ —
67 Un lugar geométrico sobre la esfera ....... —_ —
68 Otra ecuacién resoluble de 6° grado ...... v 3
69 Construibilidad con regla y compis ...... _ —_
70 Una ecuacién diferencial no lineal ......... Iv 3
7l Iv 1 Rectas isoclinas a los lados de un tridngulo
dehdeloNYOrticed ™ n v Jhfiiii. ot hinars il o Iv 3
72 Un problema sobre determinacién de un tri-
T (e T O A B S S S Clie Iv 3

() La raya significa que no se publicé solucién hasta el presente.
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W. BLASCHKE, Analytische Geometrie. Biicher der Mathematik und Naturwis-
senschaften (Notdruck). Wolfenbiitteler Verlagsanstalt, Wolfenbiittel und
Hanover, 1948, 152 pags.

— — Projecktive Geometrie, id. id. 1947, 160 pags.

La coleceion a la que pertenecen estos dos libritos lleva la indicacién de
¢¢Notdruck’’, es decir, la advertencia de que se trata de unas ediciones de
emergencia dado el estado de la Alemania de post-guerra. La observacién, sin
embargo, debe entenderse tinicamente en cuanto a la calidad y el aprovecha-
miento del papel, pero no en cuanto la impresién propiamente dicha, que sigue
siendo excelente, clara y limpida, como en todos los libros alemanes de mate-
méaticas de antes de la guerra.

Los dos libros que resefiamos forman en conjunto un todo orgénico. Son
destinados a los alumnos de los primeros afios de la Facultades o Escuelas tée-
nicas; el contenido puede considerarse elemental, pero el punto de vista adop-
tado es en general el de mostrar caminos hacia horizontes més superiores y
poner de manifiesto las ventajas de utilizar, en ciertos momentos, mecanismos
de cilculo a menudo olvidados (matrices, cuaterniones, ntimeros duales). Con-
tienen muchos teoremas y problemas concretos seleccionados con la habilidad y
maestria del autor en todos sus tratados, que no suelen figurar en los tratados
corrientes. Un ctimulo de fechas y datos bio y bibliograficos acrecentan el in-
terés de los libros.

En la Geometria Analitica se entra directamente en la del espacio; se pre-
supone, por tanto, un conocimiento de la geometria analitica elemental por
parte del lector. Es tratada por el método vectorial y contiene frecuentes apli-
caciones a la estatica y cinemaética del cuerpo rigido. En ciertos momentos se
sale del marco que pareceria indicar el titulo para entrar emn el estudio de t6 -
picos particulares (ciclidas de Dupin, geodésicas del elipsoide, ete.). Estudia
con especilal detalle las cuidricas y termina con un resumen, muy util, de
£6 rmulas y teoremas, algunos no contenidos en el texto.

La Geometria Proyectiva est4 tratada analiticamente. En ella se estudian
con detalle y por separado la parte del plano y la del espacio. Ademés del es-
tudio de las cénicas y de las cuédricas tienen un capitulo sobre la geometria
reglada, otro sobre las geometrias no euclidianas y otro sobre los pares de te-
traedros de Mobius (tetraedros que cada uno est4 al mismo tiempo inserito y
circunserito en el otro).

Por su contenido variado y por los recursos de céleculo y métodos de de-
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mostracién utilizados, ambos libros creemos podrian ser de gran utilidad para
completar los conocimientos adquiridos por los alumnos de nuestras faculta-
des en los cursos clisicos sobre las materias respectivas, tanto para el estu-
diante del Doctorado de Mateméaticas, como para aquellos de ingenieria que
no se sientan del todo desligados con la parte teérica de la matemética.

L. A. SANTALO

W. HAACEK. Differentialgeometrie (Parte I). Biicher der Mathematik und Na-
turwissenschaften (Notdruck), Walfenbiitterer Verlagsanstalt. Wolfenbiittel
und Hanover, 1947. 160 pAags.

A la misma coleccién de los libros resefiados precedentemente pertenece este
excelente librito de Geometria Diferencial. En su reducido niimero de péginas
presenta el contenido indispensable para un primer curso de geometria diferen-
cial, con un indice de temas bien seleccionados y claramente expuestos. Se trata
de la geometria diferencial de las curvas y superficies, en el espacio de tres
dimensiones, desarrollada por el método vectorial. Para el céleculo tensorial y
sus aplicaciones a la geometria diferencial de las variedades multidimensionales
y del espacio reglado, promete el autor una segunda parte en un préximo vo-
lumen.

El contenido del libro es el siguiente: A) Vectores y sus operaciones.
B) Curvas en el espacio. C) Elementos de la teoria de superficies (teorema
de Meusnier, Euler, hasta el teorema ‘‘egregium’’ de Gauss). D) Representa-
cién de superficies (en particular, estudio de las representaciones conformes
Yy equivalentes, con aplicaciones a la cartografia). E) Condiciones de integra-
bilidad (junto con las férmulas de las derivadas segundas de Gauss y las de
Weingarten). F) Geometria sobre las superficies y superficies de ecurvatura
constante. G) Superficies de 4rea minima.

La parte F') es particularmente elegante. Introduce el autor, inmediata-
mente después de la definicién de lineas geodésicas, el paralelismo de Levi-Ci-
vita, con lo cual puede definir intrinsicamente la curvatura geodésica y demos-
trar luego la férmula de Gauss-Bonnet para curvas generales como paso al
limite del caso de poligonos geodésicos.

La exposicién rigurosa y la impresién clara, a pesar de la calidad del pa-
pel y del aprovechamiento de espacio que caracteriza la coleccién, hacen el
libro altamente recomendable.

L. A. SANTALO
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H. 8. M. CoxETER. Regular Polytope. Methuen et C° London, 1948. p. 321 - XX.

Expresa el autor en una de las notas histéricas que adornan el libro
(p. 13) que Sir D’Arcy W. Thompson le observé una vez que nunca Euclides
s0fi6 eseribir una Geometria Elemental, sino que lo que realmente escribié Eu-
clides fué un excelente informe (aunque un poco largo) sobre los cineco cuerpos
regulares, para el uso de iniciados. La observaciéon en forma un poco chistosa,
tiene efectivamente mucho de verdad; pues es bien seguro que el autor de los
Elementos no entendié escribir un texto para los alumnos de secundaria y que
la obra no habria nunca nacido si la admiracién por las propiedades de armo-
nia estética de los poliedros regulares o, como se dijo después, platénicos, no
hubiera enderezado el pensamiento griego hacia la concepcién de una geometria
abstracta, independiente de las practicas necesidades. Ya la pura afirmaciéon
de que los poliedros regulares son cinco precisamente, y que no hay posibilidad
de otros més, ofrece los rasgos caracteristicos de las conclusiones mateméticas,
absolutas y eternas. Y si, al pasar de las dos a las tres dimensiones vemos
oponerse a la infinidad de los poligonos regulares con propiedades de simetria
mu‘y reducidas y muy simples, el ntimero contado y las propiedades complejas
de los poliedros, jqué hay que esperar cuando pasamos a mayor ntmeros de
dimensiones, a los politopos?

Se comprende pues que el estudio del problema haya interesado a muchos
matemiticos en el curso de los 2000 afios que nos separan de Euclides y de
Platon, y haya implicado, en el camino, el recurso y el perfeccionamiento de
las mis variadas ramas le la matemdtica, geometria y &lgebra, trigonometria
y célculo, cinemitica, teoria de los grupos y topologia.

El autor distribuye el argumento en 14 capitulos y 8 tablas finales que
forman un complemento esencial. Se empieza en el primer capitulo (Poligono
Yy poliedros) con una serie de noticias, generalmente simples y més o menos
conocidas por quien un poco ha gustado de geometrié. El segundo capitulo
(8dlidos regulares y casi-regulares) ya entra mayormente en profundidad; si
llamamos esfera central (mid-sphere) de un poliedro la esfera inserita en la red
de las aristas, los poliedros regulares se reunen en pares (salvo el tetraedro
que hace par con si mismo) de reciprocos entre si en la polaridad respecto
de la esfera central, cuya sobreposicién define, como parte comin, un nuevo
poliedro casi-regular, con aristas y diedros iguales, caras regulares, pero no
todas iguales, y 4ngulos sélidos iguales, pero no regulares; mientras el conjunto
de los vértices de los dos poliedros determina un nuevo poliedro de caras rém-
bicas y Angulos sélidos regulares (pero no iguales), minimo convexo que en-
vuelve a ambos; son el rombododecaedro y el triacontaedro (de 30 caras). En
el caso singular de los dos tetraedros regulares reciprocos se obtiene el cubo
que, salvo afiadir la regularidad, entra bien en la categoria. El capitulo ter-
mina con algunas consideraciones generales sobre los poliedros convexos de
caras paralelogridmicas, extensién natural de los susodichos, que el autor llama
donoedros. El capitulo tercero trata de los grupos de rotaciones; el cuarto de
la divisién regular del plano y del espacio tridimensional (que el autor dice



— 171 —

“‘teselacion y panales’’ (lessellations and honeycombs)); y el quinto (El ca-
leidoscopio) de los productos de simetrias. Se vuelve luego, después de estas
divagaciones en el campo grupal, a consideraciones de forma, en el capithlo VI
(Poliedros estrellados) ; pueden obtenerse estos poliedros, sea en modo anédlogo
a los poligonos, por estrellaciéon de los poliedros platénicos, sea también por
facetacién de los mismos, y figuras mas complicadas (casi-regulares) se obtie-
nen por sobreposicién de poliedros estrellados reciprocos respecto de una esfera
central. Con el capitulo VII entramos en los espacios de mayor dimensién; el
autor se detiene repetidamente sobre el problema de la intuibilidad; recuerda
una observacién de Poincaré expresando que ‘‘un hombre que consagrara en
eso su existencia quizds llegaria a figurarse la cuarta dimensién’’ y admite
que a eso hayan llegado efectivamente algunos pocos; desde luego no es éste
el problema cel matemitico, cuya intuicién puede concentrarse también en la
térmula. Cémo un poligono regular estd determinado por el nimero de sus la-
dos (o vértices), y un poliedro por los dos nftimeros que definen de esta ma-
nera las caras y los fdngulos sélidos, asi procediendo por induccién, se forma,
para un politopo en el espacio de n dimensiones un simbolo de »—1 nlGmercs
enteros, ordenados, que determina las caracteristicas de las celdas de menor
dimensién que limitan al politopo. Pero esos enteros no pueden ser cualesquiera
— como, por otra parte, ya es conocido para el espacio ordinario. Las opera-
ciones elementales de la geometria euclidea (interseccién de rectas y de esferas,
transporte paralelo) permiten definir en modo intuitivo las generalizaciones
inmediatas del tetraedro, del octaedro y del cubo y la particicién clbica del
espacio (que el autor representa con las letras an, Bn, Yn, 0n). Y se presenta
el hecho curioso que en el espacio de 4 dimensiones todavia, como en el de 3,
otros politopos regulares aparecen, y, aun més, el ntmero total sube a 6, mien-
tras que en los espacios de mayor dimensién los primeros aludidos agotan las
'posibilidades. El cap. VIII, con el titulo de truncacién, trata primero de la
construeeiéon de los tres poliedros regulares de 4 dimensiones que sobran des-
pués de ay, By, 7,; en efecto uno de ellos se obtiene por truncacién del B, en
modo anilogo como el octaedro se obtiene por truncacién del tetraedro; los
otros dos, reciprocos entre si, se deducen después con construcecién mis com-
plicada que no es posible repetir aqui. El capitulo termina con la determina-
cién de algunas propiedades métricas. El cap. siguiente, de sélo 7 paginas,
trata de la generalizacién de la férmula de Buler a los hiperespacios y los
capitulos X, XI, XII generalizan a mis dimensiones las consideraciones gru-
pales que, para el caso del espacio, habian formado los eapitulos III, IV y V.
Por fin el capitulo XIII vuelve al problema de la intuibilidad desde un punto
de vista que podria decirse de geometria descriptiva, es decir de conocer los
politopos de méis dimensiones por sus secciones y proyecciones por y sobre espa-
cios de menor dimensién y el cap. XIV trata de los politopos’ estrellados y
algunas cuestiones conjuntas.

Como dijimos en principio el libro termina con VIII tablas en las cuales
estan resumidas las propiedades caracteristicas de los objetos geométricos en-
contrados; cada capitulo, con una sola excepci6én, termina eon un pArrafo des-
tinado a mnotas histéricas, casi siempre con interesantes detalles biograficos y
aneedéticos; muchas figuras y reproduciones fotograficas contribuyen a obje-

\
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tivar la desecripeién geométrica y una amplia bibliografia y un indice sistemé-
tico terminan el volumen que se presenta, tambien editorialmente, en forma
particularmente elegante.

B. Levi

L. GODEAUX. Géométrie Algebrique. Preface de René Garnier. T. IEr. Trans-
formations birationnelles. Géométrie projective hyperspatiale. Lidge. Scien-
ces et Lettres. 1948. 236 pigs.

Lucien Godeaux, bien conocido por uno de los méis eminentes cultores de
la geometria algebréica, nos ofrece con este libro el primer volumen de un
curso, del cual se promete la continuacién en dos otros volimenes de préxima
aparicién. Hemos dicho curso y no tratado, no solamente para estar de acuerdo
con algunds palabras con las que termina la muy breve introduccién del A.,
sino también porque creemos expresar el verdadero propdsito que el mismo
se ha propuesto, puesto que todo el texto, empezando por la eleccién de los
temas y el orden de los capitulos y siguiendo con la estricta uniformidad del
método corresponde perfectamente para poner lo més prontamente el lector en
posesiéon de los conceptos fundamentales, mas bien que para dar completa in-
formacién de la variedad de los desarrollos. Método y lenguaje estrictamente
clasico y geométrico que constituye también una nota interesante en el actual
momento en el cual la tendencia parece hacerse més abstracta, méis critica y
formalmente algebraica.

Se supone que el lector esti en posesién de las nociones fundamentales de
caricter proyectivo sobre curvas y superficies algebraicas, en el plano y en el
espacio, noticias estas que pueden facilmente buscarse en otros volGmenes del
A. (Legons de Géométrie analytique a trois dimensions (1945); Introduction &
la géométrie supérieure (1946); a este Gltimo se hace frecuente referencia a lo
largo del actﬁal). El primer capitulo (Puntos singulares de las curvas planas)
empieza por lo tanto sin méis predmbulos con el estudio de las transformacio-
nes cremonianas cuadriticas, instrumento llave para la descomposicién de las
singularidades de las curvas. El autor llega a estas transformaciones por la
consideraciéon simultinea de dos reciprocidades, artificio did4cticamente inte-
resante y de sabor estrictamente geométrico, aunque sin vinculacién con los
fines actuales. Sigue con la definicién de los puntos infinitamente préoximos
de los diferentes érdenes respecto de un punto singular de una curva plana, y
con la definicién de los caracteres de composicién, que se aplica al célculo de
la multiplicidad de interseccién. La independencia de tal definicién de los pa-
rdmetros variables en las transformaciones cuadriticas utilizadas (que geomé-
tricamente queda implicita en dicha aplicacién) se admite tacitamente como-
intuitiva, siguiendo en esto una costumbre histériea.

El capitulo siguiente trata en general de las transformaciones cremonianas.
planas; un péarrafo inicial introduce en los conceptos generales relativos a
sistemas lineales, aun no homaloidicos de curvas planas y a la conclusién se
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trata, como ejemplo interesante, el problema de la determinacién de los siste-
mas homaloidicos (cuatro en todo) cuyos puntos bases tienen todos la misma
multiplicidad.

Los dos capitulos que siguen estan dedicados a las transformaciones birra-
cionales (ecremonianas) entre espacios lineales en tres dimensiones, lo que lleva
a estudiar la representacién de un plano sobre una superficie racional, dedu-
ciendo en mientras algunos nfimeros caracteristicos de estas superficies. Se
estudian en particular algunas transformaciones clisicas.

Una segunda parte del volumen estd destinada a la geometria proyectiva
hiperspacial; los dos primeros capitulos (VI y VII) se refieren a tépicos ge-
nerales; el VIII trata de las curvas racionales por medio de su representacién
normal, la que se aplica luego al estudio de las involuciones unicursales; el
capitulo IX estd anilogamente destinado a las superficies racionales, lo que
lleva a la consideracién especial de la superficie de Steiner, de la superficie
de Veronese y por fin de las variedades de Corrado Segre (cap. X). El ecapi-
tulo XTI estd destinado al estudio de la cufdrica en en el espacio de 5 dimen-
siines como representativa del espacio reglado.

El eminente profesor de la Sorbonne que acompaifia la publicacién de este
volumen con su presentacion, pone de particular relieve la importancia del
libro para interesar al estudiante francés en una rama geométrica que tiene
poca consideracién en los cursos tradicionales; la observacién podria extender-
se; se trata de teorfas que, principalmente en su aspecto geométrico, se han
desarrollado principalmente en Alemania primero y después en Italia; L. Go-
deax, que se complace en considerarse alumno y continuador de la escuela ita-
liana, estd por cierto particularmente indicado para esta divulgacién, aun para
un circulo mucho méis amplio que el de los estudiosos para los cuales el francés
es idioma nacional.

B. Levi

GIOVANNI SANSONE. Equazioni differenziali mel campo reale. Parte seconda.
Bologna. Zanichelli, 1949. 475 pags. XVI.

Hemos presentado en el fasciculo anterior (p. 89) la primera parte de este
notable tratado. Esta segunda parte, ella también en segunda edicién, puede
definirse eomo dirigida, en su concepto general, al estudio en grande de las
propiedades que corresponden a las funciones, consideradas en su recorrido to-
tal, por el hecho de satisfacer a mneterminado tipo de equaciones diferenciales,
las que, en efecto comstituyen la definicién misma de las funciones conside-
radas, independientemente de la posibilidad de representarlas por expresiones
analiticas formadas con funciomes conocidas. Es en efecto este el caso més
importante y més comln actualmente, frecuente para las ecuaciones que se pre-
sentan en las aplicaciones practicas de la mecénica y de la fisica.

El primer capitulo del volumen (que en la numeracién general de la obra
lleva el ntimero VII) trata del Comportamiento asintdtico de las imtegrales
donde, sin embargo, la palabra ‘‘asintético’’ debe entenderse sucesivam‘ente



— 174 —

en todas sus distintas aceptaciones; puede entenderse en el sentido de esta-
bilidad a la Dirichlet cuando para pequefias variaciones de los valores iniciales,
las integrales sufren variaciones pequefias en todo el intervalo de variabilidad
de la variable, desde —oo hasta J-c0; o bien una estabilidad a la Routh, cuando
la variabilidad de las soluciones queda acotada sbélo bajo alguna condicién res-
trictiva; puede entenderse, por contrario en el sentido de que, teniendo la ecua-
¢ién un punto singular en el infinito, se pueda encontrar de ella soluciones
representables por desarrollos asintéticos en el sentido de Poincaré; o puede
entenderse también en el sentido que se busquen soluciones que, para 2z = oo
ticndan a limite finito. Hay que notar que en todos estos casos (como para
muchos otros resultados de la teoria de las ecuaciones diferenciales) juega
un papel muy importante la linearidad de las ecuaciones. Al caso particular
de la ecuacién y’’ 4 A (x) y =0 dedica el A. consideracién particular, con
resultados de Kneser, Ascoli, Fubini, Armellini, Tonelli, Sansone.

El capitulo siguiente VIII, vuelve sobre problemas existenciales de las
soluciones a los cuales ya se refiere el cap. I del volumen anterior; pero se
trata aqui de considerarlos, como arriba dijimos, en grande, y particularmente
de encarar las limitaciones que sufren las afirmaciones de existencia y de
vnicidad (Peano, Perron, Caratheodory, Rosenblatt, Bompiani, Tonelli, ete.).
Se incluyen en este capitulo los teoremas oscilatorios y problemas de valores
al contorno para ecuaciones diferenciales de segundo orden.

El capitulo IX ‘est4 destinado a las singularidades; aun aqui la singula-
ridad se entiende bajo distintos aspectos; tememos en el § 1 el examen de los
puntos singulares (de atraccién y de repulsién de las soluciones) con la cla-
sificacién de Poincaré; y tenemos en el § 2 las integrales singulares con sus
relaciones a la solucién general. El capitulo X trata de operadores diferencia-
les y operadores integrales; los primeros, esencialmente lineales y de uso para
cscalonar la resolucién de ecuaciones lineales de orden superior; los segundos,
representados principalménte por la transformacién de Laplace, que transfor-
man en ecuaciones integrales los problemas relativos a equaciones diferencia-
les lineales. El capitulo termina con breves indicaciones sobre los métodos ope-
racionales de Heaviside y de Giorgi.

El capitulo XTI se refiere al célculo numérico y grafico de las soluciones,
incluyendo la integracién meeénica.

Por fin el capitulo XTI, el mis extenso de todos, ocupando un cuarto del
volumen completo, trata de algunas ecuaciones especiales que las précticas
aplicaciones han sefialado en los afios recientes y a cuyo estudio el autor del
libro ha dado alGn recientemente contribuciones de nota: § 1. Movimiento de
un punto pesado en un medio resistente; § 2. Eecuacién de las vibraciones
amortiguadas; § 3. Ecuacién de las oscilaciones de relaxaciéon (de Liénard)
§ 4. Vibraciones amortiguadas del péndulo; § 5. Ecuacién del equilibrio de
las esferas gaseosas politrépicas; § 6. Ecuacién del movimiento electrénico en
el magnetron de Hull; § 7. Ecuacién de Thomas-Fermi; § 8. Ecuacién de
Schrodinger.

Como el volumen anterior, integran el presente un indice de autores cita-
dos y un indice analitico.

B. Levi
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Table of Sines and Cosines to Fifteen Decimal Places at Hundredths of a
Degree. U. 8. Department of Commerce. National Bureau of Standards.
Applied Mathematics Series — 5 — United States Government Printing
Office. Washington, 1949, pags. 95.

!

Para responder a las necesidades de los calculistas en astronomia, geo-
desia, navegacilén, balistica, radar y de las investigaciones sobre instrumentos
6pticos, aeronavegaci6n, cohetes, estas tablas contienen, como dice el titulo,
los valores naturales de senos y cosenos en 15 decimales por centésimos de
grado. Para mantener este grado de aproximacién la interpolacién por partes
proporcionales deja de ser aplicable, pues daria exacta sélo la séptima deci-
mal; las tablas estin por tanto ordenadas para utilizar las diferencias segun-
das por medio de la férmula de Everett. Los valores de estas diferencias
segundas estan inscriptos en una columna aparte al lado del valor del término
central de la diferencia y en una tablita suplementaria de dos péiginas estan
dados los valores econ 8 decimales de los coeficientes de la férmula corres-
pondientes a los incrementos por intervalos de 1:10* de grado. Otra pequefia
tabla suplementaria reproduce los valores de los senos y cosenos por grados
enteros con 30 decimales como fueron publicados en 1848 por Herrmann en los
Sitzungsberichte de la Academia de Viena.

En una introduccién de las tablas H. E. Salzer ofrece algunas noticias so-
bre el método usado para la caleculaci6n de las tablas sobre otras tablas ané-
logas existentes y detalla, con ejemplos, los calculos necesarios para la inter-
polacién directa e inversa.

B. LEvi

R. GIANNARELLI - E. LEONARDI. L’istruzione universitaria e pre-umiversitaria in
Italia e all’estero. Firenze. Le Monnier. 1949. 430 péags.

Aunque el argumento de este volumen se aleja completamente del interés
matemético, puede ser en el momento actual de la vida cultural e intelectual
de interés general para estudiantes y profesores una breve noticia.

Ello entiende proporcionar, para los interesados italianos y extranjeros
los informes esenciales sobre los argumentos siguientes:

Ordenamiento de las Universidades e Institutos superiores en Italia.

Sintesis de los ordenamientos anélogos en los deméis paises y valor com-
parativo de los titulos de estudio.

Informaciones sobre la instruccién artistica, téenica, profesional, clésica,
cientifica y magistral en Italia.

Para responder a las necesidades de lectores que tienen poco dominio del
italiano, las partes que se refieren a la admisién de extranjeros en las escue-
las italianas estan presentadas en traduccién francesa e inglesa en dos edi-
ciones especiales que llevan respectivamente los titulos: L’instruction umiver-
sitaire et préuniversitaire en Italie et a 1’étranger. University and Pre-uni-
versity Educacion in Italy and Abroad.
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