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Resumen

En los dltimos anos se han descubierto muchos planetas presumiblemente rocosos, con
masas entre 1 y 10 Mg, v que describen érbitas muy cercanas a su estrella anfitriona,
esperandose, por lo tanto, que la interacciéon de mareas sea muy fuerte en estos siste-
mas. Teniendo en cuenta esto, el objetivo principal de este trabajo de tesis ha sido la
construcciéon de un formalismo tedrico, y su posterior expresion computacional, para
posibilitar el estudio de la evolucién orbital y rotacional de sistemas binarios formados
por un planeta y su estrella anfitriona, considerando los efectos de disipacion intro-
ducidos por los términos seculares de los potenciales perturbadores de mareas. En el
desarrollo de este formalismo se incluye también el efecto de los términos seculares
asociados con la triaxialidad de uno de los cuerpos intervinientes, que se expresa en la
dindmica orbital por los términos asociados al coeficiente Js, y en la dinamica rotacio-
nal, por aquellos relacionados con el coeficiente Cys que mide la desviacion del cuerpo
respecto de uno con simetria rotacional. Ambos coeficientes caracterizan la distribucion
inhomogénea y permanente de masa en el interior de uno de los cuerpos. A partir de este
formalismo es posible estudiar, interpretar y caracterizar el comportamiento dindmico
de sistemas planetarios de diversa naturaleza respecto de las principales propiedades
que impone la interacciéon de mareas en la evolucion orbital y rotacional de los mismos:
sincronizacion, expansion o decaimiento orbital, circularizaciéon y planarizacion.

El proceso de construccion del formalismo propuesto en esta tesis esta basado en
la formulacion que realizan Boué y Efroimsky (2019) a partir de la teoria de Darwin-
Kaula y desarrollos posteriores, que da la evolucion de los elementos orbitales de un
sistema planetario debido a la interaccion de mareas. La mencionada formulacion in-
cluye, ademés, a las ecuaciones diferenciales que describen la evolucion rotacional a lo
largo del eje de maxima inercia, explicitando las aceleraciones angulares causadas por
el torque de mareas. En este trabajo de tesis se amplia el desarrollo teérico antes citado
incluyendo en la formulacion el efecto de la triaxialidad de los cuerpos interactuantes
a través del potencial perturbador y se incorporan modelos reolégicos més realistas
para el tipo de sistemas estudiados, en comparaciéon con otros estudios publicados re-
cientemente (Veras et al., 2019). Todo esto teniendo en cuenta que la combinacion del
torque de mareas y de aquél causado por la triaxialidad, junto con el comportamiento
reologico de los cuerpos interactuantes, abre la posibilidad de captura en resonancias
espin-orbita.

El formalismo teoérico desarrollado permite la construcciéon de modelos computacio-
nales de sistemas planetarios especificos y el estudio dindmico de los mismos a partir
de la implementacion de diversos experimentos numéricos. En particular, en este tra-
bajo de tesis, se estudi6 la dindmica rotacional de Mercurio y la evolucion orbital del
sistema Marte-Fobos a los efectos de validar analitica y numéricamente el desarrollo
teérico y computacional propuesto, y se estudio el sistema Kepler-21, recientemente
descubierto, del cual no se conocen aiin estudios de esta naturaleza. Los resultados
obtenidos en Kepler-21 indican que —al menos para los parametros y las condiciones
iniciales exploradas, y el intervalo temporal de las simulaciones numéricas realizadas—
el tiempo de sincronizacién depende fuertemente de los parametros reologicos. Ademas,
se obtuvo que, para ciertas combinaciones de parametros reoloégicos y dinamicos, el es-
tado rotacional final del planeta puede ser levemente asincrénico. Se observo que tanto
la evolucion rotacional como la orbital pueden describirse completamente en términos
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de la evolucion secular debido a la interaccién de las mareas tnicamente, al menos
cualitativamente, incluida la estimacién de las escalas de tiempo caracteristicas de la
evolucion orbital. También, se evalud la posibilidad de detectar los efectos de la inter-
accion de mareas analizando su influencia en la variaciéon temporal del periodo orbital
y se encontré que dicha variacion es actualmente indetectable.

Finalmente, es importante destacar que tanto el formalismo desarrollado como su
aplicacion en el anélisis del sistema Kepler-21 constituyen un aporte original en el
estudio de la evolucién dindmica de sistemas planetarios debido a la interaccion de
mareas y, por supuesto, también contribuye a promover el desarrollo de nuevas lineas
de investigacion en esta tematica.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones generales

El estudio de la interacciéon de mareas es un una tematica de investigacion que se
inicia con la explicacion de las mareas oceanicas dada por Newton en sus Principia
debida a la atraccién gravitatoria por parte de la Luna y el Sol. Desde entonces, este
campo de trabajo ha estado en constante crecimiento nutriéndose de valiosos aportes
como los de George Darwin —hijo del famoso naturalista Charles Darwin— hacia fines
del siglo XIX, aquellos de A. E. H. Love en las primeras décadas del siglo XX, los
de William Kaula, en la década de 1960, y los establecidos por Michael Efroimsky y
colaboradores en esta tltima década, s6lo por nombrar algunos de los muchos cientificos
que a lo largo de toda su historia han contribuido con sus trabajos al crecimiento de
esta rama de la Fisica.

Intuitivamente, la palabra mareas esta relacionada a los mares y océanos, esto es,
al cambio periddico y alternativo de nivel de los mismos debido a la antes mencionada
atraccion gravitatoria. Pero, mas atun, las mareas estan relacionadas con el tiempo, dada
la mencionada periodicidad de este fenémeno. Por dar algunos ejemplos, el término
para mareas en inglés es tide, el cual a su vez proviene del término tid del antiguo
idioma sajon y que significa tiempo. En alemén, el término correspondiente es Gezeiten,
intimamente relacionado con la palabra Zeit, que también significa tiempo.

Sin embargo, la actual teorfa de mareas iniciada por G. Darwin tiene en cuenta
no solo lo anterior sino también la deformaciéon tanto de la parte fluida como de la
estructura solida de un cuerpo celeste. Debido a que los niveles medidos de mares y
océanos resultaba mayor que los predichos considerando solamente la deformaciéon de
la parte fluida de la Tierra, resultd necesario aventurarse en la hipotesis de que nuestro
planeta se comporta como un cuerpo solido capaz de deformarse. Por lo tanto, el estudio
de la interaccion de mareas involucra conocimientos tanto de Mecanica Celeste como
de Mecanica de los Medios Continuos y de Geofisica, tal como se vera mas adelante.
Por tal motivo, podria decirse que este campo problemético de estudio, junto con los
aportes de la Geodesia Celeste, simultaneamente dan inicio y son partes fundamentales
de esta nueva rama de las ciencias que podria denominarse Astrogeofisica.

No seria erréneo, por tanto, afirmar que el estudio teorico de la interaccién de mareas
y su influencia en la dinamica rotacional y orbital de sistemas planetarios, tales como
nuestro Sistema Solar, los sistemas formados por un planeta y sus satélites e incluso
sistemas exoplanetarios, ha recibido atencién a lo largo de toda su historia, desde
aquellos primeros trabajos de Darwin (1879, 1880) hasta los mas recientes realizados
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por diversos grupos en todo el mundo. En este sentido, puede observarse que el campo
de aplicacion de la teoria de mareas se ha ampliado, abarcando desde cuerpos del
Sistema Solar hasta las recientemente descubiertas “supertierras”, que no son otra cosa
que planetas presumiblemente rocosos con masas entre 1 y 10 veces la masa de nuestro
planeta Tierra.

Nuestro Sistema Solar ofrece muchas evidencias de la relevancia que tiene el efecto
de mareas en la dindmica rotacional y orbital de los cuerpos celestes que lo compo-
nen. Por dar algunos ejemplos, todos los satélites naturales se encuentran en oOrbitas
sincronicas, esto es, su periodo de rotacion es igual a su periodo orbital. Lo mismo
ocurre con los asteroides binarios. Entre los planetas, en cambio, se destaca el caso de
Mercurio, el cual rota tres veces sobre su propio eje al mismo tiempo que completa dos
revoluciones alrededor del Sol. En cuanto a la dindmica orbital, las consecuencias son
igualmente interesantes. Los dos ejemplos mas sobresalientes son los sistemas formados
por la Tierra y la Luna y el formado por Marte y Fobos. En el primero, la Luna se va
alejando de la Tierra a medida que la ultima va disminuyendo su velocidad de rotacion.
En el segundo, en cambio, ocurre lo opuesto, es decir, Fobos lentamente se va acercando
a Marte disminuyendo paulatinamente su periodo orbital. Todos los fenémenos antes
mencionados encuentran su explicacion en la interaccién de mareas.

El problema tratado puede presentarse en términos generales de la siguiente manera.
Considérense dos cuerpos que se mueven bajo la influencia de las fuerzas de atraccion
gravitatoria que ambos se ejercen mutuamente. Uno de ellos, de masa my, es una
esfera homogénea de radio R, al cual se lo llama primario, mientras que el otro se lo
considera como una masa puntual de magnitud ms, llamado secundario. Entonces, la
fuerza con la que el secundario atrae al primario causa que este tltimo se deforme.
Esta deformacion tiene como consecuencia la modificacion del campo gravitatorio del
primario, lo cual, a su vez, perturba el movimiento del secundario al mismo tiempo
que afecta la velocidad rotacion de aquél. Mas adelante, se abordara nuevamente esta
tematica con todo el rigor matematico que la misma requiere a los efectos de obtener
una descripcion cuantitativa de los problemas a explorar. En esta secciéon simplemente
se hara una descripciéon de caracter cualitativo.

Continuando con el esquema general planteado en el parrafo anterior, considérese
también que el primario rota con velocidad angular 0 alrededor del eje correspondiente
al maximo momento de inercia C', mientras que el secundario describe una orbita
circular de radio a y cuya frecuencia orbital es n. La energia total del sistema FE es
la suma de la energia cinética de rotaciéon del primario %Cé2 y la energia orbital del
sistema —Gmpms/(2a) que, a su vez, es igual a la suma de la energia cinética y potencial
del secundario. Matematicamente expresado resulta:

1 .. mp,m
E=_-00*-G—2-=
2 2a
donde G es la constante de gravitacion universal. Luego, la derivada temporal de la
Energia es:
E=C00+G—"a 1.1
En virtud de la tercera ley de Kepler, cuya deduccién se expondréd mas adelante, se
tiene G(my, + ms) = n?a®. Reemplazando en la ecuacién anterior se obtiene:

. .1 . _
E=066+-"2" n244 (1.2)
2my, + mg
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Es importante destacar que en la evoluciéon dinamica del sistema hay disipacion de
energia porque, tal como se vera més adelante, los materiales que componen los cuerpos
celestes, al igual que todos los materiales reales, no son perfectamente elasticos sino
que poseen cierto grado de viscosidad, es decir, existe en ellos rozamiento interno que
se manifiesta en forma de calor. Sin embargo, el momento angular total del sistema
(L) se conserva, dado que no se considera la existencia de torques externos al sistema.
Esto se expresa matemaéaticamente mediante:

. d . .
== (09 + Mncﬂ) — 0, (1.3)
dt My, + M
de donde resulta que:
Ch= _1_mpms aa
2my + my

: 1 . y
E=—-"2" pua (0—n> (1.4)
2my + my

Dado que, por lo indicado anteriormente, £ < 0 se tiene entonces como consecuencia
que:

sgn (a) = —sgn (0) = sgn (8 — n) (1.5)

Por lo tanto, si § > n entonces el radio de la 6rbita tendera a crecer mientras que la
velocidad de rotacion del primario decrece, como ocurre con el ya mencionado caso del
sistema Tierra-Luna. En cambio, si es 6 < n, entonces se tiene la situaciéon inversa, esto
es, el radio de la orbita decrece mientras que la velocidad de rotacion se incrementa,
tal como sucede en el caso del sistema Marte-Fobos (Luna et al., 2018a).

Si bien la descripciéon aqui presentada resulta insuficiente para tratar los problemas
de la evoluciéon rotacional y orbital de sistemas planetarios, resulta muy ttil como
idea intuitiva para interpretar los resultados que se obtienen a partir de simulaciones
computacionales.

Como se vera, la formulacién completa de la interaccion de mareas es mucho mas
compleja, pero puede resumirse en dos aspectos fundamentales. Por un lado, la antes
mencionada deformaciéon del primario y la consecuente modificaciéon de su campo gra-
vitatorio requiere de la expansion del correspondiente potencial gravitatorio en funcién
de un conjunto conveniente de variables, las cuales son los llamados elementos orbita-
les. Este desarrollo fue llevado a cabo de manera algo simplificada por Darwin (1879)
y posteriormente Kaula (1961) dio la expresion completa de dicha expansion. Por otro
lado, resulté necesario incluir la reologia de los materiales que componen los cuerpos
celestes para poder modelar de alguna forma la disipacion que ocurre dentro de ellos al
deformarse, es decir, para modelar la respuesta de aquellos ante las tensiones aplicadas
que, por supuesto, son de origen gravitatorio. En este sentido cabe destacar el trabajo
de Efroimsky (2012) en el cual expone el llamado formalismo de los nimeros de Love
complejos, que permite la inclusiéon de cualquier reologia lineal y, por tal motivo, fue
uno de los que se tomaron como base para llevar adelante el trabajo de investigacion
que se presenta en esta tesis.

Ademés de los fendmenos observados en nuestro Sistema Solar que fueron indicados
anteriormente, el descubrimiento de planetas que serian similares a la Tierra en tamano

Pagina 3 de 120



Estudio de la interaccién de mareas Santigo Luna

y composicion alrededor de estrellas distintas al Sol describiendo 6rbitas muy cercanas
a las mismas, donde se espera que la interacciéon de mareas sea muy intensa, abre la
posibilidad de aplicar toda la maquinaria teérica desarrollada para estudiar la evolu-
cion dindmica de dichos exoplanetas. Las conclusiones extraidas de esas investigaciones
puede resultar ttiles en otros aspectos como la evaluacion de las condiciones que hacen
posible la vida en esos nuevos mundos.

Con respecto a lo mencionado en el parrafo anterior, la sonda Kepler fue disenada
para descubrir planetas similares a la tierra en tamano y masa que estén dentro de
la zona de habitabilidad (Borucki et al., 2010; Kopparapu et al., 2013a,b). La misma
tuvo un rol central en el descubrimiento de planetas con masas entre 1 y 10 veces la
masa de la Tierra y con radios entre 2 y 3 veces el de nuestro planeta, lo que indica
que podrian ser de composicion rocosa (Valencia et al., 2006, 2007a,b). Gracias a esta
mision se han descubierto mas de 2700 exoplanetas (ya confirmados) en los nueve afios
que estuvo operativa (desde 2009 hasta 2018), lo que conforma un amplio espectro de
sistemas susceptibles de ser estudiados con el formalismo desarrollado en este trabajo.

1.2. Estado del arte

Tanto la expansion de Darwin-Kaula del potencial gravitatorio como el formalismo
de los numeros de Love complejos resultan un enorme salto cualitativo en la descripcion
matemética de los efectos de la interaccion de mareas. Aun asi, constantemente se nutre
de nuevos aportes que le brindan mayor generalidad, como por ejemplo el calculo preciso
de la potencia disipada por la mencionada interaccion (Efroimsky y Makarov, 2014), la
inclusion del efecto de las libraciones en longitud, tanto en la evolucién dindmica como
en la tasa de energia disipada (Frouard y Efroimsky, 2017) y la reciente extension del
mencionado formalismo al caso en que se considera la disipacién en ambos cuerpos de
un sistema binario (Boué y Efroimsky, 2019), el cual corrige varios errores del trabajo
anterior de Kaula (1964).

Sin embargo, el marco tedrico general del formalismo de Darwin-Kaula adolece de,
al menos, tres limitaciones importantes. La primera de ellas es que, si bien Boué y
Efroimsky (2019) desarrollaron un formalismo que permite incluir la disipacién por
efecto de mareas en los dos componentes de un sistema binario —y, por lo tanto se
tiene en cuenta la forma de ambos—, el potencial perturbador que define el estado de
tensiones y que, por tanto, induce la deformacién en cada uno de los cuerpos por parte
del otro, atin corresponde a aquél generado por una masa puntual. En otras palabras, la
forma de cada integrante del sistema binario se tiene en cuenta solamente al momento
de evaluar su deformacion producida por el otro como si toda la masa de este ultimo
estuviese concentrada en su centro de masa. Para subsanar este problema Mathis y
Le Poncin-Lafitte (2009) desarrollaron un formalismo que considera la deformacion
mareal teniendo en cuenta la extension de ambos, los cuales estan caracterizados por
los coeficientes de sus correspondientes campos gravitatorios. En dicho formalismo,
también se consideran los numeros de Love complejos y se deducen las ecuaciones de
movimiento que, ademas, tienen la ventaja de estar escritas en un sistema de referencia
inercial y, por lo tanto, su interpretacion es directa. Sin embargo, el mismo se presenta
en términos muy generales y, hasta donde llega nuestro conocimiento, no se ha aplicado
a sistemas en concreto debido a las dificultades tedricas y computacionales implicitas
en el desarrollo de modelos especificos a partir del formalismo mencionado. Los autores
del trabajo citado simplemente evaltian la importancia que puede tener en ciertos casos
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la consideraciéon de la extension de cada uno de los cuerpos en la dindmica orbital y
rotacional. Como comentario adicional, la exposicién del desarrollo de dicho formalismo
se realiza en términos casi puramente matematicos y por momentos se pierde de vista
toda la Fisica detras de la interaccion de mareas.

La segunda limitaciéon tiene que ver con la descripcion reologica de los materiales
que componen los cuerpos celestes. Tal como se indicé anteriormente, el formalismo de
Darwin-Kaula permite la inclusion de cualquier reologia lineal pero dentro de ciertos
limites. En este sentido, dicha teoria es inaplicable a cuerpos totalmente fluidos o con
una envoltura fluida —como es el caso de Jupiter y sus anélogos extrasolares, los
llamados “Jupiters calientes”— dado que para viscosidades demasiado bajas empiezan
a ganar importancia efectos hidrodindmicos que pueden generar una disipacién tan
importante como la producida por la interaccion de mareas (Guenel et al., 2014). En
los casos en que pueda despreciarse la disipacion de la envoltura fluida de un planeta,
se puede estudiar su dinamica rotacional y orbital teniendo en cuenta la disipacién
dentro de su nicleo solido considerando la atenuacion de la amplitud de la marea
producida en el mismo debido a la presion ejercida por dicha envoltura (Remus et al.,
2012a,b, 2015). Cabe destacar que el estudio de la disipacion en cuerpos fluidos es
aun actualmente un activo campo de investigacion teédrica (André et al., 2017, 2019;
Auclair-Desrotour et al., 2019). Atn asi, es posible describir la reologia de cuerpos
fluidos como las estrellas considerandolas compuestas de un material viscoso, pero no
en el sentido literal de esta tltima palabra sino que, en realidad, se asume que la reologia
de la estrella esta dominada por la viscosidad, siempre que la rigidez se encuentre por
debajo de cierto limite (Efroimsky, 2015).

Finalmente, la tercera limitacion a mencionar tiene que ver especificamente con
el formalismo desarrollado por Boué y Efroimsky (2019). En el mismo, los autores
consideran sistemas de referencia solidarios a cada uno de los cuerpos que, por supuesto,
son sistemas no inerciales. En virtud de la libertad de gauge implicita en las ecuaciones
planetarias de Lagrange (Efroimsky y Goldreich, 2004; Efroimsky, 2005a; Kopeikin
et al., 2011), Boué y Efroimsky (2019) consideran una forma particular de la funciéon
de gauge que, si bien tiene la ventaja de simplificar las ecuaciones de movimiento,
también tiene la desventaja de que los elementos orbitales, cuya variaciéon temporal esta
descrita por la ecuaciones planetarias de Lagrange, no tienen un interpretacion directa
tal como la tienen los elementos orbitales osculantes. El motivo de esta deficiencia se
va a explicar en detalle durante el desarrollo del Capitulo 2. Sin embargo, en los casos
que se van a abordar en esta tesis, la diferencia entre los primeros y los tltimos es no
es significativa, tal como se ha podido verificar en las simulaciones computacionales
implementadas en este trabajo; no obstante, por supuesto, esto no quiere decir que no
puedan ser importantes para otros sistemas.

De forma paralela al desarrollo del formalismo de Darwin-Kaula, se han construido
otras formulaciones alternativas de la Teoria de Mareas. Se van a mencionar dos ejem-
plos importantes. Por un lado, se tiene el formalismo desarrollado por Correia et al.
(2014) y Boué et al. (2016). Por otro lado, se destaca el formalismo desarrollado por
Ferraz-Mello (2013, 2015) y Folonier y Ferraz-Mello (2017). En el primer ejemplo, la
deformacion debida a la interaccion de mareas se describe mediante ecuaciones dife-
renciales que dan la evolucién temporal de los coeficientes del campo gravitatorio del
cuerpo celeste considerado. Dichas ecuaciones cumplen el rol de ecuaciones constitu-
tivas que cierran el sistema de ecuaciones de movimiento y, de esta forma, es posible
describir tanto la dinamica orbital como la rotacional. La mayor ventaja de este forma-
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lismo es que las posiciones de los componentes del sistema —que puede tener dos o méas
cuerpos— estan parametrizadas por variables cartesianas, las cuales no poseen singu-
laridades. En consecuencia, dicho formalismo es vélido para cualquier excentricidad e
inclinacién u oblicuidad. El segundo ejemplo, conocido como Teoria de la Reptaciéon
Newtoniana, tiene la caracteristica de ser un enfoque similar al anterior, en el cual
se hace uso de una ecuacién constitutiva para describir el cambio de nivel del cuerpo
deformado por las mareas y, por lo tanto, tiene la misma ventaja que el anterior.

Resulta importante mencionar que ambas formulaciones tienen la desventaja de
que es necesario imponer a priori una ecuacion particular que describa la deformacion
de los cuerpos celestes para luego obtener las ecuaciones de movimiento. En cambio,
en el formalismo de Darwin-Kaula las ecuaciones de movimiento son independientes
de la forma particular de la ecuaciéon constitutiva, siempre y cuando esta sea lineal.
Es por este motivo que anteriormente se indicé que el formalismo de Darwin-Kaula
permite la inclusiéon de cualquier reologia lineal y, por lo tanto, es més general en este
sentido. De aqui surge el interés de tomar como base para el desarrollo de este trabajo
de investigacion a este formalismo en particular en lugar de los otros dos.

1.3. Motivacién, objetivos y alcances

En el contexto de investigacion actual en esta temética y a partir de los marcos
tedricos mencionados, tal como se expuso anteriormente, en este trabajo de tesis se
propone construir un formalismo teérico que luego pueda expresarse en un modelo
computacional que permita estudiar la evolucion dinamica de sistemas planetarios, en
general, y de las recientemente descubiertas exotierras, en particular, a los efectos de
poder describirla y caracterizarla en funcion de las principales consecuencias evolutivas
que impone la interacciéon de mareas sobre la dindmica de estos sistemas, a saber: la
excitacion o decaimiento orbital, la circularizacion, la planarizacion y la sincronizacion.

A fin de llevar a cabo el estudio propuesto se construird un formalismo teérico
basado en la teoria de Darwin-Kaula y desarrollos posteriores, tal como se indic6 ante-
riormente, que tome en cuenta la interacciéon de mareas, el comportamiento reologico
de los cuerpos intervinientes y, también, su triaxialidad. Este formalismo nos permi-
tird modelar mateméatica y computacionalmente diversos sistemas planetarios que se
ajusten a las condiciones de desarrollo impuestas en la construccién del mencionado
formalismo. Por supuesto, también se explicaran claramente sus ventajas y limitaciones.

Este primer paso es un desafio en si mismo, dado que dicho marco tedrico abarca
desde las ecuaciones de movimiento de Newton, de las cuales se obtienen las Ecua-
ciones Planetarias de Lagrange, pasando por las de Euler —que permiten obtener las
correspondientes ecuaciones de movimiento rotacional— y por el formalismo de Darwin-
Kaula, para la expansion de los potenciales perturbadores, hasta llegar a la descripcion
e inclusion de los modelos reologicos que describen la respuesta de un cuerpo celeste
ante las fuerzas que lo deforman. De esta manera se logra la construccién de una teoria
autoconsistente que permite describir o, al menos, dar una nocién de la interrelacion
entre la evolucion dindmica de estrellas, planetas y satélites, y el comportamiento de
sus propiedades internas.

Posteriormente, toda la maquinaria tedrica desarrollada en la ya mencionada pri-
mera parte se pondra en funcionamiento para estudiar, en primer lugar, la dindmica
rotacional de Mercurio y la evoluciéon orbital del sistema Marte-Fobos, a modo de vali-
dacion, para luego aplicarla a otros casos atn no estudiados con el fin de llevar a cabo
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la caracterizacion ya mencionada.

En tal sentido, se ha elegido el sistema Kepler-21 (Lopez-Morales et al., 2016) dado
que, por un lado, puede inferir se que es de composicién rocosa y, por otro lado, sus
parametros fisicos y orbitales estan bien determinados o, al menos, bien restringidos.

El paso siguiente consistird en analizar y discutir los resultados obtenidos en el
contexto de otros estudios ya publicados en este campo de trabajo, elaborar las con-
clusiones pertinentes y trazar futuros rumbos de accién en la investigacion sobre estas
tematicas.

1.4. Contribuciones y aportes originales de este tra-
bajo de tesis

A continuacion se presentan los principales aportes de este trabajo de tesis al campo
de investigacion en el cual se inscribe, y se mencionan las secciones en donde estas
contribuciones se desarrollan en profundidad.

= En el Capitulo 2 se presenta la construccion de un formalismo basado en la teoria
de Darwin-Kaula para el estudio de sistemas binarios que, ademas de las mareas
que cada componente induce en el otro, incluye también la triaxialidad de uno
de ellos, expresada mediante los coeficientes .J y Css. El formalismo desarrollado
permite, por un lado, evaluar el impacto de los términos seculares relacionados
con el primero de los coeficientes en la evolucion orbital. Por otro lado, incluye
los términos periddicos asociados a Cyy en la ecuacion de movimiento rotacional
del cuerpo correspondiente, que son precisamente los términos del torque triaxial.
Este torque, junto con el de mareas dominan la dinamica rotacional de planetas
y satélites, a tal punto que su interrelaciéon determina la captura o pasaje en
resonancias espin-orbita.

» También en el Capitulo 2, el formalismo construido se desarroll6 para abordar
problemas en los que las excentricidades y las inclinaciones son bajas. Se logro
obtener un conjunto de ecuaciones de movimiento que tienen la caracteristica
de permanecer regulares cuando la excentricidad y las inclinaciones tienden a
cero, por lo que constituyen una eleccion adecuada para su implementacion en
un modelo computacional.

= Al estar basado en la teoria de Darwin-Kaula, el formalismo aqui desarrollado
permite incluir cualquier reologia lineal, aspecto que resulta sumamente tutil para
construir modelos tedricos y computacionales de sistemas binarios en los que sus
componentes pueden ser de naturaleza diversa. Esto se expone con detalle en el
Capitulo 3.

= También se obtuvo la expresion computacional del formalismo desarrollado para
bajas excentricidades e inclinaciones, que puede ser utilizado para estudiar la
dindmica orbital y rotacional de diversos sistemas binarios.

= En el Capitulo 4 se explica como se valido el codigo computacional de forma
analitica y numérica abordando el estudio de la dindmica rotacional de Mercurio
y la evolucion orbital del sistema Marte-Fobos.
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Por tltimo, el formalismo desarrollado se aplic6 al modelado de la dinamica
orbital y rotacional del sistema Kepler-21 el cual, hasta donde llega nuestro co-
nocimiento, no ha sido estudiado previamente con las herramientas tedricas y
computacionales aqui construidas. Los detalles de la construcciéon del modelo
correspondiente y los resultados obtenidos se exponen en el Capitulo 5.

Finalmente, cabe mencionar que los contenidos principales de esta tesis se basan en
los siguientes trabajos publicados e inéditos:

Luna, S. H., Melita, M. D. y Navone, H. D. (2016). “Estudio de la interaccién
de mareas en sistemas exoplanetarios observados: Estimacion de las probabilida-
des de captura en resonancias espin-érbita’. Boletin de la Asociacion Argentina
de Astronomia. Vol. 58, pp. 310-312. URL: http://articles.adsabs.harvard.
edu/pdf/2016BAAA. . .58..310L.

Luna, S. H. Melita, M. D. y Navone, H. D. (2018a). “Estudio de la evoluciéon
orbital de Fobos debido a la interaccién de mareas y su relacién con la propie-
dades fisicas de Marte”. Boletin de la Asociacion Argentina de Astronomia. Vol.
60, pp. 265-267. URL: http://articles.adsabs.harvard.edu/pdf/2018BAAA.
..60..265L.

Luna, S. H., Melita, M. D. y Navone, H. D. (2018b). “Origen y evolucién orbital
de Fobos: Exploracion de una hipotesis de captura”. Boletin de la Asociacion
Argentina de Astronomia. Vol. 60, pp. 268-270. URL: http://articles.adsabs.
harvard.edu/pdf/2018BAAA. . .60..268L

Luna, S. H., Melita, M. D. y Navone, H. D. (2019). “Dynamical evolution of
close-in super-earths tidally interacting with its host star near spin-orbit reso-
nances. The case of Kepler-21 system”. arXiv:1907.10575, URL: https://arxiv.
org/abs/1907.10575.
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Capitulo 2

Construcciéon de nuestro formalismo y
obtencion de las ecuaciones de
movimiento

En este capitulo se presenta, en primer lugar, la descripcion matemaética de los dos
movimientos que describen los cuerpos celestes cuando interacttian gravitatoriamente:
el movimiento de traslacion a lo largo de orbitas, cuyos parametros pueden ser cons-
tantes o no, y el movimiento de rotaciéon. Este tltimo abarca la variacion de todos los
parametros que definen completamente el estado rotacional del cuerpo estudiado, esto
es: su orientacion, definida mediante los angulos de Euler, y su velocidad de rotacion,
definida por los antes mencionados angulos y por las velocidades de precesion, nutacion
y rotacion propia. Todas estas cantidades seran definidas en las secciones siguientes.

En segundo lugar, se presenta el formalismo de Darwin-Kaula (Efroimsky y Maka-
rov, 2013) que permite expandir los potenciales que perturban los movimientos antes
mencionados. El origen de esas perturbaciones es variado, pero en este trabajo se van
a considerar tres, a saber: aquellas debidas a la presencia de varios cuerpos, las mareas
y las debidas a una distribuciéon espacial inhomogénea y permanente de masa.

Seguidamente, se expone el formalismo desarrollado por Boué y Efroimsky (2019)
—el cual estd basado en el formalismo de Darwin-Kaula— que permite estudiar la
evolucion dindmica de un sistema binario considerando las perturbaciones originadas
por el efecto de mareas en ambos cuerpos; esto es, debido al cambio en el tiempo de
los respectivos potenciales gravitatorios de cada uno de ellos como consecuencia de la
deformacion causada por las fuerzas de atracciéon gravitatoria que los mismos se ejercen
mutuamente.

Finalmente, a partir de los desarrollos teéricos anteriores, se presenta la construc-
cion analitica del formalismo desarrollado en este trabajo que incluye, ademéas de la
interaccion de mareas, la triaxialidad de uno de los cuerpos intervinientes. Es importan-
te destacar que el formalismo que hemos construido puede extenderse facilmente para
contemplar la triaxialidad de ambas componentes de un sistema binario en estudio.

2.1. Evolucién orbital y rotacional

El presente estudio se enmarca dentro del campo de la Fisica Clasica y, por tanto,
el punto de partida serén las leyes de movimiento de Newton junto con la geometria
euclidea y todas las herramientas provistas por el anélisis matematico.
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Quiza no sea necesario enunciar nuevamente las leyes de Newton, pero tal vez si
valga la pena mencionar la notoria relacion entre aquellas y las leyes del movimiento
planetario obtenidas por Johannes Kepler unos setenta anos antes de la publicacion
de los Principia las cuales, a su vez, se basaron en las observaciones del astréonomo
danés Tycho Brahe. En su conocida obra, Newton demostré que de las leyes de Ke-
pler se deduce que la fuerza con la que se atraen los cuerpos celestes es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia entre sus centros, en virtud de su gravedad.

Muchos anos més tarde, en 1710, Johann Bernoulli y Jakob Hermann presenta-
ron de forma independiente la demostracion del enunciado inverso: la ley de la fuerza
inversamente proporcional a la distancia necesariamente implica 6rbitas conicas. Pos-
teriormente, D’Alambert y Clairaut simplificaron enormemente la demostracion antes
mencionada cambiando el enfoque del problema. En lugar de intentar encontrar la de-
pendencia de la distancia con el tiempo, se concentraron en hallar la dependencia entre
las correspondientes coordenadas polares del cuerpo orbitante. Si bien todo esto se va
a explicar mas detalladamente en las secciones subsiguientes, puesto que es necesario
hacerlo para poder articular la construccién del formalismo desarrollado en esta te-
sis, cabe destacar que este ultimo enfoque, puramente analitico, es el que predomina
actualmente.

Dicha exposicion resulta necesaria para presentar con claridad la construccion del
formalismo desarrollado, asi como para introducir los conceptos y las magnitudes fisicas
y astrondémicas involucradas en el mismo. Este problema tiene solucién analitica y
constituye el punto de partida para el desarrollo de la teoria de perturbaciones.

También se expondran brevemente los aspectos fundamentales de la dinamica del
cuerpo rigido, valida tanto para el movimiento libre (en ausencia de torques externos)
como para el perturbado, puesto que resulta imprescindible para el modelado de la
dinamica rotacional de sistemas planetarios afectados por la interaccion de mareas y
por sus propias distribuciones no homogéneas y permanentes de masa.

A partir de todo lo expuesto, podremos establecer como punto de partida para la
construccion de nuestro formalismo a los resultados obtenidos por Boué y Efroimsky
(2019); extendiendo de esta manera, al incluir la triaxialidad, el campo de aplicaciones
de la teoria de Darwin-Kaula.

2.1.1. Interacciéon gravitatoria

Sean dos masas puntuales m; y ms separadas una distancia r, entonces, el modulo
de la fuerza F' con la que dichas particulas se atraen es

mims

F=G

3 (2.1)

donde G es la constante de gravitacion universal. En forma vectorial, dado un sistema
de referencia inercial arbitrario, la fuerza Fi._5 con la que la particula de masa m;
atrae a la de masa ms se escribe:

my ma s — I

F1<_2 - —G (22)

|lre — I‘1H2 [ty — 1]

donde ry y ry son los vectores de posicion de las masas puntuales m; y ms, respectiva-
mente (Fig. 2.1). En virtud de la tercera ley de Newton se cumple:

Fio=-Fy (23)
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donde, por supuesto, Fo. 1 es la fuerza con que la particula de masa ms atrae a la de
masa 1my.

La fuerza de atraccion gravitatoria, como se sabe, puede obtenerse como el gradiente
de la energia potencial gravitatoria U, esto es:

F1e2 - _VQU (24)
donde e m
U=-G—2"2_ (2.5)
o — 11|

El subindice 2 en el operador V indica que se debe derivar respecto de las coordenadas

de la particula de masa msy. No es dificil mostrar que U puede interpretarse como el

trabajo necesario para mover la masa puntual ms desde el infinito hasta la posicion rs.
En virtud de la segunda ley de Newton del movimiento, se tiene:

F1<_2 = MMy as (26)

En consecuencia
my rs —In

Ay = — (27)

e — I'1H2 T2 — 1]

y, en analogia con la Ec. (2.4),

U
Ay = _VQ (—) = Vg‘/l (28)
mo
donde my
Vi=-G——m— 2.9
D P (29)

El campo vectorial ag, definido por la Ec. (2.7) se conoce como campo gravitatorio,
es decir, da la aceleracién que se impone a una particula situada en el punto ry debido
a la fuerza de atraccion gravitatoria ejercida por la particula de masa m;. Ademas,
a, puede obtenerse como el gradiente del campo escalar V;, definido por la Ec. (2.9),
tal como lo indica la Ec. (2.8). V4, por su parte, se conoce como el potencial generado
por la particula de masa my, el cual, como puede verse en la Ec. (2.9) sélo depende
de la distancia entre las particulas. Lo mismo ocurre con la fuerza y ademas, segin la
Ec. (2.2), la misma yace sobre la recta que une dichas particulas. Este tipo de fuerzas
se conocen como fuerzas centrales.

De forma anéloga, la fuerza con la que la particula de masa msy atrae a la de
masa my, Fo, 1, también se puede obtener como el gradiente de la energia potencial
gravitatoria U:

Foy = —ViU (2.10)

donde V7 indica que se debe derivar respecto de las componentes de r;. Naturalmente,
F5. 1 imprime una aceleraciéon a; a la masa puntual m;, que también esta dada por la
segunda ley de Newton:

F2<_1 = miai (2].1)

y, por lo tanto:
mo s — I

a; = —G (2.12)

||lre — I‘1H2 g — 1]
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mo

ry

ry

p'e

Figura 2.1: Vectores de posicion de my y meo y del centro de masa del sistema que forman.

El campo vectorial a; claramente es el campo gravitatorio de la particula de masa ms,
el cual, también puede obtenerse como el gradiente del potencial generado por ms:

U
a; = —Vl (—) = —V1V2 (213)
my
donde: m
Vo=—-G—2—. (2.14)
|2 — 14|

2.1.2. El problema de los dos cuerpos

Sea un sistema de referencia inercial arbitrario fijo en el punto O (Fig. 2.1) y sean
dos masas puntuales m; y ms. Sean, ademas, r; y ry los radio vectores de mq y mso,
respectivamente. Las ecuaciones de movimiento de m y ms son:

miy Mo ry —Io (2 15)

mpt; = —
s [r1 — rof|? 11 — 12

my ms rs —In

Moy = — (2.16)

|ry — I‘1H2 [y — 14|

en virtud de las Ecs. (2.2), (2.3), (2.6) y (2.11). Las Ecs. (2.15) y (2.16) forman un
sistema de seis ecuaciones diferenciales de segundo orden, por lo tanto, es necesario de-
terminar doce constantes para poder obtener una descripcién completa del movimiento
de los dos cuerpos.

Si se suman las Ecs. (2.15) y (2.16) se obtiene:

mlfl + mgfg =0 (217)
la cual puede integrarse inmediatamente para dar:

mlfl + mgi'g =A (218)
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Integrando nuevamente, se obtiene:
mir; + mers = At + B (2.19)

donde A y B son vectores constantes que dependen de las condiciones iniciales. En
virtud de la definiciéon de la posicion del centro de masa (R), se tiene:

(my +mq)R = At + B. (2.20)

La Ec. (2.20) indica, entonces, que el centro de masa del sistema se mueve a velocidad
constante —igual a A /(m; + my)— describiendo una linea recta en el espacio. Como
consecuencia de esto se tiene, en primer lugar, que se han encontrado seis de las doce
constantes necesarias para resolver completamente el problema; y, en segundo lugar,
pero no asi menos importante, que la posicion del centro de masa del sistema esta bien
definida para cualquier instante de tiempo y, por lo tanto, aquél puede tomarse como
origen de un nuevo sistema de referencia inercial. En un sistema tal, vale:

mMir] + Maly = 0. (221)

Si las Ecs. (2.15) y (2.16) se reescriben de la siguiente manera:

.. ma ro —1n

i) , (2.22)
||lry — r1||2 o — 14|

o = U Sk} (2.23)

|lry — 1‘2H2 [r1 — o]

entonces, puede usarse la Ec. (2.21) para eliminar ry de la Ec. (2.22) y r; de la Ec. (2.23),
de lo cual resulta: v
1

[Ty — 1”1||37

ry

r1 — 1o
Como puede apreciarse, las ecuaciones de movimiento de las dos particulas resultaron
desacopladas en el sistema de referencia cuyo origen coincide con el centro de masa
del sistema. Por lo tanto, puede resolverse una cualquiera de las dos para obtener la
posicion de la particula correspondiente y determinar la posiciéon de la otra usando la
Ec. (2.21). Esto deja ver claramente que ahora son necesarias seis condiciones iniciales
para resolver el problema, es decir, las componentes iniciales de la posicion y de la
velocidad de uno de los cuerpos.

Ahora bien, en muchas aplicaciones de estos resultados y los subsiguientes, resulta
conveniente describir el movimiento de un cuerpo respecto del otro. Supéngase que
se desea encontrar la orbita de la particula de masa msy respecto de la de masa m;.
Entonces, al restar la Ec. (2.24) de la Ec. (2.25) se obtiene:

f:—»% (2.26)
donde, de nuevo, r =1y —ry, r = ||re — r1]| y # = G(my + ms). Tal como se menciono
anteriormente, la Ec. (2.26) admite solucion analitica. El problema de hallar dicha solu-
cion se simplifica enormemente gracias dos constantes de movimiento: la conservacion
del momento angular orbital y de la energia total del sistema.
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Si se multiplica vectorialmente por la izquierda la Ec. (2.26) por r, se obtiene:

. H
rxr:—ﬁ(rxr):o
En consecuencia,
d
a (I' X I') =0
o bien:
h=rxr (2.27)

Esto es, h, asf definido, es una constante del problema de los dos cuerpos y por lo tanto
queda determinado si se conocen las componentes de la posicion y de la velocidad de
mg en cualquier instante de tiempo. Como puede verse en la Ec. (2.27) no es otra cosa
que el momento angular por unidad de masa.

El vector h define entonces el plano de la 6rbita de la masa puntual mo, cual es el
plano que pasa por m; y es perpendicular a h. La orientaciéon del plano orbital puede
determinarse de la siguiente manera: Sea h = ||h||, entonces, en funcion de los angulos
2 e i (Fig. 2.2), las componentes de h son:

hi = hsen§)sen?

he = —hcos§) seni (2.28)
hs = hcosi
Luego,
h h
tan§ = —h—; : cosi = f (2.29)

Esto es, dadas las componentes de la posicion y de la velocidad de ms en un instante
cualquiera, se pueden calcular las cantidades hy, hs, hg y h con la Ec. (2.27) las cuales
determinan 7 e i con las Ecs. (2.29); estos angulos se conocen como longitud del nodo
ascendente e inclinacion, respectivamente.

Una vez determinada la orientacion del plano de la érbita, es posible realizar una
transformaciéon de coordenadas, compuesta de dos rotaciones en el espacio, que permita
tratar el problema en dicho plano; de esta forma se puede simplificar el anélisis. Las
dos rotaciones necesarias son: primero una rotacion alrededor del eje z, un dngulo igual
a §, dada por:

cos§) sen§) O
R(2) =] —sen§) cos§) 0 (2.30)
0 0 1

y luego otra alrededor del (nuevo) eje x, un angulo igual a i dada por:

1 0 0
R(i)=1 0 cosi seni (2.31)
0 —sen? cos?

Antes de continuar la resolucion del problema aqui considerado, se presenta una de
las propiedades mas interesantes del movimiento en un campo de fuerzas central. Sea
r el radio vector de la particula ms en un dado instante ¢ y sea r + Ar el radio vector
de la misma en el instante posterior ¢t + At, ambos indicados en la Fig. 2.3. Esto es,
en el intervalo de tiempo At, el mencionado radio vector se incrementa en Ar y barre

Pagina 14 de 120



Estudio de la interaccién de mareas Santigo Luna

Plano de la 6rbita

_______

Figura 2.2: Orientaciéon del plano de la érbita y los correspondientes elementos orbitales.

Ar
r+ Ar

my

Figura 2.3: Area barrida por el radio vector de la particula de masa my desde el instante ¢
al t + At

un area AA en el plano de la orbita. Esta tltima es aproximadamente igual al area del
triangulo determinado por los vectores r, r + Ar y Ar, es decir

AA ~ %Hr x Ar| (2.32)

Dividiendo a ambos lados de esta tltima ecuaciéon por el intervalo de tiempo At, se
tiene:

AA 1 y Ar (2.33)
— ~ —|lr X — :
At 2 At
Cuando At — 0 la aproximacion se vuelve exacta y resulta:
dA 1 . 1
T §||r x 1| = §||h|| (2.34)

en virtud de la Ec. (2.27). Por supuesto, dA/dt es la conocida velocidad areolar y
la Ec. (2.34) asegura que la misma es constante —ya que el vector h lo es— vy, en
conclusion, esta ultima es la expresion matemaética de la Segunda Ley de Kepler.
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b2 4

Figura 2.4: Movimiento de la masa puntual ms en el plano de su o6rbita.

Si ahora se multiplica a ambos lados de la Ec. (2.26) escalarmente por r, se obtiene:

Esta tltima ecuacion puede reescribirse de la siguiente manera:

d (1 .o @)

La Ec (2.35) indica que la cantidad entre paréntesis se conserva en el tiempo. La misma
se identifica con la energia total H del sistema por unidad de masa. Por lo tanto, puede
escribirse:

L2 M
H=- - = 2.36
> - £ (236)

Las Ecs. (2.27) y (2.36) indican que se han encontrado cuatro constantes mas que
se suman a las seis anteriores que fijan la posiciéon de centro de masa. Por lo tanto, se
tienen en total diez constantes. Las dos constantes restantes estan relacionadas con la
forma y la orientacion de la érbita en su plano.

Resulta conveniente, entonces, realizar la transformacion de coordenadas al plano
de la orbita, dado que es invariante. Sean x e y las coordenadas rectangulares —la
coordenada z es, por supuesto, nula— y sean r y u las coordenadas polares en dicho
sistema (Fig. 2.4). Estos dos conjuntos de coordenadas estan relacionadas mediante:

T =TCcosu
(2.37)
Yy =rsenu
Por consiguiente, las componentes rectangulares de la velocidad de ms son:
T =1Cosu — rusenu
(2.38)

Yy =7rsenu —+ ricosu

El vector h, en virtud de su definicién, sblo tiene una componente en la direcciéon del
eje z, es decir a lo largo del eje perpendicular al plano de la érbita:

h=rxi=(zj—yi)z = ha (2.39)
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Haciendo uso de las Ecs. (2.37) y (2.38), se obtiene la expresion de h en coordenadas
polares:

h=xy — yi =r’u (2.40)
Las componentes de la aceleraciéon son:
. . y = L
I =7cosu—2rusenu — risenu — ru° CcoSu = —— Cosu
L (2.41)
ij = i*senu + 27 cos u + il cosu — 1’ senu = —— senu
r

Las ultimas igualdades en ambas ecuaciones valen en virtud de las ecuaciones de mo-
vimiento (2.26). Dado que la direccion a partir de la cual se mide u es arbitraria, se
puede fijar u = 0 —pero no asi % ni i—; entonces las ecuaciones de movimiento toman
la forma:

. o M
r—rut = ——
7 (2.42)
271 + rii = 0

Si la segunda de las Ecs. (2.42) se multiplica por r, la misma puede reescribirse de la
siguiente manera:
% (r*a) =0
Es decir, se obtiene la conservacion del moédulo del vector h.
La Ec. (2.40) puede usarse para eliminar @ de la primera de las Ecs. (2.42), de lo
cual resulta:

o —=-L (2.43)

Ahora bien, en lugar de resolver esta ecuaciéon para obtener la ley de movimiento,
resulta més ilustrativo obtener la trayectoria para todo instante de tiempo; esto es, en
lugar de encontrar r(t) (que, ademads, es una tarea muy complicada), conviene obtener
r(u). Para ello, se debe reemplazar la derivada segunda respecto al tiempo usando la
Ec. (2.40) convenientemente. Esto es, 7 puede expresarse de la siguiente manera:

y, en consecuencia, i puede escribirse como:
dr_hd (Ei) __ra (1>
dt2 r?2du \r?du r2du? \r
O bien: L
i = —thQd—Tg (2.45)

Tanto en la Ec. (2.44) como en la (2.45) se ha hecho la sustitucion ¢ = 1/r. Por lo
tanto, la Ec. (2.43) queda expresada:

d*q 0
— == 2.46
Tz 74T (2.46)
Esta ecuacion diferencial puede resolverse inmediatamente y la solucion es:
1 %
— = A — Al 2.47
q=- cos(u — w) + 12 (2.47)
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Donde A y w son las dos constantes de integraciéon que restaba encontrar. Conviene
ahora reescribir la Ec. (2.47) de la siguiente manera:
h?1 h?
—— =14 —Acos(u —w) (2.48)
KT H
Esta ultima expresion puede compararse con la ecuacion general de una conica centrada
en uno de sus focos (o en su foco):

P 1tecoss (2.49)
.

donde p es el semi latus rectum, e es la excentricidad y f es la anomalia verdadera. En
consecuencia, se tiene:
h? h?
p=—, e=—A y f=u—uw (2.50)
0 0
Cabe destacar en este punto que se ha llegado a la expresion matemética de la primera
Ley de Kepler, esto es: las orbitas planetarias son conicas con el primario en uno de
sus focos.
Sin mucha dificultad se pueden encontrar expresiones mas convenientes para la
energia H y la excentricidad e. Para lograr esto, se debe notar primero que:

2

[£]* =72 + %0 =7 + =
Por lo tanto, la Ec. (2.36) queda escrita como:
H= % (7%2 + i—z) = (2.51)
En virtud de las Ecs. (2.44) y (2.47) se tiene:
7= —hAsen(u —w)=—hAsen f (2.52)

De aqui puede verse facilmente que r se anula cuando f =0y f = 7. Por otro lado, de
la Ec. (2.49) se deduce que, cuando f = 0, r es minimo. En particular, este punto de la
conica se conoce como periastro —esto es, el punto donde se tiene la menor distancia
entre my; y mo— ¥y, en consecuencia, w se denomina longitud del periastro.

Reemplazando las Ecs. (2.47) y (2.52) en la Ec. (2.51) y luego realizando algunas
operaciones algebraicas se llega a:

1% [ h*A?
=2 1
2h2 \ 12
Expresion que puede reescribirse en funcion de p y e usando las dos primeras ecuaciones
de (2.50), resultando:

- Qﬂp (€2 —1) (2.53)

de donde puede obtenerse una expresion alternativa de la excentricidad:
2pH
1

e=4/1+ (2.54)
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E e P TIiPO DE CONICA
<0|= a Circunferencia
<0|<1]a(l—¢e? Elipse
=0|= P Parabola
>0 >1]a(e*—1) Hipérbola

Tabla 2.1: Clasificacion de las orbitas segtn la energia y la excentricidad con las correspon-
dientes expresiones del semi latus rectum.

Esta tltima expresion permite clasificar las érbitas en funcion de la energia total del sis-
tema. En la Tabla 2.1 se muestra dicha clasificacion y la expresion de p correspondiente
en funciéon de la e y a, el semieje mayor.

Es de particular interés en este trabajo el caso de la elipse, motivo por el cual se
van a dar las expresiones de la energia, la excentricidad y el sems latus rectum para el

mismo:
7

2
e=4/1— % (2.56)
h2
p=" =0 (1—¢?) (2.57)

De la Ec. (2.57) puede obtenerse una expresion alternativa de la magnitud del vector

h, la cual es:
h=+/pa(l —e?) (2.58)

En virtud de la Ec. (2.34) se tiene que la mitad de h es la magnitud de la velocidad

areolar, por lo tanto:
dA 1
_ — 2
% 2\/ua(1 e?) (2.59)

Por otro lado, sea P el tiempo que tarda ms en completar una revolucion alrededor de
my, se define entonces la frecuencia orbital o movimiento medio n como

21
_ 27 2.60
n 2 ( )

El area encerrada por una elipse es
A=7a*V1—e? (2.61)

Dado que la velocidad areolar es constante, se tiene que

dA A 2 —
dt P 2 2

Entonces, igualando los lados derechos de las Ecs. (2.59) y (2.62), resulta:
p=n?a’ (2.63)

que no es otra cosa que la expresion matematica de la tercera Ley de Kepler.
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Considérense las Ecs. (2.51) y (2.55). Al igualar éstas, se obtiene:
h? 2 1
4 = =p (— — —) (2.64)

Luego, si se reemplazan h y pu por sus correspondientes expresiones dadas por las
Ecs. (2.58) y (2.63), respectivamente, resulta:

2.4 1 — 2 2 1
P2+ M = 2n%® (— - —) (2.65)
r rooa
de donde se puede despejar 72:
ar\> a*n? )
(%) =3 [a et —(r—a) } (2.66)

De esta manera resulta mas simple despejar n dt:
dr

ndt = r
a \/a262 —(r—a)?

(2.67)

Para integrar la Ec. (2.67) conviene realizar un cambio de variables.

Sea un sistema de coordenadas rectangulares (z’,%3’) cuyo origen coincide con el
centro de una elipse dada (Fig. 2.5). En dicho sistema, las ecuaciones paramétricas de
la elipse son:

¥’ =acosE
v =av1—e2sen E

Pero dado que siempre se toma como origen a uno de los focos, entonces se debe
transformar a otro sistema de coordenadas (z,y) mediante:

(2.68)

r=1x —ae
, (2.69)
y=y

Ademas, las coordenadas (z,y), se pueden transformar a coordenadas polares (r, f)
mediante las conocidas relaciones = rcos f e y = rsen f y, por lo tanto, se tiene:

rcos f = a(cos E — e)
rsen f =av1—e?sen B

El d4ngulo E, se conoce como anomalia excéntrica. Si se elevan al cuadrado ambos lados
de las Ecs. (2.70) y luego se suman dichas ecuaciones, se obtiene:

r=a(l —ecosE) (2.71)

(2.70)

de donde se obtienen expresiones para r/a y r —a, las cuales, luego de ser reemplazadas
en la Ec. (2.67) y operando, resulta:

ndt = (1 —ecos E)dE (2.72)
Esta dltima expresion puede integrarse inmediatamente, dando:
M =n(t—T,) =F —esenkE (2.73)

donde M se conoce como la anomalia media y Ty es el tiempo de pasaje por el periastro.
La Ec. (2.73) se conoce como Ecuacion de Kepler (Kopeikin et al., 2011).
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>
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Figura 2.5: Elipse y su correspondiente circunferencia auxiliar, de radio igual a la longitud
del semieje mayor.

2.1.3. Movimiento orbital perturbado y ecuaciones planetarias
de Lagrange

Como se expuso en la secciéon anterior, la dindmica orbital de dos masas puntuales
que interactian s6lo mediante la fuerza de atracciéon gravitatoria que se ejercen mu-
tuamente puede describirse completamente a partir de la soluciéon de la ecuacion de
movimiento: .

r+ pog = 0 (2.74)

la cual es una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden para cada una de
las coordenadas de la particula de masa ms con respecto a aquella de masa m;. Como
se sabe, la Ec. (2.74) admite solucion analitica completa (Kopeikin et al., 2011). Ahora
bien, el problema de los dos cuerpos corresponde a una situacion ideal que solamente
se observa de forma aproximada. Sin embargo, tal como se vera a continuacion, dicha
solucion resulta muy 1til para tratar el movimiento perturbado.

Debido a diversas causas, pueden aparecer otras fuerzas AF y, por lo tanto, ace-
leraciones extras, que perturban el movimiento de los dos cuerpos antes considerados.
Cuando eso ocurre, dichas fuerzas perturbativas se agregan a la Ec. (2.74), esto es:

. r
I+ pog = AF; (2.75)
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de esta forma, el sistema de ecuaciones diferenciales que describen el movimiento rela-
tivo antes mencionado se vuelve inhomogéneo. Una de las técnicas més conocidas para
resolver este tipo de ecuaciones es el método de variaciéon de pardmetros, el cual fue
explorado por primera vez por Euler y posteriormente fue desarrollado de forma com-
pleta y rigurosa por Lagrange (Efroimsky, 2005a,b). Tal como su nombre lo indica, este
método bésicamente consiste en variar las constantes que se obtienen como solucion de
la correspondiente ecuacion diferencial homogénea, las cuales pasan a ser pardmetros
que sirven para describir el movimiento perturbado.

En virtud de lo discutido anteriormente, de la integracion de la Ec. (2.74) surgen
seis constantes que han de ser determinadas por las condiciones iniciales que pueden ser
las componentes de los vectores de posicion y velocidad iniciales, o bien de dos vectores

de posicién en dos instantes de tiempo distintos. Sean (7, ..., Cs las constantes de
integracion indicadas anteriormente tales que:
r=1(Cy,...,Cg,t) (2.76)
' of
i':g(Cl,...,CG7t) = - (277)
ot C;=const.

lo cual, por supuesto, es valido para el caso no perturbado. Ahora bien, en presencia de
fuerzas perturbadoras, las constantes C; dejan de serlo y se convierten en pardmetros
dependientes del tiempo (C;(t)). Asi, si la Ec. (2.76) se deriva respecto del tiempo, se
obtiene:

f <~ Of dC,
dr 0 0 dC’:g+q) (2.78)

i o —~ 0C; dt
Si esta ultima ecuacion se diferenciara nuevamente respecto del tiempo para luego reem-
plazarla en la Ec. (2.75), se obtendria una expresion que involucra tanto a las derivadas
primeras como segundas de los C; respecto del tiempo, con lo que se obtendrian tres
ecuaciones con seis incognitas que podrian satisfacerse de infinitas formas. Para que el
problema quede bien definido, se debe dar una forma explicita a la funcién vectorial ®,
la cual es totalmente arbitraria (Efroimsky, 2005a,b). La eleccion mas habitual es im-
poner la conocida restriccion de Lagrange, esto es @ = 0. Sin embargo, debe destacarse
que esto no se hace solamente por mera simplicidad, sino que tiene un significado fisico
més profundo. Si se acepta que las C;(t) son funciones suaves del tiempo, entonces en
cada instante ¢ las funciones f y g dan la posicién y la velocidad del cuerpo perturbado
sobre una conica determinada que, a su vez, describe la trayectoria del mismo. Por
supuesto, la posicion “real” siempre estda dada por f. En cambio, la velocidad fisica r
—es decir, tangente a la trayectoria real— esta determinada por la composiciéon entre
la antes mencionada velocidad sobre la conica instantanea y la propia variacion en el
tiempo de los parametros de la misma, dada por ®. En consecuencia, la restriccion de
Lagrange es equivalente a imponer que la conica que parametriza la trayectoria real
del cuerpo cuyo movimiento se ve perturbado sea siempre tangente a dicha trayectoria
real, esto es, que sea r = g. Luego, si se impone que

of dC;
= 2.
= oC; dt 0, (2.79)
entonces se tiene: q
r
— =g. 2.80
-8 (2.80)
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Derivando nuevamente respecto del tiempo, se obtiene:

Pt <~ Jg dC;

(2.81)

donde se ha tenido en cuenta la Ec. (2.77). Si ahora se reemplazan las Ecs. (2.81) y
(2.76) en la Ec. (2.75) resulta:

*f  f - Og dC,
AL — AF. 2.8
or T 250 @ (2.82)

Ahora bien, dado que la funciéon f parametriza una coénica, es decir, una trayectoria
no perturbada, entonces es soluciéon del sistema de ecuaciones diferenciales lineales
homogéneas —Ec. (2.74)— vy, por lo tanto, la Ec. (2.82) queda expresada como:

= AF. (2.83)

El paso siguiente es multiplicar escalarmente la Ec (2.79) por —0g/0CY, la Ec. (2.83)
por 0f /OC), y sumar ambas ecuaciones; el resultado es:

6
of 0Og of 0dg \ dC; of

B R —AF . —. 2.84

; (8Ck oc;  9C; 8Ck) dt 0Cy, (2:84)

La cantidad entre paréntesis se conoce como corchete de Lagrange —[Cy C;]—, los

cuales son los elementos de la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales
que permite determinar las derivadas temporales de los C; dado por la Ec. (2.84). Los
C; son seis en total, por lo tanto, en principio serfan 36 los corchetes de Lagrange a
calcular. Sin embargo, a partir de su definicién puede verse que satisfacen las siguientes
propiedades (Kopeikin et al., 2011):

. [CLCY] = —[Ci G-

En consecuencia, la matriz de coeficientes cuyos elementos son los corchetes de Lagrange
es antisimétrica y, por tanto, quedan quince corchetes de Lagrange independientes a
determinar.

La tarea de calcular los corchetes de Lagrange es, de entrada, bastante ardua. Més
aun si se tiene en cuenta la generalidad de la Ec. (2.84), dado que esta es valida para un
conjunto arbitrario de constantes de integracion que surge de la solucion del problema
de los dos cuerpos y para cualesquiera fuerzas perturbativas, esto es, su origen y su
intensidad son totalmente arbitrarios. Sin embargo, dicha tarea puede simplificarse
en gran medida eligiendo algiin conjunto particular de parametros orbitales y una
forma funcional concreta de la fuerza perturbadora. Para el caso de érbitas elipticas,
un conjunto conveniente de pardmetros son el semieje mayor a, la excentricidad e, la
anomalia media en la época My, la inclinacion del plano orbital con respecto a un plano
de referencia inercial 7, el argumento del periastro w y la longitud del nodo ascendente
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§2. En tal caso, las funciones f = fie, + fae, + fse. y g = gie, + g2€, + gze, vienen
dadas por:

fi = a(l——eQ) [cos 2 cos(w + f) — sen ) sin(w + f) cosi] (2.85a)

" l4ecosf :

f2= % [sen §2 cos(w + f) — cos 2 sin(w + f) cos ] (2.85b)
2

IES. TR .

y por:

na

"=l

cos §)sen(w + f) + sen §2 cos(w + f) cosi

+e (cos §)senw + sen §) cosw cosi)]  (2.86a)

na

N

[sen Y sen(w + f) — cos § cos(w + f) cosi

+e (sen §) senw — cos § cosw cosi)] (2.86b)

_ na
g3 -2

La anomalia verdadera f esté relacionada con la anomalia excéntrica E mediante:

[cos(w + f) + ecosw]sini (2.86¢)

f 1+e E
tan = = tan — 2.
an2 - an2 (2.87)

y, a su vez, la relacion entre esta tultima y la anomalia media esta dada por la ecuacion
de Kepler, Ec. (2.73). Ademas, si ty es el instante de tiempo (o época, denominacion
habitual en Astronomia) en el que se determinan los elementos orbitales, entonces para
cualquier otro instante ¢ la anomalia media esta dada por:

M = n(t - t()) + MO (288)

donde n es la frecuencia orbital media definida mediante la Ec. (2.63).

Otra propiedad de los corchetes de Lagrange, quizas la mas notable, es que son
independientes del tiempo (Brouwer y Clemence, 1961; Kopeikin et al., 2011). Asi, los
mismos pueden evaluarse en algin punto conveniente de la 6rbita; por supuesto, la
eleccion més adecuada es el periastro, donde f = E = M = 0.

Para calcular los corchetes de Lagrange conviene expresarlos segtun la forma intro-
ducida por Whittaker (Brouwer y Clemence, 1961):

(Mo, L) 0w, Q) (U, H)

[Ck Cl] = a(ck’ Cl) 8(Ck, Cl) a(ckza Cl)

(2.89)

donde

Viea (2.90)
LVI—e2 (2.91)
G cost (2.92)

L
G
H
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d(a,b) Oadb  dadb

d(c,d)  O0cod 0doc’
De esta manera se encuentra que solamente seis de los quince corchetes de Lagrange
independientes son distintos de cero:

(2.93)

(Mo a) = % (2.94a)
wa] = %\/1 — e (2.94b)
we] =— nate (2.94¢)

[2a] = 22T = 2 cosi (2.94d)
(6] = _naecost (2.94¢)
[2i] = —na®V1 —e%sini (2.94f)

Por otro lado, si la aceleracion perturbadora puede expresarse como el gradiente de
un potencial perturbador W, se tiene:

OR
AF _ — == — 2-
VW 3 (2.95)
y en consecuencia:
of R
AF. — = 2.96
oC,  OCy’ ( )
donde R = —W se conoce como funcién perturbadora.

En virtud de lo expuesto hasta este punto, la Ec. (2.84) puede reescribirse de la
siguiente manera:

6
dC;  OR B
;[C’“Ci]ﬁaok (k=1,...,6) (2.97)

Luego, si se define (C, Cy, Cs, Cy, Cs5, Cg) = (a, e,i, My, w, §7), el sistema de ecuaciones
expresado de forma general por la Ec. (2.97) viene dado de forma explicita como:

dM, dw d  OR
dw ) OR
lew] 55 Tl =5, (2.99)
| OR
5] ditz - (2.100)
da  OR
[Mp a] d—j = L (2.101)
de OR
(wal d—‘; +lwe] d—(; = (2.102)
da de ,di OR
[QG]EHQe]EHQZ]E—@ (2.103)
(2.104)
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Por supuesto, este sistema de ecuaciones puede resolverse para las derivadas tempora-
les de los elementos orbitales. Teniendo en cuenta las expresiones de los corchetes de
Lagrange dadas por las Ecs. (2.94) se obtiene:

da 2 OR

T na 0M, (2.105a)
de 1 —¢e2 5 oR OR
= <\/1 ~ %> (2.105b)
di 1 OR OR
— = o 2.1
dt  na?V/1—e?sini <COSZ(‘9w 852) (2.105¢)
dM, 2 OR 1—¢€*0R
e - —— 2.105d
dt na da na?e Oe (2.105d)
N
do_ L OR VI-¢0OR (2.105¢)
dt na?v/1 —e?2sint o1 nae Oe
d 1
L = ok (2.105f)

dt na%/l—e%iniﬁ'

Estas expresiones en conjunto se conocen como las Ecuaciones Planetarias de Lagrange
y, asi formuladas, contienen un problema serio. Esto se debe a que, como se vera mas
adelante, la funciéon perturbadora se expande en funcién de a, e, i, w, §Q v M. Esto es,
R = R(a,e,i, M,w,$}) donde M depende explicitamente del tiempo —Ec. (2.88)— e
implicitamente de a a través de n —Ec. (2.63)—. Por lo tanto, al derivar R respecto
de a se tiene:

90 ~\aa) T oar aa (2.106)

donde el término entre paréntesis significa que se deriva respecto de a en tanto que este
parametro aparezca explicitamente. En virtud de la Ec. (2.88) resulta:

OR (me) OR OM

oM  On

— = —(t — ). 2.107

oa Ga( 0) ( )
Esto es, aparece un término directamente proporcional al intervalo de tiempo. Una
forma de eliminar esta dificultad se logra considerando la variacién temporal de la
anomalia media. Nuevamente de la Ec. (2.88) se obtiene:

M _ dn
dt — dt

dM,
(t —to) +n+ TO' (2.108)

Ahora bien, la derivada de n respecto al tiempo es:

dn Onda
o _ 2.1
dt  Oa dt’ (2.109)
donde: 9 5
n n
—_— = ——— 2.110
da 2a’ ( )

en virtud de la Ec. (2.63). Teniendo en cuenta esta ultima expresion y la Ec. (2.105a),
la Ec. (2.109) puede reescribirse como:

dn 3 OR
—_— = —— 2.111
dt a? oM ( )
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No es dificil ver que, en virtud de a Ec. (2.88), es:

oM
=1 2.112

por lo que sera indiferente derivar respecto de M o de M. Luego, reemplazando la
Ec. (2.110) en la Ec. (2.107), y a su vez esta en la Ec. (2.106), se obtiene:

OR OR 3n OR
5= <%) — 2D (= ty). (2.113)

Usando esta nueva expresion, la Ec. (2.105d) puede reescribirse como:

dM 2 (OR 3 OR 1—e*dR
T _ 2 () L 2Ty ) — o 9.114
dt na(@a)+a23M(t to) na’e Oe ( )
En virtud de la Ecs. (2.111) y (2.114), la Ec. (2.108) queda expresada como:
d_M__i@_R(t_t)+ _2 (o8 i@_R(t_t)_l—GQ@
dt — a?20M O e \a a? oM " na2e de
(2.115)

2 (OR 1—-¢e*0R

= n - — _— —_ e

na \ da na?e Ode

Por lo tanto, se debe reemplazar la Ec. (2.105d) por la Ec. (2.115) en las Ecuaciones
Planetarias de Lagrange y se debe agregar la Ec. (2.111) para tener en cuenta la

variacion temporal de n debido a las perturbaciones que se consideren en una simulacion
numeérica.

2.1.4. Dinamica rotacional de cuerpos celestes

El punto de partida para el estudio de la dindmica rotacional de planetas, estrellas
y demés cuerpos celestes es el anélisis tedrico del movimiento del solido rigido (Murray
y Dermott, 1999).

Por definicién, un cuerpo rigido es aquél cuyas particulas constituyentes se en-
cuentran a distancias fijas unas de otras. Por supuesto, esta también es una idealiza-
cion —tal como se menciond en el caso del problema de dos cuerpos interactuando
gravitatoriamente— dado que todos los cuerpos se deforman en mayor o menor medi-
da. Sin embargo, por lo general ocurre que dichas deformaciones son lo suficientemente
pequenas como para que los resultados teéricos del estudio de la dinamica del cuerpo
rigido puedan considerarse buenas aproximaciones a la realidad.

En virtud de la definiciéon dada en el parrafo anterior, si se tiene la posicién de
una de las particulas del cuerpo sélido (o un elemento de masa del mismo), entonces
las posiciones de todas las demés quedan totalmente determinadas. En este sentido,
resulta conveniente elegir el centro de masa del cuerpo para definir su posicion.

Para describir el movimiento del sélido, se requiere de al menos dos sistemas de
referencia: uno fijo (o inercial) y otro ligado al cuerpo rigido cuyo origen coincide con el
centro de masa del mismo (sistema movil). De esta forma, el estado dinamico del cuerpo
considerado queda inequivocamente determinado por la posicion (R) y velocidad (Vom)
de su centro de masa, por la velocidad angular (w) y por la orientacion del sistema
mo6vil con respecto al fijo.
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La energia cinética (7") de un solido rigido esta dada por:

1 1
T= EWLH‘/CMH2 + éw : Lrot (2116)
donde m es la masa del cuerpo rigido, y L., es el momento angular de rotacion del
mismo, el cual se define como:

Lot =lw (2.117)

siendo I el tensor de inercia, el cual es un tensor de rango 2, es decir, una matriz. Sea
x el vector de posiciéon de un elemento de masa cualquiera del cuerpo rigido y sean
(21, 22, x3) sus coordenadas respecto del sistema movil. Las componentes del tensor de
inercia respecto del sistema movil son:

kai/l/}XX)Qz@k—aym)dV' (2.118)

donde p(x) es la densidad en el punto x, r = y/2? + 23 + 22 y la integracion se lleva
a cabo sobre todo el volumen V' del cuerpo. Por supuesto, el tensor de inercia podria
haberse definido con respecto al sistema fijo. Sin embargo debe observarse que en este
altimo las coordenadas de los elementos de masa variarian en el tiempo debido al
movimiento mismo del cuerpo y, como consecuencia, el tensor de inercia seria también
dependiente del tiempo, lo que complica innecesariamente el problema. Puede verse
por su definicién que el tensor de inercia es simétrico, I, = Ij;. Los elementos de la
diagonal principal son los momentos de inercia del cuerpo, mientras que los demas
elementos del tensor se denominan productos de inercia.

Vale la pena mencionar que siempre es posible encontrar un sistema de ejes solidario
al cuerpo tal que el tensor de inercia sea diagonal, a este sistema lo denominaremos de
aqui en més sistema de ejes principales. En dicho sistema I tiene la forma:

A0 0
I=(0 B 0 (2.119)
00 C

donde A = 111, B = Iy, y C' = I33 son los momentos principales de inercia. En el sistema
de ejes principales, la energia cinética de rotacién tiene una forma particularmente
sencilla:

Tot = = (Aw? + Bwj + Cwj) (2.120)

1
2
donde wy, we y w3 son las componentes de la velocidad angular en el sistema movil.

La Ec. (2.116) permite ver de forma mas explicita la ventaja de haber elegido el
centro de masa del cuerpo como origen del sistema movil. Puesto que el movimiento
de traslacion es equivalente al de una masa puntual de magnitud igual a la masa
total del cuerpo rigido, y que dicho movimiento ya fue descripto cuando se traté la
dindmica orbital, a partir de aqui se va a centrar la atencién en el movimiento de
rotacion exclusivamente. En esta circunstancia, resulta valido considerar que el origen
del sistema de referencia fijo coincide también con el centro de masa del cuerpo.

Es necesario ahora establecer parametros que indiquen de forma univoca la orien-
tacion del sistema de referencia solidario al cuerpo respecto de un sistema de referencia
inercial. Un conjunto de parametros muy utilizado son los angulos de Euler, los cua-
les se definen mediante tres rotaciones sucesivas desde el sistema de referencia hasta
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€3

Plano movil

X1

Yy
referencia

Linea de los nodos

Figura 2.6: Definicion de los dngulos de Euler: precesion (€2), nutacion () y rotacion propia

(6)-

el sistema del cuerpo. Por supuesto, existen también otros conjuntos de parametros e
incluso distintas convenciones para definir los angulos de Euler. En este trabajo se va
a utilizar el convenio utilizado habitualmente en Mecanica Celeste, es decir el convenio
z—x — z. En dicho convenio, la primera rotacion se efectia alrededor del eje z (inercial)
un angulo €2, llamado angulo de precesion. El nuevo eje x define la linea de los nodos.
La segunda rotacion se realiza alrededor de este tltimo eje un angulo ¢, llamado nuta-
cion. La tercera y tltima rotacion se efectiia alrededor del nuevo eje z bajo un angulo
0, que corresponde al angulo de rotacion propia (Fig. 2.6). Los angulos €2 y # varian en
el intervalo de 0 a 27, mientras que € lo hace en el intervalo de 0 a 7.

Las componentes de la velocidad angular en el sistema movil pueden expresarse en
funcion de los dngulos de Euler y sus derivadas temporales:

w; = Qsenesen b + € cos b (2.121a)
wy = Qsene cosf — ésen (2.121b)
w3 = Qcose + 0 (2.121c)

Estas expresiones seran muy ttiles en lo que sigue.
Las ecuaciones de movimiento del cuerpo rigido, expresadas en el sistema movil, se
conocen como ecuaciones de Euler y se expresan matematicamente como:

dL
— 4+wXxL=N (2.122)
dt
donde N es el torque externo aplicado al cuerpo. En el sistema de ejes principales, en el
que el tensor de inercia esta dado por la Ec. (2.119), siendo los momentos principales de
inercia independientes del tiempo, y teniendo en cuenta la Ec. (2.117), las ecuaciones
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de Euler toman la forma:

Au)l -+ (C - B)w2w3 = N1 (2123&)
B(,JQ + (A — C)wlwg == N2 (2123b)
ng + (B — A)W1C<J2 = N3 (2123C)

De forma analoga al problema de los dos cuerpos, cuando el movimiento de rotacion
libre, esto es N = 0, el sistema de ecuaciones (2.123) admite solucion analitica. En tal
caso, las ecuaciones anteriores toman la forma:

Aa)l + (C - B)(,UQ(,Ug =0 (2124&)
B(A}Q + (A - C)W1W3 =0 (2124b)
ng + (B — A)w1w2 =0 (2124C)

Asi planteado, la solucién de este problema involucra el célculo de integrales elipticas.
Por otro lado, el mismo se ve enormemente simplificado si se considera, por ejemplo,
el caso A = B. Por supuesto, las soluciones analiticas obtenidas en los dos casos antes
mencionados pueden usarse para aplicar el método de variacion de parametros y asi
obtener una solucion para el caso del movimiento forzado (esto es N # 0). Sin embargo,
por simplicidad, en este trabajo se va a conservar el punto de vista “newtoniano”.

Las componentes del torque en el sistema moévil pueden obtenerse de la siguiente
manera. La j-ésima componente de la fuerza generalizada ();, correspondiente a la
coordenada generalizada g;, se define mediante:

8I'i
= F, - — 2.125
donde F; es la fuerza sobre la particula i-ésima, cuyo radio vector es r; y la sumatoria
se extiende a todas las particulas. Ahora bien, puede demostrarse que:
81"2- 6vi
= = (2.126)
dg;  9q;
donde v; es la velocidad de la particula i-ésima y ¢; se conoce como la velocidad
generalizada, asociada a la coordenada ¢;. En el sistema movil (ligado al cuerpo), la
velocidad de cada punto es:

VvV, =Ww; XT; (2127)
Luego, se tiene:
0 awl ari
— (Ww; XTI;)) = = X1, +w,; X ; 2.128
9q; ( ) 94, e ( )

Las ligaduras a las que estan sujetas las particulas que componen un cuerpo rigido son
de tipo holénomas y estan dadas por

v = rill” =75, = 0,

donde r;; es la distancia entre cada par de particulas. Cada uno de los indices ¢ y k
etiquetan a todas ellas. Dado que las ligaduras holénomas son funciones solamente de
las coordenadas generalizadas, la derivada de r; respecto de la velocidad generalizada
g; es evidentemente nula y, por lo tanto:

o W X Ty) = ——;
3(1;'( ) Jq;

X 1, (2.129)
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con lo que la fuerza generalizada resulta:

Qj - ZFI ’ <3_q] X ri) - Z (Fz X rz) : 6% . (213())

% 7

En la tltima igualdad se ha utilizado la propiedad ciclica del producto mixto. Evidente-
mente, el factor entre paréntesis en la Ec. (2.130) es el torque sobre la particula i-ésima
(N;). Por otro lado, si bien se ha agregado el subindice 7 a la velocidad angular, debe
tenerse presente que ésta es la misma para todas las particulas. Por lo tanto, puede
escribirse:

Oow

dq;’

donde N = ). N; es el torque total. Por supuesto, en el caso aqui estudiado, se tiene

Q; =N (2.131)

g = Q, £, 6. Teniendo en cuenta la expresion de las componentes de la velocidad angular
en el sistema movil —dada por la Ec. (2.121)— facilmente se obtiene:

e 0 Do sen ¢ sen 6 e cos
— =10 — = | senecosd 5 = —sin@ (2.132)
90 1 o9 cos € < 0.
En consecuencia:
Qq = Nisenesenf + Nysenecos + Nz cose (2.133a)
Q. = Nycosf — Nysen (2.133b)
Qo = Ns. (2.133¢)

Este ultimo es un sistema de ecuaciones lineales en las componentes del torque, el cual
puede resolverse para las mismas, con lo que se obtiene:

Ny = (Qq — Qpcose) sen 6 + Q- cosf (2.134a)
sene

Ny = (Qq — Qg cose) cosh _ Q-sen (2.134b)
sene

Ny = Q. (2.134c)

Como puede verse, esta ultima expresion de las componentes del torque en el sistema
movil es general, dado que no se ha hecho ninguna suposicién acerca del origen de las
fuerzas generalizadas. Estas podrian provenir de un potencial que dependa solamente
de las coordenadas o, quizas también de las velocidades o bien de cualquier otra fuente.

Dependiendo del tipo de estudio que se lleve a cabo, podréa prescindirse de una o
dos de las Ecs. (2.123). Por ejemplo, si el objetivo es estudiar la evolucion rotacional
de un planeta debido a las mareas y a los términos de deformaciéon permanente de su
figura, atendiendo a las probabilidades de captura en resonancias espin-orbita, dado
que por lo general las velocidades de precesion y de nutacion son mucho menores que la
de rotacion propia, entonces sera suficiente considerar la Ec. (2.124¢). En consecuencia,
si se desprecian Q y ¢ frente a 6, se tiene que w; y ws son practicamente nulas y la
Ec. (2.124¢) puede reescribirse como:

=2 (2.135)
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que es precisamente la ecuacion de movimiento considerada en muchos trabajos acerca
de la dinédmica rotacional de Mercurio (Makarov, 2012; Noyelles et al., 2014) o también
en otros estudios sobre la estimacion del estado rotacional de exoplanetas (Makarov
et al., 2012; Makarov et al., 2018) y mas recientemente en la extension del formalis-
mo de Darwin-Kaula al caso de la libracién en longitud (Frouard y Efroimsky, 2017;
Efroimsky, 2018).

2.2. Expansion del potencial perturbador y desarrollo
del formalismo de Darwin-Kaula

2.2.1. Potencial perturbador

Considérese, en primer lugar, un conjunto de N particulas, cada una de masa my
(k=0,1,...,N) y cuyo vector de posicion respecto de un sistema de referencia inercial
es pi, que interactian solamente a través del campo gravitatorio generado por ellas
mismas. Las ecuaciones de movimiento de dicho sistema son:

mip;, = Gmy, Z mj s Tkj , (2.136)
J#k ’W

donde ry; = p; — p, ¥ 1xj = |rwsll (K, = 1,2,...,N). Ahora bien, va a resultar
conveniente reescribir las ecuaciones de movimiento respecto de uno de los cuerpos, al
que se lo denominara primario (que no necesariamente es el mas masivo). Sea, entonces,
Py su vector de posicidon y sean, en consecuencia ry = rop = p;, — Py, los vectores de
posicion de las demés particulas respecto del primario.

En virtud de la Ec. (2.136), se tiene, por un lado:

r
Pr=GY_ ML 4 Gy (2.137)
SR 0 rk] 7”1@0
y, por otro lado:
. ro; r
Po=G Y my—L +Gmy— (2.138)
iZko  T0j "ok

La diferencia entre las Ecs. (2.137) y (2.138) da como resultado:

= ~G(mo +my) = +G Y m, [r’” - rg] (2.139)
T} T
J#4,0 J J
El lado derecho de la Ec. (2.139) puede escribirse como el gradiente de un potencial
escalar Uy, esto es 1, = —V Uy, el cual esta dado por:
U = —qUmotme) Ly (2.140)
Tk
donde:

eI
=-G> my [% 5 J] (2.141)

J#k
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En otras palabras, el potencial U, esta dado por la suma del ya conocido término
central, que corresponde al primer término de la Ec. (2.140), y el llamado potencial
perturbador Wy. Luego, la Ec. (2.139) puede reescribirse de la siguiente manera:

iy = —G(mo + mk):—’g — VW, (2.142)
k

Esta expresion indica que la aceleracion aplicada a la particula k se compone de la
aceleracion debida a la atraccion por parte del primario y aquella debida a los términos
perturbativos.

Los términos de la expresion entre corchetes en el lado derecho de la Ec. (2.141)
pueden expandirse en funciéon de los polinomios de Legendre. Esto es, por un lado se

tiene:

11y <T_<)lpl(cos¢kj) (2.143)

Tei T r
kj > = >
donde re =rpyrs =r;jsirgy <r;,yr< =1,y 1> =1 siry > ;. Ademas, 1y, es el

angulo que forman los vectores de posicion ry y r;. Por otro lado, se tiene:

ry*T; TpT; COSUri Tk
= =2 3= ﬁPl(coswkj) (2.144)
J

Ty J

Luego, el potencial perturbador Wj queda expresado como:

1 o) Tk
Wy, = —Gij — Z <—<) Pi(cos rj) — —5 Pi(cos ¢y ) (2.145)
: rs =\ T

Por supuesto, la utilizacién del angulo v; no resultara muy tutil en el desarrollo
subsiguiente, por lo que serd més conveniente escribir la expresion completa del poten-
cial Wy, en funcion de las coordenadas esféricas, lo cual se logra a través de la utilizacion

de las funciones asociadas de Legendre (P, (z)):

Py(cos ;) = Z %(2 — Oom) Pim (sen i) P (sen ;) cos [m(Ap — A;)]  (2.146)

m=0

donde 4y, es la delta de Kronecker, ¢ es la latitud y A es la longitud. En consecuencia,
la Ec. (2.145) puede reescribirse como:

1 = [re L (1= m)!
W= m [—Z () 2 e =

X Py (sen @r) P (sen ;) cos [m( Ay — A;)]

— > %(2 — Som) Pim(sen gy ) Pim (sen ;) cos [m(A, — A))] | (2.147)

El primer paso para el desarrollo de la teoria de Darwin-Kaula, que es la base
fundamental sobre la que construimos nuestro formalismo, consiste en la transformaciéon
de coordenadas rectangulares o esféricas a elementos orbitales considerados como un
sistema de coordenadas en si mismo. Esto es posible dado que el estado dindmico de una
particula queda determinado dando seis cantidades, estas son las tres componentes del
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vector de posicion y las correspondientes tres componentes del vector de velocidad de la
misma. Luego, en virtud de los resultados del problema de los dos cuerpos —o problema
de Kepler, en particular— puede definirse la transformacion entre las componentes de la
posicion y la velocidad de la particula y los elementos orbitales que seran los parametros
que definen la orientacion en el espacio, forma y tamano de la érbita, y la posicién en
la misma de la particula considerada.

En virtud del teorema de suma (o diferencia) de dngulos, se tiene:

cos [m(Ap — A;)] = cos (mAg) cos (mA;) + sen (mAg) sen (mA;) (2.148)

Insertando esta expresion en la Ec. (2.147) se obtienen términos del tipo:

7" Py (sen ) { Sgrsl 223; ] ; donde v = { _(l;r D (2.149)

los cuales pueden reescribirse de forma mas sencilla como:
" Py (sen @) exp [imA], (2.150)
donde i = v/—1.

La transformacion a elementos orbitales de los términos dados por la Ec. (2.149),
que en definitiva son los términos que componen el potencial perturbador, fue obtenida
por Kaula (1961). Dada la complejidad de la deduccion, aqui solamente se presenta el
resultado final de la misma en forma de dos transformaciones consecutivas:

P(senp)explim(a— )] = Z Fimyp(4) {eiZID[E(il(l—_Qgggidw++f}])] _

p=0 l—m impar
l (2.151)
= Fimp(i) exp [i(l = 2p)(w + f) + ichim)]
p=0
y
rexpli(l — 2p) f] = a” Z X”l%%fq e)exp [i(l —2p+ q) M| (2.152)
q=—00

donde a es el semieje mayor, e es la excentricidad, ¢ es la inclinacion del plano de la
orbita, w es el argumento del periastro, §} es la longitud del nodo ascendente, f y
M son las anomalias verdadera y media, respectivamente y « es la ascension recta.
Ademas, F,,, (1) son las funciones de la inclinacion, X;” lQPqu(e) son los coeficientes de
Hansen y las fases suplementarias ¢y, estan dadas por:

B = [(—1)“m - 1]% (2.153)

La sustitucion de las Ecs. (2.151) y (2.152) en la Ec. (2.150) no es tan directa
como puede parecer. Antes de tal procedimiento, han de considerarse por separado
los tres tipos de perturbaciones mencionados en la introduccion, estas son: por un
lado, las perturbaciones planetarias, es decir aquellas originadas por la presencia de
otros cuerpos ademés del primario y el secundario considerado, y, por otro lado, las
perturbaciones mareales y “triaxiales”, cuya causa se encuentra en la consideracion de
la forma de los cuerpos celestes que componen el sistema planetario estudiado y en que
dicha forma consta de una parte constante en el tiempo (la parte triaxial, que describe
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la distribucion interna fija de masa del cuerpo) y otra dependiente del tiempo (la parte
mareal) que tiene en cuenta la deformacion debida a la atraccion gravitatoria por parte
de los deméas miembros del sistema. A continuacion, se van a obtener las expresiones del
potencial perturbador correspondientes a cada tipo de perturbacién antes mencionado,
imponiendo las restricciones que sean necesarias a lo largo de esta construccion teorica.

2.2.2. Perturbaciones planetarias

Se comienza por este tipo de perturbacion dado que es el que se puede desarrollar
de forma mas directa teniendo en cuenta la manera en que se introdujo el potencial
perturbador al principio de esta seccion.

Dada la naturaleza del sistema de referencia aqui considerado, se tiene que A = «,
esto es, la longitud de la particula considerada coincide con su ascensiéon recta. Por
lo tanto, para poder reemplazar las Ecs. (2.151) y (2.152) en la Ec. (2.150), se debe
escribir A = a — §) + §2. En consecuencia, se tiene:

¥ Py (sen @) exp [imA] = r Py, (sen ) exp [im(a — §2)] exp [im §]
!
=17 exp [im§ D Fiup(i) exp [i(l — 2p)(w + ) + i)

p=0

l
v v,l
=a Z Emp Z Xl 2p2—fq exp[ (Ulmpq + Cblm)]
p=0

gq=—00

(2.154)

donde vyp, = (I — 2p)w + (I — 2p + @) M + mg. De esta forma, la Ec. (2.154) define
la transformacién de coordenadas esféricas a elementos orbitales que se debe aplicar a
la Ec. (2.147). Tal como puede verse en dicha ecuacion, pueden distinguirse dos tipos
de términos, por un lado se encuentran aquellos para los cuales 7, > r;, que pueden
llamarse términos perturbativos interiores, y por otro lado aquellos para los cuales
se cumple la condicién inversa, es decir 7, < r;, denominados términos perturbativos
exteriores (Murray y Dermott, 1999). En virtud de lo indicado a continuacion de la
Ec. (2.143), se tiene para el primer tipo de términos:

Wi :_szﬂ Zr] "k HI)Z l+$ 2 = dom)

><le(sen gok)le(sen ©;) cos [m(Ax — Aj)]
1

—TeTy” Z H@ Som) Pim (sen ¢p,) Puy(sen ;) cos [m(Ag — Aj)] | (2.155)

y para el segundo tipo:

l
ext ) _ G Z mJZTkT z+1)mz::0 l+: (2 = Gom)

j=k+1 =
X Py (sen i) P (sen ;) cos [m(A, — Aj)]  (2.156)

Por supuesto, debe tenerse en cuenta que si k = 1, entonces el potencial perturbador
planetario solamente contendra términos del segundo tipo; mientras que si k = N,
dicho potencial solamente tendra términos del primer tipo.
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Considerando nuevamente las Ecs. (2.148) y (2.149), se aplica la transformacion
definida por la Ec. (2.154) para las coordenadas correspondientes a cada particula (k
y 7) v luego de algunas operaciones algebraicas se obtiene para cada tipo de término,
respectivamente:

k—1 0 l l
(pint) a; (I —m) 11-2
Wi __szj Z l+1Z ] 2_50m ZFlmP i5) Z X\ opra(€
j=1 =1 % m—o ( + m g=—00
l )
. 1+1),1—2
X ZFlmh(Zk:) Z X, (2h+?9 "(ex) cos (Ulmpq Ulkth)
h=0 s=—00
4 < (I=m)!
k - 1,1-2
S U )3 i) 35 K
J m=0 q=—00
1 o)
X ZFlmh (i5) Z X1_222+25h (€5) €08 (Vimpg — Vimns) | (2.157)

N 00 I ! I >
W =6 3w S 3 (e ) i) T

j=k+1 =2 7J m=0 g=—00
l

X Fzmh (i5) Z X, Qlﬁsl P (e;) cos (Vfpg = Vhuns)  (2.158)

2.2.3. Perturbaciones mareales

Considérese nuevamente la Ec. (2.147) en la cual ry, = (rg, Ag, ¢x) corresponde a un
punto de la superficie del primario, esto es: r, = R = (R, A, ¢), el cual se considera
ahora como un cuerpo esférico de radio medio R. Entonces, el potencial perturbador
en dicho punto de la superficie del primario, debido a la presencia de cada particula en
sus respectivas posiciones r;, esta dado por:

N
W(M)(R,rj):—GZm]ZRl ‘””Z Hm (2 — Gom)

Jj=1 =2

X le(sen ©) Py (sen ;) cos [m(A — A;)]  (2.159)

dado que es siempre R < r;. Ahora bien, antes de llevar a cabo la conversién a elementos
orbitales, se debe tener en cuenta que se han de incluir las coordenadas que fijan el
estado rotacional del primario. Pero como en nuestro desarrollo teérico se considerara
solamente el caso en que el eje de rotacion del primario es siempre perpendicular al
plano de referencia, la tinica coordenada a incluir es su dngulo de rotacion (6), magnitud
que mide el desplazamiento angular de un meridiano de referencia fijo en el primario
con respecto a una direccion fija en el espacio de referencia inercial. Luego, no es dificil
deducir que la longitud de la particula j, aquella que genera la perturbaciéon en el
punto R, esta dada por A\; = a; — 6. Por lo tanto, y de forma totalmente analoga al
caso de las perturbaciones de origen planetario, el proximo paso consiste en escribir:
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Aj = a;—§2;+8§2;—0, con lo cual la transformacion a elementos orbitales de la particula
j queda definida mediante la formula:

1Y P (sen ;) exp [imA;] = 74 Py (sen ;) exp [im (o — ;)] exp [im(§2; — 0)]
— exp (g2, — )]

X Flanp(is) exp [i(l = 2p)(w;j + f;) + iim)]

p=0
l
= aj Z Fimp (i)

X Z Xyl2p2fq eJ exp [ (Ulmpq mo + gblm)}

q=—00

(2.160)

donde, en este caso, v = —({ 4 1). Luego, el potencial perturbador considerado en esta
subseccion queda expresado como:

N 00

R
WM(R, 1) = —GZm] Z +1 Z (tm 2 — dom ) Pim (sen ¢)

=2 m=0

X ZFlmp (i;) Z X, é;j;l P (e;) cos [Uijmpq —m(A+0) + ¢]  (2.161)

q=—00

Esta dltima ecuacion puede reescribirse de forma mas conveniente como:

N oo I
WEOR) =3 3 > Wiinp(Rors) (2.162)
donde cada término esta dado por:

R (I —m)!
(R,rj) = —Gm; Hlm

J
X Frnp (i) X572 (e5) €08 [vh0 — MmN+ 0) + f]  (2.163)

W

Js lmpq

(2 — dom) P (sen @)

El gradiente del potencial dado por la Ec. (2.161) es proporcional a la fuerza re-
sultante aplicada en el punto R del primario y, tal como puede preverse, dicha fuerza
es capaz de deformar al mismo con lo que, a su vez, cambia su potencial gravitatorio.
Como consecuencia de esto ultimo, cada cuerpo secundario va a sufrir una aceleracion
extra producto de la deformacién que cada uno de ellos produce en el cuerpo primario.
Puede pensarse, entonces, que dicha deformaciéon genera un potencial gravitatorio adi-
cional a aquél originado por el primario (considerado como una distribucioén espacial
de masa), cominmente conocido como potencial de mareas. Ademés, dado que los ma-
teriales que constituyen los cuerpos celestes (estrellas, planetas, satélites, etc.) no son
perfectamente elasticos —ni perfectamente rigidos, por lo senalado anteriormente—
sino que presentan cierto grado de anelasticidad (tal como la viscoelasticidad, entre
otros tipos) ocurre entonces que dichos materiales disipan energia, esto es, parte de la
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energia disponible en el sistema se convierte en energia de deformacion, la cual luego
puede transformarse en energia térmica del primario.

En virtud, entonces, de lo indicado en el parrafo anterior, es necesario incluir dos
suposiciones que son de fundamental importancia en la teoria de Darwin-Kaula y que
se enmarcan dentro de lo que se conoce como el régimen lineal. La primera de éstas
consiste en suponer que la relaciéon entre esfuerzos y deformaciones es lineal, es decir,
los esfuerzo son proporcionales a las deformaciones. La segunda, en cambio, consiste
en suponer que cada término del potencial gravitatorio adicional del primario V™
—o del cuerpo deformado, en general—, escrito de forma anéloga a la Ec. (2.162) y
medido en un punto r del espacio (colineal con R, siendo r > R), es proporcional al
correspondiente término del potencial perturbador, dado por la Ec. (2.163), es decir:

R +1
V;'f;\:vlpq(r) = ki <?> W/j(ﬂlxﬁ)@pq(R’ r;), (2.164)

donde k; es el numero de Love. En la expresiéon anterior se tiene en cuenta que el
potencial gravitatorio del primario debe decrecer como r~U*1 en virtud de la teoria
potencial. Reemplazando la expresion de 108%% (R,r;) dada por la Ec. (2.163) en la
Ec. (2.164) se obtiene:

lmpq

R2l+1 (l m)|
l+1 (l+ )

x 1~ D P (sen ¢) cos [vljmpq —m(A+0)+ qblm] (2.165)

veD (r) = —Gmj k——

Jilmpq

—(41),l-2
(2 = Gom) Fump (1) X500 7 ()

Por supuesto, el paso siguiente seré aplicar nuevamente la transformacion dada por la
Ec. (2.160) a las coordenadas esféricas del punto r el cual, como se indico anteriormente,
es un punto genérico del espacio donde se mide el potencial; pero antes de llevar a cabo
dicha transformacion, resulta conveniente asociar las coordenadas mencionadas a las de
la particula k. De esta forma, el potencial Wk;;/ll)mpq V](l“ﬁnpq(rk) se interpreta como el
potencial que perturba el movimiento de aquella particula. Entonces, de forma analoga
a la transformacion de las coordenadas de la particula j, se tiene A\, = ap — 0 =
ar — S + S0 — 0. Ahora si, aplicando la Ec. (2.160) para las coordenadas de ry, se
tiene como resultado:

e R2l+1

L (1= m)!
:_Gzlm’z >l+lz_gl+m§!(2_5°’”>

. l 1 [—2 l 1 J1—2
X Zﬂmpuj) > X G Zﬂmh ir) Z XG0 (e
p=0

q=—00 §=—00

(ar a;

X k; cos [( —mb) — (Vs —mb)]  (2.166)

vlmpq
Se debe hacer una observacion muy importante a la Ec. (2.166) que resulta clave dentro
del formalismo de Darwin-Kaula de la teoria de mareas. Tal como puede notarse en
la mlsma la respuesta del planeta, reflejada en la expresion del potencial perturbador
I/V,,C —asociado al potencial adicional del primario deformado—, es instantanea; esto
es, el movimiento de la particula k se ve afectado, en cada instante de tiempo, de forma
inmediata por la deformacion del primario debido a la fuerza neta que ejercen sobre el
mismo la particula k y las demas, en ese mismo instante de tiempo. En realidad, debido
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a la anelasticidad del material que compone al primario (considerado como un todo),
ocurre que dicha respuesta esta siempre desfasada de la correspondiente excitacion,
que no es otra cosa que las fuerzas que deforman al mismo, las cuales se derivan del
potencial W()(R,r;). Esto es, en cada instante de tiempo, el potencial W™ (R, r;)
define el estado de tensiones que deforma al primario, el cual tarda cierto intervalo At
en alcanzar la nueva configuracion de equilibrio, es decir, la forma correspondiente a
una superficie equipotencial del potencial mencionado, consistente con las dimensiones
del mismo. En consecuencia, la perturbacion sufrida por la particula k, en un instante
t dado, sera debida al potencial W,C(M) correspondiente a la configuracion de equilibrio
alcanzada en el instante anterior ¢t — At. Por lo tanto, la Ec. (2.166) debera reescribirse
como:

B R (1 —m)!
_G;mjz & > (l+m)!<2_50m)

&k a] m=0

o0

. I+1),l—2 (I+1),l-2
x ZFzmp(zj) > X T ZFzmh ix) Z X " (en)
p=0

q=—00 §=—00

X Ky cos [(vljmpq(t — At) — m@(t — At)) = (Vs (t) —mb(1))]  (2.167)

Tal como puede verse, es por el motivo explicado anteriormente que no se cancelan
mutuamente los términos m 6 en la Ec. (2.166).
Siguiendo a Efroimsky y Williams (2009) se tiene:

v (= At) —mb(t — At) = o], (t) — mO(t) — [@g'mpq . m@} At

| (2.168)
= Vg () = MO(t) — Winnpg At
donde, por supuesto:
Wimpg = (1 = 2p)00 + (1 — 2p + )M + m<g'z - 0’) (2.169)
Si se definen las cantidades €;,,,, como:
€lmpqg = wlmqut (2170)
la Ec. (2.168) pueden reescribirse de la siguiente manera:
Uyt — ) = mO(t — At) = v () — mO(t) — €mpq (2.171)

donde las cantidades €, son los desfasajes angulares entre el potencial que deforma
al primario y el potencial adicional del mismo ya deformado. Ahora bien, la Ec. (2.170)
puede, a su vez, reescribirse como:

€lmpg = wlmqut
= |Wimpq| 58N (Wimpq) AL (2.172)
= Ximpq S8D (Wimpq) A
Resulta necesario detenerse en este punto para discutir acerca de varios aspectos sub-

yacentes en la Ec. (2.172). Por un lado, no es dificil ver que las cantidades definidas
positivas Ximpe 1O son otra cosa que las frecuencias fisicas (reales) a las que oscilan las

Pagina 39 de 120



Estudio de la interaccién de mareas Santigo Luna

tensiones que deforman al primario. Por otro lado, y tal como se indic6é anteriormente,
el origen de los desfasajes angulares se encuentra en la anelasticidad propia de los ma-
teriales que componen los cuerpos celestes, por lo tanto, At depende de la reologia de
aquellos, es decir, de como responden los mismos antes las fuerzas que los deforman;
mas especificamente, de las amplitudes y las frecuencias de dichas tensiones. Tal como
esta escrita la Ec. (2.172), parece que el valor de At es el mismo para cada término
del potencial Wk(M), lo cual estda en contradiccion con lo indicado anteriormente; en
consecuencia, la ecuacion antes mencionada deberéd expresarse como:

€lmpq = Xlmpg SN (wlmpq)Atlmpq (2173)

Pero, de inmediato surge la pregunta de cémo es esa dependencia. El primer paso
para responderla es incluir otra suposicion que forma parte de aquellas que son de
fundamental importancia para el formalismo de Darwin-Kaula, la cual establece que la
disipacion a cada frecuencia depende solamente de esa misma frecuencia, es decir que
se tiene, especificamente:

Atlmpq = At(lepq) (2174)

Si bien se consider6 necesario advertir aqui sobre esta problematica, los pasos sub-
siguientes necesarios para el tratamiento de la misma se realizaran en una seccién
posterior, puesto que en este momento el objetivo central sigue siendo la obtencion del
potencial de mareas.

Para cerrar esta subseccion, se construira a continuacién una expresion del potencial
de mareas que resultara mas conveniente para su aplicacién en problemas concretos que
aquella dada por la Ec. (2.167). La Ec. (2.171), puede reemplazarse en la Ec. (2.167)
y luego, en virtud del teorema de la suma y diferencia de angulos, se llega a:

) N © R+ ! (1 —m)!
Wk (rk,r;,t) :—szjz )H—l Z (2_507%)

*

jfl 1=2 (ak aj m=0 (l + m)
l 00
(I41),1— 2p z : (I+1),l—2p
X § :Emp § : Xl 2p+q Emh Zk? § : Xl 2h+s (ek)
g=—00 s=—00
* k
X [cos [vlmpq —mb* — (Uzmhs — m@)] Ky cOS €1mpq

+[Ul];’;pq —mO* — (Vs — mO) | ki sen €ppg] » (2.175)

donde se ha omitido la dependencia en el tiempo por razones de simplicidad. Los
asteriscos se agregaron para hacer énfasis en el hecho de que los elementos orbitales de
la particula j corresponden al instante ¢t — At donde ocurre la deformacion que perturba
a la particula k en el instante ¢. Es importante tener esto en cuenta sobre todo cuando
se considera el caso j = k, esto es, cuando se evalta la perturbacion mareal sobre dicha
particula debido a la deformaciéon que la misma genera sobre el cuerpo central. En tal
caso, se debe calcular el gradiente de W,EM) (rk,r;f,t) con respecto a los elementos sin
asterisco y luego, los que tienen asterisco se identifican con los anteriores para evaluar
efectivamente la aceleracion sobre la particula k. Todo esto se analizara en detalle méas
adelante.
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2.2.4. Perturbaciones debidas a una distribuciéon inhomogénea
y permanente de masa

La construcciéon del formalismo para incluir las perturbaciones debidas a una dis-
tribuciéon inhomogénea y permanente de masa requiere el uso de una estrategia que se
diferencia de las anteriores puesto que resulta necesario calcular primero el potencial
gravitatorio debido a la distribuciéon de masa considerada en el espacio externo a la
misma. Para esto, considérese un sistema de referencia cuyo origen coincide con el cen-
tro de masa de aquella. Sean r’ el vector de posicion de un elemento de masa dm de la
distribuciéon antes mencionada y r el vector de posiciéon de un punto arbitrario del es-
pacio externo a aquella. Dicho elemento de masa puede escribirse como dm = p(r’)dV/,
donde p(r’) es la densidad en el punto considerado y dV es el elemento de volumen
correspondiente. El potencial gravitatorio generado por este elemento, en el punto r,
sera:

() = —¢ 2V

v —r'|

(2.176)

Luego, el potencial generado por toda la distribuciéon seréd la suma de todos las contri-
buciones de cada elemento de masa, esto es:

r) = —G/// |1f’(_r2,| dv (2.177)

En completa analogia con la Ec. (2.143), y considerando que |r| = r > ' = ||, se
tiene:
! 1?: r ZP( ) dond po T (2.178)
= — — Cos onde cost) = .
r—r/| r r)! rr’

1=0
En funcion de las coordenadas esféricas de los puntos considerados, la Ec. (2.178) queda
expresada como:

ZZ ( ) Z+Z§ (2 — Som) Pim(sen @) Py, (sen ') cos (A — X')
(2.179)

r’|

Reemplazando esta ultima ecuacion en la Ec. (2.177) se obtiene:

oo [ (S5 () e

X Py (sen @) Py (sen @) cos (A — X)) p(r")dV, (2.180)

ecuacion que puede reescribirse como:

U<r>:_G7{wp l ( ) Z+Z§ (2= dom)

=0 m=0

« Miplm(seng@ ) cos (mA) ///( )le (sen ) cos (mA\)p(x')dV

A;le(sengo ) sen (mA) ///( )P,m sen ') sen (m\)p(r')dV | (2.181)
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donde se han introducido la masa total M, y el radio medio (equivolumétrico) R de la
distribucién considerada como factores de escala. Por supuesto,

M, = / / / p(r')dV (2.182)

Mas atun, si se definen los coeficientes del campo gravitatorio, Cp,, Yy Sim, cOMoO:

{gjﬂ _]\2 E;;Z — Som ///( ) Pyn(seny) [corslgzm p(r)dV, (2.183)

la Ec. (2.181) queda expresada de forma més sencilla como:

U(r) = —

( ) Py (sen ) [Chy, cos (mA) + Spyp sen (mA))]
=0 m=0 (2.184)

=22 Un(r)

=0 m=0

Conviene detenerse en este punto para realizar algunas observaciones. Considérese para
ello la Ec. (2.183). En primer lugar, puede verse que para m = 0, se tiene:

Cio=Cr=—J = M///( )stemp) ')AV vy Sp=0

donde Pj(z) = Pjo. Los coeficientes C; (o los J;) se llaman zonales; en particular, el
coeficiente J, se conoce como factor de forma dindmico en geodesia satelital. Conti-
nuando con esta clasificacion, aquellos para los cuales [ = m se llaman sectoriales y
para aquellos para los que es [ # m # 0, se denominan teserales. Por otro lado, para
[ = 0 —lo cual implica que m = 0, tal como puede verse en la Ec. (2.184)— se obtiene:

Coo = Mip / / / Poo(sen @) p(r')dV

Pero, teniendo en cuenta la Ec. (2.182) y que Py(z) = 1, se obtiene que Cyp = 1. En
consecuencia, el primer término de la serie de la Ec. (2.184) es

G M,
Up = ——= (2.185)
r
Luego, la Ec. (2.184) puede escribirse como:
G M,
Ulr) = ———2 4 wicee) (2.186)

r

donde:

G M o) l l
W(CCG) - _ p Z Z < ) Bm sen gp) [Clm COS (m)\) + Slm sen (m)\)] (2187)

T
=1 m=0
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Esto es, el potencial gravitatorio de la distribuciéon de masa aqui considerada consta
de un término central y otro perturbativo dado por la Ec. (2.187).

Considérense ahora los términos para los que [ = 1 y, por lo tanto, m = 0,1. Se
tiene, por un lado:

Pig(seny’) =seny’ y P(sen¢’) = (1 —sen®¢') = cos ¢’ (2.188)

y, por otro lado, las coordenadas cartesianas estan dadas en funcién de las esféricas

mediante:
' = 1" cos ¢ cos N

y' = 1r'cos ¢ sen N (2.189)
2 =1r"seny’
Nuevamente, en virtud de la Ec. (2.183) y teniendo en cuenta las Ecs. (2.188) y (2.189),
se tiene:

p
v
1 Y.
Sy = "n(rdV = =2
11 MpR///?/P(r) R
v

donde Xy, You ¥V Zeou son las coordenadas cartesianas del centro de masa de la dis-
tribucion de masa. Dado que tal punto coincide con el origen del sistema de referencia
elegido, ha de ser C'yg = C1; = S1; = 0. Luego:

l

W(CCG) — _GMP i

r

(%) P (sen @) [Chpy, cos (mA) + Sy sen (mA)] (2.190)

=2 m=0
Por tltimo, se consideran los términos para los cuales [ = 2 y, por tanto, m = 0,1, 2.
Teniendo en cuenta nuevamente la Ec. (2.189) y que:
(3sen’® ¢’ —1); Py (sen¢’) = 3sen ¢’ cos ¢’ (2.191)
vy Py(seny’) = 3cos? ¢/ (2.192)

Pyy(sen ') =

DN | —

se obtiene:

_ 1 N2 (02 2 /
CQO_zM;;R? /// [2(2) S )]p(r>dv
%
1 ! ! / 1 ! ! /
Oglzm 2 p(r")dV So1 = M, B2 y' 2 p(r")dV
s
1 / / / 1 /i /
022_MPR2///(5U2—92)P(F)(1V 522_2MPR2///$yp(r>dV
v
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Recordando las definiciones de los momentos y de los productos de inercia:

= )] o

(r')dV D= / / / Y2 p(')dV

/// 2 4+ 2*) p(x')dV E = /// 2’2 p(r')dV (2.193)
%
/// 2? +y?)p(r')dV F= ///x’y’p(r' dv
v
no es dificil ver que:
A+B—C= /// AV y B A= /// o)AV (2.194)
y, por lo tanto:
1
CQ[) = W[A+B - 20] - _JZ
E D
_ = 2.1
021 Mp R2 S21 Mp R2 ( 95)
B—-A F
C22_4MPR2 S”‘szR2

Se sabe que los momentos y los productos de inercia son las componentes del conocido
tensor de inercia del cuerpo considerado. Cabe destacar que siempre se puede encontrar
un sistema de referencia tal que dicho tensor sea diagonal, en cuyo caso los momentos
de inercia A, B y C se llaman momentos principales de inercia dado que cada uno
de ellos se calcula con respecto al eje principal (del sistema de referencia en donde el
tensor de inercia es diagonal) correspondiente y, en consecuencia, D = £ = F = 0.

Tal como puede observarse en las Ecs. (2.193), los momentos y los productos de
inercia caracterizan la distribucion interna de masa del cuerpo, es decir, el perfil de
densidad del mismo, p(r’), y esto mismo se ve reflejado en los coeficientes del campo
gravitatorio. El coeficiente Cyy mide la desviacion del campo gravitatorio del cuerpo
con respecto al potencial central, el cual seria generado por una masa puntual o por
una distribuciéon perfectamente esférica y homogénea, mientras que el coeficiente Coyy
mide la desviacion del mismo con respecto a uno con simetria rotacional. Vale la pena
destacar que el primero es generalmente el més apreciable —para el caso de la Tierra,
por ejemplo, el mismo es tres 6rdenes de magnitud mayor que los deméas—, aunque la
influencia de ambos en la dinamica orbital y rotacional es verdaderamente relevante,
tal como se verd mas adelante.

Para concluir este segmento de la construccion tedrica desarrollada, se hace ahora
la transformacion del potencial dado por la Ec. (2.190) de coordenadas esféricas a
elementos orbitales. Para ello, se utilizara la Ec. (2.160) expresada de forma un tanto
diferente, esto es:

—71 Lim (sen ) exp [imA] =

l
1 |
s Z Eirnp (1)

v,l— 2p
X Z Xl 2p+q

g=—00

mé + ¢im)]  (2.196)

e)exp [i (Ulmpq
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donde, nuevamente, se ha considerado A = a — 0 = a — §) + ) — 0. Ademas, las fases
suplementarias ¢y, estan dadas por la Ec. (2.153) y las combinaciones lineales vy,
por:

Vimpg = (I = 2p)w + (I — 2p + @) M + m§Y (2.197)

Luego, aplicando la transformacion (2.196) a la ya mencionada Ec. (2.190), se obtiene:

a oo 1 [ 00 - B
23 (1) 2 32 X
e

=2 m=0 q=—00

W (cce) (r) = —

X [Clm €08 (Vimpg — MO + Pum) + Spm sent (Vimpg — MO + P)] (2.198)

Por supuesto, el vector de posicion del punto genérico del espacio r puede asociarse a
aquél correspondiente a la particula k, es decir, a la particula que se encuentra en el
punto ry y su masa es my.

2.3. Estudio de la evolucién dindmica considerando
la disipaciéon en ambos cuerpos

En un articulo publicado recientemente, Boué¢ y Efroimsky (2019) desarrollaron un
formalismo para estudiar la evoluciéon dindmica completa de un sistema binario debido
a la interaccion de mareas, mas precisamente teniendo en cuenta la disipaciéon en ambos
cuerpos. Si bien este problema habia sido abordado por Kaula (1964) para estudiar la
evolucion del sistema Tierra-Luna, su tratamiento contiene algunos errores que pueden
llevar a resultados incorrectos, como por ejemplo que no se verifique la conservacion
del momento angular total del sistema.

Por supuesto, no se va a exponer aqui todo el desarrollo llevado a cabo por Boué y
Efroimsky (2019) sino simplemente se van a reproducir las ecuaciones de movimiento
obtenidas por dichos autores. La idea principal del trabajo antes citado, es que se
consideran dos sistemas de referencia, uno para cada cuerpo. Como cabe esperar, el
origen de cada sistema coincide con el centro de masa del cuerpo correspondiente y se
mueve solidario a él. Asi, se deben considerar, por un lado, los &ngulos de Euler que dan
la orientacion de cada cuerpo respecto de un sistema de referencia inercial y, por otro
lado, los elementos orbitales que parametrizan la posiciéon de cada cuerpo respecto del
otro. Dado que para pasar de un sistema a otro se requieren varias rotaciones sucesivas,
dicha transformacion solamente afecta a la inclinacion, el argumento del periastro y
la longitud del nodo ascendente de la 6rbita mutua vista desde cada sistema. Puesto
que el semieje mayor, la excentricidad y la anomalia media estan relacionadas con la
distancia entre los cuerpos, estos parametros no se ven afectados por las rotaciones. A
continuacion se presenta el sistema completo de ecuaciones de movimiento obtenidas
por Boué y Efroimsky (2019):

da 2 OR
- 2.1
dt  nadM’ (2.1992)
2 )
de _ 1—e* 0R _Vl-e OR N OR | (2.199D)
dt na?e M nate \Ow; Ows
M 2 1 — e?
ar_ 2 0R ¢ oR (2.199¢)

[ n _— —_—
dt na Oa nae Oe
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%— b (aR—cosz' QR)_ ! <8R — Ccos1t 8—R)
dt ¢y 6;sini; \Owy Lo na2y/1 —e2sini; \OSU 'O,
sin(w; —w2) OR cos(wy — wa) ( OR , 6’R>
_ S T w2) 9% —cosist ), (2.199d
na2v1 —e? Ot na2y/1 — e2sinis \ 0522 ot Ows ( )
%— b (aR—Cosz’ 8R)_ ! (8R — CoS 1t 8_R)
dt  Cy0ysiniy \ Ows 2052 na?v1 — e2siniy \ 0§ ? Oy

na2v1 —e? 0t na2y1 — e2sini;

sin(wy —wy) OR cos(wy — wy) OR . OR
— — — 2.1
a0, COS 11 Pk (2.199¢)

dw; I6] % V1—e? % COs 1y OR

= — - — + - v
dt C 6y sin iy 04 nate Ode  na?+/1—e2siniy 0i
cos iy cos (w; — wq) OR cos i1 sin (w; — wo) ( . OR  OR

— COSlg—— — —— 2.199f
na?+v1 —e2sini; 0la  na?+/1 — e2sini; sinisy 23@02 an) ( )

dwy I6] @ V1—e? % COS 19 oR

- : — + - -
dt C 05 sin iy Ota na?e Ode  na?y/1— e2siniy 0is

_ €O i3 COS (wy —wy) OR _ cosigsin (wo — wy) (cosi OR B OR > (2.199g)
na?v1 —e2siniy 01 na?+v/1 — e?siniysini; R IoN s
d§  Beosii OR N B cos ey (SinQ ot i OR 089 oR siana_R>
dt 01 91 sinil 821 01 91 sin &1 ! ' ag?,l ! aZ1 sin 7;1 awl
1 OR cos (we —wy) OR

_|_

— + —
na?v1 —e2sini; 011 na?+v/1 — e?sini; Ois

sin (w; — wo) . OR  OR )
+ —_—— 2.199h
na?+v1 — e?sini; sin is (COS " Owy 05 ( )
d§2,  Pcosiy @4_ [ cos ey <sin§2 ot i OR 08O 8_R_sin§228_R>
dt Cy Oy siniy Ote Oy by sin ey 2 2 OS2 2 iy sinis Ows
1 OR cos (w1 —wy) OR

+

na?+v/1 — e2sini, Oig * na?+v/1— e2siniy 04y
Y C ) <Cosila—R . a—R) (2.1991)
na?+/1 — e2sinis sini; Owr 0§
donde g = % es la masa reducida, mientras que i1, wy y §2; son la inclinacion, el
argumento del periastro y la longitud del nodo ascendente de la 6rbita con respeto al
sistema de referencia ligado al cuerpo 1. Por su parte, is, wy v §9 son la inclinacion,
el argumento del periastro y la longitud del nodo ascendente de la érbita con respe-
to al sistema de referencia ligado al cuerpo 2. C; y C5 son los momentos de inercia
correspondientes a los ejes de rotacion de los cuerpos 1 y 2, respectivamente.
Por supuesto, solamente hay un plano orbital, por lo que las inclinaciones antes
mencionadas pueden identificarse con las oblicuidades. Sin embargo, esto depende del
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sistema que se considere (G. Boué; comunicacion personal, 27 de septiembre de 2019).
Por ejemplo, si se estudia el movimiento de un planeta alrededor de una estrella —que
es mucho mas masiva que el anterior—, y se identifica el cuerpo 1 con la estrella y el
2 con el planeta, entonces 7; serd la inclinaciéon de la o6rbita del planeta, mientras que
19 serd la oblicuidad del mismo.

Para completar el sistema, son necesarias las siguientes ecuaciones que describen la
dindmica rotacional de cada cuerpo:

de, 15 . OR OR cos§), OR
Fra b (cos §2 cot iy, o + sen 5 sy door (2.200)
' d26 8 OR
k
-z 7 2.201
dt? Cr OS2 (2:201)
donde k£ =1, 2.

Cabe destacar que las ecuaciones antes presentadas fueron obtenidas bajo la llama-
da aproximacion giroscopica, la cual consiste en considerar el caso en que la velocidad
de rotacién intrinseca es mucho mayor que las de precesion y de nutacion. Ademas,
debe notarse la presencia de los términos que dependen de las velocidades de rotacion
de los respectivos cuerpos. Estos surgen debido a que los sistemas de referencia ele-
gidos (aquellos ligados a los cuerpos) no son inerciales y, por lo tanto, es de esperar
que aparezcan términos extras relacionados a la naturaleza de dichos sistemas de re-
ferencia. En relacion a esto ultimo, si bien Boué y Efroimsky (2019) no lo mencionan
explicitamente, en la deduccion de las Ecs. (2.199), (2.200) y (2.201) hicieron uso de
la libertad de gauge mencionada en la Subseccion 2.1.3. Tal como explica Efroimsky
(2005b), cuando se considera la dinamica orbital de un cuerpo respecto del sistema de
referencia no inercial solidario a un cuerpo rotante, en el cual el plano de referencia es
el plano ecuatorial, resulta mas conveniente la eleccion del gauge particular ® = p x f
(donde o es el vector velocidad de precesion), dado que simplifica en gran medida las
expresiones de las ecuaciones de movimiento (Efroimsky y Goldreich, 2004). El con-
junto de elementos orbitales que resulta de dicha elecciéon no es el clésico conjunto de

elementos osculantes, sino que es otro conocido como conjunto de elementos de contacto
(Efroimsky, 2005a,b).

2.4. Construccion del formalismo incorporando inter-
accion de mareas y triaxialidad. Deduccion de las
ecuaciones de movimiento

En esta seccion se desarrolla la construccion del formalismo que permite estudiar
la evoluciéon orbital y rotacional de un sistema de dos cuerpos debido a las mareas
que cada uno eleva en el otro y a la triaxialidad de cada uno de ellos, y se derivaran
las expresiones de las ecuaciones de movimiento a partir de las Ecs. (2.199), (2.200)
y (2.201) adecuadas para el estudio de la evolucion orbital y rotacional de un sistema
de dos cuerpos debido a las mareas que cada uno eleva en el otro y a la triaxialidad
de cada uno de ellos. Ambos cuerpos estan caracterizados por su masa (m; y ms),
sus radios (R; y Rs) vy, dado que se considera que cada uno rota alrededor del eje
correspondiente al mayor momento de inercia, también por sus respectivos C; y Cs.
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Ademés, la respuesta de cada uno de ellos ante las fuerzas que los deforman estan
caracterizadas por sus correspondientes funciones de calidad (Makarov, 2012):

k k k
KE({) (l wl(mpq> k:( ) ( ) coS el(m)pq (X("‘)) (2.202a)
k k k
K( ) <l l(,];)pq> = k:l( ) (X(k)) sen el(f;?pq (X(k)) sgn (wl(m)pq> , (2.202b)
donde k =1,2y y® |wlmpq| Estas funciones, ademas de depender de las frecuencias

a las que se excitan las deformaciones en cada cuerpo (X )), dependen también de la
reologia que se considere para cada uno. En el capitulo siguiente se tratara este tema
con mas detalle.

Para comenzar, es necesario dar primero la expresion de la funciéon perturbadora:

R= —% (m2 [Ur (r2,73) + Vi (r2)] + mu [Uz (11, 77) + Va2 (71)]) (2.203)
donde Uy (72, 75) v Uz (r1,7}) son los potenciales adicionales debido a la deformacion
por mareas de cada uno de los cuerpos, mientras que V; (r3) y Vs (1) son los potenciales
gravitatorios de cada cuerpo. Los primeros estan dados por la Ec. (2.175) (considerando
el caso j = k), mientras que los segundos por la Ec. (2.198).

El vector de posicion del cuerpo 2 respecto del cuerpo 1 se denota 7. Sus coordena-
das estan expresadas con respecto al sistema de coordenadas solidario al ultimo, por lo
tanto, los elementos orbitales asociados a dicha posicion son (a, e, M, iy, ws, ;). Analo-
gamente, 71 es el vector de posicion del cuerpo 1 respecto del cuerpo 2. Asimismo, sus
coordenadas estan expresadas con respecto al sistema de coordenadas solidario al 1lti-
mo; entonces, los elementos orbitales asociados a dicha posicion son (a, e, M, iz, ws, §25).
En virtud de esto, se tiene:

U1 :Ul(a,e,M,il,wl,Ql) UQZUQ((I,QM,Z'Q,CUQ,Qz)
m:‘ﬁ(a;e’Mailawbg?al) ‘/2:‘/2(0’767Mai27w27g22)
A continuacion se dan las expresiones explicitas de cada uno de estos potenciales per-

turbadores. Por un lado, el potencial adicional originado por la interaccién de mareas
en el cuerpo 1 estd dado por:

! [e's)

[e%) l l 0
Uy (r, ) = Gm2 SYS S Y S 0 (2.204)

=2 m=0 p=0 g=—00 h=0 s=—

donde

e = () () U2 ) o ()G )G

X [COS [(vl(;zpz - m@’{) — (vl(:n)hs — m@lﬂ Kf({l) (l,w,‘jqu)
+ sen [(Uz(rln)pz — m@f) — (’Ul(;)hs — m&l)] Kl(l) (l,wl(il)pqﬂ . (2.205)

Por otro lado, el potencial gravitatorio del mismo cuerpo generado por la distribucién
inhomogénea y permanente dentro del mismo es:

[e's) l l
Vilr) =TS ST S v, (2.206)
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Im Ul mpq Ul mpq

X [C(D cos ( W m6; + ¢1m> + Sl%) sen ( w mo; + gzﬁlmﬂ . (2.207)

Anéalogamente, la expresion del potencial adicional de mareas correspondiente al cuerpo
2 es:

00 l l 00 l o)
Ua(ra,r)) = ==2 3733 D0 30 Y Ul (2.208)
1=2 m=0 p=0 g=—o00 h=0 s=—o0
donde
Ry I+1 Ry l(l—m)'
e = () () 1t 2 = Gon) iy 1)Gi(e”) P ()G )

X [COS [(vl(;)p; - m@é‘) — (Uz(i)hs — mGzﬂ KP({Q) (l,wl(i)pq)
+ sen [(vi’:pq —m#by) — (vl(jzhs — m&z)] K1(2) <l,wl(33pq>} ;(2.209)

mientras que aquella correspondiente a su distribucién permanente e inhomogénea de
masa en su interior es:

RIS > Ve (2.210)

Vs (7“1) = —
=2 m=0 p=0 ¢=
donde
Ry l
Vlg;q = (?) Finp(iz) Gipg(€)

X [Cl(m) cos (v,‘nqu —mby + q§1m> + Sl(fn) sen (Uz(fn)pq —m0y + ¢lm>:| . (2.211)
Puede verse que en estas expresiones se han utilizado las funciones de la excentricidad
Gipg(e€), las cuales estan relacionadas con los coeficientes de Hansen mediante (Giaca-
glia, 1976):
Gipg(€) = X, 51y (e)

l—2p+q
A fin de evitar la presentacion de una sucesion de ecuaciones similares, puede obser-
varse que las expresiones de las sumas de los términos adimensionales correspondientes
a los potenciales perturbadores debidos a la interacciéon de mareas y la triaxialidad de
cada cuerpo, dadas por las Ecs. (2.205), (2.209), (2.207) y (2.211), respectivamente,
son analogas entre si para cada efecto. Esto es, identificando a cada cuerpo nuevamente
con el indice k antes considerado, las Ecs. (2.205) y (2.209) pueden condensarse en:

o= () () U0 ) i 0o P )Gl

X [COS [(vl(:l)pz — mQZ) — (Ul(,];)hs — mekﬂ K(Rk) (l7wl(rljz)pq)

+ sen [(vﬁqu — m@Z) - <Ul(1’:1)hs - m@kﬂ K® <l l(fl)pqﬂ . (2.212)
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mientras que las Ecs. (2.207) y (2.211) pueden englobarse en la expresion:

k R\’ .
Vins = (; Finp () Gipal€)
X [qg';) cos (vl‘fqu MmO+ gblm) 1 5™ sen (vl(ff}pq —ml+ gblmﬂ . (2.213)

De esta manera puede simplificarse un poco la exposicion de las derivadas antes men-
cionadas. Con respecto a esto ultimo, cabe destacar que la regla general para calcular
las derivadas de los potenciales mareales es derivar con respecto a las variables sin as-
terisco y luego identificar aquellas con asteriscos con las anteriores. Esto es equivalente
a evaluar dichos gradientes en r; = 7] y en ry = 7}, respectivamente.

A continuacion se van a dar las expresiones de las derivadas de cada uno de los
potenciales perturbadores y de la funcién perturbadora con respecto a los elementos
orbitales.

Semieje mayor

Dado que los cuatro potenciales dependen de a, la derivada de R respecto de dicho

parametro es:
OR 1 ou, oWy oU, 0V,
90 8 [m (%*%) T (%*%)}’ (2.214)

Las expresiones correspondiente de las derivadas de U; y U,, por un lado, son:

8U1 . GTI’LQ ale
9 @ S ( 9 ) , (2.215)
' oU. G oU.
2 L 2
YRR S ( 9 ) , (2.216)
donde

2041
[ —m)!
( (2 — dom)

3Uk fe’e) 1 l o) l [e%) Rk m)
() -CXY Y Y ()
X Fimp (k) Gipg(€) Fimn (1% ) Gins (€)

x [eos (uff, v, ) KL (L) +sen (vl —off) KO (Lt )] 2217)

Por otro lado, las derivadas de V; y V5 respecto de a son:

0~ a2 9 (2.218)

g (%) - i i i :i (1+1) (%)l Frimp (%) Glipg (€)

m=0 p=0 g=—o00
(k)

k —
mpq

m Oy + ¢lm> +5® gen (v{fqu — b, + gblmﬂ . (2.219)
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Luego, reemplazando las Ecs. (2.215), (2.216) y (2.218) en la Ec. (2.214) se obtiene:

() oo () o2 (22 o5 (2]
a my a a a a (2.920)

Excentricidad

También en este caso ocurre que los cuatro potenciales dependen de la excentricidad.
Por lo tanto, la derivada de R respecto de e es:

orR 1 ov, oV, oUy, 0V,
"B [m (¥+a_) tm (7*%)] (2.221)
donde se tiene, para Uy y Us:
8U1 Gm2 8U1
- = - - 2.222
Oe a > ( Oe ) ( )

(2.223)

0U2 Gm1 <8Ug)
772 g :
de a

respectivamente, donde:

(#)-ZESEEE (B fe-w
X Fimp (i) Grpg (e )Flmh(zk)dG:ih;( e)

X [cos (Ul(rljz)pq — vl(:zhs> Kl(f) (l,wl(fn)pq) + sen (vl(:gpq — vl(fl)hs) K( (l wl:l)pqﬂ . (2.224)
En cambio, para V; y V5 se tiene:

P __Gmeg (94)

de  a Oe

(2.225)

oV o L 1 R o
(%) -5 33 5 e (5 2l
oo =0+ (mm) + Sip) sen (”(k) m Oy + cbzmﬂ . (2.226)

Impq —

Luego, reemplazando las Ecs. (2.222), (2.223) y (2.225) en la Ec. (2.221) se obtiene:
o2 (2) () 25(2) ()
e e e e e (2.227)

= n’a S(aalj)
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Anomalia media

Una vez mas, a igual que para el caso de las derivadas respecto de a y de e, los cua-
tro potenciales perturbadores generados por ambos cuerpos dependen de la anomalia
media. Luego:

OR 1 ou, 0V, oUy, — 0Vs
e i E 2.22
oM~ B {mz (8M - azw) m (aM aM)] (2.228)
Siendo, por un lado:
8U1 . Gmg 8U1
- a S (8_M) , (2.229)
' oU. G oU.
2 Lm oz
I . S (8 ) , (2.230)
donde

X Fip (i) Gipg(€) Fimn (i) Gins () (I — 2h + 5)
o (o8 8 9 () — o (o ) 9 ()]s 2200

Por otro lado, se tiene:

oM e (m) (2.232)
donde
oV co 1 l 00 l
() = 220 2 (%) FunpliGinlet ~ 2040
=2 m=0 p=0 g=—o0

X [ sen (Ulmpq —mo + ¢lm> + Sl(:z) cos <Ul(7liz)pq —mb + ¢lm>i| . (2.233)

Luego, reemplazando las Ecs. (2.229), (2.230) y (2.232) en la Ec. (2.228) se obtiene:
OoR 9.9 mo 8U1 8\/1 aUQ 8V2
o~ [mls (8M) S (6]\/[) i <8M) S (aMﬂ

OR
2 2
- S(aM)

Inclinacién respecto del ecuador del cuerpo k

(2.234)

Dado que los potenciales perturbadores generados por cada cuerpo dependen de
la inclinacién del plano orbital respecto del plano del ecuador del mismo, entonces la
derivacion de aquellos se debe llevar a cabo respecto de dicha inclinaciéon y no de la
que corresponde al otro cuerpo. Esto es:

8R . mo <8U1 a‘/1)

5 \an T

=7 (2.235)
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y
OR  my (OU; 0V,
9i B (az'g " 5i2) ’ (2:230)
Siendo, por un lado:
8U1 G mo 8U1
e - 2.2
62’1 a S < 821 ) ’ ( 37)
' oU: G oU-
2 my 2
2 _ == 2.2
donde

=2 m=0 p=0 g=—00 h=0 s=—o0

X Flmp (ik)Glpq (@) E—

(k) (k) (%) (k) (k) (k) (k) k)
X [cos (vlmpq - vlm,w) Ky (l,wlmpq) + sen (vlmpq — vlmhs> K; (l wlmpqﬂ . (2.239)

Por otro lado:

= - - 2.24
N a 5 (8%) ’ (2:240)
donde
) o o R\ dFi(ir)
s(G2) =Ly > (Br) dimlie, ()
=2 m=0 p=0 g=—oc0
X |:Olnl@) cos vl( )pq —mb + gblm> + SI(Z) sen (Ul(fl)pq —mb, + gzﬁlm)} . (2.241)

Reemplazando entonces las Ecs. (2.237) y (2.240) (con & = 1) en la Ec. (2.235) se
obtiene:

8R Gm1 mo 6U1 8V1 . Gm1 mo OR
i s () 9 ()] =5 ()

oU, vy OR
— n2a o1 n2a?
- [T () +5 (G = (58)

Luego, reemplazando entonces las Ecs. (2.238) y (2.240) (con k = 2) en la Ec. (2.235)
se obtiene:

8R Gm1m2 8U2 a‘/g 7Gm1m2 8R
- S<am>+s(a—@~2)}——ﬁa (&)

(2.242)

2.243
= n%a’ saU2 rs (2% 2,26 (R —
- 822 822 (9@2
Argumento del periastro respecto del ecuador del cuerpo k&
Este caso es similar al de la derivacién con respecto a i;. Esto es:
OR mo aUl aVvl
— = =— 4+ = 2.244
8&)1 5 (awl * &ul ( )
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Yy
OR o ma 6U2 a‘/Q
8_(,02 = ? (8_(,02 + 8_(,«)2) . (2.245)
Siendo, por un lado:
8U1 . Gm2 aUl
o = - S <8_w1) (2.246)
' oU. G oU.
2 U oz
o - S <6w2) , (2.247)
donde
8Uk [eS) l l 9 l [eS) 204+1 (l _ m)
$(5r) - DN IPIPIP) (%) e

X Frmp (i) Gipg (€) Fimn (k) Gins (€) (1 — 2h)
X [sm (Ul(,];)pq — Ul(:zhs) Klgk) (l, wl(fn)pq> — o8 (,Ul('rlz)pq — vl(,];)hs> K <l Wl:?pqﬂ ., (2.248)

y, por otro lado:

We __ Grug (%) (2.249)

Owy, a? Owy,

a‘/k 00 l l 9] Rk
(2233 3 (%) A )
o — MOk + ¢lm> + Sl(:b) cos (Uz(:z)pq —mb, + ¢lm>:| . (2.250)

Luego, reemplazando las Ecs. (2.246) y (2.249) (k = 1) en la Ec. (2.244) se obtiene:
8R:Gm1m2 S 0U1 +S % :Gmlmgs 8R
Owy Ba 8w1 Owy Ba Owq
oU ()% OR
— n2q2 1 Y1 n2q2
() ()]s (2)
Ademaés, reemplazando las Ecs. (2.247) y (2.249) (k = 2) en la Ec. (2.245) se obtiene:
OoR _Gm1m2 S 3U2 +S % _Gmlmgs OoR
dwy  fa Mo (%12 Ows  Ba Ows
oU, oVs OR
— n2a oVa n2a
- [mzs (3002) +S(3w2)] S(aw2)

Longitud del nodo ascendente respecto del ecuador del cuerpo k

(2.251)

(2.252)

La derivacion con respecto a la longitud del nodo ascendente medido en el plano
ecuatorial del cuerpo k es totalmente analogo a la derivaciéon con respecto a i y a wy.

Se tiene:

"B\ o
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Yy
— = | ==+ = 2.254
982 B \0§k OS2 ( )
Siendo, por un lado:
8U1 G ) < 8le >
— = S| — 2.255
IS a IS ( )
y
(9U2 G my ( a[j2 )
— =— S| =— 2.256
OS2 a I ( )
donde:

8Uk 00 l l 0o l 00 (Rk)ZlJrl (l—m)‘
=k — Som
o) TER X L2 () e
X Fimp (k) Gipg(€) Fimn (i) Gins (€)
X [sm (vl(:fl)pq - vl(:’b)hs> Kf({k) (l,wl(:fl)pq> — cos (vlmpq - vlmhs) K (k) (l wlmpqﬂ . (2.257)

Por otro lado:

(2.258)

- GIon

3§2k N (12

[e.9]

s (5 ) - YT Y (R—) Finp i) G}

m=0 p=0 g=—o00
)

—mb + ¢lm> + Sl(’rljz) cos (Uz(:z)pq —mb, + ¢lm>:| . (2.259)

Luego, reemplazando las Ecs. (2.255) y (2.258) (k = 1) en la Ec. (2.253) se obtiene:
298 pa 891 295 Ba 295

2 o | M2 8U1> (a%)} <8R>
— Mg (1) 4 g S8 a?$
e {ml <aszl o o)

Analogamente, reemplazando las Ecs. (2.256) y (2.258) (k = 2) en la Ec. (2.245) se
obtiene:

OS2 N Ba 892 8§22 B Ba I

_ 22| 8U2) (3‘/2)] 20 <8R>
_ S Sy ats S
e [ (8522 2\ a0, 952

El paso siguiente consiste en reemplazar las Ecs. (2.220), (2.227), (2.234), (2.242),
(2.243), (2.251), (2.252), (2.260) y (2.261) en las Ecs. (2.199), (2.200) y (2.201). El
resultado es:

(2.260)

(2.261)

da OR

n —2naS<aM) (2.262a)
de nyv1—e? 5 OR OR OR
i [” — S (aM) -5 (awl) : (%)] ’ (2.262b)
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dM OR\ n(l—e?)  [(OR
s (O 0o (91 (2.2620)

% = —Gm1 2 [S (8—R) — oSS (a—R)]
dt a6, seniy Owy . 921
n 1 OR . R OR
Vi (senil [S (T%) — cos 1S <8_w1>} + sen(w; — we)S (8_22>
cos(wy — wo) OR . OR
+ — {S <(9§22> — €08 195 <8w2)1> , (2.262d)
b () s
dt CLCQ 92 sen 7:2 a(JJ2 2 8822
n 1 OR . OR OR
_ N (senig [S (T%) — €08 195 (8_0@)} + sen(ws — w1)S ( )

cos(wy — wy) OR :
— (2.262e¢)
+ —) [S (8521) coS 115 (3001 ]) , 62e)

dw, G myme OR nv1—e2 [(OR
hme g (O vl Z g (O
dt  aC,6;seni; \ 90 e Oe

o nceosh (S <8R) + cos(wy — wy)S <%)
V1 —e?2seniy iy ! ? Dy
sen(w; — wo) _ OR OR
+ — [cos 029 (8w2) -9 (&Qz)}) ., (2.262f)

de Gm1 mo OR ny 1 —e2 OR
: S| =— | +——S | =—
dt  aCy6yseniy, \Oiz e de

o ncosty (S <8R) + cos(wg — wy)S (%)
V1 —eZsenio s 2 ! s

sen w2 —wi) OR
— [coszlS <8w1> S <8§21)}> , (2.262g)

dQl . Gm1 mo OR
T Ch 91 ( ot 1S (821) + cot eq {sean cot 115 <8Q1> cos §215 ( )
(

621
sen §4 OR R
sen i > (3w1)D G —e2sen21 (S (321) ¥ cos(ws — ) < )

sen(w; — wy) . OR
+ — |:COS 25 <8w2> (&QQ)}) 2.262h)
dQQ B Gm1 mo 8R . 8
i v 0.2 ( ot 195 <822) + cot &g [sengzg cot 155 <8Q2> coS §295 <822)
sen $o OR n OR
Sen iy > (Ga)g)}) * V1 —eZsenis <S <8i2) T cos(en —w) <821)
(

sen(wy — wy) , OR OR ,
+W |:COS le (8_M) S (OQI)]) s 2. 2621)
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d€1 Gm1 mo

[ OR
At a6, {COS% cotns (Tﬁl)
Fsen §2,S (8R> _ osdhg (a_z%)] . (2.262))

011 sen i, Owq

desy Gmqimsy [ , ( OR >
— = ————— 2 |cos§)ycot oS | ——
dt a 02 92 SZ2 ? 8522

sen s (28] — Cosflag (ORNT o o601
iy sen iy Owo
d291 Gm1 mo OR
FTER——e) S <8g21) , (2.2621)
' d26 G OR
2 Lmimy
ST o Cs S (8522) ) (2.262m)

Las ecuaciones de movimiento asi obtenidas adquieren generalidad puesto que se
derivan de la construcciéon de un formalismo desarrollado tomando en consideracion
tanto la interaccién de mareas como la triaxialidad de ambos cuerpos. Ademés de es-
to, estas ecuaciones tienen dos caracteristicas importantes. La primera de ellas es que
son validas para cualquier valor de la excentricidad y de las inclinaciones. La segunda
es que, como se han escrito en términos de productos entre factores dimensionales y
sumas de términos adimensionales, por un lado resulta sencillo verificar si las unidades
de cada derivada son correctas y, por otro lado, también se simplifica su expresion
computacional para su posterior aplicaciéon en el modelado y simulaciéon de diversos
sistemas. Ahora bien, obviamente es imposible lograr la expresion computacional de
dichas ecuaciones. Resulta entonces necesario considerar algunas aproximaciones. En
primer lugar, dado que generalmente en el estudio de la dindmica orbital de sistemas
planetarios se centra la atencion en la evolucion de dichos sistemas a largo plazo, se
van a considerar solamente los términos seculares de los potenciales perturbadores. En
el caso de los potenciales de mareas generados por cada cuerpo, los términos antes
mencionados son los que verifican h = p y s = ¢ en las Ecs. (2.217), (2.224), (2.231),
(2.239), (2.248) y (2.257). En el caso de los potenciales debido a la distribucion perma-
nente e inhomogénea de masa, se consideran los términos seculares asociados solamente
al coeficiente Jy (Kozai, 1959; Kaula, 2000). En lo que respecta a la evolucion rota-
cional, méas especificamente a la evolucion temporal de los &ngulos de rotaciéon propios
(0x), también se acostumbra a considerar la evoluciéon debida a los términos seculares
del torque de mareas (Efroimsky, 2012; Makarov, 2012; Makarov et al., 2012; Noyelles
et al., 2014; Veras et al., 2019). Sin embargo, existe una diferencia fundamental con
respecto a la dindmica orbital: un cuerpo celeste rotando puede quedar capturado en
una resonancia espin-orbita, es decir, puede ocurrir que el cociente entre la velocidad
de rotacion del mismo y la frecuencia orbital media sea igual a un ntimero racional.
Si se considera la evolucion rotacional debida solamente a los términos seculares del
torque mareal, entonces (dadas las condiciones iniciales) se puede determinar si un
planeta puede quedar capturado en una de dichas resonancias o no. En cambio, si se
considera también el llamado torque triaxial —del cual se va a tratar mas adelante—
las capturas antes mencionadas pasan a ser un hecho probabilistico en lugar de de-
terminista. Sobre esto también se va a discutir mas adelante. El torque triaxial antes
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mencionado, esté relacionado con el coeficiente Cy, del potencial gravitatorio genera-
do por las distribuciones inhomogéneas de masa. Por lo tanto, para el estudio de la
dindmica rotacional, también se van a considerar los términos relacionados con dicho
coeficiente. En resumen, de los infinitos términos que componen los potenciales V; y V5
los tinicos que tendran relevancia en el contexto del presente trabajo son los términos
seculares relacionados con Jy y con Csy que, como se vera més adelante, estos tltimos
son de naturaleza puramente oscilatoria.

Si bien se indicd anteriormente que se van a considerar solamente los términos
seculares de los potenciales perturbativos de mareas y aquellos relacionados con el co-
eficiente Jy para el estudio de la dindmica orbital, puede observarse que las Ecs. (2.262)
aun contienen términos oscilatorios, es decir, aquellos que contienen senos y cosenos de
wr v . Por lo tanto, la eliminacion de los mismos requiere llevar a cabo un prome-
diado explicito de las ecuaciones correspondientes. El resultado de esta operacion es:

() =2ee(ela) o2
() - == ()
~(s(@0) (2] e
()= (s(G) 220 (F) e
(i) = ctitems (1)) o= ()
~ T () o (5 (55))] - e
(3) - cim [ (55)) - = (s (32))]
S () o (5 (5))] oo

«/ — e2seniy

dt a Oy 0, sen i, al1 e Oe
n COS 1y OR
1 [s(Z2)), (2.263¢
\/1—ezseni1< <3i1)> ( )
dt a Csy ég Sen 7o 87'2 € Oe
7. COS 19 OR
————2 [s(Z=2)), (2.263
\/1—6286112'2< (3i2)> (2.263)
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— " otig (S8 )Y — 2 (s(ZE)Y, (2.263n

< dt aC, 0, corn 01y V1 —e2seniy 01y ( )
- - t S| — + S| — , 2.263

< dt aCy 0, o 01y V1 —eZseniy Dy ( Y

donde los corchetes rectangulares que encierran los simbolos de las sumatorias de
los términos adimensionales indican que se consideran solamente los términos seculares
de los potenciales perturbadores correspondientes.

En virtud de las Ecs. (2.220), (2.227) y (2.234), se tiene:

(s (mean)) = e (5 (i) + 5 (oern))
# (8 (o)) (¢ (Gaeam)) 220

a I+ m)' (2= 9om)

X Py (i) Gly(€) KL (Ll )+ (2:265)

lpq ) lmpq

(s(E)-EXE & (%) e-n
dGipg(e)

X Fiy (i) Gipg(€) =25 Ky (z,wl(,’;)pq) (2.266)

x F2 (i) G2, (e) K (z w® ) (I—2p+q). (2.267)

» lmpq

En lo que concierne a las derivadas del potencial perturbador con respecto a iy, wy v
$2, por un lado, a partir de las Ecs. (2.242), (2.251) y (2.260) y, por otro lado, mediante
las Ecs. (2.243), (2.252) y (2.261), se tiene que:

(o)) = (s Gaoan)) + S Gaoay)) @2

y
$(omam)) = mrmm)) ram)) @
donde:
GEN-SEE S () e
< Fing i) 2208 G20 K (1l ) - 2270
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x B2, (i) G2 (e) K (l,w(k) )(z—zp). (2.271)

lpq lmpq

U, o 1 1 oo RN\ (1—m)
(Ga)) - 2EX X (3) wirmmet
X P (i) GRy(e) KLY (L, ) . (2:272)
Las expresiones de los términos seculares de las sumas adimensionales correspondientes
a los potenciales perturbadores debidos a las distribuciones inhomogéneas y permanen-
tes de masa se desarrollaran en la siguiente seccion.

Si se reemplazan las Ecs. (2.264), (2.268) y (2.269) en las Ecs. (2.263) no es dificil
mostrar que cada una de estas ultimas pueden escribirse como sumas de la variacién
temporal de cada elemento orbital correspondiente debidas a la interacciéon de mareas
y a los potenciales expresados en funciéon de los coeficientes de los campos gravitatorios
correspondientes a cada cuerpo (CCG) —originados por las distribuciones inhomogé-
neas y permanentes de masa—. Esto es:

mareas CCG
<dC’i>:<dCi> +<dCZ-> (2.273)
dt dt dt
donde, por supuesto, C; = (a,e, M, ix,wy, ;). Obviamente, se puede llegar a esta
misma conclusion considerando también los términos oscilatorios de los gradientes de
los potenciales perturbadores.

A modo de ejemplo, considérese el primer término del lado derecho de la Ec. (2.273),
es decir, la evolucion temporal de los elementos orbitales debido solamente a la inter-
accion de mareas. Esto es equivalente a descartar, por un lado, el segundo y el cuarto
término de la Ec. (2.264) y, por otro lado, el segundo término de las Ecs. (2.268) y
(2.269). Reemplazando entonces dichas ecuaciones con los términos restantes en las
Ecs. (2.263), se obtiene:

(3 ) 26
(47 T (e (s () 2 ()
) ). e
() e () 25 (5)
e () 2 (s (8] e
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(%) ~raie o (5 (5)) e (s G )
dt a Cy 6y sen i m1 0wy ! aSu
n (9U1 . (9U1
B _ 9 2.274
1—eren21m1 [<S (391)> s <S (5w1)>} » (2.274d)
(&) i K (5:) ) =5 (52))
=% — —cosis { S
dt a Cly 0 sen iy mz 2
n (9U2 aUQ
_ 1_e2seanm2 [< <@>>—cosz2< <8w2>>1’ (2.274e)
<%>mareas _ Gml m2 <
dt a C’1 G, seni; M1

(&

0

SIS

ouU.

l\D

U)QJ

()=

011 e

; |
)] - e (s ()
()= s (5))

<%>mareas B G ml m2 <
dt a C’z 0y sen iy Mo Diy e 0
) > (2.274g)

S
(
o G ())] - e ()

<d§21 >mareas Gmymy ms < (am) >
—= = S
dt aCh 6, ml iy

mo (9U1
—_ S| — 2.274h
\/1—62sen21m1< <3i1>>7 ( )

ngQ mareas G miq Mmoo ™y . aUQ
—= = —————cotig ( S| =
dt a 02 QQ meo 3z2

n my 8U2) > .

+ ——(S| =] ). (2.274i

\/l—ezseni2m2< (312 ( )

Es importante destacar aqui que estas expresiones también son validas si se consideran

tanto los términos seculares como los oscilatorios de los gradientes de los potenciales

perturbadores originados por las mareas en ambos cuerpos.
Con respecto a la evolucion rotacional, puede verse que las ecuaciones que dan
la derivada temporal de £; y €2 no contienen términos seculares, es decir, su prome-

dio temporal es cero. Més adelante se tratardn en detalle las ecuaciones que dan las
aceleraciones angulares.

2.5. Construccion del modelo dinamico

Hasta este punto, solamente se han tenido en cuenta aspectos generales de las ecua-
ciones de movimiento. El siguiente paso seréd, naturalmente, obtener expresiones de las
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mismas que sean adecuadas para cumplir con uno de los objetivos centrales planteados
en este trabajo: estudiar la evolucién dinamica de un sistema binario compuesto por
un planeta rocoso y su estrella anfitriona. Por lo tanto, resulta necesario que en este
punto se establezca y se exponga de forma clara el modelo teérico construido para tal
fin.

En primer lugar, se utiliza la aproximaciéon cuadrupolar, es decir, se consideran
todos los términos con [ = 2. Esta eleccion, en principio, esté justificada porque se van
a considerar valores suficientemente bajos para la excentricidad (Boué y Efroimsky,
2019). En segundo lugar, se van a considerar también inclinaciones bajas o muy bajas.
Si bien en nuestro sistema solar se observa que los planetas se encuentran en oOrbitas
que son casi coplanares entre si y con el plano del ecuador del Sol (Murray y Dermott,
1999), quizas sea demasiado aventurado afirmar que cabe esperar que esta estructura se
repita en los sistemas planetarios extrasolares. En lugar de presentar esta consideracion
de inclinaciones bajas como una aproximacién, resulta més conveniente incluirla como
una suposicion dado que se desconocen los valores de las inclinaciones orbitales de
las exotierras. En este sentido, una manera de trabajar es fijar valores arbitrarios para
estimar escalas de la evolucion temporal de las inclinaciones u oblicuidades. Por ultimo,
solamente se va a considerar la triaxialidad del planeta. Esto implica, por un lado, que
si Ay, By y Cs son los momentos principales de inercia del dltimo con respecto a los
ejes x, y y z, respectivamente, se asume que Ay, < By < (5. Para la estrella, en
cambio se supone que A; = By, con lo cual se anulan todos los términos relacionados
con el coeficiente Cyy del campo gravitatorio de la misma. Por supuesto, atn va a ser
necesario estimar el valor de C5, dado que aparece explicitamente en las ecuaciones de
movimiento. Por otro lado, se va considerar solamente la influencia del coeficiente J,
del planeta. En esta primera aproximacion al problema planteado en este trabajo se
desprecia el efecto de J; correspondiente al campo gravitatorio de la estrella, si bien su
influencia en la dinamica podria ser importante (G. Boué, comunicacién personal, 20
de febrero de 2020).

En virtud de que se van a considerar (o suponer) inclinaciones y excentricidades
bajas, a continuacién se van a presentar algunas aproximaciones disponibles para tales
casos. Las funciones de la inclinacion estan definidas mediante la expresion (Gooding
y Wagner, 2008):

. [+ m)!
Finli) = 57

(2l —2 2 (1 (1
X Z(—l)]( j p) (l B nf—j) cog3l—m=2r=2j (%) sin™ 2P +2) (%) , (2.275)

J

En la Tabla 2.2 se muestran especificamente las funciones correspondientes a [ = 2, asi
como también sus derivadas primeras. En la misma puede observarse que solamente
F201(7) v Foo() tienden a valores no nulos a medida que la inclinacion tiende a cero. En
consecuencia, de todos los términos de los potenciales adicionales de mareas, cada uno
de ellos etiquetado con cuatro indices (Impq), los més importantes a bajas inclinaciones
van a ser aquellos correspondientes a (Impq) = (201q) y (Impq) = (220q). Por supuesto,
esto dltimo también vale para el potencial debido a la distribucién inhomogénea y
permanente de masa en el interior del planeta que, coincidentemente, corresponde a
los términos asociados a los coeficientes Jy y Cos.

A fin de hacer posible la implementacion de las ecuaciones de movimiento, resulta
necesario discutir acerca del truncamiento de las series en ¢. En términos generales, las
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Tabla 2.2: Funciones de la inclinacién para [ = 2 y sus derivadas primeras.

: dFamp(i dFamp(i
m p FZmP(Z) Zd—z() sini <F2mp( )Zd—z()>
0 O % sin? % Sin ¢ cos ¢ = sin?i cos i
0 1 —%sinzi—l—% —%sinicosz’ —%cosz'(%—%sin%)
0 2 g sin? i % sin i cos ¢ 35 8In” 4 cos
1 0 —3(l4cosi)sini —3[cosi+cos(2i)] 15 (14 cosi)[cosi+ cos(2i)]
11 3 sinicosi 3 cos(2i) 9 cos i cos(2)
1 2 3(1—cosi)sini  2[cosi—cos(2i)] % (1—cosi)[cosi— cos(2i)]
2 0 %(1—1—0082’)2 —3(1+ cosi)sini —%(1+cosi)3
2 1 % sin?i 3sinicost g sin?i cos i
2 2 3 (1 — cos i)? 23(1 — cosi)sini 21— cosi)®

funciones de la excentricidad se definen mediante:

r\ —(+1)
<a> exp[i(l —2p)v Z Gipe(e)exp [i(l — 2p + q) M], (2.276)
q=—00
donde:
r_ - (2.277)
a l+4+ecosf’ '

Asi, las funciones de la excentricidad quedan definidas como los coeficientes de la
expansion en series de Fourier de la funcién que se encuentra en el lado izquierdo de la
Ec. (2.276). Por supuesto, las derivadas de las Gy, también son necesarias, tal como
puede verse en las Ecs. (2.224) y (2.226). Estas pueden definirse de forma analoga como
los coeficientes de la expansion en series de Fourier de la derivada de la funcion del
lado izquierdo de la Ec. (2.276) con respecto a la excentricidad, esto es:

S| &) et -z - S 90mO) g g ], (22m)

Oe 2 -+
donde
0 (1+1) ) , o
de {(5) ' exp [i(l —2p) f]} = (2) * (1+1) (1 _662 n C081f+ eecoss;n f>
0
+i(l - 2p)a—£] exp [i(l — 2p)f], (2.279)
y

af  sinf
de 11—
Las expresiones correspondientes a (lmpq) = (201q) son:

(2 +ecos f). (2.280)

<£>3 = Z Gag(e) cos (q M), (2.281)

a
q=—00
7\ 3 2e cos f — e% sin f =, dGay(e)
a y = —= M). 2.282
<a> 3(1—62+ 1+ecosf q:zoo de cos (¢ M) (2.282)
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Tabla 2.3: RSMD entre los lados izquierdo y derecho de las Egs. (2.281), (2.282), (2.283) y
(2.284). Las columnas cuatro a siete corresponden a las partes real (Re) e imaginaria (Im)

de las ecuaciones antes mencionadas, respectivamente. Estos resultados se obtuvieron para
e=0,1.

RMSD
Imax "5 981) (2.282) Re (2.283)  Im (2.283)  Re (2.284)  Im (2.284)
2 4757 x 1073 1,443 x 1071 1,237 x 1072 1,237 x 1072 3,705 x 10~* 3,704 x 107!
4 9,885 x 1075 4,963 x 1073 4,149 x 107* 4,148 x 10* 2,065 x 1072 2,065 x 102
6 1,997 x 107 1,399 x 107* 1,175 x 107 1,175 x 10™® 8,183 x 10~* 8,183 x 10~*
8 4,065 x107® 3,563 x 1076 3,117 x 1077 3,052 x 1077 2,708 x 1075 2,717 x 107°
10 1,001 x 107® 1,142 x 1077 7,274 x107% 1,078 x 1077 9,280 x 10~7" 9,066 x 1077
12 9,977 x 1072 7538 x 1078 7,213 x 107® 1,076 x 1077 4,663 x 1077 4,368 x 1077
Mientras que aquellas correspondientes a (Impq) = (220q) son:
7\ 3 >
(%) [ o } 2v)= 3 Gayle) [ . ] (2 + q)M], (2.283)

q=—00

r\ 3 2e cosv — e sinv COS ov [ —sin
~ 3 De ) 2 P 20)| =
(a) [ (1—62+ 14 ecosv ) [sm]( v)+ 66[ CoS }( V)]

Z dGQQq (6) |: COS :| [(2 + (])M] . (2284)

de sin

g=—0o0

El problema de determinar cuantos términos se deben conservar para obtener una
representacion suficientemente precisa de las funciones en los lados izquierdos de las
Ecs. (2.281), (2.282), (2.283) y (2.284) puede resolverse comparando con sus representa-
ciones en series de Fourier presentes en los lados derechos de las respectivas ecuaciones.
El criterio adoptado en este trabajo fue calcular la raiz cuadrada del valor medio de
las diferencias al cuadrado (RMSD, por sus siglas en inglés) entre los lados izquierdo
y derecho antes mencionados correspondientes a distintos valores de ¢y, siendo este
el niimero maximo de términos de dichas expansiones. Expresado matematicamente:

— \/ £ lo(es £) — (e M) 0255

N

donde g(e, f;) representa el lado izquierdo de las Ecs. (2.281), (2.282), (2.283) y (2.284),
mientras que g(e, M;) corresponde a los respectivos lados derechos de las mismas. N es
el ntiimero de valores de las anomalias verdadera y media dentro del intervalo [—m; 7],
cada uno de ellos etiquetado con f; y M;, respectivamente.

Por supuesto, el nimero méaximo de términos de las expansiones en series de Fourier
depende fuertemente de la excentricidad. En la Tabla 2.3 se muestran los valores obte-
nidos del RMSD para e = 0,1. Tal como puede observarse, no hay variacion significativa
para g¢max > 10 por lo que resulta seguro tomar ¢u., = 10.

Cabe destacar que las funciones de la excentricidad —dado que son idénticas a los
coeficientes de Hansen X“#(e)— y sus derivadas, se calcularon utilizando los operadores
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de Newcomb (Murray y Dermott, 1999); esto es, los X“#(e), al igual que las funciones
de la excentricidad, se definen mediante:

<£>Vexp (ipf)= ZX,’;’“(e) exp (i M). (2.286)

K

Para e < 1, los coeficientes de Hansen pueden calcularse como series de potencias de
la excentricidad (Hughes, 1981):

XVH(e) = el ”'ZN”“@QJ (2.287)

donde p = j + mix(0,rx — p), 0 = j + méx(0,u — &) y N son los operadores de
Newcomb los cuales, a su vez, se pueden calcular recursivamente mediante (Proulx y
McClain, 1988):

d(p+o)Njt =2(2u —v) N 9(2p + v) No#—]

p—1l,0 p,o—1
+ (= v) NPT — (o4 v) N2y (2.288)
+202p+20 —4-v)NK

Si o > p entonces Nt = Ny #. La recursion se inicia considerando que N7' = 0 si
p<000<0yque Ny} = 1.

En virtud de las discusiones anteriores, resulta posible retornar a las ecuaciones de
movimiento a fin de darle la forma adecuada para obtener la expresion computacional
del modelo construido en este trabajo de tesis. Considérese nuevamente la Ec. (2.273),
més precisamente el segundo término del lado derecho. Las ecuaciones que dan la evo-
lucién temporal de los elementos orbitales debido a los términos seculares del potencial
perturbador V5, —aquellos relacionados con el coeficiente J,—, pueden obtenerse de
forma analoga al procedimiento seguido para llegar a las Ecs. (2.274). Es decir, consi-
derando, por un lado, solamente el cuarto término de la Ec. (2.264) y, por otro lado,
el segundo término de la Ec. (2.269), y reemplazando las mismas en las Ecs. (2.263).

el resultado es: < % >cce . <s ( % >> | 2250m
R e R )
(B (528 e

dil CCG
— =0 2.289d
(%) =0 (2.25800)

(5" o [((25)) -5 (2
dt a 02 ‘92 sin 7:2 8(*}2 2 892

" () () o
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BT E) e
)

<%>CCG__[ G mqmy N N COS 9 }< _V >
dt aCQéQSiniQ \/1—€2SIHZ2 o

. n\/? <s (88‘22)> (2.289g)

dQl CCG
R = 2.289h
< o > 0, (2.280)

— = —————=cot S| —=— 4+ — (S| = . (2.289
< dt > a Cy 0y o Dy V1 —e?siniy iy ( R

Debe notarse que la Ec. (2.289c) da la variaciéon en el tiempo de la anomalia media en
la época. En virtud de la definicién de la anomalia media, dada por la Ec. (2.108), la
derivada temporal de la misma puede escribirse como:

% =n+ %, (2.290)
teniendo en cuenta que ya se han eliminado los términos proporcionales al tiempo. En
otras palabras, la Ec. (2.290) simplemente establece que M varia en el tiempo debido
al movimiento mismo del cuerpo celeste en su orbita y también a las perturbaciones
que sufre la misma.

Ahora bien, teniendo en cuenta las aproximaciones consideradas en esta seccion, los
términos del gradiente de V5 correspondientes a (Impgq) = (201¢) son:

oVx R -
g (_2) _ _3J2( 2) Faoi(i) 3 Gaigle) cos(q M). (2.291a)
da 2014 a S
Vs Ry\’ L dGayy(e)
S <E>201 = —J2 <7) Fg(n(?q) Z d—g COS(q M) (2291b)
q q=—00
1), ()
S <— =Jo| — | Fon(s Giai4(e) q sin(qg M). (2.291c¢)
oM - 2\ 7 ho1 (%2 q_zzoo 214(e
oV, B Ry 2 dFio1(ia) -
S <(9_12> = _J2 <7) d—lg Z Gglq(e) cos(q M) (2291d)
201¢ P
S (%> = 0. (2.291¢)
Ows 201q
S (81/2 ) = 0. (2.291f)
aQQ 201q

Evidentemente, los términos seculares son aquellos para los cuales ¢ = 0, con lo cual

resulta: 2
Vs R .
<S (8_;)> = 3% (72) Foo1(i2) Garo€), (2.292a)
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(5 (%)) =0 (%) B8, oy
(s(22)) -0 )

<S (Z—f» = —J (}22) Mzo—;;”) Gagle). (2.2924d)

Luego, ahora si reemplazando estas expresiones en las Ecs. (2.289), se obtiene:

da CCG
<E> =0, (2.293a)
d CCG
<—6> =0, (2.293b)
dM\ €CG R - dG
<—dt0> =Jy (f) Foon (i n[ ¢ T )—6G210(e) : (2.293¢c)

<d“> o (2.293d)

<d22 >CCG (2.293¢)

dw; \ O°C R\ V1—e2 dGaio(e)
(G) - a(R) o pa . am
% CCG _ & 2 Gml Mo n 7.COS 1o 1 dFZOl(Z2)G ( )
a o) Nacd, " Vize)smis i
nv'1— e? dG
YT B )—210() (2.293g)
e de
aq, \ ¢C¢
o, _ 2.293h
< o > 0, (2.293h)

dQ2s cee Rs 2 n G mqmo _

(i) —»(0) [i=aie]
1 dFs(ia)
siniy  dig

Gaole). (2.2931)

De esta forma, se han obtenido las ecuaciones que describen la dindmica orbital de
un sistema binario, considerando la disipacién debida a las mareas y a la influencia
del coeficiente .J, de uno de ellos. Solamente falta sumar las Ecs. (2.274) y (2.293). A
continuacion, se va a dar una forma ain més conveniente para la implementacion de
estas formulas en un cédigo computacional.

Como se sabe, bajo ciertas condiciones que se van a analizar mas adelante, la
interaccion de mareas puede provocar que tanto la excentricidad como las inclinaciones
decrezcan en el tiempo. Ante esta posibilidad, y para evitar singularidades que pueden
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comprometer la estabilidad de la integraciéon numérica, se sugiere la introduccion de
dos variables a fin de eliminar los factores e~! y (seni;) ™! en las Ecs. (2.263b), (2.263d)
y (2.263¢). Para esto, se definen las variables £ = v/1 —e? y x = cost, con lo cual se

tiene: d d
ede
= =___ 2.294
dt €dt (2.294)
' d di
x i
i senzg (2.295)

Teniendo en cuenta estas dos tltimas expresiones, se obtienen finalmente las ecuaciones
que describen la evolucion secular de los parametros orbitales dentro del formalismo

construido en este trabajo:
2 Qmax
3ZE -1 1
< : > Z G21q (2 W§0)1q>

da __na [mg Ry °
dt/ 2 \my \a “

+3 Z G20q (2+¢q) K 2, Wa904

—Qmax
5 2 Qmax
my [ Ry 322 -1 2
i (—) & )Zq Gha(e)a 14 (2.8

1-'—.% 4 Qgmax
+3 ( 2) 3" Ghyle) 2+ q) K (2,@3@)]) . (2.296a)
3{E1 2 gmax )
Z G21q (2 W201q)

d£ _TL mo R1
<E>—z ¢ E(?)

1 4 qII]aX
3(F51) X Gkl (zwé?oq)]

—(@max
2 Qmax
my [ Ry 3 22 2
T (_) ( T )_Zq Ghy(e)a K1 (2,40,

1 +x2 4 Qmax 2
+3 ( ) 3 Goyle) 2+ q) K (2 w§22]q)
—(max
mo R 1—|— I 4 dmax (1) (1)
() (57) 8 oo (o)

—Gmax

4 Qmax

+% (%) (1+x2) > Ghle) K7 (2, wg@]) . (2.296D)

—Qmax
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e / 2 mi; \ a “

4 Gmax
<1+ZE1) Z G2Oq (

—Qmax
5 2 (Imax
ma RQ 3562 —1
e (2) |(5) X e

1 4 gmax
( +$2) Z Gzoq

—Qmax

Tl£ mo Rl >
4 \m (7)

—Qmax

1+ZE1 4 max 1 dG20 (6) (1)
B (57) 2 (fom0 )

—(Qmax

R 5
LM <_2)
mo a

—Qmax

—({max

<d{L‘1> . 3m2 (R1)5 |:Gm1m2 _ n:| <1+[E1)4
dt 2my \ @ aCif, & 2

gmax

1 —1'1 Z G2Oq

—(@max

(%) s (%) e —ﬁ] (=)
dt 2m2 a a0292 5 2

Gmax

]_ —.TQ Z GZOq

—(gmax

3:1:' _ 1 2 qmax
(4 B e

)
(2) (2 Wéo)m)

K (2 wéﬁ@)])

T (o)

2,w§§3)q)]

(3:6%2—2)2 3 (éam(e)%lj(e)

i)}

(2)

1 + o 4 dmay 1 dG20 (6)
()5 (e 32

<2 w50)1q>

KW ( §22]q> (2.296d)

(2 wgggq) . (2.296¢)
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dwy 3mg [ Ry > Gmimg nx 3551 = 1)
N2 2 y G? 2
<dt> Ly ( a) [ aCify € } [ ( 2 G (2ekih)

—(max
1+[E 3 gmax
< 1) Z G20q ( ) %2)(1)]
—
né Sl/322 -1\’ &2 /1 dGay,(e)
e 5 ) 2 (G055 ) K (2440)
—Qmax

1+ 'S /1 dGaq(e) 1) (1)
3(552) £ (oo ) ) (2

—Qmax

5 2 2 Qmax
my [ Ry 3231 1 dGag(e) ) L2 (2)
() |5 ); (Foml0 57 ) 12 (2,08

T+z\' e /1 dGagy(€)\ ,(2) 2)
(152) 5 (Romio D) w2 (2.2)

—{dmax
2 2
-1
+§nj2 (@) 37 = Lema (9.9960)
a

dws 3my (Ro\° [Gmyme nao 325 -1\ <= 2)
<dt> 4m2<a){a029'2+§u ( 2 Gl (2.040)

—Qmax
1—{—1’2 3 gmax
< ) Z Gzoq K(2)( ? 52)0q>]
—Qmax
né R\" [ (323 —1\" = (1 dGa1g(6)\ o) (o (@
2 e (@) [T5) 2 (0t =3 ) 10 (28

1+2\" 2 /1 dGagg(e)\ @ (2)
a(152) 5 (om0 ()
5 2 2 Qmax
my (I 31— 1 1 dGay4(e) (1) (1)
T (2) |() X (em0® R ) s (2l
T+a\* & /1 dGaoe(€)\ - (1)
(152)' 8 (Lo ) (o

—({max

3 Ry 2 4{(Gm1m2 nx2> <3x%—1>}

dQl 3 meo R1 5 Gm1 meo n 3 5131 ey (1)
e A A it - - = — G? 2
< dt > 4m1 ( a ) |: a0101 n £:| [ ( Z 21‘1 < W201q>

—Qmax
]_—’—ZE 3 gmax
( 1) Y Gle K(1)< §223q>] . (2.296h)
—(@max

Pagina 70 de 120



Estudio de la interaccién de mareas Santigo Luna

<dQQ> |:Gm1m2 n:| 3m1 (R2)5
dt a Csy0, ¢ 4me \ a

[372( ) qmi( G21q <2 Xgo)h;)

gd=—Qmax

1+a,\? o 3 R .
+( 5 2) > Ghle K(2)< Xg?oq) + 5k (;) €3>. (2.296i)
d=—Qmax

Como puede observarse en las ecuaciones obtenidas, la evolucion secular del semieje
mayor, la excentricidad, las inclinaciones y de la longitud del nodo ascendente de la
orbita vista desde el cuerpo 1 estd completamente dominada por la interaccion de
mareas entre ambos miembros del sistema binario. El resto de los elementos orbitales, en
cambio, evoluciona simultaneamente debido a los términos seculares de los potenciales
de mareas y aquellos asociados al coeficiente J; del cuerpo 2.

También es importante senalar que las ecuaciones obtenidas, que describen la evo-
lucion orbital, son totalmente regulares en el limite de bajas (e incluso nulas) excen-
tricidades e inclinaciones, dado que no contienen los factores e™! ni (seniz)~!. Puede
mostrarse que el primero se cancela debido a que el producto entre las funciones de
la inclinacién y su derivada no contienen términos de orden ¢°, sino de ordenes e! y
superiores. En cambio, el segundo se cancela segiin se puede observar en la Tabla 2.2.
Tal como lo senalaron Brouwer y Clemence (1961), “las divergencias presentes en las
ecuaciones planetarias de Lagrange son més aparentes que reales”.

La caracteristica mencionada en el parrafo anterior las convierte en candidatas
ideales para la construccion de modelos computacionales como el desarrollado en este
trabajo. Se debe senalar en este punto que la regularizaciéon antes mencionada solamente
estd pensada para el desarrollo de algoritmos numéricos y que de ninguna manera se
pretende decir que se puede eludir el hecho de que el argumento del periastro y la
longitud del nodo ascendente son angulos mal definidos, en el sentido de que carecen
de sentido cuando la excentricidad o la inclinacién, o ambos, son nulos (Brouwer y
Clemence, 1961; Kopeikin et al., 2011).

En lo que respecta a la evoluciéon rotacional, solamente resta dar las ecuaciones
diferenciales para los angulos de rotacion 6. Tal como se mostré6 anteriormente, en
la Ec. (2.291f), la derivada de V5 respecto de §3, —asociada a los términos (Impq) =
(201g)— es idénticamente nula, por lo que no existen términos seculares ni oscilatorios
asociados a Jo del planeta que tengan influencia en la dinamica rotacional de ninguno
de los cuerpos. Ahora bien, los términos que si tienen influencia son los asociados a
Cyy. Estos son los que generan el conocido torque triaxial. La derivada de Va respecto
de 2, asociada a los términos (Impq) = (220q) esta dada por:

oV 1(B-A) :
-2 — - g
i (892 ) 220q 2 ma a? 220(22)

X Z Gaogle) sin [2(wg + Qo — O5) + (24 q)M] . (2.297)

q=—00

Si se reemplazan las Ecs. (2.260) y (2.261) —teniendo en cuenta en esta tltima la
Ec. (2.297)— en las Ecs. (2.2621) y (2.262m), respectivamente, se obtienen las ecuacio-
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nes que describen la evolucion rotacional de la estrella y del planeta:

d26 3Gm2 (R 1+a\* &2
<T21> =2 a012 (71) ( 1) 3 Giole) ( wgggq), (2.298a)

—(@max

d%0, 3Gm? (R, 142\ &2 2) 2)
_dt2 = §—CL CQ <;) < ) Z G2Oq K ( 220q>

—(gmax
3Gm, (B—A 2R
+3 a31< % )( > ZG20q sin [2 (we + Qo — 62) + (2+¢q) M] .
2
—QGmax
(2.298Db)

Cabe mencionar que tanto en las Ecs. (2.296) como en las Ecs. (2.298) las funciones
de la inclinaciéon correspondientes a los términos (Impq) = (201q) y (Impgq) = (220q)
—dadas en la Tabla 2.2— se han expresado en términos de la variable x antes definida.

En resumen, las Ecs. (2.296) y las Ecs. (2.298) son las ecuaciones que establecen el
formalismo buscado, posibilitando la descripciéon de la dinamica orbital y rotacional de
sistemas binarios en los que se considera la disipaciéon de mareas en ambos cuerpos, y la
influencia del coeficiente J, en la evolucion temporal de los elementos orbitales y de la
triaxialidad en la dindmica rotacional de uno de los cuerpos. Por supuesto, la evolucion
rotacional del otro cuerpo estd dominada solamente por la aceleracion angular debida
a los términos seculares del potencial de mareas correspondiente.
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Capitulo 3

Deformaciéon de cuerpos celestes y
modelos reolégicos

El presente capitulo aborda uno de los aspectos fundamentales de la teoria de
mareas: la descripciéon de la respuesta de un cuerpo celeste ante las fuerzas que lo
deforman. En el contexto del formalismo desarrollado en el presente trabajo se considera
nuevamente un sistema de dos cuerpos, pero solamente se tendran en cuenta las mareas
en uno de ellos (llamado primario), mientras que el otro, denominado secundario, se
tratard como una masa puntual; siendo, entonces, m, y ms las masas del primario y
del secundario, respectivamente, y R el radio del primario.

3.1. Mareas dinamicas

En la Seccion 2.2.3 se tratd el potencial de mareas en términos generales, donde
se tuvo en cuenta la posibilidad de que el primario estuviese siendo deformado por N
satélites. La situacion, planteada de esta manera, va a permitir un mejor tratamiento
de la temética que se pretende abordar en el presente capitulo. Esta situacion se ilustra
en la Fig. 3.1 en donde resulta llamativa la presencia de dos secundarios; sin embargo,
como se vera a continuacion, esto va a resultar muy ttil para incluir la disipacién debida
a las mareas en el primario.

En el punto R de la superficie del primario, cuyas coordenadas esféricas son (R, ¢, A),
el satélite de masa m}, que se encuentra en el punto r* respecto del primario, genera
el potencial que deforma al tltimo, el cual estd dado por la Ec. (2.161), para el caso
aqui considerado:

W(R, 1) = i Wi(R, ), (3.1)
=2
donde
Gm ' (1= m)!
iR 1) = = E25 () 5 20 o) Panfsen)
m=0 ’
l 00

X Z Emp(Z*) Z Glpl]<€*) COS |:Ul*mpq - m<>‘ + 0*) + ¢lm] (32>

p=0 q=—00

El gradiente del potencial dado por las Ecs. (3.1) y (3.2) da la fuerza por unidad de masa
que deforma al primario. Esta deformacién hace que aparezca un término adicional al
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Mg

Satélite real

mr Satélite ficticio
S
Figura 3.1: Esquema del razonamiento para obtener la expresion del potencial de mareas
considerando el caso de dos cuerpos: el primario (cuya deformacion se tiene en cuenta) y el
secundario, que se considera como una masa puntual.

potencial gravitatorio del ultimo llamado potencial de mareas, que es justamente el
que, por un lado, perturba la érbita del secundario que se encuentra en el punto r y,
por otro lado, modifica la velocidad de rotacion del anterior. Al igual que W(R, r*),
el potencial de mareas generado por el primario U(r, r*) también puede expandirse en
términos de los polinomios de Legendre, con lo que su expresion general seré:

Ulr,r*) = ZUl(r,r*) (3.3)

En un régimen lineal, dentro del cual se desarrolla el formalismo de la interacciéon de
mareas aqui tratado, cada [-ésimo término del potencial de mareas del primario es
proporcional al [-ésimo término del potencial dado por las Ecs. (3.1) y (3.2), tal como
se indico en la Seccién 2.2.3. Esto es:

R

Uy(r,r*) =k (7)ZH Wi(R,r*), (3.4)

donde los k; son los nimeros de Love de grado [, que vendrian a ser las constantes de
proporcionalidad. Estos estan dados por:
3 1

ko) = 3.5
SRSV &

donde
Alest) _ 3(20% + 41 + 3) 32 +4143) 1

U T e M) T TG AR J(o0)
siendo G la constante de Gravitacion Universal, p la densidad media del planeta y R
el radio medio del mismo. Aqui, u(oco) es el modulo de rigidez estatico y su recipro-
co, J(o0), es el moédulo de flexibilidad estético. Estos se denominan estiticos porque
corresponden a los valores relajados de dichas cantidades, esto es, los que adquieren
luego del periodo de reptacion. Puede verse en la Ec. (3.6) que A; es una medida adi-
mensional que permite dar una idea de si el comportamiento reologico estd dominado
por la rigidez del material que compone al primario o por su autogravitacion.

(3.6)
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Al igual que en la Seccion 2.2.3, la Ec. (3.2) puede insertarse en la Ec. (3.4) y ésta,
a su vez en la Ec. (3.3), para luego aplicar nuevamente la transformacion de Kaula,
dada por la Ec. (2.160), y obtener una expresion anédloga a la Ec. (2.166). De esta
forma, se obtendria la expresion del potencial de mareas correspondiente a la respuesta
instantanea de la deformacion del primario:

=2 m=0
l o)
x ZFlmp Z Gipg(e ZFlmh i) Z Gins(e)
p=0 q=—00 §=—00
X k; cos [(vlmpq — m@*) — (Vtmhs — m@)} (3.7)

Luego, el razonamiento que se sigue para incluir la disipacién, tal como se hizo en la
seccion antes citada, es considerar que en el instante ¢ el secundario en la posicién r
sufre la perturbacion debido a la marea producida por el secundario en la posiciéon r*
un instante anterior t — At. At esta relacionado con el tiempo de reptacién del material,
esto es, el intervalo de tiempo que el primario tarda en alcanzar la configuracion de
equilibrio en el nuevo estado de tensiones definido por W(R, r*). Por lo tanto, existe un
desfasaje entre la excitacion dada por el potencial antes mencionado y el de mareas, que
caracteriza la respuesta en deformacion. Dicho desfasaje fue definido en la Ec. (2.173).
Este desfasaje se incluye entonces en la Ec. (3.7) y se obtiene:

=2 m=0
l o)
x Z Fpp (i Z Gipq(e* Z Fionn (1) Z Gins(e)
p=0 q=—00 s=—00
X k; cos [(vlmpq — mQ*) — (Vpmhs — ml) — elmpq}, (3.8)

la cual puede reescribirse como:

e =52 (3) (F) S e a

=2 0
l [e'e)
X Z Flmp Z Gzpq Z Emh ) Z Glhs<€)
p=0 g=—00 §=—00

X [cos [(vl*mpq — mQ*) — (vlmhs — m@)} Ky cOS €1mpq

+sen [ (Vpg — M) = (Vimns — m)] kysen €mpg]  (3.9)

Ahora bien, el potencial perturbador producido por el secundario tiene un espectro de
frecuencias wyy,,, (positivas y negativas), el cual genera un espectro de deformaciones
cuyas frecuencias correspondientes Son Ximpg = |Wimpq|- Si bien en un medio lineal las
deformaciones se generan exactamente en las frecuencias de los esfuerzos, la friccion
hace que cada componente de Fourier de las anteriores se retrase respecto de las co-
rrespondientes componentes de las tltimas. Este el el origen de 1os €4, los cuales, por
supuesto, no tienen por qué ser todos iguales. Esto equivale a decir que la respuesta
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de la deformacién para una frecuencia determinada de la excitacion es distinta a las
demas. Esto implica que los €, deben ser funcién de dicha frecuencia. La friccion
también reduce la magnitud de la respuesta en la forma y, por lo tanto, los niimeros de
Love también han de depender de las frecuencias correspondientes. Es por este motivo
que a los k() se los conoce como nimeros de Love dindmicos para distinguirlos de su
contraparte estatica, k; = k;(0), los cuales fueron definidos en la Ec. (3.5).

La dependencia en la frecuencia del ntiimero de Love dindmico tiene su origen en
la “inercia” de la deformacién y, por lo tanto, en la forma del cuerpo. Podemos hacer
una analogia con los circuitos lineales: el término I-ésimo de W(R,r*) y de U(r,r")
actiian como la corriente y el voltaje, respectivamente, mientras que el nimero de Love
[-ésimo, excepto por un factor, juega el rol de la impedancia.

Surge ahora la pregunta de como obtener la forma funcional de los niimeros de
Love dinamicos. La clave para contestar esa pregunta reside en el hecho de que en la
Ec. (3.9) éstos aparecen en la forma k;(x) cos €mpg(X) v ki(X) S€n €mpq(X), los cuales
pueden pensarse como las partes real e imaginaria de un namero de Love complejo:

ki(x) = 1ka(x)] exp[—i e (x)] (3.10)

El signo menos en la Ec. (3.10) hace que U(r, r*) quede retrasado respecto de W (R, r*)
cuando ¢; es positivo. Esto es anadlogo a un circuito con un capacitor, en el cual el voltaje
va atrasado respecto de la corriente.

En el limite de frecuencia cero —esto es, para una deformacién estacionaria— el
desfasaje desaparece y lo mismo ocurre con la parte imaginaria de k;:

Im [k(0)] = |ki(0)|sen € (0) =0 (3.11)
con lo cual, s6lo queda la parte real del nimero de Love complejo:
k1(0) = Re [k (0)] = |ki(0)] cos /(0) (3.12)
que, ademas, es igual al nimero de Love estatico:
ki(0) = Ky (3.13)

Es importante senalar en este punto que la hipotesis de linealidad implica también
que la disipacion a una determinada frecuencia depende solamente de esa frecuencia.
Esto, naturalmente, es una suposicion, ya que es posible que dependa de otras frecuen-
cias, siendo éste, actualmente, un tema de investigacion (Efroimsky, 2012).

3.2. Numeros de Love complejos

La definiciéon formal de los ntimeros de Love complejos viene de la mano del hecho
de que tanto el potencial perturbador W (R, r*) como el potencial de mareas U(r,r*)
dependen del tiempo en virtud de que los cuerpos estan en movimiento, esto es:

U(r,t) = (?) () Wi(R, r*, ¢') (3.14)
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donde, ahora, los nimeros de Love se convierten en los operadores de Love k(t), los
cuales son operadores integrales lineales:

Vi(r,t) = (g)m /t/i:; ky(t — )W (R, ', t))dt’
_ (5) B (0)V(£) — hu(—o0) W (—o0)] (3.15)
+ (?)ZH /; fy(t — YW (R, 2, t)dt!

donde la segunda igualdad se obtiene integrando por partes. Puede notarse la presencia
de dos términos de contorno: el primero, k;(0)W (), que corresponde a una reaccion
instantanea mientras que el segundo, —k;(—o00)W (—o0), corresponde a la perturbacion
en un instante de tiempo infinitamente alejado del presente. El ultimo puede despre-
ciarse fijando W (—o0) = 0, mientras que el primero puede incluirse en el nicleo de la
integral definiendo la funcion k;(t — t') como:

(E)Hl kl(O)W(t)+(§>l“ / bt — ) Wi(R, ', )dt =

T r — 0o

R

(7) + /t %Wt—t/) — ki(0) + ki(0) Ot — )] Wi(R, x', #')dt" (3.16)

Con lo cual, en definitiva, se obtiene:

Vi(r, 1) = (E)ZH / - R )l (3.17)

r —00

donde, ahora, la funcién k;(t — t’) incorpora la reaccion elastica correspondiente al
término k;(0)O(t—t'). Si el planeta estuviese compuesto por un material perfectamente
elastico, dicho término seria el tnico presente en la expresion de la funcion ki (t — t').
En consecuencia, su derivada respecto al tiempo serfa k(t — t') = kd(t — t'), siendo
ki = k;(0) el namero de Love estatico y la Ec. (3.17) se reduciria a la expresion

R\
Vi(r,t) = (—) ki Wi(R, 1’ 1)

r

que es equivalente al caso estatico.
Asi, los niimeros de Love complejos pueden definirse como:

ki(x) = /000 foy (7)™ dr (3.18)

donde el punto indica la derivacién respecto de 7 = t — t’. Aqui, las funciones kl(T)
se denominan las funciones de Love. Es suficiente que la integracion cubra el semi-
intervalo [0; 00), esto es, desde t' =t (el presente) hasta ¢ — —oo (infinitamente atras
en el tiempo) dado que las perturbaciones futuras no contribuyen al estado actual del
sistema (Efroimsky, 2012).
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En virtud de la definicién de los ntiimeros de Love complejos, se puede reescribir
la Ec. (3.17) en el dominio de la frecuencia, aplicando la transformada de Fourier a
ambos lados de la citada ecuacion; el resultado es:

- R\ B
G0 = (1) R (3.19)
donde y es la frecuencia, mientras que U(x) y W;() son las transformadas de Fourier
del potencial adicional del planeta Vi(r,t), debido a su deformacion, y del potencial
perturbador W;(R, r’,t'), respectivamente.

La forma funcional de k;(x) se obtiene a partir de un importante teorema conoci-
do como principio de correspondencia o analogia eldstica-viscoeldstica (Darwin, 1879;
Biot, 1954), que constituye otro de los pilares fundamentales del formalismo de Darwin-
Kaula de la Teoria de Mareas. Este teorema establece que si se conocen las soluciones
del problema eléstico, entonces las transformadas de las soluciones (sean las transfor-
madas de Fourier o de Laplace) correspondientes al problema viscoelastico se pueden
obtener reemplazando las constantes elasticas por sus operadores correspondientes y
los esfuerzos por sus respectivas transformadas (Marques y Creus, 2012). Un corolario
util a los fines que perseguimos es que, en funciéon de la frecuencia, los nimeros de
Love complejos se expresan mediante la rigidez y la flexibilidad complejas de la misma
manera que se expresan los nimeros de Love estaticos en funciéon de los modulos de
rigidez y de flexibilidad (Efroimsky, 2012). En este trabajo asumimos —tal como se
hace en la literatura especializada— que este teorema se aplica en todos los casos que
vamos a estudiar. Por ahora, la discusion sobre los limites de validez del mismo escapa
a los alcances de esta tesis, pero se pueden encontrar discusiones interesantes en los
trabajos de Efroimsky (2012, 2015)

En virtud del principio antes mencionado, los nimeros Love complejos tienen la
misma dependencia funcional de p, R y p que su contraparte estatica dada por la
Ec. (3.5), la unica diferencia es, por supuesto, que en lugar de la rigidez o la flexibilidad
habituales se deben usar sus contrapartes complejas:

_ 3 1
O = ST T Ao (3.200)
-2 ! __3 J(x)
21114+ AT/ T(x) 200—1)J(x)+ AJ (3.20b)
donde,
PRl 3) 3212 +41+3) 1 1)

417G p*R? 4l7Gp*R?* J
Si bien la expresion para A;, dada por la Ec. (3.21), es similar a la correspondiente
expresion para su contraparte estética, dada por la Ec. (3.5), se debe tener presente
que en la ultima aparecen los valores estéaticos (relajados) de la rigidez y la flexibilidad,
p(oo) y J(oo) = 1/pu(00), mientras que en la primera los simbolos p y J pueden co-
rresponder a cualesquiera valores de referencia de las respectivas cantidades tales que
satisfagan p = 1/J. El origen de esta libertad yace en el hecho de que el término A;J
de la Ec. (3.20) no depende de J ni de u. El segundo término en el denominador de la
Ec. (3.20a) contiene fi. Por conveniencia, se multiplica y luego se divide i por algin
valor particular de p, haciendo que el multiplicador p sea parte de A;, tal como en la
Ec. (3.21). De esta forma, resulta més sencillo comparar la Ec. (3.21) con su predece-
sora, la Ec. (3.6). Sin embargo, la constante u en dichas ecuaciones es esencialmente

Pagina 78 de 120



Estudio de la interaccién de mareas Santigo Luna

arbitraria y, por lo tanto, no necesariamente coincide con, por ejemplo, el valor estético,
o relajado, de la rigidez. Analogamente, J = 1/u no necesariamente coincide con el
valor estético de la flexibilidad.

Para cerrar esta seccion, dada la forma funcional de los niimeros de Love complejos
por la Ec. (3.20), se pueden obtener ahora sus partes real e imaginaria, teniendo en
cuenta que:

Kr(l,w) = ki(x) cos e(x) = Re [ki(x)] (3.22a)
Ki(l,w) = ki(x) sen g (x) sgn (w) = — Im [k;(x)] (3.22b)

donde Kg(l,w) y Ki(l,w) se conocen como funciones de calidad (Makarov, 2012). Lue-
go, las expresiones de los factores dados en las Ecs. (3.22) son:

3 (Re [J(0] + A) Re [J(0)] + (Im [T(0)])°
20=1)  (Re[J()] +A4J)" + (Im [T(x)])

3 AyJ Im [J(x)]
2(0=1) (Re [J(x)] + A)” + (Im [T(x)])

KR(Z, UJ) =

(3.23a)

K1<l, w) = —

5 580 (Wimpg) (3.23b)

Si bien se ha contestado la pregunta acerca de la forma funcional de los ntimeros de Love
complejos, queda ahora responder la siguiente pregunta: ;Cual es la forma funcional
de J(x)? La respuesta a este ultimo interrogante es el motivo de la proxima seccion.

3.3. Descripcion matematica de la deformaciéon de cuer-
pos celestes

Los solidos en general se deforman bajo la acciéon de fuerzas aplicadas, es decir,
cambian de forma y volumen. Se puede describir matematicamente esta deformacion
mediante el conocido tensor de deformaciones:

1
Uzi[(V@)u)—l—(V@u)T} (3.24)
donde u es el vector de desplazamiento. La relacion entre el tensor de deformaciones
y el de tensiones se conoce como ecuacion constitutiva. En términos mateméaticos se
expresa como:

S = CU (3.25)

donde C es un tensor que contiene los parametros que describen la respuesta de un
material a las tensiones aplicadas, como los médulos elésticos, la viscosidad, etc.
Cuando se escribi6 la relacion entre el potencial generado por el planeta deformado
y el potencial debido a la presencia del secundario, esto es, como el primero se corrige
debido al segundo, se dijo que dicha relacién es valida dentro de la suposicién de linea-
lidad. Esta hipotesis se extiende hasta las ecuaciones constitutivas. Es decir, como se
van a considerar solamente deformaciones lineales, las ecuaciones constitutivas también

van a ser lineales.
(e)
El esfuerzo elastico S esta relacionado con U simplemente a través de la expresion:

(e)
S =BU (3.26)

Pagina 79 de 120



Estudio de la interaccién de mareas Santigo Luna

donde B es una matriz cuadridimensional de ntimeros reales llamados madulos eldsticos.
Esta ultima relacion es totalmente analoga a la ley de Hooke.

Por supuesto, también es posible tener otros tipos de esfuerzo. En este trabajo se
van a considerar los esfuerzos hereditarios, es decir que en el material pueden quedar
tensiones residuales una vez retirado el esfuerzo, las cuales a su vez puede ser reversibles
(anelasticidad) o irreversibles (inelasticidad). La relacion entre el esfuerzo hereditario
y la deformacion puede escribirse también de forma lineal:

n
S =BU (3.27)

donde B es una matriz cuadridimensional cuyas componentes actian sobre los ele-
mentos ug; de la deformacioén, no como meros multiplicadores sino como operadores
integrales, en los que la integracion va desde ¢ = —oo hasta ¢ = t. Entonces, para cal-
cular el valor de 0;; = >, Bijklukl en el instante ¢, el operador toma como argumento
todos los valores de u (') en el intervalo (—oo,t), esto es: t' € (—o0,1).

Por ultimo, el otro tipo de esfuerzos que se va a considerar es el viscoso. Este esté

relacionado con la deformacién a través del operador diferencial A%,

(v) 0
— A—
S ot

donde la matriz cuadridimensional A tiene como elementos constantes empiricas lla-
madas viscosidades.

En un medio isotropico, cada una de las tres matrices B, B y A tienen solamente
dos términos. Entonces, el esfuerzo elastico se puede escribir:

U (3.28)

© (o (e) 1 1
S = Svol + Scorte = 3K (ﬂTﬂU) + 2 (U—?ITHU) (3.29)

donde K y p son el moédulo de compresibilidad y el médulo de rigidez, respectivamente,
I es la matriz identidad y Tr es la traza de matriz, Tr U = ) Uj;.
El esfuerzo hereditario se puede expresar como:

IO RN /1 1
S = Svol + S corte = 3K (gl[TrIU') + 20 (U—gl[TrIU') (3.30)

donde ahora K y ji son los operadores de compresibilidad y de rigidez, respectivamente.
Por 1ultimo, el esfuerzo viscoso se escribe en forma anéloga a los anteriores:

(v) () (v) 0 (1 0 1
S = Svol + Scorte = SCE <§HTI‘U) + 277& <U - §HTTU> (331)
donde las cantidades  y 7 son las viscosidades de volumen y de corte, respectivamente.
El término %]ITr[U se conoce como deformacion volumétrica, mientras que U —
%]ITrU se denomina deformacion de corte. Tal como se puede ver, el término volu-
métrico corresponde a una deformaciéon en la cual solo cambia el volumen del cuerpo,
quedando su forma inalterada. En cambio, el término de corte se asocia a una defor-
macién en la que cambia la forma del cuerpo, mientras que su volumen permanece
constante.
En este trabajo se asumira que los planetas estan conformados por materiales vis-
coeldticos que, ademaés, tienen la propiedad de exhibir una reaccién hereditaria aneléas-
tica. También se supone que son incompresibles, esto es, sélo cambian de forma, no
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de volumen, por lo tanto TrU = 0. En otras palabras, solamente se van a tener en
cuenta los esfuerzos y deformaciones de corte. De esta manera se logra una descripcion
suficientemente general del comportamiento de los planetas ante las fuerzas que los
deforman.

De la misma forma que el potencial perturbador y el de mareas cambian en el tiem-
po, también lo hacen las fuerzas y las deformaciones. Es por esto que es necesario tratar
con tensores de tensiones y de deformaciones dependientes del tiempo. Sin embargo, el
tratamiento de la viscoelasticidad es més sencillo si todas las cantidades se escriben en
funcioén de la frecuencia. Para esto, el esfuerzo o,, y la deformacién u., en un medio
lineal se pueden expandir en series de Fourier:

T (t) =Y 05 (Xn) €08 [Xnt + 0o (Xn)] = > Re [0, (xn) eX 0o (0]
n=0

=0 ~ (3.32)
=3 Re [ o) ]
n=0
(1) =3ty (Xn) €08 [xnt + @ulxn)] = D Re [ty () €Xn 00000
n=0 0 (3.33)
= Z Re [aw(xn) eiX"t] ,
n=0
donde
571/(9() = J’W(X) e'#r ) ) aW(X) = u'w(X) e'#r () (3.34)

Las fases iniciales ¢, (x) vy . (x) se eligen de manera que las amplitudes (reales) 0., (x»)
Y Uy (Xn) sean positivas.

Los desarrollos en series de Fourier anteriores se escribieron para un conjunto discre-
to de frecuencias, por supuesto los mismos pueden escribirse para un conjunto continuo:

o () = / ()N dy Yy u(t) = / a,00edy  (3.35)

Considérense nuevamente las ecuaciones constitutivas, es decir, la relacion entre el
esfuerzo y la deformacion. Para el caso que nos interesa, dichas relaciones se escriben:

21, (1) = J(1) 0y (3.36)
y
U’Yu(t) =2 la(t) Uy, (337)

donde .J (t) v f1(t) son operadores denominados operador flexibilidad y operador rigidez,
respectivamente. Puede demostrarse que estos operadores satisfacen la relacion:

A

J)at) =1, (3.38)

donde 1 es el operador identidad.
El operador J(t) es un operador integral que se puede escribir como:

J(t) oy, = / t J(t — 1) 6., (t) At

—00
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donde J(t —t') se conoce como la funcion de flexibilidad (Efroimsky, 2012). Reempla-
zando esta expresion en (3.36) e integrando por partes se obtiene:

21t (t) = J(0)0 (t) — J(00) 7 (—00) + /_ J(t = t) o (#) A’ (3.39)

La cantidad J(oo) es el valor de J(t —t') cuando t — t' — o0, que corresponde a la
deformacion después de la completa relajacion del material. El esfuerzo en el pasado
lejano puede suponerse igual a cero y, por lo tanto, el término —J(00) 0., (—00) puede
despreciarse.

El otro valor importante es el de J(0), esto es, el valor de la flexibilidad para el
instante t = t. Este parametro describe la respuesta instantéanea al esfuerzo aplicado, y
por lo tanto define la parte elastica de la deformacién, los demas términos describen las
partes viscosa y hereditaria de la misma. Es por esto que el término que contiene J(0)
debe permanecer en la expresion. Dicho término puede incluirse dentro de la integral
si la funcion de flexibilidad se escribe de la siguiente manera:

J(t —t') = J(0)O(t — ') + términos viscoso y hereditario (3.40)

donde O(t — t') es la funcion de Heaviside, que vale uno para t —t' > 0 y cero para
t —t' <0,y cuya derivada es la funcion delta de Dirac, (¢ — t'). Entonces, en virtud
de esto, la ecuacion constitutiva (3.39) se puede escribir:

2, (1) = J(t) 0, = /t J(t —t") o, (1) dt’ (3.41)

—00

Por otro lado, a diferencia de J, el operador /i es en general un operador integrodi-
ferencial (Efroimsky, 2012). Por este motivo, la ecuaciéon constitutiva (3.37) suele es-
cribirse como:

o (t) = 2 /_ L= ) i () dE (3.42)

Si se permite que el nucleo u(t — t') contenga el término nd(t — t'), después de la
integracion el mismo va a dar la parte viscosa del esfuerzo, esto es 217 t.,. Analogamente
al caso anterior, la parte independiente del tiempo de p(t —t') es u(0)O(t — t’), donde
1(0) es la inversa de J(0) y corresponde también a la parte elastica de la deformacion.
Los demaés términos en pu(t —t') que no son constantes ni contienen la delta de Dirac
son responsables de la reacciéon hereditaria.

Por supuesto, tal como se hizo con el esfuerzo y la deformacion, también la flexibili-
dad y la rigidez se pueden expandir en series de Fourier. Para esto se introduce la flexi-
bilidad compleja J(x) y la rigidez compleja ji(x), que se definen como las transformadas
de Fourier de las derivadas temporales de las correspondientes funciones J(7) y u(7),
siendo 7 =1t — t:

J(x) = /0 h J(r)e X dr (3.43)

i = [ itryenar (3.44)

El intervalo de integraciéon en ambas formulas es [0,00) dado que, de todas formas,
ambos nucleos son nulos para 7 < 0. Segun Efroimsky (2012), es facil ver que:

JOx) Aalx) =1 (3.45)
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Asi, una vez que se eligi6 la reologia adecuada para describir la respuesta del material
que conforma el cuerpo celeste a estudiar, lo cual equivale a elegir una forma particular
de la Ec. (3.40), esta ultima se debe derivar y luego introducir en la Ec. (3.43) para
luego obtener la forma funcional buscada de J(x). Puede apreciarse en este punto una
de las fortalezas del formalismo de Darwin-Kaula. Si bien se mencionaron distintos
tipos de comportamientos de los materiales que componen los cuerpos celestes, como
el comportamiento elastico o el viscoso, entre otros, se debe tener siempre presente que
dicho comportamiento puede estar descripto por cualquier tipo de reologia lineal, es
decir, que las funciones J(x) o ji(x) se obtengan a partir de una ecuacion constitutiva
lineal.

3.4. Modelos reologicos

A lo largo de la historia del desarrollo de la Teoria de Mareas se han propuesto
diversos modelos reolégicos que se van a exponer en esta seccion por razones de com-
pletitud. Los dos primeros de ellos, por ser los primeros también en el orden cronolégico,
son también los més sencillos. Se trata de los modelos de desfasaje angular constante
(o CPL, por sus siglas en inglés), también conocido modelo de @) constante, y modelo
de desfasaje temporal (o CTL, por sus siglas en inglés). Aqui simplemente se los va
a presentar, pero se van a tratar con mas detalle en la Subseccion 4.2.2. Considérese
nuevamente la definicion de los desfasajes €, dados por la Ec. (2.173), esto es:

€tmpq(Wimpg) = Xtmpg SN (Wimpg) Atimpg- (3.46)

En esta ultima expresion se pone de manifiesto la dependencia de los desfasajes con res-
pecto a las frecuencias Ximpq 0, mas precisamente, con respecto a los modos de Fourier
sobre los cuales se expande el potencial de mareas, wi,,. Los modelos reolégicos antes
mencionados se desarrollaron durante las investigaciones acerca de la evolucion rotacio-
nal debida al torque de mareas. Tal como puede verse, por ejemplo en la Ec. (2.298a),
el mismo depende de la parte imaginaria del nimero de Love complejo, es decir, de:

Ki(l, Wimpq) = ki(Wimpq) sen €1(Wimpq) (3.47)

El modelo CPL propone simplemente que tanto los nimeros de Love como los desfasajes
angulares son constantes —siendo los tltimos, ademas, iguales entre si— (MacDonald,
1964; Kaula, 1964), con lo cual se tiene simplemente que

Ky

Q?

donde () se conoce como factor de calidad. El tltimo es una medida de la energia
méxima disipada en cada ciclo en relaciéon a la energia total disipada en el mismo
ciclo (Efroimsky y Williams, 2009). Este concepto surge de la analogia existente entre
el problema de la desaceleraciéon angular causada por el ya mencionado torque de
mareas con el péndulo simple forzado y amortiguado (Goldreich y Peale, 1966; Murray
y Dermott, 1999).

El modelo CTL, en cambio, propone la constancia tanto de los desfasajes tempo-
rales At,,, como de los nimeros de Love (Singer, 1968; Mignard, 1979, 1980). Esta

kl(wlmpq) Sen € (wlmpq) =
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suposicion implica que, en virtud de la Ec. (2.173) los desfasajes angulares son propor-
cionales a la frecuencia. Si, ademas, se acepta que estos tltimos son lo suficientemente
pequenos para que sea valida la aproximacion sen € & €, entonces se tiene

Por tal motivo, a este modelo también se lo conoce como aproximacion de friccion
débil (Alexander, 1973). Entre las implementaciones mas modernas de este modelo
pueden mencionarse los trabajos de Bolmont et al. (2015) y de Zoppetti et al. (2019,
2020). Si bien estos dos modelos se han usado ampliamente en la literatura, e incluso
se siguen utilizando (Barnes, 2017), es importante sefialar que el primero carece de
fundamentacion fisica y matematica consistente y que el segundo es valido solamente
para frecuencias muy cercanas a las resonancias espin-orbita y para viscosidades muy
bajas (Efroimsky y Williams, 2009; Efroimsky, 2012; Efroimsky y Makarov, 2013).
Tampoco estan sustentados por evidencia geofisica y geodésica (Efroimsky y Lainey,
2007) para el caso de la Tierra y para planetas terrestres, para los cuales es mas
adecuado usar el modelo de Maxwell o el de Andrade (Renaud y Henning, 2018). Estos
ultimos modelos, entre otros, se van a presentar a continuacion.

Dentro de los modelos més utilizados actualmente en la Teoria de Mareas se encuen-
tra el ya mencionado modelo de Mazwell (Makarov et al., 2018; Veras et al., 2019). Un
cuerpo celeste que se comporta segun este modelo, puede representarse como un resor-
te y un amortiguador conectados en serie (Renaud y Henning, 2018). El primero, por
supuesto, representa el comportamiento elastico, mientras que el segundo da cuenta del
comportamiento viscoso. Entonces, los esfuerzos sobre ambos elementos son los mismos
y la deformacion total es la suma de la deformacion del resorte y del amortiguador.
Esto es,

(e) () (e) (e) (v) 0 )
U=U+U, donde S=2uU y SZQT]EU (3.48)
Luego, como los esfuerzos son iguales,
() (v)
S=S8 = (3.49)
la Ec. (3.48) se puede escribir:
.1 .
S+ —S=2u0U (3.50)
Y

donde 7, se conoce como el tiempo de Mazxwell, es decir, es el tiempo caracteristico en
el que desaparecen las tensiones internas del material una vez retirado el esfuerzo, y
viene dado por:

™ = — (3.51)
M

Comparando la Ec. (3.50) con la expresion general del operador flexibilidad, dada
por la Ec. (3.41), se puede mostrar que el niicleo de dicho operador para el modelo de
Maxwell se escribe como:

J(t—t) = [J+ (t— 1) ﬂ ot — 1) (3.52)

donde J = 1/p.
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En funcion de la frecuencia, las ecuaciones constitutivas (3.48) se pueden escribir
de la forma:

Gy (X) = 2 (%) Ty (X), 2700 (X) = J(X) Frw(X) (3.53)
donde la rigidez y la flexibilidad complejas estan dadas por:
_ T X Tu - ) 7
=y —= Jx)=J(1—-—|=J—— 3.54
A0 = p17 i Y (x) ( xm) 7 (3.54)

Puede verse que para altas frecuencias un solido de Maxwell tiene un comportamiento
elastico y para bajas frecuencias tiene comportamiento viscoso.
Tomando las partes real e imaginaria de J(x) en la ultima expresion se obtiene:

Re J(x) = J (3.55a)
- 1
ImJ(x) =—— (3.55Db)
Xn

Como puede verse, la parte real de la flexibilidad compleja corresponde al comporta-
miento puramente elastico, mientras que su parte imaginaria corresponde al comporta-
miento puramente viscoso, como cabe esperar. Para evitar divergencias en los calculos
numéricos, conviene definir las cantidades R(x) ¢ Z(x) de la siguiente manera:

R(y) = 2 ;M Re J(y) (3.56a)
Z(x) = *5 Im J(y) (3.56b)
Luego, para el modelo de Maxwell se tiene:
R(X) = XTu (3.57a)
IZ(x)=—-1 (3.57b)

En funcion de las cantidades definidas en la Ec. (3.56), las Ecs. (3.23) quedan expresadas
como:

3 (RO + Axma) R(X) + (Z(x))?
20-1) (R(x) + AZXTM)2 + (I(X))2

_ 3 AZXTMI(X) son(w
20— 1) (R(x) + Arxran ) + (T2 (Wrmpq) (3.58b)

En particular, para el modelo de Maxwell, Kgr(l, x) y Ki(l,x) vienen dados por:

KR(Z, W) =

(3.58a)

Kl(l,w) =

3 (1+ Apxra) X2r3, + 1
(=1) (1+A4)*x273 +1
3 AIXTM
2,22 S
(=1 1+ A) 2 +1
El comportamiento reolégico de las estrellas puede modelarse como el de un cuerpo

viscoso (Veras et al., 2019). En este sentido, puede considerarse dicho comportamiento
como un caso limite de la reologia de Maxwell, en el cual J = 0, con lo que se tiene:

Kr(l,w) = 5 (3.59a)

Ki(l,w) = 5 g0 (Wimpq) (3.59b)

ReJ(x) =0 (3.60a)

Im J(x) = —% (3.60Db)
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En consecuencia,

3 1
Kr(l,w) = (3.61a)
20— 1) (Byjxn)* +1
3 B
Ki(l,w) = AT Son(wimpe) (3.61D)

20— 1) (B +1°

donde B, = A, J (Efroimsky, 2015).

Otro modelo muy utilizado es el modelo de Maxwell-Andrade, el cual describe muy
satisfactoriamente el comportamiento reolégico de planetas rocosos. En este caso, el
ntucleo del operador flexibilidad estd dado por:

) { <t—t’>0‘ t—t/} ,
Jt—t)=J |1+ + ot —1t) (3.62)
Ta Tm
Como puede verse, el modelo de Maxwell-Andrade agrega al modelo de Maxwell un
término que da una respuesta de tipo hereditaria, siendo 7, su tiempo caracteristico.
Es interesante destacar que los valores que asume el pardmetro a (que es propio
de cada material) se encuentran en el intervalo [0,14,0,4] para todos los minerales,
incluyendo hielos; hecho que resulta sorprendente (Efroimsky, 2012).
En funcion de la frecuencia, la flexibilidad compleja viene dada por la expresion:

JOx)=J 1+ (ix7) *Tl+a)—ilxm) "], (3.63)

donde T es la funciéon gamma. Las partes real e imaginaria de la misma son:

Re [J(x)] = J + J(x7a) " cos (%) Fa+1), (3.64)
Im [J(x)] = =7 (x7) " = J (x72) " sen (%) D(a+1). (3.65)
Las cantidades R(x) e Z(x) vienen dadas por:
R(x) = xTum [1 + (T Cx) “T(a+ 1) cos (%)} : (3.66a)
I(x)=— [1 + (x™v) “T(a+1)sen (%)} : (3.66Db)

donde ¢ = 74/7p.

Conviene detenerse en este punto para destacar dos aspectos importantes acerca
de la reologia de Andrade. En primer lugar, se ha demostrado (Castillo-Rogez et al.,
2011) que ante tensiones bajas los tiempos caracteristicos de las dos reacciones antes
mencionadas son similares:

TaA R Tar (3.67a)

o0, equivalentemente:

(~1 (3.67Db)

En segundo lugar, Karato y Spetzler (1990) sefialan que el mecanismo de disipacion
aneléstico es efectivo en el manto terrestre hasta la frecuencia limite yo ~ 1 afo .
A frecuencias menores, dicho mecanismo es menos eficiente dando lugar al comporta-
miento viscoeléstico. Esto es, a bajas frecuencias el manto se comporta como un sélido

de Maxwell. En consecuencia, para frecuencias mayores que Yo, la anelasticidad es el
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mecanismo de disipaciéon dominante y, por lo tanto, en dicho régimen de frecuencias se
satisface la Ec. (3.67) (Efroimsky, 2012).

Mas alla de todas las complicaciones matematicas que pueden apreciarse en el
presentado formalismo de los niimeros de Love complejos, es importante destacar que
el mismo constituye un marco teérico que permite la inclusion de cualquier reologia
lineal y, por lo tanto, resulta ser méas realista que los modelos sencillos de Kaula (1964),
Singer (1968) y Mignard (1979, 1980) y aquél presentado en el trabajo de Efroimsky
y Lainey (2007). Ahora bien, como sucede con cualquier modelo, el mismo debe ser
validado y para esto se deben comparar sus resultados con otros obtenidos previamente,
y con mediciones u observaciones, de ser todo esto posible.
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Capitulo 4

Validacion del modelo desarrollado

En el presente capitulo se centra la atencion en la validacion de la metodologia desa-
rrollada en esta tesis tanto en el aspecto analitico como en el numérico o computacional.
Quizéas sea prudente aclarar que la validacion analitica consiste en la reproduccion de
ecuaciones de movimiento que han sido ampliamente utilizadas en la literatura produ-
cida haciendo uso del formalismo de Darwin-Kaula. Si bien esto puede parecer trivial,
puesto que el formalismo construido en este trabajo en si mismo se basa en el de
Darwin-Kaula antes mencionado, la deducciéon de ecuaciones particulares a partir de
otras mas generales —como las obtenidas aqui— es, no obstante, una practica muy
recomendable a fin de garantizar la fiabilidad de los resultados que se obtengan a par-
tir de la expresiéon computacional de los resultados tedricos alcanzados en el presente
documento.

La validacion numérica del formalismo construido —que, sin duda, esta directa-
mente relacionada con las validaciones de caracter analitico— se basa en la expresion
computacional de la formulacién teoérica desarrollada para su aplicaciéon en el mode-
lado, simulacién y estudio de sistemas planetarios especificos. Se trata, por lo tanto,
de estudiar sistemas ya reportados en la literatura, reproducir resultados ya obtenidos
en este campo de investigacion, verificar si existen diferencias y, en ese caso, tratar de
explicarlas desde este nuevo contexto de aplicacion.

A partir, entonces, de los objetivos planteados, en este trabajo se estudiardn as-
pectos de particular interés en dos sistemas planetarios de nuestro Sistema Solar: (1)
analisis de la evolucion rotacional de Mercurio y (2) evolucion orbital del sistema Marte-
Fobos.

4.1. Validaciones de caracter analitico

En consonancia con lo expresado en el parrafo anterior, se va a considerar primero el
caso de Mercurio a modo de validacion de las ecuaciones de movimiento que determinan
la evolucion rotacional de cuerpos celestes. Como se sabe, dicho planeta se encuentra
capturado en la resonancia espin-orbita 3:2 (Pettengill y Dyce, 1965); esto es, si Py
y P, son el periodo orbital y rotacional de Mercurio, respectivamente, entonces se
cumple que 2P, ~ 3P,q.

Posteriormente se va a abordar el problema de la evolucién orbital de Fobos, el
satélite de Marte més cercano a la superficie de este planeta. El aspecto mas interesante
de este caso es el hecho de que el semieje mayor de la érbita de Fobos respecto a
Marte se esta reduciendo paulatinamente. Esto se traduce en un aumento gradual de
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la frecuencia orbital media (n) de dicho satélite, en virtud de la Ec. (2.63). Es esta
variacion secular de n en el tiempo la que indica la reducciéon sostenida de a y que se
atribuye a la interaccién de mareas (Bills et al., 2005).

4.1.1. Evolucién rotacional, torque secular de mareas y torque
triaxial

La Ec. (2.262m) puede reescribirse de la siguiente manera:

d20, 1 (3Gm2 (Ry)\® & 2) (2)
@ZE(E . <—) > Ghyon” (2.0],)

d=—(Qmax
3G(B—A) =
_{_5% Z Gipg(e)sen [(24+ ¢)M + 2 (w2 + 20 — 92)]) (4.1)
g=—¢max

El primer término entre paréntesis es el conocido torque de mareas, mientras que el
segundo es el torque triaxial. La Ec. (4.1) es la ecuacién mas utilizada para estudiar
la dinamica rotacional cerca de las llamadas resonancias espin-orbita (Makarov, 2012;
Makarov et al., 2012), dado que la interrelacion entre los torques mencionados deter-
mina si un planeta, satélite o cualquier otro cuerpo celeste resulte capturado o no en
alguna de dichas resonancias. Un ejemplo interesante es el estudio de la captura de
Mercurio en la resonancia 3:2 (Noyelles et al., 2014). Tomando este trabajo como caso
de analisis, es posible verificar que la Ec. (4.1) obtenida a partir de la formulacion
construida en este trabajo, que da la aceleraciéon angular del cuerpo celeste estudia-
do, coincide con las expresiones utilizadas por los autores mencionados que han sido
derivadas siguiendo otros recorridos tedricos.

En relacién con lo anterior, si ahora consideramos la ecuacion de la aceleracion
angular debida solamente a los términos seculares del torque de mareas dada por:

d?6, 3Gm2 [Ry\® &
< at? > =%y (7) > Gk (2,98, (4.2)
g=—0o0

es posible verificar que coincide con las correspondientes ecuaciones que dan la evolucion
rotacional de los sistemas binarios considerados por Veras et al. (2019).

4.1.2. Evolucion orbital y tasa de variacién temporal del semi-
eje mayor

En el primer capitulo, cuando se expusieron las caracteristicas principales de la
interaccion de mareas, se explicd que debido a la misma el semieje mayor de la érbita
de Fobos esta disminuyendo en el tiempo. Este problema fue abordado hace unos anos
por Efroimsky y Lainey (2007), donde utilizaron tres modelos reolégicos para estudiar
la evolucién temporal de dicho pardmetro orbital.

La ecuacion a validar tanto de forma analitica, en este apartado, como de forma
numérica en la seccion siguiente es la que obtuvieron Efroimsky y Lainey (2007) que
da la derivada respecto al tiempo del semieje mayor de la 6rbita de Fobos en torno a
Marte, considerando solamente las mareas que el primero eleva en el segundo (Ec. (36)
del citado trabajo). Dicha ecuacion fue obtenida a partir de las ecuaciones planetarias
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en la forma de Euler-Gauss (Beutler et al., 2004) en lugar de la forma de Lagrange, como
se hizo en este trabajo. Para lograr el mismo nivel de aproximaciéon analitica, se deben
imponer a la Ec. (2.296a) las mismas suposiciones consideradas por Efroimsky y Lainey
(2007). En primer lugar, se tiene en cuenta solamente la disipacién en Marte debido a la
interaccion de mareas. En segundo lugar solamente se considera la frecuencia principal
de mareas, es decir Y2200, €sto es ¢ = 0. En tercer lugar, los autores también desprecian
tanto la excentricidad como la inclinaciéon de la 6rbita de Fobos. En consecuencia, se
tiene G30(0) = 1y z; = 1. Si se identifica con el indice 1 a Marte y con el indice 2 a
Fobos, entonces la Ec. (2.296a) toma la forma:

<%> = 3na 2 <§>5 K7 (2, waao0) (4.3)

mi a

Los indices del radio, del factor de calidad y de la frecuencia se han omitido por cues-
tiones de simplicidad, dado que no son necesarios en este caso. Si, por tultimo, se tiene
en cuenta que Efroimsky y Lainey (2007) consideraron el modelo CTL para describir
la reologia de Marte (aunque también proponen un modelo que da la dependencia de
los At con la frecuencia), entonces

Ky (27 W2200) = X2200 5811 (W2200) At
= 2|n — 6] sgn <n—9) At (4.4)
=2 (n — 0) At

donde 6 es la velocidad de rotacion de Marte. Reemplazando esta tltima expresion en
la Ec. (4.3) obtenida a partir de la formulacion construida en este trabajo, se recupera
exactamente la Ec. (36) del articulo citado anteriormente.

4.2. Validaciones de caracter numérico

4.2.1. Evolucion rotacional de Mercurio

La Fig. 4.1 muestra la grafica de la aceleracion debida a los términos seculares del
torque de mareas obtenida mediante evaluacion directa de la Ec. (4.2). Los valores de
los parametros necesarios para realizar la simulaciéon aplicando el modelo desarrollado
a partir de la formulacion construida en este trabajo se tomaron del articulo de Noye-
lles et al. (2014). En la mencionada figura también se muestran ampliaciones de dos
entornos muy estrechos alrededor de las resonancias 3:2 y 2:1, donde se pueden apreciar
las formas tipicas de la aceleracion mareal que reflejan la variacion del factor de calidad
asociado a la parte imaginaria de los niimeros de Love complejos con la frecuencia. Ca-
be destacar que las graficas correspondientes a esas dos ampliaciones concuerdan con
las figuras correspondientes del trabajo de Noyelles et al. (2014), con lo que se puede
afirmar que el formalismo desarrollado en esta tesis es capaz de reproducir fielmente
los resultados del trabajo citado anteriormente.

Tal como se observa en la Ec. (4.2), la aceleracion angular debida a los términos
seculares del torque de mareas es una combinacion lineal de los factores de calidad antes
mencionados y las funciones de la excentricidad elevadas al cuadrado. Las anteriores
tienen la propiedad de anularse cuando la frecuencia asociada es cero. Dado que cada
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Figura 4.1: Aceleraciéon angular de Mercurio debida a los términos seculares del torque de
mareas vs. la velocidad normalizada Se han ampliado dos entornos alrededor de las resonancias
3:2 y 2:1 por razones de claridad.

funcion de calidad, evaluada en cada frecuencia correspondiente a distintos valores de
q, estd modulada por la correspondiente funciéon de la excentricidad (al cuadrado) y
estan todas sumadas, ocurre que la aceleracion angular no es exactamente cero cuando
la frecuencia asociada a una resonancia en particular se anula (Makarov et al., 2012).
Otro aspecto interesante es que, como se observa también en la Fig. 4.1, la aceleracion
angular es negativa a la derecha de cada resonancia y es positiva a la izquierda de la
misma. Por supuesto, esto tltimo es véalido en entornos muy cercanos a las resonancias,
cuando nos alejamos de esta situacion la aceleraciéon angular puede cambiar de signo
nuevamente.

Cabe destacar que el comportamiento registrado en la Fig. 4.1 puede cambiar dras-
ticamente si, por ejemplo, se baja la excentricidad a cero. En tal caso, y en virtud
de la Fig. 4.2, la amplitud de la aceleraciéon angular alrededor de cada resonancia se
reduciria hasta anularse, excepto en el entorno de la resonancia 1:1, esto es ¢ = 0. En
consecuencia, el tinico estado rotacional posible de Mercurio seria el que corresponde
a la corrotacion. Dada la elevada excentricidad de Mercurio, Makarov (2012) mostro,
utilizando la reologia de Maxwell-Andrade para describir la disipacién dentro del mis-
mo, que la resonancia 3:2 tiene una probabilidad significativa de ocurrir, resultado que
se corresponde con la realidad. En cambio, si se utilizan otros modelos mas sencillos
como el CPL y el CTL, tal como hicieron Goldreich y Peale (1966), la probabilidad de
captura en la resonancia 3:2 resulta resulta demasiado baja para ser plausible.
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Figura 4.2: Algunas funciones de la excentricidad en funcion de e. Solamente Gago(e) tiende
a 1 a medida que la excentricidad tiende a cero.

4.2.2. FEvolucion orbital de Fobos

La validaciéon numérica, en este caso, consiste en recuperar los resultados obtenidos
por Efroimsky y Lainey (2007) integrando numéricamente las ecuaciones de movimiento
obtenidas en este trabajo —Ecs. (2.296) y (2.298)— y utilizando los mismos modelos
reologicos —tres, en total— que usaron los autores antes citados. Los dos primeros son
los modelos CPL y CTL que ya fueron expuestos en la Seccién 3.4. Teniendo en cuenta
el primero de ellos, la Ec. (4.3) queda expresada como:

da\ my (R ky

Esta ecuacion puede reescribirse de la siguiente manera:

da Gm2 ( mg) R5 kz
V=3 1+ =) =2 46
<dt> G(m1 + mg) mq atll/? Q ( )

Si en esta ultima expresion se desprecia el cociente ms/m; —dado que my < m;—
, entonces se obtiene exactamente la Ec. (41) de Kaula (1964) citada en el trabajo
de Efroimsky y Lainey (2007). La Ec. (4.6) admite solucién analitica, la cual sera
considerada a fin de comparar con los resultados que se obtengan de la integracion de
las Ecs. (2.296), al menos para la evolucion temporal del semieje mayor de la 6rbita de
Fobos. Dicha solucién viene dada por:

. 39 k2R5Gm 13/2

2/13
a(t)—<—2Q\/mt+ao )
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donde ag es el valor inicial (actual) del semieje mayor.
Considerando ahora el modelo CTL, reemplazando la Ec. (4.4) en la Ec. (4.3), se

obtiene: 5
da me (R :

Tanto esta tltima ecuacion como las Ecs. (2.296) y (2.298) no admiten solucién ana-
litica. Sin embargo, con el fin de obtener una validaciéon del formalismo desarrollado
sera suficiente corroborar que la solucién obtenida de a a partir de la integraciéon nu-
mérica de las Ecs. (2.296) y (2.298) considerando el modelo CPL sea consistente con
la solucion analitica dada en la Ec. (4.7).

Si bien los modelos reologicos presentados en el parrafo anterior son sencillos y
pueden simplificar en gran medida los calculos a realizar, vale la pena insistir en que
no son validados por mediciones geodésicas ni por evidencia experimental provenien-
tes de investigaciones geofisicas, los cuales, en cambio, favorecen una ley exponencial
(Efroimsky y Lainey, 2007; Efroimsky, 2012), que se expresa matematicamente como:

sene~ ey @

donde « varfa entre 0,2 y 0,4 para la mayoria de los materiales —el limite inferior puede
ser menor para aquellos parcialmente fundidos—. Dicha ley también puede expresarse
como una igualdad introduciendo una constante de proporcionalidad adecuada, esto
es:

e=& %" (4.9)

y, en virtud de la Ec. (2.173), se tiene:
At = £y~ (ot (4.10)

Utilizando los tres modelos reologicos mencionados, Efroimsky y Lainey (2007) in-
tegraron numéricamente la Ec. (4.8) con el fin de mostrar como pueden variar las
conclusiones acerca de la evolucion orbital de Fobos, debido a la interacciéon de mareas
—considerando a Marte como el primario y, también, ks constante—, dependiendo del
modelo reologico utilizado.

En la Fig. 4.3 se presentan los resultados obtenidos a partir de la integracion nu-
mérica de las Ecs. (2.296) y (2.298) que han sido derivadas a partir del formalismo
desarrollado en este trabajo. Como puede observarse en la figura, la soluciéon numé-
rica obtenida incorporando al modelo reolégico CPL en nuestra formulacion esta en
perfecto acuerdo con la correspondiente solucion analitica.

Vale la pena mencionar que este mismo problema fue abordado por Luna et al.
(2018a) utilizando la reologia de Maxwell-Andrade. En el mismo, los autores no solo
lograron modelar la dinamica orbital de Fobos, sino que también pudieron estimar los
parametros reolégicos més relevantes de Marte.

4.3. Sintesis de los resultados obtenidos

Los resultados expuestos anteriormente indican que es posible recuperar de forma
precisa los resultados obtenidos por otros autores con el formalismo aqui desarrollado,
dando cuenta de la dindmica rotacional y orbital de sistemas planetarios de gran re-
levancia en este campo de trabajo. También, por esto, se considera que los resultados
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Figura 4.3: Resultados de la evolucion temporal del semieje mayor de la érbita de Fobos
obtenidos de la interaccién numeérica de las Ecs. (2.296) y (2.298) usando las reologias consi-
deradas por Efroimsky y Lainey (2007).

de validacion que se han presentado en esta seccion tienen valor por si mismos, ya que
pueden dar lugar a nuevas lineas de investigacion y nuevos desafios en trabajos futuros.

El formalismo desarrollado y validado, entonces, constituye la base para la construc-
cion de modelos de diversos sistemas planetarios binarios, considerando los efectos de
la interaccion de mareas junto con el comportamiento reolégico de los cuerpos intervi-
nientes y la triaxialidad de los mismos, posibilitando todo esto su estudio en diferentes
condiciones de simulacion.

Finalmente, es importante destacar que si en las Ecs. (2.274a), (2.274b), (2.274d) y
(2.274e) se reemplazan las expresiones correspondientes a cada cuerpo de las derivadas
de los potenciales de mareas respecto de M, de wy y de §3;,, dadas por las Ecs. (2.267),
(2.248) y (2.257), se llega inmediatamente las ecuaciones que dan la evolucion temporal
del semieje mayor, la excentricidad y las inclinaciones obtenidas por Boué y Efroimsky
(2019) y consideradas por Veras et al. (2019) para el estudio de la evoluciéon dinamica de
sistemas binarios formados por un planeta y una estrella enana blanca. Cabe mencionar
también que Veras et al. (2019) consideraron la evolucién rotacional descripta por
las Ecs. (2.298a) y (2.298b), pero sin tener en cuenta el torque triaxial en la ultima
ecuacion.
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Capitulo 5

Estudio de la dinamica orbital y
rotacional del sistema Kepler-21

El presente capitulo esta dedicado a la presentacion de los resultados obtenidos con
el modelo computacional construido a partir del marco teérico desarrollado y expuesto
en los capitulos anteriores de este trabajo de tesis. El problema explorado es la evolucion
dindmica del sistema Kepler-21 debido a la interacciéon de mareas, considerando la
disipaciéon en ambos cuerpos y la triaxialidad del planeta (Luna et al., 2019). Cabe
destacar que ademas de los resultados que se van a mostrar a continuacion, los métodos
anteriormente explicados han sido aplicados en otros contextos como la exploracion de
la posibilidad de que Fobos sea un asteroide capturado por Marte (Luna et al., 2018b)
y en la evaluacion de las probabilidades de captura en el sistema exoplanetario HD
154088 (Luna et al., 2016).

5.1. Discusion preliminar

En esta seccion, se describe en primer lugar el sistema Kepler-21 seleccionado como
caso de analisis y de aplicacion del formalismo desarrollado y se presenta el mode-
lo construido para la implementacion de las simulaciones computacionales. Luego, se
analizan los modelos reologicos que mejor caracterizan el comportamiento de cada com-
ponente del sistema en estudio, se consideran los pardmetros fisicos y reoldgicos, y las
condiciones iniciales necesarias para la implementacion de las simulaciones numéricas,
especialmente aquellas que corresponden a la evolucion rotacional del planeta.

5.1.1. El sistema Kepler-21

La estrella Kepler-21, también conocida como HD 179070, es una subgigante de
tipo espectral F6IV que se encuentra a una distancia de 352 anos-luz de distancia en
la constelacion de Lyra. En la Tabla 5.1 se muestran los valores de los pardmetros
fisicos y orbitales del sistema. Kepler-21 alberga un planeta presumiblemente rocoso.
Esto puede estimarse de la relaciéon masa-radio, tal como se muestra en la Fig. 5.1.
En la misma pueden observarse también varias curvas correspondientes a relaciones
masa-radio con distintos valores de la fracciéon de masa de hielo, que da una idea de
la cantidad de agua que podria tener el planeta. Para el caso de Kepler-21b, esta
ultima seria de un 10% , aproximadamente. También, es importante destacar que,
segliin nuestro conocimiento actual sobre la temética, todavia no se han desarrollado
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Tabla 5.1: Valores de los parametros fisicos y orbitales relevantes del sistema Kepler-21
estudiado en este trabajo (Lopez-Morales et al., 2016).

Parametro Simbolo Unidad Valor
Parametros estelares
Masa my Mg 1,408
Radio Ry R 1,902
Periodo rotacional Prot 1 Dias 12,6
Parametros planetarios
Masa mo Mg, 5,10
Radio Ry R 1,639
Parametros orbitales
Periodo orbital Py Dias 2,78578
Semieje mayor a UA 0,0427172
Excentricidad e (Adimensional) 0,02

estudios sobre la dindmica de este sistema planetario con las herramientas tedricas
desarrolladas en esta tesis y hacerlo constituye de por si una contribucién de relevancia
en este campo del conocimiento.

Este sistema se eligié por dos razones principales: la primera es que dada la pro-
ximidad del planeta a su estrella anfitriona, se espera que los efectos de mareas sean
muy significativos. La segunda razén es que los pardmetros relevantes al estudio que
se pretende llevar a cabo estan bien determinados.

5.1.2. Modelo adoptado

Dentro de los efectos a tener en cuenta, se consideran las mareas que cada uno de los
cuerpos eleva en el otro y, también, la triaxialidad del planeta. Mas especificamente, se
considera el efecto de los términos seculares asociados al coeficiente Jy en la dindmica
orbital y, ademés, se tiene en cuenta la influencia del coeficiente Cyy en la dindmica
rotacional. En este estudio, se analizara la evolucion temporal del semieje mayor de la
orbita, su excentricidad, las dos inclinaciones —o bien, la inclinacion y la oblicuidad del
planeta— y, por supuesto, las velocidades de rotaciéon de cada cuerpo. Para identificar
ambos cuerpos celestes en las ecuaciones se reserva el indice 1 para la estrella anfitriona
y el indice 2 para el planeta.

En el Capitulo 2, a partir del formalismo desarrollado se dedujeron las ecuaciones
de movimiento —Ecs. (2.296) y (2.298)— que describen tanto la evoluciéon rotacional
como orbital del sistema considerado. Segiin se senald en la Seccion 2.5, se limita la
expansion de los potenciales perturbadores a los términos con [ = 2. Esta aproximacion
esté justificada para valores bajos de la excentricidad, tal como es el caso de Kepler-21
(Boué y Efroimsky, 2019).

5.1.3. Reologia de los componentes

Dado que se va a considerar la disipacion de ambos cuerpos, resulta necesario se-
leccionar el modelo reoldgico que pueda describir la respuesta de cada cuerpo como
un todo ante las fuerzas que los deforman. Teniendo en cuenta esto, a continuacién se
realizan consideraciones sobre la reologia de estrellas y de planetas.
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Figura 5.1: Radio (radios terrestres) vs. masa (masas terrestres) de algunas supertierras
junto con la grafica de varias relaciones masa-radio para planetas rocosos segin la fracciéon de
masa de hielo, tomadas de Valencia et al. (2007a).

Reologia de estrellas

Tal como lo discuten Veras et al. (2019), las estrellas pueden considerarse como
cuerpos viscosos, mas alla de que puedan tener cierta rigidez magnética. Por lo tanto,
el parametro dominante de su reologia es la viscosidad n;. A partir del trabajo de
Efroimsky (2012) se sabe que la flexibilidad compleja para este tipo de reologia estéa

dada por: _
- i

J(x)=——" 5.1

(0 =~ 5.)

Por lo tanto, sus partes real e imaginaria son:

_ _ 1
Re[J(X)] =0 v Im[J(x)] = — (5.2)
mX
En consecuencia, las partes real e imaginaria del ntiimero de Love complejo, necesa-
rias para la implementacion del modelo computacional en el contexto del formalismo
desarrollado en este trabajo, son precisamente las Ecs. (3.61):

3 1 1
Klgil) <l7 Xl%’?pq) =35 P} (53&)
2(1-1) 14 (BHth(l) )
mpq
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1
(1) ) 3 1 Bym Xl(wzpq
2(1

KI(I) (l X
» Xlmpq _
Uy + (Bl m Xl(izpq>

5 SEN (Wimpg) - (5.3b)

Reologia de planetas rocosos

La respuesta de cuerpos celestes rocosos como planetas y satélites ante las fuerzas
que los deforman, que incluso puedan tener su superficie cubierta de hielo y, atin mas,
que pueden albergar un océano subsuperficial, se puede modelar adecuadamente por
el modelo de Maxwell-Andrade (Efroimsky, 2012) o bien por el modelo de Sundberg
y Cooper (2010), tal como lo describen Renaud y Henning (2018). Debido a la com-
plejidad del altimo modelo y al hecho de que los parametros reologicos se conocen con
poca certeza, incluso para la Tierra, en el presente estudio se eligié utilizar el modelo
de Maxwell-Andrade. La flexibilidad compleja para esta reologia estd dada por:

J(X)=J — —+J(ixma) °T(1 + )
" (5.4)
=J|1—-—+(@{xm) "TA+a)l,
X ™
donde « es el parametro de Andrade, I' es la funcion Gamma, 73, y 74 son los tiempos
caracteristicos de Maxwell y Andrade, respectivamente. Cabe mencionar que el primero
se define como la razoén entre la viscosidad y la rigidez:

2
™ = — 5.9
M 2 ( )

Puede verse que los dos primeros términos de la primera linea de la Ec. (5.4) corres-
ponden a la respuesta viscoelastica, mientras que el tercero corresponde a la reaccién
hereditaria causada por procesos de dislocacion y fluencia de vacancias (Efroimsky,
2012). La reologia de Andrade es aplicable a un espectro amplio de materiales, desde
planetas rocosos parcialmente fundidos hasta cuerpos helados, incluso si estos poseen
un océano bajo sus superficies. El parametro de Andrade toma valores en el intervalo
[0,15;0,2] para el primer tipo de cuerpos celestes y en el intervalo [0,2;0,4] para el
segundo tipo.

Las partes real e imaginaria de la flexibilidad compleja para la reologia de Andrade
son:

Re [J(x)] = I [x ™+ XA TMT,  cos (E> 1+ a)]

C XTu 2
(5.6)
- LR
Yy
- J To
Im [J(x)] = - 1+ X%y ®sin (— ) T'(1 + @)
{)](TM [ A ( 2 > ] (5.7)
“ o
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Luego, las partes real e imaginaria del niimero de Love complejo para la reologia de
Maxwell-Andrade, que es necesario introducir en el modelo computacional del sistema
en estudio, estan dadas por:

> (5.8a)

» lmpq

) 3 1 [R (Xl(izpq> + A Xl(fwzpq TM] R <Xl(1272pq> +1° <Xl(7273pq

K (1uf2,) =2
ROADY 20—1 2) ®) 2 (L@
R Ximpq ) T A Ximpg ™ | T 7 Ximpq

(2) (2)
KI(2) <l (2) ) _ § 1 A Ximpq ™ZL (lepq)

» *lmpq o . 2 sgn (wlmpq) :
21 1 [R <Xl(7272pq> + Al Xl(fr?pq TM] + I2 (Xl(72r3pq)

(5.8b)

Condiciones iniciales y parametros fisicos

Ademas de los valores dados en la Tabla 5.1, por un lado se deben fijar los valores
de otros pardmetros fisicos y reologicos y, por otro lado, se deben dar los valores ini-
ciales de los parametros rotacionales y orbitales para poder resolver las ecuaciones de
movimiento.

Con respecto a los pardametros reoldgicos de la estrella anfitriona y del planeta, se
deben fijar el valor de la viscosidad de la primera y los de la rigidez, el tiempo de
Maxwell y el parametro de Andrade para el ultimo. Debido a la falta de un modelo
mejor, se impone 74 = 7);. Para el primer caso, se toma el valor de la viscosidad de la
estrella aquél dado por Veras et al. (2019) para el Sol y estrellas similares, el cual es
m = 10'? Pa s. Para el planeta, dado que se asumié que es de tipo terrestre, se toma
entonces el valor de la rigidez correspondiente a la Tierra, es decir pup = 0,8 x 10,
Teniendo en cuenta la Ec. (5.5) y el hecho de que la viscosidad depende fuertemente de
la temperatura, de forma tal que aquella decrece cuando la dltima aumenta, se espera
que el tiempo de Maxwell decrezca a medida que la temperatura interna del planeta se
incrementa. Al mismo tiempo, se espera que planetas internamente diferenciados con
un nicleo parcialmente fundido, como es el caso de la Tierra, tengan asociados valores
del parametro de Andrade en el intervalo [0,15;0,2]. Asi, debido a esta incertidumbre,
se llevaron a cabo varias simulaciones computacionales explorando diferentes valores
de 7y y de a.

En lo que concierne al resto de los parametros fisicos, los valores de la densidad
media y gravedad superficial, tanto del planeta como de la estrella, se calcularon usando
los datos consignados en la Tabla 5.1. Los valores de los méximos momentos de inercia
principales, C y Cs de la estrella y el planeta, respectivamente, se calcularon como:

donde &, se conoce como factor momento de inercia y £ = 1, 2. Para una esfera homo-
génea su valor es 2/5. Sin embargo, si se considera la estructura interna de los planetas
rocosos dicho valor es algo menor. Por ejemplo, Zeng y Jacobsen (2017) mostraron
que para la Tierra y planetas similares ¢ ~ 1/3. En consecuencia, se toma & = 2/5
y & = 1/3. Los tltimos parametros fisicos a ser fijados son el grado de triaxialidad y
del factor de forma dinédmico, esto es, se requiere el valor de (B — A)/C y el de Js. El
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primero puede ser estimado siguiendo el trabajo de Rodriguez et al. (2012):

B-—A 15m (@)3

a

R — d

Para Kepler-21b se obtiene, aproximadamente, 7 x 10~%. Sin embargo, a fin de evaluar
su impacto en la evolucion rotacional del mismo, se consideraron también los valores
1x 1073 y cero. Para J, se consideraron también tres valores para explorar su influencia:
1 x 1073 (que es del mismo orden de magnitud que el de la Tierra), 1 x 107%, 1 x 107°
y cero. Por ultimo, en lo que concierne a los valores iniciales de los elementos orbitales,
se tomaron los valores de a y de e que se muestran en la Tabla 5.1, dado que se va
a centrar la atencidon en el destino del sistema Kepler-21 y en estimar los tiempos
caracteristicos de la evoluciéon dindmica. En este sentido, se va a fijar arbitrariamente
i1 = 0,5° e 15 = 5°. A partir de la Tabla 5.1 se puede calcular la velocidad de rotacion
de la estrella. Dicho valor se va a tomar como el inicial de 91. Como el estado rotacional
del planeta se desconoce totalmente se eligen también de forma arbitraria 65(0) =0y
92(0) =4,1n. La razéon de esta ultima eleccién se expondra mas adelante.

5.2. Caracterizacién numérica y semianalitica de la
evolucién dinamica del sistema Kepler-21

Se llevaron a cabo trece simulaciones numéricas con el objetivo de caracterizar la
evolucion dinamica del sistema Kepler-21 variando los valores de los parametros reolo-
gicos y dinamicos del planeta dado que, como se indicé antes, son los mas inciertos. En
dichas simulaciones se integraron numéricamente las Ecs. (2.296) y (2.298) sobre un
intervalo de tiempo de 1 x 10° afios. En la Tabla 5.2 se muestran los valores adoptados
en cada una de las integraciones, las cuales estan etiquetadas con un niimero de iden-
tificacion (ID). Estas se dividieron en tres conjuntos: el primero consiste en aquellas
integraciones donde se variaron solamente los parametros reologicos del planeta (7y y
«); el segundo consiste en las integraciones llevadas a cabo variando los valores de los
parametros dindamicos (J> y (B — A)/Cy). Por ultimo, el tercero consiste en una sola
integracion con una excentricidad mas alta (e = 0,1), valor que se encuentra dentro
del intervalo de incerteza (Lopez-Morales et al., 2016), para explorar la posibilidad de
captura en resonancias mayores a la 1:1.

A modo de control general, se verifico que en cada una de las simulaciones numéricas
se conserva el momento angular total del sistema.

5.2.1. Resultados de las simulaciones computacionales

En primer lugar vamos a considerar la evoluciéon rotacional del planeta en el sistema
Kepler21. En la Fig. 5.2 se muestran las gréaficas de la evolucion temporal de la velocidad
de rotacion normalizada del planeta como resultado del primer (Fig. 5.2a) y segundo
(Fig. 5.2b) conjuntos de simulaciones numéricas. Puede verse en la Fig. 5.2a que el
tiempo necesario para que el planeta alcance la resonancia 1:1 se ve significativamente
afectado por la variacion de los pardmetros reolégicos. En cambio, no ocurre lo mismo
cuando se varian los parametros dinamicos, como puede apreciarse en la Fig. 5.2b.

Es importante senalar que la sincronizacién no siempre es exacta. Por ejemplo,
en las Figs. 5.3a y 5.4a se muestra nuevamente la evolucion temporal de la velocidad
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Tabla 5.2: Valores de los parametros reolégicos y dindmicos adoptados en las integraciones
numéricas que se llevaron a cabo en este trabajo. Cada subconjunto de valores de dichos
parametros, dentro de cada conjunto de simulaciones numeéricas, se encuentra identificado con
un namero (ID) a fin de evitar ambigiiedades.

Conjunto ID e 7y [afios] «a (B—A)/Cy Jo

1 0,02 10 02 7x107* 1x10°°
2 0,02 50 02 7x107* 1x10°3
1 3 0,02 100 02 7x107* 1x107?
4 0,02 10 0,15 7x10* 1x1073
5 0,02 10 0,3 7x107%  1x107°
6 0,02 10 0,2 1x107% 1x1073
7 0,02 10 0,2 1x10° 1x1073
8 0,02 10 02 7x107* 1x10*
2 9 0,02 10 02 7x107* 1x107°
10 0,02 10 0,2 0 1x10°3
11 0,02 10 0,2 7x107* 0
12 0,02 10 0,2 0 0
3 13 0,1 10 02 7x107* 1x107°

normalizada del planeta, pero en un entorno muy estrecho alrededor de la resonancia
1:1, como resultado de algunas simulaciones numeéricas (IDs 1, 6 y 12). En las mismas
se puede apreciar que la velocidad de rotacion es algo mas alta o baja apenas el pla-
neta queda capturado y luego se va acercando paulatinamente al estado de rotacion
sincronica, aunque no siempre lo alcanza exactamente.

Después de verificar que M = n y que n no varia apreciablemente debido a la evo-
lucién temporal del semieje mayor, se graficaron los valores de (wQ + QZ) /n en funcion
del tiempo. Los resultados se muestran en las Figs. 5.3b y 5.4b para el primer y segundo
conjunto de integraciones, respectivamente. En la Fig. 5.3b, puede observarse que para
el primer conjunto de integraciones numeéricas la velocidad de rotaciéon normalizada
del planeta es siempre un poco menor que 1. En la Fig. 5.4b, puede notarse que para
Jy = 1 x 1073 los resultados son iguales a los antes mencionados y que, para valores
menores de Jy la velocidad de rotacion del planeta es mayor que n apenas el mismo
resulta capturado, pero después disminuye hasta hacerse exactamente igual a n.

Asi, puede observarse la influencia de las velocidades de precesion apsidal y nodal
en las frecuencias de mareas. Las mismas fueron calculadas usando la Ec. (2.169) en
lugar de utilizar la comtinmente aceptada aproximacion:

Wimpg = (I = 2p + q) n — mb,

la cual parece ser utilizada casi sin excepciones (Efroimsky, 2012; Makarov, 2012; Ma-
karov et al., 2012; Efroimsky y Makarov, 2013, 2014; Noyelles et al., 2014; Efroimsky,
2015). Por lo tanto, a la luz de estos resultados, es muy importante advertir sobre esta
problemética.

El efecto antes descrito también puede observarse en la Fig. 5.5 en donde se mues-
tra la grafica de la aceleracion debida a los términos seculares del torque de mareas
en funcion de la velocidad de rotacién normalizada. Estos resultados se obtuvieron
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Figura 5.2: Evolucién temporal de la velocidad de rotacién normalizada del planeta obtenida
como resultado del primer a) y del segundo (b) conjuntos de experimentos numéricos.

mediante integracion numérica (ID 1), que corresponde a los puntos de color verde, y
por evaluacion directa de la Ec. (4.2), que corresponde a la linea sélida de color rojo.
En dicha evaluacion, sin embargo, se us6 la aproximacion wyy,, ~ (I —2p +q)n — mé.
Si la Fig. 5.5 estuviese animada, entonces se observaria que los puntos de color verde
comienzan a acercarse a la linea roja, después de que el planeta resulta capturado en
la resonancia 1:1, describiendo el segmento de recta paralelo al de la linea roja cuando
pasa por la resonancia exacta. Por supuesto, los puntos obtenidos en las integraciones
numéricas correspondientes a los IDs 8, 9, 11 y 12 coincidirfan exactamente con la
linea roja en el intervalo de tiempo considerado en cada simulacién, si éstos estuviesen
graficados.

Como se indico al principio de esta seccion, para el tercer conjunto solamente se
llev6 a cabo una integraciéon con e = 0,1. Puede verse en la Fig. 5.6, donde se muestra la
evoluciéon temporal de 0y /n, que el planeta resulta capturado en la resonancia 3:2. Este
resultado se encuentra en concordancia con la Fig. 5.7, en la que se muestra nuevamente
la aceleracion angular debida a los términos seculares del torque de mareas en funcién
de la velocidad de rotacion normalizada del planeta para los dos valores considerados
de la excentricidad. En dicha figura puede observarse que la linea solida azul, que es
la que corresponde a e = 0,1 cruza el eje horizontal, donde la aceleraciéon angular se
anula. Es por este motivo que anteriormente se senalé que la excentricidad juega un
papel clave en la posibilidad de captura en resonancias espin-6rbita (Makarov, 2012;
Noyelles et al., 2014).

Con respecto a esto ultimo, cabe aclarar que si no se considerase el torque triaxial
en las simulaciones numéricas, se puede afirmar con toda seguridad que para e = 0,02
el planeta nunca va a quedar capturado en la resonancia 3:2. En cambio, si e = 0,1
entonces el mismo siempre va a resultar capturado en dicha resonancia. Sin embargo,
al considerar el torque triaxial, podria ocurrir que el planeta quede capturado en la
resonancia 3:2 con e = 0,02 y viceversa, el mismo podria pasar por la misma resonancia
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Figura 5.3: Evoluciéon temporal de la velocidad de rotacién normalizada del planeta en un
entorno de la resonancia 1:1 (a) y del valor también normalizado de la suma de las veloci-
dades de precesion apsidal y nodal de la érbita vista desde el planeta (b). Estos resultados
corresponden al primer conjunto de integraciones numéricas.

sin resultar capturado para e = 0,1. Esto ltimo depende fundamentalmente del valor
del grado de triaxialidad del planeta —(B — A)/Cy—, entre otros factores (Makarov,
2012).

En la Fig. 5.7 se puede encontrar una justificacion del por qué de la eleccion del
valor inicial de la velocidad de rotacion (65(0) = 4,1n). Como puede verse en dicha
figura, la aceleracion angular secular debido a la interacciéon de mareas del planeta es
practicamente constante para 0y /n = 4. Por lo tanto, si se considerasen valores iniciales
mayores, la iinica diferencia que se observaria serfia que el planeta tarda més en alcanzar
el estado final de rotacion sincréonica o super sincronica.

Si se analiza ahora la evolucion orbital del sistema Kepler-21, como observacion
general puede decirse que la variacion del semieje mayor y de la excentricidad resulto
ser no significativa en las simulaciones implementadas. Lo mismo puede decirse de la
evolucion temporal de la inclinacion de la orbita (i;). Ocurre todo lo contrario con la
inclinacion de la 6rbita con respecto al plano del ecuador del planeta; en este caso, la
oblicuidad del mismo se ve rapida y significativamente disminuida a valores menores
de 1° en todos los casos considerados en las integraciones numeéricas.

En las Figs. 5.8a y 5.8b se muestran las graficas de la evolucion temporal del semieje
mayor y de la excentricidad, respectivamente, como resultado del primer conjunto de
simulaciones numéricas. Por otro lado, en las Figs. 5.9a y 5.9b se muestran las graficas
correspondientes al segundo conjunto de simulaciones computacionales. Las graficas de
la evoluciéon temporal de i5 correspondiente a los dos conjuntos de simulaciones antes
mencionados se muestran en las Figs. 5.10a y 5.10b, respectivamente.

Puede observarse un comportamiento general en las seis figuras antes mencionadas,
esto es, los tres pardmetros orbitales considerados primero crecen hasta que el planeta
llega a la resonancia 1:1 y luego comienzan a decrecer una vez que el mismo resulta
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Figura 5.4: Evoluciéon temporal de la velocidad de rotacién normalizada del planeta en un
entorno de la resonancia 1:1 (a) y del valor también normalizado de la suma de las veloci-
dades de precesion apsidal y nodal de la érbita vista desde el planeta (b). Estos resultados
corresponden al primer conjunto de integraciones numéricas.

capturado en el estado sincronico. Debido a que, como puede observarse, las escalas de
tiempo de la evolucion orbital son mucho mayores que aquella de la evolucion rotacional
del planeta, resulta util evaluar las Ecs. (2.296a), (2.296b) (2.296d) en funcion de la
velocidad de rotacion normalizada del planeta, de forma anéloga a como se hizo con
la aceleracion angular del mismo debida al torque secular de mareas. El resultado de
la evaluacion mencionada se muestra en la Fig. 5.11. En la misma puede observarse
que, en concordancia con los resultados obtenidos, las derivadas temporales de a, de
e y de iy son positivas para 92/n > 1 y negativas para 92/n < 1. En este sentido, la
evolucion orbital del sistema Kepler-21 puede estimarse sin realizar ninguna integracion
numérica. Sin embargo, debe advertirse que esto es posible solamente si las escalas de
tiempo de la evoluciéon orbital son mucho mayores que las de la evolucién rotacional
del planeta.

Asi como ocurre con el torque mareal secular, el aspecto de las derivadas temporales
del semieje mayor, de la excentricidad y de la oblicuidad en funcién de la velocidad
de rotaciéon normalizada reflejan la combinacion lineal de las funciones de calidad mo-
duladas por las funciones de la excentricidad y las funciones de la inclinacion (y sus
derivadas). En otras palabras, tanto el torque de mareas como las ecuaciones que dan
la evolucion orbital estan expresadas sobre la misma “base de funciones”.

Con respecto a la evolucion orbital quedan dos observaciones por hacer: la primera es
que las diferencias entre los valores finales de las pendientes en la evoluciéon de a y de e, y
el valor final de iy, dependen del valor final (o asintotico) de la velocidad de rotacion, en
virtud de la discusion precedente. La segunda observacion tiene que ver con la evolucion
temporal de la inclinacion de la érbita del planeta (i1). Si bien no se incluyeron las
figuras correspondientes, se encontré que en todas las simulaciones computacionales la
misma aumentaba linealmente a razén de unos 9 x 1072 °anio*. Si bien este resultado
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Figura 5.5: Aceleracion angular del planeta debida a los términos seculares del torque de
mareas obtenida mediante la integracion numeérica correspondiente al ID 1 (puntos verdes) y
por evaluacion directa de la Eq. (4.2) (linea sélida roja).

puede parecer contradictorio, se debe tener presente que la interaccion de mareas puede
tanto “apaciguar” como “excitar” la evolucion orbital (Veras et al., 2019). Esto mismo
se observa en la Fig. 5.11 donde, en ciertas condiciones, los valores de los pardmetros
orbitales pueden aumentar o disminuir en el tiempo. En el caso de ¢;, puede observarse
a partir de las Ecs. 2.295 y (2.296d) que su derivada temporal es positiva siempre que
: Gmim
01 > e e
naC
tal como ocurre en el caso de Kepler-21; por lo que puede afirmarse que esta es una
particularidad del sistema considerado.

5.2.2. ;Es posible detectar los efectos de marea?

Por supuesto, seria muy interesante tener la posibilidad de contrastar los resultados
obtenidos mediante simulaciones computacionales con datos observacionales, no cabe
duda de ello. Dentro de los limites de este trabajo, se puede contestar la pregunta
formulada en el titulo de este apartado solamente de manera parcial. En los tltimos
anos se han logrado enormes avances en las técnicas observacionales que permiten
realizar mediciones con gran precision de los parametros fisicos y orbitales de planetas
orbitando otras estrellas. Una de esas cantidades es el periodo orbital, el cual puede ser
medido observando varios transitos de un planeta por delante de su estrella anfitriona

y esté definido mediante:

2
P, = 28 5.11
b= (5.11)
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Figura 5.6: Evolucién temporal de la velocidad de rotaciéon normalizada del planeta como
resultado del tercer conjunto de integraciones numeéricas (para la cual se tomo6 e = 0,1). Puede
observarse que el planeta resulté capturado en la resonancia 3:2.

Si se supone que el sistema evoluciona solamente debido a la interacciéon de mareas,
entonces el periodo orbital también va a evolucionar como consecuencia de la variaciéon
temporal del semieje mayor de la érbita. Por lo tanto:

dPorb . 27 dn

= ——— 0.12
dt n? dt (5.12)
En virtud de las Ecs. (2.109) y (2.110), la Ec. (5.12) puede reescribirse como:
dPyr  3mda
= ——. 5.13
dt na dt (5.13)

Tomando los valores de los parametros correspondientes de la Tabla 5.1, se calcula n
y, por otro lado, se estima el valor de la derivada temporal de a debido solamente a las
mareas usando nuevamente la Ec. (2.262a), obteniéndose:

dForr 0 0038795
dt anos

que equivale a unos 3,88 ms por ano, con lo cual se necesitarian unos 1000 anos para
observar una variaciéon de unos 4 segundos. El periodo orbital de Kepler-21b es de
2,78578 dias con una incerteza de 0,00003 dias (Lopez-Morales et al., 2016), equivalente
a unos 2,6 s. Claramente, resulta imposible medir variaciéon alguna del periodo orbital
de Kepler-21b, al menos con los instrumentos actualmente disponibles.
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Figura 5.7: Aceleracién angular del planeta debida a los términos seculares del torque de
mareas vs. la velocidad normalizada para dos valores de la excentricidad, el actual (e = 0,02)

y e = 0,1. Se han ampliado dos entornos alrededor de las resonancias 1:1 y 3:2 por razones de
claridad.
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Figura 5.8: Evolucion temporal de a — ag y de e — ¢y (donde ag y e son los valores iniciales
del semieje mayor de la excentricidad, respectivamente) obtenidas como resultado del primer

conjunto de simulaciones numéricas, es decir, aquellas en las que se variaron los valores de los
parametros reolégicos del planeta.
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Figura 5.9: Evolucion temporal de a — ag y de e — e (donde ag y eg son los valores iniciales
del semieje mayor de la excentricidad, respectivamente) obtenidas como resultado del segundo

conjunto de simulaciones numéricas, es decir, aquellas en las que se variaron los valores de los
parametros dindmicos —Jy y (B — A)/Cy— del planeta.
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Figura 5.10: Evoluciéon temporal de la inclinacién del plano orbital visto desde el planeta
(también llamada oblicuidad) obtenidas como resultado del primer (a) y del segundo (b)
conjuntos de simulaciones numéricas.
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Figura 5.11: Derivadas temporales de a, e e iy debidas a los términos seculares de los
potenciales perturbadores en funciéon de la velocidad de rotacién normalizada del planeta.
Estas curvas se obtuvieron mediante la evaluacion directa de las ecuaciones (2.296a), (2.296b)
y (2.296¢), respectivamente.
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Capitulo 6

Discusion final y conclusiones

En este trabajo se han presentado todos los aspectos del formalismo de Darwin-
Kaula para el estudio de la evoluciéon dinamica de sistemas planetarios debido a los tres
tipos principales de perturbaciones: las mareales, las planetarias y aquellas originadas
por una distribucién inhomogénea y permanente de masa. Ademés, se ha presentado
uno de los tltimos avances en esta tematica que brinda un conjunto completo de ecua-
ciones de movimiento para el estudio de la evolucién temporal de un sistema binario.
A partir de esto, se logré construir un formalismo que permite estudiar la evolucion
dindmica de sistemas binarios debido a las mareas que cada uno de ellos induce en el
otro, considerando la triaxialidad de uno de ellos, caracterizada por los coeficientes .Jo
y Cyy de su respectivo campo gravitatorio.

A partir del formalismo desarrollado se obtuvo un conjunto de ecuaciones de movi-
miento que permite describir la evolucién dinamica debida a los términos seculares de
los potenciales perturbadores mareales y, también, evaluar la influencia de los térmi-
nos seculares relacionados a .J en la evolucion orbital y la de los términos periddicos
asociados a Cy en la evolucion rotacional, el cual da origen al conocido torque triaxial.

En virtud de que el formalismo construido se basa en el de Darwin-Kaula de la
Teoria de Mareas y en desarrollos posteriores realizados principalmente por Efroimsky
(2012) y por Boué y Efroimsky (2019), resulta posible incluir cualquier reologia lineal
a fin de describir la respuesta de los cuerpos celestes ante las fuerzas que los deforman.
Todos estos aspectos constituyen los aportes originales de este trabajo de tesis al campo
de estudio de sistemas binarios que interacttian gravitacionalmente.

Teniendo en cuenta todo esto, resulta interesante destacar que las ecuaciones de
movimiento derivadas por Boué y Efroimsky (2019) a partir del formalismo desarro-
llado por estos autores fueron implementadas por Veras et al. (2019) para estudiar
la evolucién dinamica de dos sistemas binarios conformados por un planeta y una es-
trella enana blanca cada uno. Sin embargo, en este ultimo trabajo solo se usaron las
ecuaciones para el semieje mayor, la excentricidad, las inclinaciones y las aceleraciones
angulares. Ademaés, solamente se consideraron los términos seculares del potencial de
mareas y se usé el modelo de Maxwell para describir el comportamiento reolégico de
los planetas. Si bien en este trabajo de tesis no estudiamos este tipo de sistemas, si
nos es posible afirmar, en comparacioén, que nuestro formalismo incluye al campo de
aplicacion del formalismo desarrollado por Boué y Efroimsky (2019) y posee atn ma-
yor generalidad al incluir la triaxialidad en uno de los cuerpos —o en los dos, si fuera
necesario hacerlo— abarcando diversos tipos de sistemas planetarios.

Es importante mencionar que las ecuaciones de movimiento obtenidas poseen la
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caracteristica de ser regulares cuando la excentricidad y las inclinaciones tienden a
cero, lo que le confiere gran estabilidad a la expresion computacional del formalismo
desarrollado.

El formalismo construido se validé de forma analitica y numérica a través del estudio
de la evolucion rotacional de Mercurio y de la evolucion orbital de sistema Marte-Fobos,
recuperando resultados ya obtenidos en la literatura especializada y poniéndolos en
discusion.

Luego, las ecuaciones antes mencionadas se implementaron en un modelo compu-
tacional y se aplicaron al sistema Kepler-21 que todavia no ha sido estudiado, agre-
gando, por lo tanto, nuevos conocimientos a este campo de estudio. De esta forma,
se ha podido caracterizar dicha evoluciéon con respecto a las caracteristicas mas im-
portantes de la interaccion de mareas, a saber: la expansion o decaimiento orbital, la
circularizacién, la planarizacion y la sincronizacion.

Como conclusiones generales del estudio de la evoluciéon dinamica del sistema Kepler-
21 se puede destacar, en primer lugar, que el tiempo de sincronizacion de la rotacion del
planeta se ve apreciablemente afectado por la variacién de los parametros reologicos.
En segundo lugar, se observd que el efecto combinado de la interaccion de mareas y
de los términos seculares asociados al coeficiente J, puede modificar apreciablemente
las frecuencias a las que se excitan los esfuerzos y las deformaciones en el planeta. Sin
embargo, cabe mencionar que los estados rotacionales levemente asincrénicos también
pueden observarse si se tienen en cuenta las mareas atmosféricas (Correia y Laskar,
2003; Leconte et al., 2015). En tercer lugar, dado que la escala de tiempo de la evolu-
cion orbital es mucho mayor que la rotacional, es posible caracterizar completamente
la evolucion dindamica del sistema Kepler-21 evaluando directamente las ecuaciones que
dan las derivadas temporales del semieje mayor, la excentricidad y la inclinacién en
funcion de la velocidad de rotacion normalizada del planeta. En cuarto lugar, se com-
probé la imposibilidad de detectar el efecto de mareas a partir de la influencia que tiene
la variacion temporal del semieje mayor en el periodo orbital del mismo. Este tltimo
aspecto es un tema de investigacion reciente que ha motivado la apariciéon de algunos
trabajos al respecto. Por ejemplo, Yee et al. (2019) afirman que dicho efecto es detec-
table en el sistema WASP-12, donde se observan variaciones del periodo orbital que,
segun ellos, pudieron atribuir a la interacciéon de mareas. En cambio, Petrucci et al.
(2019) aseguran que no es posible tal deteccion para el caso del sistema WASP-19. En
este sentido, resultara interesante explorar otros sistemas en los que se pueda medir
una variacion apreciable del periodo orbital e intentar estimar parametros reolégicos de
forma anéloga al trabajo de Luna et al. (2018a) para el caso del sistema Marte-Fobos.
En ultimo lugar, pero no por eso menos importante, cabe mencionar que resulta muy
posible que el planeta Kepler-21b se encuentre capturado en la resonancia 1:1, no sola-
mente porque es el estado rotacional mas probable, sino porque si estuviese capturado
en una resonancia mas alta la fricciéon interna excitada por la interaccion de mareas
harfa que su temperatura interna crezca apreciablemente (Efroimsky y Makarov, 2014;
Makarov y Efroimsky, 2014). En consecuencia, la viscosidad del planeta decreceria
provocando, a su vez, que disminuya también el tiempo de Maxwell lo cual produce
escapes de resonancias altas a otras mas bajas en un intervalo de tiempo menor que el
descenso de la probabilidad de captura en resonancias mayores a la 1:1 ocasionada por
la disminucion de la excentricidad debido a la misma interaccién de mareas (Makarov
et al., 2018).

Lo indicado al final del parrafo anterior abre la posibilidad de investigar la intere-

Pagina 112 de 120



Estudio de la interaccién de mareas Santigo Luna

sante relacion que existe entre la evolucion dindmica y la evolucion térmica de planetas
terrestres, temética que se abordara en futuros trabajos.

Otras posibles tematicas a abordar en el corto y mediano plazo son, por un lado,
la posibilidad de estudiar, o reestudiar, otros sistemas dentro del Sistema Solar, como
por ejemplo los asteroides binarios, dado que el formalismo desarrollado en este traba-
jo puede ampliarse facilmente a la consideracion de la triaxialidad de ambos cuerpos.
Por otro lado, resultard interesante explorar el impacto que tiene en la dinamica la
consideracion de otras reologias mas avanzadas, como la de Sundberg-Cooper (Sund-
berg y Cooper, 2010; Renaud y Henning, 2018) y la posibilidad de que la interaccion
de mareas tenga influencia sobre la tecténica de placas tanto en la Tierra como en
otros planetas del Sistema Solar y sistemas extrasolares (Valencia et al., 2007; Valencia
y O’Connell, 2009; Valencia et al., 2018). Finalmente, méas adelante se trabajara la
extension del formalismo aqui construido al problema de N cuerpos, considerando la
disipacion debida a la interacciéon de mareas.

Quizas la particularidad més interesante de esta tematica es que atn queda mucho
camino por recorrer, en el sentido de que existe una gran cantidad de sistemas en
los que es posible aplicar el formalismo aqui presentado. No solamente en el Sistema
Solar, sino también en el nimero cada vez mayor de sistemas extrasolares que se van
descubriendo gracias a los enormes avances que se aprecian hoy en dia en las técnicas
observacionales que, por supuesto, se vuelven cada vez mas precisas.

Finalmente, como un derivado de este trabajo de tesis, es importante tener en cuenta
que el mismo también se constituye en una herramienta teoérica para el desarrollo de
proximos estudios y, por lo tanto, para la formacion de recursos humanos en este campo
de investigacion.
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