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Resumen

La idea de que existen fases de la materia que no pueden ser caracterizadas
mediante la ya famosa y estudiada teoria de Landau ha aparecido en anos recientes
con el descubrimiento de nuevos fenémenos como el efecto Hall cuantico. Estas
nuevas fases, denominadas fases topologicas, se caracterizan por ser robustas ante
perturbaciones ambientales y por almacenar la informaciéon del estado cuantico

de manera no local.

Esta area de estudio ha dado lugar a nuevos materiales como los aislantes
topologicos, los semimetales topologicos y los superconductores topologicos. En
este trabajo se pretende estudiar y caracterizar las fases topologicas de un super-
conductor topoloégico unidimensional, el cual alberga un grupo muy especial de

cuasiparticulas denominadas fermiones de Majorana.

Mediante el uso de técnicas numéricas, como el grupo de renormalizacion de
la matriz densidad, estudiaremos la degeneraciéon del espectro de entrelazamiento
del estado fundamental, un invariante topologico novedoso con el cual podemos

identificar las fases del sistema.









Capitulo 1

Introduccion

Esta tesina estd enmarcada en el area de la materia condensada (condensed
matter physics), en particular en la subérea conocida como electrones fuerte-
mente correlacionados (strongly correlated electrons). Los materiales con electro-
nes fuertemente correlacionados son materiales en los que el movimiento de un
electron depende de las posiciones y movimientos de todos los demas electrones
debido al largo alcance de la interacciéon Culombiana. Con esta definicion, podria-
mos pensar ingenuamente que todos los materiales muestran fuertes correlaciones
electronicas. Sin embargo, en los sistemas puramente i6nicos los electrones estan
confinados a las cercanias del nucleo atémico. Por otro lado, en sistemas metélicos
ideales, la interaccion de Coulomb es apantallada, por lo que si bien las corre-
laciones electronicas estan presentes en estos sistemas y conducen, por ejemplo,
al magnetismo, las principales propiedades de los sistemas se pueden explicar en
modelos simples donde las correlaciones electronicas se desprecian por completo
(gas de Fermi de electrones libres) o se toman en cuenta solo en aproximaciones de
bajo orden (liquido de Fermi, interacciones de intercambio en magnetismo, etc.).
En sistemas de electrones altamente correlacionados, las aproximaciones simples
dejan de representar la fisica real de estos sistemas y pueden aparecer fenémenos
completamente nuevos. Estos fenémenos llamados fendmenos emergentes [4] no
pueden ser predichos a partir de las interacciones locales entre los electrones y en-
tre los electrones y la red. Es por esto que los sistemas de electrones fuertemente
correlacionados son un campo de investigacion a la vanguardia de la fisica de la
materia condensada. Si bien los principios fundamentales subyacentes de la teoria
cuéntica, ecuacion de Schrodinger o ecuacion de Dirac y mecénica estadistica, son
bien conocidos, no hay forma conocida en la actualidad para resolver el problema
de muchos cuerpos para un niumero de Avogrado de particulas. Por esto ultimo

nuevos métodos y aproximaciones son desarrolladas para darle respuesta a las
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gran variedad de preguntas que surgen en esta gran area de la fisica.

Sabemos de la experiencia cotidiana que la materia puede encontrarse en distin-
tos estados, nombrados como fases. Entre ellos conocemos la fase liquida, el sélido
cristalino o el gas. Sin embargo, el mundo cuantico esconde muchos méas misterios.
La teoria cuantica predice una cantidad innumerable de estados de la materia,
tales como superconductores, condensados de Bose-Einstein, ferromagnetos y an-
tiferromagnetos. En todos estos casos, el concepto de ruptura de simetria juega
un rol fundamental. Podemos diferenciar un estado con un cierto orden a partir
de las simetrias que rompe o preserva haciendo uso de un coeficiente (real o com-
plejo de caracter escalar, vectorial o matricial), llamado parametro de orden.
El pardmetro de orden es una cantidad que sirve para mesurar el orden en una
fase, siendo cero en una fase que preserva una simetria dada y distinto de cero
cuando esta simetria se rompe ordenandose el sistema. Por ejemplo, para un fe-
rromagneto el parametro de orden es la magnetizacion total, dicha magnetizacion
es un vector con una determinada direcciéon, rompiendo asi la simetria de rotacion
que tiene el estado desordenado. La teoria de Landau [24] de las transiciones de
fase provee una explicacién fenomenolégica que explica los estados con ruptura de
simetria. En esta teoria, las fases de alta temperaturas son fases desordenadas y al
bajar la temperatura ocurre una transiciéon a una nuevo estado menos simétrico.
Se ha encontrado que existen estados de la materia que no pueden describirse con
un parametro de orden local y tampoco por la teoria de Landau. A este tipo de

fases se las comenzo6 a llamar fases topoloégicas.

En las ultimas décadas, hubo un progreso notable en nuestra comprension
de los estados topolodgicos de la materia. Decimos que estado cuantico se lla-
ma topolégico cuando sus funciones de onda tiene un caracter no local que puede
especificarse mediante algtin invariante topologico, una cantidad discreta que per-
manece sin cambios en las deformaciones adiabaticas del sistema. Los materiales
que albergan a estos estados se suelen denominar materiales topolégicos. Des-
de la década de 1980, se ha conocido que los sistemas Hall cuanticos y el Helio 3
(He-3) superfluido son topologicos. Durante varios anos se creyo que tales estados
eran de naturaleza bastante excepcional y existian solo bajo condiciones extremas
(campos magnéticos elevados o a bajas temperaturas). El descubrimiento de los
aisladores topologicos (TI); primero de manera teodrica [55, 34] y varios anos mas
tardes confirmados experimentalmente [23|; ha mostrado que, tal vez, los estados

topologicos de la materia pueden ser méas ‘comunes’ de lo pensado inicialmente.

En este trabajo nos dedicaremos a estudiar sistemas superconductores to-
pologicos (TSC). Para definir un superconductor topolégico es necesario primero

definir un SC trivial. Un superconductor trivial es aquel que apagando lentamente
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las interacciones entre distintos sitios fluye adiabaticamente hacia el limite ato-
mico. Por otro lado, la estructura electréonica de los SC topolégicos no puede ser
conectada con transformaciones suaves a la de un SC trivial. Este hecho se puede
expresar matematicamente con la existencia de un invariante topologico distinto
de cero, un ntamero entero que cuantifica el orden topolégico no local en el estado

fundamental y diferencia esta fase de otras.

Un invariante topolégico que ha cobrado popularidad en los tltimos anos es
el grado de degeneraciéon del espectro de entrelazamiento, el cual se calcula
obteniendo los valores singulares de la matriz densidad reducida del sistema.
Estos céalculos pueden escribirse de manera eficiente en el lenguaje de los estados
producto de matrices (MPS) y realizarse mediante métodos numéricos cuasi-
exactos como el grupo de renormalizacion de la matriz densidad (DMRG).
En el Capitulo 2 realizamos una rapida introducciéon al lenguaje de los MPS,

representacion heredada del area de la informaciéon cuéntica, y al DMRG.

La busqueda de estados novedosos que albergan una topologia no trivial se ha
convertido en un area de estudio con fuerte relevancia dentro de la fisica de la
materia condensada y ha abierto nuevos caminos hacia la computaciéon cuantica
tolerante a errores [46]. En el Capitulo 4, haciendo uso de técnicas numéricas como
el DMRG, caracterizaremos las fases topologicas de un superconductor topologico,

el cual en su estado fundamental alberga modos borde de Majorana ( Majorana
bound states, MBSs).

Los MBSs pueden ser pensados como el equivalente en materia condensada a los
fermiones de Majorana, particulas fundamentales encontradas por E. Majorana
[28] en 1937 como solucion a la ecuacion de Dirac, pero atn nunca detectadas en
la naturaleza. Los MBSs se caracterizan por poseer una estadistica no-Abeliana
comportandose asi como aniones. Esta exdtica estadistica los hace muy atractivos
desde un punto de vista fundamental y tecnolégico. Estudiaremos en el Capitulo
4 como se manifiestan en los bordes de un superconductor topolbgico y como

interactiian bajo la acciéon de un campo magnético.






Capitulo 2

Entrelazamiento cuantico, Estados

productos de matrices y DMRG

En este capitulo introducimos brevemente algunos conceptos fundamentales de
la fisica de muchos cuerpos (Many Body physics), algunos de ellos heredados de la
teoria de la informacién cuéntica. En particular, definimos uno de los fenémenos
mecanico-cuantico mas interesantes y escurridizos conocidos hasta la fecha, el

entrelazamiento cuantico.

El entrelazamiento en un sistema es un fenémeno fundamental en la mecanica
cuantica e implica que los diferentes grados de libertad de un sistema cuantico
no pueden ser descriptos de manera independiente ni local. Desde las primeras
discusiones entre Bohr y Einstein, y los experimentos mentales de mediados de
la década del '30 realizados por Einstein, Podolsky y Rosen que los llevaron a
postular la renombrada “Paradoja EPR” [9], hasta los grandes avances logrados
en las ultimas décadas propiciados por la conjunciéon de varias areas de la fisica.
El entendimiento de este (muy) contra-intuitivo fenémeno ha mostrado ser de
gran utilidad para la descripcion de sistemas cuénticos de muchos cuerpos. Por
ejemplo, las propiedades de escaleo de la entropia del entrelazamiento ayudan a
caracterizar los sistemas criticos |7, 48, 37|, y el entrelazamiento es la base para

la clasificacion de los ordenes topologicos [25, 19].

Ademés de los conceptos previamente mencionados, en este capitulo se realiza
una breve introducciéon a la representacion de estados productos de matrices
(Matriz Product State, MPS). Esta representacion, desarrollada en los ultimos
anos y heredada del area de la informaciéon cuantica, es una forma muy eficiente
de representar estados entrelazados de muchos cuerpos. El entendimiento de este
formalismo a permitido el desarrollo de algoritmos eficientes para el calculo de es-

tados fundamentales de Hamiltonianos (DMRG), evolucién temporal de estados
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(TEBD) y calculos dindmicos. Aunque el DMRG fue desarrollado originalmente
sin el uso de los MPS, las tltimas implementaciones de este famoso algoritmo se
apoyan en esta nueva formulaciéon que, ademaés, a permitido extender el concep-
to para desarrollar métodos eficientes en dimensiones mayores (PEPS, MERA).
En este capitulo desarrollamos el concepto fundamental del funcionamiento del

DMRG, descripto en el lengiiaje de los MPS.

2.1. Generalidades

2.1.1. Entrelazamiento cuantico

Consideremos un sistema cuéntico que vive en una red de L sitios con una
base local de estados {o;} con dimension d en cada sitio i € {1,2..., L}. Como
ejemplo, podemos pensar en una cadena de spines—% donde los estados locales son
I4), [1) v d = 2. En principio la red puede tener una dimension arbitraria, solo
necesitamos definir un orden para identificar a los sitios. Sin embargo, en lo que

sigue, siempre trabajaremos con cadenas unidimensionales de L sitios.

Los estados puros del sistema estdn definidos en el espacio de Hilbert H de

dimensiéon L¢, donde
H=05LH H=A{1),...,|d)} (2.1)
y el estado méas general posible se escribe como

)= > oy oy) (2.2)

01,40

El problema mas comiin en las simulaciones numéricas radica en que el namero
de coeficientes ¢!?} crece exponencialmente con el tamafio del sistema L como
d*, por ejemplo, para el caso de una cadena de spin—% de 100 sitios tenemos
2100~ 10% coeficientes. Una primera aproximacion al problema, en orden de

reducir el ntiimero de parametros, consiste en factorizar los coeficientes como
L7 ot (2.3)

ahora, en vez de tener d” coeficientes, tenemos que trabajar con dL coeficientes
-200 para el ejemplo anterior- y, si ademaés, consideramos invarianza traslacional
solo es necesario trabajar con d coeficientes. Esta aproximacion no es mas que una
teoria de campo medio (mean field theory) que, a pesar de ser muy exitosa

en muchos campos, no captura el fenémeno fundamental del entrelazamiento
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cuantico.

Volvamos al ejemplo de la cadena de spines, pero consideremos una cadena de
solo 2 sitios. En este caso, por el principio de superposicion y porque el espacio

de Hilbert del sistema es H = H; ® Ho, el estado més general posible es

T = ) + M) + ) + ML) (2.4)

Es facil ver que no cualquier estado se puede factorizar, es decir escribir como el
producto tensorial de otros dos, para ver esto podemos considerar como ejemplo
un estado singlete, el cual no puede ser factorizado. Un estudio méas profundo

sobre los estados tripletes puede verse en [45].
¥) = 1 ™) - 1 1) (2.5)
V2 V2 '

Estados que si son factorizables se conocen como estados productos, mientras
los que no lo son reciben el nombre de estados entrelazados. La propiedad mas
exotica de los estados entrelazados es el hecho de que albergan informaciéon de
manera no local, una propiedad esencial y esquiva a la intuicién de la mecanica

cuantica.

2.1.2. Descomposicion de Schmidt

Consideremos un sistema unidimensional compuesto por dos partes, A y B,
como se observa en la Fig.2.1 el espacio de Hilbert del sistema bipartito sera de

la forma

H=HsQHp (2.6)

donde H 4 (Hp) es el espacio de Hilbert de la parte A (B). Llamemos {|i)} y {|j)}

a las bases de los espacios de Hilbert de cada parte del sistema respectivamente.

A cualquier estado del sistema bipartito |¥) € ‘H, podemos descomponerlo en

la base {|i) ,|7) 5} de la forma

W) = ZC@;’WMUM (2.7)

donde ¢; ; seran los coeficientes de la expansion.
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{i>4 {i>s}
000000000 O®

1+1 L

Figura 2.1: Biparticién de un sistema cuéntico en los bloques A y B.

Descomposicion en valores singulares (SVD):

Sea M € C"*™ entonces M acepta la siguiente descomposicion:
M =UDV?

siendo U una matriz de dimensiéon (n x min(n, m)) con columnas ortonor-
males (los vector singulares izquierdos), tal que si n < m entonces UTU = L.
V matriz de dimension (min(n,m) x m) con columnas ortonormales (los
vector singulares derechos), tal que si n > m esto implica que VIV =1. Y
por tdltimo D una matriz diagonal de dimension (min(n, m) x min(n,m))

con entradas no negativas D,, = s,, cuya forma es

S1 0 0
0 S9 0

D= ) r<m,n
0 0 Sy

Los valores s; > s5--+ > s, se conocen como los valores singulares de M.

La cantidad de valores singulares no nulos r es el rango de Schmidt de
M.

Realizando una SVD sobre la matriz de coeficientes ¢ = (¢; ;)

c=UDV' = Cij = Zui,ksk@j,k (2.8)
k

se puede escribir al estado |¥) como

eb

A\

-

|¥) = ZSk <Z Uzk|Z>A> (Z 77j,k|j>B> (2.9)
k %

J
€A

en donde inmediatamente vemos que, mediante la SVD aplicada a la matriz de
coeficientes ¢, el estado |¥) pasa a escribirse como la suma de productos tenso-

riales de estados correspondientes a la parte A y B del sistema. Esta suma estéa
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pesada por los valores singulares de la matriz de coeficientes,
(U) = s Wh) @ W) (2.10)
k=1

La anterior descomposicion, la cual es tnica, se conoce como la descompo-
sicion de Schmidt. Los s; son los coeficientes de Schmidt, ]\II?A p)) son los

autovectores de Schmidt y r es el rango de Schmidt.

2.1.3. Matriz densidad y Matriz densidad reducida

Consideremos el valor medio de un observable II en el estado |¥), es decir

(U|II| W), se puede ver que

([IIW) = Tr [0 (2.11)

El valor medio del operador IT sobre un conjunto de estados {t;} con probabi-

lidad de ocurrencia p; se puede obtener como

1

> (Wil = sz’ Tr [TTjei)¢hil] (2.12)

=Tr (2.13)

HZPZ-I‘I’)(\PI

= TrIlp (2.14)

donde p, conocido como el operador densidad, se define como
P = Z pil i)W (2.15)

y sus elementos (p) forman la llamada matriz densidad.

Dado un estado entrelazado de la forma |V) = > ¢; ;i) 4]j)p, donde A y B
son las partes de un sistema bipartito. Se puede definir un operador que actué

solo en la parte A del sistema de la forma II = I14 ® Iz. Si calculamos el valor
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medio del operador en el estado entrelazado, tenemos

(I @ Lpl0) = > eigey (01407 1) (Ta @ L) (1) 4111) )

= cijcy o (i [TLald)
= Zcuc, o Tr [T |d" )4

=Trllapa

siendo ahora ps = Y, - ¢ijch |iXi’| el operador densidad reducido y pfl, =

DR a2V g U

(cc');# (no confundir con los operadores de creacion y destruccion) la matriz
densidad reducida. Podemos pensar a este ultimo operador como la ‘traza

parcial’ de la matriz densidad.

pa="Tegp=2 (i.jlpli'.j)li)il (2.20)

AP
171 7]

Es decir, para obtener la matriz reducida de la parte A del sistema, tomamos la
matriz densidad y la ‘trazamos’ sobre la parte B del mismo. Este nuevo operador

describe cualquier propiedad del sistema respecto a la biparticion A.

Consideremos ahora la descomposicion de Schmidt de un vector |¥) del espacio
de Hilbert ‘H (Eq. 2.10), entonces la matriz reducida del subsistema A es

pa=Trp Zskslﬂlkx\? [k Wy | (2.21)

_Zskslm/k N | T RBLA (2.22)
k,l 5kl

=) st (W)WY (2.23)

Inmediatamente vemos que los coeficientes de Schmidt (s;) al cuadrado son los
autovalores no nulos de la matriz densidad reducida p4 (pg) y que los vectores

de Schmidt son los autovectores correspondientes.

2.1.4. Cuantificando el entrelazamiento

Queremos encontrar una cantidad que nos permita discernir si un estado es
separable o entrelazado, ademés nos interesa conocer ‘que tan’ entrelazado estéa

dicho estado. Nuevamente, la descomposicion de un estado |¥) € H, donde H =
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Has® Hp en la forma de Schmidt es
T) =) sk Wh) @ [Th) (2.24)
k=1

donde los estados {|\1j§1( p))} forman una base ortonormal del subespacio Hap) y
sk > 0. Un aspecto importante de esta descomposicion es que nos brinda una idea
directa del entrelazamiento bipartito de un estado, es decir, el entrelazamien-
to cuéntico entre los grados de libertad en H 4 y Hp. Si no existe entrelazamiento
entre ambos subsistemas entonces el estado es un estado producto no correlacio-
nado y la descomposicion de Schmidt solo posee un coeficiente no nulo (s; = 1
y sg>1 = 0). Por otro lado, si los grados de libertad de los dos subsistemas estan
entrelazados, multiples coeficientes de Schmidt seran no nulos pero decreceran de
manera exponencial, diremos que existe una correlacion imperfecta. En el caso
particular donde todos los coeficientes sean iguales, la correlacion sera perfecta
(ver Fig. 2.2).

Definimos la llamada entropia de entrelazamiento (entanglement entropy)

como la entropia de von Neumann de la matriz densidad reducida pg4,
S=—Tr(palnpa) (2.25)

por la Eq. 2.23 podemos expresar a la entropia de entrelazamiento en términos

de los valores de Schmidt como

S=—Tr(palnpa) = —Zsilnsz. (2.26)

k
El mismo resultado es encontrado si utilizamos la matriz densidad reducida pg.
De manera sencilla vemos que, si no existe entrelazamiento entre los dos subsis-
temas entonces S = 0, en cambio si S > 0 entonces ambos subsistemas estan

entrelazados.

Para demostrar los conceptos definidos en el parrafo de arriba consideremos un
sistema formado por dos spines % con una biparticion donde el primer spin es el
subsistema A y el otro el B. Como primer ejemplo tomemos el siguiente estado:

() =5 (IT1) + [T + 11 + 1) (2.27)

N |

el cual puede ser descompuesto como

W) =1 S () + ) © <= (1) + 1) (2:28)

1

%
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como puede ser escrito como un estado producto, la entropia de entrelazamiento

sera nula (S = 0). Como segundo ejemplo consideremos el siguiente estado

1

W) = 7 (114 +141) (2.29)
con una descomposicion de Schmidt
1 1
W) = E(|T>®|¢>)+E(IT>®I¢>) (2.30)

este estado presenta un entrelazamiento maximo (mazimally entangled state) con

una entropia de entrelazamiento S = In 2,

2

S = —Zszlnsi

k=1
2.31
= — 1lnl~|—lln1 (2:31)
2 2 2 2
=1In2
10° . . .
E.IIIIIIIIIIIIIIIIII
-5 &)
10 ° ]
[ ]
0]
[ s 10'10 ® =)
®e
@
107 L - . |%> ... J
O
.= Iwr;mdon) ®ey
. ®e
10 20 1 1 1 @]
5 10 15 20

(83

Figura 2.2: Comparacion del espectro de entrelazamiento de un estado con corre-
lacién imperfecta (rojo) y un estado con correlacion perfecta (azul). El indice «
representa a los coeficientes de Schmidt en orden.
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2.1.5. Ley de Area

e D

Decimos que un estado |¥) satisface una Ley de Area (Area law) si por

cada region A del sistema, el entrelazamiento E(A) escalea como
E(A) < a|0A] (2.32)

siendo 0A el area del contorno de la region A.

Es de particular interés para las secciones posteriores remarcar que el estado
fundamental |¥y) de un hamiltoniano con interacciones locales y ‘gapeado’; es
decir donde existe un gap finito de energia entre el estado fundamental y los

estados excitados, respeta la Ley de Area enunciada anteriormente.

Espacio de Hilbert

Estados de Ley de Area

. N ' ‘ /

(a) (b)

Figura 2.3: (a) Fluctuaciones cuanticas significativas en estados fundamentales
con gap ocurren solo a cortas escalas. (b) Estados de ley de area 1D constituyen
una fraccién muy pequena del espacio de Hilbert.

Que un estado satisfaga una ley de area implica que la entropia de entrela-
zamiento de dicho estado crece proporcionalmente con el area de la region de
corte, luego S(INV) es constante para N > &, siendo ¢ la longitud de correlacion.
De manera mas intuitiva podemos pensar que un estado fundamental gapeado
contiene solo fluctuaciones cuanticas en la longitud de correlacion £ y por ello
solo los grados de libertad cerca del corte estaran entrelazados fuertemente, como
se muestra en la Fig. 2.3 (a). Una demostracion rigurosa de lo recién enunciado

se encuentra en [13].

Como vimos, los estados fundamentales son muy especiales y pueden ser en-
contrados en un pequeno rincéon del espacio de Hilbert como se ilustra en la Fig.
2.3 (b). Para estados muy poco entrelazados un niimero relativamente pequeno
de estados contribuyen significativamente, es decir solo unos pocos coeficientes de

Schmidt poseen un peso significativo, como se muestra en la Fig. 2.2.

Como un ejemplo de un estado que sigue la ley de Area, consideremos el estado
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fundamental del modelo de Ising con campo transversal
H=— Z 0305, + 9o} (2.33)
J

con una transicién de fase en g = 1, este modelo presenta dos limites muy simples.
Para g = 0, el estado fundamental es dos veces degenerado y estd dado por el
estado producto ferromagnético, y a g — oo, el estado fundamental es nuevamente
un estado producto en el cual todos los espines estdn polarizados. Para valores
intermedios de g, los estados fundamentales son estados entrelazados (excepto en
el punto critico g = 1). Estos estados fundamentales tiene esencialmente todo el

peso contenido en unos pocos coeficientes de Schmidt.

Otros estados que cumplen la ley de Area muestran un comportamiento similar
y, por lo tanto, la observaciéon anterior proporciona un enfoque extremadamente
util para «comprimiry estados cuénticos al truncar la descomposicion de Schmidt.
En particular, siempre podemos truncar la descomposicién de Schmidt en algtn

D finito tal que

D

11T) =) " sala)a® |a)pl| <€, Ve>0 (2.34)

a=1

Esta propiedad particular de los estados que siguen la ley de Area esta intima-
mente relacionada a la representacion de los estados producto de matrices para

estados cuanticos en 1D, como se demostrara en la proxima seccion.

2.2. Estados productos de matrices (MPS)

En esta secciéon se realiza una breve introduccion a la representaciéon MPS
(matriz product states), lenguaje derivado del area de la informacion cuantica
e introducido en varias ocasiones en los ultimos 50 anos (de manera méas nota-
ble quizas en [6]). Sin embargo, el estudio de los MPS solo cobra relevancia a
partir del 2004 con los trabajos de Cirac, Verstraete y Vidal [51, 54| para luego
ser adoptado como una potente herramienta en el estudio de fases protegidas
por simetrias, transiciones de fases topologicas y otros fenémenos en el area de
sistemas fuertemente correlacionados. En la actualidad existen varios trabajos

introductorios a esta representacion, entre ellos [43, 44, 36].

Consideremos una cadena unidimensional de L sitios con espacios locales de

dimension d, {o;}, en los sitios ¢ = 1... L. Como vimos anteriormente, el estado
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cuantico puro mas general posible es

d
W) = Y Coroyloir. . 00) (2.35)

OiseesOL

con dimension d*. ;Podemos encontrar una notacion que de una nocién més local

del estado, preservando la no-localidad del mismo?

2.2.1. Construcciéon de un MPS

Tomando al estado |¥) podemos pensar a los coeficientes ¢, ,, como un

L
tensor de L indices donde cada indice puede tomar d valores. Ademas como

existe una relacion uno a uno entre |¥) y los ¢,, . ,, representamos graficamente

or
al estado como

0y 0 ay

===

Otra forma de pensar a los coeficientes es como una matriz de dimension
d x d" ', compuesta por o, filas y (09,...,0r) columnas, es decir ¢,, o, =

Co1,(02,....0)- Hagamos ahora una SVD de esta ultima matriz, obtenemos

C= Co1,(02,....01) — Zual,aAa,a’ o' (o2,...,0L) (236>

es decir, C = UAV. Donde A, o = A\pydao €5 una matriz diagonal con entradas

positivas y U,V son matrices isométricas, de forma grafica esto se lee como

0y o) aL (1 a; 0 oy,
I
I

Expresamos ahora al estado |¥) con las matrices U,V y A,

W) = Z Z/{o'17aAa7aVa7(0-27“.70-L)|0-1, co,0L) (2.37)

O1,..0,0L,Q

= Z Aa,a (Zu01704|0-1>> ( Z Va,(Uz,--.,UL)|O-27 N ,O'L>) (238)

02,...,0],
N AN g
-~

—lla) —lra)
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se puede ver que los vectores {|/,)} forman una base ortonormal, mientras que los
{|ra)} en general no. Esto puede ser pensado como la descomposicion de Schmidt
de |¥) en la particion (1]2,...,L) con A,, los coeficientes de Schmidt de las
descomposicion, con la salvedad de que los {|r,)} no cumplen necesariamente la

ortonormalidad.

Ahora llamemos U = UV, VY = VU A = A y definimos la matriz M) =

ADYD o en componentes
(1) 1)
M (s Z AoV o (2.39)

a continuacion realizamos una SVD sobre M), graficamente obtenemos

0y o) oL 0, O, O3 a
w = H— M
I

donde A® es una matriz diagonal con entradas positivas o nulas y 4 (V?) es
isométrica. Nuevamente, esto no es més que hacer la descomposicion de Schmidt
en el corte (1,2]3,..., L). Ahora podemos seguir con el procedimiento propuesto,
definiendo nuevas matrices auxiliares M de la forma M®*) = A®VYE) para k =
2,..., L y descomponiéndolas mediante una SVD, terminamos arribando a una

representacion de C de la forma

a; a a.

El estado |¥) se puede representar como un producto de matrices (Ma-

triz Product State) de la forma

OL—1

Z L UEDYL L)|0 Oy...0N) (2.40)

Dondes las matrices U estan normalizadas a izquierda (left-normalized)

Uiy, =1 (2.41)

aunque no a derecha, es decir Y Uy Ul # I. Poseen dimension (1 x D;)(D; x

Dy)...(Dp o x Dy _1)(Dr_1 X Dyp), con igual numero de columnas y filas a las
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matrices vecinas para asegurar que el producto esté bien definido. Ademas la
primer matriz y la tltima aseguran que el producto total arroje un escalar. Las
dimensiones D; se conocen como bond dimension y son equivalentes al rango de
Schmidt de la matriz, en general toma el valor min(d¢, d“~*). De esto tltimo vemos
que el ntiimero de parametros crece exponencialmente con el namero de sitios, por
lo tanto no hemos reducido el nimero de parametros al cambiar la representacion
del estado - algo esperable porque la representaciéon en MPS es exacta. Veremos,
méas adelante, que esta representacion es muy tutil para comprimir los estados y

evitar asi el problema del crecimiento descontrolado en el nimero de pardmetros.

Es facil observar que esta descomposicién no es tnica, consideremos una matriz

X arbitraria pero reversible de dimension (D; x D;). El estado producto matricial

no cambiard ante la insercion de X X' = 1 entre las matrices Uy, y Us,,,, lo que
implica una transformacion de gauge de la forma
Uy, = Up, X Uppsy = X Uy, (2.42)

por lo que tenemos una libertad de gauge en nuestra representacion matricial de

los estados.

Como la construccion de esta representacion de hizo se izquierda a derecha
se le llama left canonical, mientras que si se hubiera empezado desde el lado
opuesto se conoceria como 71ight canonical. Otra posibilidad es mezclar ambas
descomposiciones obteniendo la descomposicién conocida como mized canonical,

a continuacion desarrollaremos esta ultima forma canédnica.

Asumamos que realizamos la descomposicion desde el lado izquierdo hasta el

sitio ¢, tenemos que

Corop, = Z Us, - Us,) NaopaVar (o on) (2.43)
o

Redefinimos a V como Vi4,o,,...0,_1).0;, ¥ Tealizamos sucesivas SVDs desde la

derecha hasta incluido el sitio 0,49, obteniendo

— 0041 OL
Vaé,(gul,_,%) = E VVO%OWr1 . WaL—1 (2.44)
Qpt1y-XL—1

Todas las matrices W estan normalizadas a derecha (rigth-normalized).

Arribamos finalmente a una descomposiciéon de la forma

Corooy = Usy . Uy, AW, W, (2.45)

41 "
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que contiene a los valores singulares en la union (¢, /4 1) y puede ser representado

graficamente como se muestra en la Fig. 2.4

(O] O

Figura 2.4: Representacion grafica de un MPS en la forma canénica mixta. El
circulo del medio representa la matriz diagonal de valores singulares. Las matrices
a la izquierda son left-normalized y a la derecha right-normalized.

Esta nueva representacion es la descomposicion de Schmidt del estado en las
particiones A y B del sistema, donde A va desde el sitio 1 al £/ y B desde el £+ 1

al L. Si introducimos los siguientes vectores

lady = Y Uy Us) g, |00, 00) (2.46)
O1,...,0¢

a)y = Y Warsr - Wo) 1 loesn, - 0n) (2.47)
O¢+15--0L

entonces el estado toma la forma (A, = Ay 0)

)

W) = Aalae) slac) (2.48)

siendo la descomposicion de Schmidt formada por estados de A y B, los cuales

son respectivamente ortogonales.

Como hemos visto, la dimensiéon de un MPS crece de manera exponencial,
por lo que parecerian no ser utiles computacionalmente. ; Podemos encontrar un
procedimiento para comprimir un MPS con una perdida minima de informacion?
Asumamos que tenemos el estado en la forma Eq. 2.48, donde los vectores {|as) 4}
v {|as) g} forman una base ortonormal. Los coeficientes A\ representan los pesos
estadisticos en el operador densidad reducido (Seccion 2.1.3), luego el truncado
mas 6ptimo consiste en retener solo los pares de estados de Schmidt que tengan
mayores coeficientes de Schmidt. Si solo podemos permitir matrices de dimension
méxima D y asumimos un orden descendente de los valores singulares, entonces
cortamos la dimensién de las columnas de U,, a D y de igual manera con la

dimension de las filas de W, .

La calidad del procedimiento de truncamiento esbozado en el parrafo anterior
dependera de que tan rapido los valores singulares A\, decaigan con «: si estos

valores decaen rapidamente, el peso estadistico de los termino truncados sera
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despreciable. En la préctica, solo podemos asegurar que esto tltimo ocurra en
estados que satisfagan una Ley de Area, como se vio previamente. En general si
deseamos mantener una dimensiéon del orden de D ~ 1000 el error de truncamien-
to estara en el orden de 107!°. Finalmente, la factibilidad de la representacion
MPS recae en estas propiedades del entrelazamiento, se dice que los MPS brindan

una representacion de bajo entrelazamiento (low-entanglement representation).

2.2.2. Ejemplos

A continuacion se presentan algunos ejemplos concretos de estados en la repre-
sentacion MPS.

(1) Estado de Néel.  Elestado |... T} ...) es un estado producto con una
bond dimension D = 1 y un espacio de Hilbert local de d = 2. La representacion

MPS en la forma left-canonical estéd dada por

Y21t _ el _ y Y1 — y2nlt — (2.49)

paran = 1,...,L/2. Vemos que para este estado las ‘matrices’ son simples esca-

lares.

(2) Estado dimerizado.  Producto de singletes \% () =4 ®
\/Li (It4) — |41)) en sitios vecinos, puede ser escrito con matrices de 1 x 2 en los

sitios impares y matrices de 2 X 1 en los pares.

2n—1t — < % 0 ) Yl = ( 0 ) , (2.50)

Uerit = ( ’ ) , Ut = ( ! ) (2.51)
1 0

(3) Estado AKLT de spin-1.  Nombrado asi por Affleck, Kennedy, Lieb y

Tasaki, el estado AKLT [1] es el estado fundamental del siguiente Hamiltoniano

H= ZS Sii1+ = (§ Si1)? = 22 (P?Jﬁl —> (2.52)

SiL

donde S son operadores de spin S =1y PJSJ =% es un proyector dentro del sector de
spin S = 2 actuando en los sitios j y j + 1. Para construir el estado fundamental,
notemos que el proyector P]S] +21 no contribuye si descomponemos los spines S = 1
en cada sitio como dos spines S = % y formamos singletes entre spines de sitios

vecinos, como se ilustra en la Fig. 2.5. En una cadena con condiciones de contorno
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abiertas los spines S = % de los extremos no contribuyen a la energia, luego el

estado fundamental presenta una cuadruple degeneracion.

o (o o) (e DO e (o e ®»
|
s=1gl 1
—2 22 =E(IT¢}—I¢T))
S=1
88 = st = eyt oy Ry )

V2

Figura 2.5: Representacion diagramética de el estado AKLT. Los sitios S = 1 son

descompuestos en dos sitios S = % que forman singletes entre sitios vecinos. Con

condiciones de contorno abiertas, los spines S = % a la derecha y a la izquierda

son modos libres produciendo que el estado contenga una degeneraciéon cuadruple.

Para los sitios 1 < ¢ < L las matrices de la representacion MPS son las siguien-
A+ \/? 00 ymo_ /4 0
3V L 0 3 1

V2 2

MM&ZV@ 0 -
3\ 0
Como sintesis de la seccion, se listan a continuacion las principales propiedades

tes:

O NI

(2.53)

= sk

que hacen a los MPS una representacion de gran interés practico.
= Cualquier estado puede ser representado como un MPS.

» Existe una "jerarquia'"de los MPS, en el sentido de que estados con bajo en-
trelazamiento pueden ser representados mas eficientemente que los estados
con un entrelazamiento mayor. Ademas, por la Ley de Area, sabemos que
estos low-entanglement states son los estados fundamentales de los sistemas,

muy relevantes en el estudio de los mismo.

= Pueden ser manipulados facil y eficientemente a la hora de calcular valo-
res de expectacion, realizar evoluciones temporales o aplicarles cualquier

operador local.

= Emergen de manera natural en el contexto de grupos de renormalizacion,

conectando el marco de referencia del DMRG con el del RG.
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» Pueden ser obtenidos eficientemente mediante métodos variacionales como
el DMRG.

2.3. Operadores productos de matrices (MPO)

En la seccién anterior desarrollamos la representacion en producto de matrices
para estados cuanticos, en esta seccion el objetivo es extender esta representacion
a operadores [29]|. El operador més general posible para una red de L sitios se

escribe como

O = Z Z 001...0L,0/1...0/L|0-1 . O-L><0-£ o O.H (254)
{o} {or}

donde las variables primadas corresponden al estado en el cual el operador esta
actuando y las variables no primadas el estado resultante. Reacomodando los

indices para agrupar los estados correspondientes al mismo sitio tenemos

CO'1A..O'L,O'/1A..O'IL N Ccrlo'/l.A.O'LO'/L <255)

Ahora la aproximacion de campo medio se lee como

/ / / 4
Colal...JLcrL N 00101 L ‘CULUL (256)

Sin embargo, en este caso, esta aproximacion se vuelve exacta para muchos
operadores. Consideremos al operador 57 actuando sobre un spin en el sitio ¢, si
aplicamos este operador a nuestra red de L sitios la forma correcta de escribirlo

es

A

S hehe.. S$e.. .1 (2.57)

donde los I, son operadores identidad actuando sobre el sitios [. Y los coeficientes

de nuestra expansion se leen

! /! Ay
oo} ..o0) __ z
c ! L = 01703.50270/2 ..... (S )Uz‘J’ ..... (SJLJ;: (258)

Generalizando la notacion desarrollada para los MPS, introducimos a los matriz

product operators (MPO),

O _ Z Z Malo"lMUzUé o MO'LO"L ’0.1 L O'L><O'1 L O'IL (259)
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Encontramos que gran parte de los operadores de interés e incluso operadores
mas complicados como Hamiltonianos pueden ser representados exactamente con
una dimensiéon D pequena, a diferencia de los MPS donde es necesario realizar

una aproximacion para representar a los estados eficientemente, en general.

a0, g a,

r 1 T

Figura 2.6: Representacion grafica de un MPO. En analogia a un MPS se repre-
senta graficamente a un MPO, ahora con dos patas verticales correspondientes a
los estados «entrantes» y «salientes».

Veamos ahora como describimos la acciéon de un operador O sobre un estado
|¥). Supongamos que el MPS esta formado por matrices M7 y el MPO por
matrices N el nuevo estado O|q!) es un MPS con matrices M7 cuyas entradas

Sson
My oy = D Now My (2.60)

Figura 2.7: Representacion grafica de la accién de un operador sobre un estado.

Estas operaciones puede ser implementadas de manera muy eficiente. Una ob-
servacion importante es que la dimensién de las nuevas matrices esta dada por

el producto de la dimension de las matrices viejas. Esto puede ser problematico,
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principalmente ante la repetida aplicacion de operadores sobre un estado dado,
por esto tltimo es necesario implementar un «procedimiento de compresiéon» para

evitar el crecimiento no controlado de la dimension de las matrices.

2.3.1. Representacion de un Hamiltoniano como un MPO

Veamos con un ejemplo como se construye un MPO correspondiente a un Ha-

miltoniano de corto alcance. Como ejemplo tomaremos un modelo de Heisenberg

L—-1
A 1 ~, - A A A A N
H=1J § (E(Sjsi L+ STSE) + SfoH) +h E S7 (2.61)

Este consiste de cadenas de operadores del tipo II®StT®S ®I.... Paa

simplificar la notacién podemos introducir los siguientes operadores escritos como

MPOs,

Ml — Z MO

0,0}

o) (] (2.62)

luego el Hamiltoniano toma la forma H = MWNE A Las matrices toman

la siguiente forma

I 0 0 0 0
St 0 0 0 0
M1 Sz 0 0 0 0 (2.63)
S 0 0 0 0
| RS (J/2)S— JS* (J)2)St I |
y para el primer y ultimo sitio
S
S+
MU= [ & (/25 I8 (st 1] A= s (2.64)
5,,

Podemos identificar D = 5 como la dimensioén del Hamiltoniano MPO.
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2.4. Grupo de renormalizacién de la matriz den-
sidad (DMRG)

En 1992 Steven R. White [57] introdujo un nuevo algoritmo para el calculo
de estados de baja energia y sus observables en modelos unidimensionales, pre-
sentando resultados impresionantemente precisos para las cadenas de Heisenberg
antiferromagnéticas de spin 1y % En los 30 anos posteriores a la primer publica-
cion el density matriz renormalization group (DMRG) ha sido de suma relevancia
en el estudio de numerosos sistemas que no habian podido ser abordados con mé-

todos anteriores.

En sistemas de baja dimensionalidad y alta correlacion, la intensidad de las
interacciones desalienta el uso de métodos analiticos basados en teoria perturba-
tiva debido a la falta de parametros pequenos. En algunos casos no son capaces
de describir estados exo6ticos como por ejemplo los liquidos de spines. Es por esta
razon que en las ultimas décadas ha habido un extenso uso de métodos numéricos
para resolver problemas en el area de materia condensada, provocando una evo-
luciéon importante de dichos métodos. La gran mayoria de los métodos numéricos
pueden ser agrupados en tres categorias: de diagonalizacion exacta, variacionales
y estocasticos. Los métodos exactos consisten en resolver la ecuacion de Schrée-
dinger por fuerza bruta. Los métodos variacionales parten de algtin ansatz y los
métodos estocasticos se basan en un sampleo del espacio de Hilbert utilizando
nimeros aleatorios (por ejemplo Monte Carlo cuantico). DMRG (Density Renor-
malization Group) es un método numérico variacional que se apoya fuertemente
en métodos de diagonalizacion exacta. Originalmente surge como solucion al pro-
blema propuesto por K. Wilson de una particula cuéntica sin spin en una caja
unidimensional. El calculo de las distintas propiedades de este tipo de sistemas,
como por ejemplo la energia del estado fundamental, se dificulta por el crecimien-
to exponencial del espacio de Hilbert con el tamano del sistema. Esto provoca
que las técnicas de diagonalizacion exactas estén limitadas a sistemas pequenos
aunque se aprovechen todas sus simetrias. Una solucién a este problema es la uti-
lizacion de métodos de Monte Carlo, pero sufre del llamado problema del signo
negativo para sistemas fermionicos o de spines frustrados [50]. En cambio, los
métodos NRG (numerical renormalization group) y DMRG son técnicas basadas
en el truncamiento del espacio de Hilbert y pueden ser utilizados en sistemas mas
grandes sin el problema del signo negativo. La idea detras de NRG de K. Wilson
[61] consta en diagonalizar exactamente el hamiltoniano de un bloque aislado y
luego mantener tnicamente los estados de mas baja energia truncando todos los

demas. En el siguiente paso, se aumenta el tamano de la red agregando un sitio
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al bloque anterior. Con este nuevo bloque, se vuelve a realizar la diagonalizacion
y el truncamiento. S. White se dio cuenta que los estados de méas baja energia
de un bloque aislado no son necesariamente los mejores para construir un bloque
més grande y propuso un nuevo método en donde se utiliza la matriz densidad
para describir el sistema (ver Fig. 2.8). El método DMRG es una técnica de gran
precision y eficiencia para sistemas fuertemente correlacionados de baja dimen-
sionalidad y no realiza ningin tipo de suposiciones a priori. Ademaés, aunque
su precision es finita, esta totalmente controlada y los resultados que se obtienen
son conocidos como «cuasi-exactosy. Es por esto que evolucion6 para ser aplicado
en numerosos campos del conocimiento transforméandose en uno de los métodos

numéricos dominantes hoy en dia.

A Bloque
e——1 Autoestado de la

: matriz densidad
: Estado de mas

|
|
|
|
: baja energia
|

|

Superbloque

Figura 2.8: Estados pertenecientes a distintos subespacios truncados del espacio
de Hilbert completo en el caso de una particula en una caja unidimensional.

Alrededor del ano 2004, cuando el DMRG tenia 12 anos de antigiiedad, la
comprension mucho mayor de que este método esta estrechamente vinculada a una
clase especial de estado cuantico, los ya nombrados MPS, permiti6 la aparicion de
una nueva generacion de algoritmos, que mejoraron drasticamente el alcance de
DMRG (por nombrar solo las primeras: [53, 52, 59, 14]). Todas estas extensiones
algoritmicas pueden expresarse tanto en el lenguaje DMRG como en el MPS. Sin
embargo, en los ultimos anos, la formulacion del DMRG en el lenguaje de los
MPS gan6 gran popularidad y se ha convertido en un estandar en los trabajos

mas recientes [43)].

A continuacién se introduce brevemente el concepto fundamental del método
formulado en el lenguaje de los MPS, en el Anezo A se presenta la estructura del

algoritmo como fuera presentado inicialmente por Steve White [57, 58].
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2.4.1. Estructura basica del algoritmo DMRG

Para una dimension matricial maxima D de un MPS, la mejor aproximacion
MPS al estado fundamental y su energia esta dada por
(V| H )

ml’nW < min ((Y[H[Y) — A Q[)) (2.65)

donde A es un multiplicador de Lagrange introducido para forzar la condicion
de normalizacion (¢|¢) = 1, que garantiza el caracter variacional de la energia
del estado fundamental Fj. Si aumentamos D, el espacio de busqueda crecera,
conteniendo a todos los MPS de una dimensién igual o menor, y la energia apro-
ximada decrecerd monoétonamente, alcanzando en la extrapolacion D — oo el

valor exacto.

Asumiendo que conocemos la representacion del Hamiltoniano como un MPO,
debemos minimizar la red representada en la Fig. 2.9. Este es un problema mul-
tilineal, ya que el estado |¢)) es un producto de matrices U no conocidas. Una
aproximacion ya probada para este problema es el método de minimos cuadrados

alternos (alternating least squares, ALS), que sigue los siguientes pasos:
1. Comenzar proponiendo un MPS, {U,,}.

2. Elegir un sitio 7, 1 <4 < L, y considerar todas las matrices U, con j # i
fijas y solo retener U,, como variables. La Eq. 2.65 es entonces cuadratica
en U,, y la minimizacion se vuelve un problema lineal, llevando a una nueva

U,, minimizando la energia.

3. Ahora tomar otro sitio como i y repetir el paso 2 hasta que todos los sitios
hayan sido visitados con la frecuencia suficiente para que A no decrezca
mas de manera significativa. E1 MPS resultante es la mejor aproximacion

variacional al estado fundamental y A la mejor aproximaciéon a la energia.

Elaboremos ahora estos pasos en mayor profundidad. El estado inicial puede
ser generado de forma aleatoria o ser propuesto en primera instancia, en general
una eleccion arbitraria del estado inicial no afectara la convergencia del algoritmo,
sin embargo en algunos casos puede ocurrir que la convergencia se de hacia un
minimo no global. Para evitar esto tiltimo se puede ejecutar el algoritmo partiendo

de diversos estados iniciales.



Capitulo 2. FEntrelazamiento, Estados productos de matrices y DMRG 27

Figura 2.9: Red a ser contraida para extremizar (¢|H|y) — A (¢[y))

Para llevar a cabo el paso de la minimizacién, tomamos la derivada

0
au:,

(wlHI) = Awlw) ) =0 (2.66)

Graficamente esto corresponde a la Fig. 2.10, donde la matriz con respecto a la
cual tomamos la derivada simplemente se elimina porque contribuyé linealmente
a la red original. Si ahora contraemos las dos redes restantes, tenemos tres patas
libres en cada red y tres patas que se conectan a la matriz desconocida U,,.

Podemos reescribir esto como

H_, Y /Z/{// /:)\ N i /(5,/?/{// ’
E oiai—1ai,0;0;_ja;%oa;_a; E a;—1ai,a;_a;Ycq,0,%0a;_a;

3

! 7 / ! 7 /
oia;_,a; olal_.a

i i 1—171
(2.67)
=A E Naiaiflai,agagilaguo;agila;7

Yo !
%19

donde las variables primadas corren sobre las patas que conectan con U, y las
no primadas sobre las patas libres. H y N son las redes contraidas. La ecuacion

resultante tiene la forma de un problema de autovalores generalizado,
Hm = ANm (2.68)

donde las matrices son de dimensién (dD? x dD?) y el vector m, formado a partir
de las matrices U,, contraidas, es de dimension dD?. Como estamos buscando el
estado fundamental del sistema, nuestro objetivo es encontrar el menor autova-
lor de energia A. En la practica, ya con una dimension D ~ 1000 los métodos
de diagonalizacion exacta se vuelven ineficaces, sin embargo podemos usar mé-
todos como Lanczos que nos permiten encontrar el menor autovalor de energia
posible, incluso en sistemas grandes, donde las matrices sean poco densas, una

introduccion a este método se puede ver en [22].
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Figura 2.10: Red a ser contraida para extremizar (¢|H|iy) — A (]¢)). La variable
desconocida U,, se muestra en rojo.

‘A —&— =0

Figura 2.11: Problema de autovalores a ser resuelto para extremizar (¢|H|y) —
A (¥|¢). De nuevo, la variable desconocida U,,, se muestra en rojo.

La resolucién numérica de los problemas de autovalores generalizados pueden
tener grandes dificultades si el nimero de condicién de la matriz N se vuelve
grande. Sin embargo, si asumimos que todas las matrices de |¢) a la izquierda
de U,, estan normalizadas a izquierda y todas las matrices a la derecha estan
normalizadas a derecha, entonces la condicién de normalizaciéon implica que to-
da la red a la derecha colapsa quedando tnicamente U,,. Luego N = I y el
problema de autovalores generalizado se convierte en un problema usual de au-
tovalores de la forma Hm = Am. Para asegurarnos que esta ultima condiciéon
siempre ocurra debemos tomar nuestro estado inicial en la forma canénica mixta
(U...UANW ... W) y realizar un barrido sistemético a través de la cadena de de-
recha a izquierda y de izquierda a derecha sucesivamente, realizando la correcta
normalizacion de las matrices en cada iteracion. Este procedimiento de barrido

(sweeping) es exactamente el proceso propuesto por White en 1992.

Para controlar la precision del algoritmo, podemos monitorear en cada barrido

(sweep) la variacion de la energia (u otro observable),

(wlEh) — (A1) (269)

la cual vale 0 en el limite de D — oo. Para una situacion real tomaremos una

cota minima (etol) como condicién para asegurar la convergencia del algoritmo.



Capitulo 3

Fases topologicas protegidas por

simetrias

Uno de los temas principales en materia condensada es el estudio de las fases
y de las transiciones de fases en la materia. Uno de los logros més grandes de la
fisica en el siglo pasado fue el entendimiento y la clasificacion de las fases basado
en el concepto de las rupturas de simetrias esponténeas (spontaneous symmettry
breaking). Con este paradigma, desarrollado en primer lugar por Landau [24], una
fase es caracterizada de acuerdo a la simetria que es espontaneamente rota en la
transicion. Por ejemplo, la fase ferromagnética rompe la simetria rotacional de
spin (SU(2)), aunque las interacciones entre los electrones respetan esta simetria.
Otro ejemplo més cotidiano es la transicion de un liquido a un sélido, en donde los
iones se acomodan en una estructura periddica rompiendo de manera espontanea

la simetria traslacional.

En la década de los ’80 von Klitzing y colaboradores [21] descubrieron el efecto
Hall cuantico (QHE), abriendo las puertas a una nueva nociéon en el estudio
de las transiciones de fases que iba mas alla del paradigma de Landau. En el
QHE, la conductancia Hall transversal de un gas bidimensional de electrones
exhibe una serie de mesetas en funciéon del campo magnético, cuantizadas en un
multiplo entero de e€?/h. La transicién entre cada meseta es una transicion de
segundo orden. Sin embargo, a diferencia de las transiciones de fases continuas
descriptas por la teorfa de Landau, ninguna simetria es rota y ningin pardmetro
de orden puede ser identificado. Por otro lado, la distinciéon entre estas fases es
topologica [49], esto significa que no se puede ir de manera continua, variando los
parametros del sistema, desde una fase a la otra sin cerrar la brecha de energia en
el volumen (bulk gap) durante el proceso. Estas nuevas fases, denominadas fases

topolégicas, deberan ser caracterizadas por un invariante topolégico, el cual no

29
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se modifica bajo una variacién continua de los parametros del sistema siempre
y cuando no ocurra un cierre del bulk gap y una transiciéon a otra fase. Para el

QHE la conductividad Hall es un invariante topoldgico del sistema.

Por otro lado se ha observado que las fases topologicas tienden a ser robustas
bajo la accién de perturbaciones ambientales. Esta robustez esté asociada a una
simetria particular o un grupo de simetrias que ‘protege’ a la fase ante pertur-
baciones, por este motivo a estos estados de la materia se los denomina fases

topologicas protegidas por simetrias (fases SPT).

Las fases SPT se encuentran entre las mas robustas fases de la naturaleza. Su
funcién de onda de muchos cuerpos no se puede describir con orbitales puramente
localizados, y la informaciéon que define a estas fases se almacena de manera no
local, repartida por todo el sistema. Por lo tanto, sus propiedades fisicas estéan
protegidas de perturbaciones locales, como defectos, impurezas u otras
imperfecciones materiales. En los ultimos anos, la bisqueda de fases de SPT ha

generado muchos trabajos tanto en el lado teérico como en el experimental.

En este capitulo desarrollaremos las herramientas béasicas que nos permiten
caracterizar a las distintas fases topolégicas de un sistema y estudiaremos las
simetrias de mayor interés para nuestro trabajo. Veremos que el espectro de en-
trelazamiento, en particular su degeneracion, juega un rol fundamental en este
proceso. Lo desarrollado en estas secciones sera luego utilizado en el Capitulo 4

para describir las fases presentes en un superconductor topolégico unidimensional.

3.1. Clases de simetrias

Los Hamiltonianos fermionicos cuadraticos gapeados pueden ser clasificados
en 10 grupos de simetrias, en base a la presencia y/o ausencia de la simetria
de reversidon temporal (time-reversal symmetry, TRS), la simetria hueco-
particula (particle-hole symmetry, PHS) y su combinaciéon la simetria quiral
(chiral symmetry). La simetria de reversion temporal esta definida como un ope-
rador antiunitario © que conmuta con el Hamiltoniano, [H,©] = 0. La simetria
hueco-particula es una simetria antiunitaria cuyo operador = anticonmuta con el
Hamiltoniano {#, =} = 0. Por ultimo la simetria quiral esta representada por un
operador unitario formado por el producto II = ©Z=, diremos que el sistema posee

simetria quiral cuando {#,II} = 0.

Esta clasificacion no implica la nocion de simetrias ordinarias [39], es decir,
de operadores unitarios que conmutan con el Hamiltoniano. Consideremos, por

ejemplo, rotaciones de spines. La nocién de invariancia rotacional de spin se puede
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eliminar escribiendo el Hamiltoniano en forma de bloque y centrando la atencion
en un bloque del mismo. Esta descomposicion se puede realizar para cualquier
simetria que conmute con el Hamiltoniano. La nocién de clases de simetria,
mencionadas anteriormente, se refiere a las propiedades de estos bloques irre-
ducibles. Las tnicas propiedades que los bloques pueden satisfacer son ciertas
condiciones que se derivan de las «simetrias extremadamente genéricas» como
la inversion del tiempo y conjugacion de carga (simetria hueco-particula). Estas
no son simetrias en el sentido anterior, ya que ambas estan representadas por

operadores antiunitarios.

Es fécil ver que solo existen diez formas posibles en las que un sistema puede
responder a operaciones de inversion del tiempo y conjugacion de carga. En cuan-
to a la inversion del tiempo, el Hamiltoniano puede cumplir () no ser invariante
bajo esta operacion, en cuyo caso escribimos © = 0 o (ii) puede ser invariante
de inversién temporal y la simetria antiunitaria © tener cuadrado 1 (©% = 1),
escribimos © = +1 o (iii) puede ser invariante y © tener cuadrado —1, en cuyo
caso escribimos ©® = —1. Del mismo modo, hay tres formas posibles en las que
el Hamiltoniano puede transformar bajo la conjugacion de carga. Para estas tres
posibilidades escribimos = = 0,41, —1. Por lo tanto, tenemos 3 x 3 = 9 com-
portamientos posibles para un sistema bajo la acciéon de la inversion temporal y
la conjugacion de carga. Estos atin no son los diez casos, es necesario considerar
el comportamiento del Hamiltoniano bajo el producto II = ©Z. Se puede ver
que para 8 de las 9 posibilidades el comportamiento del Hamiltoniano bajo II
esta univocamente determinado. El tnico caso en el que no determinado bajo la
transformacion combinada IT es donde © = 0 y = = 0. Aqui, II puede tomar los
valores II = 0 o II = 1. Finalmente, tenemos (3 x 3) + 1 = 10 posibles tipos
de comportamiento del Hamiltoniano bajo la accion las simetrias, los cuales son

representados en el Cuadro 3.1.
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Cuadro 3.1: Clasificacién de aisladores topologicos y superconductores topologicos
[42, 18]. Las clases de simetria de Hamiltonianos cuadraticos se definen de acuerdo
con la simetria de inversion temporal (©) la simetria de particula-hueco (Z) y la
simetria quiral(Il = ©Z). Dentro de cada clase de simetria, y para una dimension
dada d, todos los Hamiltonianos gapeados se pueden dividir en clases equivalentes
que forman una estructura de grupo. Dos Hamiltonianos pertenecen a la misma
clase de equivalencia si y solo si pueden deformarse suavemente entre si sin cerrar
el gap. Cuando la estructura del grupo esta marcada por 0, significa que todos
los Hamiltonianos gapedos de esa la clase se pueden deformar suavemente entre
si sin cerrar el gap.

Por ejemplo, la clase A en dos dimensiones (d = 2) corresponde al QHE con un
invariante topolégico Z que es la conductancia Hall. No posee ninguna de las tres
simetrias, por convencién esto se representa con un 0 en la tabla. En el Capitulo
4 estudiaremos sistemas superconductores unidimensionales con fases topologicas
que albergan modos borde de Majorana (MBS), estos sistemas pertenecen a la
clase DIII poseyendo las 3 simetrias con la TRS con un cuadrado igual a —1.
Esto tdltimo tiene como consecuencia el hecho que en la clase DIII los MBSs se

presentan en pares degenerados, en concordancia con el teorema de Kramers.

3.1.1. Simetria de inversién temporal

La simetria de inversion temporal (© : ¢t — —t) esta representada por un

operador antiunitario, que para un sistema de electrones se escribe como
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O = i0, K, siendo o, la segunda matriz de Pauli y K una conjugaciéon compleja.

Si un Hamiltoniano respeta la simetria de inversion temporal vale la siguiente

relacion:
H=o,H"0, (3.1)

Hamiltonianos de este tipo poseen la siguiente propiedad: cada autovalor de
energia F, estd doblemente degenerado (degeneracion de Kramer). Esta restric-
cion tiene consecuencias importantes en las propiedades topologicas de los siste-

mas, como se vera mas adelante.

e a

Teorema de Kramer:
En un sistema Hamiltoniano formado por un nimero impar de particulas

con spin semientero, si

[H,0] =0 (3.2)

entonces si [n) es autoestado de H con energia E,, O|n) también es auto-
estado con igual energia. Es decir, todos los niveles de energia estaran, al
menos, doblemente degenerados. Notemos que en sistemas de spin semien-

tero no es posible que ©|n) y |n) sean iguales.

3.1.2. Simetria hueco-particula

Consideremos un Hamiltoniano de un sistema de electrones superconductor

H = Z hijC;-er + AijC;-rC} + A:jcijci (33)

ij

donde {cj} son los operadores de creacion en un estado notado con el indice 2, que
puede incluir momento, spin, orbital atémico etc. h;; es una matriz hermitica des-
cribiendo la parte tigh-binding del Hamiltoniano y A;; es una matrix antisimetrica
que caracteriza al apareamiento entre los electrones. Como este Hamiltoniano es

cuadratico, puede ser escrito de la siguiente manera

_ ! i G\ 1 _ ([ ha Ay
H=35>" (o) Hy ( i ) +5 () Hy = < I LS

Siendo H pge una matriz de dimensién 2N x 2N, conocida como el Hamiltoniano
de Bogoliubov-de Gennes. Este Hamiltoniano actta sobre funciones de onda cu-
ya primer mitad estd compuesta por operadores de creaciéon de electrones y la
segunda mitad por operadores de destruccion. Podemos pensar a estos tltimos

operadores de destrucciéon como operadores de creaciéon de huecos, por lo que po-
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demos decir que en esta representacion estamos duplicando los grados de libertad

del sistema.

En esta representacion el Hpye posee una simetria extra. Esta simetria in-
tercambia particulas con huecos y esta representada por un operador = = 7,/KC,
donde la matriz de Pauli 7, actta los grados de libertad hueco-particula y K es

el operador conjugaciéon compleja. Tenemos que

EHE ' = —H (3.5)

Notemos que no realizamos ninguna suposicion sobre H en orden de obtener
que sea invariante bajo la acciéon de =, simplemente recuperamos este resultado
a partir de la construccion de Hpgq. Esto significa que esta simetria no puede
ser realmente rota, ademaés tiene cuadrado +1 para el caso de electrones, es decir

2 =7nK=1

A razon del signo menos en la Ec. 3.5 por cada autovector ¢! = (u? Ul-’)T de

1) 71

Hpac con energia €, existe un autovector con energia —e,, dado por
*
uY
= vV _ . x 1
(E6) =7 ( y ) (36)

i

Veamos esto tltimo. Los autovectores de H gyg estan relacionados a las excita-

ciones elementales de H mediante

r, = Z (cz, ci> 7" ( uz >* (3.7)

i Yi

como uno puede ver [H,T')] = ¢,[',. El hermitico conjugado de T', se obtiene

reemplazando @Y = (u?, v )T por su companero hueco-particula,
r, = Z (C;-r, c,;) v uf (3.8)
vi

Esto significa que I',, describe una excitacion con energia —e,,. Esta relacion se

puede escribir de manera general como

ri=r_, (3.9)
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3.2. Representacion MPS de fases protegidas por

simetrias

Para estudiar las consecuencias de las simetrias de las funciones de onda es
util estudiar como estas simetrias se representan en el formalismo MPS [38].

Consideremos una operacion de simetria local que es aplicada a todos los sitios

de la red,
) = [(X)un(g)] ) (3.10)

donde u,(g) acttia sobre el sitio n, siendo g un elemento del grupo de simetria
G bajo el cual |¢) es invariante. Un ejemplo de tal simetria es la Zy = ®,0"
del modelo de Ising con campo transversal, Ec. 2.33. En la formulacion MPS, la
transformacion corresponde a contraer la operacion de simetria a todas las patas
fisicas como se muestra en la Fig.3.1 (a). Para que el estado sea invariante, el
solapamiento del estado original con el transformado tiene que ser de modulo
uno, esto es, |(¢ | )| = 1. En la referencia [35] se mostré que para un MPS
en forma canoénica las matrices U transforman bajo una operaciéon de simetria g

CcOo1mo

Z i (9)Us, = €U (9)Uy,U(9) (3.11)

con una representacion diagramatica como se muestra en la Fig.3.1 (b). Donde
U(g) es una matriz unitaria que conmuta con las matrices A y €% es una fase!.
Esta claro que esto es una condicién suficiente para que un MPS sea simétrico,
también, se puede demostrar que es una condicién necesaria. De manera equiva-
lente se puede demostrar que las matrices U(g) forman una representacion lineal
o proyectiva D-dimensional del grupo de simetria de la funcion de onda y ¥
es una representacion lineal unidimensional [38]. Las matrices U(g) forman una
representacion de la operacion de simetria en la base de los estados de Schmidt,
notemos que para este analisis hemos asumido invariancia traslacional de MPS,
sin embargo, podemos estudiar la generalizacion permitiendo a las matrices U(g)

depender del sitio j.

Relaciones similares pueden ser derivadas para simetrias que no son operaciones
locales. Para la transformacion de reversion temporal U, es transformada a
su complejo conjugado (Us,)* en el lado izquierdo, incluyendo también posibles
rotaciones de spin. En el caso de la simetria de inversion U, es transformada

a su traspuesta (U,,)” en el lado derecho de la ecuacion Ec. 3.11.

!Como U(g) conmuta con A, conmuta con las matrices densidad reducida pa y pp



Capitulo 3. Fases topologicas protegidas por simetrias 36

Si ahora asumimos que tenemos condiciones de contorno abiertas, entonces la
ausencia de una ruptura espontanea de simetria en el volumen no prohibe que las
operaciones de simetrias, para las cuales el bulk permanece invariante, actiien de
manera no trivial cerca de los bordes de la cadena. Como el volumen del sistema
es invariante y no es afectado por la operacion de simetria, podemos escribir de
manera formal @), u;(g) = Ur(g)Ur(g). Estos operadores efectivos Ur, y Ug estan
exponencialmente localizados cerca de los bordes. En el limite termodinamico
(L — o0) Up y Ug no poseen superposicion y como el Hamiltoniano es local esto
significard que Uy y Ug no cambian la energia del estado. Se suele referir a este

proceso como fraccionalizacion de la simetria (symmetry fractionalization)

@ unlg) | 1) =

_ ,i0(9)

(b)

Figura 3.1: (a) Transformacion de un MPS bajo la accion de una operacion de
simetria local g aplicada a todos los sitios. (b) Representacion de una operacion
de simetria en términos de los MPS.

3.2.1. Degeneracion en el espectro de entrelazamiento

Las fases topologicas con representaciones proyectivas no triviales tienen ne-
cesariamente degeneraciones en el espectro de entrelazamiento. De otra manera,
todos los autovalores de la matriz densidad reducida p4 o pg de la biparticion del

sistema son degenerados.

Para ver esto, asumamos que el estado fundamental esta representado por un
MPS y es simétrico bajo la acciéon de un grupo de simetria G. Utilizando la Ec.
3.11, encontramos la representacion de la simetria U(g) en términos de los indices
auxiliares que conmutan con las matrices densidad reducidas. Si U(g) para g € G
forma una representacion proyectiva del grupo de simetria, podemos encontrar
un conjunto de elementos no conmutativos tal que U(g;)U(g;)U(g:)TU(g;)T = €.

Las relaciones de conmutacion no triviales requieren que que las representaciones
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irreducibles del grupo tengan dimensién mayor a uno, lo que produce degenera-

ciones en el espectro de pa (pB).

Como estas degeneraciones en el espectro de entrelazamiento son causadas por
el mismo conjunto de simetrias que protege la estabilidad de una fase topologica,
la tinica manera posible de cambiar el grado de degeneracion es inducir una tran-
sicion de fase en el sistema. Luego, el grado de degeneraciéon es un invariante
topoloégico que caracteriza a cada fase del sistema. La posibilidad de calcular de
manera eficiente el espectro de la matriz densidad reducida mediante técnicas co-
mo el DMRG y el caracter fundamental de la degeneracion del espectro conllevan
a que esta técnica de caracterizacion haya cobrado una gran popularidad en los
ultimos anos. En el préoximo capitulo utilizaremos este concepto para caracterizar

las fases topoldgicas de un nanocable superconductor.

3.3. Ejemplos simples de fases SPT

(1) Estado AKLT de spin-1.

El estado AKLT posee simetria SO(3) y Zy X Zsy, que es un subgrupo de la
primera. Como la representacion en MPS de este estado Ec. 2.53 es muy sen-
cilla, podemos extraer directamente la representacion proyectiva aplicando los

operadores de simetria, encontrando que
U(R,) =0, U(R,) =o, (3.12)
y 0 = m. La representacion de Z, X Zo es proyectiva con el factor de fase
(2) Estado producto de spin-1.

Consideremos un estado producto con S* = 0 de la forma [0) ® [0) ® --- ® |0)
el cual es invariante bajo la simetria Zy X Zs y el MPS transforma trivialmente

bajo las rotaciones Zsy X Zs,
UR,) =1 U(R,) =1 (3.13)

con U(R,)U(R)U(R,)U(R,) =1y 6 =0.

Estos factores de fase no pueden cambiar a menos que la simetria sea rota o el
sistema experimente una transicion de fase, por lo tanto en los ejemplos anteriores

hemos identificado dos representaciones de diferentes fases SPT.
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(3) Fase de Haldane. Se comienza con el siguiente Hamiltoniano de una

cadena de spin-1
H=J38 8+ B> 88+ 0.3 (85)°
i j J

Este modelo es invariante traslacional, invariante ante inversién espacial, ante

e—iﬂS’”’y ante €—i7rSy

x TR. Se sabe que solo la simetria de inversién espacial es
suficiente para proteger una fase de Haldane. La fase de Haldane puede identifi-
carse facilmente mirando el degeneracion del espectro de entrelazamiento como
se muestra en la Fig. 3.2 obtenida de la referencia [38| . La degeneracion par del
espectro de entrelazamiento se encuentra presente en toda la fase de Haldane. En
el espectro de entrelazamiento de la fase trivial (TRI) que se observa en la Fig.
3.2 presenta niveles no degenerados y niveles con multiples degeneraciones. Se
ha comprobado que las multiples degeneraciones en el espectro de la fase TRI se
pueden romper agregando perturbaciones. En la fase de Haldane, por el otro lado,

la doble degeneracion de todo el espectro es robusta frente a tales perturbaciones.

ZZ
12 2 Haldane TRI

10 TS mgpee

-2 Iog(ka)
:
¢
t

8 —04- —se- 44 S8 00—
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Figura 3.2: Espectro de entrelazamiento del Hamiltoniano H para B, = 0 (se
muestra solo la parte méas baja del espectro). Los puntos muestran la multiplicidad
de los autovalores de Schmidt, la cual es par en toda la fase de Haldane.



Capitulo 4
Cadenas de Kitaev y Nanocables

La busqueda de nuevas fases de la materia es de las més apasionantes tareas en
el 4rea de la materia condensada. En particular, la busqueda de superconductores
topologicos (SC) es de gran relevancia ya que estos albergan fases topologicas
protegidas por simetrias fundamentales, fases que a su vez alojan modos cero de

Majorana.

Los modos cero de Majorana en superconductores topolégicos (topological
superconductors, TSC) han atraido un gran interés en los tltimos anos debido
a sus aplicaciones potenciales en la computacion cuantica tolerante a errores. Se
predice tedricamente que los modos cero de Majorana son Anyones no abelianos!.
Esta exoética estadistica de intercambio permitiria combinar los modos cero de Ma-
jorana en qubits, dando pie al desarrollo de la computacion cuéntica topologica.
En estos sistemas la informacién esté topologicamente protegida y almacenada de
forma no local, por lo que estos qubits podrian resolver la decoherencia a tiempos
cortos que sufren los ordenadores cuanticos actuales. Un modo cero de Majorana
se puede ver como el equivalente en materia condensada al fermién de Majorana,
una particula fundamental propuesta originalmente en 1937 por E. Majorana [28§]
como una solucién real a la ecuacion de Dirac -por la propiedad de ser solucion

real los fermiones de Majorana son sus propias antiparticulas.

Se ha propuesto que los modos de Majorana aparecen en diferentes sistemas

tales como: en el estado v = 5/2 del efecto de Hall cuéantico fraccionario 30|,

IEn fisica, un anyén es un tipo de cuasiparticula que ocurre solo en sistemas bidimensiona-
les, con propiedades mucho menos restringidas que la de los fermiones y bosones. En general,
la operacion de intercambiar dos particulas idénticas pueden causar un cambio de fase global,
que no afecta a los observables. Los anyones son generalmente clasificados como abelianos o
no-abelianos (refiriéndose a su comportamiento conmutativo y no conmutativo). Los Anyones
abelianos han sido detectados y juegan una funcién importante en el efecto Hall cuantico frac-
cionario. Los Anyones no-abelianos no han sido detectados y su buisqueda es una area activa de
investigacion [60].

39
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en el estado superfluido He-3 [15], en los liquidos de spin fraccionarios [17], en
los superconductores topologicos [16, 40| y en las heteroestructuras [8, 27| su-
perconductoras. En este trabajo nos concentraremos en los dos ultimos sistemas,
estudiando en detalle un modelo para una heteroestructura superconductora uni-
dimensional en la Seccion 4.2. Estos sistemas han adquirido una gran popularidad

en los dltimos anos.

Nuestro principal objetivo sera caracterizar las fases topologicas del sistema, y
para ello haremos uso del DMRG, estudiando la existencias de los modos ceros
de Majorana y como evolucionan bajo la accién de un campo magnético y ante

la presencia de repulsion Coulombiana.

4.1. Cadenas de Kitaev y fermiones de Majorana

En las siguientes secciones se realiza una introduccion a los operadores y fermio-
nes (modos) de Majorana, desde su definicion y propiedades hasta la construccion
de Hamiltonianos efectivos para cadenas unidimensionales que albergan a estos
modos en sus bordes. Se presenta brevemente el modelo propuesto por Kitaev en
2001 [20] el cual es la base conceptual de los modelos que actualmente se utilizan

en la buisqueda de estas elusivas quasi-particulas.

4.1.1. Operadores fermidénicos y de Majorana

Partamos de los operadores de creacién (c) y aniquilacion (c) para modos
fermionicos sin spin (spinless fermions), los cuales sabemos que satisfacen la
relacion de anticonmutacion cfc + cef = 1. Estos operadores conectan los estados
|0) ¥ |1) correspondientes al estado no ocupado sin ninguna particula y al estado

ocupado con una particula, mediante las reglas ¢|0) = 0, c¢'|0) = [1) y ¢|1) = 0.
Podemos escribir a nuestro par de operadores fermiénicos de la siguiente forma

1 , 1 .
ol = 3 (1 +iv2), c= 2 (71— i72) (4.1)
en donde los 7; son nuevos operadores conocidos como operadores de Majorana.

Calculemos el conjugando hermitico de las relaciones anteriores

1

. 1 ‘
(@) =e=5(1-il), @ = =35 (d+ind), (4.2)

Por simple comparacion vemos que v, = fyI V Yo = ’yg , es decir los operadores
de Majorana son hermiticos. Inmediatamente esta propiedad nos dice que no

podemos pensar en un tnico modo de Majorana siendo ‘no ocupado’ o ‘ocupado’
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como si lo hacemos con los modos fermiénicos usuales.

Ademas los operadores de Majorana son operadores de caracter fermiénico, ya

que satisfacen las reglas de anticonmutacién que definen a los mismos

Y+ =7+ =2 (4.3)

en donde usamos el hecho de que los ; son hermiticos y que 77 = 1, esta tltima

propiedad viene de hacer

7= (' +c¢)
= (cJr + c)(cT +¢) (4.4)
= (" + e+ ect + 2
=clctect =1

analogamente para 7. Por tltimo, operadores de Majorana distintos anticonmu-
tan {71,72} = 0. Esta tltima propiedad junto con la Ec. (4.3) nos aseguran que los
operadores de Majorana tienen caracter fermiénico, luego los modos de Majorana
seguiran una estadistica fermionica. Usar operadores de Majorana u operadores
fermionicos es indistinto dado que existe una transformacién «uno a uno» entre
ambos, de otra manera, cualquier operador fermiénico puede ser expresado me-
diante un par de operadores de Majorana. Esto tultimo también significa que los

modos de Majorana siempre aparecen de a pares.

Los nuevos operadores 7; siguen actuando sobre los mismos estados |0) y |1).
Pensemos ahora en un sistema gobernado por el Hamiltoniano H = € cfc en
donde ahora los estados |0) y |1) son autoestados con una diferencia de energia
€. Podemos expresar a este Hamiltoniano con nuestros nuevos operadores de la

forma
H=c¢clc
= Z0n + i) (1 — i)
= i(l + —iy1y2 + @27 + 1)

€
= (2 -2
4( i7172)

Finalmente el Hamiltoniano expresado en términos de los operadores de Majo-
rana es H = %e(l —i7172). Luego de este anéalisis surge de manera inmediata la
pregunta de si es posible, en un sistema de materia condensada, tener un modo
de Majorana aislado. La respuesta réapida es no ya que los sistema reales estén

compuestos por electrones, los cuales no son fermiones de Majorana. Sin em-
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bargo, a pesar de lo anterior, veremos que es posible construir un modelo (un

Hamiltoniano) en el cual podamos tener a dos Majoranas separados.

4.1.2. Modos de Majorana desapareados

Consideremos una cadena de N sitios, donde cada sitio puede albergar un fer-
mién creado por el operador de creacion ¢/, (recordemos que estamos trabajando
con fermiones sin spin, por lo tanto no puede haber doble ocupacion). De mane-
ra equivalente, cada sitios puede albergar dos modos de Majorana 7,1 v 7Yon-

[lustramos esta situacion para N = 4 en la figura de abajo.

Y1 Y2 Y3 Y4 V5 Ve V7 V8

Lo Lo JlefeJLeleJe]e]

n=1 n=2 n=3 n=4

Ahora si apareamos a los Majoranas correspondientes a los sitios n y pensamos
que existe un costo de energia p de que cada sitio esté ocupado, el Hamiltoniano

del sistema pasa a ser

. N
i
H = §,u Z Y2n—1Y2n (4.6)
n=1

Representamos de manera grafica este apareamiento entre los modos de Majo-

rana en la siguiente imagen.

Modos de Majorana no desapareados

Todas las excitaciones en este sistema tienen energia £|x|/2 y la cadena tiene un
bulk gapeado, es decir una diferencia de energia finita entre el estado fundamental
y los estados excitados en el volumen, ademas no posee estados borde de energia

cero (zero energy edge states).

El apareamiento anterior no logra separar a los modos de Majorana. Para des-
aparear a los mismos tenemos que buscar que un tnico Majorana quede desapa-
reado en cada borde y que los demas estén todos apareados, tal como se muestra

en la siguiente figura.
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TT— Modos de Majorana desapareados —

A cada par formado de esta manera le asignamos una diferencia de energia 2t

entre el estado ocupado y desocupado, arribando al siguiente Hamiltoniano

N-1
H =it Z Y2n+172n (4.7)
n=1

Vemos de manera directa que los modos de Majorana 7, y vy no aparecen en
‘H. Esto nos dice que la cadena tendra dos estados de energia cero localizados en
cada borde de la misma. Todos los estados, salvo los de los bordes, tienen una
energia +|t|, independientemente de la longitud de la cadena. Luego, tenemos
un sistema donde en su volumen interno las excitaciones tiene un costo finito de
energia y estados borde de energia cero que albergan modos de Majorana, a estos
mismos se los suele denominar como Modos cero de Majorana (zero Majorana

modes).

4.1.3. Cadena de Kitaev

Ahora vamos a escribir el Hamiltoniano en termino de los operadores fermioni-
cos usuales haciendo la sustitucion vo,_1 = (cl, +¢,) ¥ 720 = —i(c! — ¢,,). Encon-
tramos que los dos tipos de apareamiento propuestos anteriormente son limites

de un Hamiltoniano tigh-binding més general para una cadena superconductora:

H= —MZ clhen — tZ(CL+1Cn + h.c)+ A Z(cncn+1 + h.c.) (4.8)

En este modelo tenemos tres parametros: la energia de sitio u, la energia de
salto entre primeros vecinos o hopping t y el pardmetro de apareamiento o pai-
ring superconductor entre electrones A. Podemos ver que, arrancando de este
Hamiltoniano, el régimen de Majoranas desapareados es el punto en el espacio de
pardmetros A =t y u = 0, mientras que el régimen ‘trivial’ de fermiones aislados

esel punto A =t=0y u#0.

Es posible ver [41] que este modelo alberga una fase de caracter no trivial o
topologica para valores de p distintos de cero, en particular el sistema estara en

la fase topologica siempre que |pu| < 2t para A = ¢. Esto ultimo nos indica que los
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modos de Majorana, los cuales estan presente en la fase topologica del sistema,
son robustos ante la variaciéon de los parametros y no son un artificio de una
eleccion particular y ‘caprichosa’ de parametros. Un estudio mas detallado de las
fases topologicas del sistema se llevara a cabo en la proxima seccion, en donde
un modelo para fermiones con spin (spinfull fermions) inspirado en el modelo

presentado en esta seccion, es desarrollado y estudiado.

4.2. Nanocables y Modos de Majorana

La superconductividad topologica ha tomado relevancia en la ultima década
desde la aparicion de trabajos como [32, 11, 33| en donde se propone hibridizar
SCs (superconductores) ordinarios con materiales helicoidales con la ayuda de
perturbaciones magnéticas. Con el uso de efectos de proximidad los electrones
en una banda helicoidal en la energia de Fermi forman pares de Cooper conven-
cionales, cuya condensacion genera un SC del tipo p-wave quiral spinless, esto
es un superconductor topolégico con la simetria de inversién temporal
rota (clase D). Sefales caracteristicas tales como picos de conductancia en zero
bias, patrones anémalos de Fraunhofer y efectos fraccionarios de Josephson, se

han observado en estos sistemas [31].

Mas recientemente [62]| se propuso una familia completamente distinta de SCs
(clase DIIT) conocidos como superconductores topologicos invariantes ante
inversion temporal o por sus siglas en ingles TRITOPs. Estos son dispositivos
que combinan efectos de proximidad con semiconductores con acoplamiento spin-
orbita tipo Rashba (RSs) y SCs con pairings no convencionales. Por debajo de
su temperatura de transicion, el SC proporciona al RS un potencial de pairing
spin-singlete del tipo st-wave. La fase TRITOP es generada cuando el potencial
quimico se ajusta para hacer que las superficies de Fermi interna y externa sientan
el potencial de pairing con signo opuesto. En las fronteras del SC topoldgico TRI
en 1 o 2 dimensiones, un par de Kramer de estados borde de Majorana ligados
(MBSs, Majorana bound states) emergen como estados localizados a la mitad del

gap (zero modes).

En este capitulo analizamos como este dispositivo evoluciona bajo la variacion
de un campo Zeeman y del potencial quimico, caracterizando asi las transiciones
de fase entre las fases TRITOP (clase DIII), la fase topologica superconductora
(clase D) y la fase trivial. También analizamos la funcién de onda de Majorana
de los MBSs localizados en los bordes de la cadena y el efecto de la repulsion

Culombiana sobre los mismos.
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4.2.1. Modelo microscépico

El sistema propuesto en la introduccién de este capitulo se puede construir de
manera experimental mediante el uso de estructuras hibridas ferromagnéticas-
superconductoras, las cuales consisten en adatoms (4&tomos adsorbidos) ferro-
magnéticos depositados sobre un sustrato superconductor no convencional -i.e. cu-
pratos o superconductores basados en hierro- formando una cadena (ver Fig.4.1).
En estas estructuras aparecen estados de Yu-Shiba-Rusinov? [5] en cada impureza
ferromagnética. Estados de Yu-Shiba-Rusinov adyacentes pueden hibridizarce vy,
si existe un nimero suficiente de impurezas, una banda topologicamente no tri-
vial empieza a surgir. Un gran ntimero de trabajos que estudian estos materiales
pueden ser encontrados en la bibliografia, sin embargo, la mayoria se dedica a
estudiar estos sistemas sin considerar la interaccion Culombiana entre electrones.
Cuando dicha interaccion es tenida en cuenta la clasificacion de los Hamiltonia-
nos en base a sus simetria globales presentada en el Cuadro 3.1 ya no es valida
y no puede asegurarse que los resultados y conclusiones, validos para el caso sin
interaccion, sean los mismos. Ademas, los métodos analiticos utilizados dejan de
ser utiles para el caso interactuante y se debe recurrir a métodos numéricos co-
mo el DMRG, utilizado en este trabajo. En las siguientes paginas estudiaremos
un modelo unidimensional para una heteroestructura magnética-superconductora
(magnetic superconductor heterostructure, MSH) con un sustrato superconductor
no convencional, modelo propuesto en [8], donde incluimos un termino H; de

interaccion Culombiana (repulsion electron-electron).

2En el mundo cuantico los electrones pueden agruparse de maneras sorprendentes, partici-
pando en fenémenos como el cotidiano magnetismo, y otro un poco mas raro como la super-
conductividad. Estos dos comportamientos intentan destruirse uno al otro. Las investigaciones
centran su esfuerzo en encontrar materiales donde estos dos estados cuénticos coexistan arti-
ficialmente, generando un extrafio estado llamado Yu-Shiba-Rusinov que podria usarse para
fabricar qubits topologicos, claves para los futuros ordenadores cuanticos.
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Figura 4.1: Croquis del dispositivos de proximidad propuesto. Una pareja de pares
de Kramers de Majorana emerge en los extremos de la cadena en la fase TRITOP.
El sustrato se representa como bidimensional aunque en nuestro caso de estudio
es unidimensional.

Nuestro objetivo ahora es escribir un modelo efectivo que presente la fisica
descripta anteriormente. El Hamiltoniano debe contener elementos que puedan
ser reconocidos de manera sencilla y puedan ser justificados fisicamente, para
asegurar la viabilidad del modelo para describir un sistema real. Tipicamente
los elementos necesarios para escribir este Hamiltoniano consisten en: un campo
magnético que polarice a los spines (termino Zeeman) y un termino que permi-
ta mezclar los multipletes (termino de acople spin-6rbita o termino de Rashba)
junto con un termino superconductor inducido por proximidad. Veamos en mas
profundidad el rol que juega cada uno de las piezas de nuestro modelo, en el

Anexo C se presenta una construccion distinta pero equivalente.

En primer lugar necesitamos generalizar la cadena de Kitaev a fermiones con
spin para poder representar a los electrones que existen en la red. La manera mas
sencilla es anadir el spin de manera trivial, es decir como una simple degeneraciéon
en los niveles de energfa. Sin embargo, si hacemos esto en el borde de la cadena
tendriamos dos majoranas apareados, es decir un fermiéon regular. Para evitar
esto dltimo podemos introducir un campo magnético que separe las bandas de

energia volviendo trivial a una de las especies de spin regresando asi al caso de
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la cadena de Kitaev. Este campo magnético estara generado por los adatoms
los cuales consideramos que se comportan como impurezas clésicas con un orden

ferromagnético puro.

Por otro lado vimos que la construccién del modelo de Kitaev involucra térmi-
nos de pairing superconductor los cuales incorporan la simetria hueco-particula.
Para la construccion de este modelo Crawford propone usar un pairing no con-

vencional del tipo si-wave inducido por un SC de alta temperatura (cuprato o
SC basado en hierro).

Nuestro superconductor tiene un pairing tipo s, esto significa que los electrones
se aparean en singletes, luego el campo Zeeman, al beneficiar enérgicamente a una
proyeccion particular del spin, evitaria que los electrones se apareen. Debemos
entonces romper la conservacion del spin y permitir asi la formaciéon de los pares
de Cooper. Una forma podria ser aplicar un campo no homogéneo pero esto puede
traer varias complicaciones y descartar la viabilidad practica del modelo. Otra
manera, la cual es la adoptada, es la de usar el efecto de acople spin-érbita. Con
esta interaccidon garantizamos que el spin no sea un buen niimero cuantico y que
las diferentes especies de spin se puedan aparear y generar el deseado pairing
s+-wave. En principio este termino elimina la necesidad del campo Zeeman, sin

embargo lo retendremos para poder romper la simetria TR.

Pongamos ahora todos los ingredientes juntos para construir el modelo que

estudiaremos en las siguiente secciones, los parametros a tener en cuenta son:

= Una amplitud de hopping ¢ que permite la movilidad de los electrones por

la red.
= Un potencial quimico pu, que establece la densidad electréonica en el cable.

= El gap superconductor inducido A para que la simetria hueco-particula

entre en juego.
= El acople spin-orbita a que rompe la conservacion del spin.
= Un campo Zeeman J que rompe la simetria de inversion temporal.

Ademés, incluimos una interaccion de Hubbard U para evaluar como se comporta

el sistema bajo interacciéon Culombiana entre electrones.

Para el dispositivo propuesto se construye un modelo con los ingredientes ya

nombrados, representado por un Hamiltoniano unidimensional efectivo escrito en
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lenguaje de segunda cuantizacion, el cual presenta la siguiente forma:

H = Hy+ H; (4.9)

HO = Z [(tC;Cj+1 — gCTC]‘ + AC;’TC;[-JrLi + ’L.O./C;{O'QC]‘_H —+ hC> —+ JC;O'3Cj:|

J
J

H[ = UZnﬂnN (411)
J

En la definicién anterior, c} = (C;T, c}j i) es un spinor de los operadores de creacion
fermionicos en el sitio j con proyeccion de spin T,] y o, son las matrices de
Pauli. ¢t es la amplitud de hopping a primeros vecinos; u el potencial quimico; a
el acople spin-6rbita en la direccién o, del termino de Rashba; A la amplitud del
pairing superconductor a primeros vecinos (sjpo-wave) inducida por el efecto de
proximidad; J la intensidad de la interaccion Zeeman en el eje z producida por
los momentos magnéticos de los adatoms y U la repulsion electron-electron en el
sitio j.

Estudiemos el volumen del sistema para el caso sin interaccion (U = 0), im-
ponemos condiciones de contorno periédicas y escribimos el Hamiltoniano en el

formalismo de Bogoliubov-de Gennes en el espacio de los momentos

1
_ T
H=3 zk: U Hir (4.12)
donde
Hy = [2t cosk — pu|m3 ® 09 — 2asin k7 ® oy (4.13)
+ JT3 ®O'3 + ACOSle ®O'1
o en forma matricial explicita,
J —pu+2tcosk 2iasink 0 Acosk
2y —2iasin k —J —p+2tcosk Acosk 0
" 0 Acosk —J +pu—2tcosk 2iasin k
Acosk 0 —2iasink J 4+ —2tcosk
(4.14)

Donde en Ec. 4.12 ¢, = (Ck,T70k7¢,CL,T70£,¢>T es el spinor de Nambu para los
operadores de creacion y destruccion para momento k y spin 1, 1. 09123 (7T0.1.2.3)

son las matrices de Pauli, incluyendo a la identidad, actuando sobre un electron

(hueco). Diagonalizando el Hamiltoniano de Bogoliubov-de Gennes encontramos
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la siguiente relacion de dispersion

E(k) :i\/JLI—Az%—ei+Ozzi2\/J2(Ai+ez)—|—5§042 (4.15)

con las definiciones

gp = 2tcosk — p (4.16)
ar = 2alsin k| (4.17)
Ay = Acosk (4.18)

Elegimos para los pardametros del modelo los mismos valores propuestos en [§],
siendo a = 0.8/t, A = 1.2/t valores fijos y J, p parametros libres que explorare-

mos en un rango de [—4/t,4/t].

A continuacién graficamos las relaciones de dispersion de las cuasiparticulas®
para distintos valores de p y J. Observamos como el gap se abre y se cierra
en distintos puntos del espacio de pardmetros indicando una transicién de fase

topologica entre un fase trivial y una no-trivial.

|
H<

E (k)
L S O
E (k)
s
oL
A AL s L W

(a) (b) (c)

Figura 4.2: Relaciéon de dispersion para las cuasiparticulas Ec. 4.15. (a) Para
p =0, J =4 (fase trivial). (b) Cierre del gap entre bandas para u =0, J ~ 2.3
(transicion de fase).(c) Fase topologica con p =0, J =~ 0.5.

3Relacion de dispersion interactiva: https://n9.cl/w3hud
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4.3. Resultados

Para generar los resultados expuestos en esta seccion desarrollamos codigos
en el lenguaje Julia® haciendo uso de la librerfa ITensor® [10] que implementa de
manera eficiente calculos con MPS y MPO. Ademas posee implementaciones para
el algoritmo DMRG y TEBD.

4.3.1. Diagrama de fases topolbgicas

Para caracterizar las diferentes fases topoldgicas del sistema pueden emplearse
varios métodos, por ejemplo: en [56] los autores utilizan funciones de correlacion
de los bordes, por otro lado en [8] se calcula el Pfaffiano del Hamiltoniano el cual
esta vinculado a un invariante topologico del sistema, como taltimo ejemplo, en [47]
se emplean tres métodos complementarios basados en analisis numéricos siendo
estos: determinacion de la diferencia de energia entre los sectores de paridad,
calculo de la funcién de onda de Majorana y grado de degeneracion del espectro
de entrelazamiento. Nuestro trabajo toma como enfoque estos ultimos enfoques
en donde, mediante el calculo por DMRG del estado fundamental del sistema,
podemos acceder al espectro de entrelazamiento de la matriz densidad reducida
del mismo. Luego, las fases topoldgicas estaran caracterizadas por el grado de
degeneracion de los autovalores de la matriz densidad reducida como fue mostrado

en el Capitulo 3.

A continuacion se exhiben los diagramas de fases topologicas encontrados para

diferentes valores de repulsion Culombiana U'.
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Figura 4.3: Diagramas de fases obtenido mediante DMRG calculando la dege-
neracion del espectro de entrelazamiento. Los puntos de color rojo (deg=4) re-
presentan a la fase TRITOP, el color negro (deg=2) a la fase SC topolégico y
el color blanco (deg=1) a la fase trivial. Para estos célculos se tomaron como
pardmetros del DMRG D,,.. = 50, etol = 107% para una red de L = 400 sitios
cont =1, a=0.8y A =1.2. Para los casos con U # 0 el potencial quimico fue
renormalizado como pu — u— U/2.

Encontramos que se manifiestan las 3 fases nombradas al principio de este ca-
pitulo y estan en concordancia con lo encontrado por Crawford utilizando un
método de caracterizacion distinto (ver Fig. 11 de [8]). En el centro de los diagra-
mas encontramos la fase TRI TSC o TRITOP representada por una degeneracion
de orden cuatro (color rojo) en el espectro de entrelazamiento. Como fue dicho,

esta fase alberga dos pares de Kramer de MBS localizados en cada extremo de la
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cadena los cuales estan protegidos por la simetria de inversion temporal. Cuando
aumentamos el campo Zeeman, para algunos valores de p, se induce una transi-
cion a una nueva fase topologica caracterizada por una degeneracion doble (color
negro) en el espectro de entrelazamiento. Esta fase, perteneciente a clase D, es la
llamada SC topoldgico con la simetria de inversion temporal rota (o simplemente
SC topologico, TSC). A diferencia de la fase TRITOP en esta fase la cadena con-
tiene un dnico modo de Majorana en cada extremo. Por tltimo la fase de color
blanco es la fase trivial caracterizada por no tener degeneracién en el espectro
de entrelazamiento. Para inducir una transiciéon de fase desde una de las dos fa-
ses topologicas a la fase trivial se debe cerrar el gap existente en la relacion de

dispersion, esto se observa en la Fig. 4.2 (b).

Podemos concluir varias cuestiones del estudio de los diagramas de fases. En
primer lugar observamos que las dos fases topoldgicas son robustas ante la va-
riaciéon de los parametros, es decir presentan un area finita en el espacio de los
pardmetros. Ademas aunque a campo J # 0 el sistema rompe la simetria de in-
version temporal la fase TSC TRI se mantiene, mostrando asi su robustez ante
perturbaciones. Zhang-Kane-Mele [62] concluyeron en su trabajo que, a pesar de
mantenerse la fase TRITOP, los MBS no estan protegidos a J # 0, sin embargo
Crawford [8] concluye que estos modos son estables ante perturbaciones incluso
a J finito, siempre que se mantenga la fase TRITOP. Nuestros estudios van en

consonancia con esta segunda conclusion.

Por otro lado, vemos que prendiendo la interaccion entre los electrones las fases
anteriormente mencionadas se mantienen, e incluso se agrandan para U no muy
grandes, ‘achatandose’ a medida que la intensidad de la repulsiéon culombiana U

aumenta.

Otros diagramas de fases para pairing en sitio convencional (sgp) y una com-
binacion del altimo con el pairing a primeros vecinos (Sggo + $100) son exhibidos

en el Anexo D.

4.3.2. Funcion de onda de Majorana

Estudiamos ahora la funcién de onda de los modos borde de Majorana. Sean
|0) v |1) los estados fundamentales del sistema correspondientes a los sectores
de paridad par e impar. En la fase topologica estos estados son degenerados y

pueden ser relacionados con los operadores de Majorana v, de acuerdo a

1) = €7,|0) = ie?;]0) (4.19)
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Donde 6 esta relacionado con un factor de fase global para |0) y |1), por lo que
siempre puede ser absorbido por uno de estos dos estados. Asumamos la siguiente

expansion para ya—qp en los operadores ¢ y cf
ZZ( is cjs+hc> (4.20)
J

donde ¢(® es la funciéon de onda correspondiente al modo de Majorana ,. La
componente ¢7; esta dada por el anticonmutador {cj-s, Yo}, mediante la siguiente

expresion

{clyra} =l Z(% c]s—i—hc) +Z< o\ cjs+hc)

= Z ( ]s zs’CJS + ¢]s is’ jS + ¢]s stczs + ¢j$ 's Is’)
LIRT I (4.21)

*(ar)
= Z ¢ {015/7 CJS} +¢ {Czs” jS}
s N——

=0
= %

Utilizando el resultado anterior y la relaciéon Ec. 4.19, se puede demostrar que

o1 = e (1]ck]0) + 7 (0]ck 1) (4.22)

18

oY) = ie® (1|l |0y — ie™™ (0]ck|1) (4.23)

Para calcular las funciones de onda de Majorana desarrolladas en esta
seccion realizamos dos corridas de DMRG para obtener el estado fundamental en
el sector de paridad par e impar (|0), |1)), luego se computaron los elementos de
matriz (1], |0) y (0|cl,|1) para cada sitio i y proyeccion del spin s. Por tltimo
calculamos la distribucion de probabilidad p( ) tomando el modulo al cuadrado
y sumando sobre cada proyeccion del spin, p§ = > |¢j8 2. Estos calculos fueron
realizados en una red de L = 400 sitios con J = 0.5, 4 = 0y U = 0, con una
tolerancia en la energia de ¢ = 107 y con D = 400 como el niimero méaximo del

valores singulares mantenidos en la SVD.

Como puede verse en la Fig. 4.4, la funcién de onda de Majorana para 7,
se localiza fuertemente en los bordes de la cadena, decayendo rapidamente en el
bulk. Esto es un claro indicador de la presencia de los modos borde de Majorana

en el estado fundamental del nanocable.
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Los mismos célculos se realizan para un valor de J = 4.5 y p = 0, punto
del diagrama de fases fuera de la fase topologica (fase trivial), y con los mismos
parametros que en el caso anterior. En esta ocasiéon los modos de Majorana se
deslocalizan de los bordes ocupando el bulk de la red. La densidad de probabili-
dad siempre debe valer uno, > ; pg-a) = 1, ademas fuera de la fase topologica no
tenemos modos en los bordes, i.e. la distribuciéon de probabilidad debe anularse
en los bordes pero mantener un valor finito en el centro de la red, luego la forma
de la densidad de probabilidad serd una especie de funcion Gaussiana centrada

en la mitad de la cadena como puede verse en la Fig. 4.5.

0.7

0.6 - -

0.5 A L

0.4 1 -

0.3 - -

0.2 - N

0.1 L

0.0 - -
5 10 15 20 380 385 390 395 400

]
Figura 4.4: Distribucién de probabilidad p§a) =3, \¢§?)|2 de la funcién de onda
del modo borde de Majorana ¢(* (panel izquierdo) y ¢® (panel derecho) para
una cadena de 400 sitios con o« = 0.8, A =12, U =0, J =05y u = 0. Para
estos parametros el sistema se encuentra en la fase topologica TRI TSC (ver Fig.

4.3 (a)), entonces ¢(**) son finitas solo cerca de uno de los bordes del sistema y
decaen exponencialmente en el bulk.
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/
Figura 4.5: Distribuciéon de probabilidad pg-a) => . |¢§?) |? de la funcion de onda
del modo borde de Majorana ¢ (panel izquierdo) y ¢ (panel derecho) para
una cadena de 400 sitios con a = 0.8, A =12, U =0, J =4y u = 0. Para estos
parametros el sistema se encuentra en la fase trivial (ver Fig. 4.3 (a)), entonces
#*" son no nulas tunicamente en el bulk y exponencialmente hacia los extremos

de la cadena. La discrepancia entre la altura de los picos es debida a que no se
consiguid la precision necesaria por cuestiones computacionales.

En la Ec. 4.20 asumimos que la relacion entre los operadores de Majorana

con los operadores fermiones c}s

valida en el limite no interactuante, entonces no hay ninguna razoén por la cual

y ¢js es lineal. Esta suposiciéon es solamente

no deberfan aparecer términos de mayor orden en la expansiéon. Sin embargo, se
puede ver empiricamente [47| que las correcciones son muy pequenas. Calculando
la normalizacion de ¢, y ¢ se encuentran errores del orden del 1%, sugiriendo
que la descomposicion planteada es adecuada. En la Fig. 4.6 se grafica la funcion

de onda de Majorana para el caso con interaccién con U = 0.5.
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Figura 4.6: Distribuciéon de probabilidad pga) => . |¢§‘z) |? de la funcion de onda
del modo borde de Majorana ¢ (panel izquierdo) y ¢ (panel derecho) para
una cadena de 400 sitios con o = 0.8, A =12, U =0.5, J =05y u = 0. Para
estos parametros el sistema se encuentra en la fase topologica, entonces ¢(*? son
finitas solo cerca de uno de los bordes del sistema y decaen exponencialmente en

el bulk.

4.3.3. Apagado adiabatico de la unién central

La multiple degeneracion en el espectro de entrelazamiento nos ha permitido
diferenciar las 3 fases topoldgicas existentes en nuestro modelo. Por otro lado,
dado que el espectro de entrelazamiento es una propiedad altamente no local del

sistema, podemos esperar que tenga alguna consecuencia fisica sobre el mismo.

Si apagamos de forma adiabética el bond o unién central de la cadena las
simetrias del Hamiltoniano continuaran conservando la miltiple degeneraciéon en
el espectro de entrelazamiento, siempre y cuando no se induzca una transicion de
fase mediante una variacion de los parametros. Si el sistema empieza en la fase
TRI TSC (topologica) y las simetrias de esta fase se preservan en el proceso, al
finalizar el apagado de las interacciones del bond central el valor de la entropia
de entrelazamiento serd S = In4 (S = In2), permitiendo que siga existiendo
una correlacion fisica entre ambas mitades. Esto ocurre porque el espectro de
entrelazamiento mantiene su cuadruple (doble) degeneracion haciéndose nulos
todos los autovalores salvo los cuatro (dos) primeros, adquiriendo el sistema la

minima entropia posible. Por otro lado, si el sistema empieza este proceso desde
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la fase trivial, el estado final no poseeré ningtin grado de correlacién entre ambas

mitades de la cadena, siendo asi S = 0.

Para simular el apagado adiabatico del bond central, empezamos obteniendo
el estado fundamental del sistema en cada una de las fases mediante DMRG para
una red de L = 32 sitios. Luego evolucionamos este estado en el tiempo, mediante
el algoritmo TEBD (ver Anezo B), decreciendo la amplitud de los parametros en
la unién central de la cadena de acuerdo a la ley tyeqr = t(1 —7I") (igual para oy
A) donde I' = 1/Typ4 v 7 es el tiempo. A cada paso de tiempo A, calculamos la
entropia de entrelazamiento de von Neumann en el bond central. Para obtener los
resultados mostrados en la Fig. 4.7 tomamos como parametros para el algoritmo
TEBD Tiotr = 5/t, A, = 0.1 y err = 1078, donde err es el error de compresion
y para el DMRG D = 50 y etol = 107°.

2.00 1 — H=2,J=0
1.75 A — u=0,/=0

1504 T

1.25 -

1.00 -

0.75 A

0.50 -

0.25 A

0.00

Figura 4.7: Evoluciéon de la entropia de entrelazamiento en el bond central de
la cadena a medida que se realiza un apagado adiabatico de los acoplamientos
correspondientes al mismo. La curva roja corresponde a un sistema en la fase
TRI TSC con p =0, J = 0, la curva negra a la fase topologica (u =2, J =3)y
la azul a un sistema en la fase trivial con p = 2, J = 0. Los deméas parametros
del Hamiltoniano son los mismo para los tres casos (t =1, a =08, A =12y
U =0).

No deja de llamar la atencién el hecho de que la entropia de entrelazamiento
S no se vuelva nula, para los estados pertenecientes a fases no triviales, luego de

que ocurra el apagado de las interacciones en la uniéon central. Esto es un claro
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indicativo de la no localidad de la funcién de onda que caracteriza al estado fun-
damental de estos sistemas. A pesar de la biseccién experimentada por la cadena,
sus mitades contintan correlacionadas, compartiendo asi informaciéon sin impor-
tar que tan ‘alejadas’ puedan encontrarse una de la otra. Este comportamiento es
el mismo que el descripto en el Capitulo 2 para un singlete, pero ahora en un sis-
tema de muchos cuerpos, lo cual enaltece lo «fantasmagorico» de este fenémeno,

como fuera descripto por Einstein [9] en los inicios de la mecénica cuantica.

4.3.4. Fraccionalizaciéon del spin

En [62], Zhang-Kane-Mele encontraron que que un par de MBSs en un extremo
de la cadena forman dos estados con o, = 7, = £1 mientras que el otro par
en el extremo opuesto forma dos estados con o, = —7, = £1. Entonces, un
campo Zeeman en la direccion = o z solo acopla estados con proyecciones o,
opuestas y extremos opuestos, cuya superposicion de la funcién de onda decae
exponencialmente en la longitud del SC. En consecuencia, ninguno de los pares
de Majorana puede adquirir energia desde su estado de energia cero hasta que
sea inducida una transicion de fase. Sin embargo, un pequeno campo Zeeman B,
en la direccion del acople spin-6rbita puede dividir los dos estados de energia cero
con paridad fermionica opuesta en cada extremo induciendo asi una transicion a

la fase trivial. El campo o, también cierra el gap del SC.

Si el campo B, es aplicado solo en la mitad de la cadena los autores de |2, 3]
mostraron que ocurre un spliting Zeeman en cada borde de la misma, apareciendo
asi excitaciones con spin fraccionalizado S, = £1/4 localizados en cada extremo
de la cadena. Esto es una clara evidencia del entrelazamiento entre los modos
localizados en bordes opuestos. Utilizando las mismas técnicas de las secciones
pasadas obtuvimos el valor medio de la proyecciéon del spin en el eje y para el
modelo en estudio junto con un campo Zeeman o, aplicado en la mitad de la
cadena. En las Fig. 4.8 se observa la fraccionalizaciéon del spin en cada borde
cuando el sistema esté en la fase TRITOP y la ausencia de este fenémeno cuando

se encuentra en la fase trivial.
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Figura 4.8: Proyeccion del spin en la direcciéon y en cada sitio de la cadena de
L = 32 sitios para el modelo estudiado mas un termino de campo Zeeman aplicado

en la mitad de la cadena (flechas azules) con direccién y, y modulo B, para (a) la

fase topologica TRITOP con p =0y J =0 (b) la fase trivial con u =3y J = 0.

Pardmetros usados para el calculo con DMRG D, = 300, etol = 1075,

Las respuestas magnéticas mencionadas en los parrafos anteriores pueden ser

usadas como una “smoking gun” (una evidencia clara) de la fraccionalizacion del

spin y de la existencia de MBSs en técnicas de microscopia ttnel [3].






Capitulo 5

Comentarios, Conclusiones y

Perspectivas

En este trabajo fuimos capaces de caracterizar y estudiar las diversas fases
topologicas de un superconductor topolégico unidimensional en el espacio de los
parametros p (potencial quimico) y J (campo Zeeman). Para esto hicimos uso
de herramientas numéricas como el DMRG (grupo de renormalizacion de la ma-
triz densidad) y TEDB (evolucién temporal por diezmado de bloques), mediante
las cuales, en primer lugar, calculamos la degeneracion del espectro de entrelaza-
miento de la matriz densidad reducida del sistema, invariante topoloégico que nos
permitié caracterizar a las fases del sistema. Luego nos dedicamos a obtener la
funcién de onda de Majorana, mostrando como aparecen estos elusivos fermiones

en cada extremo del SC en la fase topologica no trivial.

Mediante la evoluciéon temporal del estado fundamental de nuestro sistema
fuimos capaces de observar como varia la entropia de entrelazamiento entre las
dos mitades de la cadena a medida que apagamos adiabaticamente la unién entre
ambas partes de la misma. Encontramos que si el estado empezaba su evolucion
temporal desde una fase topologica no trivial, al finalizar la misma, la entropia de
entrelazamiento era no nula. Por otro lado, si el estado inicial se encontraba en

la fase trivial la entropia iba a cero durante la evolucion del estado en el tiempo.

En dltimo lugar estudiamos como se comporta el sistema bajo la acciéon de un
campo magnético, encontrando, como se muestra en la bibliografia, que al aplicar
un campo B, en la mitad de la cadena aparecen excitaciones fraccionarias de spin
S = 1/4. Este ultimo estudio junto con la evolucién temporal de la entropia de
entrelazamiento, nombrada en el parrafo anterior, pueden usarse como indicado-
res para la confirmacion experimental de la existencia de las fases topologicas y

de los modos de Majorana en los superconductores topologicos. Dicha confirma-

61
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ci6n aun permanece esquiva y controversial [63] por las grandes complicaciones

experimentales que conlleva caracterizar a estos sistemas.

Como perspectiva a futuro se propone extender el modelo propuesto por
Crawford y estudiado en este trabajo a uno en donde las impurezas magnéticas
sean tratadas como cuénticas -no més como clasicas- e interactiien mediante una
interaccion Kondo con el SC. Inmediatamente nuevas preguntas surgen de esta
propuesta, ;Se sostiene la fase topologica si las impurezas son cuanticas? jDonde
se albergan los modos de Majorana en este sistema que ya no es mas unidimen-
sional? ; Como cambian las propiedades del sistema si existe interacciéon entre las
impurezas de Kondo? Esperamos abordar estas y mas cuestiones haciendo uso de
las herramientas, técnicas y habilidades desarrolladas y obtenidas en el presente

trabajo.
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Anexo A

Algoritmo DMRG: Formulacién

original

Aunque los detalles del procedimiento dependen fuertemente de la implementa-
cion particular, la formulacion béasica del DMRG empieza con el algoritmo infinito
o warmup seguido del algoritmo finito o sweeping. La idea principal detras del
warmup es hacer crecer ambos bloques agregando un sitio por vez hasta una
cantidad de estados D en el cual se comenzara a truncar la base aplicando los
conceptos del Capitulo 2. Cuando se alcance el tamano deseado se continuara con
el sweeping, el cual itera el proceso sobre el sistema completo hasta alcanzar la

convergencia.

Algoritmo Infinito: Warmup

El sistema, que se considera 1D, comienza con una pequena cadena de NN sitios.
Esta cadena se divide en una parte izquierda, otra derecha y dos sitios entre ellas.

Para describir el proceso se utiliza la Fig. A.1
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Figura A.1: Crecimiento de los bloques durante el warmup

En esta figura, se notan dos tipos de objetos: bloques (pueden ser grandes, con
muchos sitios, o pequenos, con un solo sitio) y los operadores de link entre ellos

que seran llamados ganchos. Ambos estaran representados por ciertos operadores.

Cuando la cantidad de sitios es menor que D (méxima cantidad de estados con
la que se trabaja) se agregan sitios a ambos bloques, sin truncar, diagonalizando
exactamente. Ahora, cuando los bloques sean lo suficientemente grandes y se
superen los D estados, entonces se inicia el proceso de truncamiento del espacio

de Hilbert con la matriz densidad:

1. Usando los operadores de bloques y ganchos se compone una matriz efectiva

que represente el Hamiltoniano del superbloque (Hgp)

2. Se encuentra el estado fundamental (|¢y)) de este superbloque utilizando

algiin método de diagonalizacién exacta, por ejemplo, el método de Lanczos.

3. Con ese estado se definen las matrices densidad para las dos mitades del
sistema. Si el sistema es simétrico bajo reflexion, solamente necesitamos una

de ellas.

4. Se obtiene el espectro completo de dichas matrices y se retienen los D

autovalores mas grandes (con sus respectivos autovectores).

5. Usando las matrices que se utilizaron para rotar las matrices densidad origi-
nales, se rota el Hamiltoniano y los operadores involucrados en la interaccion

entre bloques (ganchos).

6. Se agrega un nuevo sitio a cada bloque obteniendo un nuevo Hamiltoniano

que vuelve a ser de dimension mayor que D y se reiteran todos los pasos
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involucrados con el truncamiento.

Después de este proceso el sistema ha incrementado el némero de sitios: N —

N + 2. El proceso se detendra cuando se alcance el tamano deseado.

Algorito finito: Sweeping

El warmup posee la desventaja de que la funciéon de onda del estado fundamen-
tal del superbloque es diferente en cada iteracion debido a que cambia el ntmero
de sitios. Esto puede introducir problemas en la convergencia y disponer de un al-
goritmo en el cual el tamano del sistema sea siempre el mismo es de gran utilidad
en algunos problemas. Por esto, para que el DMRG alcance una buena precision,
se lo combina con el algoritmo infinito o sweeping. Durante el warmup se deben
almacenar todos los operadores y Hamiltonianos de ambos bloques junto con las
matrices necesarias para rotarlas. Cuando el sistema alcance el tamano deseado
se comenzaré con los sweeps. A continuacion se describe un sweep de izquierda a

derecha:

1. Se agrega un sitio al bloque izquierdo con la misma idea que en el warmup.
Como se mantiene el nimero total de sitios, el bloque derecho debe achi-
carse. Para representar este bloque se utilizan los operadores almacenados

del warmup o del sweep anterior.

2. Ahora se diagonaliza el nuevo Hamiltoniano de los dos bloques combinados,

Hgp, de la misma forma que en el warmup.
3. Se calcula la matriz densidad del bloque izquierdo.

4. Se obtiene el espectro completo de dicha matriz y se retienen los m autova-

lores més grandes (con sus respectivos autovectores).

5. Usando las matrices que se utilizaron para rotar las matrices densidad ori-
ginales, rota el Hamiltoniano y los operadores del bloque izquierdo involu-

crados en la interaccion entre bloques (ganchos).
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Figura A.2: Esquema de un sweep: durante el sweeping un bloque crece y el otro
se achica

Este proceso contintia, creciendo el bloque izquierdo y disminuyendo el dere-
cho. Luego se invierte el sentido comenzando a modificar el derecho y utilizando
el bloque izquierdo del tltimo sweep. Alcanzado el punto inicial, se dice que se
completé un barrido o sweep. Las energias convergen usualmente en unos pocos
sweeps hasta la precision deseada. Esta parte del algoritmo funciona de una ma-
nera similar que un bucle autoconsistente, donde las interacciones van mejorando

la solucién.



Anexo B

Algoritmo TEBD

En esta seccion se introduce el concepto general del algoritmo TEBD [44] (time
evolution block decimation).Vamos a restringir nuestra atencion a Hamiltonianos
independientes del tiempo H ; los Hamiltonianos dependientes del tiempo pueden
modelarse mediante una secuencia de Hamiltonianos que cambia después de cada

paso de tiempo pequeno.

Supongamos que tenemos un estado inicial |¥(0)) en la forma MPS, dicho
estado se puede construir a mano (en casos simples, como un estado Néel) o
se puede obtener mediante algtin otro célculo de MPS, por ejemplo calculando
el estado fundamental de algin Hamiltoniano mediante DMRG. En el caso de

evolucion coherente, el estado en el tiempo t estéd dado por
[T(t)) = e T(0)) (B.1)

Si logramos escribir a e~ como un MPO, el problema se resolveria dentro
del marco de este formalismo, ya que al aplicar un MPO a un MPS se obtiene un
nuevo MPS. Hay varios problemas con esta idea: (i) no se sabe como hacer esto
exactamente de manera eficiente en una computadora clasica, y mucho menos
en una hoja de papel; (i) normalmente nos interesa la evoluciéon completa, es
decir, el estado durante una secuencia completa de tiempos; (iii) si la dimension
del MPO resultante es demasiado grande, el MPS resultante no serd manejable
numéricamente. Si bien los problemas (¢) y (ii) pueden resolverse con cierto costo

en precision, veremos que (i47) es un problema fundamental.

El primero y méas popular enfoque consiste en «trotterizar» la evolucion del
tiempo. Supongamos que queremos calcular |W(t)) para tiempos ¢t € [0, T].Entonces
dividimos la longitud del intervalo T"en N — oo pasos de tiempo 7 — 0 con

Nt = T. En la practica numérica, 7 serd, por supuesto, finito (por ejemplo
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7 = 0.01) cuando una escala de tiempo tipica del problema es 1. Supongamos tam-
bién que nuestro hamiltoniano consta solo de términos a primeros vecinos , como
Si.Si+1 en el modelo de Heisenberg o el término de hopping > (éjaéiﬂo + h.c. >
en el modelo de Hubbard. Entonces podemos dividir el Hamiltoniano en términos
de primeros vecinos, H = Zf;ll iLi, donde en el caso del modelo de Heisenberg
izi = S’Z-.S’Hl. Términos onsite como la interaccion Culombiana se ‘distribuyen’
entre los dos h que comparten un sitio y se cuenta solo la mitad, por ejemplo

Uninyy se escriben como U/2n;4n;; tanto en h;_y como en h,;.

Podemos entonces reescribir al operador evolucién temporal como

N N N L-1
iy i iy Ll b
e iHT _ He iHT _ He 1 i H H e ih;T (B2>
i=1 k=1 k=1 i=1
No solo ahora tenemos acceso a todos los tiempos 7,27, ..., N7, sino que aho-

ra solo tenemos que calcular la evolucion temporal (infinitesimal) en dos sitios,
e~™hi™ Esta es una matriz de dimensién (d? x d?) obtenida diagonalizando la

representacion matricial H; de h; de dimension (d? x d2) y exponenciandola.
H;=UAU" = ¢ 7 = Ue ™ UT = U - diag (e ™7, e7™7,..) - UT  (B.3)

Estas operaciones se pueden implementar facilmente utilizando rutinas comunes
de diagonalizacién y multiplicaciéon de matrices. Sin embargo, como indica el
signo de exclamacion en la tltima identidad en Ec. B.2. Esta factorizaciéon no es
valida, debido a la formula de Glauber y la no conmutatividad de los operadores

cuanticos en general,
o S
€A+B A _B_z[A,B| (B4)

Cuando los operadores A y B no conmuten la exponencial de la suma no podra
ser factorizada. Sin embargo, los operadores A y B escalean con T mientras que
el conmutador [A,B] lo hace con 72. Entonces, en el limite 7 — 0, la factori-
zacion se vuelve exacta y para 7 finito el error de la misma sera de orden 72.
Esta descomposicion del operador de evolucion temporal, en donde aproximamos
A+B A_B

e ~ e“e” se llama descomposicion de Trotter de primer orden, porque

después de N = T'/7 pasos de tiempo, el error acumulado seré de orden 7. Des-
composiciones de orden superior pueden ser planteadas, siendo las de orden 74

las més usada.

Para desarrollar el método nos centraremos en la descomposicion a orden lineal
en 7. Como los operadores de evolucion temporal h; conmutan entre ellos sino

comparten ningun sitio -recordar que estamos con interacciones solo a primeros
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vecinos-, es conveniente separar al Hamiltoniano entre uniones pares e impares

A A A

H= Hpa'r + Hz'mpar ﬁpaT = Z il2i I:Iimpzzr = Z B2i—1 (B5>

y escribir la evolucion temporal como

e—iHT _ e—iHeven Te—iﬁodd T e—iHeven T _ He—ifzgir’ e—iﬁodd T _ He—iﬁ%,n
i i
(B.6)
Suponiendo que conocemos los operadores de evoluciéon temporal de dos sitios
en su forma MPO dos sitios, podemos representar de manera grafica el MPO

descompuesto en Trotter para la evolucién temporal global como se muestra en
la Fig. B.1.

El MPO asociado el operador evolucion temporal de dos sitios se puede derivar
facilmente mediante el procedimiento de descomposicion SVD desarrollado para
los MPS. Es facil calcular U%1729192 = (g gq|e™ 7

reorganizando los indices y realizando una SVD de la forma

! !
o10h). Luego procedemos

10 ,O'IO'/ N SKD o 0103 Ugoé
U717 = Us ot 50y, = E Woro1 656 Wh.os0, = E M, " M, (B.7)
b b

que es un MPO donde los escalares /S, fueron absorbidos en las matrices
izquierdas y derechas. Como la matriz original es de dimension (d* x d?), la
dimension del MPO es Dy, = d?; méas precisamente, las matrices para para los
bonds impares tienen dimensiones (1 x d?), (d? x 1), (1 x d?),... y viceversa para
los bonds pares. Después de un paso de Trotter, las dimensiones de las matrices
del MPS habran crecido un factor d?. Esto significa que después de cada paso de
tiempo, tendremos que comprimir el MPS. De manera sencilla el algoritmo de

evolucion temporal presenta las siguientes etapas:

1. Aplicamos el paso infinitesimal de tiempo de Trotter en forma de MPO a
un MPS para obtener |¥(t)) — |V(t + 7))

2. Comprimimos |V (t + 7))
3. Continuamos con el siguiente paso de tiempo

En principio, parece que este procedimiento podria continuar para siempre. El
error de descomposicion de Trotter, que es O(7?) por cada paso de tiempo, se
acumulara como 7/t O(72), por lo que crecera linealmente en el tiempo. Este
error se puede hacer arbitrariamente pequeno tomando t — oo, o de forma mas

eficientemente, usando descomposiciones de Trotter de orden superior donde el
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error escalea como O(73) o incluso O(7°) en los enfoques mas utilizados. Sin
embargo, el problema principal radica en la compresion. Por el teorema de Lieb-
Robinson [26], se observa que el entrelazamiento en una evolucion temporal de
un estado cuéntico crece linealmente con el tiempo, S(t) < S(O)+vt, donde v es
una constante y el limite lineal se cumple en quenches globales del Hamiltoniano.
Un operador densidad reducido de dimensién D puede codificar como maximo el
entrelazamiento S = In D, por lo que si queremos seguir manteniendo la misma
precision en el estado |¥(¢)) que en el estado |V (¢ + 7)) tendremos que aumentar
el tamano de las matrices en el MPS, en el peor de los casos, exponencialmente a
medida que pasa el tiempo. Por lo tanto, las simulaciones de evolucién temporal
alcanzaran el régimen exponencial después de algiin tiempo. Por el momento no
se ha encontrado una solucién para este problema pero, por otro lado, en muchas
situaciones de interés v es lo suficientemente pequeno como para que se logren

realizar evoluciones temporales que muestran fisica interesante.

Figura B.1: Representacion MPO del operador de evoluciéon temporal trotterizado
e~ Cada segunda linea corresponde a una evoluciéon temporal infinitesimal del
enlace impar o enlace par.



Anexo C

Generalizacion de la cadena de

Kitaev a fermiénes con spin

Nos interesa ahora generalizar el modelo de la cadena de Kitaev para el caso
de fermiones con spin (electrones). El modelo més simple que describe a un su-
perconductor topolégico (TSC) [12] esta formado por dos copias de la cadena
de Kitaev con especies de spines opuestos, como puede ser visto en la Fig. C.1y

descripto por el siguiente Hamiltoniano

L
H=>" ioy, Yit1 (C.1)
=1 o

Los operadores de Majorana satisfacen las relaciones
{71',07 P)/g’,o"} =0 {’Yi,aa ’}/i’,o’} = 251’1'/500’ (C?)
y en términos de los operadores fermiénicos
1 ., 1 .,
Cip = 5(%,T +ivi4) G = 5(%’,¢ — ;) (C.3)

Podemos reescribir el Hamiltoniano anterior como
N
H = Z Z(Ciﬁ - CZ,U)<Ci+1,U + C;'r—i—l,a) <C4)
=1 o

A pesar de la simpleza del Hamiltoniano C.4 este describe la fisica que nos in-
teresa estudiar en este trabajo, conteniendo una fase topologica superconductora
(fase TSC) caracterizada por modos cero de Majorana en los bordes de la cadena.

La fase topologica es estable ya que la simetria TRI la protege, decimos que el
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Hamiltoniano C.4 describe una fase superconductora topolégica protegida
por la simetria de inversion temporal (TRI TSC). Como podemos ver de la
Fig. C.1, en cada borde de la cadena tenemos dos modos de Majorana desapa-
reados, es decir, el doble de modos que en la cadena de Kitaev para fermiones sin

spin estudiada anteriormente.

Figura C.1: Superconductor topologico unidimensional construido mediante la
copia de dos cadenas de Kitaev con especies de spin opuestas. Notamos que cada
sitio fisico consiste en cuatro modos de Majorana. Los modos desapareados en
los bordes de la cadena se convierten en modos cero protegidos por la simetria de
inversion temporal.



Anexo D

Diagramas de fases topologicos

complementarios

Presentamos ahora otros diagramas de fases calculados para pairings supercon-
ductores s-wave (Sggo) ¥ para Sooo + S100- Observamos en las Fig. D.1 (a 'y b) como
al combinar el pairing isotropico sgpgo con el extendido sigy la simetria y — —pu
se rompe. Mientras que si solo tenemos pairing isotropico sggg la fase TRITOP
(TRI TSC) no se presenta en el diagrama de fases, como se muestra en las Fig.
D.1 (cyd).
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Figura D.1: Diagramas de fases obtenido mediante DMRG calculando la degene-
racion del espectro de entrelazamiento. Los puntos de color rojo (deg=4) repre-
sentan a la fase TRITOP, el color negro (deg=2) a la fase SC topologico y el color
blanco (deg=1) a la fase trivial. Para estos célculos se tomaron como parametros
del DMRG D,,,0r = 50, etol = 107% para una red de L = 400 sitios con ¢t = 1,
a = 0.8, pairing onsite Ajggp = 1y A = 1.2 (Fig. ayb) o A =0 (Fig. cy d) . Para
los casos con U # 0 el potencial quimico fue renormalizado como pu — p— U/2
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