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Resumen

En esta tesis nos enfocamos en el estudio de cuatro variaciones del Problema de Do-
minacion y Separacion en grafos: los problemas de cddigo de identificacion, localizacion-
dominacion, localizacion-dominacion abierta y localizacion-dominacion total en grafos.

Estos problemas han sido desarrollados y estudiados activamente durante las tltimas
décadas. Entre los desafios relacionados con ellos nos proponemos determinar y/o aproxi-
mar el cardinal del minimo cédigo de identificacién, conjunto de localizacién-dominacién,
conjunto de localizacion-dominacion abierta o conjunto de localizacion-dominacion total pa-
ra diferentes clases de grafos. Es sabido que responder estas preguntas es de interés tanto
tedrico como practico. La relevancia de estos problemas se debe a que modelan situacio-
nes reales provenientes de variadas disciplinas, como por ejemplo el analisis de dispersién
de enfermedades, deteccién de fallas en redes de comunicaciéon y ubicacién de alarmas de
incendio o detectores de movimiento en establecimientos, edificios, viviendas, instalaciones,
etc. Esta importancia practica hace necesario el desarrollo de algoritmos exactos capaces de
resolver instancias provenientes de aplicaciones del mundo real en tiempos computacionales
razonables. Una manera a menudo exitosa de resolver esta clase de problemas, es a través
de modelos de programacion lineal entera sobre los cuales se realiza un estudio poliedral del
espacio de soluciones. También aplicamos este abordaje para encontrar valores exactos del
minimo conjunto en cuestion, o estimaciones de estos parametros para varias clases de grafos.
Por otra parte, utilizamos la teoria de grafos para la obtencion de los parametros menciona-
dos en ciertas familias de grafos. Finalmente, presentamos algoritmos que en tiempo lineal,
resuelven los problemas de determinar la cardinalidad del minimo cédigo de identificacion,
conjunto de localizacion-dominacion, conjunto de localizaciéon-dominacion abierta y conjunto
de localizacién-dominacion total en los llamados grafos block.
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Introduccion

Antecedentes y estado actual del tema

El Problema del Conjunto Dominante en grafos, introducido por Berge [7] en 1962, es un
problema clasico dentro del area de Optimizacion Combinatoria que ha sido muy investigado
desde el punto de vista tedrico y algoritmico (ver [8, 9, 12, 13, 14, 18, 21, 25, 31, 34]).

Dado un grafo G = (V, FE) donde V es el conjunto de sus vértices y E es el conjunto
de sus aristas, un conjunto dominante en GG es un subconjunto de vértices D C V de modo
tal que cada vértice en V' — D es adyacente a un vértice en D. El Problema del Conjunto
Dominante en GG consiste en encontrar un conjunto dominante de cardinalidad minima.

Existen numerosos problemas provenientes del mundo real que pueden modelarse median-
te el problema del conjunto dominante en ciertos grafos. Entre éstos podemos mencionar,
por ejemplo, la deteccién de incendios en un edificio. Supongamos que V' = {1,...,n} es un
conjunto de departamentos en un cierto edificio donde es posibles ubicar alarmas detectoras
de incendio. Una alarma colocada en el departamento j puede proteger el departamento en
el cual estda ubicada y los departamentos vecinos que se encuentran a menos de 3 metros
de distancia. Llamemos N; al conjunto de departamentos que pueden ser protegidos desde
j. Supongamos ademas que el costo de instalar una alarma es el mismo para todo depar-
tamento. Entonces, el problema de elegir un conjunto de departamentos para instalar las
alarmas de manera tal que todo el edificio esté protegido, es un problema de dominacion en
un grafo en donde V' representa los departamentos del edificio y el conjunto E estd dado por
las vecindades N; para cada j € V.

Algunas variantes del problema de determinar el minimo conjunto dominante en un
grafo GG, son los problemas de determinar el minimo cddigo de identificacion, el minimo
congunto de localizacion-dominacion, el minimo conjunto de localizacion-dominacion abierta
y el minimo conjunto de localizacion-dominacion total en G. Estos cuatro problemas se
conocen en la literatura especifica con sus nombres en inglés Identifying Code Problem (I1D),
Locating-Dominating Problem (LD), Open Locating-Dominating Problem (OLD) y Locating
Total-Dominating Problem (LT D) respectivamente; y se han estudiado activamente durante
la dltima década, ver por ejemplo, la bibliografia dada por [35].

El concepto de cédigo de identificacién fue introducido en [34]. Determinar el minimo
c6digo de identificacién en un grafo G es en general NP-hard [14] e incluso sigue siendo dificil
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para varias clases de grafos donde otros problemas dificiles de optimizacién combinatoria son
faciles de resolver. Este es el caso de los grafos bipartitos [14] y dos clases de grafos cordales:
los grafos splits y los grafos de intervalos [22]. Se han encontrado férmulas cerradas que
calculan el valor del minimo cddigo de identificacién para algunas familias de grafos, como
por ejemplo, los caminos y los ciclos [9], las estrellas [24] y algunas subclases de grafos splits
[3]. Ademas, se obtuvo un algoritmo para determinar un minimo cédigo de identificacién en
tiempo lineal en arboles [5].

La definicién de un conjunto de localizacién-dominacién se introduce en [46]. Determinar
el cardinal del minimo conjunto de localizacién-dominacién en un grafo G' es NP-hard [14],
incluso en grafos bipartitos [14]. Este resultado se extiende a los grafos discos unitarios
planares bipartitos en [37].

También se conocen férmulas para el célculo del tamano de un minimo conjunto de
localizacién-dominacién para ciertas clases de grafos como los caminos [46], los ciclos [9], las
estrellas, los multipartitos completos y los soles delgados [4]. Ademads, en [45] se obtuvo un
algorimto que en tiempo lineal calcula el tamano de un minimo conjunto de localizacion-
dominacién en arboles.

Los conjuntos de localizaciéon-dominacién abierta se definen en [44]. Al igual que en
los casos anteriores, determinar el cardinal del minimo conjunto de localizacién-dominacién
abierta en un grafo G es NP-hard [44] en varias familias de grafos como los grafos APX-
completos, grafos cordales con grado maximo 4 entre otros (ver [40]). Se conocen férmulas
exactas para el calculo del cardinal del minimo conjunto de localizacién-dominacién abierta
en cliques y caminos [44].

El concepto de conjunto de localizacién-dominacién total fue introducido en [27]. Con
respecto a este problema, observamos a partir de [44] que es tan dificil de resolver como el
problema de localizacién-dominacion abierta en un grafo cualquiera. Se han obtenido cotas
para el cardinal del minimo conjunto de localizaciéon-dominacién total en arboles [27, 29].
Ademas, en [29] se estudi6 el cardinal del minimo conjunto de localizacién-dominacion total
en grafos cubicos y grafos grilla.

Es importante destacar que la existencia de un algoritmo que en tiempo polinomial re-
suelva cualquiera de estos cuatro problemas para ciertas familias de grafos, sigue del famoso
meta teorema de Courcelle et al. [20], que establece que cualquier problema de optimizacién
P que pueda expresarse en ldgica monddica de sequndo orden (MSOL) puede resolverse en
tiempo polinomial para familias de grafos con clique-width acotado por una constante gq.
Maés aun, si la g-expresion se encuentra en tiempo lineal, P se resuelve en tiempo lineal
para esas familia de grafos. En efecto, una férmula MSOL para el problema de cédigo de
identificacién aparece en [36] y puede ser ficilmente adaptable para los problemas de lo-
calizacion-dominacion, localizacion-dominacion abierta y localizacién-dominacién total. Sin
embargo, obtener algorimos explicitos para tales problemas es interesante como se puede ver
en la bibliografia en el caso de arboles [5, 45] o cografos [23].

El problema de determinar el tamano del minimo conjunto /D, conjunto LD, conjunto
OLD o conjunto LT D en un grafo, tanto como el problema de encontrar cotas de estos
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numeros, pueden abordarse de distintas formas. Una de ellas es estudiar estos problemas
desde el punto de vista poliedral. Otra forma es a través del andlisis de la estructura combi-
natoria de los grafos en cuestién y una tercer alternativa, es la formulacion de algoritmos que
resuelvan los problemas en tiempos computacionales razonables. En esta tesis abordamos los
tres enfoques en diferentes clases de grafos.

Objetivos y resultados obtenidos

El objetivo de esta tesis es avanzar en el estudio de los cuatro ploblemas de dominacion
antes mencionados, encontrar el minimo /D, minimo conjunto LD, minimo conjunto OLD
y minimo conjunto LT D en clases particulares de grafos, o estimar cotas para los mismos.

En el Capitulo 1 presentamos las definiciones y los resultados previos para la comprension
de este trabajo. En el Capitulo 2, conseguimos los poliedros asociados a los 4 problemas en
los grafos estrellas, p-partitos completos y coronas generalizadas. Ademés obtenemos todas
las facetas con coeficientes 0, 1,2 del los poliedros asociados a los problemas ID, LD, OLD
en caminos y ciclos y describimos el poliedro correspondiente al problema LT'D para dichos
grafos. En el Capitulo 3, estudiamos el cardinal del minimo conjunto ID, LD, OLD, LT D
para los soles completos y los co-soles. En ciertos casos, y a través de la estructura combi-
natoria de tales grafos, pudimos obtener cotas o el valor exacto de estos nimeros. También,
analizamos la variaciéon de los distintos pardametros a través de ciertas operaciones en grafos.
En el Capitulo 4, estudiamos el problema de determinar el cardinal del minimo conjunto
ID,LD,OLD,LTD en grafos block, a partir de la formulacién de algoritmos que resuel-
ven estos problemas en tiempo lineal, los grafos block tienen clique-width a lo sumo 6 [33].
Finalmente, presentamos las conclusiones y lineas abiertas de investigacion.
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Capitulo 1

Preliminares



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Resumen

En este capitulo presentamos las definiciones y resultados previos necesarios para la com-
prension de este trabajo. En particular, definimos los cuatro problemas que serédn estudiados
en esta tesis.



1.1. LOS CUATRO PROBLEMAS DE DOMINACION Y SEPARACION

1.1. Los cuatro problemas de dominacién y separacion

Sea G = (V, E') un grafo donde V es el conjunto de vértices y E es el conjunto de aristas.
La vecindad abierta de un vértice u € V es el conjunto de todos los vértices de GG adyacentes
(o vecinos) a u y la denotamos N(u), N[u] = {u} U N(u) es la vecindad cerrada de u. Un
subconjunto C' C V' es un conjunto dominante (resp. totalmente-dominante) si N[i] N C
(resp. N(z) N C) es no vacio para todo ¢ € V. Se dice también que el conjunto C' domina
(resp. domina-totalmente) a V.

Por otro lado, un subconjunto C' C V' separa (resp. separa-totalmente) dos vértices
i,j €V si Nli]nC # N[j]NC (resp. N(i) N C # N(5) N C).

Notamos con el simbolo A a la operacién de diferencia simétrica entre conjuntos, es decir
AAB = (AUB)— (AN B). Asi resulta que C separa (resp. separa-totalmente) dos vértices
i,7 €V si (N[i] A N[j]) N C es no vacio (resp. (N (i) A N(j)) N C es no vacio).

A continuacién presentamos los conceptos de cédigo de identificacién, conjunto de loca-
lizaciéon-dominacién, localizacién-dominacion abierta y localizacion-dominacion total intro-
ducidos en [34], [46], [44] y [27] respectivamente.

Un conjunto C' C V satisface la propiedad de:

cddigo de identificacion (ID) si C' domina y separa todos los vértices de V.

localizacion-dominacion (LD) si C' domina todos los vértices de V' y separa-totalmente
todos los vértices de V' — C.

localizacion-dominacion abierta (OLD) si C' domina-totalmente y separa-totalmente
todos los vértices de V.

localizacion-dominacion total (LT D) si C' domina-totalmente todos los vértices de V/
y separa-totalmente todos los vértices de V — C.

Notacién 1.1 Sea X € {ID,LD,OLD,LTD}, si C' es un conjunto en V que satisface la
propiedad X decimos que C' es un X -conjunto.

La Figura 1.1 ilustra los cuatro conjuntos definidos anteriormente con minima cardinali-
dad en un grafo particular.

Es inmediato observar que un grafo G admite un [ D-conjunto, si no existen true twins
en G, es decir, no existe ningtin par de vértices distintos i, j € V tal que N[i] = N[j]. En este
caso se dice que G es identificable. Analogamente, un grafo G sin vértices aislados admite
un OLD-conjunto si no existen false twins en G, esto es, no existe ningtin par de vértices
distintos 4, j € V tal que N (i) = N(j).

Dado un grafo G, para X € {ID, LD, OLD, LT D}, definimos el X-problema en G como

el problema de encontrar un X-conjunto de tamano minimo en GG. El tamano de tal conjunto
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

(a) (b) () (d)

Figura 1.1: Un grafo donde los vértices en negro forman un minimo conjunto (a) ID, (b) LD,
(¢) OLD y (d) LTD.

es llamado X-nimero de G y se denota por vx(G). A partir de las definiciones sigue que son
validas las siguientes relaciones para todo grafo G que admita un X-conjunto:

Y2p(G) < verp(G) < vorp(G), (1.1)

y
Yp(G) < vrp(G).

Notemos que v7p(G) y Yorp(G) no son comparables.

() —e—e——o0 (b)) —o—0—o

() (d)

1D OLD

Figura 1.2: v1p(G) y Yo1p(G)

En efecto, como se observa en los grafos de la Figura 1.2, si G = P, entonces v;p(G) = 3 <
4 = vorp(G). Sin embargo si G es el grafo en (¢) y (d) resulta v;p(G) =4 > 3 = vyoLp(G).

1.2. Grafos

Un camino es un grafo G = (V, E) cuyos vértices en V pueden ser ordenados en una
lista de modo tal que dos vértices son adyacentes si y solo si son consecutivos en la lista.
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Por lo general si G es un camino se lo nota como P, donde n = |V|. Un ciclo es un grafo
G = (V,E) que satisface la condicién |V| = |E| y los vértices en V pueden disponerse
alrededor de un circulo de modo tal que dos vértices son adyacentes si y solo si aparecen
en forma consecutiva alrededor del circulo. Llamamos al ciclo de n vértice como C,,. Dado
G = (V,E) la distancia entre dos vértices i,j € V', denotada por dist(i,j), es la longitud
del camino mas corto en GG que une i con j. Decimos que ¢ € V es un vértice pendiente
de G si ¢ tiene un unico vecino 7 € V. Un conjunto estable en un grafo es un conjunto de
vértices mutuamente no adyacentes. Un conjunto de vértices en un grafo es una clique si su
complemento es un conjunto estable. Un grafo se dice completo si sus vértices forman una
clique. Notamos K, al grafo completo de n vértices.

Un sol es un grafo cuyo conjunto de vértices se puede particionar en dos subconjuntos
disjuntos C'y S, donde S = {s1,...,s,} es un conjunto estable y C' = {¢y,...,¢,} induce
ciclo en el grafo, no necesariamente sin cuerdas. Si C' es una clique y s; es adyacente a
exactamente los vértices ¢; y ¢;41 para i € {1,...,n} (donde ¢,1 = ¢;), tenemos el grafo
sol completo que denotamos por 5,. El complemento del sol completo, denotado por S, es
llamado co-sol.

p
= (V,E) es un grafo tal que V.= J U, y
i=1
cada U; induce un conjunto estable no vacio en K, . ,,. Si ademds todos los vértices de los
conjuntos U; y U; con i # j son adyacentes, K, ., es llamado p-partito completo.

Un grafo p-partito, denotado por K, .,

P

Un grafo block es un grafo cuyas componentes biconexas son cliques.
En esta tesis utilizaremos las operaciones de grafos que se definen a continuacion.

El agregado de un vértice universal a un grafo dado: Sea G = (V, E) un grafo tal que
V ={1l,...,n} y 0 ¢ V. Definimos el grafo obtenido al agregar el vértice universal 0 a G
como el grafo G' = (V', E') donde V' =V U {0} y E' = EU{0i :i € V}. Si aplicamos esta
operacion a P, obtenemos el grafo conocido como grafo fan de n + 1 vértices y denotado
por F,. Cuando aplicamos la misma operacién a C), obtenemos el grafo conocido como grafo
wheel de n + 1 vértices, denotado por W,,.

El cuadrado de un grafo: Dado un grafo G = (V, E), denotamos por G2 = (V, E') el
cuadrado del grafo G donde E' = EU {ij : dist(i, j) = 2}.

La k-corona generalizada de un grafo: Dado un grafo G = (V, E) y k € NI denotamos
por G¥ la k-corona generalizada de G obtenida al afiadir a cada i € V, k; vértices pendientes.

Una generalizacion del concepto de grafo es el hipergrafo, H = (V,E) donde V un conjunto
de vértices y € es una familia de subconjuntos de V. Los elementos de £ se llaman hiperaristas.

Consideramos n > ¢ > 2. Sea RZ = (V,€) un hipergrafo donde V- = {1,...,n} y &
contiene todos los subconjuntos de V' de g elementos, llamamos a RY g-rosa completa de
orden n.
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1.3. Enfoque poliedral

Hemos mencionado que, para X € {ID,LD,OLD,LTD}, determinar el niimero vy es
en general dificil (ver [14, 44]). Como los métodos polidrales ya han demostrado ser exitosos
para varios problemas de optimizacion combinatoria NP-hard, uno de nuestros objetivos es
aplicar tales técnicas a cada X-problema.

1.3.1. Poliedros

Un conjunto T' es convezo si, cualesquiera sean z1,zo € T y A € [0, 1], resulta que
)\.771 -+ (1 — )\).]32 eT.
Dado un conjunto S C R", un punto x € R" es un combinacion convera de puntos

I
de S si, existe un conjunto finito de puntos {z;}!_; en Sy A € R, con Y\, = 1 tal
i=1

1
que x = > Nz;. La cdpsula convera de S C R™, denotada por conv(S), es el conjunto de
todos los Zpllmtos que son combinacién convexa de puntos de S. Si S es un conjunto convexo,
entonces S = conv(.S).

Un poliedro P C R™ es el conjunto de todos los puntos que satisfacen un ntimero finito
de desigualdades lineales, es decir, P = {z € R" : Mz < b} donde (M,b) es una matriz
m X (n+1). Claramente, todo poliedro es convexo. Por otra parte, si S C R" finito, conv(.S)
es un poliedro (ver [48]).

Un conjunto {xg, ..., x,} € R™ es afinmente independiente si el conjunto {x; — o, .. .,
ZTm — To} es linealmente independiente. Se puede probar facilmente que si un conjunto
{zo,...,xm} C R" es linealmente independiente entonces es afinmente independiente.

La dimension de un poliedro P, denotada por dim(P), es el nimero r si la cantidad
maxima de puntos de P afinmente independientes es r+1. Si P = (), se dice que dim(P) = —1.
Un poliedro P C R" es de dimension completa si dim(P) = n.

SiaeR"y g € R la desigualdad ax < 8 es una desigualdad vdlida para un convexo T'
si es satisfecha por todos los punto de T'.

Una cara del poliedro P es un conjunto de puntos de P que satisfacen por igualdad
alguna desigualdad valida para P. Se dice que tal desigualdad define la cara. El conjunto
vacio es una cara de cualquier poliedro. La dimension de la cara esta dada por la dimension
del poliedro que ella define. Una cara F' de P es una faceta de P si dim(F) = dim(P) — 1.
Si dim(F') = 0 entonces la cara es llamado punto extremo de P.

En general, si M es una matriz de entradas 0, 1 y tamano m xn, el poliedro de cubrimiento
asociado a M es

Q* (M) = conv {x €zl : Mx > 1}

y su relajacion lineal es
QM) ={zeR}: Mz >1}.
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Un cubrimiento de M es un vector x € {0,1}" tal que Mz > 1. El nimero de cubrimiento
de M, denotado por 7(M) se consigue a través de min 17z, x € Q*(M).

Dados dos vectores z,y € R", decimos que x < y si x; < y; para todo i € {1,...,n}. Si
x,y € {0,1}" son dos filas de M y = < y, decimos que y es redundante o que y estd dominada
por .

Un cubrimiento z de M es minimal si no existe otro cubrimiento y de M tal que y < x.

Dada la matriz M y dado j € {1,...,n}, introducimos dos operaciones sobre la matriz M:
la contraccion de j y el borrado de j. La contraccion de j denotada por M/j, es la eliminacién
de la columna j de la matriz M asi como también de las filas redundantes resultantes y, por
lo tanto, esto corresponde a considerar x; = 0 en las restricciones Mx > 1. El borrado de j,
denotado por M \ j es la eliminacién de la columna j y de todas las filas que tienen un 1
en dicha columna de la matriz M, esto corresponde a considerar x; = 1 en las restricciones
Mx > 1.

La contraccién de un conjunto V; de columnas de M es la matriz M/V) obtenida por la
contraccion de todas las columnas j € V] y el borrado de un conjunto V5 de columnas de M
es la matriz M \ V, obtenida por el borrado de las columnas j € V5.

Luego, dada la matriz M y los conjuntos disjuntos V1,V, C {1,...,n}, decimos que
M/Vi\ Va es un menor de M. No es dificil probar que el menor no depende del orden de las
operaciones o elementos en {1,...,n}.

Sea U C {1,...,n} un subconjunto de columnas de M y U = {1,...,n} — U su comple-
mento. La desigualdad de rango asociada con el menor M = M \ U es

> a>r(M). (1.2)
ieU
De aqui en adelante para S C {1,...,n} denotamos por z(S) a ) z;. Luego la desigualdad de
ies
rango (1.2) puede ser escrita como z(U) > 7(M'), donde 7(M’) es el niimero de cubrimiento
de M'. En [43] se demuestra que si M " es un menor obtenido por borrado, entonces la
desigualdad (1.2) es siempre vélida para Q*(M).

Observacién 1.2 ([1]) Si la desigualdad (1.2) define faceta para Q*(M') entonces define
faceta para Q*(M). Mds ain, si la desigualdad de rango asociada con un menor induce una
faceta de Q*(M), entonces esta desigualdad es la desigualdad de rango asociada a un menor
obtenido por borrado.

Ademas,

Observacién 1.3 El conjunto de desigualdades que definen facetas para Q*(M) cuando M
es una matriz por blogues de la forma

(M, 0
= (0 )

es la union de los conjuntos de desigualdades que definen facetas para Q*(My) y Q*(Ms).
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En la siguiente subseccion reformulamos los cuatro problemas como problemas de cubri-
miento de conjuntos.

1.3.2. El poliedro de cubrimiento de conjuntos

Los problemas de cubrimiento de conjuntos constituyen una amplia variedad de pro-
blemas de Optimizacion Combinatoria con importantes aplicaciones, como por ejemplo la
asignacion de clientes a rutas de distribucion o de trabajadores a turnos de trabajo, ubica-
ciones de servicios, detecciones de fallas en redes o de incendios en edificios, entre otros (ver,
por ejemplo [6, 35, 42, 47]).

En un problema de cubrimiento de conjuntos debemos considerar, un conjunto finito
N ={1,2,...,n} y una familia F de subconjuntos de N. Un subconjunto X de N es un
cubrimiento de F si intersecta a todos los elementos de F, es decir, para todo F € F,
X NF #, o eqgivalentemente

IXNF|>1.

A menudo, cada elemento ¢ € N tiene asociado un peso ¢;, luego si definimos ¢(X) = > ¢;, el

i€eX
problema de cubrimiento de la familia F de minimo peso consiste en buscar un cubrimiento
X* de F tal que

c(X™) = min{c(X) : X es un cubrimiento de F}.

Sea M la matriz de orden m x n con entradas 0, 1 tal que cada fila de M representa el vector
caracteristico de un elemento de F. Si ¢ € R" es un vector de pesos y 1 es el m-vector de
todos unos, entonces el problema de cubrimiento de conjuntos de minimo peso admite la
siguiente formulacién como problema de programacion lineal entera:

min Tz

Mz >1 (PC)
x e {0,1}"

Reciprocamente, toda matriz M de orden m x n y con entradas 0,1 puede pensarse como
la matriz de los vectores incidencia de subconjuntos de N = {1,...,n}, y asi (PC) es el
problema de cubrimiento de minimo peso asociado a la matriz M. El poliedro de cubrimiento
de conjuntos asociado a la matriz M es Q*(M).

El problema de dominacién (de dominacién-total) clasico en un grafo es el problema de
hallar un conjunto dominante (resp. totalmente-dominante) de cardinal minimo, es decir, un
subconjunto de vértices de cardinal minimo que tenga interseccién no vacia con las vecindades
cerradas (resp. abiertas) del grafo.

Es inmediato verificar que el problema de dominacién (de dominacién-total) cldsico en
un grafo G puede formularse como problema de cubrimiento de conjuntos considerando
como conjunto F a los vectores de incidencia de las vecindades cerradas (resp. abiertas)

8



1.3. ENFOQUE POLIEDRAL

correspondientes a cada vértice de G. Asi, si agregamos a F los vectores de incidencia de
las diferencias simétricas cerradas (resp. abiertas) correspondientes a pares de vértices en G,
resultan los X-problemas definidos, con X € {ID,LD,OLD,LTD} casos particulares del
problema de dominacién o dominacién-total en grafos.

En [4] se presenta el siguiente resultado.

Teorema 1.4 ([4]) Sea G = (V, E) un grafo y C CV, C es un LD-conjunto de G si y solo
si su vector caracteristico x satisface:

(a) z(N[i]) > 1 para todo i €V,
(b) x(N(i) A N(j)) > 1 para todo i,j € V con dist(i,j) =1,
(¢) z(N[i] A N[j]) > 1 para todo i,j € V con dist(i,j) = 2.

A continuacién, presentamos los restantes casos.

Teorema 1.5 Dado un grafo G = (V, E) y un subconjunto de vértices C' C 'V, se vertifica:
1. C es un ID-conjunto de G si y solo si su vector caracteristico x satisface:

(a) z(N[i]) > 1 para todo i € V,

(b) x(N[i] A N[j]) > 1 para todo i,j € V' con dist(i,j) =1 o dist(i,j) = 2.
2. C' es un OLD-conjunto de G si y solo si su vector caracteristico x satisface:

(a) 2(N(i)) > 1 para todo i €V,

(b) (N (i) AN(j)) > 1 para todo i,j € V con dist(i,j) =1 o dist(i,j) = 2.
3. C es un LTD-conjunto de G si y solo si su vector caracteristico x satisface:

(a) x(N(i)) > 1 para todo i € V,

(b) x(N(i) AN(j)) > 1 para todo i,j € V con dist(i,j) =1,

(¢) x(N[i] A N[j]) > 1 para todo i,j € V con dist(i,j) = 2.

Demostracion:

1. Consideramos un I D-conjunto C' de G y sea x su vector caracteristico.

Como todos los vértices de V' estdn dominados por C, se verifica (a). Sean i,j € V|
por definicién (N[i] A N[j]) N C # 0. Entonces para todo i,j € V se satisface:

kEN[i]AN[7]
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10

En particular, dicha desigualdad se satisface para i,j € V tales que dist(i,j) = 1 o
dist(i,j) = 2 y esto prueba que vale (b).

Reciprocamente, sea z € {0, 1}V que satisface (a) y (b)) ysea C ={i € V :z; = 1}. A
partir de (a) sigue que = es el vector caracteristico de un conjunto dominante de G.

Ahora bien, dados i,7 € V tales que dist(i,j) = 1 o dist(i,j) = 2, como se verifica
la condicién (b) tenemos que z(N[i] A N[j]) > 1y asi resulta (N[i]] A N[j])NnC # 0
para tales 7,j € V. Por otro lado, si dist(i,j) > 3, N[i] A N[j] = N[i]UNJ[j| v
N[N N[j] =0, luego N[i|NC # N[j]NC, o equivalentemente (N[i| A N[j]) N C # 0,
de donde podemos concluir que x es el vector caracteristico de un conjunto separador
de G.

Por lo tanto, C' es un I D-conjunto de G.

. Se prueba de manera andloga al item 1., reemplazando vecindades cerradas por vecin-

dades abiertas. Asi C resulta un conjunto que domina-totalmente y separa-totalmente
todos los vértices de G.

. Sea C' un LT D-conjunto de G y sea x su vector caracteristico.

Como todos los vértices de V' estdn dominados-totalmente por C, (a) se satisface.
Sean i,j7 € V — C, por definicién de C, (N (i) A N(j)) N C # (. Entonces para todo

1,7 € V — C sigue que:

kEN (i) AN (5)

Ahora, sii € Coj e C, resultaquez; =10z, =1y asi

Z Tr+ T; + X Z 1.
kEN(1)AN(j)

En ambos casos, se obtiene que para todo 7,5 € V,

Y mtamitn >l
kEN(I)AN())

Si dist(i,j) =1,4,5 € N(i) A N(j) y asi resulta
o(N(@) AN(J) +xi+x; =x(NGE) AN(G) —{i,5}) + 2z + 225
Ahora bien,

e(N(@) AN(G)) + i+ x5 = x(N(@) ANG) = {3, 53) + 20 + 225 > 1
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se satisface si se satisface la desigualdad
a(N() ANG) = {ig}) + @i+ 2, =x(N@) AN()) = 1,

luego se verifica (b).

Si dist(i,j) = 2, entonces i,j ¢ N(i) A N(j), y se verifica (¢) ya que

2(N(i) A N()) + @ + z; = o(N[i] A N[j]) > 1.

Reciprocamente, sea z € {0, 1}/VI que satisface (a), () y (¢) yseaC = {i € V : a; = 1}.
A partir de (a), = es el vector caracteristico de un conjunto totalmente-dominante de
G.

Ahora, sean i,j € V — C. Si dist(i, j) = 1, como se verifica la condicién (b), x(N (i) A
N(j)) 2 1y ast, (N(i) AN(j)) N C #0.

Si dist(i, j) = 2, a partir de (c) se obtiene z(N[i{] A N|j]) > 1. Como i,j ¢ N(i) AN(j)
entonces (N (i) A N(j))nC # 0.

Por dltimo, si dist(i,j) > 3, N[i] A N[j] = NJi]
N@E)NC #N(j)NCy asiresulta (N (i) A N(j))
Por lo tanto C' es un LT D-conjunto de G.

N[i] N N[j] = 0, entonces

Para cada X-problema con X € {ID,LD,OLD, LT D} obtenemos un sistema de restric-
ciones Mxxz > 1. Definimos las matrices N[G] (N(G)) v Agli, 5] (Ak(i,7)), donde cada fila
de la matriz N|[G] (N(G)) es el vector caracteristico asociado a la vecindad cerrada (resp.
abierta) de un vértice en G y cada fila de la matriz Ag[i, j| (resp. Ag(i,7)), es el vector
caracteristico asociado a las diferencias simétricas de las vecindades cerradas (resp. abiertas)
de los vértices ¢ y j que estan a distancia k € {1, 2}.

A partir de los Teoremas 1.4 y 1.5, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.6 Para X € {ID,LD,OLD,LTD}, la matriz Mx asociada a cada problema
es:

NI[G] N[G]
Mip(G) = | Aild, ] Mpp(G) = | Al )
AQ[Zaj] A2[Zaj]
N(G) N(G)
Morp(G) = | Lu(i,7) Mprp(G) = | Aa(i, )
A2<27j) A2[7'7j]

11
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Ahora bien, dado un grafo G, X € {ID, LD, OLD,LTD} y Mx(G), definimos el X-poliedro
de G como
Px(G) = Q" (Mx(G)) = conv {x € Zlfl s Mxx > 1}.

A partir de la definicién, es claro que vx(G) es igual al nimero de cubrimiento
7(Mx) = min 172 tal que =z € Px(G).

Balas y Ng en [6], probaron que un poliedro Q*(M) es de dimensién completa si y solo
si la matriz M tiene al menos dos unos por fila. Mas atin, los autores prueban que toda fila
a no redundante de M define la faceta ax > 1 de Q*(M).

Definimos los siguientes conjuntos:

= Vi(G) ={k e V(G) : {k} = N[i] AN[j], i,j € V},
» Vo(G)={keV(Q):{k} =N(i), i € V},
» V3(G) ={k e V(G): {k} =N@) AN(), i,j €V}

Es claro que si dist(i,5) = 1 entonces {i,j} € N(i) A N(j) y si dist(i,j) = 2 entonces
{i,j} € N[i] A N[j).

A partir de las descripciones de las matrices Mx con X € {ID,LD,OLD,LTD} y los
resultados en [6], es inmediato el siguiente:

Corolario 1.7 Sea G un grafo sin vértices aislados. Luego tenemos:
1. dim(Pip(GQ)) = |V — Vi(G)| y x; > 0 define una faceta de Pip(G) siy solo sii ¢ Vi(G).
2. dim(Prp(QG)) = |V| y x; > 0 define una faceta de Prp(G) para todo i € V.

3. dim(Porp(G)) = |V — Vo(G) — V3(G)| y x; > 0 define una faceta de Porp(G) si y solo
sii & Vo(G) U Vs(G).

4. dim(Prrp(G)) = |V —=Va(G)| y ©; > 0 define una faceta de Prrp(G) si y solo si
i & Va(G).

Para X € {ID,LD,OLD,LTD}, definimos la matriz clutter asociada al X-problema,
denotada por Cx(G), a la matriz obtenida a partir de Mx(G) luego de eliminar las filas
redundantes. Es claro que

Px(G) = conv{zx € Zlfl :Cx(G)r > 1},

Para estudiar cada X-problema desde el punto de vista poliedral, sera de utilidad consi-
derar el poliedro relajacion lineal:

Qx (@) ={z e RV Cx(@)z > 1}.

12
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CAPITULO 2. ESTUDIO POLIEDRAL

Resumen

En este capitulo estudiamos los poliedros asociados a los cuatro problemas en clases par-
ticulares de grafos. El objetivo es describir total o parcialmente el X-poliedro para X &
{ID,LD,OLD,LTD} y determinar el valor exacto del minimo ¢6digo o conjunto corres-
pondiente.

14



2.1. GRAFOS P-PARTITOS

Comenzamos este capitulo con la descripcion del poliedro de cubrimiento de las g-rosas
que sera de utilidad en el resto del estudio poliedral.

Consideramos la g-rosa completa de orden n, R% y su matriz de incidencia M(R2), es
decir, la matriz cuyas filas son los vectores caracteristicos asociados a las hiperaristas de RZ.
En [43] se prob¢ el siguiente resultado.

Teorema 2.1 ([43]) Paran>q¢>2eic€{l,...,n}
S @ >r(M(RE))=n—q+1
i=1

es una desigualdad que define faceta para Q*(M(RZ)).

Ademas, en [11] se probé el siguiente Teorema.

Teorema 2.2 ([11]) Sea n > q > 2. Una desigualdad > a;z; > 1 con a; ¢ {0,1} para
i=1

algin j € {1,...,n} es una desigualdad que define faceta para Q*(M(RZ)) si y solo si

> a;x; > 1 puede ser escrita como x(As) >n—q+1—s para algin As C {1,...,n} donde

i=1
s€{0,....n—q—1} y |As| =n—s.

2.1. Grafos p-partitos

En esta seccién, consideramos los grafos p-partitos completos y establecemos una conexién
con las 2-rosas completas de orden n, R2.

2.1.1. Grafos bipartitos completos

Sea K, , el grafo bipartito completo con la biparticiéon A = {1,...,m} y B = {m +
1,...,m+n}.

Notemos que K 5 = P3 y los caminos P, se estudian mds adelante dentro de este capitulo.

También observemos que no existe un OLD-conjunto para K,,, con n > 2 ya que
NG@E)AN(j)=0sii,jeAoi,j€ B.

Para continuar con el estudio de los restantes problemas, comenzamos con el caso de la
estrella K ,,, es decir, A = {1} y n > 3.

Teorema 2.3 Para una estrella K, conn > 3, tenemos
Crp(Ki,) = Crp(Ki,) = M(R2,,)

15
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1\0 0

Crrp(Ki,) = M(R2)

0
Demostracion: Sea K, , una estrella con n > 3, las filas de las matrices dadas en el Corolario
1.6 corresponden a los siguientes conjuntos:

(f1) N ={1} U B,

(f2) N(1) = B,

(f3) N[i] = {1,4} para todo i € B,

(f1) N(i) = {1} para todo i € B,

(fs) N[1] A N[i] = B — {i} para todo i € B,
(f¢) N(1) A N(i) = N[1] para todo i € B,
(f7) NI ANK ={j.k}, j#k, j.keB.

En el caso del I D-problema, tenemos que las filas de la matriz Crp(K; ,,) son las filas no
redundantes asociadas a los conjuntos dados en los ftems (f1), (f3), (f5) y (f7). Observemos
que las filas asociadas a los conjuntos (f1) y (f5) son redundantes, ya que:

NJ1] = {1} U B contiene a N[i] = {1,i} para todoi € By

N[1] A N[i] = B — {i} contienen a N[j| A N[k| = {j, k}, cuando j, k # i.

Asi cada fila de la matriz C;p(K;,) contiene exactamente dos entradas no nulas. Mas
aun, las entradas no nulas de todas las filas de Cjp(K;,,) estan en correspondencia con dos
elementos del conjunto AU By, por lo tanto, Cip(Ki,) = M(RZ.,).

Ahora bien, consideramos el LD-problema, las filas de la matriz Cp (K7 ,) son las filas
no dominadas asociadas a los conjuntos dados en los items (f1), (f3), (fs) v (f7). Es claro
que los conjuntos de los items (f1) y (fs) coinciden y contienen a los conjuntos del item ( f7).
Por lo tanto Crp(Ki,) = Crp(Kip).

Por ultimo, en el LT D-problema utilizamos un argumento similar al de los problemas
anteriores y tenemos que las filas de la matriz Crrp(K; ,,) son las filas dominantes asociadas
a los conjuntos (f2), (f1), (fs) y (f7). En este caso el conjunto en (f) contiene a los conjuntos
del item (f7) y el conjunto del item (fs) contiene al conjunto del item (fy). Por lo tanto

1o ... 0
0

Crrp(Ki,) = M(R2)
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Luego, deducimos de los Teoremas 2.2 y 2.3 el siguiente resultado.

Corolario 2.4 Los poliedros Prp(K1,) y Pop(Ki1,) conn > 3 se describen por las desigual-
dades z(C) > |C| — 1 para todos los subconjuntos no vacios C C {1,...,n+ 1}. Mientras
que el poliedro Prrp(Ki,) se describe por las desigualdades x1 = 1 y x(C) > |C| — 1 para
todos los subconjuntos no vacios C C {2,...,n+ 1}.

A partir del corolario anterior concluimos:

Corolario 2.5 Para una estrella Ky, con n > 3, tenemos vip(Ki1,) = vip(Kin) =
”YLTD(KLn) =n.

Es facil ver que Koo = Cy y Crp(Kao) = M(R3), por lo tanto v7p(Ks2) = 3. Ademas,

1100
Crp(Kaz2) = Crrp(K2p) = ( 0011 )

y podemos concluir que y.p(Ka2) = vrrp(Kaz) = 2.

Para los grafos bipartitos completos generales K, ,, con m > 2, n > 3, obtenemos:

Teorema 2.6 Si K,,,, es un grafo bipartito completo con m > 2, n > 3, se tiene que
M(R? 0
Cip(Kmn) = Coo(Kpmn) = Crrp(Kpp) = ( (O 2 M(Ri) ) '

Demostracion: Sea K,,, un grafo bipartito con m > 2 y n > 3, las filas de las matrices
dadas en el Corolario 1.6 corresponden a los siguientes conjuntos:

(f1) N[i]={i} U B para todo i € A,

(f2) N[i] = {i} U A para todo i € B,

(f3) N(i) = B para todo i € A,

(f1) N(i) = A para todo i € B,

(fs) N[j]AN[k]=(AUB)—{j,k} paraje Ay ke Bobien, je By ke A,
(fe) N(J)) AN(k)=AUBparajc Aykec Bobien,je BykeA,

(f7) N[j] A Nk] ={j,k} para j,k € Ao j, k € B.

17
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Para el I D-problema, las filas de la matriz C;p (K, ) son las filas no dominadas asociadas
a los conjuntos dados en los items (f1), (f2), (f5) v (f7). Ahora bien, las filas asociadas a los
conjuntos (f1), (f2) v (f5) son redundantes, en efecto:

NJi] = {i} U B para todo i € A contienen a N[j] A N[k] = {j, k}, cuando j,k € B,

NJi] = {i} U A para todo i € B contienen a N[j| A N[k] = {j, k}, cuando j,k € A,

N[j]A N[kl =(AUB) —{j,k} para j€ Ay k € Bobien, j € By k € A, contienen a
N[m] A N[¢] = {m, ¢}, caando m,¢ € A, m,{ # j o bien, m,¢ € B, m,{ # k.

Asi obtenemos que cada fila de la matriz Crp (K, ,) contiene exactamente dos entradas
no nulas. Més ain, todas las filas de Crp(K,, ) estan en correspondencia con todos los
vectores caracteristicos de dos elementos del conjunto A o bien, del conjunto B, por lo tanto

ottt = (MG e ).

Consideramos ahora el LD-problema, entonces las filas de Cpp(K,,,,) son las filas no re-
dundantes asociadas a los conjuntos dados en los items (f1), (f2), (fs) v (f7). Como los
conjuntos de los items (f1), (f2) v (fs) contienen a los conjuntos del item (f7), resulta
Crp(Kmn) = Crp(Kpmn).

En el caso del LT D-problema, las filas de Crp (k) son las filas no dominadas asocia-
das a los conjuntos dados en (f3), (f1), (fs) v (f7). Es claro que los conjuntos de los items ( f3),

(f1) ¥ (fe) contienen a los conjuntos del item (f7) y por lo tanto Crrp(Kmn) = Crp(Kmn)-
|

Como consecuencia de la Observacién 1.3, del Teorema 2.2 y del Teorema 2.6 podemos
concluir:

Corolario 2.7 Los poliedros Prp(Kmn), Pop(Kmn) ¥ Prrp(Kmy) estin dados por las si-
guientes desigualdades:

(1) z(C) > |C| =1 para todo conjunto no vacio C' C A,

(2) z(C) > |C| =1 para todo conjunto no vacio C' C B.
A partir del Corolario 2.7 obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.8 Dado un grafo bipartito completo K,,,, conm >2 yn >3,
'YID(Km,n) - ’YLD(Km,n) - ’YLTD(Km,n) =m+n—2.
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2.1.2. Grafos p-partitos completos

Los resultados anteriores pueden generalizarse a grafos p-partitos completos. Considera-

mos Ky, .. n, = (V, E) un grafo p-partito completo con V' = ij U; donde U; = {vi1, ..., vin, },
i=1
\Ui| = n; parai € {1,...,p}, |V|=n y suponemos n; <ny <...<mn,conp>3.

Al igual que en el caso de las estrellas y los grafos bipartitos completos, no existe un
OLD-conjunto para los grafos p-partitos completos ya que N(v;;) A N(vy) = 0 para todo
Vij, Vi, € V' con dist(vij, vig) = 2.

Comenzamos estudiando en detalle el I D-problema. En primer lugar, tengamos en cuenta
que Ky, n, no es identificable si ny = 1, ya que en este caso, Uy = {vi1} y Uy = {va1} y
asi v11 y v91 resultan true twins.

En la Figura 2.1 se muestran dos ejemplos, un grafo 3-partito completo y uno 4-partito
completo, donde los vértices pintados de negro representan un cédigo de identificacion de
tamano minimo.

= CF
G2 \\\%\b

Figura 2.1: (a) Un grafo 3-partito completo con n; = 2, ng = 3 y n3g = 4. (b) Un grafo
4-partito completo con ny =1, no =ng =2y ng = 3.

Teorema 2.9 Sea K, n,...n, un grafo p-partito completo luego:

P

(1) Siny=1,ne=...=n41=2conre€{2,...,p—=2} yn; >3 coni € {r+2,...,p},
0 Iy, 0 0o ... 0
0 0 M(RZ) 0 ... 0
CID(Kn1,n2,...,np) = . . .. .
00 .. M(R2)

(2) Sing=2conie{l,....r} yn; >3 coni € {r+1,...,p},
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M(R3,) 0 0 ... 0
0 MMR: ) 0 ... 0
C]D(Knl,nz ,,,,, np> - . i . .
0 M(Rip)
(3) Sin; >3 conie{l,...,p},
M(RZ)) 0 0 0
0 M(RZ) 0 0
CID(Kn1,n2 ..... np) = . . .
0 e M(R%p)
Demostracion: Sea G = Ky, n,,..n, un grafo p-parito completo conn; = 1. Sir = |[{i : n; = 2}
yr € {l,...,p— 2}, tenemos las siguientes vecindades cerradas:
L] N[Ull} = V,

s Ny =V —{vn} y Nlvig)| =V —{v;1} parai € {2,...,r+ 1},
» N =V —=U;)U{v;} paraie {r+2,...,p}

Luego, N[v11] A Nlvi1] = {via} y N[vi1] & Nlvio] = {vi1} para todoi € {2,...,r+ 1} lo
que muestra que U U...UU,1; C Vi(G). Todas las vecindades cerradas contienen al menos
un vértice de V1(G) y, por lo tanto, todas las filas asociadas a las vecindades cerradas son
redundantes.

Ademas, todas las filas asociadas con las diferencias simétricas N[v;;] A Nvi] = {vij, vir }
para i € {r+2,...,p} dominan a las filas asociadas con N[vy;| A Nv;;] = U; — {v;;} para
ie{r+2,...,p}.

Por otro lado, los conjuntos N [v;1] AN [vie] y N{vy] A Nvji] paratodo i,j € {2,...,r+1}
y, los conjuntos N[vy] A Nlv,,] para i € {2,...,r+ 1} y j € {r+2,...,p} intersectan a
Vi(G).

Ademas, cada uno de los conjuntos U; con i € {r+2,...,p} induce un bloque en C;p(G)
correspondiente a una 2-rosa de orden n,. Por lo tanto, toda fila de M;p(G) con entrada en 1
asociada al vértice vq; estd dominada. El conjunto vértices UsU. . .UU, ;4 coincide con V;(G),
lo que nos lleva a obtener un bloque en C;p(G) que corresponde a una matriz identidad de
tamano 2r.

A partir de este resultado se puede observar que, si r = 0 no aparece I, en la construccion
aparece en tal construccién. Asi queda demostrado el item (1) del teorema.

Supongamos ahora que que n; = 2 para i € {1,...,r} yn; >3 parai € {r+1,...,p}.
Entonces,
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u N[Uil] =V - {UZ'Q} y N[Uz‘g] =V - {Uﬂ} para 1€ {]., . ,7”},
» Nlv] =(V—-U;)U{v;;} parai e {r+1,...,p}

Es claro que las filas de la matriz M;p(G) asociadas a las diferencias simétricas N|v;;] A
Nlvir] = {vij, v} parai € {1,...,p}, dominan a las filas asociadas a las vecindades cerradas
y restantes diferencias simétricas. Asi queda probado el item (2).

Finalmente supongamos que n; > 3 para i € {1,...,p}. En este caso,

Nlvijl = (V= U;) U{v;;} parai € {1,...,p}. Entonces, utilizando un razonamiento anélogo
a los casos anteriores, podemos concluir que las filas de la matriz M;p(G) asociadas a las
diferencias simétricas Nv;;| A N{vi] = {vij, vir} parai € {1,...,p} dominan a las restantes
filas. Por lo tanto, vale (3) y el teorema queda demostrado. |

Como consecuencia del Teorema 2.2, la Observacién 1.3 y del Teorema 2.9, tenemos:

Corolario 2.10 Sea G = Ky, p,...n, un grafo p-partito completo con ny =1 y sea
r = |{i: n; = 2}|. Consideremos las siguientes desigualdades:

(1) z(v11) >0 y z(vi;) > 0 para todo vi; € U;, i € {r+2,...,p},
(2) z(vij) > 1 para todo v;; € U;, i € {2,...,r+ 1},
(3) z(V') > |V'| = 1 para todo subconjunto no vacio V' C U; parai € {r +2,...,p}.
Luego el poliedro Pip(G) estd dado por las desigualdades:
= (1) y@3)sir=0,
= (1), (2) y3)sire{l,...,p—2},
» (1) y(2) sir=p—1.

Corolario 2.11 Sea G = Ky, n,,...n, un grafo p-partito completo con n; = 2 para todo 1 €
{1,...,r} yn; >3 parai € {r+1,...,p}, Prp(G) estd dado por las siguientes desigualdades:

(1) z(v) > 0 para todov € V,
(2) z(V') > |V” — 1 para todo subconjunto no vacto V.C Uy U...UU,,
(3) 2(V') > |V" — 1 para todo subconjunto no vacio VC U; parai € {r+1,...,p}.

Corolario 2.12 Sea G = K, p,, .0, un grafo p-partito completo con n; > 3 para ¢ €
{1,...,p}, Prp(G) estd dado por las siguientes desigualdades:

(1) z(v) > 0 para todov € V,
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(2) z(V') > |V'| = 1 para todo subconjunto no vacio V' C U; parai € {1,...,p}.
A partir de los Corolarios 2.10, 2.11 y 2.12 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.13 Dado G = Ky, n,,...n, un grafo p-partito completo:
(1) vyip(G)=n—p+rsing=1yr={i:n, =2} paraiec{2,....,p—1},
(2) yip(G)=n—p+r—1sin;=2conic{l,....,r} yn; >3 coni € {r+1,...,p},
(3) vip(G)=n—psin; >3 conie{l,...,p}
A continuacién estudiamos el L D-problema en grafos p-partitos completos.

Teorema 2.14 Sea K, ,,,.n, un grafo p-partito completo entonces:

-----

(1) Sin, =1,
0 M(RZ) 0 0 0
0 0  MRZ) 0 0
CLD(Knl,ng ..... np) — . .
0 0 M(R2,)
M(RZ) 0 0 0
0 M(RZ) 0 0
OLD(Kn1,n2 ..... np) = . . .
0 M(R2)

Demostracion: Consideramos primero el caso ny; = 1. Teniendo en cuenta el resultado obte-

77777

(f1) Nlou] =V,

(f2) Nlvy] = (v —U;) U{vy;} parai € {2,...,p},

(fs) N(on) A N(vg) = Us U fons} para i € {2, .. p}.
(F1) N(uy) A N(og) = Us U Uy para i, k € {2,....p},
(f5) Nlvgs] &5 Nlow] = {vis, v} parai € {2,.. ., p}
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Claramente las filas asociadas a los conjuntos del item (f5) dominan a las restates, asi queda
probado (1).

Ahora bien, si ny > 2, utilizando nuevamente el resultado ontenido en el Corolario 1.6
tenemos que las filas de la matriz Cp, D(Km,mmnp) son aquellas filas no dominadas asociadas
a los conjuntos:

(fl) N[’Uz'j] = (U — Ul) U {Uij} para 1 E {]., Ce ,p},
(f2) N(vij) & N(vgp) = U; UUy, para i,k € {1,...,p},
(f3) Nlvij] A Nlvi] = {vij, v} parai € {1,...,p}.

En este caso es facil ver que las filas asociadas a (f3) dominan a las restantes, asi obtenemos
(2) y queda probado el teorema. [ |

Como consecuencia del Teorema 2.2, la Observacion 1.3 y del Teorema 2.14 tenemos el
siguiente resultado.

Corolario 2.15 Sea G = K, p,...n
siguientes desigualdades:

un grafo p-partito completo, Prp(G) estd dado por las

P

u S’anzl,

(1) z(v) > 0 para todo v € V,
(2) z(V') > |V'| = 1 para todo subconjunto no vacio V' C U; parai € {2,...,p}.

u SZ T Z 2,
(1) z(v) > 0 para todov € V,
(2) z(V') > |V/| — 1 para todo subconjunto no vacio V' C U; parai € {1,...,p}.

A partir del Corolario 2.15 obtenemos:

Corolario 2.16 Dado G = K, n,...n, un grafo p-partito completo resulta:

’)/LD(G) =n-—-—p.

Para finalizar con el estudio de los grafos p-partitos completos, analizamos el LT D-
problema.

Teorema 2.17 Sea K, », . n, un grafo p-partito completo, luego

P

CLTD(K'H,l,nQ,‘..,TLp) = CLD(Knl,ng,...,np>-
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Demostracion: A partir del Corolario 1.6 podemos observar que la diferencia entre las ma-
trices asociadas al LD-problema y al LT D-problema son las filas correspondientes a las
vecindades de los vértices. Para el LD-problema se consideran vecindades cerradas mientras
que, para el LT D-problema, vecindades abiertas. Ahora bien,
= Si ny = 1,
N(vi) =V —{on},
N(vij) =V = U, parai € {2,...,p}.
= Si nq > 2,
N(vij) =V = U, paraiec{l,...,p}.
Aligual que en la prueba del Teorema 2.14 es claro que las filas de la matriz MLTD(anQ,m,np)

asociadas a las vecindades abiertas quedan dominadas en ambos casos por las filas asociadas
a las diferencias simétricas de vértices a distancia 2. Por lo tanto,

CLTD(Knl,ng,...,np) - CLD<Kn1,n2,...,np)-
|

Obtenemos el siguiente corolario como consecuencia del Teorema 2.2, la Observaciéon 1.3
y del Teorema 2.17.

Corolario 2.18 Sea G = Ky, ny,..n
las siguientes desigualdades:

un grafo p-partito completo, Prrp(G) estd dado por

P

u Sim:l,

(1) z(v) > 0 para todo v € V,
(2) z(V') > |V’| — 1 para todo subconjunto no vacio V'C U; parai € {2,...,p}.

LY st Z 2,
(1) z(v) > 0 para todo v € V,
(2) z(V') > |V/| — 1 para todo subconjunto no vacio V'C U; parai € {1,...,p}.

A partir del Corolario 2.18 obtenemos:

Corolario 2.19 Dado G = K, n,...n, un grafo p-partito completo resulta:

P

’YLTD(G) =n—-Dp.
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2.2. Coronas generalizadas

Sean G = (V, E) un grafo con |[V|=nyk € Z‘f‘. Consideramos G* el grafo k-corona
generalizada de G.

Es claro que si G admite un X-conjunto para X € {ID,LD,OLD,LTD} y k = 1,
C =V resulta un X-conjunto para G*. Luego,

1x(GY) < n.

En particular la igualdad vale para X € {LD, LTD}. En efecto, es facil verificar que

Cop(GY=( 1, | I, ) CLTD(Gl):( N[&;) g )

Si para algin ¢ € V', el nimero de sus vértices pendientes es mayor o igual a dos, entonces
estos vértices resultan false twins y el grafo G* no admite un OLD-conjunto. A continuacién
estudiamos los restantes problemas en el caso en que la cantidad de vértices pendientes, para
cada vértice del grafo G, es mayor o igual a 2.

Teorema 2.20 Sea G* la k-corona generalizada de un grafo G conk = (ky, ko, ... k,) € Z
y k; > 2 para todo i € {1,...,n}. Luego,

M(RE, 1) 0 0
Cip(G*) = CLp(G¥) = 0 M@gm) 0 |
0 0 e MR,
Y
I, 0 0
Crrp(G¥) = 0 M(R?ﬁ) | 0
00 MR

Demostracion: Sea V = {vy,...,v,} v para cada v; € V, P, = {p},...,pl} el conjunto de
vértices pendientes de v; con k; > 2 para todo i € {1,...,n}.

Claramente, N[p!] = {p},v;} y si dist(p},pF) = 2 entonces N[p/] A N[pF] = {p!,pF}.
Luego, a partir de la definicién de la matriz M;p(G¥) obtenida en el Corolario 1.6, es claro
que las filas de dicha matriz asociadas a los siguientes conjuntos son redundantes:

» N[v;] = BU{v;}UNg(v;), N[vi] AN[v;] = P,UP;U(Ng(v;) ANg(v;)) si dist(v;,v) =1,
e NIu] & NIp) = (P~ {p/}) U Na(v) s dist(vip]) = 1.
= N[v)] A N[pj] = B U (Nevi] = {v;}) U{pj} si dist(vi,p;) =2y
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» N[v;] A Nlvj] 2 PiU{v;} UP;U{v;} si dist(v;,v;) = 2.

Asf las filas C;p(G¥) tienen exactamente dos entradas no nulas que representan los sub-
conjuntos de 2 elementos de P; para cada i € {1,...,n} y luego

M(Rj,11) 0 S 0

0 M(R? e 0

CID(Gk) _ : ( :kg—‘rl) N :
0 0 o M(RE 1)

Ahora, observemos que como dist(vi,p{ ) = 1 entonces las filas correspondientes a los
vectores de incidencia de N(v;) A N (p]) son redundantes, en efecto {p],v;} € N(v;) AN(p]).
ASf, CLD(Gk) = C[D(Gk).

Finalmente, observemos que las filas correspondientes a las diferencias simétricas de la
matriz Cprp(G¥) son idénticas a las ya obtenidas para la matriz Cpp(GX). Ademas las
vecindades abiertas N(v;) = P, U Ng(v;) D N[p!] A N[pl] siendo dist(p!,pf) = 2y, por
tanto, las filas de la matriz M LTD(Gk) asociadas a estos conjuntos son redundantes. Por
tltimo, las filas asociadas a los conjuntos N(p!) = {v;} para i € {1,...,n} participan de
Crrp(G¥). Asf,

I, 0 0

0 M(R21) 0
CLTD(Gk) - : : ’ .. :

0 0 M(Rin)

Como consecuencia del Teorema 2.2, la Observacién 1.3 y del Teorema 2.20 obtenemos
los siguientes resultados.

Corolario 2.21 Sea GX¥ la k-corona generalizada de un grafo G con k = (k1, ko, ..., ky) €

7%y ki > 2 para todo i € {1,...,n}. Para X € {ID,LD}, Px(G) estd dado por las
siguientes desiqualdades:

(1) z(v) > 0 para todov € VU |J P,
i=1

(2) x(V') > |V'| = 1 para todo subconjunto no vacio V' C {v;} U P, parai € {1,...,n}.

Corolario 2.22 Sea G¥ la k-corona generalizada de un grafo G con k = (ky, ko, ... k) €
7% y ki > 2 para todo i € {1,...,n}, Prrp(G) estd dado por las siguientes desigualdades:

(1) z(v) >0 para todo v € |J B,
=1
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(2) z(v) > 0 para todov € V,
(3) x(V') > |V'| = 1 para todo subconjunto no vacio V' C P; parai € {1,...,n}.
A partir de los Corolarios 2.21 y 2.22 obtenemos:

Corolario 2.23 Dada G* la k-corona generalizada de un grafo G con k = (k1,kay .. ky) €
7%y ki > 2 para todo i € {1,...,n}, resulta:

Y1p(G¥) = v1p(G*) = yrrp(GX) = ki + ko + ... + K.

Por 1ltimo, observemos qué ocurre cuando en la k-corona generalizada de un grafo G,
existen i,j € {1,...,n} tales que k; =1y k; # 1.

Si se trata del I D-problema, es facil chequear que la restriccion asociada a la condicion
N[p!] A N[v;] = Ng(v;) cuando |P;| = 1 no estd dominada. Esto produce que la matriz
correspondiente al problema no resulta ser una matriz de g-rosas por bloques. Una situacién
similar ocurre en los problemas restantes.

Esto significa que, en estos ultimos casos, deberiamos realizar el anélisis del poliedro re-
sultante utilizando otras estructuras matriciales, lo cual da lugar a una linea de investigacién

diferente a la abordada en esta seccion.

2.3. Caminos y ciclos

En esta seccién, consideramos los hipergrafos H x asociados a la matrix de clutter C'x (G)
para cada X € {ID,LD,OLD,LTD} cuando G es un camino o un ciclo. El objetivo es
obtener una descripcién total o parcial del poliedro Px(G) correspondiente.

Dado X € {ID,LD,OLD,LTD} y la matriz Cx(G), construimos el hipergrafo
Hx = (V(G),Ex) donde una hiperarista pertenece a Ex si y solo si su vector caracteristico
es una fila de la matriz C'x(G). Es decir, C'x(G) resulta ser la matriz de incidencia de Hx.

En lo que sigue, sera necesario el concepto de hiperciclo en un hipergrafo. Un hiperciclo
C = (V', &) de longitud m en un hipergrafo H = (V,€) donde V' C V| es una secuencia
alternada iy E1is...0, Eiy de m vértices distintos y m hiperaristas tales que {i;,7;41} € E;.
En [2] se observa que si M(C) es la matriz de incidencia de C y m es impar, la desigualdad
x(V') > 7(M(C)) es una faceta de Q*(M(C)). Més aiin, a partir de la Observacién 1.2 resulta
que si m es impar la misma desigualdad es también faceta de Q*(M (H)).

Por tanto, dado X € {ID,LD,OLD,LT D} y la matriz Cx(G), si V' CV(G) y

C = (V’,&') es un hiperciclo de longitud m impar resulta que z(V') > 7(M(C)) = [@-‘ es

una faceta de Px(G). ’
También haremos uso de los resultados de [6] para el estudio de las desigualdades validas
para Px(G) de la forma ax > 2 con «a; € {0, 1,2}.
Vamos a presentar los resultados y la notacién en [6] que utilizaremos en lo que sigue.
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Sea A una matriz 0,1 y sean F'y N los conjuntos de indices de filas y columnas de A
respectivamente. Llamamos a;; a la entrada de la matriz A que ocupa la fila 7 € F y la
columna j € N.

Sea ax > 2 una desigualdad vialida para Q*(A) con a; € {0,1,2} para j € N. Se define
Ji(a) = {j e N:a; =t} parat € {0,1,2} (notamos J; por Ji(a) cuando sea claro en el
contexto).

Ademss, para cada subconjunto no vacio S C F, se tiene la desigualdad a®z > 2 donde

0 si a; =0paratodoicS
ozf =42 si a; =1paratodoiesS.
1 en otro caso

En [6], se denomina CG al conjunto de desigualdades a’r > 2 para todo S C F. En
realidad, CG es la clase de desigualdades que se obtiene del sistema Az > 1 mediante el
procedimiento de Chvatal-Gomory [17, 26], que se transcribe a continuacion:

Procedimiento CG:

1. Sumar las desigualdades ) a;;z; > 1,1 € S,
JEN
2. dividir el resultado de la desigualdad obtenida en el apartado anterior por |S| — e,
0b<e<l,y

3. considerar la parte entera superior de los coeficientes.

Asi, para cualquier conjunto S C F, la desigualdad oz > 2 es vélida para Q*(A).

Recordemos que el nimero de veces en que se aplica el procedimiento CG de manera
sucesiva para obtener una cierta desigualdad se llama el rango de la desigualdad. El sistema
original junto con las desigualdades de rango 1 forman la clausura elemental.

En [6], se demuestra que toda desigualdad vélida para QQ*(A) con coeficientes en {0, 1,2}
pertenece a la clausura elemental del sistema Az > 1, x > 0. M&s aun, se caracterizan todas
las desigualdades validas con coeficientes 0, 1,2 que definen faceta de Q*(A).

A continuacién presentamos definiciones y resultados relativos a esta caracterizacion que
resultaran de interés en lo que sigue de este capitulo.

En [6], se definen F(Q) = {i€ F:a;; =0, Vj€Q} cuando @ C N con Q # 0y
F(0) = F. También se denota por A}I;}( Jo) @ la submatriz de A cuyos conjuntos de filas y
columnas son F'(Jy) y Ji, respectivamente.

Observemos que si J, = ) entonces Al‘?( 7o)
de todas las columnas en Jy. De acuerdo a [43], esto significa que la desigualdad a”z > 2 es
vélida para Q*(A) y representa a la desigualdad de rango correspondiente a la matriz Ai}( o)

es la matriz que se obtiene de A por borrado

Por otra parte, puede ocurrir que dada la desigualdad a®z > 2 donde S = F(.Jy), exista
un conjunto 7 C S tal que a”z > 2 produce la misma desigualdad que a®z > 2. Tales
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conjuntos 7'y S son llamados en [6] CG-equivalentes. Si T' es CG-equivalente a S y no existe
ningin subconjunto propio de T' con esta propiedad, se dice que T" es un subconjunto CG-
equivalente minimal de S.

La matriz C’,’j_l, matriz circulante completa de orden k, es la matriz que se consigue al
restar a la matriz E de orden k X k con todas entradas en el valor 1, la matriz identidad de
orden k X k.

Teorema 2.24 ([6]) Sea oz > 2 con S = F(Jy) vdlida para Q*(A). Para todo subconjunto
CG-equivalente minimal T de F(Jy), la matriz AJ' contine como submatriz a una matriz
circulante completa C}~" donde t = |T|.

Observemos que en el teorema anterior debe ser ¢t > 3. Puesto que, si t = 2, la desigualdad
a’z > 2 se obtiene sumando dos desigualdades del sistema Az > 1 y resulta dominada por
cada una de estas.

En lo que sigue de este capitulo vamos a aplicar estos resultados para obtener todas
las desigualdadces con coficientes 0, 1,2 vélidas para los poliedros Px(P,) y Px(C,) cuando
X e{ID,LD,OLD,LTD}.

2.3.1. Los poliedros P;p(P,) y Pip(Cy)

Consideramos ahora el camino P, y el ciclo C,, cuando n > 10.

En [2] se obtuvo que el poliedro relajacién Q;p(P,) esta dado por:
= desigualdades de no negatividad: x; > 0 para todo i # 3,n — 2,

= desigualdades de vecindades cerradas: ©14+x9 > 1, 2, 1+x, > 1y i+ 201+ Tijpo > 1
parai € {4,...,n— 5},

» desigualdades de diferencias simétricas de vecindades cerradas: x3 > 1, 2,0 > 1y
T+ xiy3 > 1parai #3,n—5n—2,n—1n.

Sigue que Vi(P,) = {3,n — 2} y dim(Qp(F,)) =n — 2.
También, el poliedro relajacion lineal Q;p(C,,) esta dado por:
» desigualdades de no negatividad: x; > 0 para todo i € {1,...,n},

» desigualdades de vecindades cerradas: z; + x;11 + x40 > 1 para i € {1,...,n} donde
la suma de los subindices es modulo n,

» desigualdades de diferencias simétricas de vecindades cerradas: x; + x;.3 > 1 para
i € {l,...,n} donde la suma de los subindices es médulo n.

Nuestro objetivo es probar el siguiente resultado:
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Teorema 2.25 Para n > 10, las unicas desigualdades con coeficientes 0,1 y 2 que definen
facetas para Prp(P,) (Prp(Ch)) son las desigualdades que describen a Qrp(P,) (Qip(Cy)
resp.) y las desigualdades x; + xiy1 + Tiro + Ti13 > 2 donde i € {4,...,n — 6} (donde
ie{l,...,n} yla suma de subindices es mddulo n resp.).

De acuerdo a lo ya mencionado en la Seccion 1.3.2; todas las desigualdades que describen
a Qrp(P,) yaQrp(C,) definen facetas.

Con el fin de simplificar la notacién llamamos A a la matriz Cip(F,) (Crp(Cy)). Ademss,
denotamos con F'y N a los conjuntos de indices de filas y columnas, respectivamente, de A.

Consideramos las siguientes restricciones del sistema Ax > 1 parai € {4,...,n—6} C N
si A= Cip(P,) (para i € N y la suma de subindices es médulo n si A = Crp(C,)):

" Z; + Xit1 + Tige > 1 que corresponde a x(N[i + 1]) > 1,

" ;1 + Tite + T3 > 1 que corresponde a z(N[i +2]) > 1,

» 7; + ;43 > 1 que corresponde a x(N[i + 1] A N[i+2]) > 1.

La submatriz de A correspondiente a las filas asociadas a las anteriores desigualdades es:

vt oi+1 14+2 1+3
1 1 1 0
0 1 1 1
1 0 0 1

Por un lado es inmediato observar que esta matriz es la matriz de incidencia de un
hiperciclo de longitud 3 cuyas hiperaristas son N[i + 1], N[i + 2] y N[i + 1] A N[i + 2].
Entonces, utilizando la observacion vista al principio de la seccion, concluimos que x; +
Tiv1 + Tivo + Tipg > 2 es una faceta de Prp(P,) (Prp(Cy)) sii € {4,...,n—6} C N (si
i € N y la suma de subindices es médulo n).

Por otro lado, puede verificarse que aplicando el procedimiento CG a la misma submatriz
obtenemos también x; + ;11 + ;10 + Tirg > 2.

Para completar la prueba del Teorema 2.25, demostramos el siguiente resultado.

Teorema 2.26 Sea o’x > 2 una CG-desigualdad vdlida para Pip(P,) (Prp(Cy)) conn > 10
distinta del conjunto de desigualdades x;+x; 1+ 0+xirs > 2 para cadai € {4,...,n—6} C
N en el caso de Pip(P,) (i € N con la suma de subindices mddulo n para Prp(C,,)). Entonces
a’x > 2 no define faceta.

Demostracion: Sea T un subconjunto CG-equivalente minimal de S y supongamos que
alz > 2 define faceta de Prp(P,) (Prp(Cy)). De acuerdo al Teorema 2.24, la matriz A%l
contiene una submatriz circulante de tamano ¢t = |T|.

Ya hemos mencionado que ¢ > 3. Por otra parte ¢ < 4, ya que toda fila de la matriz A
tiene a lo sumo tres entradas distintas de 0.
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= Consideramos Cs submatriz de A:*. Realizando una permutacién adecuada de filas, la
matriz C3 puede escribirse como:

J1 J2 U3
iw/f1 1 O

2= il 0 1 1],
is\1 0 1

donde {iy,i2,i3} C F'y {j1,72,73} € N. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que j; < jo < j3 (la relacién de orden es médulo n en caso de los ciclos). Las filas de
C? pueden estar asociadas a:

(1) 3 vecindades cerradas,
(2
(
(

) 3 diferencias simétricas de vecindades cerradas,
3) 2 diferencias simétricas de vecindades cerradas y 1 vecindad cerrada,

4) 1 diferencia simétrica de vecindades cerradas y 2 vecindades cerradas.

En el caso de P, es facil ver que si j; = 1y js = 2, no existen filas de la matriz A que
permitan la construccién de C%. Idéntico razonamiento vale para j, =n — 1y j3 = n.
Por lo tanto j; € {4,...,n — 6} C N.

Es claro que si jy, j3 € N[k] para algin k € N entonces j» € N[k]. Por lo tanto la fila i3
que tiene la entrada j, en el valor 0 s6lo puede representar a una diferencia simétrica.
Sigue que no se satisface (1). Entonces js € {j1+1, 71 +2}. En cualquier caso, i1,iy € F
no corresponden a una diferencia simétrica en la que participe js. Es decir (2) y (3) no
se verifican.

Finalmente supongamos que se satisface (4). La desigualdad resultante es xj, +;, 41+
Tj+2 + Tj,+3 > 2 para algin j; € N adecuado, y esta desigualdad queda descartada
por hipdtesis. Luego, no es posible encontrar una matriz A%l que contenga a C%.

= Consideramos t = 4, otra vez suponemos j; < jo < J3 < J4.

Ji J2 J3 Ja

/1 1 1 0

s i 0 1 1 1
CGi= ol 0 11
is\1 1 0 1

Observemos que hay mas de dos unos en cada fila, entonces las restricciones estan
asociadas con vecindades cerradas. Pero las filas i3 e 74 no pueden representar a ninguna
vecindad cerrada, por razones andlogas a las ya vistas en el caso (1) para t = 3.
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Por lo tanto a®z > 2 no es una desigualdad minimal y entonces no define faceta. [ |

Por otra parte, hemos conseguido utilizando PORTA [41] que las desigualdades x;+x;11+
Tivo+xip3 >2coni € {4,...,n—6} C N son suficientes para describir al poliedro P;p(F,)
cuando n < 10. Sin embargo, utilizando la misma herramienta vimos que no alcanzan para
describir al poliedro P;p(C,,) aun cuando n < 10. Por ejemplo cuando n = 7 la desigualdad

T1+To+ a3+ T4+ 2T5+36+27 >0

define faceta del poliedro P;p(Cy).

2.3.2. Los poliedros Prp(P,) y Prp(Cy)
En [4] se prueba que si n > 5, el poliedro Q1 p(P,) esta dado por:
» desigualdades de no negatividad: x; > 0 para i € {1,...,n},

» desigualdades de vecindades cerradas: x1+x9 > 1, 2, 1+2, > 1y x, 1 +z;+x,01 > 1
parai € {3,...,n— 2},

s desigualdades de diferencias simétricas de vecindades cerradas: xq + x3 + x4 > 1,
Tp-g+ Tpo+ax, >1yxi g+ +Tipo+xi03 > 1parai € {3,...,n—4}.

Aqui Vi(P,) = 0 y resulta que Prp(P,) es de dimensién completa.
Ademas se demuestra que:
Teorema 2.27 ([4]) Sin > 5, las desigualdades
" X+ X+ a3+ X422, Ty 3+ Ty 0t Tp1 X, > 2,
" T+ X+ T+ Tio + T3 > 2 parai € {3,...,n— 4},
describen facetas de Ppp(P,).

Para la demostracion del resultado anterior se utilizaron las mismas ideas que para el
caso del poliedro P;p(FP,). En efecto, se identifica al hiperciclo inducido por las hiperaristas
NI[1], N[3] y N[1] A N[3] para la primera desigualdad y al hiperciclo inducido por N[n — 2],
N[n] y N[n—2] A N[n] en la segunda desigualdad. También se consigue el hiperciclo inducido
por las aristas Ni], N[i + 2] y N[i] A N[i + 2| para la tltima desigualdad.

Es facil ver que si tomamos uno cualquiera de los hiperciclos mencionados y aplicamos
el procedimiento CG a cada conjunto de restricciones asociados a las hiperaristas obtenemos
la misma desigualdad inducida por el hiperciclo.

También, en [4], se tiene el siguiente resultado.
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Lema 2.28 ([4]) Para un ciclo C,, conn > 6, QLp(C,) estd dado por:
» desigualdades de no negatividad: x; > 0 para i € {1,...,n},
» desigualdades de vecindades cerradas: x;_1 + x; + x;11 > 1 parai € {1,...,n},

» desigualdades de diferencias simétricas de vecindades cerradas: x;_1+T;+ X0+ Tirg >
1 paraie{l,...,n}.

donde la suma entre subindices es mddulo n.
Como consecuencia inmediata tenemos:

Corolario 2.29 Para un ciclo C,, con n > 6, las desigualdades
Ti1+ T+ T+ 2o+ 203 > 2 para i € {1, e ,77,}
donde la suma entre subindices es modulo n, definen facetas de Prp(Ch).

Nuestro objetivo es demostrar que todas las desigualdades axz > 2 con «; € {0,1,2}
que definen facetas para el poliedro Pyp(P,) (PLp(Cy)) son las que estan descriptas por el
Teorema 2.27 (Corolario 2.29).

Nuevamente haremos uso de los resultados en [6] y para simplificar la notacién llama-
mos A a la matriz Cpp(P,) (Crp(Cr)) y F'y N a los conjuntos de filas y columnas de A
respectivamente.

Teorema 2.30 Sea o’z > 2 una CG-desigualdad y n > 6.

n Si ¥z > 2 es vdlida para Prp(P,) y distinta de x1 + xo + w3+ x4 > 2, Ty 3+ Ty o +
T 1+ Tp =2y 1+2i+ T+ 2o+ xins >2parai € {3,...,n—4} C N entonces
a®r > 2 no define faceta.

» Sia’r > 2 eswvdlida para PLp(C,,) y distinta de x;_1 + ;i + Tip1 + Tipo +Tips > 2 para
i € N, donde la suma de subindices es mddulo n, luego a®x > 2 no define faceta.

Demostracion: Consideramos T un subconjunto CG-equivalente minimal de Sy supongamos
que alx > 2 define faceta de Prp(P,) (Prp(C,)). A partir del Teorema 2.24, la matriz A%l
contiene una submatriz circulante C} ! con ¢ = |T).

Ya mencionamos que t > 3. Por otro lado ¢ < 5, ya que toda fila de la matriz A tiene a
lo sumo 4 entradas no nulas.

» Consideramos t = 3 y realizando una permutacién adecuada de filas, tenemos que C?
submatriz de AJ! puede escribirse como:
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J1 J2 J3

/{1l 1 0

C’§ = 5 0 1 1
i3\1 0 1

donde {i1,ia,i3} € F'y {j1,72,73} € N. Sin pérdida de generalidad, sea j; < jo < js
(donde la relacién de orden es médulo n en caso de los ciclos). Las filas de C pueden
estar asociadas a:

1
2

3 vecindades cerradas,

3 diferencias simétricas de vecindades cerradas,

4

(1)
(2)
(3) 2 diferencias simétricas de vecindades cerradas y 1 vecindad cerrada,
(4)

1 diferencia simétrica de vecindades cerradas y 2 vecindades cerradas.

De manera andloga al ID-problema, si ji,j3 € NJk] para algin k& € N entonces
Jo € N[k]. Luego la fila i3 s6lo puede representar a una diferencia simétrica, entonces
(1) no se satisface y ademas, j» € {j1 + 1,71 + 2}.

Supongamos que 77 € i3 también estdn asociadas a diferencias simétricas de vecindades
cerradas. Si jo = j1 + 1y J3 = 71 + 2 obtenemos una desigualdad con lado derecho
2 que queda dominada por la suma de las desigualdades x;, o + ;1 +2; > 1y
Tj41 + Tj42 +xj 43 > 1si gy € {4,...,n —4} cuando A corresponde a Cpp(P,) (con
la suma de subindices médulo n si A = Cp(C,,)), o bien por xj,_1 +xj +xj41 > 1y
Tj42+ Tj43+ 2544 > 1sigp € {3,...,n—5} C N cuando A corresponde a Cpp(P,)
(si j1 € N con la suma de subindices médulo n si A = Cp(C,,)). En el caso en que
Jo=J1+ 1Yy j3s =71+ 3, iz no corresponde a una diferencia simétrica. Si jo = j; + 2,
i1 no estd asociada una diferencia simétrica. Por lo tanto podemos concluir que (2) no
se satisface.

Supongamos ahora que una de las filas i1 0 iy esta asociada a una diferencia simétrica de
vecindades cerradas y la otra a una vecindad cerrada. El caso jo = j1+1y j3 =71 +2
se analiza de manera andloga al caso en que ambas filas, i; e 75, estan asociadas a
diferencias simétricas y obtenemos las mismas conclusiones. Si jo = 71 + 1y j3 =
J1 + 3 resulta 75 asociada a una vecindad cerrada y en este caso la desigualdad que se
obtiene con lado derecho 2, queda dominada por la suma de dos vecindades cerradas
Tjpo+xj1+x, > 1y 1+Tj42+Ti43 > 1sijre€{4,...,n—4} C N cuando A
corresponde a Cp(P,) (j1 € N con la suma de subindices médulo n si A = Cpp(Ch)).
Por tdltimo, si jo = 71 + 2, 4, estd asociada a una vecindad cerrada y también resulta
que la desigualdad que se obtiene con lado derecho 2, queda dominada por la suma
de dos vecindades cerradas xj, + xj, 41 + Tj 42 > 1y @543 + Tjqa + Tj45 > 1 si
Jj1 € {2,...,n—6} C N cuando A corresponde a Cyp(F,) (j1 € N con la suma de
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subindices médulo n si A = Cp(Cy,)). Por todo lo analizado podemos concluir que (3)

no se satisface.

Finalmente supongamos que se satisface (4). La desigualdad resultante en el caso jo =
J1+ 1 cuando A corresponde a Cpp(P,) es, x1 + x2 + 3+ x4 > 2, 0 bien ;1 +xj, +
Tj1+Tj40+Tj 43 >2sij; € {3,...,n—4} C N,obien s+, 2+, 1+x, > 2.
Si A = Cpp(C,) la desigualdad resultante es z;,_1 + xj, + Tj,+1 + Tj12 + Tj43 > 2
para j; € N con la suma de subindices moédulo n. Pero estas desigualdades quedan
descartadas por hipotesis. Ahora, si jo = 71 +2 podemos obtener la misma desigualdad
0 Tj, + 2%, 41 + Tj, 42 + Tj,+3 + Tj,44 > 2 dominada por la anterior.

Por lo tanto, no es posible encontrar una matriz A%l que contenga a C? y satisfaga las
hipétesis requeridas.

= Consideramos t = 4 y suponemos j; < jo < j3 < Js.

Ji J2 J3 Ja

w/fl 1 1 0

. o 111
Ci=l1 0 1 1
u\1 1 0 1

Observemos que si ji,j3 € N[k| para algin k& € N entonces jo € N[k|, luego la fila i3
representa una diferencia simétrica. Razonando de manera analoga obtenemos que iy4
estd asociada a una diferencia simétrica. Man atn, j; # 1, jo =71+ 1, j3=j1+2y
Ja = Jj1+3, asi podemos concluir que #; e i3 se corresponden con las vecindades cerradas
de jo v 73 respectivamente. Por lo tanto, la desigualdad que se obtiene en este caso con
lado derecho 2, queda dominada por la suma de las desigualdades z;, -1 +x;, +2;,41 > 1
Y Tjro+xje3+T,44 > 18153 €{3,...,n—5} C N cuando A corresponde a Cr,p(F,)
(71 € N con la suma de subindices médulo n si A = Cpp(C,,)).

= Vamos a analizar el caso t = 5, nuevamente suponemos j; < js < jz < js < Js.

J1 J2 J3 Ja Js

nw({l 1 1 1 0
w0 1 1 1 1
Cd=d3l 1 0 1 1 1
ul 1l 1 0 1 1

iws\1 1 1 0 1

Como hay mas de tres unos por filas, éstas no estan asociadas a vecindades cerradas.
Teniendo en cuanta el orden de las columnas, a partir de 74 podemos concluir que
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Jo=g1+1, J3=7j1+2, js=j1+3Yy J5s = ji1 +4. Sin embargo, no es posible que i1, iy,
i3 e 15 estén asociadas a diferencias simétricas de vecindades cerradas con las columnas
asi definidas.

Por lo tanto a®z > 2 no es una desigualdad minimal y entonces no define faceta. [

2.3.3. Los poliedros Porp(P,) y Porp(Ch)
Comenzamos estudiando el poliedro relajacién Qorp(Py).
Teorema 2.31 El poliedro Qorp(P,) estd dado por:
(1) desigualdades de no negatividad: x; > 0 para todo i # 2,4,n — 3,n — 1,

(2) desigualdades de vecindades abiertas: xo > 1, x; + wi0 > 1 para i € {1,...,n — 2},
27&2’4771_3 Y Tn—1 > 1}

(3) desigualdades de diferencias simétricas de vecindades abiertas: x4 > 1, x; + x;pg > 1
parai € {1l,...,n—4}, i #24n—-Tyx, 3>1.

Demostracion: Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el Corolario 1.6, para describir
la matriz Corp(P,) consideramos las filas no redundantes asociadas a los conjuntos:

(f1) N(1) = {2},

(f2) N(n) = {n—1},

(fs) N(i+1)={i,i+2} paraiec {1,...,n—2},

(fs) N(1) ANQ2) ={1,2,3},

(fs) Nn—1)AN(n)={n—2,n—1,n},

(fo) N@)AN(@+1)={i—1,i,i+1,i+2} parai€ {2,...,n— 2},
(fz) N(1) AN(3) = {4},

(fs) N(n—2) AN(n)={n—3},

(fo) N(i+1) AN(i+3) = {i,i +4} parai € {1,...,n—4}.
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Es facil ver que las filas asociadas a los conjuntos del item (f3), para i € {2,4,n — 3}, estdn
dominadas por las filas asociadas a los conjuntos de los items (f1), (f7) v (f2). Ademaés,
las filas asociadas a los conjuntos dados en (f4), (f5) v (fs) estdn dominadas por las filas
asociadas a (f1), (f2) v (f3) respectivamente. También es claro que para i € {2,4,n — 7},
las filas asociadas a los conjuntos del item (fy) estdn dominadas por aquellas asociadas a los

cojuntos de los ftems (f1), (f7) v (fs).
Asi, tenemos que poliedro Qorp(P,) queda descripto por las desigualdades dadas en (1),

(2)y (3). u

De aqui sigue que Vo(P,) U V3(P,) = {2,4,n —3,n — 1}.
A continuacién describimos el poliedro relajacién lineal Qorp(C).

Teorema 2.32 FEl poliedro Qorp(Cy) estd dado por:
(1) desigualdades de no negatividad: x; > 0 para todo i € {1,...,n},

(2) desigualdades de vecindades abiertas: x; + x;40 > 1 para i € {1,...,n} donde la suma
de los subindices es maodulo n,

(3) desigualdades de diferencias simétricas de vecindades abiertas: x; + x;1y > 1 para
i€ {l,...,n} donde la suma de los subindices es mddulo n.

Demostracion: Nuevamente, a partir del Corolario 1.6, para describir la matriz Corp(C,)
consideramos las filas no dominadas asociadas a los conjuntos:

(fi) N(t+1)={i,i+2} parai € {1,...,n},
(f) NO)ANG+1) ={i— Lii+1,i+2} parai e {1,...,n},
(f3) NG+1)AN@G+3)={i,i+4} parai € {1,...,n}.

Claramente las filas asociadas a los conjuntos del item (f>) estdn dominadas por las filas
asociadas a (f1) y las filas asociadas a los conjuntos dados en los {tems (f1) y (f3) no son
redundantes. A partir de de esta observacién tenemos que poliedro Qorp(C,,) queda descripto
por las desigualdades dadas en (1), (2) y (3). |

En lo que sigue vamos a probar el siguiente resultado:

Teorema 2.33 Para n > 9, las unicas desiqualdades con coeficientes 0,1 y 2 que defi-
nen facetas para Porp(P,) (Porp(Cy)) son las desigualdades que describen a Qorp(P,)
(Qorp(Cy)) y las desigualdades x; + xiro + xirgy > 2 donde i € {1,...,n — 4} con i #
2,4,n—T,n—>5 (dondei € {1,...,n} y la suma de subindices es mddulo n).
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Como en el caso del I D-problema y del LD-problema, sabemos que todas las desigual-
dades que describen a Qorp(P,) y a Qorp(C,,) definen facetas.

Nuevamente, para simplificar la notacién llamamos A a la matriz Corp(P,) (Corp(Chr))
y denotamos por F'y N a los conjuntos de indices de filas y columnas de A, respectivamente.

Si A = Corp(P,) entonces consideramos las columnas i € {1,...,n —4} C N con
i#2,4,n—"T,n—>5 (i € Ny lasuma de subindices es médulo n si A = Corp(C)):

» 7, + ;49 > 1 que corresponde a z(N (i + 1)) > 1,
" T;19+ x4 > 1 que corresponde a x(N(i +3)) > 1,
» 2; + ;44 > 1 que corresponde a x(N (i +1) AN(i+3)) > 1.

La submatriz de A correspondiente a las filas asociadas a las anteriores desigualdades es:

v o1+2 1+4
1 1 0
0 1 1
1 0 1

Como esta matriz es la matriz de incidencia de un hiperciclo de longitud 3 cuyas hiper-
aristas son N(i+1), N(i+3) y N(i+1) AN(i+3), podemos concluir que x; + ;1o +Tiyq > 2
es una faceta de Porp(P,) (Porp(Ch)) sii e {l,....,n—4} C Nconi #24n—Tn—25
(si i € N y la suma de subindices es médulo n). También se puede verificar que dicha
desigualdad puede ser obtenida aplicando el CG-procedimiento.

Entonces para completar la prueba del Teorema 2.33, vamos a probar el siguiente resul-
tado.

Teorema 2.34 Sea o’z > 2 una CG-desigualdad vdlida para Porp(P,) (Porp(Cy)) con
n > 9 distinta del conjunto de desigualdades x;+ T;yo+ T;iyq > 2 para cada i € {1,...,n—4}
coni#2,4,n—"T7n—>5 para Porp(Py,) (i € {1,...,n} con la suma de subindices mddulo n
para Porp(C,)). Entonces a’x > 2 no define faceta.

Demostracion: Consideramos T un subconjunto CG-equivalente minimal de S y supongamos
que a’z > 2 define faceta de Porp(P,) (Porp(Cy)). A partir del Teorema 2.24, la matriz
A:' contiene una submatriz circulante de tamafio ¢ = |T|.

Notemos que t = 3. En efecto, por un lado recordemos que t > 3 y, por otra parte, como
cada fila de la matriz A tiene a lo sumo 2 entradas no nulas, resulta ¢ < 3.

Sea C3 submatriz de AJ!. Realizando una permutacién adecuada de filas, escribimos dicha
submatriz como:

jl j2 j3
/1 1 0

C2= (0 1 1],
is\1 0 1
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donde {i1,1is,i3} C F'y {J1,72,j3} € N. Sin pérdida de generalidad suponemos j; < j <
3 (donde la relacién de orden es médulo n en caso de los ciclos). Las filas de C3 pueden
estar asociadas a
(1) 3 vecindades abiertas,
(2) 3 diferencias simétricas de vecindades abiertas,
(3) 2 diferencias simétricas de vecindades abiertas y 1 vecindad abierta,
(4) 1 diferencia simétrica de vecindades abiertas y 2 vecindades abiertas.

Observemos que si j1, j3 € N (k) para algin k € N entonces jo, =k, j1 = k—1y j3 = k+1.
En este caso, i1 e 75 no estan asociadas ni a una vecindad abierta, ni a una diferencia simétrica
de vecindades abiertas. Entonces i3 corresponde a una diferencia simétrica de vecindades
abiertas. En este caso j3 = j; + 4, luego 7; e 15 estdn asociadas a vecindades abiertas, mas
aun, jo = j1+2 vy la desigualdad resultante corresponde a la que fue descartada por hipdtesis.

Asi, podemos concluir que no es posible encontrar una matriz A%l que contenga a C%.

Por lo tanto a®x > 2 no es una desigualdad minimal y entonces no define faceta. [

2.3.4. Los poliedros Prrp(P,) y Prrp(Ch)
Estudiamos el poliedro relajacion Qprp(P,).

Teorema 2.35 FEl poliedro Qprp(P,) estd dado por:

(1) desigualdades de no negatividad: z; > 0 para todo i # 2,n — 1,

(2) desigualdades de vecindades abiertas: xo > 1, x; + xipo > 1 para i € {1,...,n — 2},
1#2n—3yx,1 > 1.

Demostracion: Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el Corolario 1.6, para describir
la matriz Crrp(FP,) consideramos las filas no redundantes asociadas a los conjuntos:

) N(1) = {2},
) N(n) ={n—1},
f3) N(i+1)={i,i+2} parai e {1l,...,n—2},
) N(1) AN(2) ={1,2,3},
) N(n—1)AN(n)={n—-2n—1n},
) N(

VANGE+1)={i—1,4,i+1,i+2} parai € {2,...,n— 2},
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(f7) NAJAN[3] ={1,3,4},
(fs) N[n—=2] A Nn|]={n—-3,n—2,n},
(fo) Nli]AN[i+2] ={i—1,4,i+ 2,71+ 3} parai € {2,...,n — 3}.

Observemos que, para i € {2,n — 3}, las filas asociadas a los conjuntos del item (f3), estdn
dominadas por las filas asociadas a los conjuntos de los items (f1) y (f2). Ademaés, las filas
asociadas a los conjuntos dados en (fy) y (f5) estan dominadas por las filas asociadas a (f)
v (f2) respectivamente. También es facil ver que las filas asociadas a los conjuntos de los
items (fs), (f7) (fs) v (fo) estan dominadas por las filas asociadas a los cojuntos del item

(f3)-
Luego el poliedro Qrrp(P,) queda descripto por las desigualdades dadas en (1) y (2). B

Por lo enunciado tenemos que V5(P,) = {2,n — 1}.
A continuacién vamos a estudiar el poliedro relajacion lineal Qprp(Ch).

Teorema 2.36 FEl poliedro Qrrp(C,,) estd dado por:
(1) desigualdades de no negatividad: z; > 0 para todo i € {1,...,n},

(2) desigualdades de vecindades abiertas: x; + x;49 > 1 para i € {1,...,n} donde la suma
de los subindices es modulo n.

Demostracion: A partir del Corolario 1.6, para describir la matriz Crrp(P,) consideramos
las filas no dominadas asociadas a los conjuntos:

(fi) N(t+1)={i,i+2} parai € {l,...,n},
(f2) NO)AN(@G+1)={i—1,4,i+1,i+2} parai € {1,...,n},
(fs) N[{]AN[i+3] = {i— 1,4,i+2,i+3) paraie{1,....n}

Claramente las filas asociadas a los conjuntos de los items (f2) v (f3) estdan dominadas por
las filas asociadas a (f1) v, las filas asociadas a los conjuntos dados en el item (f;) no son
redundantes. Asi, poliedro Qorp(P,) queda descripto por las desigualdades dadas en (1) y
(2). |

Es facil ver que si n € {2,...,5} se tiene que Prrp(P,) = Qrrp(FP).
Teorema 2.37 Paran > 6 vale Pprp(P,) = Qrrp(Py).

Demostracion: Sea A = Crrp(P,). Llamamos f; a la fila de A asociada a la restriccién
T+ x40 >1cone e {1,,n—2},27é2
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= Sin es par definimos,
Ny ={1,3,5,...,n—3} y No = {4,6,8,...,n}.

Es claro que N = Ny U N,, entonces reordenamos las columnas de A de modo que las
primeras columnas correspondan a los indices en N; y las restantes a los indices en
N,. También reordenamos las filas de A como sigue, {f1, fs, f5, - fo, f1s fo, fos -5 [s}
donder=n—-5ys=n—2.

= Sin es impar definimos,
N1 = {1,3,5,...,n} y N2 = {4,6,8,...,n—2}.

Repetimos idéntico razonamiento respecto al orden de las columnas y reordenamos las
filas como {flaf3>f5a"'7.f7“7f47f67f87"'7fs} para r =n—2 y s =n—>5.

En ambos casos la matriz resultante, isomorfa a la matriz A, es una matriz de intervalo.
Por lo tanto y de acuerdo a los resultados en [19], el poliedro Prrp(P,) = Qrrp(Fy). [

También es facil ver que si n € {3,...,5} se tiene que Prrp(Cy) = Qrrp(Ch).

Teorema 2.38 Para n > 6 se verifica que:

(a) Si g es par entonces Prrp(Cr) = Qrrp(Ch).

(b) Si g =2k+1 conk € ZT entonces

Prrp(Crn) = Qrrp(Cy) N {x : ix2i+1 > {%-‘ } N {36 : il‘zi > {%-‘ } .

(¢) Sin es impar entonces Prrp(Cy) = Qrrp(Cn) N {x : zn: T; > W }
i=1

Demostracion: Sea A = Crrp(C,). Llamamos f; a la fila de A asociada a la restriccién
Ti+ xipg > 1 coni € {1,...,n} y la suma en los indices es médulo n. Reordenamos las
columnas de A como sigue, {1,3,...,p,2,4,...,¢q} donde p =n —1y q = n cuando n es
par,y p=ny q =n — 1 cuando n es impar. Mientras que las filas de A se reordenan de
acuerdo a {f1, fs,..., fp, fas fa,..., fq} donde p=n—1y ¢ =n cuando n es par, y p = n
y ¢ = n — 1 cuando n es impar. Luego la matriz que se obtiene es una matriz circulante
por bloques. Si n es multiplo de 4 entonces se consiguen dos bloques correspondientes a
matrices ideales de la forma C’%. Por lo tanto Prrp(Cy) = Qrrp(Cr) ([19]) v se verifica (a).

n
Si n es par y no es multiplo de 4 entonces 5 = 2k + 1 con k € Z* y la matriz resultante
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consiste en dos bloques de matrices minimamente no ideales de la forma C%. Por tanto
2

Prrn(Ch) = Qurn(Co) N {x S s > m } N {x : é Toi > m } ([19]) ¥ asf se obtiene

i=0
(b). Si n es impar entonces la matriz resultante es C? que es minimamente no ideal y entonces
n n
Prrp(C) = Qrrp(Cy) N {:1: Dy x> {5-‘ } v queda probado (c). [ ]
i=1
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Soles y operaciones en grafos
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CAPITULO 3. SOLES Y OPERACIONES EN GRAFOS

Resumen

En este capitulo estudiamos el cardinal del minimo X-conjunto para X € {ID,LD,OLD,
LTD} en ciertas clases de grafos a través de su estructura. Asi obtenemos o bien cotas o
bien el valor exacto de estos parametros. Trabajamos sobre algunas clases de soles, grafos
obtenidos al agregar un vértice universal y el cuadrado de ciclos y caminos.
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3.1. Soles completos y co-soles

Comenzamos este capitulo estudiando el niimero de cédigo de identificacion, de localiza-
cion-dominacion, de localizacién-dominacién abierta y de localizacién-dominacién total para
los soles completos S,, v los co-soles S,,. Recordemos que podemos particionar los vértices de
estas dos familias de grafos en dos conjuntos, C'y S tales que |C| = |S| = n donde C induce
una clique y S es un conjunto estable.

3.1.1. Numero de cédigo de identificacién

Observemos que v;p(S3) = 3 como se ve en la Figura 3.1.

S3

Figura 3.1: Los vértices en negro forman un minimo I D-conjunto en Ss.

Analizamos el I D-nimero para los restantes soles completos y tenemos el siguiente re-
sultado:

Teorema 3.1 Sea S, un sol completo con n > 4. Luego,

’}/[D(Sn) =n.

Demostracion: Observamos primero que el conjunto estable S es un cédigo de identificacion
de S, ya que, N[s;| NS = {s;} y N|e;] NS = {s;_1, s;} para todo i € {1,...,n}, asi cada
vértice de S, estd dominado y separado por Sy resulta vy;p(S,) < n.

Consideramos un cédigo de identificacion arbitrario I en .S, con I # S, vamos a mostrar
que |I| > n. Luego podemos concluir que v;p(S,) = n.

El conjunto I contiene vértices tanto de C' como de S, no puede ocurrir que I C S, ya
que de este modo los vértice en S — I no estan dominados, ni puede ocurrir I C C', de ser
asi, ningin par de vértices en C' esta separado.

Ademads, no es posible que se satisfaga que s;, 8;11, 8,40 ¢ I para i € {1,...,n} con la
suma de subindices mddulo n, de lo contrario Nc;11] N1 = N[ci1o]) NIy ¢it1, Ciro DO estan
separados. Por lo tanto, S — I puede dividirse en bloques que contienen un solo vértice {s;}
o dos vértices {s;,s;+1} para i € {1,...,n}. Supongamos que S — I contiene p bloques A;
de cardinalidad 1 y ¢ bloques By, de cardinalidad 2, en consecuencia, |S — I| = p + 2q.

Por cada bloque A; = {s;}, se verifica |I N{¢;,c;i1}| > 1y, por cada bloque By, =
{si,8i01}, I N {ci, civ1, cina}] > 2 ya que s;, 8,11 estdan dominados y separados por 1.
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Ademss, si s; y s; pertenecen a bloques diferentes de S — I, entonces los conjuntos
formados por sus vecinos en C' son disjuntos. Esto muestra que |[I NC| > p + 2q.

Luego, [I| =[INC|+|INS|=[INC|+n—|S—1I| > n entonces y;p(S,) > n. Por lo
tanto v;p(S,) = n. [ |

A continuacién vamos a calcular VID(En)- En la Figura 3.2, se puede observar que
Y1p(S3) = v1p(Sa) = 4, 71p(S5) =5 ¥y 11p(S6) = 6.

N
a \%

o @

& /N

S3 S4 S5 gﬁ

Figura 3.2: Los vértices en negro forman un minimo I D-conjunto en S, paran € {3,...,6}.

En lo que sigue consideramos los casos cuando n > 7.

Observacién 3.2 A partir de la definicion de S,,:

1. Nis;] = (C = {ei1,¢}) U {si)

2. N[s;]AN|s;] = {ci—1, ¢, ¢j-1, ¢4, 84, 85}, en particular N[s;]AN[sit1] = {ci—1, ¢it1, Siy Sit1}
3. Nlg] A Nlcj] = {si, 8i41, 55, Sj+1}, en particular N{c;] A Nlciy1] = {si, siva}

Teorema 3.3 Sea S,, un co-sol con n > 7. Luego,

’)/[D(?n) =n—1.
n—1
Demostracion: Vamos a mostrar que [* = {c1,¢3, 82,53} U |J {s;} es un cédigo de identifi-
i=5
cacion. Todos los vértices en C'U S estan separados y dominados, ya que:
Nlg]NnI*=1" —{siy1} coni=101i=4.
NlglNnI*=1I"—{s;} coni=30i=n—1.
NlgINnI* =T —{s;,s;;1} coni=201i € {5,...,n—2}.
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Nlea N I* = I*.

Nisi|NI* = {cs}.

Nso] N I* = {sq,c3}.

Nss|NI* = {s3,c1}.

NlsyNI* ={c1}.

Nl[s;| N I* ={s;,c1,¢c3} coni € {5,...,n—1}.

Nis,) N I* = {c1,c3}.
Claramente |I*| = n — 1, luego sigue que v;p(S,) < n — 1.
Sea I un cédigo de identificaciéon de S,,, vamos a probar que |I| > n — 1.

Recordemos que la suma de subindices es médulo n. No puede ocurrir que s;, S;11, Siyo €
S — I, pues si s;11 € I, a partir de la Observacién 3.2.3. tenemos que {s;, s;io} NI # 0.
Ademas, a partir de la misma Observacién no se verifica que {s;, sit+1,5;, ;41 €S — I con
j—i—1>20i—j—1 >2

Como consecuencia, el conjunto S — I puede particionarse como S—1 = BUA;U...UA;
con t < n donde cada A; es un bloque que tiene exactamente un vértice de S para cada
ie{l,...,t} y B={si,si11} para algin i € {1,...,n}, o bien B = (.

Entre A; y A;; hay al menos dos vértices de 1 NS para todo j € {1,...,t —1}. En
efecto, si para algin j € {1,...,t — 1}, A; = {s;}, siq1 € INS y Ajp1 = {siy2}, a partir
de la Observacién 3.2.3. se tiene que |{s;, s;2} N I| > 1, lo que contradice el hecho de que
Aj U Aj+1 = {SZ‘, 82‘+2} Q S —1.

Por lo tanto, para el conjunto Sy = A; U...U A; tenemos que si A; = {s;} entonces
Aji1 = {sk} con |i — k| > 3 para todo j € {1,...,t —1}.

Como |Sa| =t resulta |[I NC| > t—1. En efecto, si Sy = {si,, Sis, - - -, Si, }, sin pérdida de
generalidad consideramos iy = 1 e 4; > 4 para j € {2,...,t}. De acuerdo con la Observacién
3.2.2. existe wy € {cy,c1,¢5,-1,¢,} N1 que separa s; de s;,. Si wy € {c1,¢,} entonces w,
separa s1 de s;; para todo j € {2,...,t} (sigue una conclusién andloga si wi € {ci;—1, ¢, }).
Ya que w; € N[s;,] para todo j € {2,...,t} entonces hay otro vértice en I que separa a s;,
de s;, para ij,i; # 1. Llamemos wy € (C'— {w1}) NI al vértice que separa a s;, de s;, para
todo j € {3,...,t}. Aplicando iterativamente este razonamiento estd claro que I tiene t — 1
vértices diferentes en C' que separan los vértices en S4. Por lo tanto [INC| >t — 1.

Si B = () entonces |I NS| =n — t. Ademéds, como |INC| >t — 1 resulta [I| >n — 1.

Para el caso B # (), |[INS| = n —t — 2. Sin pérdida de generalidad supongamos que
B = {s1,82}. Por Observacién 3.2.2., {cs,c,} NI # 0. Consideramos ¢, € I (el mismo
argumento se puede aplicar a ¢, € I). Como ¢y € N[z] para cada x € {s1} U Sa, entonces
existen otros vértices en C' que separan los vértices del conjunto {s;} U S4. Ademads, si
S’y = {51} U Sy, con un razonamiento andlogo al caso anterior se obtiene que |I| = |1 N S|+
IN(C—{c))|+1>n—t—24+t+1=n—1. Porlo tanto, y;p(S,) =n — 1.

|
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3.1.2. Numero de localizacion-dominacion

Es inmediato verificar que v,p(Ss) = v.p(Ss) = 3 (ver Figura 3.3).

Sg 54

Figura 3.3: Los vértices en negro forman un minimo LD-conjunto en S,, para n € {3,4}.

A continuacién mostramos una cota superior para el LD-ntimero de S,, con n > 5.

Teorema 3.4 Sea S, un sol completo con n > 5. Luego,

o) < | 2.

Demostracion: Vamos a mostrar que existe un LD-conjunto en S, de tamano [4?”-‘ para

n>5 Sean=>5k+rconr€{0,...,4}. Definimos,
s Sir=0,
I*:{CZ‘,CZ'+1 Z:5€+1,€€ {0,...,]{3—1}}U{Si,8i+1IZ.:5€+3,€€ {O,,k}—l}}
s Sir=1,

I*:{Ci,CH_lZi:5€+1,£€{O,...,k}—l}}U{Cn}U
{SZ’,SH_lIi:5€+3,€€{0,...,k’—1}}.

s Sir=2o0r=23,
I*:{Ci,CH_lZi:5€+1,€€{0,...,]{7}}U{Si,3i+1ZZ‘:5€+3,€€{O,...,]€—1}}.
s Sir =4,

I*:{CZ‘,CZ'+1 Zi:5£+1,£€{O,...,]{?}}U{Cn_l}u
{SZ’,SH_lIZ.:5€+3,£€{0,...,]{3—1}}.

Sir =0, es facil ver que todos los vértices de S,, estdn dominados por el correspondiente
conjunto I*, ademés podemos observar que todos los vértices en (C'US) — I* estan separados
por dicho conjunto ya que:
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N[SZ]QI* = {Ciaci—l—l} COHZ':5‘€+]., €€ {0,,]€— 1}
Nis)NI*={¢}coni=50+2,¢€{0,...,k—1}.
Nis;|NI* ={ciy1} coni =50, L€ {1,...,k—1}.
Nis,)NI*={c1}.
NlgInI*=(I"NnC)U{s;} coni=50+3,¢€{0,...,k—1}.
Nlg|nI*=(I"NC)U{s;—1,s:if coni=50+4,0€{0,...,k—1}.
Nlg|NI*=(I"NC)U{s;—1} coni =500 {1,... k}.
Anélogamente, puede verificarse que si r € {1,...,4} ei € {1,...,5k — 1}, los vértices
si,¢; ¢ I* estdn dominados y separados por el correspondiente conjunto I*, claramente si
si,c; € I'* estan dominados por dicho conjunto. Ademas:

s Sir=1, s Sir=2,
Nlsse] N I* = {csp41} Nlsse] N I* = {csp41}-
Nlssp1] N I* = {c1, Cspp1 }- Nsspy1] N I* = {C5p+1, Cshra}

Nlssps2] N I* = {c1, Cspa2}-

= Sir=3, = Sir =4,
Nlssi) N I* = {csr41}- Nlssi) N I* = {cs41}-
Nlssi1] N I* = {csp1, Consalt- Nlssi41] N I* = {csh41, Consa}-
Nssii2] N I* = {csp12}- Nlsspio] N I* = {Csp42, Csrt3}-
Nlsspy3] N 1* = {c1 }. Nlssri3] N 1" = {csp43}-
Nlesps) N I*=1"NC. Nlsspra] N 1" = {1 }.

[C5h+4]

NC5k+4 NnNI=rnc.

Por otro lado, es facil ver a partir de la definicién que, en cada caso |I*| < ’—4?”} Por lo
tanto vrp(S,) < {%ﬂ [ ]

Se puede observar que esta cota es alcanzada por ejemplo para Sg, donde I'* = {¢;, ¢9, ¢g, S3,
sS4} es un LD-conjunto de tamano minimo de Sg (ver Figura 3.4).

A continuacién estudiamos el L D-ntimero del grafo co-sol. Es falcil verificar que vy, D(?g) =
Yro(S4) =3y vp(S,) =n—1paran € {5,6,7}. En la Figura 3.5 mostramos L D-conjuntos
minimos para S,, con n € {3,4,5}. De manera similar a los casos n = 4 y n = 5, se puede ob-
servar que I* = {cy,...,¢,_1} es un LD-conjunto de tamafio minimo de S,, para n € {6, 7}.
Ahora bien, para n > 8 vamos a probar que n — 2 es una cota superior para dicho ntimero.

Teorema 3.5 Sea S,, un co-sol con n > 8. Luego,
Yep(Sn) <n —2.
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5 C C:
S6 1 2 S92

Sg S4 55

Figura 3.5: Los vértices en negro forman un minimo LD-conjunto en S,, para n € {3,4,5}.

n
Demostracion: Consideramos el conjunto I* = {c1,c2,c3} U |J{s;}, claramente todos los
i=6
vértices de S,, estan dominados por I*. Vamos a mostrar que los vértices de S,, que no estan
en I* estan separados. Observemos que:

N[C;d = I*
Nles] = I* — {s¢}.
Nle;) = I* — {si, 8541} coni € {6,...,n— 1}.
Nlcp] = I" = {sn}.
Nisi| = (I"NC) —{ci}.
Niso] = (I"NC) = {e1, 2}
Nss] = (I*NC) —{ca, c3}.
Nsq] = (I*NC) —{cs3}.
Nlss| =I"NnC.
Por lo tanto, I* es un LD-conjunto y asf resulta v,p(S,) < n — 2. [
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Esta cota se alcanza por ejemplo para Sy, I* = {c1, ¢z, 3, S6, 57, Ss, S9, S10} €s un LD-
conjunto de tamano minimo para dicho grafo (ver Figura 3.6).

\\‘:\iﬁ‘?‘«’@;ﬁl’%
NN
RN %
Nete

O
‘;‘é‘}&"

~

\“ | \Y\\\
e
%

N\

O

=

L
\\\

X
v

NN\

—

X
S
XX

X
KR
=S i el
N 2
SVE@) Z72%
NS VALK
\ ‘v\\»\ 4 »\\\\\\\\
N 0175 «&(“&

Figura 3.6: Los vértices en negro forman un minimo LD-conjunto en Sig.

3.1.3. Numero de localizacion-dominacion abierta y localizacién-
dominacién total

En primer lugar, es facil ver que v.7p(S3) = vrrp(Ss) = 3 (ver Figura 3.7).
Para n > 5 demostramos el siguiente resultado:

Teorema 3.6 Sea S, un sol completo con n > 5. Entonces,
Yerp(Sn) = n — 1.

Demostracion: Nuevamente denotamos por s; con i € {1,...,n} los vértices en S y por ¢;

con i € {1,...,n} los vértices en C' y recordamos que la suma de subindices es médulo n.

Ademas, cada arista entre vértices de S 'y C' es o bien s;,¢; 0 s8;,¢,41 parai € {1,...,n}.
Consideramos I un LT D-conjunto de S,. Observemos que I N C' # (), pues si esto no

ocurre entonces I C S y los vértices de S no estan dominados-totalmente por I.
Distinguimos diferentes casos:
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S3 Sy

Figura 3.7: Los vértices en negro forman un minimo LT D-conjunto en S3 y Sj.

» Si]=C—{¢}, I esun LT D-conjunto ya que

. N(e;)NnI =0C—{a},
. N(¢j)N1I =C—{ci,cj} con j #1,
- N(si) N1 = {ci},
. N(sizy)NI={ci1}y
(

- N(s;) NI ={cj,cjp1} con j #i—1,i.

= Supongamos que existen al menos dos vértices en C' — I.
Primero observemos que:

Sic;,ci1 € C— 1, entonces s; no esta dominado-totalmente lo que contradice el hecho
de que I es un LT D-conjunto.

Entonces, si existen al menos dos vértices en C' — I, dichos vértices no tiene subindices
consecutivos. Ahora bien, como I separa-totalmente todos los vértices de (C'US) — I,
en particular separa-totalmente los vértices de C' — I Podemos concluir que, todos los
vértices en C' — I salvo a lo sumo uno de ellos, tiene un vecino distinto en I NS, luego
INS|>n—|INC|-1.

Por lo tanto, |I| = [INC|+[INS|>|INC|+n—|INC|-1=n—1.
En ambos casos resulta |I| > n — 1, asi podemos concluir que y,7p(S,) > n — 1. [ |

Observemos que Yorp(S3) = Yorp(Ss) = 4, ver Figura 3.8.
A continuacién, entudiamos el OL D-ntimero en S,, para n > 5.

Teorema 3.7 Sea S, un sol completo con n > 5. Entonces,

Yorp(Sn) <n — 1.
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S3 Sy

Figura 3.8: Los vértices en negro forman un minimo OL D-conjunto en S3 y Sy.

Demostracion: Consideramos S, un sol completo con n > 5, observemos que [*

=C —{a}

para todo i € {1,...,n} es un OLD-conjunto de S,. Sin pérdida de generalidad sea i = 1,

I* domina-totalmente y separa-totalmente todos los vértices de C'U S, ya que:
N(Cl) NnIl*=1r*.

N(s1)NI* = {ea}.

N(s,)NI* ={c,}.

N(s;))NI*={c;,ciy1} coni e {2,...,n—1}.

A partir de la definicién de I*, |I*| = n — 1, luego sigue que yorp(S,) < n — 1.

|
Ahora bien, recordando que para todo grafo G se verifica que vrrp(G) < vorp(G) y
teniendo en cuenta los resultados obtenidos en los Teoremas 3.6 y 3.7 podemos concluir que:

Corolario 3.8 Para todo n > 5,

”YLTD(Sn) = ’YOLD(Sn) =n-—1.

A continuacién estudiamos el OLD-ntimero de S,. Primero observemos que para n €

{3,..., 7} resultayorp(S,) = n, en particular en la Figura 3.9 podemos observar los minimos

OLD-conjuntos para cada S,, conn € {3,4,5}. De manera andloga, se puede ver que [* = C'
es un minimo OLD-conjunto de S,, sin=6 o0n=717.

Para n > 8 probamos el siguiente resultado.
Teorema 3.9 Sea S, un co-sol con n > 8. Entonces,
VOLD(gn) =N — 1.

Demostracion: Consideramos n = 4k +r con r € {0, 1,2, 3}.
En primer lugar definimos,
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@ @

S3 Sy ?:,

Figura 3.9: Los vértices en negro forman un minimo O LD-conjunto en S, paran € {3,4,5}.

s Sir=0,
I"={cs,caf U{ci, i, cip i =4+ 2,0 € {1,... .k —1}} U {s3} U
{siti=40+20e{l,. .. k—1}}

s Sir=1,
I* ={cs,ca,cny U{ci ciprscipo i =4+ 2,0 € {1,... .k —=1}} U {s3} U
{s;:i=40+2,0e{l,....k—1}}.

s Sir=2,
I ={es,ca,0n1, 0} U{ciy Cipr,Cipori =40+ 2,0 € {1,...,k—1}} U {s3} U
{s;:i=40+2,0e{l,....k—1}}.

= Sir=3,
I" = {es,ca, 1, cn} U{ci Cipr, Gy i =M+ 2,0 € {1,.. .,k — 1} } U {s3, 8,1} U
{siti=40+20e{l,... k—1}}.

Notemos que, en cada caso, I* es un OLD-conjunto de S,, es decir, I* domina-totalmente
y separa-totalmente todos los vértices de C'U S ya que:

s Sir=0,
N(e) NI =1
N(co)NI* =1I*—{s3}.
N(es)NI* =TI —{cs, 83}
N(cy) NI* =TI — {4}
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NCi)ﬂI*:I*—{SH_l} CODi:4€+1,£€{1,...,k—l}.
c)NI*=1"—{¢;,s;iyconi=40+2, 0 € {l,... . k—1}.
)

Ne)nI'=I"—{¢}coni=4+3o0dl+4,0e{l,....k—1}.

=

(

(

(
N(sy)nI*=Cnr)—{c,}.
N(ss)nI* =C NI
N(s3)NI*=(CNI*)—A{cs}
N(sy)NI*=(CNI*)—{cs,cq}
Ns)nl*=CnNnI*)—{c1tconi=40+1,0€{1,...,k—1}.
Ns)nIl*=CnI*)—{¢rconi=4+2 e {l,....k—1}.
N(s;)NI*=(CNI*)—{ci_q,c;} coni=40+3 04l +4, 0 e{l,... k—1}

Andlogamente, puede verificarse que si r € {1,...,3} e i € {1,...,4k} todos los vérti-
ces estan dominados-totalmente y separados-totalmente por el correspondiente conjunto [*.
Ademas:

lSi?”:L lSiT:?),
N(C4k+1) NnNIr-=1r"— {C4k+1}- N(cggprr)NI* =17 — {54k+2}‘
N NnNIr={CnIr)— .

s Sir=2,

= =

S4k+1 NnI*= (O N [*) — {C4k}.
S4k+2 NIt = (C N I*) — {C4k+2}.

Sakts)NI* = (CNI*)—{capt2, Canss}-

(

(Cary2) NI* = I" — {capya}-

N(s4k+1)ﬂl* = (Cﬂ[*)—{c4k,c4k+1}. N
N (sapy2)NI* = (ONI*)—{capr1, Cartal-

(Cart1)
(Car+2)
(carss) N I* = I* — {canis}.
(84641
(84k+2)
(84t+3)

=

Dado que |I*| = n — 1, resulta que voLp(S,) <n — 1.
Para terminar la prueba del teorema, vamos a considerar I un OLD-conjunto de S, y

demostramos que |I| > n — 1.
Primero observemos que valen las siguientes afirmaciones:

(a) No puede ocurrir que ¢;, ¢;y1,¢p2 € C — I para algun i con la suma de subindices
médulo n. De lo contrario, para tal i, N(s;41) NI = N(s;32) N1 lo que contradice el
hecho de que I es un OLD-conjunto.

(b) No se verifican simultaneamente ¢;, ¢;40 € C' — Iy ¢;41 € C'N 1 para algin i, teniendo
en cuenta la suma de subindices médulo n. Si esto ocurre, los vértices s;11 y Siy2 NO
estan separados-totalmente.
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CAPITULO 3. SOLES Y OPERACIONES EN GRAFOS

(c) Tampoco puede ocurrir que ¢;,¢;.1 € C — 1y ¢j,cj41 € C—1Tconli+1—j>3o0

|j+1—i| > 3. Si esta condicién se verifica es claro que N(s;y1) N1 = N(sj11) N1, lo
que contradice que I es un OLD-conjunto de .S,,.

Por lo tanto, por lo observado en (a) y (c¢), podemos separar la prueba en los siguientes
casos:

» Caso 1: No existen dos vértices en C' — I con subindices consecutivos.

Por lo observado en (b), todo par de vértices ¢;,¢; € C' — I verifica que |i — j| > 3.
Entonces (S — N(¢;)) N (S — N(cj)) = 0y vale {s;, sit1,5;, ;411 NI # 0, esto quiere
decir que existen al menos |C' — I| — 1 vértices en I N S.

Luego, |I|=|INC|+|INS|>|INC|+|C—-I|—-1=n—1.

Caso 2: Existe sélo un par de vértices en C' — I con subindices consecutivos.

Sin pérdida de generalidad supongamos que c¢j,cy € C' — 1.

Caso 2.1: |C —I| = 2.

Como c¢; y ¢ estan separados-totalmente por I, existe al menos un vértice en I NS
que los separa, luego |I| =|INC|+|INS|>n—-2+1=n—1.

Caso 2.2: |C —I| > 3.

Sea C—1 = {c1,c0}U{c;. - € {1,...,p}}. A partir de lo observado en (b), |2 — i, > 3
y |i; — x| > 3 para todo j, k € {1,...,p}, como ¢, estd separado-totalmente de cada
¢;, por I, utilizando un razonamiento analogo al Caso 1, existen en I N .S p vértices
que separan cada uno de estos pares. Ademas, es claro que dichos vértices no separan
a c¢1 de ¢y 0 bien, a ¢; de ¢;, para algin r{1,...,p}, asiresulta |I| = |[INC|+|INS| >
n—2—-p+p+1l=n-1

Por lo tanto podemos concluir que en todos los casos posibles resulta [I| > n — 1y

asi obtenemos que Yorp(S,) =n — 1. [

Finalmente, estudiamos el LT D-nimero para S,. En la Figura 3.9 podemos observar

que los minimos OLD-conjuntos para cada S, si n € {3,4,5} en particular son minimos
LT D-conjuntos para dichos grafos. Mas atin, de manera analoga, se puede ver que [* = C'
es un minimo LT D-conjunto de S, si n = 6 o n = 7. Ademds, obtenemos el siguiente
resultado cuya prueba omitimos ya que el conjunto I* dado en la prueba del Teorema 3.5 es
un LT D-conjunto de S, con n > 8.

Teorema 3.10 Sea S,, un co-sol con n > 8. Luego,

96

Yorp(Sn) <n —2.

Al igual que en el Teorema 3.5, se puede observar que esta cota es alcanzada en Syg.



3.2. GRAFOS OBTENIDOS AL AGREGAR UN VERTICE UNIVERSAL

3.2. Grafos obtenidos al agregar un vértice universal

Recordamos que dado G = (V, E) un grafo y 0 ¢ V, denotamos por G’ = (V', E’) el grafo
obtenido al agregar el vértice universal 0 a G, V' =V U{0} y ' = EU{i0 :i € V'}.

Observacién 3.11 Sea G = (V, E) un grafo y0 ¢ V.
» G’ tiene true twins si y solo si G tiene true twins o un vértice universal.

s G tiene false twins si y solo si G también los tiene.

Teorema 3.12 Sea X € {ID,LD,OLD,LTD} y G = (V,E) un grafo conexo que admite
un X -conjunto. En particular, si X = I D suponemos que G no contiene un vértice universal.
Luego

15 (G) < 9x(GY) < 1x(G) + 1.

Mas ain, vx(G') = vx(G) si y solo si existe un X-conjunto minimo C' tal que para todo
ieV,CZNl[i] para X =1ID o bien, C € N(i) cuando X € {LD,OLD,LTD}.

Demostracion: Sea C' un X-conjunto de tamano minimo de G’, es decir, vx(G') = |C’].

Si0 ¢ C" luego C” es un X-conjunto de G y 7x(G) < |C'] = vx(G'). Si 0 € C’, como
0 € NJi] para todo ¢ € V, 0 no separa los vértices en V. Por otra parte, como C’ es minimal,
luego existe j € V tal que N[j]NC’" = {0}. Mds aun j es el unico vértice con esta propiedad
va que C” es un X-conjunto de G'. Como G es conexo y |V(G)| > 2, existe k € N(j)NV.
Definimos C' = (C" — {0}) U {k}. Asi C' es un X-conjunto de G tal que |C| = |C’|. Por lo
tanto, yx(G) < [C] = |C'] = 7x(G).

Sea C' un minimo I D-conjunto de G tal que C' C NJi¢| para ic € V. Claramente C no es
un [ D-conjunto de G', pues N[ic] N C' = N[0] N C. Pero como C es un I D-conjunto, existe
J ¢ Nlic| (pues no hay vértice universal en G), luego C' U {j} es un ID-conjunto de G’ y
vale 7x(G') < x(G) + 1.

Ahora, sea C'un minimo X-conjunto de G con X € {LD,OLD, LT D} tal que C C N (i¢)
paraic € V. Similarmente, concluimos que C no es un X-conjunto de G’. Ahora bien, CU{0}
es un X-conjunto de G’y vale vx(G') < vx(G) + 1.

Supongamos que hay un X-conjunto C' de tamafio minimo de G tal que para todoi € V,
C ¢ N[i] cuando X = ID o C ¢ N(i) cuando X € {LD,OLD, LTD}. Vamos a probar que
C es un X-conjunto de G'.

Como N(0) N C' = C # 0 luego C domina-totalmente o domina los vértices en V.

Por otro lado, supongamos que N[0]NC = N[{JjNC (o N(0)NC = N(i)NC) para algin
i€V.8SiC esun X-conjunto con X =ID (o X € {LD,OLD,LTD}) luego C C N[i{|nC
(resp. C' C N(i) N C) y esto contradice el supuesto sobre C. Luego, N[0]NC # N[i]nC
(N(0)NC # N(i) N C) para todo ¢ € V, es decir, C' es un X-conjunto de G’ con X €
{ID,LD,OLD,LTD}. Por lo tanto, 7x(G') < |C| = vx(G).
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Finalmente, suponemos que para todo X-conjunto minimo C' de GG existe i € V' tal que
CCN[i|siX=1ID(CCN(@)siX € {LD,OLD,LTD}).Sea D un X-conjunto de tamano
minimo de G’ tal que |D| = yx(G). Es claro que 0 € D (ya que D — {0} serfa un X-conjunto
de G de cardinal menor que yx(G)). Entonces existe un tinico k € V tal que N[k]ND = {0}.
Sea j € N(k)ysea D'=D —{0}U{j}. Es facil chequear que D’ es un X-conjunto de G’
de cardinalidad vx(G) que no contiene al vértice 0. Entonces D’ es un X-conjunto de G de
cardinalidad vx(G). Por hipdtesis existe h € V' tal que D’ C NJh]. Pero esto contradice el
hecho de que D’ es un X-conjunto de G’ ya que los vértices 0 y h no estan separados. W

3.2.1. Fans y wheels

Denotamos por F), y W, el grafo fan y el grafo wheel de n+1 vértices obtenidos al agregar
un vértice universal al camino P, y al ciclo C,, respectivamente.
Para X € {ID,LD,OLD,LTD}, vx(P,) es conocido y se muestra en la Tabla 3.1.

X Vx (Pn)

ID (251 9]

LD (2] [46]

OLD | 4k +r paran =6k +r,r € {0,1,2,3,4}, 4k + 4 para n = 6k + 5 [44]
LTD |5] — 5] +[%] paran > 2 [27]

Tabla 3.1: vx(F,)

También, en el caso de los ciclos, v;p(Ch), vop(Ch) v vrrp(Cr) son nimeros conocidos
(ver Tabla 3.2). Calculamos a continuacion el valor de yorp(Cy).

Lema 3.13 Paran > 3, yorp(Cy) = [3].

Demostracién: En [44] se prueba que vorp(Cy) > [3*]. Veamos que dicha cota es ajustada.

En efecto, si n = 3k + r con r € {0,1,2}, consideramos la suma mddulo n y definimos los
siguientes conjuntos:

= Sir=0,
F={3i—2,3i—1:i€{l,... Kk}

= Sir=1,
I'={3i—23i—1:1€{l,....,k}}uU{n—1}.

s Sir=2,
F=1{3-23 —1:ie{l,... . k}}Uu{n—1n—2).
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Ahora bien:

s Sir=0,
N@)NI*={i+1}coni=30+1,0€{0,...,k—1}.
N@NI*={i—1} coni=30+2,0€{0,...,k—1}.
N@NI*={i—1,i+1} coni =3¢ (e {1,...,k}.
En este caso, es claro que I* es un OLD-conjunto de C,. Anédlogamente se verifica que si

re{l,2} eie{l,...,3k — 2} los vértices de C,, estdan dominados-totalmente y separados-
totalmente por el correspondiente I*. Ademas:

» Sir=1, N@r—1)NnI*={3r—23r}.
N@Br—1)NnI*={3r—2,3r}.
N@Br)ynI*={3r —1}.
N@r+1)nI ={1,3r}. N@Br+1)nI*={3r}.

. Sir=2, N(G3r+2) NI ={1,3r+1}.

N@Br)ynI*={3r—1,3r+1}.

Asi resulta que, el conjunto I* asociado a los casos r = 1 y r = 2 respectivamente, también
es un OLD-conjunto y, como |I*| = [2], vo.p(C,) < [2]. Por lo tanto, yorp(Cr) = [3].
|

Resumimos los resultados para ciclos en la siguiente tabla:

X Yx(Ch)

ID %sinespar,n26y”QTH—I—lsinZ?esimpar[25]
LD (51 19]

OLD [2] Lema 3.13

LTD 2= (3] + [3] sin =305

Tabla 3.2: vx(Cy)

Es claro que no existe un I D-conjunto para P, y para C5, ni un OLD-conjunto para Cy.
Sin =4o0n=>5en las Figuras 3.10 y 3.11 mostramos X-conjuntos de tamanos minimos
para caminos y fans representados por los vértices pintados de negro y, para n = 5, en la
Figura 3.12 tenemos X-conjuntos de tamarnos minimos para ciclos y wheels.
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ID LD OLD LTD
Figura 3.10: X-conjuntos minimos para Py y F}
oO—eo—e—e—O O—e—O0—@—=O ——O—0—0 O—eo—e—e—O

Corolario 3.14 Sea X € {ID,LD,OLD,LTD} yn > 6. Entonces, vx(Fy,) y vx(W,) son:

60

Como consecuencia del Teorema 3.12, obtenemos:

Figura 3.11: X-conjuntos minimos para P5 y F5

ID Ex 5 sinespary
"TH+1sin27esimpar
D =] i3
OLD | 4k +r paran =6k +r, r € {0,1,2,3,4} y [%”1
4k + 4 paran = 6k + 5
LTD L5 = 15) + 141 5] = [3] + 7]

Tabla 3.3: vx(F,) v vx(Wy)



3.3. EL CUADRADO DE CAMINOS Y CICLOS

OLD LTD

@,
W

1D

0
B

Figura 3.12: X-conjuntos minimos para Cy y Wjs

Demostracion: Sean > 6. Al menos un vértice en cada uno de los conjuntos {1,2} y {n—1,n}
pertenece a un X-conjunto de P,, pero dichos vértices no pertenecen a una misma vecindad
cerrada ya que dist(2,n — 1) > 3. Luego, a partir del Teorema 3.12 tenemos que vx(F,) =
Yx (Pn)-

Por otro lado, también es inmediato observar, en el caso de los ciclos C),, que no hay
un X-conjunto minimo contenido en N[i] cuando X = ID (o bien en N(i) cuando X €
{LD,OLD, LT D}) luego, aplicando nuevamente el Teorema 3.12, resulta vx (W,,) = vx(C,).
|

Observemos que combinando los resultados del Corolario 3.14 y las Tablas 3.1 y 3.2,
calculamos el valor exacto de un X-conjunto minimo de un grafo fan o un grafo wheel para
X e{ID,LD,OLD,LTD}.

3.3. El cuadrado de caminos y ciclos

En la tdltima seccion de este capitulo, estudiamos los cuatro problemas para el cuadrado
de caminos y ciclos.

Primero observemos que P} y P} tienen true twins entonces no existe un codigo de
identificacién para dichos grafos. También es facil comprobar que vy;p(P2) = 4, yip(PZ) =
Yip(P?) = vip(P2) = vip(PE) = 5 y vip(P%) = 6 (ver Figuras 3.13, 3.14 y 3.15).

En [32] se muestra que [ < y;p(P2) < [%2] + 1 para n > 11. Ademds, los mismos
autores identifican los valores de n > 11 para los cuales se alcanzan estas cotas.

Ahora bien, en el caso del LD-problema se puede verificar que v.p(P3) = vrp(P?) =

vp(P2) =2y yp(PZ) = 3. Més atin, en [30] se prueba que si n > 7, v,p(P?) = VTHW
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1 3 1 3
2 2 4
Py Py

Figura 3.13: Todos los pares de vértices son true twins en P7 y 2 y 3 son true twins en P}.

1 3 5 1 3 5 1 3 5 7
2 4 2 4 6 2 4 6

P; P Py

Figura 3.14: Los vértices en negro forman un minimo I D-conjunto en P? para n € {5,6,7}.

Para en LT D-problema se puede observar facilmente que vrrp(P§) = 2,
Yrp(P}) = yurp(P2) = 2y vurp(F§) = 3.
Recordamos las relaciones (1.1) vélidas para todo grafo G:

veo(G) < vrp(G) < voLp(G)

Y.o(G) < 7p(G).

Observacion 3.15 Combinando estas relaciones con el resultado mencionado en [30], te-
nemos que para todo n > 1 se verifica

Yerp(P2) > yip(P2) = VJF 1} .

3

62



3.3. EL CUADRADO DE CAMINOS Y CICLOS

2 4 6 8 2 4 6 8 2 4 6 8 10
P Py P,

Figura 3.15: Los vértices en negro forman un minimo I D-conjunto en P? paran € {8,9,10}.

Ademds, obtenemos una cota superior para el LT D-nimero de P2:

Teorema 3.16 Sea P2 conn > 7, luego

n+1 n+1
[ 3 —‘S'YLTD(PY%)S’V 3 —‘—Fl.

Mas atn, la cota inferior se alcanza si n = 6k.

Demostracion: Sea n > 7, consideramos n = 6k +7r con k > 1y r € {0,...,5}. Definimos:

= Sir=0,
I"={4} U{6i+3,6i+5:i€{0,...,k—1}}.

s Sir=1,
= {40} U{6i+3,6i+5:i€{0,... . k—1}}.

s Sir=2,
"= {4,n—1YU{6i+3,6i+5:i€{0,.... k—1}).

s Sir=3,
I = {4n—1,n} U{6i+3,6i+5:i€{0,.. k—1}}.

s Sir =4,
I ={4n—3n—1)U{6i+3,6i+5:i€{0,... k—1}).

m Sir =25,
If={4,n—-2n}U{6i+3,6i+5:ie€{0,...,k—1}}.

Ahora bien,
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N(6k —1)NI* = {6k — 3}.
N

» Sir=0,
N@)NI* = {3}.
N@)NT = {3,4}).
N@B)NI* ={4,5}.
NA) NI = {3,5}).
N(5)NI* ={3,4}.
N(6)NI*={4,5}.
N@NI*={i—2,i+2}coni=60+1,¢€{l,....k—1}.
N@)NI*={i+1}coni=60+2,0€{1,. —1}.
N@)NI*={i+2}coni=60+3,0€{1,...,k—1}.
N@ENI*={i—1,i+ 1} coni=6(+4, Ee{l k—1}.
N@E)NI*={i—2}coni=60+5,(€c{1,. —1}.
N@E)NI*={i—2,i—1} con i = 6(+ 6, EE{I k—1}.
(
(

6k) N I* = {6k — 1}.

En este caso podemos concluir que todos los vértices de P? estdn dominados-totalmente
por I* y que los vértices en V(P?) — I* estan separados-totalmente por I*. Luego I* es un
LT D-conjunto de P2. Ademds, como |I*| = [%] resulta v.rp(P2) = [22].

Analizamos ahora los restantes casos. De manera andloga al caso r = 0, se puede verificar
quesir € {1,...,5}ei € {1,...,6k—2} los vértices de P? estdn dominados-totalmente por
I* y los vértices en V(P?) — I* estén separados-totalmente por el correspondiente conjunto

I*. Adema3s:

= Sir=1, = Sir=3,
N(6k —1) N I* = {6k — 3,6k + 1} N(6k — 1) I* = {6k — 3).
N(6k) N I* = {6k — 1,6k + 1}. N(6k) N I* = {6k — 1,6k + 2).
N(6k + 1) I* = {6k — 1. N(6k+1)NI* = {6k —1,6k+2, 6k+3).
CSir2 N(6k +2) N I* = {6k +3).
N(6k —1)NI* = {6k — 3,6k + 1}. N(6k +3) N 1" = {6k +2}.
N(6k) N I* = {6k — 1,6k + 11. . Sir—4,
N(6k +1) N I* = {6k — 1. N(6k — 1) N I* = {6k — 3,6k + 1}
N(6k +2) N I* = {6k + 1. N(6k) N I* = {6k — 1,6k + 11
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N(6k+1)nI* = {6k — 1,6k + 3}. N(6k)NI* = {6k —1}.
N(6k +2)N I* = {6k + 1,6k + 3}. N(6k+1)nI* = {6k — 1,6k + 3}.
N(6k+3)NI* = {6k +1}. N(6k +2)NI* = {6k + 3}.
N(6k +4) N I" = {6k + 3}. N(6k +3) N I* = {6k + 5}.

» Sir =25, N(6k +4) N I* = {6k + 3,6k + 5}.
N(6k —1)NnI* = {6k — 3}. N(6k +5) N I* = {6k + 3}.

Por lo tanto, en cada caso, I* resulta un LT D-conjunto. Ademas, se puede observar a

partir de la definicién de I*, que |I*| = PLT—H-‘ + 1 y asi, podemos concluir que

1
Yirp(P?) < [n;— —‘ + 1.

Por otro lado, no es dificil comprobar que no existe un OLD-conjunto para P} ya que
dicho grafo tiene false twins. Ademéds, Yorp(P%) =2y Yorp(P?) = 4 cuando n € {5,...,9}.

Teorema 3.17 Sea P? conn > 10, n =10k +7r yr € {0,...,9} entonces

dk+1 si ref{0,1}
dk+2 si re{2,3}
M43 si ore{4,5)
Ak+4 si rel6,7,8,9)

'VOLD(Pg) <

Demostracion: Sean = 10k+rconk > 1yr € {0,...,9}. Definimos los siguientes conjuntos:

= Sir=0,
IF={2i:ie{l,....n}}—{10i:ie{1,..  k—1}}

. Sire{l,... T}
F={2ief{l,... ,n}}—{10i:ie{1,... k—1}).

. Sire {89},
F={2iie{l,... .n}}—{10i:ie{l,... k}}.

Analizamos primero qué ocurre cuando r = 0.
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N(z)ﬂ[*—{z—lz+1}conz—2m+1 i€{3,...,n—1}ei # 100 — 1,100 + 1,
e{l, k—1}.

N(z)ﬂ]*:{z—2z+2}conz—2m ied4,....n—2} ei # 100 — 2,100 + 2,
el, k—1}.

N(z)ﬂ]*—{z—l}conz—lOZ—l Ce{l,....,k—1}.
N@NI*={i+1}coni=100+1,¢ € {1,....k—1}.
N@)NI*={i—2}coni=100—-2,0 € {1,..., k—1}.
N@NIF={i+2}coni=100+2, ¢ € {l,....k—1}.

N(10k) N I* = {10k — 2}.

Podemos concluir que todos los vértices de P? estdn dominados-totalmente y separados-
totalmente por I*. Por lo tanto I* resulta un OLD-conjunto de P? y ademds, yorp(P?) <
4k + 1.

A continuacién estudiamos los restantes casos. Claramente se verifica que |I*| = 4k + 1+

r r

bJ sire{l,... 7}y |I*| = 4k + bJ sir € {8,9}. Entonces, vamos a probar que I* es un
OLD-conjunto cuando r € {1,...,9} y asi queda demostrado el teorema.

De manera analoga al caso r = 0, se puede comprobar que si r € {1,...,9} e i €
{1,...,10k — 1} los vértices de P? estdn dominados-totalmente y separados-totalmente por
el correspondiente conjunto I*. Ademas:

s Sir=1,
N(10k) N I* = {10k — 2}.
N(10k + 1) N I* = {10k}.

N(10k 4+ 3) N I* = {10k + 2}.

= Sir=4,

N(10k) N I* = {10k — 2,10k + 2}.

m Sir=2, N(10k + 1) n I* = {10k, 10k + 2}.
N(10k) N I* = {10k — 2,10k + 2}. N(10k + 2) N I* = {10k, 10k + 4}.
N(10k + 1) n I* = {10k, 10k + 2}. N(10k + 3) N I* = {10k + 2, 10k + 4}.
N(10k +2) n I* = {10k}. N(10k +4) N I* = {10k + 2}.
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Sir =3,

N(10k) N I* = {10k — 2,10k + 2}.
N(10k + 1) N I* = {10k, 10k + 2}.

N(10k +2) N I* = {10k}.

Sir =25,

N(10k) N I* = {10k — 2, 10k + 2}.
N(10k 4+ 1) N I* = {10k, 10k + 2}.
N(10k 4+ 2) N I* = {10k, 10k + 4}.
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N(10k 4 3) N I* = {10k + 2, 10k + 4}.

N(10k +4) N I* = {10k + 2}.
N(10k 4+ 5) N I* = {10k + 4}.

= Sir =06,
N(10k) N I* = {10k — 2,10k + 2}.
N(10k + 1) N I* = {10k, 10k + 2}.

N(10k + 6) N I* = {10k + 4}

m Sir=17,
N(10k) N I* = {10k — 2, 10k + 2}.
N(10k + 1) N T* = {10k, 10k + 2}.
N(10k +2) N T* = {10k, 10k + 4}.

=

N(10k + 3) N I* = {10k + 2, 10k + 4}. N
N(10k + 4) N I* = {10k + 2, 10k + 6}.
N(10k + 5) N I* = {10k + 4, 10k + 6}.

10k + 5) N I* = {10k + 4, 10k + 6}.
N(10k + 6) N I* = {10k + 4}.
N(10k +7) N I* = {10k + 6}.

(
(
( (
( N(10k +3) N I* = {10k + 2,10k + 4}.
N(10k +2) N I* = {10k, 10k + 4}. (
( (
( (
(

)
)
10k +4) N I* = {10k + 2,10k + 6}.
)
)
)

A diferencia de los casos anteriores:

s Sir=8o0r=09,
N@NI*={i—2}coni=100—-2, L€ {1,...,k}.
N@)NI*={i+2}coni=1004+2, ¢ € {1,...,k}.

Entonces para i € {1,...,10k — 3} los vértices de P? estdn dominados-totalmente y
separados-totalmente por el correspondiente I*, la prueba de lo enunciado es andloga
al caso r = 0. Ahora bien, para ¢ > 10k — 2 se puede observar que:

N(10k — 2) N I* = {10k — 4}. N(10k +4) N I* = {10k + 2,10k + 6}.
N(10k — 1) N I* = {10k — 2}. N(10k +5) N I* = {10k + 4, 10k + 6}.
N(10k) N I* = {10k — 2,10k + 2}. N(10k + 6) N I* = {10k + 4, 10k + 8}.
N(10k + 1) N I* = {10k + 2}. N(10k +7) N I* = {10k + 6, 10k + 8}.
N(10k +2) N I* = {10k + 4}. N(10k +8) N I* = {10k + 6}.
N(10k +3)NI* = {10k + 2,10k +4}.  N(10k +9) N I* = {10k + 8}.

Por lo tanto en cada caso, I* resulta un OL D-conjunto. [

Se puede observar que la cota obtenida en el Teorema 3.17 es ajustada ya que por ejemplo
es alcanzada por Yorp(P?) v Yorp(P?) como se muestra en la Figura 3.16.

De manera similar, estudiamos los cuadrados de los ciclos.

Notemos que C? es igual a una clique cuando n < 5, luego no existe un I D-conjunto en
estos casos y vx(C?) es conocido para X € {LD,OLD,LTD} y n <5.

Ademds, v;p(C2) = % sin es pary, si n es impar, v;p(C2) = %+ si n = 5k, 5k + 2,5k +3
y 1p(C2) =" +1si n =5k + 1,5k + 4 (ver [16]).
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W W
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

2 2
PIO Pll

Figura 3.16: Los vértices en negro forman un minimo O LD-conjunto en P? paran € {10,11}.

Por otro lado, sin = 6k +r con k > 1y r € {0,...,5}, 7op(C?) = (%] +1sir=3y
Yp(CE) = [2] en otro caso (ver [16]). Para analizar el LT D-ntimero, observemos primero
que vrrp(CZ) = 3 (ver Figura 3.17).

Figura 3.17: Los vértices en negro forman un minimo LT D-conjunto en C?.

Para n > 7, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.18 Para C? conn > 7, tenemos que

n

)<< [2] 1

Mas ain, sin=06k+r, k>1yre{0,1,2,4}, ’YLTD(C,E) = {g-‘

Demostracion: Sean =6k +r, n>7con k>1yre{0,...,5}. Definimos,

s Sir=0,
" ={6i+3,6i+5:i€{0,....k—1}}.

= Sire{1,2}
I*={6i+3,6i+5:i€{0,....k—1}}U{n—1}.
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s Sir=3,
" =1{6i+3,6i+5:i€{0,....k—1}}U{n—1,n}

s Sir =4,
I = {6i+3,6i+5:i€{0,....k—1}}Ufn—3n—1}.

= Sir=>,
I"={6i+3,60+5:1€{0,....,k—1}}U{4,n—2,n}.

Se puede observar que |I*| = [§] sir € {0,1,2,4} y [I*| = [§]+1sir € {3,5}. Teniendo en

cuenta la suma médulo n, vamos a probar que en cada caso, los correspondientes conjuntos
I* son un LT D-conjunto para C?.
= Sir=0,
N@NI*={i—2,i+2}coni=6{+1,¢€{0,...,k—1}.
N@NIF*={i+1}coni=60+2,0€{0,...,k—1}.
(i)NI*={i+2}coni=60+3,0€{0,...,k—1}.
N@NI*={i—1,i+1} coni=60+4,¢e€{0,...,k—1}.
(i)
(i)

=

=

yNI*={i—2}coni=60+5¢€{0,...,k—1}.

N@NI*={i—1}coni=6(0c{l,... k}.

Para el caso r = 0, podemos concluir que todos los vértices de C? estdn dominados-totalmente
y todos los vértices en V(C?) — I* estdn separados-totalmente por I*. Ademds, se prueba de
manera andloga al caso anterior que, si r € {1,...,4} e € {3,...,6k — 3} los vértices de
C? estén dominados-totalmente y los vértices en V(C?) — I* estén separados totalmente por
el correspondiente conjunto I* definido en cada caso.

Ademas, podemos observar que:

» Sir=1, N1)nI*={3,6k+1}.
N()nI*={3,6k}. N(2)nI*={3}.
N@2)nI*={3}. N(6k —2) N I* = {6k — 3,6k — 1}.
N(6k —2)NI* = {6k — 3,6k — 1,6k}. N6k —1)NnI* = {6k —3,6k+ 1}.
N6k —1)NnI* = {6k — 3,6k}. N(6k)NI* ={6k—1,6k+1}.
N(6k)NI* = {6k —1}. N(6k+1)nI* = {6k — 1}.
N(6k+1)nI* = {6k, 6k — 1}. N(6k+2)NnI*={6k+ 1}.

= Sir=2, = Sir=3,
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N(1) N I* = {3,6k + 2,6k + 3}. N(1)NI* = {3,6k+3}.
N(2)NI* = {3,6k +3}. N(©2)NnI*={3}.
N(6k —2) N I* = {6k — 3,6k — 1}. N(6k —2) N I* = {6k — 3,6k — 1}.
N(6k —1)NI* = {6k — 3}. N(6k — 1) N I* = {6k — 3,6k + 1}.
N(6k) N I* = {6k — 1,6k + 2}. N(6k) N I* = {6k — 1,6k +1}.
N(6k+1)NI* = {6k—1,6k+2,6k+3}. N(6k +1) N I* = {6k — 1,6k + 3}.
N(6k +2) NI = {6k + 3}. N(6k42) N I* = {6k + 1,6k + 3}.
N(6k +3) N I* = {6k + 2}. N(6k +3) N I* = {6k + 1}.

» Sir =4, N(6k +4)n I* = {6k + 3}.

Asi resulta en cada caso, que el correspondiente I* es un LT D-conjunto.

Por otro lado, si r = 5 e i € {7,...,6k — 3}, de manera anéloga a los casos anteriores
tenemos que los vértices de C? estdn dominados-totalmente y los vértices en V(C?) — I*
estan separados-totalmente por I*, ademas:

s Sir=25, N(6k —1)NnI* = {6k — 3}.
N(1)nI*={3,6k+5}. N(6k)NI* = {6k —1}.
N@)NI* = {3,4,6k +5}. N(6k+1) N I* = {6k — 1,6k + 3).
N@B)NnI*={4,5}.

N(6k +2)NnI* = {6k + 3}.

N(4)ﬁ[*—{3 5}.
N(6)ﬂ[*—{5} N(6k+4)NI* = {6k + 3,6k +5}.
N(6k —2)NI* = {6k — 3,6k — 1}. N(6k +5) N I* = {6k + 3}.

Por lo tanto, en cada caso, I* resulta un LT D-conjunto de C2. [

Finalmente, CZ tiene false twins y entonces no admite un O L D-conjunto. Ademds, es facil
verificar que Yorp(C?) = yorp(CZ) = 4. Para n > 9, presentamos el siguiente resultado:

Teorema 3.19 Para Cﬁ conn > 9 tenemos que:

= Sin es impar,

5] <von(c2) < {”;1 +1.

= Sin es par,
n—2

2

[g—‘ < vorp(C?) <
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Demostracion: A partir de la relacién yr7p(C?) < yorp(C?) dada en (1.1) y de la cota
inferior para y.7p(C?) dada en el Teorema 3.18, deducimos la cota inferior para yorp(C?).

n
Vamos a probar que TJ + 1 es cota superior de yorp(C?) si n es impar. Definimos:

] Sln:2k+1,
IF={2i—1:ie{l,... k—1}}U{2k—2}.

Considerando la suma moédulo n, podemos observar que:
N(1)nI*={3}.
NHONI*={i—2,i+2}coni=20+1,¢€{1,...,k—3}.

()NnI*={i—1,i+1}coni=2(,¢ e {1,...,k—3}.

(2k —4)NI* = {2k — 5,2k — 3,2k — 2}.

(2k —3)NI* = {2k — 5,2k — 2}.

(2k —2)NI* = {2k — 3}.

(2k —1)NI* = {2k — 3,2k — 2}.

(2k) N I* = {1,2k — 2}.

2k+1)nI*={1}.

Claramente, todos los vértices de C? estan dominados-totalmente y separados-totalmente

2222222

n—2
por el conjunto I*. Por lo tanto, en este caso, I* es un O LD-conjunto. Como |[*| = { 5 J +

1, resulta yorp(C?) < VLTJ + 1.
n—2

Veamos ahora que si n es par, es cota superior de vorp(C?). Para ello, definimos:

» Sin=2k+2,

F={2i—1:ie{l,....k}}.

Nuevamente considerando la suma modulo n tenemos que:
N1)nI*={3}.
N@NI*={i—2i+2}coni=20+1,¢€{l,... . k—2}.
N@HNIF={i—1li+1}coni=20,0e{l,....,k—1}.
N2k —1)nI* = {2k — 3}.
NQ2k)NI* = {2k — 1}.
NQ2k+1)nI*={1,2k—1}.
NQ2k+2)nI*={1}.
Luego el conjunto I* asociado al caso n = 2k + 2, también resulta un OLD-conjunto de

- Z9
C?. Como |I*| = z “ 5 |

2
se tiene que Yorp(C?) <
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Podemos observar que la cota obtenida en el Teorema 3.19 es ajustada ya que por ejemplo
es alcanzada por Yorp(C%) ¥ Yorp(CF ) como se muestra en la Figura 3.18.

2 2
i Ch

Figura 3.18: Los vértices en negro forman un minimo O LD-conjunto en C? paran € {10,11}.
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CAPITULO 4. ALGORITMOS LINEALES

Resumen

En este capitulo presentamos algoritmos que determinan en tiempo lineal la cardinalidad
de un minimo cédigo de identificacién, conjunto de localizacion-dominacién, conjunto de
localizacién-dominacién abierta y conjunto de localizacién-dominacién total en grafos block.
De este modo, proporcionamos una subclase de grafos cordales para los cuales se pueden
resolver los cuatro problemas en tiempo lineal.
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4.1. DEFINICIONES BASICAS Y NOTACION

En este capitulo vamos a presentar algoritmos lineales para determinar los X-ntimeros
con X € {ID,LD,OLD,LTD} en grafos block (ver Figura 4.1).

Figura 4.1: Grafo block.

En particular los drboles son grafos block con tamano de clique 2 y siempre admiten un
cédigo de identificacién a menos que se trate de la clique de tamano 2. Vamos a presentar
algoritmos lineales para calcular vx (B) para B un grafo block y X € {ID,LD,OLD,LTD}
que muestran una generalizacién del algoritmo presentado por Auger en [5] que resuelve el
ID-problema en arboles. Ademas, nuestros algoritmos tienen en cuenta que el grafo block
B, dado como entrada, podria no admitir un I D-conjunto o un O L D-conjunto en el caso de
tener true twins o false twins respectivamente.

4.1. Definiciones basicas y notacién

Con el fin de dar los algoritmos lineales que computan los X-ntimeros con X € {ID, LD,
OLD, LTD} de un grafo block, consideramos la notacién utilizada en [5] adaptada para los
problemas mencionados.

Sea G = (V, E) un grafo y v € V. Diremos que C' C V' es un v-almost X -conjunto de
G donde X € {ID,LD,OLD,LTD}, si el conjunto C' es un X-conjunto para el subgrafo
inducido G — {v} de G. Més atin, decimos que C' satisface la propiedad:

» ID (LD, OLD, LTD) si C esun ID (LD, OLD, LTD resp.)-conjunto en G,

CO siveC,

= ADJ si v tiene un vecino en C,

FN si v tiene un vecino w tal que N{w] N C = {v},

OFN si v tiene un vecino w tal que N(w) N C = {v},

P si C no satisface la propiedad P € {ID,LD,OLD,LTD,CO,ADJ,FN, OFN}.
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CAPITULO 4. ALGORITMOS LINEALES

En las propiedades F'N y OF' N el vértice w es llamado el vértice favorecido por v. Sea
P ={ID,LD,OLD,LTD,CO,ADJ,FN,OFN,ID,LD,OLD,LTD,CO,ADJ,FN,OFN}
ysea X € {ID,LD,OLD,LTD}. Denotamos por vp, . p,(v,G) a la funcién que retorna el
minimo tamano de un v-almost X-conjunto en G que satisface las propiedades { Py, ..., P} C
P o oo si tal conjunto no existe.

Observamos que existen relaciones de dependencia entre estas propiedades. De hecho, si
un v-almost X-conjunto C satisface F'IN u OF N luego satisface CO. Si C satisface ID o LD
entonces C' satisface CO o ADJ. Si C satisface ID, CO y FN luego debe satisfacer AD.J.
Finalmente, si C satisface OLD o LT D entonces debe satisfacer AD.J. Como consecuencia
tenemos la siguiente:

Observacién 4.1 No existe ningun v-almost X -conjunto en G que satisface el siguiente
congunto de propiedades:

» ID, CO, ADJ y FN, « OLD, CO, ADJ y OFN,

= ID, CO, ADJ y FN, = OLD, CO, ADJ y OFN,

» ID, CO, ADJ y FN, » OLD, CO, ADJ y OFN,

= ID, CO, ADJ y FN,
7 = ITD, CO, ADJ y OFN,
= LD, CO, AD.J y FN,
. = LTD, CO, ADJ y OFN,
= LD, CO, ADJ y FN,
= LD, CO, ADJ y FN,

= OLD, CO, ADJ y OFN, « LTD, CO, ADJ y OFN,

« LTD, CO, ADJ y OFN,

= OLD, CO, ADJ y OFN, = LTD, CO, ADJ y OFN.

Nota 4.2 FEn lo que sigue, para simplificar la escritura, dados C CV y P € P diremos que
“C es P7 en lugar de “C satisface P”.

Sea X € {ID,LD,OLD,LTD}. Siv e V(G), denotamos por vx(v,G) el tamano de un
minimo v-almost X-conjunto. Ademéds con vp, p, . p, (v, G) denotamos el tamano de un mini-
mo v-almost conjunto que satisface las propiedades Py, Ps, ..., P.. A veces es necesario senalar

.....

el problema particular X € {I/D,LD,OLD,LTD} cuando calculamos yp, p, . p.(v,G), en
ese caso utilizamos la notacion y(p, p,.,..., pT)X(U, G).
A partir de la Observacion 4.1 sigue que
G (v, G
vip(v, G) = min ’YID,CO,ADJ,FN(% )/YID,CO,ADJ,FN(’Ua ) (4.1)
’YID,CO,W(% G), ’YID,@,ADJ(% G)
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YLD (UJ G) - min{lyLD,CO (U7 G)7 WLD,@(Uv G)} (42)

Yorp(v, G) = min{yoLp,co.orn(v,G), W’OLD,CO,OTV(U» G), VOLD,@(% G)} (4.3)

Yerp(v, G) = min{yrrp,coorn(v,G), VLTDco,OFN(Ua G), VLTD,@(U, G)} (4.4)

Si B es un grafo block, v; € V(B) y K es una clique maximal con V (K) = {vy,vs,..., v}

luego borrando todas las aristas en K obtenemos k subgrafos block, digamos By, Bs, . . ., B,
que contienen a vy, v, . .., U respectivamente (ver Fig. 4.2).

Figura 4.2: B; subgrafos block para i € {1,2,...,k}.

En adelante, es conveniente utilizar la siguiente notacion:

Notacién 4.3 Sea B un grafo block, vy un vértice elegido en V(B) y K una clique mazimal
con vértices vy, . .., v,. Denotamos por By, ..., By los grafos block, que contienen a vy, ..., vy
respectivamente, obtenidos a partir de B luego de eliminar las aristas en K.

Observacion 4.4 Sea X € {ID,LD,OLD,LTD}, B un grafo block y V(K) = {vy,va,. ..,
vg}. Si C es un vy-almost X -conjunto en B luego C; = CNV(B;) es un v;-almost X -conjunto
en B; para todo 1 € {1,...,k}.

De aqui en adelante, cuando sea claro con qué X-problema estamos trabajando, diremos
que un vértice estd dominado, si esta dominado o dominado-totalmente. De la misma forma
diremos que dos vértices estan separados si estan separados o separados-totalmente.

Lema 4.5 Sea X € {ID,LD,OLD,LTD}, B un grafo block y V(K) = {v1,vq,...,v;}. Si

k
C; es un vi-almost X -conjunto en B; para i € {1,...,k} y C = |J C;, luego los vértices
i=1

k
en V' = |J(V(B;) —{v}) estin dominados (dominados-totalmente) y separados (separados-

1=

1
totalmente) por C'.
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CAPITULO 4. ALGORITMOS LINEALES

Demostracion: Observemos que u, v estan trivialmente separados (separados-totalmente) si
dist(u,v) > 2. Consideramos u,v € V' tal que dist(u,v) < 2. Luego u,v € V(B;) —{v;} para
algin i € {1,...,k}. Como C; es un v;-almost X-conjunto en B; para todoi € {1,...,k}, los
vértices en V' estdan dominados (dominados-totalmente) y separados (separados-totalmente)
por C. [ |

Lema 4.6 Sea X € {ID,LD,OLD,LTD}, B un grafo block y V(K) = {vy,vs,...,05}. Si
C' es un vy-almost X -conjunto en B y C; = CNV(B;) para todo i € {1,...,k} entonces,

(1) st X = ID y C satisface 1D, eziste a lo sumo un i € {1,...,k} tal que C; satisface
ADJ,

(#4) si X = LD (resp. OLD, LTD) y C satisface LD (resp. OLD, LTD), existe a lo sumo
un i € {1,...,k} tal que C; satisface ADJ y CO,

(1ii) si X = ID, existe a lo sumo uni € {2,...,k} tal que C; satisface ADJ,

(iv) si X = LD (resp. OLD, LTD), existe a lo sumo un i € {2,...,k} tal que C; satisface
ADJ y CO.

Demostracion: Consideramos la clique maximal K con V(K) = {vy,va, ..., vt }. Sin pérdida
de generalidad supongamos que existe j € {2,...,k} tal que C; y C; satisfacen AD.J, luego
Nlv;JNC = N[n|NnC = V(K)NC. Entonces claramente C' no satisface 1D, asi (i) queda
probado. Si ademds, el mismo par satisface CO luego N(v;) N C = N(v;)NC =V(K)NC
y C no es ni un LD-conjunto, ni un OLD-conjunto, ni un LT D-conjunto, lo que prueba
(7). Supongamos que C' es un v;-almost X-conjunto con X € {I/D,LD,OLD,LTD}, luego
utilizando los items anteriores el lema queda demostrado. [ |

4.2. Un algoritmo para grafos block

Sea B un grafo block y v € V(B), para obtener el X-nimero de B con X € {ID, LD,
OLD,LTD}, vamos a probar que necesitamos computar 55 funciones que estdn basadas en
las férmulas (4.1), (4.2), (4.3) y (4.4). Las primeras 32 funciones serdn llamadas funciones
principales y se dan en la Tabla 4.1 y las siguientes 23 funciones auziliares se encuentran en
la Tabla 4.2.

Observemos que si B = {v} los valores de las funciones son sencillos de calcular y se dan
en la Tabla 4.3.
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4.2. UN ALGORITMO PARA GRAFOS BLOCK

Nombre | Funcién Nombre | Funcién Nombre | Funcién

1 VID,CO,ADJ,FN fi2 YLD.CO fo3 YcO,ADJ,OFN

f2 YID.cO.ADJFN fi3 Y(CO,ADJ,FN), ,, foa Yco ADT.OFN

fs Y1p,co,ADT fia Y(c0,ADJFN), fas Yco,ADJ,0FN

fa V1D,CO,ADJ fis Y(co,ADJ,FN), fas Y(€0,ADJ) 10

Is Y(CO,ADJ,FN),,, J16 Yo, ADIFN), for (€0, ADT) 6, p

e Y(c0,ADJFN), Jiz Y©o,4DJ), , fos YLTD,CO,0FN

fz Y(co,ADJ,FN),, fis Y(€0,aDJ), f29 YLrD,cO,OFN

I8 Y(co,ADJFN),, f19 YOLD,CO,0FN f30 YLTD,CO

fo Y(€0,ADJ), a0 YoLD,cO,0FN fs1 Y(C0,ADJ) 1y

J10 Y@o,AD7),, Ja1 YoLp.CO f32 Y(@0,AD7), p,

fi YLD,CO fo2 YCO,ADJ,OFN

Tabla 4.1: Lista de funciones principales.
Nombre | Funcién Nombre | Funcién

f33 Y(coADT),, = man{ fr, fs} fas YoLp,co = min{ fig, foo}
I34 Y(CO,ADJ);p = mind f5, fo} Ja6 VCO,AD)rp Lrp — min{ faz, f23}
/35 Y(co,rN),, = mind fs, fr} far NCOAD ) o prrp = min{ faa, fo5}
36 YcoFN),, = min{fe, fs} fas YCOoLp L = Mind f22, fo3, f24, fos}
VY Yeo,, = min{fo, fio} J19 YADJorp = Mind faz, fo3, fa6}
f38 YaDJp = min{fs, fe, fo} 50 Ycovapy,,,, = Min{ fa2, fo3, foa, fo5, f26}
fao YiD,co,apg = min{ f1, fa} f51 Yoo,0rN = min{ faz, foa}
fao Ycovapyy,,, = mind fis, fia, fis, fie, f17} f52 Yooorw = Mind fas, fas}
fa YCcoFN),, = min{ fia, fi6} f53 V0o, = Min{ fa6, f27}
fa2 Yco.Fn),, = min{ fis, fis} f54 VG, 0p = Min{f31, f32}
Ja3 Y56, , = min{ fiz, fis} 55 Y©covaD), pp = Min{ fa2, f23, f24, fo5, fa1}
Jaa Yco,p = mind fiz, fia, f15, fi6}

Tabla 4.2: Lista de funciones auxiliares.
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CAPITULO 4. ALGORITMOS LINEALES

Nombre | Funcién Nombre | Funcién Nombre | Funcién

fi VID,CO,ADJ,FN | 0© f20 YoLDp.cOOFN | f38 YADJI1p 00
P! YID,cO,ADJFN | ®© fo1 YoLp,cO 00 /39 VID,CO,ADJ 00
f3 Yp.cO ADT 1 fa2 YCO,ADJ,OFN | 00 fao Ycovapy),,, 1
fa V1D,C0,ADJ S f23 Yco0,ADJOFN | fa YcoFN), , 1
f5 Y(CO,ADJ,FN),, | O foa Yoo, ADJ.0FN | fa2 Y(co,FN), ,, 00
o Y(C0,ADIFN),, | fos | Ycoapiorn | 1 fas | veo,, 0
fr 7(c0,ADJ,FN);p, | fos 1(€0,AD )6y | Jaa TCOLp 1
I3 V(€0 ADIFN),, | for Y©0,aD7),, | O fas YOLD,CcO 00
fo Y©o,ADJ),, 00 fos YLTD,CO,0FN | 00 Ja6 YCOAD D) 1 rrp |
Jio Y(©0,AD7), , 0 J29 YLTD,cO0FN | Jaz NCOADN orp 1rp | L
fi1 YLD,CO 1 f3o0 YLTD,CO o0 Jas YCOoLp,LTD 1
fi2 YLD,CO 00 fa1 Y©0.AD), ., | P fao YADJorLp 00
f13 Y(CO,ADJFN),, | I32 Y©o,AD7),,, | 0 J50 Y(COVADJI) o, p 1
f1a Y(Cc0,ADJFN), , | 33 Y(co,AD7),, 1 f51 YCcO,0FN o0
fis V(0. AD7,FN),, | f34 Y(c0,ADJ),,, 00 f52 Yco,0FN 1
Ji6 V(0 ADIFN),, | f35 Y(CO,FN), 00 53 YEOorp 0
fir 7(@7ADJ)LD o0 /36 ’V(CO,W),D 1 f54 Yeorrp 0
Jis Y(©0,AD7), , 0 VY Rlelelts 0 fs5 Y(COVADJ) 1 p 1
f19 YOLD,CO,OF N o
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4.2. UN ALGORITMO PARA GRAFOS BLOCK

De acuerdo con la notacién introducida en la Tabla 4.1, podemos reescribir las formulas
(4.1), (4.2), (4.3) y (4.4).

fVID(UvB) = min{fl(va)7f<U>B>7 3( ) f4(UvB)}

’}/LD(U,B) = min {fll(U,B), 12(U,B)} (4 5)
Yop(v, B) = min{fio(v, B), fao(v, B), fa1(v, B)} '
’YLTD(UyB) = mm{fQS(U,B) f29( B) fgo(v B)}

A continuacién, presentamos los algoritmos que llamamos X B para X € {ID,LD,OLD,
LTD} que calculan vy (v, B) aplicando las ecuaciones anteriores.

Algoritmo 4.7 (Algoritmo X B)
Entrada: un grafo block conexo B y su lista de cliques maximales.
Salida: vx(B), X € {ID,LD,OLD,LTD}.
1: seleccionar un vértice al azar vy y llamar a RX B(vq, B);
2: retornar vx(vy, B).

El algoritmo RX B corresponde al Algoritmo 4.8 que se detalla mas abajo y que elige una
clique maximal K que contiene al vértice v; y devuelve los valores de las funciones iniciales
dadas en la Tabla 4.3 si K = {v;}, o borra todas las aristas de K y llama recursivamente
a RXB(v;, B;) para todas las componentes B; obtenidas de B — E(K) de acuerdo a la
Notacién 4.3. El Algoritmo RX B, devuelve en cada caso una lista LX, segin el problema
X € {ID,LD,OLD,LTD}, que contiene el valor de las funciones principales dadas en la
Tabla 4.1 sobre (vq, B).

Algoritmo 4.8 (Algoritmo RX B)

Entrada: un grafo block B, su lista de cliques maximales y v; € V(B).
Salida: lista L de los valores de las funciones principales f; sobre (v1, B) correspondiente al
problema X.

1: si v; tiene grado 0 en B luego

2:  inicializar LX (Tabla 4.3 correspondiente al problema X);

3: si no

4:  sea K una clique maximal con V(K) = {vy,..., v}, borrar las aristas de K;

5:  sean By,..., By los grafos block obtenidos que contienen a vy, ..., v resp.;

6: sean (LX); = RXB(v;, B;) para todo i € {1,...,k} correspondientes al problema X;

7:  computar las funciones principales sobre (vy, B) de (LX); para todo ¢ € {1,...,k}

correspondiente al problema X.

8: fin si

9: retornar la lista LX de los valores de las funciones principales f; sobre (v, B)
correspondientes a X.

81
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En las siguientes secciones, utilizamos este esquema algoritmico comun para los 4 proble-
mas estudiados y especificamos cuédles de las funciones principales y auxiliares son relevantes
para cada problema particular y cémo podemos calcularlas en cada uno de los 4 casos.

4.3. Calculo del niimero de cédigo de identificacion

Sea v; € V(B) y sea k el tamanio de una clique maximal que contiene a v;. Vamos a
mostrar que el algoritmo RIDDB necesita computar las funciones principales f;(vi, B) con
j€{1,...,10}. Enrealidad, parai € {1,...,k} debemos obtener la lista (LI D); que consiste
en las funciones f;(v;, B;) para j € {1,...,10}. Para ello necesitamos las funciones auxiliares
fi(vi, B;) para j € {33,...,39}.

De modo de probar la correccién del Algoritmo 4.7 cuando X = I D, probamos primero
un lema técnico.

Lema 4.9 Consideramos un grafo block B y V(K) = {v1,vq,...,v,}. Sea C; un v;-almost
k k

cddigo de identificacion en B; parai € {1,...,k}, C=J Ciy V' = JV(B;) — {v}).
i=1 ;

(1) Sean v € V' yv; € V(K) tales que dist(v,v;) = 1. Luego v; y v estdn dominados y
separados por C si existe i € {1,...,k}, i # j tal que C; es CO.

(2) Seav e V' yv; € V(K) con dist(v,vj) = 2. Luego v; y v estin dominados y separados
por C si C; satisface CO o existe i € {1,...,k}, i # j tal que C; es CO yv ¢ V(B;).

(3) Sean v;,v; € V(K) con i # j. Luego v; y v estan dominados y separados por C si C; o
C; es ADJ.

Demostracion: Siv e V'y v; € V(K) tal que dist(v,v;) = 1 luego es claro que v € V(B;).
Si existe i # j tal que C; es CO luego v; € N[v;] — N[v] y obtenemos (1).

Sea v € V(B,) —{v,} para algin r € {1,...,k} y j € {1,...,k} tal que dist(vj,v) = 2.
Claramente v; € N[v,] — N[v]. Si v; € C entonces tenemos (2). De lo contrario, supongamos
que existe 7 # j tal que v; € C e i # r. Entonces v; € N[v;] — N[v] y esto completa la prueba
de (2).

Es fécil observar que si C; (C;) es ADJ luego existe w € (N[v;]—Nv;]) (w € N[v;]—Nlv;])
conw € V(B;) NC; (we V(B;) NC;) y el lema queda demostrado. |

En todas las figuras utilizadas como ilustraciones para las pruebas que siguen, los vértices
en negro representan vértices en el cédigo correspondiente, los vértices en blanco representan
vértices fuera del cédigo y las cruces representan vértices que pueden estar o no en el codigo.

El siguiente resultado muestra cémo computar fi(vq, B) para v; € V(B) dado.
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Teorema 4.10 Consideramos un grafo block B y V(K) = {v1,ve,...,v}. Sea C un cédigo
en V(B) y C; = CNV(B;) para todo i € {1,2,...,k}. Luego, C es un vi-almost cédigo de
identificacion en B con las propiedades 1D, CO, ADJ, FN si y solo si C; es un v;-almost
cddigo de identificacion en B; para todo i € {1,2,...,k} y se satisface uno de los siguientes
conjuntos de afirmaciones:

(i) Cy satisface ID, CO, ADJ y FN, existe j # 1 tal que C; satisface CO y ADJ, y C;
satisface CO y ADJ para todo i # 1, 5.

(i1) Cy satisface CO, ADJ y FN, eziste j # 1 tal que C; satisface CO y ADJ, y C; satisface
ADJ para todo v # 1, 5.

(#ii) Si 'k > 3, Cy satisface CO, ADJ y FN, existe h # 1 tal que C), satisface CO, existe
J # 1 tal que C; satisface CO y ADJ, y C; satisface ADJ para todo i # j.

() Cy saisface CO y FN, existe h # 1 tal que C), satisface CO, y C; satisface ADJ para
todo i # 1.

(v) C, satisface ID, CO, ADJ y FN, y C; satisface CO y ADJ para todo i # 1.

Demostracion: Sea C' un vi-almost cédigo de identificacién en B con las propiedades ID,
CO, ADJ y FN.

Notemos que por la Observacion 4.4, C; es un v;-almost cédigo de identificacion en B;
para todo ¢ € {1,...,k}. También, C satisface CO ya que C satisface CO y v; € V(By).

Como C' es F'N existe un tnico w € V(B) — C tal que N[w| N C = {v}.

Analizamos los diferentes casos que pueden ocurrir (ver Figura 4.3).

Si w = v; para algtin j € {2,...,k} luego C; es FN, C; es CO para todo i # 1y C; es
ADJ. Asf a partir del Lema 4.6 y por el hecho de que C es ID sigue que C; es ADJ para
todo i # j. Como N(v1) NC NV(B;) = para todo i # 1y C es ID, Cy es ID y queda
probado (i).

Ahora, si w € V(By) luego Cy es FN. Como C es ADJ existe un vértice v tal que
ve N(v)NC.

Si V(K)NC = {v} entonces v € V(B;) y C; es ADJ, ademas C; es CO para todo
1# 1. Como C es ID y C} es F'N sigue que C; es ADJ para todo ¢ # 1y C; es ID. Luego
se verifica (v).

Si [V(K)NC| > 2 entonces existe h # 1 tal que C), es CO. Luego, si C; es ADJ para
todo i # 1 obtenemos (iv). Pero, si C, es AD.J, el Lema 4.6 implica que C; es AD.J para
todo i # h lo cual prueba (ii). Més atin, si existe algin j # h tal que C; es ADJ y CO
nuevamente por el Lema 4.6, C; es ADJ para todo i # j y se verifica (ii7).

Reciprocamente, sea C; un v;-almost cédigo de identificacién en B; paratodoi € {1,..., k}

k
que satisface alguno de los conjuntos de propiedades entre (i) y (v) y sea C' = |JC; (ver
i=1

Figura 4.3).
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Vamos a probar que C' es un vy-almost cédigo de identificacion en B con las propiedades
ID, CO, ADJy FN.

Es facil ver que C' es CO y ADJ ya que Cy es CO vy, o bien C satisface ADJ o C}, es
CO con h # 1 en cada una de las afirmaciones de (i) a (v). También, es facil verificar que
cada una de las afirmaciones implica que C' es F'N.

Entonces queda por demostrar que C' es I D, es decir, vamos a probar que dados u,v €
V(B), con dist(u,v) < 2, estan separados y dominados por C'.

k
A partir del Lema 4.5 si u,v € |J(V(B;) — {v;}) el teorema queda probado.
i=1

Consideramos u,v € V(B) con dist(u,v) = 2 tal que u € V(K). Luego v € V(B;) — {v;}
para algin i y u = v, para algin r. Si r = 1, usando el Lema 4.9 (2) y del hecho que C} es
CO en todas las afirmaciones de (i) a (v), sigue que vy y v estan dominados y separados por
C.

Ahora, sea 7 # 1. Si i # 1 nuevamente el Lema 4.9 (2) junto con el hecho de que v; € C'
implican v, y v estan dominados y separados por C'.

Cuando r # 1 e i = 1, las afirmaciones de (i7) a (iv) dicen que existe h # 1 con v, € C
y el Lema 4.9 (2) asegura que v, y v estdn dominados y separados por C. Si ocurre la
afirmacién (i), como C) es F'N existe w € N[v]nC NV (B;) tal que w ¢ N[v,]. Si se satisface
la afirmacién (v) luego C, es ADJ. En ambos casos v y v, estdn dominados y separados por
C.

Siu,v € V(B) con dist(u,v) =1 tal que u € V(K) y v ¢ V(K) luego v € V(B;) — {v;}
y u = v; para algun . Si i = 1 vemos que en las afirmaciones de (ii) a (iv) se asegura que
existe h # 1 tal que Cj, es CO mientras que (i) y (v) afirman que Cy es I D. Luego el Lema
4.9 (1) implica que estdn dominados y separados. En el caso i # 1 todas las afirmaciones
verifican que C; es C'O y el mismo lema prueba que u y v estan dominados y separados por
C.

Finalmente, si u = v; y v = v; con ¢ # j luego o bien C; es ADJ o C; es ADJ pero no
ambas. Asi por el Lema 4.9 (3) se completa la prueba. [

A partir del Teorema 4.10 obtenemos el siguiente:

Corolario 4.11 Con la notacion del Teorema 4.10, tenemos las siguientes igualdades:

w51 k=2,

f2(v1, B1) + fio(v2, B2)
f5(v1, B1) + f33(v2, B2)
f35(v1, B1) + f3a(v2, B2)
fi(vi, B1) + fo(v2, B2)

f1(v1, B) = min

m st k>3,
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k

f2(v1, B1) +j min fro(vj, Bj) + Y fo(vs, Bs)
----- i=2
i#£]

k
f5(v1, B1) + , rgn’n . f33(vn, Br) + Y f3s(vi, Bi)
=2,..., i—2
i
fi(v1, B) = min ) k
f5(v1, B1) +j  oin fro(vj, Bj) + faa(vn, Br) + >° fas(vs, Bi)

=2
i#j,h

k
fss(v1, B1) + min 4 faa(vn, Br) + 3 fas(vi, Bi)
2
k
fi(vr, Bi) + 32 fo(vi, Bi)

=2

vj es el vecino favorecido por vy El vecino favorecido por vy estd en V(By)

V(E) N C| > 2

—

ADJ B, ADJ B;
o co
co g ;
co w ADJ ADJEN /W D7 ADJ FN \_I\fﬁ_z D7
A o AL 1’6 NN
N Z2RIe . s~ N
N TSN = NS -7 NN
~ ~ - y - ~ CVO
777777 o (O , - O ApJ ¥} - - —-—-—
e 1y, ADI¥ 1 ® ADJ
A% . o\ 5 v
................. Bh Bh
(i) ()

Figura 4.3: Teorema 4.10.

De un modo similar, se pueden obtener las restantes funciones principales f;(vi, B) para

j € {2,...,10}. Las Tablas 4.4, 4.5, 4.6 y 4.7 muestran cémo obtenerlas. Ademds en el
Apéndice se presenta una explicacién ilustrativa.

85



CAPITULO 4. ALGORITMOS LINEALES

Funcion Funciéon
f2(v1, B1) + fio(v2, B2)
f5(v1, B1) + f33(v2, B2)
f35(v1, B1) + f3a(v2, B2)
fi(v1, B1) + fo(v2, B2)
fe(v1, B1) + f33(v2, B2)
fa(v1, B) = min { fag(v1, B1) + fsa(v2, Ba) f7(v1,B):min{?gzl’gl;1;9(1()12)’B;))
fo(v1, B1) + fo(vz, Ba) S L JI0RT, T
fa(v1, B) = f3(v1, B1) + fo(v2, B2) fs(v1, B) = fs(v1, B1) + fo(vz2, B2)

folvr, Br) + f3(v2, B2) f37(v1, B1) + f3(v2, B2)

fio(vi, B1) + fa(v2, B2) .
fo(v1, B) = min < fa7(v1, B1) + fag(va, Ba)
fo(v1, B1) + f39(v2, B2) {fg(v1,B1) + favs, Ba)

fa(v1, B1) + fa(v2, B2)
fe(v1, B1) + fio(v2, B2)
f35(v1, B1) + f33(ve, B2)
f35(v1, B1) + fa4(v2, B2)
f5(v1, B1) + fo(v2, B2)

36(v1, B1) + fa3(ve, B2)
fo(v1, B) = min q fae(v1, B1) + f34(vz2, B2)
fe(vi, B1) + fo(v2, B2)

fi(vi, B) = min

]"4(”017 B) = min

f5(v1, B) = min fro(vi, B) = fio(v1, B1) + fa(v2, B2)

Tabla 4.4: Caso |V (K)| = 2 para RIDB.

A partir de las féormulas en las Tablas 4.4, 4.5, 4.6 y 4.7, es inmediato ver que para cada
una de las diez funciones f; con j € {1,...,10}, podemos computar f;(v;, B) conociendo
(LID); paratodoi € {1,...,k} en tiempo O(k), donde k es el tamano de una clique maximal
que contiene al vértice v;.

Teorema 4.12 Dado B un grafo block, el Algoritmo I DB computa en tiempo lineal v;p(B)
si B es identificable o retorna oo si no lo es.

Demostracién: En lo que sigue llamamos ¢g(B) al nimero de operaciones que el algoritmo
necesita para resolver el problema sobre un grafo B. La prueba es por induccién sobre el
nimero de vértices del grafo B. Si V(B) = {v} luego usando la Tabla 4.3 tenemos que
g(B) € O(1). Supongamos que para cada grafo block con menos de n vértices el resultado
vale y sea B un grafo block de tamano n.

Sea v € V(B) y consideramos una clique maximal K que contiene a v. Luego, bo-
rramos todas las aristas en K y obtenemos |V (K)| = k subgrafos block llamados B; con
i € {1,...,k}. Por hipétesis de induccién g(B;) € O(n; + m;) donde n; = |V(B;)| y
m; = |E(B;)| para ¢ € {1,...,k}. Entonces, para obtener 7;p(B) necesitamos f;(v, B)
para j € {1,...,10}. Como mencionamos antes, esto se puede computar en tiempo O(k).
Asi g(B) € O(n+ m) y se completa la prueba. |
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Funcién

f2(v1, B1) + min { fio(v2, B2) + fo(v3, B3), fo(v2, B2) + fi0(v3, B3)}
f5(v1, B1) + min { f33(v2, B2) + f38(v3, B3), f3s(v2, B2) + f33(v3, B3)}
fi(v1, B) = min q f5(v1, B1) + min { fi0(ve, B2) + f34(vs, B3), f3a(v2, B2) + f1o(vs, B3)}
f3s5(v1, B1) + min { fag (v2, B2) + f3s(v3, B3), fas(v2, B2) + f34(v3, B3)}
f1(v1, B1) + fo(v2, B2) + fo(vs, B3)

fe(v1, B1) + min { f33(v2, B2) + f3s(v3, B3), fas(v2, B2) + f33(v3, B3)}
fe(v1, B1) + min { fio(v2, B2) + f34(v3, B3), f3a(v2, B2) + fio(vs, B3)}
fae(v1, B1) + min { fa4(v2, B2) + f3s(vs, B3), fas(v2, B2) + f34(vs, B3)}
fa(v1, B1) + fo(v2, B2) + fo(vs, B3)

) + fo(vz2, B2) + fo(vs, B3)

(v1, B1) + min { fog (v2, B2) + f34(vs, B3), f34(v2, B2) + f33(v3, B3)}
(v1, B1) + min { fi0(v2, B2) + f2(v3, B3), fa(v2, B2) + fi0(vs, B3)}
fo(v1, B1) + min { f3(v2, B2) + fo(vs, B3), fo(v2, B2) + f3(v3, B3)}
fa(vi, B) = min q far(vi, B1) + f34(v2, B2) + f34(v3, B3)

fro(v1, Br) + min { f2(v2, B2) + fo(vs, Bs), fo(v2, B2) + f2(vs, B3)}
fo(v1, B1) + min { fag(v2, B2) + fo(v3, B3), fo(v2, B2) + f39(v3, B3)}
fa(vi, B1) + fa(vz2, B2) + fa(vs, B3)

fe(v1, B1) + min { fio(v2, B2) + fo(vs, B3), fo(v2, B2) + fi0(vs, B3)}
fas(v1, B1) + min { fio(v2, B2) + f34(v3, B3), f34(v2, B2) + fio(vs, B3)}
fs(v1, B) = min q fas(v1, B1) + min { fa3(ve, B2) + fag(vs, B3), fag(v2, B2) + faa(vs, B3)}
fas5(v1, B1) + min { f34(v2, B2) + f3s(v3, B3), fas(v2, B2) + f34(vs, B3)}
f5(v1,B1) + fo(v2, B2) + fo(vs, B3)

fa6(v1, B1) + min { f33(ve, B2) + f3s(vs, B3), fas(v2, B2) + f33(vs, Bs)}
f3e(v1, B1) + min { fio(v2, B2) + f34(v3, B3), fa4(v2, B2) + fio(vs, B3)}
f3e(v1, B1) + min { f34(v2, B2) + f3s(v3, B3), fas(v2, B2) + f34(v3, B3)}
fe(v1, B1) + fo(v2, B2) + fo(vs, B3)

) fr(v1, B1) + fo(v2, B2) + fo(vs, Bs)

fr(v1, B) = min fs(v1, B1) + min { fio(v2, B2) + fo(vs, B3), fo(v2, B2) + fi0(vs, B3)}
fs(v1, B) = fs(v1,B1) + fo(va, B2) + fo(vs, B3)

f37(v1, B1) + min { f3(v2, B2) + fo(vs, B3), fo(v2, B2) + f3(v3, B3)}
far(v1, B1) + min { fio(v2, B2) + f2(v3, B3), f2(v2, B2) + fio0(v3, B3)}
fa7(v1, B1) + min { f33(ve, B2) + f34(v3, B3), f3a(v2, B2) + f33(vs, Bs)}
f3r(v1, B1) + f34(v2, B2) + f34(v3, B3)

far(v1, B1) + min { fag(v2, B2) + fo(v3, B3), fo(v2, B2) + f39(v3, B3)}
fo(vi, B1) + fa(vz2, B2) + +fa(v3, B3)

f10(v1, B) = fio(v1, B1) + fa(ve, B2) + fa(vs, B3)

= =

f2(v1, B) = min

f3(v1, B) = f3(v1, B1
fo
fo

fe(vi, B) = min

fo(vi, B) = min

Tabla 4.5: Caso |V (K)| = 3 para RIDB.
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Funcién

f1(v1, B) = min

fa(v1, B) = min

fz(v1,Bl)+jr£1in {flo(vj,Bj)"r. > fQ(Uini)}

=2,.. k,i#j

f5(v1, B1) +  min k{f33(vh,Bh)+ > _f38(’UiaBi)}
= j

,,,,, i=2,.. ki

k
f5(v1, B1) +, Jom g fio(vj, Bj) + fsa(ve, Br) + 3 fas(vi, Bi)
Sk )
fas(v1, B1) + min o faa(vn, Br)+ > fas(vi, Bs)
h=2,... .k i=2,...,k,i#h

k
fi(vi, B1) + ‘22]”9(%,30

f6(vl,Bl)+h 11211'11 k{fss(vh,Bh)-i- > f38(’Ui,Bi)}

vvvvv i=2,.. k,i#h

.....

k
fe(v1, B1) +j o J10(vj, Bj) + f3a(vh, Bp) + > f3s(vi, Bi)
, i—2
i%g,h
fs6(v1, B1) + min q fza(va, Bp) + > fas(vi, Bi)
h=2,....k i=2,... . k,i#h

.....

k
fa(v1, B1) + szsJ(vi,Bi)
. =

f3(v1, B) = fa(v1, B1) + > fo(vi, Bi)

fa(v1, B) = min

f5(v1, B) = min

=2

k
fo(vi, B1) + apin f10(vj, Bj) + faa(vn, Br) + faa(vr, Bi) + 3> fas(vi, Bi)
3#h, LR il

— 4 =2
Jj#h

k
fo(v1, B1) +j hglzl'n . {f33(vj,Bj) + faa(vn, Br) + 32 fas(vi, Bi)
i

k
fg(vl,Bl)Jrthn;'n . firo(vj, Bj) + fa(vp, Bp) + 22 fg(vai)}

in i%5h
fo(vi,B1)+ min 4 f3(vn,Bn)+ > fo(vs, Bs)
h=2,....k i=2,....k,i#%h

f37(v1, B1) + min f3a(vp, Bp) + faa(v, Bi) + > f38(vs, Bi)
hl=2,....k h#l imo, Fishi

Jio(vt, B1) + min q fo(va, Br) + > fo(vi, B;)
h=2,...k i=2,... k,i#h

fo(vi,B1)+ min < f3g(vp,Bp) + > fo(vs, By)
h=2,....k i=2,. kith

fo(v1, B1) +  min k{flo(vj’Bj)+ >

1=2,..., ki

fo(vi, Bi)}
J

.....

fas(vi,B1)+  ~ min f1o(vj, Bj) + f3a(vp, Bp) + > f3s(vi, B;)
Jsh=2,....k,j#h i=2,... k,i#j,h

fas(v1i,B1) + min < fa3(vp, Bp) + > fas(vi, Bi)
h=2,...k i=2,... k,i#h

fas(vi,B1) + min < faa(vp, By) + > fas(vi, Bi)
h=2,....k +h

----- i=2,.. ki

k
fs(v1, B1) + lngg(vai)

Tabla 4.6: Caso |V (K)| > 4 para RIDB.
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Funcién
k
f36(v1, B1) + h:ngfn . f3a(vn, Br) + 3 fas(vi, Bi)
o Zh
k
f36(v1, B1) + ; hngl'n . f10(vj, Bj) + faa(vn, Br) + > fas(vi, B;)
folvs,B) = min e G
k
f36(v1, B1) + R f3a(vn, Br) + > fao(vi, Bi)
s 272}21
k
fe(v1, B1) + > fo(vi, B;)
i=2
k
fr(v1, B1) + 3 fo(vi, Bi)
i=2
f7(v1, B) = min X
fs(v1, B1) +7. Igfn . fro(vs, Bj) + > fo(vs, Bs)
J=2,.., i=2
i#]

k
fs(v1, B) = fs(v1, B1) + ;fg(vai)

=2,..., i=2

k
fsr(vi, B1) + min {fs(vhvBh) + 2 fQ(UivBi)}
i%h

k
far(vr, Bi) +  min 4 fro(vg, Bj) + falon, Ba) + 2 fo(vi, Bi)
ik i#h
k
far(vr, Bi)+ | min 4 fro(vg, Bj) + faa(vn, Bu) + faa(v, Br) + 30 fas(vi, Bi)
SRANRTI 2k

fo(vi, B) = min ) k
f37(UlvBl)+jthm . f33(vj, Bj) + faz(vn, Bn) + > fas(vi, Bi)
yh=2,.., i=2

J#h i£5,h

k
fsr(vi, B1) + min {f34(vh,Bh) + f3a(v, Bi) + 22 fss(vi,Bi)}

..... =
i#h,l

k
far(v1, B1) + . n211'n i fa9(vn, Br) + > fo(vs, B;)
= =2
i%h

.....

k
fo(vi, B1) + 3= fa(vi, Bi)

=2

k
fio(v1, B)f = fio(v1, B1) + Z:Qfél(vini)

Tabla 4.7: Caso |V (K)| > 4 para RIDB.

89



CAPITULO 4. ALGORITMOS LINEALES

4.4. Calculo del numero de localizaciéon-dominacion

El algoritmo RLD B necesita computar las funciones principales f;(v1, B) con j € {11,...,18}.
De hecho, para i € {1,...,k} necesitamos la lista (LLD); que consiste en las funciones
fj(vi, B;) para j € {11,...,18}, y para ello necesitamos también las funciones auxiliares

fi(vi, B;) para j € {40,...,44}.

Teorema 4.13 Consideramos un grafo block B y V (K) = {v1,vs,...,vx}. Sea C' un conjun-
to en V(B) y C; = CNV(B;) para todo i € {1,...,k}. Luego, C es un vy-almost conjunto
de localizacion-dominacion en B que tiene las propiedades LD, CO si y solo si C; es un
vi-almost conjunto de localizacion-dominacion en B; para todo i € {1,...,k} y se satisface
uno de los siguientes conjuntos de afirmaciones:

(i) Cy es CO, FN, existe j # 1 tal que C; es CO y ADJ, y C; es CO y ADJ para todo
i #1,75.

(id) Sik >3, Cy es CO, existe h # 1 tal que Cy, es CO, eziste j # 1,h tal que C; es CO y
ADJ, y C; es CO o ADJ para todo © # j, h.

(1i1) Cy es CO, y C; es CO o ADJ para todo i.

Demostracion: Sea C' un vi-almost L D-conjunto que satisface LD y C'O.

A partir de la Observacién 4.4, C; es un v;-almost L D-conjunto en B; para todo i €
{1,...,k}. También Cy es CO, ya que C' es CO y v; € V(By). Més atin, el Lema 4.6 asegura
que existe a lo sumo un j # 1 tal que C; es CO y ADJ.

Sea j # 1 tal que Cj es CO y ADJ. Si C; es CO para todo i # 1, C; es AD.J para todo
i#1ycomo Ces LD, C;es FN y tenemos (i).

Ahora, sea h # 1,7 tal que Cj es CO. Luego para todo i # 1,5, h, C; es CO o ADJ y
tenemos (7).

Finalmente, si C; es CO o ADJ para todo i # 1 se verifica (7ii).

Reciprocamente, sea C; un v;-almost LD-conjunto en B; para todo i que satisface uno

k

de los conjuntos de afirmaciones de (i) a (iii) y sea C' = |J C;. Probaremos que C' es un
i=1

vi-almost L D-conjunto en B con las propiedades LD y CO.

Es facil ver que C' es C'O ya que C; es C'O en todos los casos. Luego para probar que C'
es LD necesitamos verificar que u,v € V(B) con dist(u,v) < 2 estdn dominados y separados
por C.

k
A partir del Lema 4.5, u,v € V(B) — |J {v;} estdn dominados y separados por C'. Luego,
i=1
sean u,v € V(B), dist(u,v) =2y u € V(K). Tenemos que v € V(B;) — {v;} para algin i y
u = v, para r # 1 tal que C, es CO (si v, € C no es necesario que estén separados).
Si7# 1, uy v estdn dominados y separados por C' ya que Cy es CO.
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Sea i = 1. En el caso (i), como C; es FN existe w € (N[v] N C) — N(u), w # v;. En los
restantes casos, ya que C, es CO y, o bien es ADJ o existe h # 1 tal que C), es CO, resulta
que u y v estan separados y dominados.

Ahora, sean u,v € V(B), dist(u,v) =1, u € V(K) y v ¢ V(K).

Si u = v; para algin 4, luego v € V(B;) — {v;} v C; es CO. Como i # 1y Cy es CO, u'y
v estan separados y dominados.

Finalmente, sean u = v; y v = v, 1,5 # 1y C;, C; es CO. En todos los casos, por el
Lema 4.6 al menos uno entre C; y C; es ADJ. Asi resultan u y v separados y dominados.

La Figura 4.4 ilustra la demostracion. [

Cies COo0o ADJVY i

\

B, COV ADJ

NS o
. N .
N B, 7 ~
gco COVADJ %3 - ————— X COv ADJ
Uh

Figura 4.4: Teorema 4.13.

Corolario 4.14 Con la notacion del Teorema 4.13, tenemos:

n k:27

fa1(v1, B1) + fis(v2, B2)

fi1(v1, B) = min {f44(1117 Bi1) + fao(v2, B2)

.« k>3,
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.....

f11(v1, B) = min

,,,,,

. {fls(vw )

faa(vi, B1) + Z fao(vs, Bs)

=2

+ Z f17(vw

]

+ faa(vn, Bp) + _Z fao(vs,
'L;éj h

Z#J

]

De manera similar, se pueden obtener las restantes funciones principales f;(vi, B) para

j € {12,...,18}. Estas se muestran en las Tablas 4.8, 4.9, 4.10 y 4.11 y en el Apéndice se
encuentra una explicacion ilustrativa.
Funcién Funcién
fa1(v1, B1) + fis(ve, B2) _ . ) fie(v1, B1) + fis(v2, B2)
fu(o, B _mm{ faa(v1, B1) + fao(v2, B2) fls(vl’B)_mm{fls(vhBl)+f17(v2,32)
fis(vi, B1) + fai1(v2, B2)
fi2(v1, B) = min  fi2(v1, B1) + fi2(v2, B2) fi16(v1, B) = fie(v1, B1) + f17(v2, B2)
fi7(v1, B1) + faa(ve, B2)
f1a(v1, B1) + fis(v2, B2)
f13(v1, B) = min ¢ fi3(vi, B1) + fi7(va, B2) fi7(v1, B) = min {;17Ev1’g1; i ;IQEU27g2;
Fia(v1, Br) + fas(vs, Ba) 43(v1, B1 44(v2, B2
fia(v1, B —mm{ 4‘11 Zhgiiiﬁz ngz; fig(v1, B) = fig(v1, B1) + fi2(v2, B2)

Tabla 4.8: Caso |V (K

)| =2 para RLDB.

A partir de las férmulas dadas en las Tablas 4.8, 4.9, 4.10 y 4.11, es inmediato ver que

para cada una de las ocho funciones f; con j € {11,...

partir de (LLD); para todo i € {1,...

.18}, podemos computar f;(vy, B) a

.k} en tiempo O(k).

El siguiente resultado se prueba de manera similar al Teorema 4.12.

Teorema 4.15 Dado B un grafo block, el Algoritmo LDB computa en tiempo lineal vrp(B).
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Funcién

fa1(v1, B1) + min { fig(v2, B2) + fi7(v3, B3), fi7(v2, B2) + fi1s(vs, B3)}
4(v1, B1) + min { fig(v2, B2) + faa(v3, B3), faa(v2, B2) + fis(v3, B3)}
4(v1, B1) + fao(v2, B2) + fao(vs, B3)
7(v1, B1) +min { fis(v2, B2) + fa1(v3, B3), fa1(v2, B2) + fi8(v3, B3)}
g(v1, B1) + min { f41 (v2, B2) + f17(v3, B3), fi7(v2, B2) + fa1(v3, B3)}
g(v1, B1) + faa(v2, B2) + faa(v3, B3)
2(v1, B1) + fi2(v2, B2) + fi2(vs, B3)
7(v1, B1) + min { fa4(v2, B2) + fa0(v3, B3), fao(v2, B2) + faa(vs, B3)}

(

(

(

(

(

(

(

f11(v1, B) = min {f4
fa
f1
fi
fi
fi
fi
f1a(v1, B1) + min { fis(v2, B2) + f17(v3, B3), fi7(v2, B2) + fis(vs, B3)}
f
fa
fa
fa
fi
fa

f12(v1, B) = min

1

1

3(v1, B1) + fi7(v2, B2) + fi7(v3, B3)

2(v1, B1) + min { fig(v2, B2) + faa(v3, B3), faa(v2, B2) + fi8(v3, B3)}

2(v1, B1) + min { f44(v2, B2) + fa0(v3, B3), fao(v2, B2) + fa4(v3, B3)}

1(v1, B1) + min { fig(v2, B2) + fa4(v3, B3), fa4(v2, B2) + f18(v3, B3)}

4(v1, B1) + fi7(v2, B2) + fi17(v3, B3)

1(v1, B1) + min { fa4(ve2, B2) + fao(vs, B3), fao(ve, B2) + faa(vs, B3)}
) fie(v1, B1) + min { fig(v2, B2) + f17(v3, B3), fi7(v2, B2) + fis(vs, B3)}

fis(v1, B) = min {f15(v1, Bi1) + fi7(v2, B2) + f17(v3, B3)

fi6(v1, B) = fie(v1, B1) + fi7(v2, B2) + fi7(v3, B3)

fi7(v1, B1) + fi2(v2, B2) + fi2(vs, B3)

faz(v1, B1) + min { fig(v2, B2) + fa1(v3, B3), fa1(v2, B2) + fi1s(vs, B3)}

faz(v1, B1) + min { fas (v2, B2) + f17(vs, Bs), fi7(v2, B2) + faa(vs, B3)}

faz(vi, B1) + faa(v2, B2) + faa(vs, B3)

fi18(v1, B) = fig(v1, B1) + fi2(v2, B2) + fi12(v3, B3)

f13(v1, B) = min

f1a(vi, B) = min {

fi7(vi, B) = min

Tabla 4.9: Caso |V(K)| = 3 para RLDB.
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Funcion
fa1(v1, B1) + Fglln . {flS(U]7 i) + Z f17(vi, 7,)}
’ 1731
f11(v1, B) = min )
faalvr, By)+ . min S fis(v, Bj) + faa(vn, Br) + Z fa0(vi, B;)
> J#’h z#] h
k
faa(v1, B1) + Z fao(vi, Bi)
fir(v, Bi) + | min {flS(’vaB ) + fa1(vn, Bp) + _Z fi7(vi, By)
, j?ﬁ,ﬁ“’ z#] h
k
fi7(v1, B1) + n lml'n f18(vj, Bj) + faa(vn, Br) + faa(vr, B) + 30 fao(vi, Bi)
Tt iAol
k
fig(v1, B1) + H21111 Jar(vn, Br) + 32 fi7(vi, Bi)
fi12(v1, B) = min reeae Z;Z
fis(v1, B1) + , n {f44(vh7 Bn) + faa(vy, By) + Z fao(vi, By)
771;67”’ ore
k
'21 f12(vs, Bi)
fir(vi, B1) + 1121111 {f44('vh,Bh) + Z fao(vi, B )}
=
k
f1a(v1, B1) + rgun {fls(vj7Bj) + 2 f17('Ui7Bi)}
) ! iz
fi3(v1, B1) + Z: fr7(vi, Bi)
fiz(vi, B) = min
fa2(v1, B1) +, ,min f18(vj, Bj) + faa(vn, Bp) + Z fa0(vi, B;)
, j?;}‘b“’ z;éj h
fa2(v1,B1) + HZHH faa(vp, Bp) + Z fao(vi, Bi)
,,,,, =
fa(vr, Bi) +  min {fm(vg,B ) + faa(vn, Bn) + Z fa0(vi, Bi)
» J#h o z;é]h
f1a(v1, B) = min ¢ fia(v1, B1) + Z:Qfl?(vi,Bi)
fa1(vi,B1) + rgun faa(vp, By) + Z fao(vs, By)
,,,,, e
f16(v1, B1) + _min 9 fis(vj, By) + Z fi7(vi, Bi)
fis(vi,B) =ming T =2
fis(v1, B1) + 22]”17(7)1',31')
. =
fie(v1, B) = fie(v1, B1) + > fi7(vi, By)
1=2

Tabla 4.10: Caso |V(K
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Funcién

k
Jir(v1, Br) + ¥2f12(vz‘73i)

,,,,, =2
i#j,h

k
f43(v1,31)+jhmfn k{f18(vj7Bj)+f41(vh,Bh)+ Z: fl?(vini)}

k

faz(v1, B1) + N 11211'11 . {f44(11h7Bh) + > fir(vi, By)
,,,,, =

fi7(vi, B) = min i#h

k
faz(vi,B1)+  min {flS(Uj7Bj)+f44('Uhth)+f44(UlvBl)+ 22 f40(vi,Bi)}

i=
i#g:h,l

k
fas(vr, B1) + | min 9 faa(vn, Br) + faa(v, Br) + 22 fao(vi, Bi)

=2
h#l i#h,l
k

> fi2(vi, Bi)

=1

k
fis(v1, B) = fis(v1, B1) + _Z:Qflz(vi,Bi)

Tabla 4.11: Caso |V (K)| > 4 para RLDDB.

4.5. Calculo del niimero de localizacion-dominacion abier-
ta

El algoritmo ROLDB necesita computar las funciones principales f;(vi, B) con j €
{19,...,27}, y para poder hacerlo necesitamos para todo i € {1,...,k} las funciones
principales f;(v;, B;) para j € {19,...,27} y las funciones auxiliares f;(v;, B;) para j €
{45,...,53}.

Teorema 4.16 Consideramos un grafo block B y V(K) = {v,v,...,v}. Sea C un con-
gunto en V(B) y C; = C N V(B;) para todo i € {1,...,k}. Luego, C es un vy-almost
congunto de localizacion-dominacion abierta en B que tiene las propiedades OLD, CO vy
OFN si y solo si C; es un v;-almost conjunto de localizacion-dominacion abierta en B; para
todo i € {1,2,...,k} y se satisface uno de los siguientes conjuntos de afirmaciones:

(i) Cy es OLD, CO y OFN, eziste j # 1 tal que Cj es CO y ADJ, y C; es CO y ADJ para
todo1#1,7.

(i4) Sik >3, Cyes CO, ADJ y OFN, existe h # 1 tal que Cj, es CO, eziste j # 1,h tal
que Cj es CO y ADJ, C; es CO y ADJ para todo i # 1, h, j.

(iii) Sik >3, Ci es CO y OFN, existe h # 1 tal que Cj, es CO, exziste j # 1,h tal que C;
es CO, ADJ y OFN, y C; es CO y ADJ para todo i # 1, 3.
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(iv) Sik >3, Cyes CO, ADJ y OFN, exziste j # 1 tal que C; es CO y ADJ, existe h # 1,
tal que Cy, es CO y ADJ, y C; es CO y ADJ para todo i # 1, j, h.

(v) Sik >3, Cyes COy OFN, existe j # 1 tal que Cj es CO y ADJ, existe h # 1,7 tal
que Cy, es CO, ADJ y OFN, y C; es CO y ADJ para todo i # 1, j, h.

(vi) Sik >4, Cy es COy OFN, existe j # 1 tal que C; es CO y ADJ, existe h,l # 1, h # 1
tal que Cy,, C; son CO, y C; es CO o ADJ para todo i # 1,7, h,l.

(vii) Oy es OLD, CO y OFN, y C; es CO y AD.J para todo i # 2.

(viii) Cy es CO, ADJ y OFN, existe h # 1 tal que Cy, es CO y ADJ, y C; es CO y ADJ
para todo i # 1, h.

(ix) C1 es CO y OFN, eziste h # 1 tal que C), es CO, ADJ y OFN, y C; es CO y ADJ
para todo i # 1, h.

(x) Sik >3, Cy es COy OFN, existe h,l # 1, h # 1 tal que Cy, C; son CO, y C; es CO o
ADJ para todo © # 1, h, L.

Demostracion: Sea C' un vi-almost O LD-conjunto que satisface OLD, CO y OF N.

Por la Observacién 4.4 tenemos que C; es un v;-almost O L D-conjunto en B; para todo i.
También tenemos que C; es CO ya que C es CO y v; € V(By). Més aun, como C' es OF N,
existe unico w € V(B) tal que N(w)NC = {v}.

Sea w = v; para algin j # 1, luego Cy es OF N, C; es CO para todoi # 1,jy C; es ADJ.
Més atin, si C; es CO, entonces C; es ADJ para i # 1, j. Ademas, como N (v)NCNV (B;) = ()
para todo i # 1y C' es OLD, tenemos que C; es OLD, y se verifica (i). Ahora bien, si C; es
CO, por el Lema 4.6 existe a lo sumo h # 1, j tal que Cj, es AD.J. Por otro lado, ya que C
es OLD los vecinos de v; estan separados de v;. Luego, o bien Cy es ADJ y se prueba (i7),
o Cj es OFN y tenemos (#ii).

Ahora, si w € V(By) luego Cy es OF N. Tenemos que analizar diferentes casos.

Supongamos que existe j # 1 tal que C; es CO y ADJ, tal j es tinico por Lema 4.6.
Como C7 es OF N, existe h # 1, j tal que C}, es CO.

Si C; es CO para todo i # 1,h, C; es ADJ para todo i # 1,5, h ya que C es OLD y v;
estd separado de v;. Ademas C, es ADJ, pues C; es OFN. Como C' es OLD, v, esta separado
de los vértices en N (vy,), por lo tanto, o bien Cy es ADJ y tenemos (iv), o Cj, es OFN y se
verifica (v).

Supongamos ahora que existen al menos dos h,l # 1,7, h # [ tales que C}, y C; son CO.
Luego C; es CO o ADJ para todo i # 1, j, h,l, lo que prueba (vi).

Por otro lado, si C; es CO o ADJ para todo i # 1, tenemos tres casos.

Si C; es CO para todo i # 1, luego C; es AD.J para todo i # 1 y como C es OLD y
N(v1) NCNV(B;) =0 para todo i # 1, tenemos que C; es OLD y se prueba (vii).
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Si existe tinico h # 1 tal que Cj, es CO, luego C; es CO y ADJ para todo i # 1, h. Més
aun, como Cy es OF N, tenemos que C}, es ADJ. Ahora, como C' es OLD, v y los vértices
en N(v,) estdn separados, luego o bien C) es ADJ y tenemos (viii), o Cj, es OF N y ocurre

Finalmente, si C}, y C; son CO para ciertos h,l # 1, h # [, C; es CO o ADJ para todo

i # 1,h,ly tenemos ().
k
Reciprocamente, sea C; un v;-almost O LD-conjunto en B; para todo i y sea C' = |J C;.

Probaremos que C' es un v;-almost OLD-conjunto en B con las propiedades OLD, zCIO y
OFN.

Observemos que C' es C'O ya que C; es CO en todos los conjuntos de afirmaciones de (7)
a (x). También, es inmediato chequear que C' es OF'N.

Para probar que C' es OLD necesitamos verificar que si u,v € V(B), dist(u,v) < 2

k
estan dominados y separados por C. Por el Lema 4.5, si u,v € V(B) — |J{vi}, u y v estdn
i=1

dominados y separados por C. Ahora, sean u,v € V(B), dist(u,v) =2y u € V(K). Entonces
v e V(B;) — {v;} para algin i y u = v, para algun r.

Suponemos primero que 7 = 1. Sii =1, en (i) y (vii) C; es OLD. En los restantes casos,
existe h # 1 tal que C} es CO. Por lo tanto, en cualquier caso, u y v estan dominados y
separados. Ahora, sea i # 1. En (7), (i7), (), (vii) y (viii), Cy es ADJ, asi u y v estan
dominados y separados. En (vi) y (z), {vs, v;} € N(u)NC, pero a lo sumo uno entre v, y v;
estd en N(v)NC, asi u y v estdn dominados y separados. En (4ii), si i = j, como C; es OF N
existe w # v; tal que w € (N(v)NC)—N(u), por otra parte, si i # j, v; € (N(u)NC)—N(u),
luego u y v estdn dominados y separados. En (v) y (iz), si i = h como Cj, es OF N existe
w # vy, tal que w € (N(v) NC) — N(u), por otro lado, si i # h, v, € (N(u) N C) — N(v),
luego u y v estan dominados y separados.

Consideramos 7 # 1. Si i # 1, como C; es C'O en todos los casos de (i) a (), se tiene que
v € (N(u)NC) — N(v) y uy v estdn dominados y separados. Si i = 1, en (i), (1) y (di),
Cy es OFN y existe w € (N(v)NC) — N(u) —{v1} y u y v estdn dominados y separados.
En los restantes casos, C,. es ADJ o existe h # 1,7 tal que v, € N(u) N C, asi u y v estdn
dominados y separados.

Ahora, sean u,v € V(B), dist(u,v) =1, u € V(K) y v ¢ V(K). Luego, v € V(B;) — {v;}
para algin i y u = v;.

Sit=1,en (i) y (vit) C; es OLD. En los restantes casos existe h # 1 tal que C}, es CO,
asi u y v estan dominados y separados.

Sii # 1, en todos los casos de (i) a (x) Cy es CO y u y v estan dominados y separados.

Finalmente, sean u = v; y v = v; para ¢ # j. En todos los casos de (i) a (x), C; y C; son
CO o ADJ. Luego u y v estan dominados y separados.

Una ilustracion de la prueba del teorema se encuentra en las Figuras 4.5, 4.6 y 4.7. 1
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Corolario 4.17 Con la notacion del Teorema 4.16, tenemos lo siguiente:

m st k=2,

fa0(v1, B1) + fo7(ve, B2)
f1o(v1, B1) + fo6(v2, B2)
f22(v1, B1) + fae(v2, B2)
f51(v1, B1) + fo3(ve, B2)

fi9(v1, B) = min

(
fro(v1, B1) + fas(v2, B2) + f26(v3, B3)
f22(v1, B1) + min{ fa6(v2, B2) + f26(v3, B3), f26(v2, B2) + fae(v3, B3)}
(
(

m 51 k=3,
f20(v1, B1) + min{ fa7 (v2, B2) + f26(v3, B3), fo6(v2, B2) + fa7(v3, B3)}
foa(v1, B1) + min{ f53(v2, B2) + fa7(v3, B3), far(v2, B2) + fs53(v3, B3)}
fs2(v1, B1) + min{ f53(v2, B2) + f25(vs, B3), fo5(v2, B2) + f53(v3, B3)}
f22(v1, B1) + min{ fa7 (ve, B2) + fae(v3, B3), fas(v2, B2) + fo7(v3, B3)}
f19(v1, B) = min § f51(v1, B1) + min{ fo7 (v2, B2) + f23(v3, B3), f23(v2, B2) + far(vs, B3)}
fs

51(v1, B1) + min{ fa3(v2, B2) + fas(v3, B3), fa6(v2, B2) + fa3(v3, B3)}
f51(v1, B1) + fas(ve, B2) + fas(vs, B3)

w st k>4,
k
fzo(vl,B1)+ mm far(vj, Bj) + > fo6(vi, B;)
..... i=2
i#£]
f23(v1,B1)+jhr:nQin f53(vh, Br) + far(vs, By) + _Z foe(vi, Bi)
Y J?ﬁyh a 'L;éjh
f52(v1,B1)+jhr:n2l'n . f53(vh, Br) + fos(vj, Bj) + Zf%(vz, B;)
' J?gh ' 'L;ﬁ]
f22('U1,Bl)+jhgl2l'H . for(vj, Bj) + fae(vn, Bn) + _Z f26(vi, Bi)
T s
f51(v1,B1)+jh2121'n . for(vj, Bj) + fa3(vn, Bn) + Z f26(vi, Bi)
f19(’l)1,B) = min ’ ]#h, 17’5J }L

f51(vl,B1)+j min k{fw(v;y ) + fas(vn, Br) + fas(vi, By) + E fSU(U’uB)}

h,l=2,.
J#h 3L RA 17'5] h l

fio(v1, B1) + Z f26(vs, Bs)

1=2

f22(v1, B1) + Dgln . fae(vp, Bp) + Z f26(vi, Bi)
z;ﬁh

fs1(v1, B1) + nénn . f23(vn, Br) + Z f26(vi, Bi)
z;ﬁh

f51(v1731)+h£12 {f4s(vh,Bh)+f48(vth)+ Z fs0(vi, z)}
AT z;éhl
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vj es el vecino favorecido por vy

. \BJ ADJ .
OFNg 2% %
o v
C()% 7777777 6 o

Cjes cO Cjes CO
By o B; B, CO co

ADJ . AD
OLD o co ( 0 AD’
coOFN N2 AL aps AD. ] OF A o107 ()FI\ ADI OFN
~=—<\o *’ A =<
v S ~NYy /\ ’U
AR

Figura 4.5: Teorema 4.16. Casos (i) a (7).

En forma similar se pueden obtener las restantes funciones principales f;(v1, B) para
J € {20,...,27}. Dichas funciones se encuentran en las Tablas 4.12, 4.13, 4.14, 4.15, 4.16,
4.17 y 4.18 se presenta una explicacién ilustrativa en el Apéndice.
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El vecino favorecido por vy estd en V(B)

Cjes CO,ADJ

Figura 4.6: Teorema 4.16. Casos (iv) a (vi).

Funcién Funcién
20(v1, B1) + fa7(v2, B2)
f1o(v1, B1) + foe(v2 Bz)
f22(v1, B1) + fae(v2, B2)
v1, B1) + f23(v2, B2)

fos(v1, B1) + far(v2, B2)

(v1,B min
Jis(vr, B) = f24(v1, B1) + foe(v2, B2)

f24(v1, B) = min {

f ( (

( (

( (

f51( (
fa0(v1, B1) + fa6(v2, B2)

f20(v1, B) = min q faz(v1, B1) + fae(ve, 32) fas(v1, B) = fas5(v1, B1) + fe6(v2, B2)
fs52(v1, B1) + f23(v2, B2)
f27(v1, B1) + f20(v2, B2)
fo1(v1, B1) + f21(v2, B
fa6(v1, B1) + fao(v2,
f23(v1, B1) + far(va2,
f52(v1, B1) + far(v2, Ba
fa2(v1, B1) + fo6(v2, B2
f51(v1, B1) + fas(v2, B2)

vz, B2)

112,32)

fa6(v1, B1) + f21(v2, B2)

v1, B min
falwr, B) = fs3(v1, B1) + fas(v2, B2)

fo6(v1, B) = min {

fa2(v1, B) = min

)
By)
B)
; far(v1, B) = far(v1, B1) + f21(v2, B2)

fas(v1, B) = min f23(v1, B1) + fae(
7 f52 (v1, B1) + fas(

Tabla 4.12: Caso |V (K)| = 2 para ROLDB.

100



4.5. CALCULO DEL NUMERO DE LOCALIZACION-DOMINACION ABIERTA

El vecino favorecido por vy estd en V(By)
C;es CO o ADJVY i

v, //\77::\ 5
////// ~ - g
G “x
WVEK)NC| =1 WVik)NC| =2 WVK)NC| >3

co B .
DI ADI ADJ 1 ) OV AD.
oLD co o co
o OF]\ ADI()F]\ OFA R4 To 0PN K A covans
IS /O AD/ —oAD, 2 == <\*0 ADJ > ==X
gt / .

< - ~ 7NN 7 ~_ - N .
- - < N - ~ L N—=%
te0) e o < o) _ ~ co I\ ~ \\\\
S GF------F o0 oGy ---—-- \4 co o EF--- - ® 4pj CO &5 -——-—-——- @ CO
ADJ ADJ v, ADT A ) _\Y OFN g RN
, '-..,”_._._._‘_.--' B Bh Bl ........... B
(vig) (viie) h (iz) (z) "

Figura 4.7: Teorema 4.16. Casos (vii) a ().
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102

Funcion

fio(v1,B) =

f20(v1, B) =

f21(v1, B) =

fa2(v1, B) =

f23(v1,B) =

f2a(v1, B) =

fas(v1, B) =
f26(v1,B) =

far(v1,B) =

man

man

min

min

man

f20(v1, B1) + min{ far (v2, B2) + fa6(vs, B3), fag(v2, B2) + f27(v3, B3)}
f23(v1, B1) + min{ fs3(v2, B2) + fa7(vs3, B3), far(v2, B2) + f53(v3, B3)}
fs2(v1, B1) + min{ fs3(v2, B2) + fo5(v3, 33) fas(va2, B2) + fs3(vs, Bs)}
f22(v1, B1) + min{ for (v2, B2) + fa6(v3, B3), fas(v2, B2) + f27(v3, B3)}
f51(v1, B1) + min{ for (v2, B2) + f23(vs, B3), f23(v2, B2) + f27(v3, B3)}
firo(v1, B1) + fa6(v2, B2) + f26(v3, B3)

f22(v1, B1) + min{ fa6(v2, B2) + fa6(v3, B3), fas(v2, B2) + fae(v3, B3)}
f51(v1, B1) + min{ fo3(v2, B2) + f26(v3, B3), fa6(v2, B2) + f23(v3, B3)}
fs1(v1, B1) + fag(ve2, B2) + fag(v3, B3)

f23(v1, B1) + min{ fo7 (v2, B2) + fae(vs, B3), fae(v2, B2) + fa7(vs, B3)}
fs2(v1, B1) + min{ for (v2, B2) + f23(vs, B3), f23(v2, B2) + f27(v3, B3)}
f20(v1, B1) + fa6(v2, B2) + f26(v3, B3)

f23(v1, B1) + min{ fa6(v2, B2) + f26(v3, B3), fas(v2, B2) + fae(vs, B3)}
fs2(v1, B1) + min{ fo3(v2, B2) + f26(v3, B3), fa6(v2, B2) + f23(v3, B3)}
fs2(v1, B1) + fag(ve2, B2) + fag(vs, B3)

f26(v1, B1) + min{ far(v2, B2) + f20(vs, B3), fao(ve, B2) + f27(v3, B3)}
far(v1, B1) + min{ foo (v2, B2) + f26(v3, B3), f26(v2, B2) + f20(vs, B3)}
f53(v1, B1) + fae(v2, B2) + fae(v3, B3)

f53(v1, B1) + fs2(v2, B2) + fs2(v3, B3)

f53(v1, B1) + min{ f4g(v2, B2) + f23(v3, B3), f23(v2, B2) + fas(vs, B3)}
f21(v1, B1) + f21(v2, B2) + f21(v3, B3)

fo6(v1, B1) + min{ f45(v2, B2) + fa6(v3, B3), f26(v2, B2) + fas5(v3, B3)}
f23(v1, B1) + min{ far (v2, B2) + f26(v3, Bs) fa6(v2, B2) + fo7(vs, Bs)}
fs2(v1, B1) + min{ for (v2, B2) + fa7(vs3, B3), far(v2, B2) + f27(v3, B3)}
f52(v1, B1) + min{ f47 (v2, B2) + fo6(vs, B3), f26(v2, B2) (

f51(v1, B1) + min{ fa7 (v, B2) + fa6(v3, B3), fa6(v2, B2) (

f22(v1, B1) + f26(v2, B2) + f26(v3, B3)

fs1(v1, B1) + min{ f46(v2, B2) + fa6(v3, B3), f26(v2, B2) + fa6(v3, B3)}
fs51(v1, B1) + fag(ve, B2) + fag(vs, B3)

fs2(v1, B1) + min{ for (v2, B2) + fae(v3, B3), fag(v2, B2) + f27(v3, B3)}
f23(v1, B1) + f26(v2, B2) + f26(v3, B3)

fs2(v1, B1) + min{ f46 (v2, B2) + f26(vs, B3), f26(v2, B2) + fae(vs, B3)}
fs2(v1, B1) + fag(vz2, B2) + fag(vs, B3)

fas5(v1, B1) + min { fo7(v2, B2) + fo6(v3, B3), fae(v2, B2) + fa7(v3, B3)}
f2a(v1, B1) + fa6(v2, B2) + f26(v3, B3)

+ far(vs, B3)}
+ far(vs, B3)}

fas(v1, B1) + f26(v2, B2) + fae(v3, B3)

min

(
f26(v1, B1) + f21(v2, B2) + fa1(v3, B3)

f53(v1, B1) + min{ fa5(v2, B2) + fa6(vs, B3), fas(v2, B2) + fas(v3, B3)}
f53(v1, B1) + min{ for (v2, B2) + f20(vs, B3), f20(v2, B2) + f27(v3, B3)}
(

far(v1, B1) + f21(v2, B2) + f21(v3, B3)

Tabla 4.13: Caso |V (K)| = 3 para ROLDB.
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Funcién

fro(v1, B) =

f20(v1,B) =

f21(v1,B) =

min

min

min

S

51(v1, B1) +

fio

)
)
)
)
f51(v1, B1)
)
)
f22 v1,31)+
)

fs1(v1, B1 +

+

+

+

+

+

+ min
i,j,5= 234i7£jj;£si7$s

+ min
1,5,5=2,3,4,1#£],j#s,i#s

j:rn21:§174{f27(1)]‘,3j)+ Z f46(”zv z)}

+ min
1,§,8=2,3,4,i#£],jF5s,iF#s

)

) j:n%{g4{f20(vj7 Bj) + Z fa6(vi, Bz)}
v1, B1) + fag(v2, B2) + fas(v3, B3) + fag(v4, Ba)

)

)

min
§,4,5=2,3,4,i7,j#s,i#s
1(v1, B1) + f21(va, B2) + f21(v3, B3) + f21(v4, Bs)

mm {]”27('11]7 i) + > fa6(vi, Bi)}

i=2,3,4,i#]

{fs3(v;, B

1,J,8= 2341#33#3 i#£s

{f53(vi,

i) + far(vj, Bj) + f26(vs, Bs)}
(vis Bi) + fas( ) + f26(vs, Bs)}

{f27(v17Bz) + f46(vj7Bj) + f26(v57 Bs }
©,J,8=2 3,4,175]7]#5 1¢s{f27(vh BZ) + f23(vj7 BJ) + f26(’l)5, Bs }

n%m {f27(vj, Bj) + > fas(vi, Bi)}

i=2,3,4,i#]

i vj, Bj

1,j,8=2 3,4,1#3 JFES,iF#s

i,§,5=2 3,4,1;&],]#3 i#£s

)
)
)
)

v1, B1) + fa6(v2, B2) + f26(v3, B3) + f26(v4, Ba)

mm {f46(v], i) + > foe(vi, Bi)}
1=2,3,4,i#7j
min S, Bi)+ 30 fas(vi, Bi)}

=2,3,4,i#j

j:II%I’I:;lA{fm)(’Uj, Bj) + > fag(vi, Bi)}

i=2,34,i%]
{f26(vi, B;) + far(vj, Bj) + fa6(vs, Bs)}

{fa7(vi, Bi) + fa3(vj, Bj) + fa6(vs, Bs)}

i,J,8= 2341#]3#51#

;min {fary, By + 32 fas(vi, Bi)}

1=2,3,4,i#j

+ f26(v2, B2) + f26(v3, B3) + f26(v4, Ba)
]':Igﬁ?} 4{f46('0j7 Bj) + Z f26('Uia Bz)}

i=2,3,4,i#£j

min {fa3(vj, Bj) + > fa6(vi, Bi)}
j=2,3,4

1=2,3,4,i#]

j:rréljg’4{f50(vj,Bj) + > fag(vs, By)}

i=2,3,4,i%]
{fa7(vi, B;) + f20(vj, Bj) + fa6(vs, Bs)}

1=2,3,4,i#7

min {far(vj, B+ 50 fsa(vi Bi)}

i=2,3,4,i%]
{far(vi, B;) + fa3(vj, Bj) + fas(vs, Bs)}

1=2,3,4,i#]

j:r%fg74{f26(vj, Bij)+ X fae(vi,Bi)}

i=2,3,4,i7j

mnin {fee(vj, B) + 50 fsa(vi Bi)}

i=2,3,4,i%j
{f23(vi, B;) + fas(vj, Bj) + fas(vs, Bs)}

rr%m {f45(’U], ')+ Z f26(U27 1)}

1=2,3,4,i7#j

Tabla 4.14: Caso |V(K)| = 4 para ROLDB.

103



CAPITULO 4. ALGORITMOS LINEALES

104

Funcién
fea(vi, B1) + n%m {for(vj, Bj)+ > foe(vi, Bi)}
1=2,3,4,i#7
fs2(v1, B1) + . 234#]]# #S{f%(vz, i) + for(vj, Bj) + far(vs, Bs)}
fs2(v1, B1) + Igm {far(v;, Bj)+ > fae(vi, By)}
1=2,3,4,i#j
Fan(or, B) = min fs1(v1, B1) + R LN i, #S{fzb(vz, i) + far(vj, Bj) + fae(vs, Bs)}
f51(’l)1,B1)+ I‘I%ln {f27(’0], )+ 232 f48(v17 L)}
i= i#£]
f22(v1, B1) + fae(v2, B2) + f26(v3, B3) + fa26(va, Ba)
51(v1,31)+ mln {f46(v], i) + > fae(vi, Bi)}
1=2,3,4,i#7
f51(v1, B1) + Igm {fso(vj, Bj) + > fas(vi, Bi)}
1=2,3,4,i#j
fs2(v1, B1) + ik #] i, #S{fzs(vz, i) + for(vj, Bj) + fae(vs, Bs)}
fs2(v1, B1) + ngln {far(vj,B;)+ > fag(v;, By)}
1=2,3,4,i#j
fos(v1, B) = min { f23(v1, B1) + fa6(v2, B2) + fo6(v3, Bs) + f26(va, Ba)
fs2(v1, B1) + ngm {fas(v;,Bj) + > fae(vi, Bi)}
i=2,3,4,i%]
fsz(v1,B1)+ min {foo(vp )+ > fas(vi, Bi)}
i=2,34,i%]
25 (v1, B1)+ min {f27(vj, B;)+ > fae(vi, Bi)}
f2a(v1, B) = min =2,3 i=2,3,4,i#;
f24(vlyBl)+f26(v2,B2)+f26(v3:BS)+f26('U4:B4)
fas(v1, B) = fas(v1, B1) + fa6(v2, B2) + f26(v3, B3) + f26(va, Ba)
f26(vi, B1) + fa1(v2, B2) + f21(vs, B3) + f21(va, B4)
fs3(v1, B1) + m21n {fas(vj, Bj)+ > foe(vi, Bi)}
i=2,3.4,i#]
fs3(v1, B1) + e 2341# i, HéS{f26(vi,Bz') + for(vj, Bj) + fa0(vs, Bs)}
fa6(v1, B) = min { f53(v1, B1) + Igln {fss(vs, Bj) + 232;1 '¢_f46(vi,Bi)}
1=2,0,4,17F])
fs3(vi, B1) + min {fs3(vj, Bj)+ > fs2(vi, Bi)}
J=2,34 i=2,3,4,i#j5
fs3(v1, B1) + i,j,s:2,3,4111,1ii;rélj,j¢s,i;és{f23(vi7Bi) + fas(vj, Bj) + fs3(vs, Bs)}
f53(v1, B1) + fas(va2, B2) + fag(vs, B3) + fag(va, Ba)
fa7(v1, B) = fa7(v1, B1) + f21(v2, B2) + f21(v3, B3) + f21(va, Bs)

Tabla 4.15: Caso |V(K)| = 4 para ROLDB.
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Funcion
fao0(v1, B1) + rglln . {fz?(vg7 )+ Z Ja6(vi, 7,)}
1731
faz(v1, B1) + hmzm Ja7(vn, Br) + faz(vj, Bj) + Z fo6(vi, Bi)
> j#h ok z#] h
k
fe3(v1, B1) + rénn far(vj, Bj) + > fo6(vi, B;)
,,,,, =
i#£]
k
fs2(v1, B1) + Igln fas(vj, Bj) + > fee(vi, B;)
,,,,, =
i1
k
fo2(v1, B1) + min f27(vj, Bj) + fas(vn, Br) + 3 fa6(vi, Bi)
g#h i;é:j2h,
f19(vi, B) = min
( f51(vi, B1) +]’ min far(vj, Bj) + fa3(vp, Bn) + _Z fa6(vi, B;)
, j?’f’h 7 1#7 h
k
fs1(v1, B1) + in lmln f21(vj, Bj) + fag(vn, Br) + fas(vi, Bi) + >0 fso(vi, Bi)
Héh i il
fi9(v1, B1) + Z fa6(vi, B;)
i=2
fe2(v1, B1) + 11211n . fas(vn, Br) + Z f26(vi, B;)
yeees l#}zl
fs1(v1, B1) + r1211n . fo3(vn, Br) + Z f26(vi, Bi)
7 =
f51(v1, B1) + N liﬂQlH fag(vn, Bp) + fas(vi, Br) + Z fso(vs, B
TRl z;thl
fas(v1, B1) +j hI:nsz for(vj, By) + fae(vn, Bp) + Z foe(vi, Bi)
' J#’h z#] h
f52(v1, B1) +j oo for(vj, Bj) + faz(vpn, Bp) + Z foe6(vi, Bi)
' J#}L * z#]Qh
f52(v1, B1) + ,hlml;n . for(vj, Bj) + fas(vn, Bn) + fas(vi, By) + Z f50(vi, Bi)
fao(on, B) = min J;éh J#L AL it
feo(v1, B1) + Z f26(vi, Bi)
f23(v1, B1) +, min < fae(vn, Br) + > Ja6(vi, B;)
=2,k i=2,....k,i#h
f52(v1, B1) +, min < faz(vp, Br) + > Ja6(vi, Bi)
=2,k i=2,... . k,ith

B .
fs2(v1, B1) +  ain

.....

1

fas(vn, Bn) + fas(vi, By) + Z fs0(vs,

»}
z;éhl

Tabla 4.16: Caso |V (K

)| > 5 para ROLDB.
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Funcién
f26(U1:Bl)+ m ‘)"27('%7 +f20(’Uh,Bh)+ Z fQG(U’LvBi)
J,h=2,....k,j#h i=2,...,k,i#j,h
fa6(v1, B1) + ,min 7(vj, Bj) + fas(vp, Bp) + fag(vy, By) + fag(vs, Bs) + Z fs0(vi, Bi)
JAN AL s 5 ks
RAL s s
fa6(v1, B1) + i lrngn . far(vj, Bj) + fag(vn, Br) + fae(vy, By) + Z fs0(vi, Bi)
i#h.#L R il
f26(v1, B1) + i f2r(vj, Bj) + fs2(vn, Br) + fs2(vi, B) + Z fs0(vi, Bi)
Gh, AL R wﬁj,h l
f26(U17Bl)+ ‘hmm " f27(v], )+f48(vh,Bh)+f23(’Ul,Bl)+ Z fSO(U'L: 2)
TR ik
Jo1(v1, B) = min .
f26(vi,B1)+ min < fao(vp, Bp) + > fa6(vi, Bi)
h=2,...,k i=2,..k,i#h
f53(v1, B1) + _hlrn12n fag(vj, Bj) + fag(vp, Br) + fag(vy, By) + Z fs0(vi, Bi)
J#h,ﬁfl hatl 17&]7%1
fs3(v1, B1) + min fa6(vn, Bn) + fas (v, Bi) + 2 Fa6(vi, Bi)
h=2,....k,h#l i=2,... kyiFh,l
f53(v1, B1) + min fs2(vn, Br) + fs2 (v, Bi) + by fa6(vi, Bi)
h,=2,....,k,h#l i=2,...,k,i#h,l
fs3(v1, B1) + min fag(vn, Bn) + f23(vi, By) + > fa6(vi, Bi)
hl=2,....k, h#l i=2,... kith,l
k
> fe1(vi, By)
=1
foe(vi, B1) + min fas(vn, Bp) + > fa6(vi, Bi)
h=2,....k i=2,.. ki
f23(U1,Bl)+ ~min f27(”U]',Bj)+ Z fQS(UivBi)
G=2,....k i=2,.. kit
foa(vr, Br) +  min Q for(vn, Br) + far(vy, By) + 2:.b6@w By)
’ j o z;éj h
fs2(vi, B1) + min o far(vj, Bj) + 2 f26(vi, Bi)
j=2,....k i=2,...,k,i#j
fs1(v1,B1)+  min {f27(vj7 i) + fas(vn, Br) + 2 fQG(Ui’Bi)}
far(0n, B) = min Jh=2,....k,j#h i=2,.. kyiti,h
fs1(v1, B1) + i f21(v5, Bj) + fas(vh, Br) + fas(vi, Bi) + Z Fso(vi; Bi)
J;éh AL hEL z;éj,h l
fo2(v1, B1) + Z fa6(vi, Bi)
i=2
fs1(vi, Bi) + min § fag(vj, Bj)+ > fae(vi, Bi)
h=2,....k i=2,...,k,i#h
fs1(vi,B1) 4+  min fas(vn, Bn) + fas (v, By) + > fs0(vi, Bi)
h,1=2,....,k,h#l i=2,...,k,i#h,l

Tabla 4.17: Caso |V(K
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Funcién
k
f52(v1,B1)+jhr:n21'n . f21(vj, Bj) + fa(vn, Br) + >° fae(vs, Bi)
T iTih
k
fs2(v1, B1) + _th_lf2H f21(vj, Bj) + fag(vn, Br) + fag(vi, Bl) + >0 fso(vi, Bi)
];éh P i
fa3(v1, B) = min q fas(v1, B1) + Z fa6(vi, Bi)
i=2
fs2(v1,B1) + rglln fas(vn, Bn) + Zf26(1117 B;)
e z;éh
fs2(v1, B1) + ZI:HQI' fas(vn, Bn) + fas(vi, By) + _Z f50(vi, Bi)
he£l * g
fos(v1, B1) + HZ;HH for(vj, By) + Z fa6(vi, Bi)
foa(v, B) =ming 777 i%
k
foa(vi, B1) + > fa6(vi, By)
i=2
k
fos(v1, B) = fos(v1, B1) + Y fo6(vi, Bi)
i=2
k
f26(v1, B1) + Z Jo1(vi, By)
fs3(vr, B1) + min  § fas(vn, Br) + Z fa6(vi, B;)
ot z;ﬁh
f53(01731)+th:ann . far(vs, Bj) + fa0(vn, Bp) + Z fa6(vi, B;)
' ]7’5}7' ' z;é]h
f53(v1, B1) + hlm) f53(vs, Bj) + fae(vn, Bp) + fae(vi, By) + Z Ja6(vi, Bi)
J#h 3#L, hsﬁl 7«7£J %L l
fa6(v1, B) = min
fs53(v1, B1) + _hmln 3(vj, Bj) + fs2(vn, Br) + fs2(vi, By) + Z Ja6(vi, Bi)
ol il
fs3(v1,B1) + mln f53(vs, Bj) + f23(vp, By) + fas(v, B) + Z f26(vs, Bs)
ol il
k
fs3(v1, B1) + mln fas(vn, Br) + fas(vi, B) + fag(vs, Bs) + > fso(vs, Bi)
h;él h;é;: z;’és it
f53(’111731)+]h11311n . for(vj, Bj) + fag(vp, Br) + fag(vi, Bi) + fag(vs, Bs) + Z fso(vs, Bs)
J#R. ¢’¢’s i s
WAl hats 1ts
for(v1, B) = far(v1, B1) + Zle('U'Lsz)

1=

Tabla 4.18: Caso |V (K)| > 5 para ROLDB.
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A partir de las férmulas mencionadas, es inmediato ver que para cada una de las nueve
funciones f; con j € {19,...,27}, podemos computar f;(vy, B) de (LOLD); para todo
ie{l,...,k} en tiempo O(k).

El siguiente resultado se puede probar de una manera similar al Teorema 4.12.

Teorema 4.18 Dado B un grafo block, el Algoritmo OLDB computa en tiempo lineal yorp(B)
st existe un conjunto de localizacion-dominacion abierta en B o retorna oo en caso contrario.

4.6. Calculo del nimero de localizaciéon-dominacion to-
tal

El algoritmo RLT DB debe computar las funciones principales f;(v1, B) con j € {28,...,32}.
Para poder hacerlo necesitamos para todo i € {1,...,k} las funciones principales f;(v;, B;)
para j € {28,...,32} y las funciones auxiliares f;(v;, B;) para j € {54,55}.

Teorema 4.19 Consideramos un grafo block B y V(K) = {vi,va,...,vx}. Sea C un con-
gunto en V(B) y C; = C NV (B;) para todo i € {1,2,...,k}. Luego, C' es un vi-almost
congunto de localizacion-dominacion total en B que tiene las propiedades LT D, CO y OF N
si y solo si C; es un v;-almost conjunto de localizacion-dominacion total en B; para todo
i€ {1,2,...,k} y se satisface uno de los siguientes conjuntos de afirmaciones:

(i) Cy es CO, ADJ y OFN, existe j # 1 tal que C; es CO y ADJ y C; es CO y ADJ para
todov1#1,7.

(i7) Sik >3, Cyes COyOFN, existe h # 1 tal que C, es CO, eziste j # 1,h tal que Cj
es COy ADJ, C; es CO y ADJ para todo i # 1,h, j.

(#ii) Sik >3, Cy es COy OFN, existe j # 1 tal que C; es CO y ADJ, existe h # 1,5 tal
que Cy es CO y ADJ y C; es CO y ADJ para todo i # 1, j, h.

(iv) Sik >4, Cy es COy OFN, existe j # 1 tal que C; es CO y ADJ, existe h,l # 1, h # 1
tal que Cy, C; son CO y C; es CO o ADJ para todo v # 1,3, h, 1.

(v) Cy es COy OFN y C; es CO y ADJ para todo i # 2.

(vi) Cy es CO y OFN, exziste h # 1 tal que C), es CO y ADJ y C; es CO y ADJ para todo
i #1,h.

(vii) Sik >3, Cy es CO y OFN, existe h,l # 1, h # 1 tal que C},, C; son CO y C; es CO o
ADJ para todo i # 1, h, 1.
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Demostracion: Sea C' un vi-almost LT D-conjunto que satisface LT D, CO y OF N.

Por la Observacién 4.4 tenemos que C; es un v;-almost LT D-conjunto en B; para todo
i. También podemos observar C} es CO ya que C' es CO y v; € V(By). Més atin, como C' es
OF' N, existe tinico w € V(B) tal que N(w)NC = {v;}.

Supongamos que w = v; para algin j # 1, luego C; es OFN, C; es CO para todo
i# 1,5y C; es ADJ. Méas atin, si C; es CO, entonces C; es ADJ para i # 1,7. Ademds,
como N(v1) N C NV(B;) = 0 para todo i #1y C es LTD, tenemos que C; es ADJ, y se
verifica (7). Ahora bien, si C; es C'O, a partir del Lema 4.6 existe a lo sumo un h # 1, j tal
que Cy, es ADJ y tenemos (@z)

Ahora, si w € V(By) luego Cy es OF N. Tenemos que analizar diferentes casos.

En primer lugar, consideramos que existe j # 1 tal que C; es CO y ADJ, tal j es tinico
por Lema 4.6. Como C; es OF N, existe h # 1, j tal que C}, es CO.

Si C; es CO para todo i # 1,h, C; es ADJ para todo i # 1,5, h ya que C es LTD y oF
estd separado de v;. Ademés, como Cy es OF N, tenemos que C}, es ADJ y tenemos (ii7).

Supongamos ahora que existen al menos dos h,l # 1,7, h # [ tales que C} y C; son CO.
Luego C; es CO o ADJ para todo i # 1, j, h,l, lo que prueba (iv).

Ahora, si C; es CO o ADJ para todo i # 1, tenemos tres casos.

Si C; es CO para todo i # 1, luego C; es AD.J para todo i # 1 ya que el vértice favorecido
por v; pertenece a V(By) y como C es LTD y N(v;) N C NV (B;) = 0 para todo i # 1,
tenemos que Cy es ADJ y se prueba (v).

Si existe tinico h # 1 tal que Cj es CO, luego C; es CO y ADJ para todo i # 1, h. Més
aun, como C7 es OF N tenemos que Cj, es ADJ y (vi) se satisface.

Finalmente, si Cj, y C; son CO para ciertos h,l # 1, h # [, C; es CO o ADJ para todo
i # 1,h,1y se verifica (vii).

k

Reciprocamente, sea C; un v;-almost LT D-conjunto en B; para todo i y sea C' = U C;.

Vamos a probar que C' es un v;-almost LT D-conjunto en B con las propiedades LT D CO
y OFN.

Observemos que C' es C'O ya que C; es CO en todos los conjuntos de afirmaciones de (7)
a (vii). También, es inmediato chequear que C' es OF N.

Para probar que C' es LT D necesitamos verificar que si u,v € V(B), dist(u,v) < 2
k
estdn dominados y separados por C. Por el Lema 4.5, si u,v € V(B) — [J{v:}, u y v estan

=1
dominados y separados por C. Ahora, sean u,v € V(B), d(u,v) =2y u € V(K). Entonces
v e V(B;) — {v;} para algin i y u = v, para algun r.

Como C sélo debe separar los vértices en V(B) — C resulta r # 1.

Sii # 1, como C) es CO en todos los casos de (i) a (vii), se tiene que v, € (N(u)NC) —
N(v) y uy v estdn dominados y separados. Sii = 1, en (i) y (27) Cy es OF N, entonces existe
we (Nw)NC)—N(u)—{v1} y uy v estan dominados y separados. En los restantes casos,
C, es ADJ o existe h # 1,7 tal que v, € N(u) N C, asi v y v estdn dominados y separados.
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Ahora, sean u, v

€ V(B), dist(u,v) =1, u e V(K)yv ¢ V(K). Luego, v € V(B;) — {v;}

para algin i y u = v;.

Nuevamente consideramos i # 1. En todos los casos de (i) a (vii) Cy es CO y uy v

resultan dominados

Finalmente, sean u = v; y v = v; para ¢ # j y v;,v; ¢ C. En todos los casos de (i) a

y separados.

(vii), C; y Cj son CO o ADJ. Luego u y v estan dominados y separados.

Se ilustra la demostracion de este teorema en las Figuras 4.8, 4.9 y 4.10.

Corolario 4.20 Con la notacion del Teorema 4.19, tenemos lo siguiente:

m 51 k=2,
fas(vi, B) mzn{

w5t k=3,

fog(v1, B) = min

w5t k>4,

fag(v1, B) = min

En forma similar se obtienen las restantes funciones principales f;(vi, B) para j €
{29, ...,32}. Dichas funciones se encuentran en las Tablas 4.19, 4.20, 4.21, 4.22, 4.23 y

fo3(v1, B1) + f32(v2, B2)
fs1(v1, B1) + f31(v2, B2)
f51(v1, B1) + fas(v2, B2)

f23(v1, B1) + min{ f32(v2, B2) + f31(v3, B3), f31(v2, B2) + f32(v3, B3)}
fs2(v1, B1) + min{ fs3(v2, B2) + fs4(vs, B3), fs4(v2, B2) + fs3(v3, B3)}
far(v1, B1) + min{ f32(v2, B2) + fa6(v3, B3), fa6(v2, B2) + f32(v3, B3)}
fs1(v1, B1) + f31(v2, B2) + f31(v3, B3)
fs1(v1, B1) + min{ fa(v2, B2) + f31(vs, B3), f31(v2, B2) + fas(vs, B3)}
fs1(v1, B1) + fag(vz, B2) + fag(vs, B3)

k
fo3(v1, B1) +j Igl'n . {f32('Uj7Bj) + > f31(vi,Bi)}
=2,..., i=2
i#]
k
f52(v1,B1)+]_hm21'n . f53(vn, Br) + fsa(vj, Bj) + > far(vs, By)
h=2,....k i=2

j#h i#gh

k

f51(v1, B1) + ; hml'n . {f46(vh7 Bp) + f32(vj, Bj) + > f31(vs, Bi)}
Jh=2,..., i—2
i#£]

k
f51(01731)+jhlmfﬂ . f32(vj, By) + fas(vn, By) + fas(vi, Bi) + > fss5(vi, By)
i—2

,,,,,

ST 1=
JF#h,jF#Lh#l i#5,h,1

k
fs1(v1,B1) + 22 f31(vs, Bs)

k
fs1(vi, B1) + min {f46(vh: Bp) + > fs1(vi, Bi)}
=2, =
i%h
k
fs1(v1,B1) + . lgll'n . {f48(vh,3h) + fag(v, Bl) + 32 f55(v¢,Bi)}

,,,,, 1=2
1#h,l

4.24, en el Apéndice se encuentra una explicacion ilustrativa.
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4.6. CALCULO DEL NUMERO DE LOCALIZACION-DOMINACION TOTAL

v; es el vecino favorecido por vy

B co B;

Cjes CO Cjes CO
Bl co Bj Bl co B]
ADJ o5 ADJ
co a co co 2 co
OFN ¢ AD7J OFN 2=t ADJ
~==< o7 =<\
/< PN v

Figura 4.8: Teorema 4.19. Casos (i) y (i7).

Funcién Funcién
f23(v1, B1) + f32(v2, B2)

fos(v1, B) = min  f51(v1, B1) + f31(v2, B2)
fs1(v1, B1) + fae(v2, B2)

) Ba)

) Ba)

f32(v1, B1) + f23(v2, B2)
fa0(v1, B) = min q fao(v1, B1) + fao(vz2, B2)

f31(v1, B1) + fae(ve, B2)
f31(v1, B1) + f30(v2, B2)
f53(v1, B1) + fae(ve, B2)
fa2(v1, B) = fa2(v1, B1) + f3o(vz, B2)

Tabla 4.19: Caso |V(K)| =2 para RLTDB.

f23(v1, B1) + f31(v2,

( _ .
fs2(v1, B1) + fae(vz, fa1(v1, B) = min

f29(v1, B) = min
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El vecino favorecido por vy estd en V(By)

C;es CO,ADJ

B;
co o
OFN _ W ADJ
&g }
v Z XK w;
2N J
/ 4 - - =~ ~ N .-
I - ——---- ® co Bn
Uh

B,

Figura 4.9: Teorema 4.19. Casos (iii) y (iv).

Funcién

f23(v1, B1) + min{ f32(v2, B2) + f31(vs, B3), f31(v2, B2) + fa2(vs, B3)}

fs52(v1, B1) + min{ fs3(v2, B2) + fs4(vs, B3), fsa(v2, B2) + f53(v3, B3)}

f51(v1, B1) + min{ f32(v2, B2) + fae(v3, B3), fae(v2, B2) + f32(v3, B3)}

f51(v1, B1) + fa1(va2, B2) + f31(v3, B3)

f251(v1, B1) + min{ f46(v2, B2) + f31(v3, B3), f31(v2, B2) + fae(v3, B3)}

f51(v1, B1) + fag(ve, B2) + fag(vs, B3)

fs2(v1, B1) + min{ f32(v2, B2) + fa6(v3, B3), fa6(v2, B2) + f32(v3, B3)}

f23(v1, B1) + f31(v2, B2) + f31(vs3, B3)

f52(v1, B1) + min{ fa6(v2, B2) + f31(v3, B3), f31(v2, B2) + fae(v3, B3)}

fs2(v1, B1) + fag(v2, B2) + fas(vs, B3)

f31(v1, B1) + min{ f32(v2, B2) + f23(vs, B3), f23(v2, B2) + f32(vs, B3)}

f32(v1, B1) + min{ fo3(v2, B2) + f31(v3, B3), f31(v2, B2) + f23(v3, B3)}

fao(vi, B) = min { fao(vi, B1) + f3o0(v2, B2) + f30(vs, B3)

f31(v1, B1) + min{ fa6(v2, B2) + f31(vs, B3), f31(v2, B2) + fae(v3, B3)}

f53(v1, B1) + fag(vz, B2) + fag(vs, B3)

f31(v1, B1) + f30(v2, B2) + f30(v3, B3)

f31(v1, B) = min § fs3(v1, B1) + min{ fae(v2, B2) + f31(v3, B3), f31(v2, B2) + fae(v3, B3)}
f53(v1, B1) + min{ f32(v2, B2) + f23(v3, B3), f23(v2, B2) + f32(v3, B3)}

f32(v1, B1) + f30(v2, B2) + f30(v3, B3)

fos(v1, B) = min

f29(1117 B) = min

Tabla 4.20: Caso |V (K)| = 3 para RLTDB.




4.6. CALCULO DEL NUMERO DE LOCALIZACION-DOMINACION TOTAL

El vecino favorecido por v est en V(By)
C;es CO o0 ADJ VY i

V(K)nC| =1 V(k)NC| =2 V(K)nC| >3
B co
ADJ 100 ADJ CO OvAD
CO ADJ\ R ) o ?( COVAD
AD] OFN M OFN ~ \%
OFN =<k /o oo =04DJ =
// - /\« N : \
CO WY _ _____"f < COGY ————-—— e CO co # —————— ® Cco
A% 6@3 A QAD., s} (
............... B "--....‘.--" Bh Bl AEETTE TR A B
(v) g (vi) (vit) "

Figura 4.10: Teorema 4.19. Casos (v), (vi) y (vi7).

Funcién
fez(vi, B1) + ,mfn {f32(v;, Bj) + > fai(vi, Bi)}
=2,3,4 i=2,3,4,i#]
fs2(v1, B1) + ) j,s:z,3,&123',#3,#3“53(vi’Bi) + f5a(vj, Bj) + far(vs, Bs)}
f51(v1, B1) + A N #”#S{f%(vi,B')+f32(vj,Bj)+f31(vs,Bs)}
f2s(v1, B) = min fs1(v1, B1) + n%m {f32(vj, Bj) + 232;1 fas(vi, Bi)}
i= i#£j
fs1(v1, B1) + f31(v2, B2) + f31(v3, B3) + f31(v4, Bs)
1(v1,31)+ min {f46(”]’ )+ > fai(vi, Bi)}
=23 i=2,34,ij
f51(v1,B1)+ mln {f55(v]7 i) + > fas(vs, By)}
i=2,34,i%;
fs2(v1, B1) + A U py S{f32(vini)+f46(vijj)+f31(1)57Bs)}
f52(v1,B1)+ min {fs2(vj,Bj) + > fas(vi, Bi)}
1=2,3,4,i#j
fao(v1, B) = min { f23(vi, B1) + f31(v2,32) + f31(v3, B3) + f31(va, Bs)
2(v1,31)+ in {f46(% )+ > fai(vi, Bi)}
1=2,3,4,i#7
f52(v1,B1)+ min {f55(v], i)+ > fas(vi, By)}
=2,3 1=2,3,4,i#j

Tabla 4.21: Caso |V(K)| = 4 para RLTDB.
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Funcion
f31(v1, B )+Z]S 234#“#3# {f32(vi, B;) + fa3(vj, Bj) + f31(vs, Bs)}
fa2(v1, B1) + H%m {fa3(vj, Bj)+ > fa1(vi, Bi)}
1=2,3,4,i#j
o(vl,Bl)+f30(v2,32)+f30(v3733)+f30(v4,34)
roon, ) = min { (013 iy (i, B+ X s B)
1=2,0,4,1F]
f31(v1,B1)+ min {f32(v]7BJ)+ > fas(vi, Bi)}
1=2,3,4,i#j
f5a(v1, )+f48(v2732)+f48(1]3:B3)+f48(v4:B4)
fsa(v1, B1) + rgm {fs1(v;, Bj) + > fas(vi, Bi)}
1=2,3,4,i#7
f31(vi, B1) + f30(v2, B2) + f30(v3, B3) + f30(va, Ba)
fsa(v1, B1) + fgm {fas(v;, Bj) + >0 fai(vi, By)}
1=2,3,4,i#j
fs1(v1, B) = min § fsawr, Br)+ oy {fa2(vi Bi) + f3(v5, Bj) + far(vs, Bs)}
fsa(v1, B1) + rgln {fsa(v;, Bj) + > fas(vi, Bi)}
1=2,3,4,i#j
fsa(vi, B1) + fag(v2, B2) + fas(v3, B3) + fag(va, Ba)
fa2(v1, B) = fz2(v1, B1) + f30(v2, B2) + f30(v3, B3) + f30(va, Bs)

Tabla 4.22: Caso |V (K)| = 4 para RLTDB.

A partir de las férmulas de las Tablas anteriores, es inmediato ver que para cada una de
las cinco funciones f; con j € {28,...,32}, podemos computar f;(vi, B) de (LLTD); para
todo i € {1,...,k} en tiempo O(k).

El siguiente resultado se prueba de manera similar al Teorema 4.12.

Teorema 4.21 Dado B un grafo block, el Algoritmo LTDB computa en tiempo lineal
Yrrp(B).
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Funcién

k

fas(v1, B1) +], min {fSQ(UijJ’) + > f31(vi7Bi)}
=2,..., i=2
i#£]

k
fs2(v1, B1) +, Jom g f53(on, Br) + fsa(vj, Bj) + X2 far(vi, Bi)
TR iih
k
f51(v1, By) +j hElen . Jas(vn, Br) + fa2(vj, Bj) + > fs1(vs, Bi)
T i
f2s(v1, B) = min
( ) fs1(vi, B1) +
Jyh1=2,... =2
JER AL AL it

fs1(v1, B1) + i f31(vi, Bi)
=2

k
 min 4 f32(v5, Bj) + fas(vn, Br) + fas(v, Bi) + 2 f55(vini)}

k

f51(v1, B1) +], rgfn . {f46(vj,3j) + > f31('Ui7Bi)}
=2,..., i=2
i#£]

i#4,h

k
f51(v1, B1) + N lle'H . {f48(vhvBh) + fas(v, B)) + X2 fss(vi,Bi)}
J=2,...,k i=2
h£l

=2,...,

i=2
i#J,h

. {f46(vh:Bh) + f32(vj, Bj) + Zk: f31(vi7Bi)}

.....

Chin 1=
J#h,j#£LhAl 1#5,h,1

k
fao(v1, B) = min § fag(vi, B1) + 3= fs1(vi, Bi)

=2

k:
f52(vl’Bl)+jh?3i2n . f32(vj, Bj) + fag(vn, Bp) + fas(vi, Bi) + Z:Q f55(vini)}

-----

k

fs2(v1,B1) +  min {f46(vj:Bj) + > f31(’Uz’,Bi)}
J=2,..,k i=2
i#£]

k
f52(v1, B1) + , i {f48(vh73h) + fas(v, Br) + X f55(vi,Bi)}
= 1=2
hi

i#4,h

Tabla 4.23: Caso |V (K)| > 5 para RLTDB.
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Funcién
fs1(v1,B1)+  ~ min fa2(vj, Bj) + fa3(vn, Bn) + > f31(vs, Bs)
j.h=2,...k,j#h 1=2,...,k,i#j,h
fa2(v1,B1) + min < faz(vp, Bp) + > f31(vs, By)
h=2,...,k i=2,...,k,i#
k
> f30(vi, By)
i=1
f31(111,B1)+ min { e(vh7Bh)+ Z f31(vini)}
=2,..., =2,...,k,i#Zh
f30(v1, B) = min f31(v1731)+jhlr?:1'121 . f32(vj, Bj) + fas(vn, Bp) + fas(vi, By) + fas(vs, Bs) + Z fs5(vi, Bi)
J#N AL #s il
Wl hats 1ts
f31(v1, B1) + _hlml'2n . f32(vj, By) + fas(vn, Bp) + fag(vy, By) + Z f31(vi, By)
Thy AL il
f54(1)1731)+hl13fn . fag(vj, Bj) + fas(vn, Bn) + fas(vi, By) + Z J55(vi, Bi)
hL, h;é; I#s z;é],h,,l
f54(v1731)+ fas(vn, Br) +f48(UZ7Bl)+ > f31(vs, By)
,k,h#l =2,...,k,i#h,l
fa1(vi, B1) + Z f30(vs, Bs)
1=2
fsa(v1,B1)+ min < fae(vn, Bp) + > f31(vi, By)
h=2,...,k i=2,...,k,i%h
k
> f30(vi, By)
=1
fsa(vi,B1)+ ~ min f32(vj, Bj) + fa3(vn, Bp) + > f31(vi, Bi)
Goh=2,.m ke, i=2,.. kyi#j h
fa1 (vl, B) = min k
fsa(vi, B1) + hlmiQn " f54(vj, Bj) + fag(vn, Br) + fag(v, Bl) + >0 fa1(vi, Bi)
A i
f54(v1,B1)+hlgmfn & fas(vj, Bj) + fag(vn, Bn) + fas(vy, By) + Z fo5 (v, Bi)
htl hts, s itg, h l
f54(v1,B1)+jhllgl:1'I21 . f32(vj, By) + fas(vh, Bp) + fas(vi, By) + fas(vs, Bs) + Z f5 (v, Bi)
JER, AL Es il
h#l,h#s,l#s

f32(v1, B) = fs2(v1, B1) + Zi:z f30(vs, Bs)

Tabla 4.24: Caso |V (K)| > 5 para RLTDB.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES

En esta tesis nos centramos en el estudio de cuatro variaciones del Problema de Do-
minacion y Separacion en grafos: los problemas de cédigo de identificacién, localizacion-
dominacion, localizacién-dominacién abierta y localizaciéon-dominacién total en grafos.

Entre los desafios relacionados con ellos nos propusimos tres lineas de trabajo que nos
permitieron determinar o aproximar el cardinal del minimo cédigo o conjunto asociado a los
cuatro problemas.

Por un lado, utilizamos técnicas polidrales para los grafos estrellas, bipartitos completos,
p-partitos completos con p > 3 y las k-coronas generalizadas de un grafo G = (V| FE)) donde
k = (ki,ka, ... k) € Z'X‘ con k; > 2. De este modo obtuvimos el X-poliedro para X &€
{ID,LD,LTD} (no existe un OLD-conjunto para estas familias de grafos). Esto permite
resolver el X-problema para cualquier vector ¢! € RL‘:‘ de pesos, consiguiendo cuando ¢ = 1
el correspondiente X-nimero. También en el caso de los caminos y los ciclos, el enfoque
poliedral nos permiti6 identificar todas y cada una de las desigualdades que definen facetas
con coeficientes 0, 1,2 del X-poliedro cuando X € {ID, LD,OLD}. M4s atin, describimos el
LT D-poliedro para estas dos familias de grafos. Teniendo en cuenta evidencia computacional
sobre el X-poliedro en caminos, presentamos:

Conjetura 5.1 Si P, es un camino de al menos n > 10 vértices entonces el X -poliedro
cuando X € {ID,LD,OLD} se describe mediante las desigualdades en Qx(P,) y las de-
sigualdades de la forma ax > 2 con «; € {0,1} para todo i € V(P,).

Por otro lado, estudiamos el X-nimero con X € {ID, LD, OLD, LTD} para los grafos
soles completos y co-soles analizando la estructura de estos grafos. Obtuvimos cotas en el ca-
so del LD-ntimero para ambas familias y para el LT D-ntimero de los co-soles. Es importante
destacar que estas cotas son alcanzadas en ciertas instancias. En los restantes casos, consegui-
mos el valor exacto de los X-ntimeros correspondientes. También, a partir del agregado de un
vértice universal a un grafo, conseguimos el X-ntimero con X € {ID,LD,OLD, LT D} para
los grafos fan y wheel. Ademads, obtuvimos cotas para el X-nimero con X € {OLD,LTD}
de los cuadrados de ciclos y caminos que son alcanzadas en instancias particulares.

Por 1ltimo, presentamos algoritmos que en tiempo lineal determinan el X-ntimero en
grafos block para X € {ID,LD,OLD,LTD}. De este modo, proporcionamos una subclase
de grafos cordales para los cuales se pueden resolver los cuatro problemas en tiempo lineal.

Maés atin, observemos que los arboles son exactamente grafos block con cliques de tamano
2 y por tanto resultan la interseccion entre los grafos block y los grafos bipartitos. Por lo
tanto, nuestro resultado provee un algoritmo en tiempo lineal que encuenta el O L D-ntimero
y el LT D-nimero de un arbol hasta ahora desconocido.

También, nuestros algoritmos para grafos block, pueden modificarse de modo de en-
contrar en tiempo lineal el X-conjunto para el cual el X-ntimero se alcanza con X €
{ID,LD,OLD, LTD}. Esto puede hacerse simplemente teniendo en cuenta cuéles son los
vértices donde el minimo de las funciones se alcanza. Ademads, si los vértices del grafo block
tienen asociados pesos, los algoritmos pueden modificarse facilmente de modo de obtener el
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X-conjunto de minimo peso cambiando en la Tabla 4.3 los valores 1 por los valores de pesos
correspondientes.

Finalmente, es interesante analizar si ideas similares pueden adaptarse a otras clases
de grafos con estructuras similares, como por ejemplo los cactus (grafos para los cuales
todo subgrafo maximal 2-conexo es un ciclo) o los grafos block-cactus (grafos en los cuales
todo subgrafo maximal 2-conexo es una clique o un ciclo). En ambos casos la existencia de
un algoritmo en tiempo lineal para estos problemas estd avalada por el meta-teorema de
Courcelle et al. [20].
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CAPITULO 6. APENDICE

Resumen

En este apéndice, proporcionamos figuras que ilustran las pruebas de los Teoremas corres-
podientes al Capitulo 4.
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6.1. ILUSTRACION CORRESPONDIENTE A LOS RESULTADOS DEL N UMERO DE
CODIGO DE IDENTIFICACION.

6.1. Ilustraciéon correspondiente a los resultados del
numero de codigo de identificacion.

Cjes CO,ADJ C;es CO o ADJV i

Célculo de v, oo aps 7w (v1, B): cuatro casos.

co
(() 4D7 AD.J

= O
co O
ADI} 777777 ‘EADI

Célculo de vrp oo ap7(v1, B). || Céleulo de v oo 257 7w),, (V15 B)-
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VE)NC| =0 VE)NC| > 2

l — T

VK)NC| =1
By co BJ' B,
e ADJ i cO
g KQQJ ig/ ADJ
e L 2==d -0 (¢]
I - ALy
7 ~ N 7 .
[ S T~ gIDCO TO % T ~<~aIDCO TO e IDCO_
Aps < ::ADJ Aps% f4DJﬁ\C4DJ& of\DIEN
v Vi
................ By n By
Célculo de v, , &5 4p(v1, B): ocho casos.
[VK)NC| =0 V(EK)NC| =1
Cies ADJV i#1 Cjes CO,ADJ, j#1,h Cyis CO
IDTO — o
. N -
X b J co J/Q A SP7 ZQA
D TSN N > ~ -l >
o - ~ Yo T - S Ipco TO~Y — _ _ _ _ IDCcO CO Y _ _ _ _ _ _ ~e /D CO
%(J()d‘ 77777 ol AD} ””” 17 aps ApsS \:,,ADJF]\' Aps® 17 ADJFN
_________________________________ - B ;1 By
VEK)NC| > 2
Cies ADJVi#1 Cjes CO,ADJ, j# 1,h Cjes CO,ADJ

co €O
ADJ ADJU
o, ADT )

B, B

Célculo de v &5 apyy,, (U1, B): siete casos.
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6.1. ILUSTRACION CORRESPONDIENTE A LOS RESULTADOS DEL N UMERO DE
CODIGO DE IDENTIFICACION.

v; es el vecino favorecido por vy El vecino favorecido por vy estd en V(By)

co
B, ADJ

C()AD J

VK)NC| =1 (K)nC| > 2

/ //\

Célculo de v(co,4pJ,FN), b (v1, B): cienco casos.

C;es CO, ADJ Cies CO 0 ADJY i

ADJ #|Z — - — — — - \\o CO By,

V)N C| > 2

Calculo de Y(CO,ADJFN) 1 (v1, B): cuatro casos.
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CAPITULO 6. APENDICE

B, IDCO
ADJ _
o _a DCO
ADJ ADJ
P S
RN

Célculo de W(%’W)ID (’Ul, B)

El vecino favorecido por vy es w

Céleulo de (0o 757,r Ny, (U1, B): dos casos.

6.2. Ilustraciéon correspondiente a los resultados del
nuimero de localizacion-dominacion.

B LD
co
co &ig)}/ LD
ADJ N7
g o252 co
1/\\’\//\ 5
N

Célculo de 0o 457,73, (v1, B): un caso.

Célculo de Y(COAD) Lo (v1, B): un caso.
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6.2. ILUSTRACION CORRESPONDIENTE A LOS RESULTADOS DEL NUMERO DE

LOCALIZACION-DOMINACION.

vj es el vértice favorecido por v;

(0

El vértice favorecido por vy estd en V(By)

(K)ncl= VE)NC| > 2
/ \
Cjes CO,ADJ Cies COo ADJV i
cov ADJ B; B COV ADJ

ST X A covapj
7 — 7 \{ ~ 4
v ~ . _ Vj f ***\j;)(
N A ~ RN
PR \ B , /\/\\ N
———————— e cO By C’()\/A@: -——-- _\QCO Bn
U, Yn

Célculo de v(co,ApJ,FN), p (V1, B): cuatro casos.

Cies COo0o ADJ Vi
\

[V(K)nC| >2

OV AD
CO
F\ COvV ADJ
- <) /X

cov A@ ——————— Q co By,
h

Célculo de ¥(co ApsFN) .0 (v1, B): tres casos.
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CAPITULO 6. APENDICE

El vértice favorecido por vy es w

Céleulo de oo a7, FN), , (V1 B): dos casos.

V(E)nCl=0 V(E)NC|>1

V(E)NCl=1 V(K)YNC|>2

N A

Cies ADJ VY i#l Cjes CO,ADJ, j#1 Cies CO o ADJ VY i#1

< ~
\/\ PR

< /
—_ /- = /
CO 4= CO CO i\ 7 _ _ _ _ _ ‘o CO#=--—-—--- fefe CO&F — - ——— - - ® Co
7777777 co
ADJ {F\ ADJ A\ W Uh w ................ U,
h

co B, GOV AD. OV ADJ
ADJ o
o, : co
R A apg \) @1 7 _@ADJ
4 > o
Uy

Célculo de Y(C0,ADI) Lo (v1, B): cinco casos.
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6.2. ILUSTRACION CORRESPONDIENTE A LOS RESULTADOS DEL NUMERO DE

LOCALIZACION-DOMINACION.

N

Cyes CO,ADJ

[V(K)nCl=1 [V(K)nC| =2 V(K)nC|=1 V(K)nC|>2
co co
B ADJ B; B; GOV AD. . B, ADJ B, OV AD.
co w co o _X % co ~-R co o _X COV ADJ
ADJoe 242X L -0 ADT Y A w07 2L o i) e 4724k ox
Y NP T RN AN Tl
A - Y Wl Pt AN P AN
- S~ 1P P To IN-7 SO0 co D AN
coO o o _ _ \¥ co a0 ~ co B, | aprEE--——-—-_—__[C ~ CO g1 _ _ _ ____[ ~ el0)
ADJ o® 7% Bn Bico# 6 B ! o N Bn BT Y 0 B
B,
0 \>X
AN
s P NN
P \\\\
B’ ______ {
Cies COo0o ADJ Vi
[V(E)NCl =0 V(E)nC| > 1

c()
LD el ’
COc: o) ;== \
/Ll 2L

AD.
B, cov

co Q/J COVADJ
ADJx 5 ;== <t =X
s -
Y - .

P N -
/ / PR ~ o \
covADEF —— - - — - —[- \f)o Co By
h

Célculo de v, ;, #5(v1, B): seis casos.
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CAPITULO 6. APENDICE

6.3. [Ilustracién correspondiente a los resultados del
numero de localizacién-dominacion abierta.

w es el vértice favorecido por vy

w = v; w e V(Bl)
co cO
AD] AD
(() F() cO
ADI()F&/ _04 ADJ()F\, — ADJ
,U1 /\ vj /u ,\

-~

Célculo de o6 2570 (v1, B): dos casos.

o
B o ADJ o B co

¢o oLD

ADJ OFN \ ADJ 107 g A L
—=Ls 2T oo

11 ’blpE i\ .

/ RN/

<
o

Céleulo de Voo a57. 57w (v1: B)- || Cdleulo de v&5 157, (V15 B)-
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6.3. ILUSTRACION CORRESPONDIENTE A LOS RES ULTADOS DEL N UMERO DE
LOCALIZACION-DOMINACION ABIERTA.

Cjes CO,ADJy |VIK)NC| >2

Yo o
UAD.J OFN

VE) N C| =1 V(E)NC| =2 [V(E) N C\ >3
B 0 B
AD] ADJ
oLD co o co co A )
co on\ ADJ  ADJ ()F]\ oy OFN e .
LTS
1‘ /\ - o TN -
- ;SN N~
0 ¥ 0 O Co To &= ___ ,\,\:\. 5B co &
Aps Q)T T T T T T ADJapy @ T T T T 7T ‘,U]ADJ ADJ vy, OFN )
v . .
................................... By, B, B,

Célculo de 75, p 0o oFn (V1, B): siete casos.
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132

Cjes CO,ADJ, j#1 C, es CO,ADJ Cies CO o0 ADJY i
ME)NCl =1 VE)NC| =1 ME)NCI <1

co

OLD
Aps & v, CO OFN

---------------------------------- B

VK)NC| =0 VK)NCl =1

OLD

Cjes CO,ADJ, j#1
V(K)nC| > 2

Cies CO o ADJ Vi
[V(K)nC|>2

V(E)NC| >3

~

B
B co B,
\:)1// COV ADJ
e V/
~o_ -
e A
e b co
O €)= ------ o ADJ
B ADJ v, OFN OFN 0,
B e BB B,B;

Célculo de v, p oo (v1, B): doce casos.




6.3. ILUSTRACION CORRESPONDIENTE A LOS RESULTADOS DEL NUMERO DE

LOCALIZACION-DOMINACION ABIERTA.

vj es el vértice favorecido por vy

V(K)NC| =2
\

Cies ADJ, i#1,j

co w co
OFN 4D 7
vf \/ -~ V
o ADD/G‘_ ______ @D‘]

El vértice favorecido por vy estd en V(Bi)

Cjes CO,ADJ

El vecino favorecido por vy estd en V(Bj)

Cies CO o0 ADJ VY i

V(K)nC|= V(KYNnC| >3

;F/ AN\ BENR

Pl ,/\\ N /7T >
o No-7 - ~ 133
ADs - ————--- 9 CO0 B B CO&<------ ® co Bn
A@ QDJ " l % on

Célculo de vco0,apJ0rN(v1, B): ocho casos.




CAPITULO 6. APENDICE

V(K)NC| =2
co
B, "0V AD. B;
&\Zi)) coN\_x ./ @0
_ " ~ADJ OFN, _ )
B 1;0 o <=4 o7
j P~ R
s "~ N .
- . , — SO N
: N - <~ K
ADL,& ———————— >OADJ B, Bico#F------- ~e co By
Vh v Uh

V(E)NC| >3

OV AD
orn ) SR covapg
4 =X
/ .

-
S N

Célculo de vop 4psoFN(v1, B): cinco casos.
2

134



6.3. ILUSTRACION CORRESPONDIENTE A LOS RES ULTADOS DEL N UMERO DE
LOCALIZACION-DOMINACION ABIERTA.

V(E)NC|=1
/ / ___
C;es ADJ Y i#1 Cjis ADJ
OLD
B co
o &/&Q)) o @ co
ADJ ., - ' o CO 7
52>k o co
%, /j /\/\ . v “'*‘T‘OAD’
Sl NTH
! - ~ \
OLD - ~ OLD
il % QU i o
09 @O 49/ ______ GIE)D
et . . Uh
' h By,
V(E)NC| =2

Cies CO o ADJ, i#1

B, CO
CO vV ADJ
co () “s \

/’U ,\
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Céleulo de v&5, apg)o,., (V1, B): ocho casos.




CAPITULO 6. APENDICE

6.4. [Ilustracién correspondiente a los resultados del
numero de localizacién-dominacion total.

Primero observamos que las funciones vco,4p.,0FN, Yoo, Aps0FN: Y00 AD7.0FN Y V0O ADT.OFN
son iguales para el OLD-problema y el LT D-problema.
A continuacién presentamos las figuras asociadas a los restantes nimeros para el LT D-

problema.

Cjes CO,ADJ y |V(K)NC| >2

V(K)nC| =1 V(K)NC| = V(K)NC| >3

A U/\/\

A < B, 4%01 €OV AD,
CO AD. co Kelel KS/LQ)/) co CO UCO Vv ADJ
OFNg. @ OFN, _ >\ ,ADJ OFV 92>
U /\ * _ -

=S
5
\
/é’\
"=
9
Eo
=q
53
Q
\\
\
\
/
//
/a
o
m?%
= ~
W Q
3
\ﬁ\ﬁg/
N
Lo
S
H I
H I
& |
-
|
3
>

Célculo de v, 1p oo 57N (V1, B): cinco casos.
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ILUSTRACION CORRESPONDIENTE A LOS RES ULTADOS DEL N QMERO DE
LOCALIZACION-DOMINACION TOTAL.

Cjes CO,ADJ, j#1 Cyes CO,ADJ Cies COo0 ADJ Vi
V(K)nC| =1 V(E)NC| =1 V(K)ncl<1
co co
By, w B Bi ADJ B, w
4D J - ADJ AD 7 7Q ACL?/ Ab T
1)19} 3 v;
CO ADJ o po4DJ
4D} ______ ‘E()F\ ADJ} _______ ?/
.................. B
[V(K)NC|=0
LTD
co
LTD K\f)) LTD
coc -0 €O
/U /\
LTD N LTD
m(f 7777777 © o
C;es CO,ADJ, j#1
V(K)NC|>2
B
By - o J
co X J aps
o PO “u;
L, ~ 7N
7 P
- ~ N
B C(E?» ******* {CO By,
v, Uh
V(E)NC| >3 V(k)nC| =2

Cies COo0oADJ Vi
[V(K)NnC|>2

V(K)nC| >3

B, Bs oo

COv ADJ
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Célculo de v, 1 55 (v1, B): ocho casos.
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V(E)nCI <1

V(K)nC| =0

Cjes ADJ Y i#1

co

ADJ

Q )/ co
=2 o ADJ
S ~
/o~ 7

Céleulo de v&5 apg),,p (V1 B): seis casos.




6.4. ILUSTRACION CORRESPONDIENTE A LOS RES ULTADOS DEL N QMERO DE
LOCALIZACION-DOMINACION TOTAL.

Calculo de V(©0, A7) (v1, B).

LT D
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