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UNA FORMA DE CONSTRUIR EL CONCEPTO DE PROCESO
ESTOCASTICO A PARTIR DE CONOCIMIENTOS BASICOS DE
PROBABILIDAD

RESUMEN

El trabajo presenta una forma de introduccién al estudio de los procesos estocasticos en el
contexto de una clase dirigida a estudiantes de Estadistica Basica en Carreras donde esta
disciplina tiene un caracter instrumental. Se espera que esta propuesta promueva la construccion
de aprendizajes significativos referidos a procesos estocasticos a partir de conceptos basicos de
probabilidad y distribuciones de probabilidad de variables aleatorias. Queda abierta en prospectiva
la elaboracion de materiales didacticos a partir de esta idea y su evaluacion en el marco del
Proyecto de investigacién: La Seleccién, Analisis, Produccién y Evaluacion de Material Didactico
para la Matematica Basica Universitaria en Carreras Profesionales, dirigido por la Dra. Mercedes
Anido y que integra a los autores de esta presentacion.

INTRODUCCION

El estudio de los Procesos Estocasticos esta ubicado tradicionalmente entre los
ultimos capitulos a desarrollar en un curso de Estadistica Basica. Requiere que el
alumno domine los conceptos de: probabilidad, variables aleatorias y modelos
probabilisticos, entre otros asi como también las herramientas de andlisis matematico
multivariado.

El planteo del problema es:

¢,como introducir un tema complejo de Estadistica en un curso de Estadistica Basica
en Carreras donde esta disciplina tiene un caracter instrumental?

¢como impacta esta forma de abordaje del tema como elemento motivador para la
prosecucion del estudio de procesos estocasticos complejos?

Existen numerosos problemas vinculados al estudio de fenbmenos en los que una o
mas caracteristicas aleatorias fluctiian a lo largo del tiempo, por ejemplo:

* en el analisis de un sistema informatico la carga del sistema, los tiempos de
espera y los tiempos de respuesta fluctiian a lo largo del dia

e en un proceso industrial continuo tanto los parametros del proceso
(temperatura, presiones, caudales....) como las caracteristicas de calidad del
producto obtenido (densidad, indice de fluidez,,,,) fluctan a lo largo del
proceso de produccion
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e en una companiia eléctrica la demanda de potencia fluctia a lo largo de las
horas del dia (y a lo largo de los dias de la semana)

* en una poblacion en la que se esta propagando una enfermedad infecciosa el
porcentaje de individuos en cada uno de los estados posibles (sanos,
portadores latentes e infectados) fluctian a lo largo del tiempo.

El andlisis de este tipo de fenédmenos aleatorios, exige de modelos especiales debido
a la existencia de relaciones temporales que ligan los valores de una variable en el
instante t con sus valores pasados, asi como también con los valores pasados o
actuales de las otras variables. Los Procesos Estocasticos son el modelo estadistico
basico para el andlisis de problemas como los mencionados, constituyendo en
consecuencia la herramienta fundamental para el tratamiento de variables aleatorias
que fluctdan en el tiempo.

Nuestra propuesta de abordaje del tema intenta dar una respuesta al problema
planteado desde la perspectiva de la Educacién Matematica como Ciencia de Disefio.
(Wittmann, 1995).

MARCO TEORICO

En un sentido amplio, desde esta posicion, se considera posible la construccion de
unidades esenciales en temas importantes en la formacion del alumno, tanto como
objetos en si mismos como por su caracter de herramientas para la comprension de
otros tépicos, y la investigacion sobre su funcionamiento.

De esta manera se espera obtener conocimientos sobre las concepciones, aptitudes
de los alumnos y los obstaculos y dificultades que intervienen en el aprendizaje,
analizar las practicas de ensefianza usuales y aportar estrategias de mejoramiento en
la forma de Ingenierias Didacticas, que al jugar sobre el espacio de las restricciones
reales o supuestas del sistema, deben permitir un funcionamiento mas adecuado de la
ensefianza (Artigue y otros 1999).

En la realidad la calidad de esas construcciones dependera de la estrategia
constructiva de base, del ingenio de los disefiadores y de la evaluacion sistematica,
tépicos todos, de una ciencia de disefio (Wittmann, 1995).

En opinibn de este autor, los resultados mas importantes de investigacion en
Educacion Matematica son conjuntos de estudios cuidadosamente disefiados y
empiricamente estudiados de unidades de ensefianza que estan basadas en principios
tedricos fundamentales. De esto se sigue que estas unidades deberian formar parte
del entrenamiento profesional de docentes. Wittman refuerza la teoria afirmando que
el disefio de unidades de ensefianza e investigacion empirica, centrado alrededor de
ellas, sélo puede ser exitoso con un sistema de Educacién Matemética que consista
en las areas relativas expuestas y en la interaccion de estos componentes.

La denominacién de Ingenieria Didactica surge de una forma de trabajo didactico
equiparable al trabajo del ingeniero quien, para realizar un proyecto determinado, se
basa en conocimientos cientificos de su dominio y acepta someterse a un control de
tipo cientifico (Artigue y otros, 1999).
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Al respecto, histérica y tradicionalmente ha sido tarea de las escuelas de ingenieria
ensefiar sobre cosas artificiales, como hacer artefactos que tengan propiedades
deseadas y como ensefiarlas. El disefio para la construcciéon, es el corazén de
entrenamiento profesional y la principal marca que distingue las profesiones de las
ciencias (Wittmann,.1995).

En la opinién de Wittmann, la responsabilidad profesional se asume completamente
sélo, en cuanto los que la ejercen, puedan descubrir un sélido cuerpo intelectual
parcialmente formalizable, parcialmente empirico y transmisible. Segun el mismo
autor, el marco de una ciencia de disefio abre a la Educacién Matematica una
prometedora perspectiva para el completo cumplimiento de sus objetivos.

OBJETIVO

» Aportar una forma de ingresar al estudio de los Procesos Estocasticos
« Disefar un material curricular adecuado

DESARROLLO
Algunos problemas que tratan los procesos estocasticos o aleatorios

1. Sea un grupo de n maquinas (sistema) confiadas a un operario que tiene por
mision repararlas a medida que se descomponen. La duracién de marcha sin
interrupcién de una maquina es aleatoria y también lo es la duracién de la
reparacion. Conociendo estas leyes de probabilidad, ¢cuantas maquinas se
pueden asignar a un operario para minimizar el costo de reparacion?

Convenimos en definir en todo instante t el estado de este sistema como la
particion de las maquinas en dos clases: en servicio, en reparacion y en espera
de reparacion.

2. Sean camiones y barcos (Sistema) que aseguran el abastecimiento de una
fabrica que debe funcionar sin interrupciones. Estos vehiculos, recorren una
gran distancia de modo que no se conocen exactamente las fechas de
llegadas, estas son aleatorias y se conoce la ley de probabilidad. Para controlar
estas diferencias en las llegadas se constituye un stock regulador. ¢ Cual debe
ser el volumen de stock tal que no se produzcan dos posibles faltantes?. Si no
tiene stock la usina debe parar, si el stock estd completo los vehiculos deben
esperar antes de descargar Si el volumen previsto es muy grande hay pocos
faltantes pero es costoso su mantenimiento en depdsito Si el volumen es
reducido cuesta poco el mantenimiento pero los faltantes son frecuentes: un
Optimo debe ser encontrado.

El estado del sistema esta caracterizado por la cantidad de materia prima que
se encuentra en stock en el instante (t).

3. Se estd estudiando un muelle de carga y descarga de camiones (sistema) para
determinar la dimensién Optima de una brigada. EI muelle tiene espacio sélo
para un camion. La llegada de los camiones es aleatoria y las salidas también.
El tiempo se servicio es una variable aleatoria que corresponde al tiempo entre
dos salidas sucesivas.
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En este caso el estado del sistema es ‘ocupado’ o0 ‘no ocupado’

Estos tres ejemplos alcanzan para dar una idea de la multitud de problemas similares
gue pueden darse. La resolucién de estos problemas comprende dos etapas distintas:
1) La busqueda de una ley de probabilidad del sistema
2) Busqueda o investigacion del éptimo econémico
Como vemos estos sistema pueden tomar varios ‘estados’ y las duraciones de
estos estados es aleatoria. Para describir matematicamente el sistema hay que
determinar estas leyes de probabilidad.
El tema de la busqueda del 6ptimo econémico no nos ocupara por el momento

¢, Como se haré el abordaje de este tema?

A partir de la idea de generar la distribucion de Poisson no simplemente como una
aproximacion a la distribucion Binomial, sino directamente a partir de un modelo simple
y muy conocido de comportamiento estocastico que se refiere a sucesos distribuidos al
azar en el tiempo (o en el espacio), puesto que Poisson proporciona un modelo
matematico para el estudio de los cambios de estado de un sistema a través del
tiempo.

Esto hace necesario que en este momento se introduzca la nocién de “Proceso
estocastico”.

Proceso Estocastico

Hemos estudiado funciones de probabilidad de una variable aleatoria, funciones de
probabilidad de dos variables aleatorias (Regresion y Correlacion), generalizando
podemos pensar en funciones de probabilidad de n variables aleatorias.

Pensemos ahora que una secuencia: X;, Xy------- de variables aleatorias puede
también ser tratada como una ‘familia de variables aleatorias’ X y sus realizaciones
son las secuencias (X1,X....). Cuando esta familia de variables aleatorias fluctia en el
tiempo (sus realizaciones son funciones de una variable real t) constituyen los
llamados procesos estocasticos. Asi por ejemplo:

 El nimero de llamadas telefénicas que llegan a un conmutador durante el
intervalo de tiempo (0,t), para un t fijado, es una variable aleatoria, pero el
namero de llamadas considerado como una funcién de t, esto es como una
funcién de la variable t donde t toma valores en un intervalo, es una funcién
aleatoria.

» Analogamente, el consumo de energia eléctrica en un momento y lugar fijados,
es una variable aleatoria, pero este consumo considerado a lo largo de un
intervalo de tiempo, como funcién del tiempo, es una funcién aleatoria.

En general simbolizamos un proceso estocastico con:

{X.,tel} ICR
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Observacién: Habitualmente el parametro t es interpretado cono tiempo, pero puede
ser también longitud, superficie, etc.

En este momento nos limitaremos al proceso de Poisson.

Proceso de Poisson. Condiciones que debe cumplir el proceso

Primera condicién: Debe ser un proceso estocastico a incrementos independientes, es
decir que los sucesos estan distribuidos individualmente al azar sobre el intervalo t.

En el proceso poissoniano cada aparicion es una sefial o punto (proceso a sefales)
cada vez que aparece un valor de X; es una sefial o punto del eje t.

Quiere decir que el nimero de sefiales en intervalos de tiempo disjuntos deben ser
variables aleatorias independientes.

Segunda_condicién: Que el proceso estocastico sea a incrementos homogéneos es
decir que las sefiales 0 puntos estan distribuidos colectivamente al azar. Con ello
gueremos expresar, que la probabilidad de que se presente un nimero determinado
de sefales va a ser la misma, para intervalos de tiempo de igual longitud.

Tercera condicion: debe asegurarse que los suceso ( sefales) se presenten en forma
repentina 6 instantanea en intervalos cortos de tiempo pero siempre en forma
individual o sea no formando pares o grupos. Esto lo expresamos en dos
subcondiciones:

a) Vamos a exigir que la probabilidad de tener una sefial en el intervalo pequefio
de tiempo de longitud t sea directamente proporcional a la longitud del
intervalo.

b) La probabilidad de tener més de una sefial durante el intervalo de tiempo t es
g(t) (es decir tiende a cero cuando t - 0)

Sea un proceso estocastico definido por {Xt 0<sts< 00}. Si este proceso verifica las
condiciones: primera, segunda y tercera (a y b) y ademas se cumple que
P(X, =0) =1 (es decir la probabilidad de tener O punto en el intervalo O es 1) este

proceso es un proceso homogéneo discreto de Poisson y responde a la siguiente
funcién de probabilidad:

i (= 012..)
Px, ===

Demostracién:La probabilidad de tener i puntos en el intervalo de tiempo ampliado
(t+At), se puede pensar, por ser un proceso a incrementos homogéneosralianise
(es decir cumpliéndose las condiciones primera y segunda) en la siguierate form
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At>0

P,(t +At) = P, (t).P, (At)
P (t+At) = B (t).R,(At) + P (t).P.(At) + P_, ().P, (At) +
TR +P,(t).P (At) = Z P_.(t) - P, (At)

k=0
EscribiremosP, (At )y P,(At) en otra forma

P (At) = AAt + £(At)
Pr( no tener méas de una sefal&n=1- P, (At) - B, (At) = z P, (At) = £(At)
k=2

Donde g(At) es un infinitésimo de orden superiot

De donde: [ ]
P (At) =1- P (At) — £(At) =1- AAt — |£(At) + £(At)
aht

Luego P, (At) =1-AAt + £(At)

La demostracion la haremos primero piara0
P, (t +At) = P, (t) P, (At) = P, (t)[1- AAt — £(At)]
P, (t + At) — P, (t) = —AR, (t)At + P, (t)£(At)

RE+AY-R(t) _ _ AP (1) + P (1), £(At)
At At

Aplicando limite paraiAt — 0, tendremos:

Py (t) = =AP (1)

Una ecuacion diferencial lineal de primer ordepadir de la cual, resolviéndola,
obtendremos nuestra incogniga(t )

RO __,

R (t)

B g = o

R (t)

INP,(t) = -1t +C

Luego: P,(t) =e™* =1 luego C=0
P (t) =e™

Veremos que pasa paira 1, 2 ...
Volviendo a la primera identidad
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P(t+At) = Z P_, ()P (At) = P (t)[1- At + £(At)] + P, (1)[AAt + g(At)] + £ (At)

k=0
En dondes (At )Es un infinitésimo de orden superior a los inésimos de los
términos anteriores:
_ E(At) §
Rt+a)-RM)=-ARO+P,OA+==> RO

k=0

P (t) + AP_ (1) i=12..)
Resulta asi un sistema recurrente de ecuaciondifedenciales lineales, de primer
orden a coeficientes constantes.

P (t)+ AR (t) = AP_,(t) =0
Para resolver esta ecuacion diferencial hagamos:
R®=u®vt) (1)
Donde u(t) y v(t) son dos funciones de t desconocidas, donde uelledese elegira
en alguna forma que cumpla una restriccion:
u'(t).v(t) + v (t).u(t) — Au(t).v(t) - AP_ (t) =0
v[u' + )lu]+v'u -AP_(t)=0 (2
Elegiremos au de tal forma ques + Au=0
u=-Au

Yot = —adt
u
t ! t
j“—dt:—ajdt
Ou 0

O u=e™
Reemplazando en (2)
ve ' - AP, (t)=0

v =AP_ (t)e"
jv’dt = Aj P_ (t).e"dt
\c}olviendg a(l)
P(t)=e™ .)lj' P,(t)ed i=1,2, ..
0

La solucién es de recurrencia, luego trabajandola, temmdrem
t t e—/]t (At)l
P(t)=e™2 J' P,(t).e"dt =e™A J' e.eMdt = —

0 0

Generalizando, llegamos a que:
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-t i
i!
Siendol el numero medio de sefiales o puntos en el intervalodjrgqda podemos

definir también comantensidad del proceso.

CONCLUSIONES

Entendemos que a través de esta presentacion se responde al primero de los
interrogantes planteados, en lo que hace a la introduccién en forma sencilla y
asequible al alumno de un tema que, en general, en la bibliografia especifica requiere
de un mayor dominio de la Teoria de las Probabilidades.

Se espera, ademas, que el material didactico que estamos presentando se muestre
como un disparador hacia la generacion de acciones y estrategias educativas. La
expectativa esta centrada en que su contenido se muestre como una herramienta
creativa, de utilidad para la construccion de estrategias didacticas.

Se impone la necesidad de ampliar el material didactico sobre los Procesos
Estocasticos e instrumentar la evaluacion, tanto de los materiales didacticos como de
los aprendizajes, con vista a mejorar la construccién de este concepto, actividades que
estan contempladas en los objetivos del Proyecto del que somos parte todos los
autores de esta presentacion.
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