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Formalización de la aritmética de TLA+ en el asistente de pruebas Isabelle Hernán Vanzetto

Resumen

TLA+ es un lenguaje para especificar sistemas distribuidos y concurrentes. Está basado
en una lógica clásica de primer orden no-tipada y en una variante de la teorı́a de conjuntos
estándar ZF, más una pequeña parte de lógica temporal. Una versión extendida del lenguaje,
llamada TLA+2, permite además escribir pruebas estructuradas jerárquicamente para verifi-
car propiedades de las especificaciones.

El Administrador de Pruebas TLAPM transforma las pruebas escritas en TLA+2 en una
colección de obligaciones de prueba que son enviadas a uno omás demostradores secunda-
rios para que sean verificadas. Estos producen trazas o scripts de las pruebas verificadas que
luego deben certificarse en un entorno lógico como el asistente de pruebas genérico Isabelle.
De esta forma, el núcleo del entorno lógico es el único componente confiable del sistema de
pruebas de TLA+.

El lenguaje TLA+ está siendo formalizado en Isabelle como una nueva lógica-objeto
llamada Isabelle/TLA+. Hasta el momento incluye un subconjunto de la lógica de primer or-
den, teorı́a de conjuntos, funciones, puntos fijos y la construcción de números naturales, y se
instanciaron los principales métodos de prueba semi-automáticos ya existentes en Isabelle.

El objetivo de este trabajo es extender Isabelle/TLA+ para dar soporte a la aritmética
estándar de TLA+ sobre los números naturales y enteros. Esto implica definiraxiomática-
mente los operadores aritméticos y probar sus propiedadespara aumentar el poder de razo-
namiento de los métodos de prueba automáticos, lo que permitirá al TLAPM certificar las
pruebas de especificaciones que utilizan aritmética.
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Encoding TLA+ arithmetic in the Isabelle proof assistant

Abstract

TLA+ is a language for specifying and verifying concurrent and distributed systems. It is
based in an untyped classical first-order logic and in a variant of the standard ZF set theory,
plus a small part of temporal logic. An extended version of the language, called TLA+2,
allows writing proofs in a hierarchical style, enabling theinferential verification of TLA+

specifications.
The TLA Proof Manager transforms the TLA+2 proofs in a collection of proof obliga-

tions that are sent to one or more back-end provers to be verified. For each verified proof,
they produce a proof script that must be certified in a logicalframework like the generic
proof assistant Isabelle. In this way, the kernel of the logical framework is the only trustable
component of the TLA+ Proof System.

The core of TLA+ has been encoded in Isabelle as a new object-logic called Isabelle/TLA+.
It currently includes a subset of first-order logic, set theory, functions, fixed points, and the
construction of natural numbers. The main existing semi-automatic proof methods of Isabe-
lle have been instantiated.

The subject of this work is to extend Isabelle/TLA+ to provide support for the standard
arithmetic of TLA+ over natural and integer numbers. This implies to axiomatically define
the arithmetic operators and to prove their properties to expand the reasoning of the auto-
matic proof methods, allowing the Proof Manager to certify proofs of specifications that use
arithmetic.
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5.1. Esquema de recursión sobre los naturales . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . 24
5.2. Suma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 25

5.2.1. La propiedad de clausura y su prueba . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 26
5.2.2. El caso base y el paso recursivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 27
5.2.3. Otras propiedades algebraicas . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 28

5.3. Multiplicación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 29
5.4. Relaciones de Orden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 31
5.5. Resta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 33

v
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B.1. AtomicBakeryG example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 123

B.1.1. Type Invariant proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 127
B.1.2. System Invariant proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 129

vi
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Caṕıtulo 1

Introducci ón

A medida que los sistemas de hardware y software se vuelven m´as complejos es más probable que
se generen fallas durante su desarrollo, y a su vez, que estasfallas sean más difı́ciles de detectar por
los métodos de testing tradicionales. Hay varios ejemplosde sistemas crı́ticos en los que fallas o errores
debidos a un mal diseño han causado pérdidas humanas y materiales [Pro96, Cor94, For03]. Los métodos
de verificación formal usan técnicas matemáticas para tratar este tipo de problemas.

Comúnmente, se usa el términoverificaciónpara llamar al proceso que busca asegurar que el diseño
de un sistema satisface las propiedades que expresan el correcto funcionamiento del mismo. El aspecto
formal y preciso se logra al describir el sistema y sus propiedades en un lenguaje matemático. En general,
se distinguen dos tipos de propiedades: las propiedades devivacidad, que expresan que el sistema hace
lo que se supone que debe hacer, y las propiedades deseguridad, que expresan que el sistema no hace
nada que no se desee.

Durante la verificación de un sistema debemos hacernos la pregunta “¿estamos construyendo el pro-
ducto correctamente?”, y durante la validación, “¿estamos construyendo el producto correcto?”. Hacer
testing es validar un sistema. Por lo tanto, se dice que verificación y validación son aspectos complemen-
tarios.

A su vez, la verificación puede encararse de dos formas opuestas, llamadas verificación deductiva y
verificación semántica (aunque en los últimos años también se considera dentro del área de verificación
al testing formal).

En laverificación deductivase quiere probar que de la especificaciónF se deduce sintácticamente la
propiedadφ (F ⊢ φ) aplicando reglas de inferencia. Se usan propiedades del diseño para derivar pruebas
de que el sistema exhibe todas y sólo las propiedades requeridas. En la mecanización de esta técnica se
usan asistentes de pruebas o demostradores de teoremas, como Isabelle, Coq o HOL. Es por ello que esta
área es más conocida comotheorem proving.

En la verificación semánticase quiere verificar que el modeloK satisface semánticamente la pro-
piedadφ (K |= φ). Este método algorı́tmico de verificación es más conocido con el nombre demodel-
checking. En esta técnica se examina exhaustivamente todos los estados posibles en que puede estar el
sistema, y se somete cada estado (o secuencias de estados) a todas las posibles combinaciones de estı́mu-
los internos y externos, para luego chequear que sólo las propiedades deseadas se cumplen (es decir, que
el sistema nunca se encuentre en un estado no deseado). A diferencia de la verificación por pruebas, este
método está mucho más automatizado, aunque se debe reducir la especificación a un modelo finito para
no producir una explosión de los estados de búsqueda. Es también un buen complemento de aquel para
detectar errores al comienzo de la verificación.
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Verificación de especificaciones en TLA+2

El proyecto en el cual se desarrolló este trabajo [tlaa], tiene por objetivo de fondo verificar especifi-
caciones escritas en el lenguaje TLA+ usando demostradores de teoremas, uno de los cuales es Isabelle.
TLA+ es un lenguaje para especificar y verificar sistemas distribuidos y concurrentes [tlab]. Está basado
en una variante de la teorı́a de conjuntos de Zermelo-Fränkel (ZF) para describir las estructuras de datos
manipuladas por los algoritmos a verificar, y en la Lógica Temporal de Acciones (Temporal Logic of
Actions, TLA) para describir el comportamiento dinámico de los mismos.

La especificación de un sistema en TLA+ consiste generalmente en una gran parte de matemática
ordinaria combinada con una pequeña parte de lógica temporal. Las propiedades de sistemas que se
quieren verificar se escriben en el lenguaje de la herramienta de verificación que se esté usando, que por
lo general es distinto al lenguaje en que se especificó el sistema. En el caso de TLA+, especificaciones
y propiedades se escriben en el mismo formalismo, con lo que no es necesario traducir de uno a otro al
usar un demostrador de teoremas o un model-checker.

El sistema de pruebas de TLA+ TLA+ fue extendido hacia un lenguaje de pruebas formal, declarativo
y jerárquico llamado TLA+2. El Sistema de Pruebas TLAPS (TLA Proof System) es un framework basado
en la aplicación Proof Manager (PM) que toma una especificación junto con pruebas de sus propiedades
escritas en TLA+2 e intenta certificarlas, es decir, generar el texto de una prueba (el certificado).

Las pruebas se estructuran en forma de árbol donde por cada hoja del árbol, correspondiente al nivel
más bajo de la prueba, PM genera una obligación de prueba que es enviada a uno o más demostradores
secundarios para que sea verificada. Estos son los que producen por cada prueba verificada una traza o
script de la prueba, que luego debe certificarse en el entornológico como el asistente de pruebas genérico
Isabelle. De esta forma, el núcleo del entorno lógico es elúnico componente confiable del sistema de
pruebas.

El entorno lógico debe poder interpretar fórmulas con la sintaxis y semántica de TLA+. Es por esto
que se está llevando a cabo la formalización de TLA+ en Isabelle, llamada Isabelle/TLA+1. Entre los
demostradores secundarios que forman parte de TLAPS hasta ahora, se encuentran Zenon y el mismo
Isabelle/TLA+.

Estado del arte Existen formalizaciones de TLA+ sobre las lógicas-objeto Isabelle/ZF [Kal95] e Isa-
belle/HOL [Mer97], donde HOL (High Order Logic, o lógica de alto orden) es unλ-cálculo simplemente
tipado. La particularidad de TLA+ con respecto a otros lenguajes de especificación es que TLA+ es no-
tipado, lo que hace que su sintaxis sea menos restrictiva y, por lo tanto, un lenguaje mucho más expresivo.
Esto, en cambio, dificulta la verificación automática y su formalización sobre otras teorı́as existentes y
más desarrolladas como las dos mencionadas. Isabelle/ZF parece ser una opción más razonable sobre la
que basar TLA+ ya que ambas están basadas a su vez sobre lógica de predicados y teorı́a de conjuntos. Su
sistema de tipos es el tradicional de la lógica de primer orden: usa los tiposi (el tipo de los individuos) y
o (el tipo de las proposiciones). Por lo tanto ZF, al igual que HOL, utilizan un sistema de tipos diferente
al de TLA+.

Es por estas razones que se decidió formalizar TLA+ como la nueva lógica-objeto Isabelle/TLA+.
Actualmente, se ha codificado parte del núcleo del lenguaje, incluyendo lógica proposicional y de primer
orden, teorı́a de conjuntos básica, funciones, puntos fijos, y la construcción de números naturales. Tam-
bién han sido instanciados para TLA+ los principales métodos de prueba semi-automáticos de Isabelle
ya existentes.

1El último release público de TLAPS, que incluye Isabelle/TLA+ y los ejemplos, puede encontrarse en [tlaa].
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Objetivos El objetivo principal de este trabajo es extender Isabelle/TLA+ para dar soporte a la aritméti-
ca de TLA+ definida en los módulos estándar sobre números, limitándonos a los números naturales y
enteros. Esto implica definir los operadores aritméticos yprobar propiedades sobre ellos para aumentar
el poder de razonamiento de los métodos de prueba automáticos, lo que permitirá al TLAPS certifi-
car pruebas de especificaciones que utilicen aritmética. Luego, se analizarán los resultados mediante la
verificación en Isabelle/TLA+ de las invariantes de un algoritmo como caso de ejemplo, y mediante la
comparación de la certificación en TLAPS del mismo algoritmo, antes y después de realizar la extensión
propuesta.

Estructura del documento El presente trabajo está organizado de la siguiente manera. En el capı́tulo
siguiente se verá el lenguaje de especificación y de pruebas TLA+2, junto con su lógica subyacente y el
funcionamiento del entorno de pruebas TLAPS. En el capı́tulo 3 se darán los detalles necesarios sobre
el asistente de pruebas Isabelle, su sintaxis y sus métodosde prueba (semi)automáticos. En el capı́tulo 4
se verán las teorı́as ya formalizadas de Isabelle/TLA+, sobre las que luego en los capı́tulos 5 y 6 se
detallará la construcción de la aritmética estándar delos números naturales y enteros, respectivamente.
En este último también se verá la definición de la divisi´on entera. El análisis de un caso de ejemplo se
mostrará en el capı́tulo 7. Finalmente en el capı́tulo 8 se expondrán las conclusiones y posibles trabajos
futuros.
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Caṕıtulo 2

El lenguaje TLA+ y su entorno de pruebas

TLA+ es un lenguaje de especificación basado en la Lógica Temporal de Acciones y (una variante de)
la teorı́a de conjuntos de Zermelo-Fränkel (ZF). La Lógica Temporal de Acciones (TLA, por Temporal
Logic of Actions en inglés) es usada para describir las estructuras de datos de los sistemas y algoritmos
a verificar. La teorı́a de conjuntos ZF es el lenguaje aceptado por la mayorı́a de la comunidad de ma-
temáticos como la base estándar para formalizar la matem´atica, y es usada en TLA+ para expresar las
estructuras de datos subyacentes. TLA+ fue diseñado para especificar el comportamiento de alto nivel
de sistemas distribuidos y concurrentes, pero también puede usarse para especificar sistemas discretos o
algoritmos [Lam03].

Debido a que el razonamiento temporal es una muy pequeña parte de las pruebas de TLA, las herra-
mientas de verificación con las que trabajamos en este proyecto no incorporan todavı́a la parte temporal
de la lógica, por ahora sólo maneja fórmulas de acción. Sin embargo, esto no impide describir la mayor
parte de los sistemas con los que se trabaja ni razonar sobre sus propiedades.

TLA+ está extensamente documentado [Lam03, Mer08]. Ya que sólo estamos interesados en razonar
sobre su lógica subyacente, que es relativamente conociday simple, no se darán otros detalles de TLA+

ni de sus operadores temporales más que los que se muestran acontinuación. Toda la notación que no es
estándar será explicada cuando sea necesario.

A continuación se describen el lenguaje TLA+2, comenzando por su lógica subyacente, el lenguaje
de especificación TLA+ y luego la extensión a TLA+2 con el nuevo lenguaje de pruebas. Finalmente
describimos TLAPS, un framework que verifica (y certifica) las pruebas escritas en el nuevo lenguaje.

2.1. La Lógica Temporal de Acciones

A diferencia de otras lógicas temporales, la Lógica Temporal de Acciones (TLA) [Lam94] fue di-
señada para escribir especificaciones que consisten principalmente de matemática común (no temporal)
con sólo un poco de lógica temporal. Es la base de TLA+, un lenguaje de especificación completo.

TLA a su vez combina dos lógicas: una lógica de acciones y una lógica temporal lineal estándar.
En TLA, unestadoes una asignación de valores a las variables, y uncomportamientoes una secuencia
de estados. Las fórmulas de TLA se distinguen, precisamente, entrefórmulas de transición, que descri-
ben estados (por medio de predicados y funciones de estado) ytransiciones de estado (las acciones), y
fórmulas temporales, que definen comportamientos.

Básicamente, las fórmulas de transición son fórmulas comunes de la lógica de primer orden no-
tipada. Unpredicadoes una expresión Booleana que contiene constantes y variables (por ejemplo,
x2+ y− 3) ; unafunción de estadoes una expresión no-Booleana que contiene constantes y variables
(x2 = y− 3 y x ∈ Nat) ; y unaacción es una expresión Booleana que contiene constantes, variables y

4
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variables primadas (x′ +1= y y x−1 < z′) que depende de dos estados, donde las variables no-primadas
corresponden al primer estado y las primadas al estado siguiente. La cuantificación en TLA está per-
mitida sólo sobre las constantes (también llamadasvariables rı́gidasporque no cambian a través de los
estados) y no sobre las variables (llamadasvariables flexibles). La cuantificación tradicional se introduce
con TLA+.

Una fórmula construida con operadores constantes, constantes, variables y variables primadas es
válida si y sólo si es una fórmula válida en la lógica subyacente cuando constantes, variables y variables
primadas son tratadas como variables distintas de la lógica. Es decir,v y v′ son consideradas como va-
riables distintas en la lógica subyacente para cualquier variablev de TLA. Ya que cualquier fórmula de
acción se puede reducir a este tipo de fórmulas, el razonamiento de acciones se puede reducir inmedia-
tamente al razonamiento en la lógica subyacente. Por lo tanto a las variables y las variables primadas se
las considerarán como constantes en las fórmulas.

La lógica temporalde TLA es una variante de la lógica temporal lineal de A. Pnueli y puede consi-
derarse como un subconjunto de la lógica estándar LTL (Lógica Temporal Lineal) [MP92]. Las lógicas
de tiempo lineal son apropiadas para formular propiedades que deben cumplirse en todas las ejecucio-
nes posibles de un sistema, como la propiedad decorrectitud, que afirma que el sistema es correcto con
respecto a su especificación. En TLA lasfórmulas temporalesse construyen a partir de fórmulas ele-
mentales con operadores booleanos y el operador unario� (se leesiempre). La lógica temporal permite
expresar condiciones defairness, que expresan qué acciones deben (eventualmente) ocurrir.

TLA es práctico para describir sistemas porque todas las complejidades de una especificación están
en las fórmulas de acción, que expresan laspropiedades de seguridad. Los operadores temporales son
usados esencialmente sólo para expresarpropiedades de vivacidad, incluyendo las condiciones defair-
ness. La mayor parte del trabajo en una prueba de TLA está en probar fórmulas de acción; el razona-
miento temporal sólo se da en las pruebas de vivacidad y est´a limitado a la lógica temporal proposicional
y a la aplicación de un conjunto de reglas cuyas premisas principales son fórmulas de acción.

Todas las fórmulas de TLA pueden expresarse en términos delos operadores matemáticos usuales
(como∧) más tres operadores nuevos: ’ (variables primadas),� y ∃ (cuantificador existencial temporal).
Sintácticamente, unafórmulaen TLA tiene una de las siguientes formas básicas:

P �[A] f �F ∃x : F
¬F F∧G F∨G F⇒G F ≡G

dondeP es un predicado,f una función de estado,A es una acción,x es una variable, yF y G son
fórmulas de TLA. Existen otros sı́mbolos que pueden expresarse en función de los ya mencionados (y,
por supuesto, todos los operadores Booleanos pueden expresarse en función de¬ y ∧). Los operadores
Booleanos tienen su significado usual. Existen otros sı́mbolos con una semántica más compleja en la
sintaxis de TLA (comoWF y SF, sobre fairness), que se pueden expresar en función de los sı́mbolos
mencionados. (Para los operadores temporales y las definiciones precisas ver [Lam94].)

2.2. El lenguaje de especificación TLA+

La lógica TLA permite describir el comportamiento dinámico de un sistema y el lenguaje de espe-
cificación TLA+ le provee el azúcar sintáctico necesario para escribir especificaciones más complejas.
TLA+ agrega básicamente tres cosas a TLA: una lógica subyacente más poderosa, un mecanismo para
definir operadores, y módulos.

Lógica subyacente La lógica subyacente de TLA+, sin tener en cuenta la lógica temporal, es básica-
mente la teorı́a de conjuntos ZF más lógica clásica de primer orden no-tipada con el operador de Hilbert
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ε. La mayor diferencia entre esta lógica subyacente y la tradicional ZF es que las funciones son definidas
a partir de axiomas en lugar de ser representadas como conjuntos de pares ordenados.

La teorı́a de conjuntos de Zermelo-Fränkel es un sistema axiomático para expresar la teorı́a de con-
juntos sin sus paradojas usuales (como la paradoja de Russell). Está basada en una signatura que consiste
sólo de un predicado binario (∈) sin sı́mbolos de funciones. TLA+ depende mucho del operador de elec-
ción de Hilbert1. De hecho, toda la lógica subyacente sin la parte temporal puede ser definida en función
de los cuatro operadores primitivos∧, ¬, ∈ y ε.

El operador de Hilbertε [Lei69] es equivalente en TLA+ al operadorchoose. La expresiónchoose x : P
retorna algún valorx que satisfagaP, e incluso retorna un valor cuando ningúnx satisfaceP. choose es
una función, por lo tanto retorna el mismo valor cuando se aplica a iguales argumentos. Si hay más de
un posible valor, la expresión está subespecificada, y el resultado puede ser cualquiera de los valores. Sin
embargo, para cada interpretación, la elección del resultado es siempre determinı́stica. De este operador
es a partir del cual se definen muchos de los otros operadores de TLA+, incluidos los cuantificadores
tradicionales∃ y ∀.

Definición de operadores Se agrega en TLA+ un mecanismo para definir nuevos operadores, donde un
operador definido por el usuario es esencialmente una macro que es expandida sintácticamente. (TLA+

permite definir funciones recursivamente, pero son traducidas a definiciones usando el operadorchoose.)
Por ejemplo:

F(x1, . . . , xn) , expdefine el operadorF tal queF(x1, . . . , xn) es igual aexpcon cada identificador
xk reemplazado porek, y
f [x ∈ S] , expdefine la funciónf con dominio enS tal que f [x] = exppara todox enS.

Módulos Un módulopermite importar definiciones y teoremas de otros módulos.Un módulo tiene
como parámetros las variables y constantes declaradas, y puede ser instanciado en otro módulo al sustituir
sus parámetros por expresiones.

2.2.1. Estructura general de una especificación

Las especificaciones de TLA+ están organizadas en módulos que contienen declaraciones (de paráme-
tros), definiciones (de operadores), y afirmaciones (de hip´otesis y teoremas). Cada especificación de un
sistema tiene un módulo raı́z. Al estar basado en la teorı́ade conjuntos ZF, todos los valores son conjun-
tos, y por lo tanto no hay declaraciones de tipo.

La forma usual de escribir una especificación de un sistema,a la que llamamosSpec, es:

Spec, Init ∧�[Next]vars∧Fairnessvars

dondeNext es la disyunción de las acciones permitidas del sistema,vars son todas las variables del
sistema, yFairnesses una conjunción de fórmulas deweak fairness(WF) y/o destrong fairness(SF).
Informalmente, una condición defairnessafirma que una acción debe ocurrir eventualmente si está ha-
bilitada “con cierta frecuencia”. Dependiendo de cómo se interprete qué es frecuente se expresa en las
fórmulas de WF o de SF. El primer estado de cada ejecución debe satisfacer el predicadoInit y cualquier
par de estados de una ejecución deben estar relacionados por una de las acciones definidas enNext. Estas
dos fórmulas, complementadas por la condiciónFairness, especifican el comportamiento del sistema.

1Adoptar el operador de Hilbertε implica agregar el llamadoaxioma de eleccióna ZF; por lo tanto, en realidad estamos
usando la teorı́a de conjuntos llamada ZFC (la C es poraxiom of Choice).
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2.2.2. Teoremas e invariantes

El lenguaje TLA+ permite expresar premisas del sistema con la palabra claveassume y teoremas so-
bre propiedades del sistema que deban cumplirse con la palabra clavetheorem. Estas expresiones tam-
bién son usadas eventualmente por las herramientas de verificación automática, como el model-checker
de TLA+ [Lam03, cap. 14] o el entorno de pruebas TLAPS que veremos a continuación.

Un sistema descripto por la fórmulaSpectiene la propiedadProp si y sólo si cada comportamiento
que satisfaceSpectambién satisfaceProp, es decir, si y sólo siSpec⇒ Prop es válida. Normalmente se
quieren probar tres tipos de propiedades: las invariantes de tipo (expresan que las variables pertenecen al
conjunto de “tipos” correcto), las propiedades de seguridad (las invariantes del sistema) y las propiedades
de vivacidad ofairness. Hacia el final del módulo se declaran los teoremas que opcionalmente deberı́an
ser probados.

Lasinvariantescaracterizan el conjunto de estados que se pueden alcanzar en toda la ejecución de un
sistema. Son la forma básica de las propiedades de seguridad y el punto de partida para cualquier forma
de verificación de un sistema. En TLA, una invariante se expresa con una fórmula de la forma�I , para
una fórmula de estadoI . Por ejemplo, usualmente se declaran los teoremas

theorem Spec⇒ �TypeInvariant
theorem Spec⇒ �Safety
theorem Spec⇒ Liveness

donde la fórmulaTypeInvariantes una invariante de tipos,Safetyes la propiedad de seguridad yLiveness
la propiedad de vivacidad. La declaración de una invariante de tipos no restringe a las variables que
afecta, sólo declara una fórmula. Y el teorema afirma que laespecificación respeta esta propiedad.

La expresiónassume P afirma queP es verdadera en el módulo, donde las términos deP son sólo
constantes. Por ejemplo,assume (N ∈ Nat)∧ (N > 0). Estas afirmaciones tampoco tienen efecto sobre
las definiciones de la especificación; sin embargo, forman parte de las hipótesis al momento de probar
los teoremas del módulo.

2.2.3. Los ḿodulos est́andar sobre números

TLA+ cuenta con una librerı́a de módulos estándar [Lam03, cap.18]. Estos módulos facilitan la
lectura y escritura de las especificaciones que los usan, y son usados por las herramientas de verificación.
La librerı́a cuenta con los módulosSequences, FiniteSets, Bags, RealTimey los módulos sobre números,
que son los que interesan en este trabajo:Peano, Naturals, Integers, Realsy ProtoReals.

En TLA+ los números están predefinidos, incluso en un módulo que no extiende o instancia uno
de los módulos de números estándar. Sin embargo, no lo están los conjuntos de números comoNat y
operadores aritméticos como+. Con respecto a la semántica de una representación de un n´umero natural
se define de la manera usual:

0 , Zero 1 , Succ[Zero] 2 , Succ[Succ[Zero]] . . .

Debido a que se puede dar que un módulo extienda indirectamente los módulosNaturalsy Realsal
mismo tiempo, la definición de operadores como+ debe ser la misma para los naturales y para los reales.
El móduloNaturalsdefine los siguientes operadores y conjuntos:

+ * < ≤ Nat ÷ [división entera]
− [menos binario] ˆ [exponenciación] > ≥ .. % [módulo]
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La división entera (÷) y el módulo (%) se definen de manera que las dos condiciones siguientes se
cumplan, para cualquier enteroa y entero positivob:

a % b∈ 0 .. (b−1) a= b∗ (a÷b)+ (a % b)

El módulo Integersextiende el móduloNaturals y además define el conjuntoInt de enteros y el
menos unario (–.). El móduloRealsextiende aIntegerse introduce el conjuntoRealde números reales
y la división común (/). En matemática, a diferencia de los lenguajes de programación, los enteros son
números reales. Por lo tanto,Nat es un subconjunto deInt, que es un subconjunto deReal.

El conjuntoNatde los números naturales, el elemento Zero y la función sucesor Succ están definidos
en el móduloPeano, que simplemente establece que estos elementos satisfacenlos axiomas de Peano.

El móduloProtoRealsextiende al móduloPeanoy define los números reales usando el conocido
resultado matemático que establece que los reales son definidos como el únicocampo ordenado comple-
to2. Lo hace de la siguiente manera: se define un modelo en el que dados un conjuntoR, dos operaciones
Plusy Timesy una relaciónLeqsatisfacen las propiedades elementales de un campo ordenado completo.
Luego define el conjuntoReals, las operaciones+ y ∗, y la relación≤ como una instancia (usando el
operadorchoose) de R, Plus, Timesy Leq respectivamente. Aquı́ también se define el conjunto de los
enteros comoInt , Nat∪{Zero−n : n∈ Nat}.

En los módulosNaturalse Integers, los operadores ya mencionados y los conjuntosNate Int son una
instancia de los operadores definidos enProtoReals. En Isabelle/TLA+, no los definiremos axiomática-
mente de esta manera, sino que los definiremos recursivamente y luego probaremos las propiedades que
los definen.

2.3. El lenguaje de pruebas de TLA+2

El lenguaje TLA+ ha sido extendido a un nuevo lenguaje llamado TLA+2. La caracterı́stica sobresa-
liente de TLA+2 es su lenguaje de pruebas jerárquico que permite la verificación de especificaciones de
sistemas (en conjunto con herramientas como TLAPS que se describe en la sección siguiente). Siempre
fue posible expresar propiedades sobre la correctitud de sistemas en TLA+ (contheorem), pero no es-
cribir sus pruebas. Los constructores de pruebas de TLA+2 fueron creados basados en el estilo jerárquico
para escribir pruebas informales dado en [Lam93].

El objetivo del lenguaje es escribir pruebas fáciles de leer y escribir por alguien que no tenga cono-
cimientos de cómo se chequean las pruebas. Esto ha llevado adesarrollar un lenguaje en su mayor parte
declarativo, construido en torno al uso y prueba de afirmaciones en lugar de la aplicación de tácticas para
la búsqueda de la prueba. Es por lo tanto más cercano a Isabelle/Isar [Nip] que a lenguajes interactivos y
operacionales como Vernacular de Coq [Typ08].

En cualquier punto de una prueba de TLA+ hay unaobligación de pruebaque debe ser probada. La
obligación tiene uncontextode hipótesis conocidas, definiciones, declaraciones, y unobjetivo que se
quiere probar.

Estructura de una prueba en TLA+2

Un teorema de TLA+ es seguido opcionalmente de una prueba. Una prueba comienzacon la palabra
claveproof (que es opcional) y tiene una de dos formas: puede ser una prueba terminal, o una secuencia

2Un campoes una estructura algebraica que cuenta con dos operaciones(suma y multiplicación) que cumplen con las pro-
piedades asociativa, conmutativa y distributiva, ademásde la existencia de los elementos identidad e inverso de cadaoperación.
Es ordenado si cuenta con una relación de orden total. Un campo ordenado es completo si cada subconjunto acotado por arriba
tiene una mı́nima cota superior.
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de pasos intermedios terminada por la palabra claveqed. Si los pasos intermedios son afirmaciones,
requieren de una nueva prueba (unasubprueba) en el siguiente nivel de la jerarquı́a. En otros pasos se
hacen declaraciones o definiciones (condefine o suffices, por ejemplo) o se cambia el objetivo y no se
requiere una prueba.

Unaprueba terminalconsiste básicamente de la palabra claveobvious o by, y es el nivel más bajo
de la prueba. En este punto, la pruebaobvious afirma que el objetivo actual se deduce fácilmente del
contexto actual. La pruebaby e1, . . . ,em defs o1, . . . ,on afirma que el objetivo actual se deduce fácilmente
del contexto actual más las hipótesisei , que a su vez deben deducirse fácilmente del contexto, y de las
definiciones conocidaso j . Si ninguna de estas pruebas da resultado, suponiendo que elcontexto es el
adecuado, entonces se debe agregar un nivel a la prueba y probar más pasos intermedios necesarios para
agregarlos al contexto. Que un objetivo se deduzca fácilmente de hipótesis y definiciones depende de
qué herramientas estén intentando probarlo, como se ver´a en la siguiente sección.

theorem T , 〈 fórmula〉
proof

〈1〉1. . . .
proof

〈2〉1. define T , . . .
〈2〉2. . . .
〈9〉1. . . .
obvious

〈9〉2. . . .
proof omitted

〈2〉14. qed
by 〈2〉1, 〈2〉2

〈1〉2. . . .
by . . .

〈1〉3. qed

Figura 2.1: Estructura de una prueba en TLA+2.

La figura 2.3 muestra como ejemplo el esquema de la prueba de unteorema identificado comoT,
donde se omiten las fórmulas. Aquı́, por ejemplo, el nivel 1de esta prueba tiene tres pasos llamados〈1〉1,
〈1〉2 y 〈1〉3. El paso〈1〉1 tiene a su vez una prueba de tres pasos de nivel 2 llamados〈2〉1, 〈2〉2 y 〈2〉14.
El paso〈9〉2 tiene una prueba terminal que indica que en este caso la prueba se omite.

2.4. El Sistema de Pruebas TLAPS

El Sistema de Pruebas TLAPS (TLA Proof System) es una plataforma para la verificación mecánica
de pruebas de TLA+2 [CDLM10]. Los componentes principales son el Administrador de Pruebas TLAPM
(TLA Proof Manager) y losdemostradores secundarios3 que este invoca. La arquitectura general del
Sistema de Pruebas TLAPS puede verse en la figura 2.4. (Se describe en detalle en [CDLM08].) A
continuación veremos paso por paso el proceso que lleva a cabo.

En primer lugar, el usuario ingresa al TLAPM un archivo con laespecificación de un sistema en
TLA+2, incluyendo pruebas de sus teoremas. TLAPM toma el módulo raı́z, expande recursivamente los
módulos que este importa y se deshace de toda la estructura de módulos, ya que los constructores pa-
ra importar módulos no son soportados por los demostradores secundarios. También se expanden las

3El término en inglés esback-end provers, cuya traducción literal esdemostradores de fondo.
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Especificación

+ Pruebas

en TLA
+2

Diagnósticos

Expansión de 

módulos y 

definiciones

Generación de 

obligaciones de 

prueba

Verificación de 

las obligaciones 

de prueba
Certificación

TLAPS (Sistema de Pruebas)

TLAPM (Administrador de Pruebas)

Demostradores secundarios

Isabelle\TLA+ Zenon
Otros: SMT solvers, 
decision procedures

scripts de 
pruebas

Figura 2.2: Arquitectura general del entorno de pruebas TLAPS.

definiciones y el operador’ (que prima variables) sobre las expresiones, y se llevan todas las varia-
bles, inclusive las primadas, al nivel de las constantes que, como se mencionó anteriormente en 2.1, no
modifica la validez de la fórmula.

En el siguiente paso, el TLAPM genera unaobligación de pruebapor cada prueba terminal (es decir,
las hojas del árbol de pruebas) y organiza la ejecución de los demostradores secundarios para que las
verifiquen. Cada obligación de prueba es independiente y puede ser probada por separado. Cuando los
demostradores secundarios no pueden encontrar una prueba en un ĺımite razonable de tiempo, el sistema
informará cuál obligación es la que falló, junto con su contexto y objetivo de la prueba. El usuario debe
entonces determinar si falló debido a que depende de hechoso definiciones ocultas, o si el objetivo es
demasiado complejo y necesita ser refinado con otro nivel de prueba.

Si un demostrador secundario encuentra una prueba de una obligación, es decir si la puede verificar,
genera una traza de la prueba realizada, llamadascript de prueba. El Administrador de Pruebas PM
mediará lacertificaciónde los scripts de prueba en un entorno lógico confiable, que en el diseño actual
es Isabelle/TLA+4. (La lógica-objeto Isabelle/TLA+ se verá en detalle en el capı́tulo 4.) Por lo tanto es
preferible que los demostradores secundarios generen scripts de prueba en un lenguaje de pruebas que
Isabelle acepte, es decir, en el lenguaje Isar (ver sección3.3.2). En el momento en que un script es
generado, se lo pasa a Isabelle/TLA+ para su certificación. Y al mismo tiempo, en paralelo, las restantes
obligaciones de prueba comenzarán a ser verificadas por losdemostradores secundarios.

Hasta el momento, los demostradores secundarios soportados por TLAPS son Zenon y el mismo
Isabelle/TLA+ (que no sólo certifica los scripts de prueba). El Administrador de Pruebas envı́a una obli-
gación de prueba primero a Zenon. Si Zenon puede probarla, produce un script en lenguaje Isar, que
luego es enviado por el Administrador a Isabelle para su certificación. Si Zenon falla, el Administrador

4TLAPM está diseñado genéricamente y puede soportar otros entornos similares a Isabelle.
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envı́a la obligación de prueba a Isabelle para que intente probarla con sus tácticas automáticas.
La arquitectura del Sistema de Pruebas se adapta fácilmente a otros demostradores secundarios. Aun-

que siempre es preferible que las pruebas de los demostradores secundarios puedan ser certificadas, se
permite el uso también de demostradores que producen pruebas no-certificables en teorı́as importantes
como la aritmética. Si uno de estos demostradores es usado,TLAPS no provee la misma certeza ma-
temática que con una prueba formal completa. De hecho, TLAPS no requiere siquiera que las pruebas
estén terminadas antes de que pueda comenzar a verificarlas. Esto no sólo es esencial al escribir pruebas,
sino también necesario porque el lenguaje TLA+ todavı́a no está soportado completamente (en especial
lo relacionado con el razonamiento temporal)

Finalmente, luego de certificar todas las obligaciones de prueba posibles generadas por las pruebas
terminales, se procede a certificar el teorema en sı́, en un proceso de dos pasos. Primero, el PM genera la
estructura de un lema (y sus pruebas en Isabelle/TLA+) que establece simplemente que la colección de
obligaciones de pruebas terminales implican el teorema. Luego, el PM genera una prueba del teorema
usando la estructura del lema y las obligaciones ya certificadas. Si Isabelle acepta la prueba, estamos
seguros de que la versión traducida del teorema es verdadera en Isabelle/TLA+, sin tener en cuenta
cualquier error que pudo haber cometido el PM.

Suponiendo que Isabelle/TLA+ es correcto, una vez que haya certificado un teorema sabemos que un
error es posible sólo si el PM tradujo incorrectamente a Isabelle/TLA+ la declaración del teorema. Sin
embargo, el Sistema de Pruebas TLAPS, incluyendo Isabelle/TLA+, está enfocado en evitar errores de
alto nivel en sistemas, no en dar los fundamentos formales dela matemática. Es mucho más probable
que un error en el sistema sea debido a una especificación incorrecta o incompleta que a una prueba
incorrecta que haya sido aceptada inadvertidamente por errores en TLAPS.

Zenon y otros demostradores secundarios

Actualmente, el único demostrador cuyas pruebas pueden ser certificadas es Zenon. TLAPS puede
llegar a usar en el futura otros demostradores secundarios cuyas pruebas puedan ser certificadas por
Isabelle/TLA+, incluyendo a SMT solvers como veriT [BCBdODF09] y ciertas implementaciones de
decision procedures para aritmética de Presburger [CN08].

Zenon [BDD07] es un demostrador de teoremas automático para lógica clásica de primer orden (con
igualdad), basado en el método tableau. Fue inicialmente diseñado para generar pruebas chequeables en
el demostrador de teoremas Coq. Luego fue extendido para generar scripts de pruebas chequeables en
Isabelle. Uno de sus objetivos de diseño es resolver problemas simples de manera rápida.

También se ha extendido Zenon para interpretar la lógica de TLA+2, incluyendo las definiciones
y reglas sobre conjuntos y funciones. El soporte para nuevasteorı́as (como strings, tuplas, records y
lógica temporal) se van agregando una vez que la correspondiente teorı́a haya sido desarrollada en
Isabelle/TLA+, para asegurar que Zenon produzca scripts de pruebas que Isabelle/TLA+ pueda chequear.
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Caṕıtulo 3

El asistente de pruebas Isabelle

Isabelle [isa] es un demostrador de teoremas genérico, diseñado para hacer razonamiento interactivo
en una variedad de teorı́as formales. Provee un lenguaje para describir las lógicas-objeto y para probar
sus teoremas, y procedimientos de pruebas útiles para varias lógicas.

En los demostradores de teoremas genéricos, se llamalógica-objetoa la codificación o axiomatiza-
ción de una lógica formal propiamente dicha, es decir, un sistema formal o cálculo lógico que consiste
de un lenguaje formal y un conjunto de reglas de inferencia. Isabelle incluye una amplia familia de
lógicas-objeto. Algunas son constructivas y otras clásicas. Otras están basadas en conjuntos, otras en
tipos y funciones, y otras en dominios. En Isabelle se han formalizado, por ejemplo, lógicas de primer
orden (FOL), teorı́a de conjuntos de Zermelo-Fräenkel (ZF), lógica de alto orden (HOL) y teorı́a de tipos
constructiva (CTT de Per Martin-Löf).

Isabelle es un descendiente del demostrador de teoremas LCF(Logic for Computable Functions) y
fue escrito originalmente en el lenguaje ML1. Las reglas de inferencia y tácticas de pruebas a bajo nivel
de Isabelle se escriben en este lenguaje. Isabelle representa las reglas como proposiciones (no como
funciones) y construye las pruebas combinando reglas. Estas operaciones constituyen la meta-lógica
(o entorno lógico) en la cual se formalizan las lógicas-objeto. Una buena introducción a Isabelle son
[NPW02] y [Pau04].

3.1. Isabelle/Pure: la meta-lógica

Las lógicas-objeto se construyen sobre la lógica llamadaIsabelle/Pure, que implementa la meta-
lógica y provee las estructuras de datos fundamentales: tipos, términos, signaturas, teoremas y teorı́as,
tácticas ytacticals(combinadores de tácticas) [Pau89].

Las reglas de inferenciason teoremas de lameta-lógicade Isabelle, que es un fragmento de una
lógica de alto ordenintuicionista. Las reglas de inferencia tienen la forma:

P1 . . . Pn

Q
(R)

(3.1)

donde las fórmulasPi son las premisas, la fórmulaQ es la conclusión yR es el nombre de la regla. Su
notación en Isabelle es:

[[P1; . . . ;Pn]] =⇒ Q.

Las fórmulasPi y Q son proposiciones de la meta-lógica. Las proposiciones atómicas afirman una
declaración sobre una lógica-objeto, como ‘P es verdadera’, ‘A es un tipo bien formado’, o ‘a tiene tipo

1De hecho, el lenguaje de programación ML (Meta Language) fue creado para escribir las tácticas de prueba de LCF.
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A’. Estas generalmente incluyen predicados declarados por el usuario. Las proposiciones se combinan
por medio de losmeta-conectores, o conectores del nivel de la meta-lógica:=⇒,

∧
y ≡. Estos sı́mbolos

fueron elegidos para diferenciarlos de los sı́mbolos de laslógicas-objeto.
El conector=⇒ es la meta-implicación. Expresa una consecuencia lógicaen las reglas,P =⇒ Q

significa ‘P implica Q’. La notación [[P1; . . . ;Pn]] =⇒ Q abrevia a

P1 =⇒ (· · · =⇒ (Pn =⇒ Q) · · · )

El conector
∧

es el meta-cuantificador universal. Expresa generalidad enlas reglas,
∧

x. P significa
‘φ es verdadera para todox’. Las variables meta-ligadas localmente formalizan la condición ‘x no es
libre en . . . ’ tı́picas de las reglas de los cuantificadores.

El conector≡ es la meta-igualdad. Expresa definiciones;a≡ b significa ‘a es igual ab’.
La meta-lógica incluye una regla para≡, que expande las definiciones expĺıcitamente. Aunque hay

otras reglas para=⇒ y
∧

, estos conectores están codificados impĺıcitamente en las reglas de resolución
de Isabelle.

3.2. Sintaxis b́asica

Trabajar con Isabelle implica crear teorı́as. En términosgenerales, una teorı́a es una colección de
tipos, funciones y teoremas, análogo a un módulo de un lenguaje de programación o una especificación
en un lenguaje de especificación. Un conjunto de teorı́as forma una lógica-objeto. La estructura general
de una teorı́a se puede ver en la figura 3.1. El comandotheory declara la teorı́a de nombreT y el comando
imports importa recursivamente las definiciones y teoremas de las teorı́as ya existentesB1, . . . , Bn de
las que depende. En la teorı́aT se declaran nuevos tipos, se definen funciones, operadores,axiomas, etc.
y se prueban teoremas sobre ellos. Todo lo definido en las teorı́as importadas es automáticamente visible
en la teorı́a actual.

theory T
imports B1 . . . Bn

begin
. . .
declaraciones, definiciones y pruebas
. . .
end

Figura 3.1: Estructura general de una teorı́a en Isabelle

Declaración de tipos y constantes

En la lógica-objeto de TLA+, al ser un lenguaje no-tipado, hay un solo tipo declarado, eltipo c. Los
objetos de aridad 0 tienen tipoc, las fórmulas de aridad 1 tienen tipoc⇒ c, etc.

Las constantes de nombrec1, . . . ,cn y tiposτ1, . . . , τn se declaran con el comandoconsts. A las cons-
tantes y a las definiciones, opcionalmente, se les puede dar entre paréntesis una notación distinta.

consts c1 :: τ1 (notación)
...

c1 :: τn (notación)
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Definiciones

A las constantes se les puede dar unadefiniciónque es simplemente una abreviación, es decir, dar
un nuevo nombre para una construcción ya existente. En particular, las definiciones no pueden ser re-
cursivas. Isabelle ofrece definiciones en el nivel de tipos ytérminos. Aquellas en el nivel de tipo son
llamadassinónimos de tiposy aquellas en el nivel de términos son llamadas simplementedefiniciones.
Las definiciones se hacen con el comandodefinition y tienen la forma:

definition f (notación) where “f(x 1, . . . , xn) ≡ t”

donde f es el nombre de la constante yx1 . . . xn son los argumentos, sobre los que no está permitido
hacer pattern-matching. El sı́mbolo≡ es una forma especial de igualdad que debe usarse en definiciones
de constantes. El nombre por defecto de cada definición esf def, donde f es el nombre de la constante
definida. El comandoconstdefsdeclara el tipo de la constante y da la definición al mismo tiempo.

constdefs f :: τ (notación) “f(x 1, . . . , xn) ≡ t”

El comandoaxioms declara fórmulas como teoremas de la meta-lógica, donder1, . . . , rn son los
identificadores de las fórmulasP1, . . . ,Pn:

axioms r1 [atributos]: P1
...

r1 [atributos]: Pn

De hecho, los axiomas son “teoremas axiomáticos” y se puedereferir a ellos como cualquier otro teo-
rema. Losatributos le dicen a Isabelle qué tipo de regla es y cómo pueden usarlalos métodos de prue-
ba automáticos (ver sección 3.4). Los atributos más comunes son:simpque la declara como regla del
Simplificador,intro y elim, que la declaran como regla de introducción o eliminación. A su vez, estos
atributos si son seguidos de! pueden declararse como seguros, lo que significa que no transforman la
prueba en una que no se pueda probar.

Teoremas

Los teoremasson reglas que, a diferencia de los axiomas, requieren una prueba. En la figura 3.2 se
muestra la declaración de un teorema seguido de su prueba. El comandotheorem (que es equivalente a
lemma) le da al teorema el nombreT y establece que se debe probar la conclusiónC dadas las hipótesis
Hi . Las construcciones

assumesh1 : H1 and . . .and hn : Hn showsC y [[ H1; . . . ;Hn]] =⇒C

son equivalentes, con la diferencia que en la segunda no se lepuede dar los nombreshi a las premisas.
Los atributos son los mismos que para los axiomas.

A continuación se nombran algunos de los comandos de pruebas más comunes. El comandounfol-
ding f def reemplaza af por su definición en el estado de la prueba. Si no quedan más subobjetivos,
se termina la prueba con el comandodone. También se puede terminar una prueba con el comandoby
(método/s), que es similar a hacerapply (método/s, assumption) y luegodone. El comandoapply (méto-
do/s) aplica métodos de razonamiento automático (ver sección 3.4), o métodos de prueba de deducción
natural, que es uno de los dos estilos de prueba de Isabelle. El otro estilo es el del lenguaje de pruebas Isar
(ver sección 3.3.2), que utiliza los comandosproof y qed para delimitar sus pruebas. En las siguientes
dos secciones se muestran los dos estilos de prueba de Isabelle.
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theorem / lemmaT [atributos]:
assumesH1 and . . . and Hn showsC
...

unfolding definición/es
apply (método/s)
...

proof
prueba en lenguaje Isar

qed
done / by (. . . )

Figura 3.2: Estructura de la declaración y prueba de un teorema en Isabelle

3.3. Pruebas

Una regla de inferencia como 3.1 puede leerse de dos maneras.Una es de la forma: “si conozco esto
y esto entonces puedo deducir esto”. Por ejemplo, si tengo laprueba deA y la prueba deB entonces tengo
la prueba deA∧B. A esto se lo llama razonamiento “hacia adelante” otop-down, desde las premisas a
la conclusión. La otra manera es decir: “para probar esto, tengo que probar esto y esto”. Por ejemplo,
para probarA∧B, hay que probarA y hay que probarB. Esto es llamado razonamiento “hacia atrás” o
bottom-up, que procede de la conclusión a las premisas. Se dice que la conclusión es elobjetivoa probar
y las premisas son lossubobjetivos. Por eso se la llama también prueba dirigida por el objetivo.

Isabelle implementa dos estilos de prueba: uno basado en deducción natural y otro, implementado
por el lenguaje Isar, que utiliza sólo el razonamiento hacia adelante y que tiene por objetivo escribir
pruebas fáciles de leer para las personas, más que para lascomputadoras.

3.3.1. Pruebas por deduccíon natural

La deducción natural es un intento de formalizar la lógicade manera que refleje los patrones de
razonamiento humano [Pau86]. Para cada sı́mbolo lógico hay dos tipos de reglas: de introducción y de
eliminación. La regla de introducción permite inferir unsı́mbolo lógico, llevan la información hacia
adelante por construcción. La regla de eliminación permite deducir consecuencias de un sı́mbolo lógico,
llevan la información hacia atrás por deconstrucción. Por lo tanto, en el modelo formal dededucción
natural, el flujo de información es bidireccional. Una prueba de deducción natural no tiene una lectura
puramente hacia adelante o hacia atrás, lo que hace que seanfácil de usar en una prueba interactiva, pero
difı́cil de automatizar.

Las tácticasson funciones que transforman estados de prueba. En las pruebas de Isabelle se razona
principalmente hacia atrás, aplicando tácticas sucesivas a los (sub)objetivos desde el estado de prueba
inicial hasta llegar a un estado de prueba final. En el modelo de deducción natural, cada paso de la prueba
consiste en identificar el sı́mbolo lógico más externo de una fórmula y aplicar la correspondiente regla.
El resultado es la creación de nuevos subobjetivos a partirde la unificación con la fórmula elegida.

Al expandir las definiciones de la constantes puede hacer aumentar enormemente el largo del obje-
tivo. Derivar las reglas de deducción natural para tales constantes permite razonar en términos de sus
propiedades clave, lo que de otra manera pueden llegar a ocultarse por los detalles de sus definiciones.
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Reglas de introduccíon

Una regla de introducción permite inferir una fórmula quecontiene un sı́mbolo lógico determinado.
Por ejemplo, la regla de introducción de la conjunción (∧I ) dice que si tenemosP y Q como premisas
entonces tenemosP∧Q. Análogamente, para la disyunción, hay dos reglas de introducción (∨I1 y∨I2).
La notación usual es:

P Q
P∧Q

(∧I )
P

P∨Q
(∨I1)

Q
P∨Q

(∨I2)

Las reglas introducen el sı́mbolo en su conclusión. Cuandoaplicamos esta regla en una prueba, el objetivo
ya tiene la forma de una conjunción. Lo que hace este paso de la prueba es sacar el sı́mbolo del objetivo.
En Isabelle estas reglas se llamanconjI, disjI1 y disjI2 y su notación es:

[[?P;?Q]] =⇒?P∧ ?Q (conjI) ?P=⇒?P ∨ ?Q (disjI1) ?Q=⇒?P ∨ ?Q (disjI2)

Si se aplica la regla hacia atrás, Isabelle trata deunificarel objetivo que se quiere probar con la conclusión
de la regla. Si la unificación da resultado, se deben probar los nuevos subobjetivos que corresponden a
las premisas (dos en el caso de la introducción). (El proceso de unificación se explica más abajo.)

Reglas de eliminacíon

Lasreglas de eliminaciónfuncionan de manera opuesta a las reglas de introducción. Para la conjun-
ción, hay dos reglas de eliminación. DeP∧Q se deduceP y también se deduceQ:

P∧Q
P

(∧E1)
P∧Q

Q
(∧E2)

Para el caso de la disyunción, la situación es distinta. DeP∨Q no se puede concluir queP es
verdadera o queQ es verdadera. No hay una regla de eliminación directa como para la conjunción; en
su lugar la regla funciona de manera indirecta. Si se intentaprobar otra fórmula, por ejemploR, y se
sabe queP∨Q se cumple, entonces hay que considerar dos casos. Se puede asumir queP es verdadera y
probarRy después asumir queQ es verdadera y probarRuna segunda vez. Hay que probarRdos veces,
bajo premisas diferentes. La notación de la regla es:

P ∨ Q

[P]....
R

[Q]....
R

R
(∨E)

Las premisas [P] y [Q] se escriben entre corchetes para recalcar que son locales asus subpruebas. En
Isabelle las reglas se llamanconjE1, conjE2y disjE y la notación es:

[[?P ∧ ?Q]] =⇒?P (conjE1) [[?P ∧ ?Q]] =⇒?Q (conjE2)
[[?P ∨ ?Q;?P=⇒?R;?P=⇒?Q]] =⇒?R (disjE)

Unificación y métodos de aplicacíon de reglas de inferencia

Además de distinguir, como es habitual, entre variables libres y variables ligadas, Isabelle tiene un
tercer tipo de variable, llamadavariable esquemáticao desconocida2. Sus identificadores tienen un ?
como primer caracter y son usadas durante el proceso de unificación. Una variable esquemática es una

2Este tipo de variables son llamadasvariables lógicasen el lenguaje de programación Prolog.
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variable libre, pero puede ser instanciada con otro término durante el proceso de prueba. Por ejemplo,
el teoremax= x en Isabelle se representa como ?x=?x, lo que significa que Isabelle puede instanciarlo
arbitrariamente, a diferencia de las variables comunes, que permanecen fijas, aunque parezca contradic-
torio.

La unificación–concepto conocido por los usuario de Prolog– es hacer que dos términos coincidan
de forma idéntica, posiblemente reemplazando sus variables esquemáticas por términos. En los casos
más simple se hace pattern-matching, que reemplaza variables en sólo uno de los términos. El método
rule usualmente hace coincidir la conclusión de la regla con el subobjetivo que se quiere probar. El
métodoassumption hace coincidir el subobjetivo con alguna de las premisas. Launificación puede
instanciar variables en ambos términos; el métodorule puede hacer esto si el objetivo contiene variables
esquemáticas. La variable es actualizada al mismo tiempo en todos los lugares que aparezca en la regla
o en la prueba. Las variables esquemáticas en los objetivosrepresentan términos desconocidos. Pueden
ser completadas más adelante, a veces en varias etapas y a veces automáticamente.

Suponemos la regla de inferenciaR de la expresión 3.1. Los métodos de aplicación de reglas más
usados son los siguientes (y son en general variantes del método rule):

rule R unifica Q con el primer subobjetivo reemplazándolo porn nuevos subobjetivos: las instancias
deP1, . . . ,Pn. Aplica básicamente razonamiento hacia atrás y por lo tanto es apropiado para las reglas de
introducción.

erule R unificaQ con el primer subobjetivo y al mismo tiempo unificaP1 con alguna de las hipótesis.
El subobjetivo es reemplazado porn−1 nuevos subobjetivos de pruebas de instancias deP2, . . . ,Pn, ahora
sin la hipótesisP1. Este método es apropiado para las reglas de eliminación.

drule R unificaP1 con alguna premisa, la cual después elimina. El subobjetivo es reemplazado porn−1
nuevos subobjetivos de pruebas de instancias deP2, . . . ,Pn; cada nuevo subobjetivo tiene una premisa
demás: una instancia deQ. Este método es apropiado para las reglas de destrucción.

Isabelle usa unificación de alto orden [Hue75], que trabajaconλ-cálculo tipado. El procedimiento de
búsqueda que utiliza es, por lo tanto, potencialmente no-decidible en el caso general pero funciona bien
en los casos simples que generalmente surgen en la práctica. En particular, se encarga del razonamiento
de cuantificadores.

Pruebas por induccíon

Aunque no es parte del modelo de deducción natural, otro método de prueba muy utilizado, espe-
cialmente al trabajar con números naturales, es lainducción matemática. En Isabelle, el métodoinduct
aplica el principio de inducción especı́fico del tipo de la variable al que se esté aplicando.

P(0)
∧

x.P(x) =⇒ P(x+1)
P(n)

(nat induct)

Para los naturales el principio de inducción esnat induct: para probar la propiedadP en la variablen
(aquı́ impĺıcitamente de tipo natural) debe probarseP(0) y que si valeP(x) entonces valeP(x+1).

3.3.2. El lenguaje de pruebas Isar

Tradicionalmente, una prueba en Isabelle es una secuencia más o menos estructurada de comandos
apply que manipulan el estado de la prueba. Para una persona que leeel texto de la prueba, sólo puede
entenderla si ve los estados intermedios en los que se encuentra, cosa que generalmente no es posible. El
lenguaje de pruebasIsar [Nip, Wen09] representa otro estilo de pruebas de Isabelle que soluciona estos
problemas. Son estos aspectos lo que le permiten también mejorar el mantenimiento de las pruebas. Isar
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Objetivo del estado de la prueba:“
∧

x1 . . . xm . [[ P1; . . . ;Pn ]]=⇒ C”
proof
fix x1 . . . xm — fija las variables esquemáticas
assumep1: “P 1” and . . . and pn: “P n” — pi es la etiqueta de la premisaPi
...

from factshave“ . . . ” — resultado intermedio usando los hechosfacts
Proof 〈〉
...

show“C”
Proof 〈〉

qed

Figura 3.3: Esquema simplificado de prueba en Isar

es similar al lenguaje de pruebas de TLA+2 (ver sección 2.3) aunque no está estructurado exactamente de
manera jerárquica como este. En Isabelle es el estilo de prueba que priorizamos usar.

En la figura 3.3 se muestra el esquema simplificado de una prueba en Isar. En cualquier momento del
estado de una prueba se puede entrar al entorno de pruebas de Isar con el comandoproof, y finalizarla
conqed. Luego deassumese deben listar las premisas y opcionalmente se las puede etiquetar para un
posterior uso. Por ejemplo, se las puede usar, confrom , en la prueba de un paso intermedioQ, conhave
Q. El comandoshowestablece la conclusión del objetivo. Los pasos intermedios y la conclusión deben
probarse, no importa en qué estilo de prueba. En caso de que haya más de un subobjetivo, se separan sus
pruebas respectivas (es decir, la estructurafix-assume-show) con el comandonext.

3.4. Razonamiento autoḿatico

Isabelle no encuentra pruebas automáticamente. Las pruebas requieren de usuarios entrenados, quie-
nes son los que deben decidir qué lemas intermedios probar yqué herramientas o métodos aplicar. Entre
estos métodos, Isabelle cuenta con varias tácticas de razonamiento automático.

Las tácticas mapean el estado de una prueba a una lista de posibles estados siguientes. Es posible
entonces hacer backtracking y las táctivas pueden implementar estrategias de búsqueda tales comodepth-
first, best-firsty iterative deepening]. Isabelle provee varias herramientas genéricas poderosas, entre las
que se encuentran el Simplificador y el Razonador Clásico que son las más usadas.

3.4.1. El Simplificador

La simplificaciónes una táctica automática que aplica reglas de reescritura sobre un objetivo y luego
intenta probar el objetivo reescrito usando una táctica dada por el usuario. Una regla de reescritura
condicional sólo se aplica si la simplificación recursivaprueba la condición instanciada. La reescritura
funciona no sólo por ecuaciones de igualdad, sino para cualquier relación reflexiva/transitiva con leyes
de congruencia.

La simplificación es una de las herramientas centrales usadas por los demostradores de teoremas y
otros sistemas similares. La herramienta en sı́ es llamadaSimplificador(simplifieren inglés). Básicamen-
te lo que hace es aplicar iterativamentereescritura de términosen base a ecuaciones (llamadasreglas de
reescritura), reemplazando su lado izquierdo por el derecho. La palabra“reescritura” es más adecuada
que “simplificación” ya que los términos no necesariamente se vuelven más simples durante el proceso.
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En Isabelle, los axiomas o teoremas se habilitan para ser usados por el Simplificador al poner el
modificador[simp] luego del nombre de la regla, de la misma manera que se declaran las reglas de
deducción natural. Casi cualquier axioma o teorema puede declararse como regla de simplificación y el
Simplificador lo transformará en una ecuación. Por ejemplo, el teorema¬P se convierte enP= false, o
Q ∈ Nat enQ ∈ Nat= true.

Pero debe tenerse cuidado al habilitar por defecto un teorema como regla de simplificación. Sólo
deben declararse las ecuaciones donde su lado derecho sea m´as “simple” que el izquierdo. El proceso
de simplificación puede no terminar. Por ejemplo, si las ecuacionesP= Q y Q= P pertenecen al mismo
tiempo al conjunto de reglas del Simplificador. O en el caso delas reglas de la propiedad asociativa o
distributiva, que sólo cambian la estructura de las fórmulas y pueden producir una explosión de térmi-
nos si no son usadas correctamente. Es responsabilidad del usuario no incluir reglas que lleven a la no
terminación del proceso.

En estos casos particulares, si se quiere que el Simplificador use un teoremaA, se lo puede agregar
expĺıcitamente al conjunto de reglas de simplificación con el modificadoradd. A veces, es necesario
deshabilitar, con el modificadordel, una reglaB que fue agredada por defecto. Por ejemplo:

apply (simp add: A del: B)

3.4.2. El Razonador Cĺasico

El Razonador Clásico de Isabelle es un método automáticoque Intenta resolver la mayor cantidad de
subobjetivos posibles usando mayormente simplificación yun poco de deducción natural. Se invoca con
el métodoauto, y utiliza un conjunto de tácticas automáticas. Las tácticas son genéricas, es decir, que
no están restringidas a una lógica en particular, y puedenser usadas independientemente. Por lo tanto, el
Razonador Clásico se instancia de acuerdo a las caracterı́sticas particulares de cada lógica-objeto.

Cada táctica automática toma una colección de reglas, clasificadas como de introducción o de elimi-
nación, seguras o no-seguras. En general, las reglas seguras pueden intentar usarse sin pensar, mientras
que las no seguras deben usarse con cuidado. Una regla segurano debe nunca reducir un objetivo que es
posible probarlo a un conjunto de subobjetivos no-probables.

El Razonador Clásico aplica heurı́sticas naı̈ves para probar los teoremas en el estilo del cálculo de
secuentes. A pesar de su simplicidad, puede probar una gran variedad de problemas. No está restringido
a la lógica de primer orden, pero aprovecha cada regla de la deducción natural.

La mayorı́a de las lógicas están basadas en la lógica de predicados, como TLA, o la contienen como
un subconjunto, como en el caso de la lógica de alto orden. Lademostración de teoremas en la lógica de
predicados es no-decidible, pero hay muchas estrategias automáticas que pueden usarse en la práctica.

Otras métodos además deauto implementan variantes del Razonador Clásico. El métodoforce es
similar aauto pero se aplica a un solo objetivo. Mientras queauto trata de simplificar subobjetivos y
probar los que son fáciles,force trata por todos los medios de probar uno solo. El métodosafesólo
aplica reglas seguras. El métodoclarify aplica las reglas obvias sin dividir el objetivo, yclarsimpes una
combinación declarify y simp. El métodoblastes superior a estos si se trata de razonar sobre fórmulas
sin ecuaciones.
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Caṕıtulo 4

Teorı́as de Isabelle/TLA+

El trabajo realizado en esta tesina está construido sobre las teorı́as ya implementadas de Isabelle/TLA+,
que describiremos en este capı́tulo. Como toda lógica-objeto de Isabelle, Isabelle/TLA+ está construida
sobre Isabelle/Pure (ver sección 3.1). En la figura 4.1 puede verse las dependencias entre las teorı́as.
(Entre corchetes figura el nombre de la teorı́a en Isabelle.)Ası́ vemos que la primer teorı́a desarrollada es
la Lógica de Predicados, que incluye la lógica proposicional, a la que luego se le fue agregando la Teorı́a
de Conjuntos, la definición de Funciones y Puntos Fijos, y laconstrucción de Números Naturales.

A partir de los números naturales se construyen las teorı́as desarrolladas en este trabajo (en la figura
aparecen en negrita) y que se verán en los dos capı́tulos siguientes. Estas son: las Relaciones de Orden de
los naturales, los operadores Aritméticos de suma, multiplicación y resta, la definición y los operadores
aritméticos de los Números Enteros, y la División entera.

La teorı́a que incluye las Tuplas y Records fue desarrolladaen paralelo a este trabajo por el proyecto.
De ella dependen parcialmente la teorı́a de División, Strings y Expresionescase. Aquı́ daremos una
visión general de cada una de las teorı́as mostrando las definiciones y lemas relevantes que serán usados
más adelante.

4.1. Lógica cĺasica de primer orden

En esta teorı́a se axiomatiza la lógica clásica de primer orden, que es la base de la formalización de
TLA+. Además, se instancian y configuran para TLA+ las herramientas y métodos de prueba automáticos,
comoauto(el Razonador Clásico),simp(el Simplificador) y blast. Los términos y fórmulas de TLA+, en
la meta-lógica, tienen el tipo únicoc, que representa el universo de las constantes.

Los sı́mbolos y expresiones de la sintaxis de TLA+ lógicas tienen la semántica usual. En esta teorı́a
se definen los que se listan a continuación (por orden de definición).

Igualdad

=

let d1 , e1 . . . dn , en in e

Los axiomas de igualdad son reflexivos y una regla afirma que t´erminos iguales son intercambiables en
el meta-nivel (esto se usa para setear el mecanismo de reescritura).

Lógica proposicional

true false if p then e1 else e2 [e1 si p es verdadero, si noe2]
¬ ∧ ∨ ⇒ ⇔ ,
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Lógica de Predicados [PredicateLogic]

Teoría de Conjuntos [SetTheory]

Funciones [Functions] Puntos Fijos [FixedPoints]

Números Naturales [Peano]

Relaciones de Orden de Nat [NatOrderings]

Aritmética de Nat [NatArith] Tuplas, Relaciones [Tuples]

Números Enteros [Integers]

División Entera [Division]

Strings, Records [Strings]

Isabelle/Pure

Expresiones CASE [CaseExpressions]

Figura 4.1: Dependencias entre las teorı́as de Isabelle/TLA+

La lógica proposicional se presenta de una forma no estándar. Los valores de verdadtrue y false, y
las expresiones de condición (if then else ) se declaran como constantes. Los conectivos Booleanos
se definen de manera que devuelvan solo los valorestrue o false, más allá de cuáles sean sus argu-
mentos. Esto permite probar varias leyes de la lógica proposicional, lo que es útil para el razonamiento
automático basado en reescritura.

Debido a que TLA+ es no-tipado, la equivalencia es diferente a la igualdad. Sedebe tener cuidado al
expresar leyes de la lógica proposicional. Por ejemplo, aunque la equivalenciatrue∧A⇔ A es válida, no
se puede afirmar la leytrue∧A= A, ya que no hay forma de conocer el valor detrue∧3, por ejemplo.
Estas igualdades son válidas sólo si son aplicadas a expresiones Booleanas. Para que puedan ser usadas
por los métodos automáticos, se introducen el predicado auxiliar isBool, que es verdadero precisamente
cuando los argumentos son Booleanos, y la operaciónboolify, que convierte argumentos arbitrarios a
una expresión Booleana equivalente (en el sentido de⇔). Por lo tanto, para cada predicado u operador
BooleanoP definido en las teorı́as, deben probarse los lemas:

lemma [simp]: “boolify(P(x)) = P(x)”
lemma [intro!, simp]: “isBool(P(x))”

Lógica de primer orden

choose x : p
∀x : p ∃x : p
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El operadorchoose ya se explicó en la sección 2.2. Aquı́ se lo define axiomáticamente y de este se deriva
la definición de los cuantificadores “para todo” y “existe”.

4.2. Teoŕıa de conjuntos

Esta teorı́a define la versión de la teorı́a de conjuntos tradicional Zermelo-Fränkel que subyace a
TLA+. Se define la sintaxis básica y la axiomatización de la teorı́a de conjuntos. Aquı́ se definen las
versiones ligadas de los cuantificadores y del operadorchoose.

En esta teorı́a se definen los siguientes sı́mbolos y operadores estándar:

boolean [el conjunto{true, false }]
∈ < ∪ ∩ ⊆ \ [diferencia de conjuntos]
{e1, . . . ,en} [El conjunto de elementosei ]
{x∈ S : p} [El conjunto de elementosei deS que satisfacenp]
{e : x ∈ S} [El conjunto de elementose tal quex pertenece aS]
subset S [El conjunto de subconjuntos deS]
union S [Unión de todos los elementos deS]
∀x ∈ S : p ∃x ∈ S : p choose x ∈ S : p

4.3. Funciones

En TLA+ las funciones no son definidas (por ejemplo, como un conjuntode pares), sino que son
axiomatizadas. Es decir, se declara un conjunto de axiomas apartir del cual se define la sintaxis de las
funciones y se demuestran sus propiedades. De hecho, los pares y tuplas son definidos más adelante
como funciones especiales. Justamente, este enfoque ayudaa identificar las funciones y a automatizar su
razonamiento (con el predicadoIsAFcn, definido a partir de uno de los axiomas).

En esta teorı́a se definen los siguientes sı́mbolos y expresiones de la sintaxis estándar:

f [e] [Aplicación de función]
domain f [Dominio de la funciónf ]
[x ∈ S 7→ e] [Función f tal que f [x] = eparax ∈ S]
[S→ T] [Conjunto de funcionesf con f [x] ∈ T parax∈ S]
[ f except ![e1] = e2] [Función f̂ igual a f excepto quêf [e1] = e2.

Un @ en lugar dee2 equivale af [e1].]

Se consideran sólo funciones unarias; las funciones con m´ultiples argumentos son definidas como
funciones sobre productos. También se definen otros operadores de función como imagen de un conjunto
bajo una función y rango de una función, y los predicados deinyectividad, biyectividad y de función
inversa.

4.4. Puntos fijos

En esta teorı́a se desarrolla el teorema de Knaster-Tarski,que establece que cualquier función monóto-
na en un látice completo tiene un mı́nimo punto fijo (least fixed point, lfp) y un máximo punto fijo (gfp).
Estos conceptos son usados luego en la teorı́a Peano (en la sección 4.5), en la construcción de los núme-
ros naturales, donde se prueba la existencia de una estructura que satisface los axiomas de Peano, y
en la definición recursiva de los conjuntosupto (upto(n) = {0, . . . ,n}). También sirven como test de la
formalización de la teorı́a de conjuntos.
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4.5. Números naturales

Los axiomas de Peano son usados como el formalismo estándarde los números naturales en la
lógica matemática. A partir de este conjunto de cinco axiomas se definen los elementos que formarán el
conjunto de números naturales. Para esto, se prueba la existencia de un predicado sobre los argumentos
N, Z y Succque satisfaga estos axiomas y de este se derivan los respectivos elementosNat, Zero, Succ.

La representación tradicional de los números naturales se da expĺıcitamente para cada uno como una
constante que se traduce en una sucesión de aplicaciones deSucc. Por ejemplo:

syntax
“1” :: “c” (“1” ) — Declaración de la constante ‘‘1’’.

translations
“1” ⇋ “Succ[0]”

Además de las reglas básicas de introducción y eliminación de los elementos definidos, se define el
principio de inducción para naturales (la reglanatInductE) y la regla para el análisis de casos de naturales
(natCases). También se incluyen los intervalos de números naturales iniciales, es decir, los intervalos de
1 hastan incluido (1 .. n). Se definen inductivamente como el conjunto más chico de n´umeros naturales
que contiene an y es cerrado bajo el predecesor.

La relación de orden entre naturales “mayor o igual” (≤) estaba definida en esta teorı́a en función
del operador upto. En este trabajo, como se verá más adelante, se extendió la definición a la relación
de orden estricta (<). La gran cantidad de propiedades declaradas y probadas llevó a mover todos estos
conceptos a la nueva teorı́aNatOrderings.

4.6. Tuplas, Relaciones, Strings y Records

La formalización de Isabelle/TLA+ se ha continuado desarrollando más allá de la aritméticade los
números enteros que se ha hecho en este trabajo. Es ası́ que apartir de éste se fueron agregando los res-
tantes operadores constantes de TLA+ que dependen de los conceptos de relaciones de orden de naturales
y de los operadores aritméticos.

Tuplas y Relaciones Las tuplas de tamañon son funciones cuyos dominios son los intervalos de la
forma 1.. n, es decir, la secuencia de números naturales de 1 an. Las relaciones son conjuntos de tuplas.
En esta teorı́a también se introduce la notación [x : S,y : T], que denota el conjunto de funcionesf con
dominio{x,y} tal que f [x] ∈ S y f [y] ∈ T, y la nociones estándar de relaciones binarias, como relaciones
de orden y relaciones de equivalencia. También se formalizan las expresionescase.

Strings Los caracteres son representados como pares de números hexadecimales (de hecho, números
naturales del 0 al 15) y los strings como secuencias de caracteres.

Records Son representados como funciones con dominio en Strings. Por ejemplo, (′′ f oo′′ :> 1)@@(′′bar′′ :>
true). Los conjuntos de records se representan como conjuntos defunciones enumeradas, por ejemplo:
[′′ f oo′′ : Nat,′′bar′′ : boolean]. La implementación de la sintaxis estándar de TLA+ para records no es
sencilla, ya que el lexer de Isabelle distingue entre identificadores y strings: estos últimos deben aparecer
entre dos comillas simples.
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Caṕıtulo 5

Formalización de la aritmética de los
números naturales

En este capı́tulo describiremos uno de los principales aportes de este trabajo: la formalización de las
conceptos aritméticos del lenguaje TLA+ en el lógica-objeto Isabelle/TLA+. Definiremos los operadores
aritméticos dados en los módulos estándar de TLA+ Naturalse Integerspara que satisfagan la sintaxis
y semántica de TLA+ alĺı definidas (ver sección 2.2.3). Estos operadores son:suma, multiplicación,
exponenciación, resta, división y módulo. En este capı́tulo daremos sus definiciones con argumentos
pertenecientes al conjunto de los números naturales y en elsiguiente capı́tulo, con argumentos enteros.

La mayorı́a de las funciones estudiadas en teorı́a de números, como por ejemplo suma, división,
factorial, exponencial, etc., y las que queremos definir aquı́ que son un subconjunto de estas, sonrecursi-
vas primitivas. De hecho es difı́cil encontrar funciones que no lo sean. Para definirlas recursivamente en
Isabelle/TLA+ necesitamos unesquema de recursión primitivasobre los números naturales, que lo decla-
raremos como un nuevo axioma. Con el esquema de recursión podemos definir las funciones aritméticas
y probar sus propiedades algebraicas.

El conjunto de reglas aquı́ declaradas está basado en las reglas dadas en las lógicas Isabelle/HOL e
Isabelle/ZF. Aunque son sustancialmente distintas, se extrajo información sobre qué teoremas agregar al
Simplificador o al Razonador Clásico.

Por falta de espacio, sólo presentaremos las pruebas de losteoremas que consideremos relevantes.
Todos los teoremas o lemas aquı́ declarados están probados; las pruebas que no estén presentes aquı́ se
encontrarán en el apéndice A.

5.1. Esquema de recursíon sobre los naturales

Declaramos como axioma un esquema para definir funciones recursivas primitivas con un argumento
y dominio en los naturales, que luego será usado para definirla suma, la multiplicación, la resta y la
exponenciación entre naturales.

axioms
primrec nat: “ ∃ f : isAFcn(f)∧ DOMAIN f= Nat

∧ f[0] = e
∧ (∀n ∈ Nat : f[Succ[n]] = h(n, f[n]))”

El axiomaprimrec nat nos asegura que existef , que es una función con dominio enNat y que f tiene
un caso base y un paso recursivo. La aplicación def en el caso base (0) devuelve la expresióne; la
aplicación def en n+ 1 devuelve una funciónh que depende den y de la aplicación def en el paso
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anterior, f [n]. Las variables no ligadase y h son variables esquemáticas de Isabelle (ver sección 3.3.1),
es decir que pueden instanciarse con cualquier expresión que cumplan respectivamente cone ∈ S y
∀n ∈ Nat, x ∈ S : h(n, x) ∈ S, donde la funciónf ∈ [Nat→ S] ( f ∈ ‘conjunto de funciones deNat enS’).
Por lo tanto el axiomaprimrec nat en realidad es unesquema de axiomas: permite instanciar infinitos
teoremas a partir de este, correspondientes a infinitas funciones recursivas primitivas.

Esta es sólo una de las formas de definir un esquema de recursión sobre los naturales. Se puede
comprobar la necesidad de la fórmula que representa este axioma al intentar probar teoremas básicos de
funciones primitivas, como haremos más adelante. En las pruebas se llega a un punto donde uno de los
subobjetivos es la fórmula expresada porprimrec nat y no hay manera de probarla a partir de las teorı́as
anteriormente definidas. Simplemente por este motivo podemos justificar la declaración deprimrec nat
como axioma.

Del axioma anterior derivamos fácilmente el lema equivalentebprimrec nat. Este lema, en estructura
similar al axioma, difiere en que la variablef está ligada (f ∈ [Nat → S]) y donde las condiciones
sobre las variables libres están como premisas. Esto permitirá más adelante instanciarlas para facilitar las
pruebas. Este lema se prueba fácilmente del axioma.

lemmabprimrec nat:
assumes“e ∈ S” and “ ∀n ∈ Nat : ∀x ∈ S : h(n,x)∈ S”
shows“ ∃ f ∈ [Nat→ S] : f[0] = e∧ (∀n ∈ Nat: f[Succ[n]] = h(n,f[n]))”

El axioma y el lema que acabamos de definir se agregan como parte de la teorı́aPeano.

5.2. Suma

Intuitivamente, podemos definir de manera recursiva a la función sumaf con las reglas

f (m,0) = m

f (m,n+1) = f (m,n)+1

que, en la notación de TLA+, son equivalentes a las ecuaciones

m+0 = m (5.1)

m+Succ[n] = Succ[m+n] (5.2)

El argumento sobre el que aplicamos recursión es el segundo. Vemos que el resultado del caso base es
m y el paso recursivo es aplicar la función sucesor a Succ[m+n]. En el esquema del lemabprimrec nat,
podemos instanciar las variables libres satisfaciendo lashipótesis del lema original:

e ≡ m

S ≡ Nat

h ≡ λ n f. Succ[ f ]

Ası́ obtenemos el nuevo lema en Isabellebprimrec nat[of m Nat “λ n f.Succ[ f ]”] que equivale a la
expresión:

[[m∈ Nat;∀n, x ∈ Nat : S ucc[x] ∈ Nat]]

=⇒∃ f∈ [Nat→Nat] : f [0] =m∧ (∀n ∈ Nat : f [Succ[n]] = Succ[ f [n]]) (5.3)

que demuestra que existe la función recursiva que queremosdefinir, si se cumplen las premisas. Pa-
ra construirla debemos aplicar esta función al argumenton. La función recursiva de la suma, llamada
primrec add(m,n), la definimos con el operadorchoose de la siguiente manera:
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definition primrec addwhere
“primrec add(m,n)≡ let g ≡ (choose f ∈ [Nat→ Nat] :

f[0] =m
∧ (∀x ∈ Nat : f[Succ[x]] = Succ[f[x]]))

in g[n]”

Una de las premisas debprimrec nat ese ∈ Nat, que en el lema 5.3 equivale am ∈ Nat. Como f
tiene dominio enNat es necesario que la variablen ∈ Nat. Ya que en Isabelle/TLA+ no hay inferencia de
tipos, por seguridad definimos una nueva funciónaddnque llama a la recién definidaprimrec add, y a la
que se le agregan como condición que ambos argumentos pertenezcan al conjuntoNat. A raı́z de esto, es
que todos los lemas que usen esta definición también deben incluir como hipótesis que los argumentos
pertenezcan al conjunto de los naturales, para poder “desarmar” la definición de suma. Al mismo tiempo,
además le damos la notación usual de la suma con el comandoinfixl , donde el número 65 es el nivel de
precedencia del operador.

definition addn :: “ [c,c] ⇒ c” (infixl “ +” 65)
wherenat add def: “ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒ (m+ n) ≡ primrec add(m,n)”

5.2.1. La propiedad de clausura y su prueba

Ya tenemos las definiciones, ahora comenzaremos a probar propiedades sobre ellas. En primer lugar
probamos la clausura de la suma. Desarrollaremos esta primer prueba en pasos sencillos y mostrando los
subobjetivos intermedios.

lemmaaddIsNat [intro!,simp]:
“ [[ m∈ Nat ; n∈ Nat ]] =⇒m+ n ∈ Nat”
unfolding nat add def primrecadd def Letdef

Este lema será muy útil en muchas de las pruebas de lemas queincluyan suma. Con el atributosimp,
estamos agregando el lema al Simplificador y con el tributointro! estamos declarando al lema como una
regla de introducción segura, información que será usado por elrazonador clásico. (Sobre los atributos,
ver sección 3.2.)

Para probarlo, comenzamos desarmando todas las definiciones sintácticas con el comandounfolding
hasta un nivel que permita aplicar algún lema ya conocido. Ahora, el nuevo objetivo es:

1. [[ m∈ Nat ; n∈ Nat ]] =⇒ (choose f ∈ [Nat→ Nat] :
f[0] = m∧ (∀x ∈ Nat : f[Succ[x]] = Succ[f[x]]))[n] ∈ Nat

Aquı́ podemos usar la regla de introducción del operadorchoose llamadabChooseI2, definida en la
teorı́aPredicateLogicpara deshacernos del operador.

∃ x ∈ ?A :?P(x)
∧

x.[[ x ∈?A;?P(x)]] =⇒?Q(x)
?Q(choose x ∈ ?A :?P(x))

bChooseI2

Aplicamos la regla usando el métodorule (ver 3.3.1), que intentaunificar el objetivo con la conclusión
de la regla:

apply (rule bChooseI2)

La aplicación del método es exitoso y dos nuevos subobjetivos son derivados, correspondientes a las dos
premisas de la regla aplicada:
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1. [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]]
=⇒ ∃x ∈ [Nat→ Nat] : x[0] =m∧ (∀xa∈ Nat : x[Succ[xa]] = Succ[x[xa]])

2.
∧

x. [[ m∈ Nat; n∈ Nat; x∈ [Nat→ Nat];
x[0] =m∧ (∀xa∈ Nat : x[Succ[xa]] = Succ[x[xa]]) ]]
=⇒ x[n] ∈ Nat

El primer subobjetivo es exactamente el lema 5.3 que derivamos debprimrec nat. Aquı́ notamos que no
es posible demostrar este subobjetivo a partir de los teoremas ya definidos, excepto si usamos el esquema
de recursión. El segundo subobjetivo es una propiedad de las funciones, que se puede probar usando sólo
las premisasx ∈ [Nat→ Nat] y n ∈ Nat.

Entonces usamos el lemabprimrec nat sobre el objetivo 1, otra vez por unificación:

apply (rule bprimrecnat)

El siguiente paso es probar las hipótesis derivadas del lema recién aplicado, que son los nuevos suboje-
tivos 1 y 2:

1. [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒ m∈ Nat
2. [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒ ∀x ∈ Nat : Succ[x] ∈ Nat
3.
∧

x. [[ m∈ Nat; n∈ Nat; x∈ [Nat→ Nat];
x[0] =m∧ (∀xa∈ Nat : x[Succ[xa]] = Succ[x[xa]]) ]]
=⇒ x[n] ∈ Nat

Se puede finalizar la prueba con la táctica automáticaauto. La prueba completa del lema puede resumirse
en estos dos pasos:

unfolding nat add def primrecadd def Letdef
by (rule bChooseI2, rule bprimrecnat, auto)

5.2.2. El caso base y el paso recursivo

Las siguientes propiedades de la suma que probaremos son el caso base y el paso recursivo de la
definición, esto es, respectivamente, las fórmulas 5.1 y 5.2. Estos lemas, por ser justamente las dos
ecuaciones que definen la función suma, serán usados de aquı́ en adelante en lugar de la definición
expĺıcita del operador cuando se deba referirse a ella en alguna prueba.

lemmaadd 0 nat [simp]: — Caso base 5.1
“n ∈ Nat=⇒ n + 0 = n”
apply (simp add: natadd def primrecadd def Letdef)
by (rule bChooseI2, rule bprimrecnat, auto)

lemmaadd Succnat [simp]: — Paso recursivo 5.2
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒m+ Succ[n] = Succ[m + n]”
apply (simp add: natadd def primrecadd def Letdef)
by (rule bChooseI2, rule bprimrecnat, auto)

Las pruebas son bastantes similares a la prueba anterior. Esta vez el comandounfolding no bas-
tará para desarmar las definiciones, ya que faltan como hip´otesis que ambos argumentos pertenezcan a
Nat. Es por esto que usamos el Simplificador que ya cuenta impĺıcitamente con las reglaszeroIsNat:
“0 ∈ Nat”, usada en el primer caso, ysuccIsNat: “ x ∈ Nat=⇒ Succ[x] ∈ Nat”, en el segundo. El resto de
las pruebas se completa en ambos casos de la misma forma que enla prueba deaddIsNat.
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De ahora en más, para cada operador definido en base al esquema de recursión para los naturales, las
pruebas de la propiedad de clausura y de los lemas del caso base y del paso recursivo serán prácticamente
las mismas (obviamente cambiando el lema de definición del operador en cuestión). Estos operadores
son: suma, multiplicación, resta y exponenciación.

5.2.3. Otras propiedades algebraicas

A partir de ahora, no necesitaremos usar el axioma de esquemade recursión en las pruebas sobre la
suma. Sólo bastarán, en principio, los tres lemas que acabamos de definir y que hemos agregado al Sim-
plificador. Tampoco será necesario desde ahora desarmar ladefinición de suma, todo se irá construyendo
a partir de estos tres lemas base.

La propiedad que queremos probar ahora es 0+n= n:

lemmaadd 0 left nat [simp]: “n ∈ Nat=⇒ 0 + n = n”

A diferencia del lema anterioradd 0 nat (simétrico a este), el argumento recursivo no corresponde
a ninguno de los dos del esquema recursivo. Si comenzamos la prueba desarmando las definiciones,
llegamos a un punto en donde no podemos avanzar con la prueba.En lugar de esto, aplicaremos el
método inductivo sobre la única variable. El método inductivo, aplicado a los naturales, usa unprincipio
de induccióndefinido por la reglanatInductEdefinida en la teorı́aPeano:

n∈ Nat P(0)
∧

x.[[ x ∈ Nat;P(x)]] =⇒ P(Succ[x])
P(n)

natInductE

La aplicación del principio de inducción de los naturalesgenera dos nuevos subobjetivos: el caso
base y el paso inductivo.

apply (induct set: Nat)

1. 0 + 0 = 0
2.
∧

x. [[ x ∈ Nat; 0+ x = x ]] =⇒ 0 + Succ[x] = Succ[x]

Podemos terminar la prueba usando el Simplificador en ambos subobjetivos. En el primer caso, el
Simplificador aplicará impĺıcitamente el lemaadd 0 nat. En el segundo, aplicaráadd Succnat para
reescribir el objetivo, primero en “Succ[0+ x] = Succ[x]”, y luego en “Succ[x] = Succ[x]”, usando la
hipótesis inductiva. La prueba completa es:

by (induct set: Nat, simpall)

El lema simétrico deadd Succnat esadd Succleft nat y se prueba también por inducción1, como
la mayorı́a de las propiedades de la suma que siguen.

lemmaadd Succleft nat [simp]:
“ [[ n ∈ Nat; m∈ Nat ]] =⇒ Succ[m] + n = Succ[m + n]” by (induct set: Nat, simpall)

La propiedad conmutativa y la propiedad asociativa no se pueden agregar al Simplificador.

lemmaadd commutenat: — Propiedad conmutativa de la suma.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒m+ n = n + m” by (induct set: Nat, simpall)

lemmaadd assocnat: — Propiedad asociativa de la suma.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat ]] =⇒m+ (n + p) = (m+ n) + p” by (induct set: Nat, simpall)

1En este caso el orden de los argumentos está cambiado para que se aplique el método de inducción sobre el primero de
ellos. Esto no afecta en nada a las pruebas subsiguientes.
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Ninguno de los lados de la ecuación es estructuralmente más simple que el otro. La reescritura de térmi-
nos con estas reglas lleva al Simplificador a un bucle del que no puede salir. Es por esto que habrá que
usarlas cuidadosamente y dependiendo de cada caso. La propiedad cancelativa, en cambio, es apropiada
como regla de reescritura ya que se deshace de una de las variables.

lemmaadd left cancelnat [simp]: — Propiedad cancelativa por izquierda.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat ]] =⇒ (m+ n =m+ p) = (n = p)” by (induct set: Nat, simpall)

lemmaadd right cancelnat [simp]: — Propiedad cancelativa por derecha.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat ]] =⇒ (n +m= p + m)= (n = p)” by (simp add: addcommutenat)

La segunda regla cancelativa se prueba usando impĺıcitamente la primer regla cancelativa (con el sim-
plificador) y la regla conmutativa de la suma. En general, todas las reglas en las que haya sumas (y/o
multiplicaciones, más adelante) se declararán en variasversiones. De ahora en más, las versiones de
los lemas que se prueben agregando las propiedades conmutativas (comoadd right cancelnat) no las
mostraremos.

Otras de las propiedades que se probaron por inducción son las siguientes:

lemmaadd is 0 nat [simp]:
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒ (m+ n = 0) = (m= 0 ∧ n = 0)”

lemmaadd is 1 nat:
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒ (m+ n = 1) = (m= 1 ∧ n = 0∨m= 0∧ n = 1)”

lemmaadd eq self zero nat [simp]:
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒ (m+ n =m)= (n = 0)”

lemmaadd left commutenat:
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat ]] =⇒m+ (n + p) = n + (m+ p)”

theoremsadd ac nat= add assocnat addcommutenat addleft commutenat

En add ac nat juntamos los lemas sobre asociatividad y conmutatividad que, en general, son usan de
manera conjunta en las pruebas (como haremos más adelante en mult Succleft nat).

5.3. Multiplicaci ón

La multiplicación sobre los números naturales se define recursivamente en el segundo argumento, de
acuerdo a las siguientes ecuaciones:

m∗0 = 0 (5.4)

m∗Succ[n] = m∗n+m (5.5)

De la misma manera que para la suma, usamos el operadorchoose y el esquema de recursión primi-
tiva para definir el operador de multiplicación en Isabelle/TLA+, con nombremultnat. Luego damos la
definición de la función que “envuelve” a la anterior (nat mult def) y que tiene como premisas que los
argumentos pertenezcan al conjunto de los naturales, juntocon la notación estándar de la multiplicación.

definition primrec mult where
“primrec mult(m,n)≡ let f ≡ (choose g ∈ [Nat→ Nat] :

g[0] = 0
∧ (∀x ∈ Nat : g[Succ[x]] = g[x] + m))

in f[n]”
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definition mult :: “[c,c] ⇒ c” (infixl “ ∗” 70)
wherenat mult def: “ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒ (m∗ n) ≡ primrec mult(m,n)”

A partir de esta definición y el axioma del esquema de recursión de los naturalesbprimrec nat,
probamos los tres lemas base sobre el que construiremos las demás propiedades: la clausura de la mul-
tiplicación (multIsNat), el caso base (mult 0 nat) y el paso recursivo (mult Succnat). Las pruebas son
básicamente las mismas que las de los lemas base de la suma.

lemmamultIsNat [intro!, simp]:“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒m ∗ n ∈ Nat”
lemmamult 0 nat [simp]: “n ∈ Nat=⇒ n ∗ 0 = 0”
lemmamult Succnat [simp]: “ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒m ∗ Succ[n]=m ∗ n + m”

Los siguientes lemas, simétricos del caso base y el paso recursivo respectivamente, se prueban por
inducción, al igual que los de la suma.

lemmamult 0 left nat [simp]: “n ∈ Nat=⇒ 0 ∗ n = 0”
by (induct set: Nat, simpall)

lemmamult Succleft nat [simp]: “ [[ n ∈ Nat; m∈ Nat ]]=⇒ Succ[m] ∗ n =m ∗ n + n”
by (induct set: Nat, simpall add: add ac nat)

También se probaron por inducción las propiedades conmutativa, distributiva por izquierda y por
derecha entre la suma y la multiplicación, y asociativa.

lemmamult commutenat: — Propiedad conmutativa de la multiplicación.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒m ∗ n = n ∗ m”
by (induct set: Nat, simpall)

lemmaadd mult distrib left nat: — Propiedad distributiva por izquierda de+ y ∗.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat ]] =⇒m ∗ (n + p) =m ∗ n + m∗ p”

proof (induct set: Nat, simpall)
fix m assumenat: “m ∈ Nat” “n ∈ Nat” “p ∈ Nat” and “m ∗ (n + p) = m∗ n +m ∗ p”
hence“m ∗ (n + p) + (n + p) = m∗ n +m ∗ p + (n + p)”
by (simp only: addright cancelnat)

hence“m ∗ n + m∗ p + (n + p) =m ∗ n + (m∗ p + n) + p”
usingnat by (simp add: addassocnat)

also have“... =m∗ n + (n + m∗ p) + p”
usingnat by (simp add: addcommutenat)

finally show“m ∗ n + m∗ p + (n + p) =m ∗ n + n + (m∗ p + p)”
usingnat by (simp add: addassocnat)

qed

lemmamult assocnat: — Propiedad asociativa de la multiplicación.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ m∗ (n ∗ p) = (m∗ n) ∗ p”
by (induct set: Nat, auto simp add: addmult distrib right nat)

El caso base es trivial; la prueba en estilo Isar correspondeal paso inductivo. Como puede verse, las
propiedades conmutativas y asociativas de la suma son usadas en determinados pasos intermedios de la
prueba. Las pruebas de las dos propiedades distributivas noson triviales para los métodos automáticos.
Lo ideal serı́a probar el lema con un comando como:
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by (induct set: Nat, simpall add: add commutenat addassocnat)

El problema es que se falla al hacer unificación entre las premisas de las reglasadd commutenat y
add assocnat y expresiones como (n+ p) ∈ Nat o (m∗n) ∈ Nat. La segunda prueba de distributividad
sı́ se prueba automáticamente usando la propiedad distributiva inmediatemente anterior probada y por
conmutatividad de la suma.

Al momento de entrar a la prueba en estilo Isar, el subobjetivo actual puede verse directamente
en la prueba. La variablem (distinta de la anterior) es una meta-variable, que se fija con el comando
fix. Las hipótesis del subobjetivo son las fórmulas que aparecen después deassume. La conclusión del
subobjetivo a probar es la fórmula que aparece después delcomandoshow. En el medio puede verse el
desarrollo de los pasos intermedios con sus pruebas hasta llegar a la conclusión.

Se agregaron también las siguientes propiedades al Simplificador, que se prueban por inducción.

lemmamult is 0 nat [simp]: “ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒ (m ∗ n = 0) = (m= 0∨ n = 0)”
lemmamult eq 1 iff nat [simp]: “ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒ (m ∗ n = 1) = (m= 1∧ n = 1)”

Otra propiedad cuya prueba no es trivial es la cancelativa dela multiplicación. La dificultad está en
que si la variable canceladak es 0, las otras variablesmy nno necesariamente son iguales. A continuación
mostramos una prueba posible2.

lemmamult cancel1nat [simp]:
assumesk: “k ∈ Nat” and m: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat”
shows“(k ∗ m= k ∗ n) = (m= n∨ (k = 0))”
usingn m kapply (induct arbitrary: m, auto)
apply (rule tac n=ma in natCases, simpall)
by (force elim!: natCases)

Finalmente, y de la misma manera que para la suma, agrupamos los lemas no agregados al Simplifi-
cador enmult ac nat.

theoremsmult ac nat= mult assocnat mult commutenat mult left commutenat

5.4. Relaciones de Orden

La resta entre naturales,x− y dondex,y ∈ N tiene la particularidad que siy > x entoncesx− y = 0.
Entonces, para definir este operador, antes necesitamos desarrollar la teorı́a de las relaciones de orden
entre naturales.

Partimos de la base que la noción intuitiva de orden entre n´umero naturales (≤) ya está definida
como parte de la teorı́aPeano. La gran cantidad de lemas añadidos llevó a crear una nuevateorı́a, a la
que llamamosNatOrderings.

La constante< la definimos sobre cualquier dominio de la siguiente manera:

definition less ::“[c,c] ⇒ c” (infixl “ <” 50)
where “a < b ≡ a ≤ b∧ a , b”

La relación≥ es simplemente la abreviación sintácticax ≥ y ≡ y ≤ x, al igual que la relación> es
x> y≡ y< x.

Hay varias formas de expresar la irreflexividad de<. Una es como en el lemalessnot refl. Los lemas
lessirrefl y lessirreflE expresan lo mismo pero de un forma conveniente para los métodos automáticos.
La transitividad se prueba en el lemaleq neq transen forma de regla de eliminación.

2En el apéndice, esta misma prueba está desarrollada en Isar; es mucho más larga (son 42 pasos) pero también más legible.
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lemma lessnot refl: “a < b =⇒ a , b” by auto
lemma lessirrefl [simp]: “(a < a) = FALSE” by (simp add: lessdef)
lemma lessirreflE [elim!]: “a < a =⇒ R” by simp
lemma lessimp leq [elim]: “a < b =⇒ a ≤ b” by (simp add: lessdef)
lemma leq neq trans [elim]: “a ≤ b =⇒ a , b =⇒ a < b” by (simp add: lessdef)
lemma leq neq iff less:“a ≤ b =⇒ (a , b) = (a < b)” by auto

Hay muchos lemas que se pueden probar sobre las relaciones deorden. Sin embargo, hay que tener
cuidado al seleccionar cuáles de ellos agregar a las tácticas de prueba automáticas. Por ejemplo, el lema
leq neq iff lessparece lógico agregarlo al Simplificador. Sia≤ b es una hipótesis, reemplazara, b por
a< b. Pero el Simplificador intentará unificar todas las desigualdades presentes en el estado de prueba,
lo que puede llevar mucho tiempo o incluso a la no terminación.

Aquı́ se mostrarán sólo las declaraciones de los lemas principales. Sus pruebas en general son de un
paso, usando algún lema anterior y/o aplicandonatCases. La lista completa junto con las pruebas puede
consultarse en el apéndice A.

lemmanat Succleq iff less [simp]: — Definición alternativa de<.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (Succ[m] ≤ n) = (m< n)”
by (auto simp add: lessdef dest: natSuccleqD nat leq limit)

lemmanat leq less: — Reducción de≤ a<.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ m≤ n = (m< n ∨m= n)”
by (auto simp add: lessdef)

lemmanat lessSucciff leq [simp]:
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (m< Succ[n]) = (m≤ n)”
by (simp del: natSuccleq iff less add: natlessiff Succleq nat Succleq Succ)

Sobre< y Succ, probados con auto ylessdef

lemmanat not less0 [simp]:“n ∈ Nat=⇒ (n < 0) = FALSE”
lemmanat lessSuccI:“ [[ m< n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ m< Succ[n]”
lemmanat SucclessD:“ [[ Succ[m] < n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒m< n”
lemmanat lessleq not leq: “ [[ m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (m< n) = (m≤ n∧ ¬ n ≤ m)”
lemmanat Succnot lessself [simp]: “n ∈ Nat=⇒ Succ[n] < n = FALSE”

Sobre transitividad de<, probada en base a la transitividad de≤.

lemmanat lesstrans: “ [[ k < m; m< n; k ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ k < n”
lemmanat lesstrans Succ:“ [[ i < j; j < n; i ∈ Nat; j ∈ Nat; k∈ Nat]] =⇒ Succ[i] < k”
lemmanat leq lesstrans: “ [[ k ≤m; m< n; k ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ k < n”
lemmanat lessleq trans: “ [[ k <m; m≤ n; k ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ k < n”

Sobre linearidad. La relación≤ es lineal o total sia≥ b∨b≤ a, e implica reflexividad (a≤ a).

lemmanat lesslinear: — < es lineal.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ m< n∨m= n∨ n <m”
lemmanat leq lesslinear: — Linearidad de≤ y <.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ m≤ n∨ n < m”
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lemmanat lesscases [casenames less equal greater]:— Análisis por casos de linearidad.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; (m< n =⇒ P); (m= n =⇒ P); (n < m=⇒ P) ]] =⇒ P”
usingnat lesslinear by blast

lemmanat not less:“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (¬ m< n) = (n ≤ m)”
lemmanat not lessD:“ [[ ¬ m< n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ n ≤m”
lemmanat not lessI: “ [[ n ≤m; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ ¬ m< n”
lemmanat not lessiff gr or eq: “ [[ m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (¬ m< n) = (m> n∨m= n)”
lemmanat not lesseq: “ [[ m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (¬ m< n) = (n < Succ[m])”
lemmanat not leq: “ [[ m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (¬ m≤ n) = (n <m)”

lemmanat neq iff: “ [[ m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ m, n = (m< n∨ n < m)”

Sobre la asimetrı́a de<.

lemmanat lessnot sym:“ [[ m< n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ ¬(n <m)”
lemmanat antisymconv1:“ [[ ¬ m< n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (m≤ n) = (m= n)”
lemmanat antisymconv2:“ [[ m≤ n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (¬ m< n) = (m= n)”
lemmanat antisymconv3:“ [[ ¬ n <m; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (¬ m< n) = (m= n)”

lemmanat lessantisymfalse:“ [[ m< n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ n < m= FALSE”
lemmanat lessantisymleq false:“ [[ m< n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ n ≤ m= FALSE”

Sobre 0< n.

lemmanat gt0 not0: “n ∈ Nat=⇒ (0 < n) = (n , 0)”
lemmagt0 implies Suc:“ [[ n ∈ Nat; 0< n]] =⇒ ∃ m∈ Nat : n= Succ[m]”

5.5. Resta

Se define recursivamente la resta entre naturales a partir delas siguientes ecuaciones.

m −− 0 = m (5.6)

m −− Succ[n] = Pred[m −− n] (5.7)

Esta vez la funciónh sobre el argumento recursivo es la función predecesor Pred
3. Definimos Pred[0] =

0, por lo tantom−−n= 0, sim< n. Pred[n] elige unx∈ Nat de manera quen= Succ[x], si n, 0.

definition Pred where
“ Pred ≡ [n ∈ Nat 7→ if n = 0 then 0 else choose x ∈ Nat : n= Succ[x]]”

Usamos el sı́mbolo−− para diferenciar esta operación de la resta estándar de TLA+ entre números enteros
(que usa el sı́mbolo−). La propiedad de clausura y las ecuaciones elementales (esdecir, las que definen la
función) se prueban fácilmente con la definición de Pred, aplicando la regla de introducciónbChooseI2
y usando el simplificador.

3La función Pred no es parte de la sintaxis estándar de TLA+.
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lemmaPredInNat [intro!, simp]:“n ∈ Nat=⇒ Pred[n] ∈ Nat” — Clausura.
lemmaPred 0 nat [simp]: “ Pred[0] = 0”
lemmaPred Succnat [simp]: “n ∈ Nat=⇒ Pred[Succ[n]] = n”
lemmaSuccPred nat [simp]: “ [[ n ∈ Nat; 0< n]] =⇒ Succ[Pred[n]] = n”

lemmaPred add right nat: — Su prueba es por doble inducción sobre ambos argumentos.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; 0< n]] =⇒ Pred[m + n] = m+ Pred[n]”

Ahora podemos definir la resta para naturales en el esquema derecursión:

definition “primrec diff” (infixl “--” ) where
“m -- n ≡ let f ≡ (choose g ∈ [Nat→ Nat] :

g[0] = m∧ (∀x ∈ Nat : g[Succ[x]] = Pred[g[x]]))
in f[n]”

lemmadiffIsNat [intro!, simp]: — Propiedad de clausura.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒m -- n∈ Nat”

lemmadiff 0 nat [simp]: — Caso base.
“m ∈ Nat=⇒m -- 0=m”

lemmadiff Succnat: — Paso recursivo.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒m -- Succ[n] = Pred[m -- n]”

El lemadiff Succnat decidimos no agregarlo por defecto al Simplificador: preferimos trabajar con el
operador Succ en lugar de Pred.

También probamos casos triviales, formas de asociatividad, conmutatividad y reglas de cancelación, y
distributividad con la suma y la multiplicación. Sin embargo, no se cumple la propiedad “Succ[m] −− n=
Succ[m −− n]” (con m= 0 y n= 1, por ejemplo).

Los siguientes lemas son probados por inducción y por el Simplificador, agregándole la regladiff SuccNat.

lemmadiff 0 eq 0 nat [simp]: “n ∈ Nat=⇒ 0 -- n= 0”
lemmadiff SuccSuccnat [simp]: “ [[ n ∈ Nat; m∈ Nat]] =⇒ Succ[m] -- Succ[n] =m -- n”
lemmadiff self eq 0 nat [simp]: “m ∈ Nat=⇒ m -- m= 0”

lemmadiff diff left nat: — Versión de la propiedad asociativa.
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ (a -- b) -- c= a -- (b+ c)”
by (rule diffInduct[of a b], auto)

El lema anterior lo probamos por otro principio de inducción con una estructura diferente, que es
apropiado para la diferencia de naturales. Si el principionatInductEes lineal, se dice que el principio
diffInduct (definido en la teorı́aPeano) “se mueve por la diagonal” de los dos argumentos.

theorem diffInduct:
assumes“n ∈ Nat” and “m ∈ Nat”
and “

∧
m. m∈ Nat=⇒ P(m,0)” and “

∧
n. n∈ Nat=⇒ P(0, Succ[n])”

and “
∧

m n.[[ m∈ Nat; n∈ Nat; P(m,n)]] =⇒ P(Succ[m], Succ[n])”
shows“P(m,n)”

lemmaSuccdiff diff nat [simp]:
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ (Succ[a] -- b) -- Succ[c] = (a -- b) -- c”
by (simp add: diff diff left nat)
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lemmadiff commutenat: — Versión de la propiedad conmutativa.
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ a -- b -- c= a -- c -- b”
by (simp add: diff diff left nat addcommutenat)

Las siguientes reglas cancelativas se prueban por inducci´on “lineal”.

lemmadiff add inversenat [simp]: “ [[ b ∈ Nat; a∈ Nat]] =⇒ (b + a) -- b= a”
lemmadiff cancelnat [simp]: “ [[ c ∈ Nat; a∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ (c + a) -- (c+ b) = a -- b”
lemmadiff add 0 nat [simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ a -- (a+ b) = 0”

Las propiedades distributivas con respecto a la multiplicación se prueban condiffInduct. No se agre-
gan al simplificador ya que a veces son usadas en el sentido contrario.

lemmadiff mult distrib nat: — Propiedad distributiva por derecha con respecto a∗.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; k∈ Nat]] =⇒ (m -- n)∗ k = (m∗ k) -- (n ∗ k)”

lemmadiff mult distrib2 nat: — Propiedad distributiva por izquierda con respecto a∗.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; k∈ Nat]] =⇒ k ∗ (m -- n)= (k ∗ m) -- (k∗ n)”

5.6. Propiedades adicionales

A continuación se muestran algunos de los resultados adicionales sobre la suma, resta y multiplica-
ción que serán usados en las teorı́as que siguen. La lista de estos lemas es larga y sus pruebas no son
complejas por lo que sólo se mostrarán los enunciados principales. Por cada uno de ellos, habrá lemas
intermedios que fueron probados para llegar a esos resultados más generales. Y también habrá varias
versiones de la misma propiedad: ya sea intercambiando los argumentos debido a la propiedad conmuta-
tiva, o ya sea adaptando la estructura para que sea agregada al simplificador o como regla de destrucción.
Además, en general, un lema que tenga una condición no estricta (≤) implica también que la condición
puede ser estricta (<), o viceversa.

Monotonı́a de la suma

lemmanat add left cancel leq [simp]:
“ [[ k ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (k + m≤ k + n) = (m≤ n)”

Grupos parcialmente ordernados

lemmaadd leq mono:
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat; d ∈ Nat; a≤ b; c ≤ d]] =⇒ a + c ≤ b + d”

Las combinaciones obtenidas al cambiar≤ por< generan otras versiones de este lema. Además, de este
lema se derivan resultados como:

lemma trans leq add1:“ [[ a ≤ b; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ a ≤ b + c”
lemmaadd leqD1: “ [[ a + c ≤ b; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ a ≤ b”

y también los casos falsos:

lemma leq add left false [simp]:“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ a + b ≤ a = FALSE”
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Más resultados sobre la resta

La resta es el inverso de la suma, en ecuaciones y en desigualdades:

lemma le add diff inverse [simp]:“ [[ n ≤ m ; m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒ n + (m -- n)=m”
lemmadiff leq self [simp]: “ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒m -- n≤ m”

lemma leq iff add: — Conversión de≤ a+.
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒m≤ n = (∃ k ∈ Nat: n= m+ k)”

Simplificación de la resta en desigualdades:

lemma lessimp diff less [intro]: “ [[ a < b; a ∈ Nat; b∈ Nat; k∈ Nat ]] =⇒ a -- k< b”
lemmadiff is 0 eq [simp]: “ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒ (m -- n= 0) = (m≤ n)”
lemmazero lessdiff [simp]: “ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒ (0 < n -- m)= (m< n)”

Asociatividad entre la suma y la resta. Variando los signos de resta y suma, y los paréntesis, hay
cuatro casos diferentes.

lemmadiff add assoc1 [simp]:
“ [[ c ≤ b; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat ]] =⇒ a + (b -- c)= (a + b) -- c”

Transformación de resta en suma. Por el mismo motivo que para el lema de asociatividad, estas reglas
se agregan al Simplificador ya que lo que se busca es agrupar los elementos positivos siempre que sea
posible.

lemma leq diff right add left iff [simp]:
“ [[ k ≤ b; a ∈ Nat; b∈ Nat; k∈ Nat ]] =⇒ a ≤ b -- k= (a + k ≤ b)”

lemmadiff left eq add right [simp]:
“ [[ k ≤ a; a ∈ Nat; b∈ Nat; k∈ Nat ]] =⇒ (a -- k= b) = (b + k = a)”

Propiedades cancelativas de la resta:

lemmadiff cancelright nat [simp]: — Propiedad cancelativa por derecha.
“ [[ c ≤ a; c ≤ b; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat ]] =⇒ (a -- c= b -- c)= (a = b)”

lemmadiff cancel left nat [simp]: — Propiedad cancelativa por izquierda.
“ [[ a ≤ c; b ≤ c; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ (c -- a= c -- b)= (a = b)”

Monotonı́a de la multiplicación

lemmamult leq mono:
“ [[ a ≤ b; c ≤ d; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat; d ∈ Nat ]] =⇒ a ∗ c ≤ b ∗ d”

De esta propiedad se derivan resultados como:

lemmamult leq cancel left [simp]:
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; k∈ Nat]] =⇒ (k ∗ a ≤ k ∗ b) = (k = 0∨ a ≤ b)”
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5.7. Exponenciacíon

El módulo estándarProtoRealsde TLA+ defineab, dondea> 0, ob> 0, oa, 0 y b∈ Int, a partir de
los cuatro axiomas:

a1 = a (5.8)

am+n = am∗an si a, 0 y m,n∈ Int (5.9)

0b = 0 sib> 0 (5.10)

ab∗c = a(bc) si a> 0 (5.11)

más la condición de continuidad:

0< a y 0< b implica ab ≤ ac. (5.12)

Puede probarse quea0 = 1 si a , 0 (a = a1 = a0 ∗ a1 = a0 ∗ a, por 5.8 y 5.9 y luego por las propie-
dades de la multiplicación). Pero 00 está indefinido con estos axiomas. En lugar de definir estas cinco
propiedades como axiomas, definiremos la exponenciación recursivamente, y a partir de esta definición
probaremos las propiedades.

a ˆ 0 = 1 (5.13)

a ˆ Succ[n] = a∗a ˆ n (5.14)

Para el caso de los naturales, consideraremos las condiciones a > 0 o b > 0. Ya que definiremos el
operador con el esquema de recursión, cuyo caso base comienza en 0, usaremos la definición 00 = 1 que
se adapta a nuestro esquema. Se define entoncesa ˆ n dondea,n ∈ Nat:

definition primrec expwhere
“primrec exp(a,n)≡ let f ≡ (choose g ∈ [Nat→ Nat] :

g[0] = 1∧ (∀x ∈ Nat : g[Succ[x]] = a ∗ g[x]))
in f[n]”

definition expn ::“[c,c] ⇒ c” (infixl “ˆ” 75)
wherenat exp def: “ [[ a ∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (a ˆ n)≡ primrec exp(a,n)”

lemmaexpIsNat [intro!,simp]: — Propiedad de clausura.
“ [[ a ∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ a ˆ n∈ Nat”

lemmaexp a 0 nat [simp]: — Caso base 5.13.
“a ∈ Nat=⇒ a ˆ 0= 1”

lemmaexp a Succnat [simp]: — Paso recursivo 5.14.
“ [[ a ∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ a ˆ Succ[n] = a ∗ (a ˆ n)”

Las propiedades 5.8 y 5.10 se prueban trivialmente con el Simplificador (a través del lemaexp a Succnat)
y por lo tanto no hace falta declarar los lemas correspondientes. A continuación probamos el resto de las
propiedades y otras reglas más.

lemmaexp 1 n nat [simp]: “n ∈ Nat=⇒ 1 ˆ n= 1” by (induct set: Nat, simpall)

lemmaexp add nat: — Propiedad 5.9.
assumesa: “a ∈ Nat” and m: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat”
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shows“a ˆ (m + n) = (a ˆ m)∗ (a ˆ n)”
usingn m aapply (induct, simpall)
usingm apply (induct, simpall add: mult assocnat)

proof (rule disjI1)
fix n assumen: “n ∈ Nat” with a have“a ∗ a ∗ a ˆ n= a ∗ (a ∗ a ˆ n)”
usingmult assocnat by simp

with a nshow“a ∗ a ∗ a ˆ n= a ∗ a ˆ n∗ a”
usingmult commutenat by simp

qed

lemmaexp exp nat [simp]: — Propiedad 5.11.
assumesa: “a ∈ Nat” and m: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat”
shows“(a ˆ m) ˆ n = a ˆ (m∗ n)”
usingn m aapply (induct, simpall add: expadd nat)
usingm by (induct, auto simp: multcommutenat dest: sym)

lemmaexp leq nat: — Condición de continuidad, propiedad 5.12.
assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and c: “c ∈ Nat” and pos:“0 < a” “0 < b”
shows“b ≤ c =⇒ a ˆ b≤ a ˆ c”
usingc a b posapply (induct, simpall)

proof -
fix n assume“n ∈ Nat” “b ≤ n =⇒ a ˆ b≤ a ˆ n” “b ≤ Succ[n]”
from premsshow“a ˆ b ≤ a ∗ a ˆ n”
apply (simp add: natleq less[of b“ Succ[n]” ], safe)
usingmult leq mono[of 1 a“aˆ b” “aˆ n” ] by simp all

qed

lemmamult distrib exp nat: — Propiedad distributiva con respecto a la multiplicación.
“ [[ n ∈ Nat; a∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ (a ∗ b) ˆ n= (a ˆ n) ∗ (b ˆ n)”

proof (induct set: Nat, simpall)
fix n assumen: “n ∈ Nat” “a ∈ Nat” “b ∈ Nat” and 1: “(a ∗ b) ˆ n= a ˆ n∗ b ˆ n”
from n have2: “a ∗ a ˆ n∗ (b ∗ b ˆ n)= a ∗ (b ∗ (a ˆ n)∗ (b ˆ n))”
usingmult ac nat by simp

with n have“a ∗ b ∗ (a ˆ n∗ b ˆ n)= ...”
usingmult assocnat by simp

with n 1 2show“a ∗ b ∗ (a ˆ n∗ b ˆ n)= (a ∗ a ˆ n)∗ (b ∗ b ˆ n)” by simp
qed

lemmaexp is 0 iff [simp]: — Evaluación de casos (a ˆ n)= 0.
assumesa: “a ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat”
shows“((a ˆ n) = 0) = (a = 0∧ 0 < n)”
usingn aapply (induct, simpall)
usinga by (induct, simpall)

lemmaexp is 0 cases [dest]: — Casos de (a ˆ n)= 0, como regla de destrucción.
“ [[ (a ˆ n)= 0; a ∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒ (a = 0∧ 0 < n)” by simp
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Caṕıtulo 6

Definición y aritmética de los ńumeros
enteros

A partir de la formalización de los operadores aritméticos de los números naturales, expandimos las
definiciones a los números enteros. Para esto, en primer lugar necesitamos definir la noción de número
negativo. Al principio se consideró usar la definición de números enteros que se da en Isabelle/ZF a partir
de clases de equivalencias [Pau06], pero fue descartada ya que define nuevos operadores aritméticos y
lo que necesitamos aquı́ es que los operadores aritméticospara los naturales y enteros usen la misma
sintaxis. Lo que haremos será expandir la signatura de los operadores sobre naturales para que incluyan
los números negativos.

Para cada operador binario, ya sea las funciones aritméticas o las relaciones de orden, se consideran,
para sus dos argumentosa y b, cuatro casos: las combinaciones que se forman al tomar cadauno como
positivo o cero (es decir, que pertenece aNat) o negativo. La combinación que se da cuandoa ∈ Nat y
b ∈ Nat es exactamente la definición del operador ya dada para los naturales. En los tres casos restantes,
se definirá axiomáticamente el operador en función del caso conocido para los naturales. Al razonar con
argumentos enteros, la idea es llevar la expresión con números negativos a la expresión equivalente con
números naturales. Por lo tanto, las teorı́as sobre enteros tratarán principalmente sobre la simplificación
a la teorı́a de los naturales, donde se desarrollan las reglas más avanzadas.

6.1. El operador menos unario

Definimos axiomáticamente el operador unario “menos”, queexpresa la noción de número entero
negativo. Su notación en TLA+ es “−.”. De la misma manera que para los naturales debemos dar la
sintaxis expĺıcita de cada número negativo.

consts“minus” :: “c ⇒ c” (“-. ” )

syntax
“-.0” :: “c” (“-.0” )
“-.1” :: “c” (“-.1” )
...

translations
“-.0” ⇋ “-.(0)”
“-.1” ⇋ “-.(1)”
...
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Siempre que se define un sistema axiomático el objetivo es, en primer lugar, que el conjunto de
axiomas sea correcto (sound) y completo; y luego, que el conjunto de axiomas sea mı́nimo.Para definir
el operadorminusdamos los siguientes tres axiomas.

axioms
neg0 [simp]:“-.0 = 0”
neg neg [simp]: “-.-.n = n”
negNotInNat [simp]:“-.(Succ[n]) < Nat”

Los dos primeros axiomas expresan la relación elemental entre los números negativos y los naturales.
Necesitamos del axiomanegNotInNatya que, se puede saber si un elemento pertenece aNat, pero no
cuáles no pertenecen. Se puede probar fácilmente que los tres axiomas son correctos o consistentes entre
sı́, y también con el resto de los axiomas ya que el operador−. aparece sólo aquı́. A continuación, se
muestran las reglas de simplificación del operador.

lemmaeq imp negeq:“n = m=⇒ -.n= -.m” by simp

lemmaneg neq pos [simp]:“n ∈ Nat=⇒ -.(Succ[m]) = Succ[n] = FALSE”
proof (rule contradiction)
assume“-.( Succ[m]) = Succ[n] , FALSE” and n: “n ∈ Nat”
hence“-.( Succ[m]) = Succ[n]” by auto
hence“-.( Succ[m]) ∈ Nat” usingn by simp
thus FALSEby simp

qed

lemmapos neq neg [simp]:“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat ]] =⇒ Succ[m] = -.(Succ[n]) = FALSE”
by (auto dest: eqimp negeq)

lemmaminusInj [dest]:“-.n = -.m=⇒ n =m” by (auto dest: eqimp negeq)
lemmaminusInj iff [simp]: “-.n = -.m= (n =m)” by auto

lemmaneg0eq 0 [dest]: “-.n = 0 =⇒ (n = 0)” by (auto dest: eqimp negeq)
lemmaneg0imp 0 [simp]: “-.n = 0 = (n = 0)” by auto

lemmanotneg0imp not0 [dest]: “-.n , 0 =⇒ n , 0” by auto
lemmanot0 imp notNat [simp]:“ [[ n ∈ Nat; 0< n]] =⇒ -.n < Nat”
usinggt0 implies Suc[of n]by auto

lemmanegSuccNotZero [simp]:“n ∈ Nat=⇒ -.(Succ[n]) = 0 = FALSE”
usingminusInjby auto

lemmaneg in nat imp false [dest]:“-.( Succ[n]) ∈ Nat=⇒ FALSE” by simp

lemmaneg in nat is0 [simp]: “n ∈ Nat=⇒ -.n ∈ Nat= (n = 0)” by (rule natCases, auto)
lemmaneg existsnat: “-.n ∈ Nat=⇒ ∃ k ∈ Nat: n= -.k” by force

lemmapos eq neg false [simp]:“ [[ 0 < a; a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ a = -.b= FALSE”
by (rule natCases, auto)

lemmaneg eq nat is0 [dest]: “ [[ -.a= b; a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ a = 0∧ b = 0”
by (rule natCases, auto)
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lemmanat eq negselfis0 [simp]: “n ∈ Nat=⇒ n = -.n= (n = 0)” by auto

6.2. El conjunto Int

Definimos el conjuntoInt de los números enteros como la unión del conjunto de los naturalesNat y
la forma negativa de todos los elementos deNat. Por lo tanto,Int contiene los dos elementos equivalentes
0 y −.0.

definition Int :: c where “Int ≡ Nat∪ { -.n : n ∈ Nat }”

lemmanatInInt [simp]: “n ∈ Nat=⇒ n ∈ Int” by (simp add: Intdef)
lemma intDisj: “n ∈ Int =⇒ n ∈ Nat∨ n ∈ { -.n : n ∈ Nat}” by (auto simp: Intdef)
lemmanegint eq int [simp]: “-.n ∈ Int = (n ∈ Int)” by (force simp: Intdef)

La siguiente regla realiza un análisis de casos para un entero (es análoga anatCases):

lemma intCases [casenames Positive Negative, cases set: Int]:
assumesn: “n ∈ Int” and sc: “n ∈ Nat=⇒ P” and nsc:“

∧
m. [[ m∈ Nat; n= -.m]] =⇒ P”

shows“P”
usingpremsunfolding Int def by auto

Análisis de casos sobre dos números enteros. También se define el lemaintCases3, con tres argu-
mentos enteros.

lemma intCases2:
assumesm: “m ∈ Int” and n: “n ∈ Int”
and pp: “

∧
a b. [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; m= a; n = b]] =⇒ P(a,b)”

and pn: “
∧

a b. [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; m= a; n = -.b]] =⇒ P(a,-.b)”
and np: “

∧
a b. [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; m= -.a; n= b]] =⇒ P(-.a,b)”

and nn: “
∧

a b. [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; m= -.a; n= -.b]] =⇒ P(-.a,-.b)”
shows“P(m,n)”

apply (rule intCases[OF m])
apply (rule intCases[OF n])apply (simp add: pp)apply (simp add: pn)
apply (rule intCases[OF n])apply (simp add: np)apply (simp add: nn)

done

lemma trichotomy: — Ley de tricotomı́a de los enteros.
“n ∈ Int =⇒ n = 0∨ (∃ k ∈ Nat: n= Succ[k] ∨ n = -.(Succ[k]))”
unfolding Int def apply (clarsimp, erule disjE)by (auto dest: not0implies Suc)

6.3. Relaciones de orden

Aquı́ comenzamos a definir los operadores binarios con argumentos de números enteros. Empezare-
mos por la relación de orden estricta. El casoa < b cona ∈ Nat y b ∈ Nat ya está definido en la teorı́a
sobre naturales. Los otros tres casos son los siguientes:

axioms
int lesspn def [simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ a < -.b= FALSE”
int lessnp def [simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ -.a< b = TRUE”
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int lessnn def [simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ -.a< -.b= (b < a)”

lemma int lessrefl [simp]:
“n ∈ Int =⇒ n < n = FALSE” by (rule intCases, auto)

lemmaneg lessiff less [simp]:
“ [[ m∈ Int; n ∈ Int ]] =⇒ -.n< -.m= (m< n)” by (rule intCases2[of m n], simpall)

lemma int pos is nat [dest]:
“ [[ 0 < n; n ∈ Int]] =⇒ n ∈ Nat∧ 0 < n” unfolding Int def by auto

La relación de orden no-estricta para enteros negativos sedefine de igual forma. Sólo hay que tener
cuidado en el primer caso que sia= b= 0 el enunciado es falso.

axioms
int leq pn def [simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ a ≤ -.b= FALSE”
int leq np def [simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ -.a≤ b = TRUE”
int leq nn def [simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ -.a≤ -.b= (b ≤ a)”

lemma int leq refl [intro,simp]: “n ∈ Int =⇒ n ≤ n”
by (rule intCases, auto)

lemmaneg le iff le [simp]: “ [[ m∈ Int; n ∈ Int ]] =⇒ -.n≤ -.m= (m≤ n)”
proof (rule intCases2[of m n], simpall)
fix x yassume“x ∈ Nat” “y ∈ Nat”
thus “y ≤ -.x= (x ≤ -.y)” by (auto elim!: natCases[of y] natCases[of x])

qed

lemmaeq leq bothE: — Reduce la igualdad sobre enteros a una doble desigualdad.
assumes“m ∈ Int” and “n ∈ Int” and “m = n” and “ [[ m≤ n; n ≤m ]] =⇒ P”
shows“P”
usingpremsby simp

6.4. Aritmética de los enteros

6.4.1. Suma

Para la suma, a diferencia de las relaciones de orden, el casodonde el primer argumentoa es natural
y el segundo argumentob es negativo no se simplifica a una expresión simple: es necesario analizar los
casos dea ≤ b. Por lo tanto no lo añadimos por defecto al Simplificador. Elsegundo caso dondea es
negativo yb natural, se reduce al primer caso. El más sencillo es el tercero, que se reduce a una suma de
naturales.

axioms
int add pn def: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ a + -.b≡ IF a ≤ b THEN -.(b -- a) ELSE a -- b”
int add np def [simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ -.a+ b = b + -.a”
int add nn def [simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ -.a+ -.b= -.(a+ b)”

En cambio, sı́ podemos añadir al Simplificador estas variantes del axiomaint add pn def:

lemma int add pn case1 [simp]:“ [[ a ≤ b; a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ a + -.b= -.(b -- a)”
by (simp add: intadd pn def)
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lemma int add pn case2 [simp]:“ [[ b < a; a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ a + -.b= a -- b”
by (simp add: intadd pn def natlessantisymleq false)

lemma int add pn case2’ [simp]:“ [[ b ≤ a; a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ a + -.b= a -- b”
by (force simp add: intadd pn def diff is 0 eq’)

lemmaaddIsInt [simp]: — Propiedad de clausura.
“ [[ m∈ Int; n ∈ Int]] =⇒ m+ n ∈ Int” by (rule intCases2[of m n], auto simp: intadd pn def)

lemmaadd 0 right int [simp]: — Elemento neutro.
“n ∈ Int =⇒ n + 0 = n” by (rule intCases, auto)

lemmaadd inverseint [simp]: — Elemento aditivo inverso.
“n ∈ Int =⇒ n + -.n= 0” by (rule intCases2[of n“-.n” ], auto)

lemmaadd commuteint: — Propiedad conmutativa.
“ [[ m∈ Int; n ∈ Int]] =⇒ m+ n = n +m”
by (rule intCases2[of m n], auto simp: addcommutenat)

Para probar la propiedad cancelativa, probamos los siguientes 8 casos correspondientes a las tres
variables, si son negativas o positivas. (En realidad, son menos casos por conmutatividad y, cuando son
las tres positivas, ya está probado para los naturales.)

lemmaadd right cancelnnp int [simp]: — Casoa negativo,b negativo yc positivo.
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ (c + -.a= c + -.b)= (a = b)”
unfolding int add pn def by (auto, simp add: natnot leq)

lemmaadd right cancelppn int [simp]:
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ (a + -.c= b + -.c)= (a = b)”
unfolding int add pn def by (auto simp: transleq add1, simp add: natnot leq)

lemmaadd left cancelppn int [simp]:
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ -.c+ a = -.c+ b =⇒ a = b”
by (simp add: addcommutenat)

lemmaadd left cancelpnp int [simp]:
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ (c + a = c + -.b)= (a = -.b)”
unfolding int add pn def
usingadd assocnat[symmetric]by (auto simp add: natnot leq[unfolded lessdef])

lemmaadd left cancelpnn int [simp]:
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ a + -.c= -.(b+ c) = (a = -.b)”
apply (auto simp add: intadd pn def natnot leq)
by (simp add: addcommutenat[of b c] add assocnat[of c b a, symmetric])

lemmaadd left cancelnpp int [simp]:
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ c + -.a= b + c = (-.a= b)”
apply (auto, drule sym)by (simp add: addcommutenat[of b c])

Ahora sı́ se puede probar fácilmente la propiedad conmutativa de los enteros, haciendo un análisis
de casos de los tres argumentos:
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lemmaadd right cancel int [simp]:
“ [[ a ∈ Int; b ∈ Int; c ∈ Int]] =⇒ a + c = b + c = (a = b)”
by (rule intCases3[of a b c], auto simp add: addcommuteint[of a c] dest: sym)

lemmaadd left cancel int [simp]:
“ [[ a ∈ Int; b ∈ Int; c ∈ Int]] =⇒ c + a = c + b = (a = b)” by (simp add: addcommuteint)

Para la propiedad asociativa hacemos lo mismo. Aquı́ se debeanalizar por separado cada caso donde
uno de los dos argumentos de la suma sea negativo, para reescribir el objetivo como una resta de naturales.
Mostramos la prueba del primer caso.

lemma int add assoc1:
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ m+ (n + -.p)= (m+ n) + -.p”

proof (rule nat leq lesscases[of p n], auto)
assume“m ∈ Nat” “n ∈ Nat” “p ∈ Nat” “p ≤ n”
thus “(m + n) -- p=m+ n + -.p”
by (simp add: transleq add2)

next
assume“m ∈ Nat” “n ∈ Nat” “p ∈ Nat” “n < p”
hence1: “n ≤ p” by auto
show“m + (n + -.p)= m+ n + -.p”
by (rule nat leq cases[of p“m + n” ], auto simp: prems 1 addac nat)

qed

lemma int add assoc2:“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ m+ (n + -.p)= (m+ -.p)+ n”
lemma int add assoc3:“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ m+ -.(n+ p) = m+ -.n+ -.p”
lemma int add assoc4:“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ (n + p) + -.m= (n + -.m)+ p”
lemma int add assoc5:“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ -.m+ (n + -.p)= n + -.m+ -.p”
lemma int add assoc6:“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ -.m+ (p + -.n)= p + -.(m+ n)”

Entonces, la prueba de la propiedad asociativa de los números enteros es:

lemmaadd assocint:
assumesm: “m ∈ Int” and n: “n ∈ Int” and p: “p ∈ Int”
shows“m + (n + p) = (m+ n) + p”
apply(rule intCases3[OF m n p], simpall)
apply(rule add assocnat, assumption+)
apply(rule int add assoc1, assumption+)
apply(rule int add assoc2, assumption+)
apply(rule int add assoc3, assumption+)
apply(rule int add assoc4, assumption+)
apply(rule int add assoc5, assumption+)
apply(rule int add assoc6, assumption+)
apply(rule add assocnat, assumption+)

done

Más simplificaciones de signos en la suma, sobre argumentosde naturales y enteros:

lemmaminusdistrib pn nat [simp]: “ [[ m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ -.(m+ -.n)= n + -.m”
by (rule nat leq cases[of n m], simpall)
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lemmaminusdistrib pn int [simp]: “ [[ m∈ Int; n ∈ Int]] =⇒ -.(m+ -.n)= n + -.m”
by (rule intCases2[of m n], simpall add: add commuteint)

lemma int add nn : “ [[ a ∈ Int; b ∈ Int]] =⇒ -.a+ -.b= -.(a+ b)”
by (rule intCases2[of a b], simpall)

6.4.2. Multiplicación

La multiplicación con números negativos resulta más sencilla que la suma ya que no aparecen expre-
siones donde sea necesario hacer análisis de casos.

axioms
int mult pn def [simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ a ∗ -.b= -.(a ∗ b)”
int mult np def [simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ -.a ∗ b = -.(a ∗ b)”
int mult nn def [simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ -.a ∗ -.b= a ∗ b”

theoremsint mult def= int mult pn def int mult np def

lemmamultIsInt [simp]: — Propiedad de clausura.
“ [[ a ∈ Int; b ∈ Int]] =⇒ a ∗ b ∈ Int” by (rule intCases2[of a b], simpall )

lemmamult 0 right int [simp]: — Elemento neutro.
“a ∈ Int =⇒ a ∗ 0 = 0” by (rule intCases[of a], simpall)

lemmamult 0 left int [simp]:
“a ∈ Int =⇒ 0 ∗ a = 0” by (rule intCases[of a], simpall)

lemmamult commuteint: — Propiedad conmutativa.
“ [[ a ∈ Int; b ∈ Int]] =⇒ a ∗ b = b ∗ a”
by (rule intCases2[of a b], simpall add: mult commutenat)

lemmamult 1 right int [simp]: — Elemento de identidad.
“a ∈ Int =⇒ a ∗ 1 = a” by (rule intCases[of a], simpall)

lemmamult 1 left int [simp]:
“a ∈ Int =⇒ 1 ∗ a = a” by (rule intCases[of a], simpall)

lemmamult assocint: — Propiedad asociativa.
assumesm: “m ∈ Int” and n: “n ∈ Int” and p: “p ∈ Int”
shows“m ∗ (n ∗ p) = (m ∗ n) ∗ p”
by (rule intCases3[OF m n p], simpall add: mult assocnat)

Debido a que los axiomas reescriben la multiplicación de n´umeros negativos en expresiones simples,
la propiedad asociativa se prueba fácilmente a partir de laasociatividad de los naturales. En cambio, para
probar la propiedad distributiva, que involucra la suma de números negativos, debemos proceder como en
la prueba de las propiedades cancelativa o asociativa de la suma. A continuación se muestra la propiedad
distributiva por izquierda.

lemmappn distrib left nat: — Casompositivo,n positivo, p negativo
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and p: “p ∈ Nat”
shows“m ∗ (n + -.p)=m∗ n + -.(m∗ p)”

apply (rule nat leq cases[OF p n])
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apply (rule nat leq cases[of“m ∗ p” “m ∗ n” ])
usingpremsapply (simp all add: diff mult distrib2 nat)

done

Las pruebas de los dos lemas siguientes son similares a la deppn distrib left nat.

lemmanpn distrib left nat:
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat ]] =⇒ -.m∗ (n + -.p)= -.(m∗ n) +m ∗ p”

lemmannp distrib left nat:
“ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat ]] =⇒ -.m∗ (-.n+ p) =m ∗ n + -.(m∗ p)”

lemmadistrib left int:
assumesm: “m ∈ Int” and n: “n ∈ Int” and p: “p ∈ Int”
shows“m ∗ (n + p) = (m ∗ n + m∗ p)”

apply(rule intCases3[OF m n p],
simp all only: int mult def int add nn def int mult nn def addIsNat)

apply(rule add mult distrib left nat, assumption+)
apply(rule ppn distrib left nat, assumption+)
apply(simp add: addcommuteint, rule ppndistrib left nat, assumption+)
apply(simp only: intadd nn def multIsNat addmult distrib left nat)+
apply(rule npn distrib left nat, assumption+)
apply(rule nnp distrib left nat, assumption+)
apply(simp only: addmult distrib left nat)

done

Con este resultado, probamos que el conjuntoInt junto con los operadores+ y ∗ forman un forman
un dominio entero, es decir un anillo conmutativo1 donde 1, 0.

6.4.3. Resta

La diferencia sobre enteros se define simplemente como la suma del complemento.

definition diff :: “[c,c] ⇒ c” (infixl “-” 65)
where int diff def: “ [[ m∈ Int; n ∈ Int]] =⇒m - n=m+ -.n”

lemmadiffIsInt [simp]: — Propiedad de clausura
“ [[ m∈ Int; n ∈ Int]] =⇒ m - n∈ Int” by (simp add: intdiff def)

lemmadiff neg is add [simp]:
“ [[ m∈ Int; n ∈ Nat]] =⇒m - -.n=m+ n” by (simp add: intdiff def)

lemmadiff 0 right int [simp]:
“m ∈ Int =⇒ m - 0= m” by (simp add: intdiff def)

lemmadiff 0 left int [simp]:
“n ∈ Int =⇒ 0 - n= -.n” by (simp add: intdiff def)

lemmadiff self eq 0 int [simp]:
“m ∈ Int =⇒ m - m= 0” by (simp add: intdiff def)

lemmaneg diff is diff [simp]:

1Un anillo conmutativoes la estructura algebraica (A,+,∗) tal que (A,+) forma un grupo abeliano, (A,∗) forman un monoide
conmutativo y se cumple la propiedad distributica de+ y ∗. Un grupo abeliano(A,+) satisface las propiedades de clausura,
existencia de elemento identidad, conmutatividad, asociatividad y existencia de aditivo inverso. Unmonoide conmutativo(A,∗)
satisface las propiedades de clausura, asociatividad, existencia de identidad y conmutatividad.
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“ [[ m∈ Int; n ∈ Int]] =⇒ -.(m - n)= n - m” by (simp add: intdiff def)
lemmaneg diff is neg sum [simp]:
“ [[ m∈ Int; n ∈ Int]] =⇒ -.m - n= -.(m+ n)” by (simp add: intdiff def int add nn)

lemmaadd diff assoc1int: — Propiedad asociativa de la resta y la suma, caso 1.
“ [[ a ∈ Int; b ∈ Int; c ∈ Int]] =⇒ a + (b - c)= a + b - c”
by (simp add: intdiff def addassocint)

lemmaadd diff assoc2int: — Propiedad asociativa de la resta y la suma, caso 2.
“ [[ a ∈ Int; b ∈ Int; c ∈ Int]] =⇒ -.a+ (b + -.c)= b + -.a+ -.c”
by (simp add: addassocint, simp add: addcommuteint)

6.4.4. Exponenciacíon

Antes de hacer de definir la exponenciaciónan con basea negativa, se necesitan reglas para razonar
sobre el predicado isEven (“es par”).

El predicado “es par”

(Esta sección, en realidad, forma parte de la teorı́a sobrenúmeros naturales.)

definition isEvenwhere “n ∈ Nat=⇒ isEven(n)≡ ∃ x ∈ Nat : n= x + x”

lemma isEven0 [simp]: “isEven(0)”
lemmaevenSSeq even [simp]:“n ∈ Nat=⇒ isEven(Succ[Succ[n]]) = isEven(n)”
lemmanat is evenor not: “n ∈ Nat=⇒ isEven(n)∨ ¬ isEven(n)”

Uno de los principales resultados obtenidos es el siguiente, que establece que un número par no es
igual a un número impar.

lemmaodd is evenfalse [simp]:
assumesx: “x ∈ Nat” and y: “y ∈ Nat” shows“( Succ[y + y] = x + x) = FALSE”
apply (rule nat leq cases[of x y])
usingpremsapply (simp all add: nat not leq nat leq less)

proof (auto)
assumeh1: “x < y” and h2: “ Succ[y + y] = x + x”
from x y x y h1 h1have“x + x < y + y” by (rule add lessmono)
with y h2[symmetric]show“FALSE” by simp

next
assumeh1: “y < x” and h2: “ Succ[y + y] = x + x”
from x y h1have“ Succ[y] + y < x + x”
usingnat Succleq iff lessby (simp add: addleq lessmono del: addSuccleft nat)

with y h2[symmetric]show“FALSE” by simp
qed

Esta regla permite probar los siguientes lemas:

lemmaevenis odd false [simp]: “ [[ x ∈ Nat; y∈ Nat]] =⇒ (x + x = Succ[y + y]) = FALSE”
lemma isEvenadd Sxxfalse [simp]:“n ∈ Nat=⇒ isEven(Succ[n + n]) = FALSE”
lemma isEvenimp notSucc [simp]:“ [[ isEven(n); n∈ Nat]] =⇒ isEven(Succ[n]) = FALSE”
lemmaevenSimp evenfalse [dest]:“ [[ isEven(Succ[n]); n ∈ Nat]] =⇒ isEven(n)= FALSE”
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lemmaevenSevenfalse [dest]:“ [[ isEven(Succ[n]); isEven(n); n∈ Nat]] =⇒ FALSE”
lemmanotEvenis evenS [dest!]:“ [[ ¬ isEven(n); n∈ Nat ]] =⇒ isEven(Succ[n])”
lemmanotEvenSis even [dest!]:“ [[ ¬ isEven(Succ[n]); n ∈ Nat]] =⇒ isEven(n)”

lemma isEvencases [casenames even odd]:
assumesn: “n ∈ Nat” and even:“isEven(n)=⇒ P” and odd: “isEven(Succ[n]) =⇒ P”
shows“P”
apply (cases“isEven(n)” ) usingpremsby auto

Razonamiento sobre la suma:

lemmaevenplus evenis even [simp]:
“ [[ isEven(m); isEven(n); m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ isEven(m+ n)”

lemmaevenSplus evenis evenS [simp]:
“ [[ isEven(Succ[m]); isEven(n); m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ isEven(Succ[m + n])”
usingevenplus evenis even[of“ Succ[m]” n] by simp

lemmaevenSplus evenis evenfalse1 [simp]:
“ [[ isEven(Succ[m]); isEven(n); m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ isEven(m+ n) = FALSE”
by (auto dest: evenSplus evenis evenS)

Razonamiento sobre la multiplicación:

lemmaevenimp mult even [simp]:
“ [[ isEven(m); m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ isEven (m∗ n)”
apply (simp add: isEvendef, clarsimp)by (auto simp: addmult distrib right nat)

lemmamultEvenimp either even [dest]:
“ [[ isEven(m∗ n); m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ isEven(m)∨ isEven(n)”
apply (rule natCases[of m], simpall) by (cases“isEven(n)” , auto)

Exponenciacíon con base negativa

Ahora, con el predicado “es par” ya formalizado, se puede definir la exponenciación cuya base es un
número entero negativo. Lo hacemos a través del siguienteaxioma.

axiomsexp neg:“ [[ a ∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ -.a ˆ n= (IF isEven(n) THEN a ˆ n ELSE -.(a ˆ n))”

Con este axioma más la exponenciación para naturales definimosan dondea ∈ Int y n∈ nat. El caso
donden ∈ Int deberá definirse para los números reales.

lemmaexpIsInt [intro!,simp]: — Propiedad de clausura.
“ [[ a ∈ Int; n ∈ Nat]] =⇒ a ˆ n∈ Int” by (auto elim!: intCases simp: expneg natis evenor not)

lemmaexp neg1even [simp]:
“n ∈ Nat=⇒ -.1 ˆ (n∗ 2) = 1” by (simp add: expneg)

lemmaexp neg even [simp]:
“ [[ a ∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ -.a ˆ (n∗ 2) = a ˆ (n∗ 2)” by (simp add: expneg)

lemmaexp neg 1 [simp]:
“a ∈ Nat=⇒ -.a ˆ 1= -.a” by (simp add: expneg)

Los siguientes lemas se prueban por análisis de casos del predicadoisEvenluego de expandir la
definición deexp. Las pruebas de los casos se terminan por el razonamiento deisEvenya agregado a los
métodos automáticos.
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lemmaexp neg add: — Corresponde al axioma 5.9 de la sección˜5.7.
“ [[ a ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ -.a ˆ (m+ n) = (-.a ˆ m)∗ (-.a ˆ n)”
apply (simp add: expneg)
apply (rule isEvencases[of“(m + n)” ], simp+)
apply (rule isEvencases[of“m” ], simp+)
apply (rule isEvencases[of“n” ], simp all add: expadd nat)

apply (rule isEvencases[of“n” ], simp+, force)
apply (rule isEvencases[of“n” ], simp+)
apply (rule isEvencases[of“m” ], simp+, force)
apply (rule isEvencases[of“m” ], simp+, force)
usingevenplus evenis even[of“ Succ[m]” “ Succ[n]” ] apply force

done

lemmaexp exp neg [simp]: — Corresponde al axioma 5.11 de la sección˜5.7.
“ [[ a ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (-.a ˆ m) ˆ n= -.a ˆ (m∗ n)”
apply (simp add: expneg)
apply (cases“isEven(m)” , simpall add: condElse)
apply (cases“isEven(m∗ n)” , simpall add: condElse)
apply (safe dest!: multEvenimp either even)
apply (force, simpall add: expneg)

apply (cases“isEven(n)” , simpall add: condElse)
usingevenimp mult even[of n“ Succ[m]” ]
evenimp mult even[of“ Succ[m]” n] apply simp

done

6.5. División y módulo sobre los ńumeros naturales y enteros

El Algoritmo de División es usado para calcular la división entera. Básicamente describe el proceso
de dividir un número entero (a) por otro entero positivo (b) para obtener el cociente (q) y el resto (r).
Este es el conocido proceso por el cual los niños aprenden a dividir en la escuela primaria. El Algoritmo
de División no es propiamente un algoritmo, es un teorema y se declara a continuación.

Teorema [Algoritmo de División]. Dados dos enterosa y b, dondeb> 0. Existen enteros únicosq y
r, llamadoscocientey restorespectivamente, tales que

a= q∗b+ r y 0≤ r ∧ r < b

Tomandoq = a÷ b y r = a % b, esta declaración del teorema es exactamente la definición de los
operadores de TLA+ de división (÷) y módulo (%) dada en la sección 2.2.3 sobre los módulos estándar
sobre números de TLA+. Hay que tener en cuenta que, con esta definición,−.a÷b dondea,b∈ Nat no es
igual a−.(a÷b) como uno podrı́a suponer, ya que no satisfacen las ecuaciones del teorema. Por ejemplo,
−.5÷3= −.2 y −.5 % 3= 1 sı́ satisfacen las ecuaciones

−.5= (−.5÷3)∗3+ (−.5 % 3) y 0≤ (−.5 % 3)∧ (−.5 % 3)< 3.

Prueba del Algoritmo de División

La prueba del Algoritmo de División nos llevará a la definición de los operadores buscados. La
prueba consiste en dos partes: primero se prueba la existencia deq y der dadosa y b, y luego se prueba
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que son únicos. Trataremos principalmente con dos casos:a,q∈Nat (caso 1) ya,q∈ {−.n : n∈Nat} (caso
2). Sia y q tienen distintos signos entonces significa que ambos son 0 (0= −.0) (casos 3 y 4). El caso 1
corresponde, obviamente, a la división entre naturales. Muchas de las pruebas de esta sección son largas,
por lo que sólo mostrarán las más importantes y el resto seexplicarán informalmente en caso de que sea
necesario. Las pruebas completas pueden encontrarse en el apéndice A.

Comenzamos definiendo la relación caracterı́sticadivmodrel entre las cuatro variables involucradas.

definition divmodrel where
“divmod rel(a,b,q,r)≡ a = q ∗ b + r ∧ (0 < b) ∧ (0 ≤ r) ∧ (r < b)”

Los siguientes lemas prueban que dados los enterosa y b (positivo), existenq y r que satisfacen la
relacióndivmodrel para los dos casos tratados. Por lo tanto, expresan que la relacióndivmodrel es total.
Se mostrarán solamente las pruebas del caso 1; la del caso 2 es similar.

lemmadivmodrel ex case1:
assumes“a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “0 < b”
obtains q r where “q ∈ Nat” “r ∈ Nat” “divmod rel(a,b,q,r)”

proof -
have“ ∃ q,r ∈ Nat : a= q * b + r ∧ r < b”
usinga proof (induct)
case0
from b poshave“0 = 0 * b + 0∧ 0 < b” by simp
then show?caseby blast

next
fix a’
assumea’: “a’ ∈ Nat” and ih: “ ∃ q, r ∈ Nat : a’ = q*b + r ∧ r < b”
from ih obtain q’ r’
where h1: “a’ = q’ * b + r’” and h2: “r’ < b”
and q’: “q’ ∈ Nat” and r’: “r’ ∈ Nat” by blast

show“ ∃ q, r ∈ Nat : Succ[a’] = q * b + r ∧ r < b”
proof (cases“ Succ[r’] < b” )
caseTrue
from h1 h2 a’ q’ b r’ have“ Succ[a’] = q’ * b + Succ[r’]” by simp
with True q’ r’ show?thesisby blast

next
caseFalse
with b r’ have“b ≤ Succ[r’]” by (simp add: natnot less)
with r’ b h2 have“b = Succ[r’]” by (intro nat leq antisym, simp+)
with h1 a’ q’ r’ have“ Succ[a’] = Succ[q’] * b + 0” by (simp add: addac nat)
with pos q’show?thesisby blast

qed
qed
with pos thatshow?thesisby (auto simp add: divmodrel def)

qed

lemmadivmodrel ex case2:
assumes“a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “0 < b”
obtains q r where “q ∈ Nat” “r ∈ Nat” “divmod rel(-.a,b,-.q,r)”

La notaciónobtains-where de Isabelle expresa que el objetivo a probar es (en el primer caso):
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(
∧

q r. [[ q ∈ Nat; r ∈ Nat; divmodrel(?a, ?b, q, r)]] =⇒ ?thesis)=⇒ ?thesis

Estos lemas se prueban por inducción. La idea general de laspruebas del paso inductivo es analizar los
casos en que el resto es igual a 0 y distinto de 0. En el caso 1, seprueba tratando por separado el caso
r ≤ b, es decir cuando el restor es menor que el dividendob y cuando el resto esr = b (y por lo tanto
r = 0 y q se incrementa en 1 para satisfacer la relacióna = Succ[q] ∗ b+ 0). En el caso 2, se tratan los
casos der > 0, es decir se prueba que el paso inductivo se cumple sin variar q y con r −1 cuandor > 0,
y que se cumple con−.(Succ[q]) y sin variarr cuandor = 0.

La prueba del teorema del Algoritmo de División se completacon la prueba de unicidad de las
soluciones dedivmodrel. A continuación mostramos los lemas de unicidad deq (los lemas sobre la
unicidad der son análogos en ambos casos).

lemmadivmodrel uniquediv case1:
assumes“divmod rel(a,b,q,r)” “divmod rel(a,b,q’,r’)”
“a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “q ∈ Nat” “r ∈ Nat” “q’ ∈ Nat” “r’ ∈ Nat”
shows“q = q’”

proof -
from b 1havepos:“0 < b” and aqr: “a = q*b+r” and rb: “r < b”
by (auto simp add: divmodrel def)

from b 2haveaqr’: “a = q’*b+r’” and rb’: “r’ < b”
by (auto simp add: divmodrel def)
{

fix x y x’ y’
assumenat: “x ∈ Nat” “y ∈ Nat” “x’ ∈ Nat” “y’ ∈ Nat”
and eq: “x*b + y = x’*b + y’” and less:“y’ < b”

have“x ≤ x’”
proof (rule contradiction)
assume“ ¬ (x ≤ x’)”
with nat have“x’ < x” by (simp add: natnot leq)
with nat obtain k where k: “k ∈ Nat” “x = Succ[x’+k]”
by (auto simp add: lessiff Succadd)

with eq nat bhave“x’*b + (k*b + b + y) = x’*b + y’”
by (simp add: addmult distrib right nat addassocnat)

with nat k bhave“k*b + b + y = y’” by simp
with less k b nathave“(k*b + y) + b < b” by (simp add: addac nat)
with k b natshow“FALSE” by simp

qed
}

from this[OF q r q’ r’] this[OF q’ r’ q r] q q’ aqr aqr’ rb rb’
show?thesisby (intro nat leq antisym, simp+)

qed

lemmadivmodrel uniquemodcase2:
assumes“divmod rel(-.a,b,-.q,r)” “divmod rel(-.a,b,-.q’,r’)”
“a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “q ∈ Nat” “r ∈ Nat” “q’ ∈ Nat” “r’ ∈ Nat”
shows“q = q’”
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Definición de los operadores de división y módulo

Instanciamos las soluciones de la relación caracterı́sticadivmodrel usando el operadorchoose. De-
finimos el predicadodivmodque devuelve una tupla con los resultados. Usando los lemas de la prueba
del Algoritmo de División, endivmodPairExprobamos que los resultados existen, y endivmodunique
probamos que son únicos.

definition divmodwhere
“divmod(a,b)≡ choose z∈ Int × Nat : divmodrel(a,b,z[1],z[2])”

lemmadivmodPairEx: — Existencia de una tupla resultante dedivmod
assumesa: “a ∈ Int” and b: “b ∈ Nat” and pos:“0 < b”
shows“ ∃ z∈ Int × Nat : divmodrel(a,b,z[1],z[2])”

proof (rule intCases[OF a])
assumea: “a ∈ Nat”
from a b posobtain q r where “r ∈ Nat” “q ∈ Nat” “divmod rel(a,b,q,r)”
by (rule divmodrel ex case1)

thus ?thesisby (auto intro!: inProdI)
next
fix a’
assumea’: “a’ ∈ Nat” and 1: “a = -.a’”
obtain q r where “q ∈ Nat” “r ∈ Nat” “divmod rel(-.a’,b,-.q,r)”
by (rule divmodrel ex case2[OF a’ b pos])

thus ?thesis
usingprems 1apply autoby (rule tac x=“ 〈-.q,r〉” in bExI, auto)

qed

lemmadivmodInIntNat [intro!,simp]: — Clausura del caso general
“ [[ a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b ]] =⇒ divmod(a,b)∈ Int × Nat”

lemmadivmodInNatNat:
“ [[ a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b ]] =⇒ divmod(a,b)∈ Nat× Nat”

lemmadivmodInNegNat:
“ [[ a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b ]] =⇒ divmod(-.a,b)∈ {-.n : n ∈ Nat} × Nat”

lemmadivmoduniquecase1:
“ [[ divmodrel(a,b,q,r); a∈ Nat; b∈ Nat; 0< b; q ∈ Nat; r ∈ Nat ]]
=⇒ divmod(a,b)= 〈q,r〉”

lemmadivmoduniquecase2:
“ [[ divmodrel(-.a,b,-.q,r); a∈ Nat; b∈ Nat; 0< b; q ∈ Nat; r ∈ Nat ]]
=⇒ divmod(-.a,b)= 〈-.q,r〉”

lemmadivmoduniquecase3:
“ [[ divmodrel(a,b,-.q,r); a∈ Nat; b∈ Nat; 0< b; q ∈ Nat; r ∈ Nat ]]
=⇒ divmod(a,b)= 〈-.q,r〉”

lemmadivmoduniquecase4:
“ [[ divmodrel(-.a,b,q,r); a∈ Nat; b∈ Nat; 0< b; q ∈ Nat; r ∈ Nat ]]
=⇒ divmod(-.a,b)= 〈q,r〉”

lemmadivmodunique: — Caso general de unicidad dedivmod.
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“ [[ divmodrel(a,b,q,r); a∈ Int; b ∈ Nat; 0< b; q ∈ Int; r ∈ Nat ]] =⇒ divmod(a,b)= 〈q,r〉”
apply (rule intCases2[of a q])
by (simp all add: divmoduniquecase1 divmoduniquecase2
divmoduniquecase3 divmoduniquecase4)

Finalmente, podemos definir los operadores÷ y % como los elementos 1 y 2, respectivamente, de la
tupla resultante dedivmod.

defs
div def: “ [[ a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b ]] =⇒ a ÷ b ≡ divmod(a,b)[1]”
mod def: “ [[ a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b ]] =⇒ a% b ≡ divmod(a,b)[2]”

A continuación se prueban para÷ la propiedad de clausura general (divIsInt), de clausura para el
caso de que el dividendo sea natural (divIsNat) o entero negativo (divIsNeg), y la propiedad de clausura
de% (modIsNat).

lemmadivIsInt [intro!, simp]: “ [[ a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b ]] =⇒ a ÷ b ∈ Int”
lemmadivIsNat [intro!, simp]t: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b ]] =⇒ a ÷ b ∈ Nat”
lemmadivIsNeg [intro!, simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b ]] =⇒ -.a÷ b ∈ {-.n : n ∈ Nat}”
lemmamodIsNat [intro!, simp]:“ [[ a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b ]] =⇒ a ÷ b ∈ Nat”

lemmadivmoddiv mod: — ÷ y% son el resultado dedivmod
“ [[ a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b ]] =⇒ divmod(a,b)= 〈a ÷ b, a% b〉”

lemmadivmoddiv mod nat: — mismo resultado para naturales
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b ]] =⇒ divmod(a,b)= 〈a ÷ b, a% b〉”

lemmadivmodrel div mod: — ÷ y% satisfacendivmodrel
“ [[ a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b ]] =⇒ divmodrel(a, b, a÷ b, a% b)”

lemmadiv unique: — el resultado de la división es único
“ [[ divmodrel(a,b,q,r); a∈ Int; b ∈ Nat; 0< b; q ∈ Int; r ∈ Nat ]] =⇒ a ÷ b = q”

lemmamod unique: — el resultado del módulo es único
“ [[ divmodrel(a,b,q,r); a∈ Int; b ∈ Nat; 0< b; q ∈ Int; r ∈ Nat ]] =⇒ a ÷ b = r”

lemmamod lessdivisor: — el módulo es siempre menor que el divisor
“ [[ a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b ]] =⇒ a% b < b”

Directamente del lemadivmodrel div modpodemos probar el lemamod div int equality1:

lemmamod div int equality1 [simp]:“ [[ a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ (a ÷ b) ∗ b + a% b = a”
lemmamod div int equality2 [simp]:“ [[a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ b ∗ (a ÷ b) + a% b = a”
lemmamod div int equality3 [simp]:“ [[ a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ a% b + (a ÷ b) ∗ b = a”
lemmamod div int equality4 [simp]:“ [[ a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b]]=⇒ a% b + b ∗ (a ÷ b) = a”

Podemos dar las fórmulas de lo que serı́a el cálculo recursivo sobre el primer argumento dedivmod
para los naturales:

lemmadivmodbasecase1:
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; a< b ]] =⇒ divmod(a,b)= 〈0, a〉”

lemmadivmodstepcase1:
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; b≤ a ]] =⇒ divmod(a,b)= 〈Succ[(a -- b)÷ b], (a -- b)% b〉”
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Por lo tanto, las ecuaciones “recursivas” de÷ y % son:

lemmadiv nat less [simp]:“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; a< b ]] =⇒ (a ÷ b) = 0”
lemmadiv nat geq: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; b≤ a ]] =⇒ (a ÷ b) = Succ[(a -- b)÷ b]”

lemmamod nat less [simp]:“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; a< b ]] =⇒ (a% b) = a”
lemmamod nat geq: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; b≤ a ]] =⇒ (a% b) = (a -- b)% b”
declaremodnat geq[symmetric, simp]

Propiedades de÷ y% sobre naturales

Para este tipo de propiedades donde hay sumas y multiplicaciones existen varias versiones del mismo
lema, con las que es conveniente contar en el simplificador. La primera versión es probada normalmente
y agregada al simplificador. Las siguientes son probadas trivialmente a partir de la primera y la propiedad
conmutativa correspondiente. De ahora en más sólo mostraremos la primera versión del lema.

Por ahora, podemos probar que la división y el módulo distribuye en la suma si uno de los sumandos
es múltiplo del divisorn:

lemmadiv nat mult self1 [simp]:
“ [[ q ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat; 0< n ]]=⇒ (q +m ∗ n) ÷ n = m+ q ÷ n”

lemmamod nat mult self1 [simp]:
“ [[ q ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat; 0< n ]]=⇒ (q +m ∗ n)% n = q% n”

A partir de estos dos lemas generales, e instanciando sus variables en 0 o 1, podemos probar fácil-
mente los siguientes lemas.

lemmadiv nat mult self1 is id [simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (a ∗ b) ÷ b = a”
lemmamod nat mult self1 is 0 [simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (a ∗ b)% b = 0”
lemmadiv nat by 1 [simp]: “a ∈ Nat=⇒ a ÷ 1 = a”
lemmamod nat by 1 [simp]: “a ∈ Nat=⇒ a% 1 = 0”
lemmadiv nat self [simp]: “ [[ b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ b ÷ b = 1”
lemmamod nat self [simp]: “ [[ b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ b% b = 0”
lemmadiv add self1 case1 [simp]:“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (a + b) ÷ b = a ÷ b + 1”
lemmadiv Succadd self1 case1 [simp]:
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ Succ[a+ b] ÷ b = Succ[a]÷ b + 1”

lemmamod nat add self1 [simp]:“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (a + b)% b = a% b”
lemmamod nat Succadd self1 [simp]:
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ Succ[a+ b] % b = Succ[a]% b”

La división y el módulo se distribuyen sobre la resta de naturales, en los siguientes casos:

lemmadiv diff self lessnat [simp]:
“ [[ r ∈ Nat; n∈ Nat; 0< n; 0 < r; r < n ]] =⇒ (n -- r) ÷ n = 0”

lemmamod diff self lessnat [simp]:
“ [[ r ∈ Nat; n∈ Nat; 0< n; 0 < r; r < n ]] =⇒ (n -- r)% n = n -- r”

lemmadiv diff self Succlessnat [simp]:
“ [[ r ∈ Nat; n∈ Nat; 0< n; Succ[r] < n ]] =⇒ (n -- Succ[r]) ÷ n = 0”

lemmamod diff self Succlessnat [simp]:
“ [[ r ∈ Nat; n∈ Nat; 0< n; Succ[r] < n ]] =⇒ (n -- Succ[r]) % n = n -- Succ[r]”

Evaluación de casosa÷b= k y a % b= k, dondea,b,k ∈ Nat:
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lemmamod0imp ex divmodnat:
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ a% b = 0⇒ (∃ q ∈ Nat : divmodrel(a,b,q,0))”

lemmamod0imp dvd nat [dest]:
“ [[ a% b = 0; a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ ∃ q ∈ Nat : a= q ∗ b”

lemmamod not0 imp ex divmodnat:
“ [[ a% b , 0; a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ ∃ q, r ∈ Nat : divmodrel(a,b,q,r)∧ 0 < r”

lemmamod0div mult self [simp]:
“ [[ a% b = 0; a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b ]] =⇒ (a ÷ b) ∗ b = a”

lemmadiv mult self leq [simp]:
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (a ÷ b) ∗ b ≤ a”

lemmadiv mult self gt [intro]:
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ a < a ÷ b ∗ b + b”

lemmadiv to leq lesscase1:
“ [[ a ÷ b = k; a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ k ∗ b ≤ a∧ a < Succ[k]∗ b”

Relación entre la división entera sobre naturales y sobre enteros negativos

Hasta ahora hemos probado propiedades dea÷ b y a % b dondea,b ∈ Nat. Para los casosa′ ÷ b y
a′ % b dondea′ ∈ {−.n : n ∈ Nat} buscaremos la relación que existe con los resultados para los naturales.
Luego, cuando sea necesario, podremos llevar el análisis de la división de enteros negativos a naturales.
La relación que encontramos es:

−a÷b = −((a−1)÷b)−1
−a % b = if (a−1) % b= 0 then 0 else (b− (a−1) % b)

dondea,b∈ Nat, a> 0 y b> 0. Si (a−1) % b= 0 entoncesb− (a−1) % b= b y podemos reemplazar elif
por el módulo de su resultado. Y en lugar de trabajar con (a−1), aumentamosa en uno y nos deshacemos
de la condicióna> 0. La relación entonces la podemos ver en los siguientes lemas:

lemmadivmoddiv mod case2:
assumeshyp: “divmod rel(a,b,q,r)”

and nat: “a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “q ∈ Nat” “r ∈ Nat” and pos:“0 < b”
shows“divmod rel(-.(Succ[a]), b, -.(Succ[a ÷ b]), (b -- (Succ[a] % b))% b)”
apply (insert prems)
unfolding divmodrel def div def
apply(cases“ Succ[a] % b = 0” , simpall)

proof (auto)
assumeh1: “ Succ[q * b + r] % b = 0” and h2: “r < b”
from nat have1: “ Succ[q * b + r] = q * b + Succ[r]” by simp
from nat h2haveh2’: “ Succ[r] < Succ[b]” by auto
from nat pos h1 1have2: “ ∃ q ∈ Nat : Succ[r] = q * b”
usingmod0imp dvd nat[of “ Succ[r]” b] by (simp del: addSuccnat)

with nat pos h2’obtain q’
whereq’: “q’ ∈ Nat” “ Succ[r] = q’ * b” by auto

with nat h2’ poshave“q’ = 1”
by (auto elim!: natCases[of b] natCases[of q’], auto)

with nat 1 q’show“ Succ[q * b + r] = q * b + b” by auto
next
assumeh1: “ Succ[q * b + r] % b , 0” and h2: “r < b”
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from nat have1: “ Succ[q * b + r] = q * b + Succ[r]” by simp
from nat h2haveh2’: “ Succ[r] ≤ b” by auto
from nat pos h1 1have“ Succ[r] % b , 0” by (simp del: addSuccnat)
with nat poshave“ Succ[r] , b”
by (auto dest: mod0imp dvd nat[of “ Succ[r]” b])

with nat pos h2’have3: “ Succ[r] % b = Succ[r]”
by (simp add: natleq less[of“ Succ[r]” b]
del: add Succnat diff add assoc1 natSuccleq iff less)

show“-.( Succ[q * b + r]) = (b -- Succ[q * b + r] % b)% b + -.(q * b + b)”
apply (insert nat pos h2’)
apply (rule minusInj)
apply (simp add: 1 3 addassocint[symmetric]
del: add Succnat nat Succleq iff less diff add assoc1)

by (cases“b = Succ[r]” , simpall add: add commutenat)
next
assumeh1: “ Succ[q * b + r] % b , 0” and h2: “r < b”
from nat have1: “ Succ[q * b + r] = q * b + Succ[r]” by simp
from nat h2haveh2’: “ Succ[r] ≤ b” by auto
from nat pos h1 1have“ Succ[r] % b , 0” by (simp del: addSuccnat)
with nat poshave“ Succ[r] , b”
by (auto dest: mod0imp dvd nat[of “ Succ[r]” b])

with nat pos h2’have3: “ Succ[r] % b = Succ[r]”
by (simp add: natleq less[of“ Succ[r]” b]
del: add Succnat diff add assoc1 natSuccleq iff less)

from nat pos h1 h2show“(b -- Succ[q * b + r] % b)% b < b”
apply (simp add: 1 3 del: addSuccnat nat Succleq iff less)
by (cases“b = Succ[r]” , simpall)

qed

lemmadivmodrel div modcase2:
assumes“divmod rel(a,b,q,r)” and “a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “q ∈ Nat” “r ∈ Nat” “0 < b”
shows“divmod(-.(Succ[a]), b)= 〈 -.(Succ[a÷ b]), (b -- (Succ[a]% b))% b〉 ”

lemmadiv neg to nat: — De división de entero negativo a división de naturales.
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.(Succ[a])÷ b = -.(Succ[a÷ b])”
apply (rule div unique, rule divmoddiv modcase2, rule divmodrel div mod[of a b])
by auto

lemmamod neg to nat: — De módulo de entero negativo a módulo de naturales.
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.(Succ[a])% b = (b -- (Succ[a]% b))% b”
apply (rule modunique, rule divmoddiv mod case2, rule divmodrel div mod[of a b])
by auto

Propiedades sobre enteros negativos

Las mismas propiedades ya probadas para naturales son ahoraprobadas para enteros negativos. Para
probarlas, simplemente tratamos de llevar las expresionesa naturales condiv neg to naty modneg to nat,
y usamos los lemas análogos ya probados.

56
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lemmadiv mult self1 case2 [simp]:
assumesq: “q ∈ Nat” and m: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and pos:“0 < n”
shows“ (-.( Succ[q]) + -.m * n)÷ n = -.m+ -.(Succ[q]) ÷ n” (is “?P(m)” )

usingmproof (induct m)
from assmsshow“?P(0)” by simp

next
fix k
assumek: “k ∈ Nat” and ih: “?P(k)”
from q k n poshave1: “-.( Succ[q] + Succ[k] * n) ÷ n = -.(Succ[(q + Succ[k] * n) ÷ n])”
by (simp add: divneg to nat)

from q k n poshave2: “-.( Succ[k]) + -.(Succ[q]) ÷ n = -.(Succ[k] + Succ[q ÷ n])”
by (simp add: divneg to nat)

from q k n pos 1 2show“?P(Succ[k])”
by (simp del: addSuccleft nat multSuccleft nat)

qed

lemmamod mult self1 case2 [simp]:
assumes“q ∈ Nat” and “m ∈ Nat” and “n ∈ Nat” and “0 < n”
shows“ (-.( Succ[q]) + -.m * n)% n = (n -- (Succ[q] % n))% n”
usingprems modneg to nat[of “q +m * n” n]
by (simp add: addSuccleft nat[symmetric] del: addSuccleft nat)

A partir de estos dos lemas se prueban fácilmente los siguientes:

lemmadiv neg1 [simp]:“ [[ b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.1÷ b = -.1”
lemmamod neg1 [simp]:“ [[ b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.1% b = b -- 1”
lemmadiv neg self [simp]: “ [[ b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.b÷ b = -.1”
lemmamod neg self [simp]: “ [[ b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.b% b = 0”

lemmadiv mult neg self1 is id [simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.(a ∗ b) ÷ b = -.a”
lemmamod mult neg self1 is 0 [simp]: “ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.(a ∗ b)% b = 0”

lemmadiv neg by 1 [simp]: “m ∈ Nat=⇒ -.m÷ 1 = -.m”
lemmamod neg by 1 [simp]: “m ∈ Nat=⇒ -.m% 1 = 0”

Sobre la distributividad con la resta de naturales. Los dos lemas siguientes son los principales. Los
que siguen se prueban a partir de estos.

lemmadiv neg diff self1 [simp]:
assumes“a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “0 < b” “a < b”
shows“-.(b -- a) ÷ b = -.1”
apply (insert prems)
apply (rule natCases[of a], auto simp add: diff Succnat)

proof -
fix x
assumenat: “x ∈ Nat” “b ∈ Nat” and h: “ Succ[x] < b” and pos:“0 < b”
from nat hhave1: “ Succ[Succ[x]] ≤ b”
usingnat lessiff Succleq[symmetric]by simp

with nat have2: “ Pred[b -- x] = Succ[b -- Succ[Succ[x]]]”

57
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usingpred diff to Succby simp
from nat pos 1show“-.( Pred[b -- x]) ÷ b = -.1”
usingdiv neg to nat by (auto simp add: 2)

qed

lemmamod neg diff self1 [simp]:
“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b; a < b]] =⇒ -.(b -- a)% b = a”
apply (insert prems)
apply (rule natCases[of a], auto simp add: diff Succnat)

proof -
fix x
assumenat: “x ∈ Nat” “b ∈ Nat” and pos:“0 < b” and h: “ Succ[x] < b”
from nat hhave1: “ Succ[Succ[x]] ≤ b”
usingnat lessiff Succleq[symmetric]by simp

from nat 1 poshave2: “ Succ[b -- Succ[Succ[x]]] < b”
by (simp add: diff Succnat[of b “ Succ[x]” ] diff Succless)

from nat 1have3: “ Pred[b -- x] = Succ[b -- Succ[Succ[x]]]”
by (rule pred diff to Succ)

from nat pos 1show“-.( Pred[b -- x]) % b = Succ[x]”
apply (simp add: 2 3 modneg to nat[of “b -- Succ[Succ[x]]” b])
usinggt0 implies Suc[of b]by auto

qed

lemmadiv add self case2 [simp]:“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (-.a+ b) ÷ b = -.a÷ b + 1”
lemmadiv add self case3 [simp]:“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (a + -.b)÷ b = a ÷ b + -.1”
lemmadiv add self1 case4 [simp]:“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.(a+ b) ÷ b = -.a÷ b + -.1”
lemmamod add self case2 [simp]:“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (-.a+ b)% b = -.a% b”
lemmamod add self case3 [simp]:“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (a + -.b)% b = a% b”
lemmamod add self1 case4 [simp]:“ [[ a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.(a+ b)% b = -.a% b”
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Caṕıtulo 7

Caso de ejemplo

El sistema de pruebas TLAPS cuenta con varios casos de ejemplo ya desarrollados. Los ejemplos,
escritos en TLA+2, son especificaciones de los sistemas o algoritmos junto conlas pruebas de sus inva-
riantes. Para testear la aritmética desarrollada en Isabelle/TLA+, se tomó como caso de prueba uno de
estos ejemplos, el llamadoAlgoritmo de la Panaderı́a. Se lo eligió por varias razones: (i) utiliza aritméti-
ca, (ii) es uno de los casos de ejemplo más desarrollados y m´as complejos, y (iii) la estructura de su
especificación es tı́pica de las especificaciones reales deTLA+. El test consistió en dos partes.

En primer lugar se tradujo la especificación del algoritmo de TLA+2 a Isabelle/TLA+, y se probaron
sus invariantes como teoremas de Isabelle. Esto ayudó a ajustar las reglas de Isabelle/TLA+ incluidas en
el Simplificador y la configuración de los métodos automáticos.

La segunda parte del test consistió en comparar la performance del proceso de verificación del
TLAPS sobre las pruebas del algoritmo. Primero usando definiciones y axiomas aritméticos ad-hoc,
y luego reemplazándolos por sintaxis desarrollada en las nuevas teorı́as aritméticas de Isabelle/TLA+.

A continuación, damos una introducción al algoritmo probado y su especificación formal en el len-
guaje de algoritmos PlusCal y la traducción a Isabelle/TLA+. Luego se detallan las pruebas de las inva-
riantes (primer parte del test), y la comparación de las pruebas (segunda parte).

7.1. El Algoritmo de la Panadeŕıa

El Algoritmo de la Panaderı́a[Lam74] es una de las soluciones más simples conocidas del problema
de exclusión mutua entren procesos. La idea es que cada proceso inactivo, es decir aquellos que no
están en la zona crı́tica, tiene una variable (llamadanumen el algoritmo) que indica la posición de ese
proceso en una hipotética cola de todos los procesos inactivos. Cada proceso en la cola lee las variables
de los otros procesos y entra a la sección crı́tica sólo después de determinar que es el primero de la
cola. A diferencia de otros algoritmos similares, este tiene la propiedad que funciona incluso cuando una
lectura de memoria que coincide con una escritura en memoria. Aquı́ se usará una versión simplificada
del algoritmo de la panaderı́a, en el sentido de que las lecturas y escrituras en memoria se consideran
acciones atómicas.

La especificación formal está escrita en el lenguaje de algoritmos PlusCal [Lam09]. PlusCal es un
lenguaje de algoritmos basado en TLA+. No puede ser compilado en un código ejecutable eficiente, pero
un algoritmo escrito en PlusCal puede traducirse a una especificación en TLA+ que puede verificarse en
un model-checker o razonar sobre esta en cualquier nivel de formalidad.

En la figura 7.1 vemos el algoritmo en PlusCal. Se usa la notación de TLA+ y la semántica tradicional,
pero haremos algunas aclaraciones con respecto a la sintaxis propia de PlusCal. El comandoprocess
define los procesos, dondeP es el conjunto de procesos, y las variablesunread, maxy nxt son locales
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al proceso. Habrá tantos procesos ejecutándose simultáneamente como elementos deP. La variablesel f
es el identificador propio de cada proceso, aquı́sel f ∈ P. Las etiquetasp1, . . . , p8 determinan los pasos
del algoritmo. Una acción atómica consiste en la ejecuci´on de una etiqueta a otra. El comando “with(id
∈ S)dobody” seteaid a un elemento elegido de manera no determinı́stica del conjunto S y luego ejecuta
body. El comandoawait F se ejecuta luego de que la fórmula F sea verdadera. El comando skipno hace
nada.

−algorithm AtomicBakery{
variable num= [i ∈ P 7→ 0],
flag= [i ∈ P 7→ FALSE];

process (p∈ P)
variables unread, max, nxt{

p1 : while (TRUE){
unread := P \ {self};
max := 0;
flag [self] := TRUE;

p2 : while (unread, {}) {
with (i ∈ unread){
unread := unread\ {i};
IF (num[i] >max){max := num[i]; }
}

};

p3 : num[self] := max+ 1;
p4 : flag[self] := FALSE;

unread := P \ {self};
p5 : while (unread, {}) {

with (i ∈ unread){ nxt := i; };
await¬flag[nxt];

p6 : await∨ num[nxt]= 0
∨ IF self > nxt

THEN num[nxt]> num[self]
ELSE num[nxt]≥ num[self];

unread := unread\ {nxt};
};

p7 : skip ;\\sección crı́tica
p8 : num[self] := 0;
}

}

}

Figura 7.1: Algoritmo de la Panaderı́a simplificado en lenguaje PlusCal

La traducción de PlusCal a TLA+ se hace automáticamente con la herramienta PlusCal Traslator.
Aquı́ mostramos el resultado de la traducción adaptado a Isabelle/TLA+. Durante la adaptación se pierde
parte del azúcar sintáctico de TLA+, como las variables y fórmulas primadas, la palabra claveUNCHAN-
GED, los módulos, etc.

(En un primer momento, las variables de la especificación –también las correspondientes variables
primadas– estaban declaradas como constantes de tipoc. Sin embargo, esto dificultaba las pruebas, por lo
que ahora, aunque no se muestren para simplificar la lectura,las variables están pasadas como parámetros
en cada definición hecha.)

constsP :: “c” — Conjunto de procesos del sistema
defaultInitValue ::“c” — Variable creada durante la traducción de PlusCal

axioms
PInNat: “P ⊆ Nat” — Los procesos se identifican con números naturales

definition Init where
“Init ≡ num= [i ∈ P 7→ 0]

∧ flag= [i ∈ P 7→ FALSE]
∧ unread= [self ∈ P 7→ defaultInitValue]
∧max= [self ∈ P 7→ defaultInitValue]
∧ nxt= [self ∈ P 7→ defaultInitValue]
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∧ pc= [self ∈ P 7→ ’’p1’’]”

Mostraremos como ejemplo sólo la traducción de la acciónp2. Vemos que el identificador del proceso
pc[self] = ”p2” . Si se cumple la condición delwhile, la siguiente acciónpc’[self] es otra vez”p2” ; si
no, pasa a la siguiente acción”p3” .

definition p2where
“p2 (self) ≡ pc[self] = ’’p2’’

∧ (IF unread[self], {}
THEN∃ i ∈ unread[self] :

( unread’= [unread EXCEPT ![self]= unread[self]\ {i}]
∧ (IF num[i] >max[self]

THEN max’= [max EXCEPT ![self]= num[i]]
ELSE (max’=max)))

∧ pc’ = [pc EXCEPT ![self]= ’’p2’’]
ELSE pc’= [pc EXCEPT ![self]= ’’p3’’]
∧ unread’= unread∧max’=max)

∧ num’= num∧ flag’ = flag∧ nxt’ = nxt”

definition p where
“p(self) ≡ p1(self)∨ p2(self)∨ p3(self)∨ p4(self)∨ p5(self)∨ p6(self)∨ p7(self)∨ p8(self)”

definition Nextwhere
“Next ≡ ∃ self ∈ P : p(self)”

7.2. Pruebas de las invariantes

Probaremos dos clases de invariantes sobre el algoritmo: lainvariante de tipos, definida por la expre-
sión llamadaTypeOK, y la invariante general del sistema, llamadaInv.

definition TypeOKwhere
“TypeOK ≡ num∈ [P → Nat]

∧ flag∈ [P → BOOLEAN]
∧ unread∈ [P → SUBSET P∪ { defaultInitValue} ]
∧ (∀ i ∈ P : pc[i] ∈ { ’’p2’’, ’’p5’’, ’’p6’’ } ⇒ unread[i] ⊆ P∧ i < unread[i])
∧max∈ [P → Nat∪ { defaultInitValue} ]
∧ (∀ j ∈ P : (pc[j] ∈ { ’’p2’’, ’’p3’’ } )⇒max[j] ∈ Nat)
∧ nxt∈ [P → P∪ { defaultInitValue} ]
∧ (∀ i ∈ P : (pc[i] = ’’p6’’) ⇒ nxt[i] ∈ unread[i] \ {i} )
∧ pc∈ [P → { ’’p1’’,’’p2’’,’’p3’’,’’p4’’,’’p5’’,’’p6’’,’’p7’’,’’ p8’’ }]”

definition IInv where
“IInv(i) ≡ ((num[i] = 0) = (pc[i] ∈ { ’’p1’’, ’’p2’’, ’’p3’’ } ))

∧ (flag[i] = (pc[i] ∈ { ’’p2’’, ’’p3’’, ’’p4’’ } ))
∧ (pc[i] ∈ { ’’p5’’, ’’p6’’ } ⇒ (∀ j ∈ (P \ unread[i]) \ { i} : After(j,i)))
∧ ( pc[i] = ’’p6’’
∧ ( (pc[nxt[i]] = ’’p2’’) ∧ i < unread[nxt[i]]
∨ (pc[nxt[i]] = ’’p3’’))
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⇒max[nxt[i]] ≥ num[i])
∧ ((pc[i] ∈ { ’’p7’’, ’’p8’’ } )⇒ (∀ j ∈ P \ { i} : After(j,i)))”

definition Inv where
“Inv ≡ TypeOK∧ (∀ i ∈ P : IInv(i))”

La especificación del sistema está dada por la fórmulaSpec≡ Init ∧�[Next]vars, pero todavı́a no
es posible escribirla en Isabelle/TLA+ ya que no están formalizados los operadores temporales. Ensu
lugar, probaremos cada invariante sobreInit y Nextpor separado. Las invariantes sobreSpecse prueban
trivialmente a partir de estas pruebas. Los siguientes son los teoremas que se deben probar, donde se ha
expandido la definición deNext:

theorem InitType: Init=⇒ TypeOK — Invariante de tipos.
theorem NextType:[[ TypeOK; self∈ P; p(self)]] =⇒ TypeOK’

theorem InitInv: Init =⇒ Inv — Invariante de general.
theorem NextInv:[[ Inv; self ∈ P; p(self)]] =⇒ Inv’

Las pruebas paraInit son casi triviales. La estrategia para las pruebas deNextes la siguiente:

En primer lugar, usando la definición dep, probar por separado el teorema para cada acción.
Por cada acción, probar por separado los elementos de la conjunción que forma cada invariante.
Si la fórmula de acción contiene alguna expresión (comoif o case) donde sea necesario hacer un
análisis de casos (esto se da en las accionesp2, p5 y p6) entonces dividir el subobjetivo para cada
caso.
Cuando ya no haya casos que analizar en el subojetivo intentar probarlo con algún método au-
tomático. En general, alguna combinación de estos métodos da resultado. Si no, se necesitará pro-
bar algún paso intermedio antes.

Las pruebas completas junto con las definiciones del sistemase encuentran en el apéndice B. La
cantidad de pasos de prueba de casos prueba de cada teorema puede darnos una idea de su tamaño:

InitType: 1 paso de prueba.
NextType: 6 pasos de prueba.
InitInv: 89 pasos de prueba.
NextInv: 1143 pasos de prueba.

Para dar una idea de la complejidad de la prueba, damos como ejemplo una parte de la prueba dep2
de la invariante general para los casos

unread[sel f] = {} y self= i

(El casounread[sel f] , {} es aún más complicado que este.) Esta prueba es equivalente a probar el lema:

lemma [[ p2(self); TypeOK; IInv(i); i∈ P; self= i; unread[self]= {} ]] =⇒ IInv’(i)

A continuación se muestra el estado de la prueba luego de desarmar las definiciones dep2 def, Ty-
peOK def y IInv def con el comando:

apply (simp add: p2def TypeOKdef IInv def)

La fórmula a probar es:
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“ [[ self= i; num[i] = 0 ∧ boolify(flag[i]); i ∈ P; ∀x : x < unread[i];
pc[i] = ’’p2’’ ∧ (if ∃x : x ∈ unread[i] then ∃ ia ∈ unread[i] :

unread’= [unreadexcept ![i] = unread[i] \ {ia}]
∧ (ifmax[i] < num[ia] then max’= [maxexcept [i] = num[ia]] elsemax’= max)
∧ pc’ = [pc except [i] = ’’p2’’] else pc’ = [pc except [i] = ’’p3’’]
∧ unread’= unread∧max’= max)∧ num’= num∧ flag’ = flag∧ nxt’ = nxt;

num∈ [P → Nat] ∧ flag∈ [P → {false, true }]
∧ unread∈ [P → addElt(defaultInitValue,subset P)]
∧ (∀ i ∈ P : pc[i] = ’’p2’’ ∨ pc[i] = ’’p5’’ ∨ pc[i] = ’’p6’’ ⇒ unread[i] ⊆ P ∧ i < unread[i])
∧max∈ [P → addElt(defaultInitValue, Nat)]
∧ (∀ j ∈ P : pc[j] = ’’p2’’ ∨ pc[j] = ’’p3’’ ⇒max[j] ∈ Nat)
∧ nxt∈ [P → addElt(defaultInitValue, P)]
∧ (∀ i ∈ P : pc[i] = ’’p6’’ ⇒ nxt[i] ∈ P∧ nxt[i] , i)
∧ pc∈ [P → ’’p1’’, ’’p2’’, ’’p3’’, ’’p4’’, ’’p5’’, ’’p6’’, ’’p7’’, ’’ p8’’] ]]
=⇒ ([pc except [i] = ’’p3’’][i] = ’’p1’’ ∨ [pc except ![i] = ’’p3’’][i] = ’’p2’’ ∨

[pc except ![i] = ’’p3’’][i] = ’’p3’’)
∧ flag[i] = ([pc except ![i] = ’’p3’’][i] = ’’p2’’ ∨ [pc except ![i] = ’’p3’’][i] = ’’p3’’ ∨

[pc except ![i] = ’’p3’’][i] = ’’p4’’)
∧ ([pc except ![i] = ’’p3’’][i] = ’’p5’’ ∨ [pc except ![i] = ’’p3’’][i] = ’’p6’’ ⇒

(∀ j ∈ P \ unread[i] \ i : After(j, i, unread, max, flag, [pcexcept ![i] = ’’p3’’], num, nxt)))”

En este caso, se termina la prueba con el métodoclarsimp.

7.3. Comparacíon en la performance de la certificacíon

En la segunda parte del caso de ejemplo, comparamos la performance en la certificación de dos
versiones de la prueba de las invariantes del Algoritmo de laPanaderı́a en TLAPS. Las pruebas en TLA+2

usadas en este trabajo están estructuradas de manera similar a la prueba del algoritmo en Isabelle/TLA+

ya vista.
En la primera versión, las pruebas en TLA+2 ya estaban realizadas antes de finalizar la codificación de

la aritmética en Isabelle/TLA+, por lo que los operadores aritméticos necesarios y algunas de sus propie-
dades están definidos como axiomas. Ası́ es que se agrega lo siguiente al comienzo de la especificación
del algoritmo en TLA+2:

CONSTANTS P, GT(, ), Plus( , ), Nat
ASSUME PsubsetNat≡ P⊆ Nat
GEQ(a, b)≡ (a= b)∨ GT(a, b)

donde P es el conjunto de identificadores de los procesos y se asume que los identificadores son números
naturales (por el axioma PsubsetNat). La constante GT representa a la relación “mayor que”, GEQ a la
relación “mayor o igual que”, Plus a la suma de naturales y Nat al conjunto de números naturales.

También deben agregarse ciertos teoremas que expresen laspropiedades de las constantes declaradas
(la mayorı́a de los cuales no pueden probarse). Los siguientes teoremas son usados en las pruebas de las
invariantes:

THEOREM GTAxiom≡ ∀ n, m∈ Nat :¬ (GT(n,m)∧ GT(m,n))
THEOREM GEQAxiom≡ ∀ n, m∈ Nat : (n= m)∨ GT(n, m)∨ GT(m, n)
THEOREM GEQTransitive≡ ∀ n, m, q∈ Nat : GEQ(n,m)∧ GEQ(m,q)⇒ GEQ(n,q)
THEOREM Transitivity2≡ ∀ n, m, q∈ Nat : GT(n,m)∧ GEQ(m,q)⇒ GT(n,q)
THEOREM GEQorLT≡ ∀ n, m∈ Nat : GEQ(n,m)⇔ ¬GT(m, n)

BY GEQAxiom, GTAxiom DEF GEQ
THEOREM ZeroANat≡ 0 ∈ Nat
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THEOREM Plus1≡ ∧ ∀ n ∈ Nat : Plus(1, n)∈ Nat∧ ∀ n ∈ Nat : GT(Plus(1, n), n)
THEOREM Plus1NZ≡ ∀ n ∈ Nat : Plus(1, n), 0
THEOREM NatGEQZero≡ ∀ n ∈ Nat: (n, 0)⇔ GT(n, 0)
THEOREM Plus1GT≡ ∀m, n∈ Nat : GEQ(m, n)⇒ GT(Plus(1,m), n)

BY Plus1, Transitivity2
THEOREM StringAssump≡ ∧ ”p1”, ”p2”∧ ”p1”, ”p3”∧ ”p1”, ”p4”∧ ”p1”, ”p5”
∧ ”p1”, ”p6”∧ ”p1”, ”p7”∧ ”p1”, ”p8”∧ ”p1”, ”Done”∧ ”p2”, ”p3”∧ ”p2”, ”p4”
∧ ”p2”, ”p5”∧ ”p2”, ”p6”∧ ”p2”, ”p7”∧ ”p2”, ”p8”∧ ”p2”, ”Done”∧ ”p3”, ”p4”
∧ ”p3”, ”p5”∧ ”p3”, ”p6”∧ ”p3”, ”p7”∧ ”p3”, ”p8”∧ ”p3”, ”Done”∧ ”p4”, ”p5”
∧ ”p4”, ”p6”∧ ”p4”, ”p7”∧ ”p4”, ”p8”∧ ”p4”, ”Done”∧ ”p5”, ”p6”∧ ”p5”, ”p7”
∧ ”p5”, ”p8”∧ ”p5”, ”Done”∧ ”p6”, ”p7”∧ ”p6”, ”p8”∧ ”p6”, ”Done”∧ ”p7”, ”p8”
∧ ”p7”, ”Done”∧ ”p8”, ”Done”

El teorema StringAssump se agrega debido a la falta de la teorı́a sobre strings al momento de la prueba.
Como puede notarse, estas propiedades corresponden a algunos de los lemas ya declarados y probados
en las teorı́as de aritmética y de orden de los números naturales en Isabelle/TLA+.

En la segunda versión, una vez formalizada la aritmética en Isabelle/TLA+, se quitaron los axiomas
aritméticos ad-hoc de la especificación. Además, en estainstancia, Zenon fue extendido para soportar
los operadores aritméticos de TLA+. Las constantes y teoremas anteriores fueron reemplazadospor la
sintaxis stándard de TLA+ y por las decalraciones:

EXTENDS Naturals
CONSTANT P
ASSUME PsubsetNat≡ P⊆ Nat

donde se mantiene el conjunto de procesos P.
Se tomaron en cuenta los siguientes criterios de comparaci´on:

la cantidad de obligaciones de prueba generadas,
el tiempo total que tarda el Administrador de Pruebas TLAPM en certificar la prueba (el proceso
completo), y
la cantidad de fallos de Zenon, es decir, las obligaciones deprueba que Zenon no pudo probar en
el tiempo ĺımite preestablecido de 10 segundos.

En la figura 7.2 podemos ver los resultados obtenidos. (Las pruebas se realizaron sobre TLAPM
versión 0.9.201004 06 03, Isabelle versión 2009-1, Zenon versión 0.6.2, en una máquina Intel Core 2
Duo 2GHz con 2Gb de RAM.)

De la tabla de comparación obtuvimos las siguientes conclusiones:

En la segunda versión hubo menos obligaciones generadas debido a que las pruebas en TLA+2 son
más cortas: el mayor poder del razonamiento sobre aritmética de Isabelle/TLA+ permite terminar
las subpruebas en menor cantidad de niveles.

En la comparación se incluyen los fallos de Zenon, es decir,las obligaciones de prueba que Zenon
no pudo probar en el tiempo preestablecido de 10 segundos. Detodas maneras, las obligaciones
fueron igualmente probadas en Isabelle/TLA+ (lo que suma más tiempo al total). Cada fallo signi-
fican 10 segundos extras en el tiempo total, por lo que los 143 fallos del segundo caso significan
23 min 50 seg. del tiempo total que Zenon estuvo intentando probar en vano.

En la segunda versión no hay fallos de Zenon debido que Zenonno soporta los operadores aritméti-
cos de la primera versión pero sı́ los operadores estándarde TLA+. Esto influye de manera con-
siderable en el tiempo total de certificación por lo explicado en el punto anterior. Sin embargo,
debe tenerse en cuenta que las obligaciones se prueban en Zenon de todas formas (en menos de
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Con axiomas ad-hoc en
TLA+2

Sin axiomas ad-hoc y
con teorı́as aritméticas
en Isabelle/TLA+

Invariante de tipos: Init ∧�[Next]vars⇒ �TypeOK
Lı́neas de prueba 290 92
Obligaciones generadas 79 24
Fallos de Zenon 9 0
Tiempo de certificación 5 min. 12 seg. 2 min. 42 seg.

Invariante del sistema: Init ∧�[Next]vars⇒ �Inv
Lı́neas de prueba 1565 557
Obligaciones generadas 533 188
Fallos de Zenon 143 0
Tiempo de certificación 35 min. 35 seg. 5 min. 38 seg.

Figura 7.2: Comparación de la performance en la certificación del Algoritmo de la Panaderı́a.

10 segundos cada una) por lo que también lleva su tiempo y queademás hay menos obligaciones
a probar.

Teniendo en cuenta las consideraciones mencionadas anteriormente, el tiempo total de certificación
bajó considerablemente en la segunda versión en ambos casos. A pesar de los pocos operadores
y axiomas ad-hoc agregados en la primera versión, el razonamiento sobre aritmética tuvo una
gran influencia en la prueba. Esto también se nota en que la cantidad de ĺıneas de prueba y de
obligaciones generadas es mayor que en la segunda versión.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

8.1. Conclusiones

En este trabajo se extendió la lógica-objeto Isabelle/TLA+, la axiomatización del lenguaje de especi-
ficación TLA+ en el asistente de pruebas Isabelle. En particular, a las teorı́as existentes (lógica proposi-
cional y de primer orden, teorı́a de conjuntos, funciones, puntos fijos y números naturales) se agregó el
soporte para los operadores aritméticos estándar de TLA+: suma, multiplicación, resta, exponenciación
(definidos a partir de un esquema de recursión primitiva), división y módulo (definidos conjuntamente a
través del Algoritmo de División).

Debido a que los operadores aritméticos tienen la misma sintaxis para los números naturales y para
los enteros, la implementación fue incremental. En primerlugar, se definieron y probaron las propiedades
de los operadores sobre números naturales (excepto la división y el módulo). Una vez hecho esto, se
axiomatizó la noción de número entero negativo con la quese definió el conjunto de los enteros, como
una extensión del conjunto de los naturales, y se formalizaron los operadores aritméticos para los casos
todavı́a no definidos, es decir, cuando sus argumentos son n´umeros enteros negativos. En última instancia,
se desarrollaron conjuntamente los operadores de división y módulo para naturales y enteros, ya que
están intrı́nsecamente definidos por una función caracterı́stica. Este desarrollo también llevó a extender
significativamente la teorı́a sobre las relaciones de ordende los naturales y enteros.

Los operadores o relaciones sobre los enteros, están definidos en función del operador o relación
correspondiente para los naturales. Por lo tanto el razonamiento aritmético sobre los enteros consiste
principalmente en reducir las pruebas al razonamiento sobre los naturales. Ası́ es que la mayor parte de
la extensión de Isabelle/TLA+ se llevó a cabo en la teorı́a sobre aritmética de naturales.

En particular, uno de los resultados que se llegó a probar esque el conjuntoInt junto a los operadores
+ y ∗ satisfacen las propiedades de un dominio entero (y, por extensión, de un anillo conmutativo). Entre
otros resultados probados se incluyen la monotonı́a de la suma y multiplicación, (Nat, ≤) como grupo
parcialmente ordenado, formas de asociatividad y cancelación de la resta, y el ya mencionado Algoritmo
de División para enteros.

En total, se han agregado a Isabelle/TLA+ 17 axiomas (16 de los cuales son sobre enteros negativos,
el restante es el esquema de recursión) y se han probado 507 teoremas sobre los operadores definidos:
185 correspondientes a la teorı́a sobre aritmética de los naturales, 126 a la de enteros, 101 a la teorı́a
sobre división y 95 teoremas que se agregaron a la teorı́a deórdenes entre naturales.

Finalmente, se desarrolló un caso de ejemplo en el que se tradujo el Algoritmo de la Panaderı́a, cuya
especificación se encontraba en TLA+, a Isabelle/TLA+ y se probaron sus invariantes (de tipo y general
del sistema), lo que contribuyó a testear la extensión realizada. Por otra parte, se analizó la comparación
de la performance en la certificación del algoritmo en el Administrador de Pruebas TLAPS, con las
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versiones de Isabelle/TLA+ antes y después de añadir las teorı́as aquı́ definidas, y cuyas conclusiones ya
fueron expuestas. Esto contribuyó a validar la interacci´on entre el Administrador de Pruebas TLAPM e
Isabelle/TLA+.

Uno de los objetivos de este trabajo fue aumentar el poder de razonamiento de los métodos de prueba
automáticos de Isabelle/TLA+ (y, por extensión, la certificación del Sistema de PruebasTLAPS), por lo
que fue importante la tarea de decidir cuáles de los teoremas probados debı́an ser añadidos por defecto
al Simplificador o a cuáles se los debı́a agregar al Razonador Clásico como regla de introducción, de
eliminación o de destrucción. Una asignación errónea puede hacer que en las pruebas subsiguientes los
métodos fallen o, peor, que no terminen. En un principio se pensaba que un algoritmo de bajo nivel
(como el algoritmo de Cooper, ver más abajo) debı́a ser implementado para mejorar el rendimiento de
las pruebas (es decir, para automatizarlas más y para que sean más rápidas). Aunque un algoritmo de este
tipo ayudarı́a, a partir del desarrollo del Algoritmo de División y de los resultados del caso de ejemplo,
creemos que los resultados son satisfactorios.

Podemos mencionar los siguientes problemas encontrados durante la formalización. Al no haber in-
ferencia de tipos, todos los teoremas declarados tienen como premisas que las variables pertenezcan a
Nat o Int. Esto dificulta la tarea de los métodos automáticos, que fallan al intentar unificar esas premi-
sas con la clausura de las variables sobre las operaciones. Por ejemplo, el teorema sobre la propiedad
distributiva de los naturales sobre+ y ∗:

theorem “ [[ m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat ]] =⇒m∗ (n + p) = m∗ n + m∗ p”

podrı́a probarse simplemente agregando las reglas sobre conmutatividad y asociatividad a la prueba por
inducción:

by (induct set: Nat, auto simp add: addcommutenat addassocnat)

Pero los métodosautoy simpfallan al unificar, por ejemplo, las expresionesn+ p o m∗ncon las premisas
de las reglas agregadas. En cambio, la prueba debe desarrollarse en detalle, paso por paso. Esto no
constituye un error, pero es incómodo, y una solución facilitarı́a mucho los pruebas.

Otro de los detalles que se necesita corregir es la representación tradicional de los números. En
este momento cada número tiene una traducción expĺıcita(por ejemplo, 2 es Succ[Succ[0]]) y están
representados hasta el número 15. Lo que hace falta es una representación automática implementada a
bajo nivel. De esto además se desprende el problema del cálculo de expresiones con números altos. Por
ejemplo, el siguiente lema, que no incluye siquiera cuantificadores o variables, tarda alrededor de un
segundo en ser probado, tiempo considerable teniendo en cuenta su simplicidad.

lemma “1 + 14= 15” by simp

8.2. Trabajos Futuros

Para completar los operadores estándar de TLA+ sobre números falta la definición y aritmética de los
números reales. El módulo estándarRealsde TLA+ define los números reales y sus operadores aritméti-
cos (los mismos aquı́ definidos para naturales y enteros).

De la misma manera que se derivaron los números naturales delos axiomas de Peano, se puede
declarar como axioma que los reales junto con las operaciones de suma y multiplicación y la relación
“menor que” forman un campo ordenado completo, y obtener de alĺı el conjuntoRealsy sus operaciones
y relaciones de orden. Otra opción es construirlos usando cortes de Dedekind [Lan51], con lo que antes se
necesitarı́a la definición de los números racionales. Cualquiera sea el caso, es necesario hacer un análisis
previo completo.
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En cuanto a la aritmética de los naturales y enteros, hay todavı́a muchas propiedades más avanzadas
por agregar y teorı́as por extender. Por ejemplo, falta desarrollar las propiedades de la exponenciación y
la división de los naturales y los enteros. Hay que tener en cuenta que el objetivo final no es desarrollar
una teorı́a matemática avanzada, sino verificar propiedades de sistemas concurrentes (principalmente).
El nivel de sofisticación de estas teorı́as aritméticas dependerá del análisis de los resultados de casos de
ejemplo y casos reales que se lleven a cabo en el futuro.

La aritmética de Presburger es una lógica de primer orden sobre enteros con suma y la relación “me-
nor que”. Es más débil que la teorı́a de Peano pero, a diferencia de ésta, es decidible: existe un algoritmo
que decide si una fórmula de Presburger es verdadera. Uno deestos algoritmos es el de Cooper [Coo72]
y ya está implementado en ML para Isabelle/HOL. Una instancia de este algoritmo para Isabelle/TLA+

puede usarse como un nuevo método de prueba automático para este tipo de fórmulas, lo que facilitarı́a
las pruebas y el razonamiento sobre estas. También se pueden implementar otrosdecision proceduresen
ML, como los que ya existen para Isabelle/HOL. Por ejemplo, hay varios algoritmos sobre cancelación
de términos en fórmulas como

A+n∗ (m ÷ n)+B+ (m % n)+C ≡ A+B+C+m.

Por último, para completar la formalización de la sintaxis de TLA+ faltan otros operadores, sı́mbolos
y expresiones no-aritméticas. Principalmente los operadores temporales (�F,^F, WFe(A), SF,F{G).
No es necesario formalizar los operadores de acción’ (priming), [A]e, 〈A〉e, enabled, unchanged, A ·B
(composición de acciones) porque, como ya se explicó, susdefiniciones son expandidas y llevadas al
nivel de las constantes. También falta desarrollar el módulo estándarBagscon sus operadores⊕ y ⊖.
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Automated Reasoning (IJCAR 2010), Lecture Notes in Computer Science. Springer, 2010. To
appear.

[CN08] Amine Chaieb and Tobias Nipkow. Proof synthesis and reflection for linear arithmetic.Journal
of Automated Reasoning, 41(1):33–59, 07 2008.

[Coo72] D. C. Cooper. Theorem proving in arithmetic withoutmultiplication. In B. Meltzer and D. Michie,
editors,Machine Intelligence, volume 7, pages 91–100. Edinburgh University Press, 1972.

[Cor94] Intel Corporation. Statistical analysis of floating point flaw. Disponible en
http://support.intel.com/support/processors/pentium/fdiv/wp/, November
1994.

[For03] U.S.-Canada Power System Outage Task Force. Final report on the August 14th, 2003 blackout
in the United States and Canada. Disponible enhttps://reports.energy.gov/, November
2003.

[Hue75] G. P. Huet. A unification algorithm for typedλ-calculus. InTheoretical Computer Science,
volume 1, pages 27–57, 1975.

[isa] Isabelle Home Page.http://isabelle.in.tum.de.

[Kal95] Sara Kalvala. A formulation of TLA in Isabelle. InTPHOLs, pages 214–228, 1995.

[Lam74] Leslie Lamport. A new solution of Dijkstra’s concurrent programming problem.Communications
of the ACM, 17(8):453–455, agosto 1974.

[Lam93] Leslie Lamport. How to write a proof.American Mathematical Monthly, 102(7):600–608, August
1993.

[Lam94] Leslie Lamport. The temporal logic of actions.ACM Transactions on Programming Languages
and Systems, 16(3):872–923, May 1994.

[Lam03] Leslie Lamport.Specifying Systems: The TLA+ Language and Tools for Hardware and Software
Engineers. Addison-Wesley, 2003.

[Lam09] L. Lamport. The PlusCal Algorithm Language. In Martin Leucker and Carroll Morgan, editors,

69

http://support.intel.com/support/processors/ pentium/fdiv/wp/
https://reports.energy.gov/
http://isabelle.in.tum.de
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Apéndice A

Teorı́as ariméticas de Isabelle/TLA+ sobre
los números naturales y enteros

En este apéndice se encuentra el complemento a las secciones desarrollas de Isabelle/TLA+. En la
teorı́aPeanosólo se muestra la parte en este desarrollada en este trabajo.

A.1. Peano’s axioms and natural numbers

theory Peano
imports FixedPoints Functions
begin

Primitive Recursive Functions

We axiomatize a primitive recursive scheme for functions with one argument and domain on natural
numbers. Later, we use it to define addition, multiplication, difference and exponentiation.

axioms
primrec nat: “∃ f : isAFcn(f)∧ DOMAIN f= Nat

∧ f[0] = e∧ (∀n ∈ Nat : f[Succ[n]] = h(n,f[n]))”

lemmabprimrec nat:
assumese: “e ∈ S” and suc: “∀n ∈ Nat : ∀x ∈ S : h(n,x)∈ S”
shows“ ∃ f ∈ [Nat→ S] : f[0] = e∧ (∀n ∈ Nat: f[Succ[n]] = h(n,f[n]))”

proof -
from primrec nat[of e h]obtain f where
1: “isAFcn(f)” and 2: “DOMAIN f = Nat”
and 3: “f[0] = e” and 4: “ ∀n∈Nat : f[Succ[n]] = h(n,f[n])”
by blast

have“ ∀n∈Nat : f[n] ∈ S”
proof (rule natInduct)
from 3 eshow“f[0] ∈ S” by simp

next
fix n assume“n ∈ Nat” and “f[n] ∈ S”
with suc 4show“f[ Succ[n]] ∈ S” by force
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Formalización de la aritmética de TLA+ en el asistente de pruebas Isabelle Hernán Vanzetto

qed
with 1 2 3 4show?thesisby blast

qed

end

A.2. Orders on natural numbers

theory NatOrderings
imports Peano
begin

Using the setsupto we can now define the standard ordering on natural numbers. The constant≤ is
defined over the naturals by the axiom (conditional definition) nat leq def below; it should be defined
over other domains as appropriate later on.

We generally define the constant< such thata<b iff a≤b ∧ a,b, over any domain.

definition
leq :: “[c,c] ⇒ c” ( infixl “ <=” 50)

where
nat leq def: “ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (m<= n) ≡ (m∈ upto(n))”

abbreviation (input)
geq :: “[c,c] ⇒ c” ( infixl “ >=” 50)

where
“x >= y ≡ y <= x”

notation (xsymbols)
leq (infixl “ ≤” 50) and
geq (infixl “ ≥” 50)

Operator definitions and generic facts about<

definition
less :: “[c,c] ⇒ c” ( infixl “ <” 50)

where
“a < b ≡ a ≤ b∧ a , b”

abbreviation (input)
greater :: “[c,c] ⇒ c” ( infixl “ >” 50)

where
“x > y ≡ y < x”

lemmaboolify less [simp]: “boolify(a< b) = (a < b)”
by (simp add: lessdef)

lemma lessisBool [intro!,simp]: “isBool(a<b)”
by (simp add: lessdef)
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lemma lessimp leq [elim]: “a < b =⇒ a ≤ b”
unfolding lessdef by simp

lemma lessirrefl [simp]: “(a < a) = FALSE”
unfolding lessdef by simp

lemma lessirreflE [elim!]: “a < a =⇒ R”
by simp

lemma lessnot refl: “a < b =⇒ a , b”
by auto

lemmaneq leq trans [trans]: “a , b =⇒ a ≤ b =⇒ a < b”
by (simp add: lessdef)

lemma leq neq trans [trans,elim]: “a ≤ b =⇒ a , b =⇒ a < b”
by (simp add: lessdef)

lemma leq neq trans’ [trans,elim]: “a ≤ b =⇒ b , a =⇒ a < b”
by (simp add: lessdef)

lemma leq neq iff less: “a≤ b =⇒ (a , b) = (a < b)”
by auto

Facts about≤ over Nat

lemmanat boolify leq [simp]: “ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ boolify(m≤ n) = (m≤ n)”
by (simp add: natleq def)

lemmanat leq isBool [intro,simp]: “ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ isBool(m≤ n)”
by (simp add: natleq def)

lemmanat leq refl [intro,simp]: “n ∈ Nat=⇒ n ≤ n”
unfolding nat leq def by (rule uptoRefl)

lemmaeq leq bothE: — reduce equality over integers to double inequality
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat; m= n; [[ m≤ n; n ≤m ]] =⇒ P]] =⇒ P” by simp

lemmanat zero leq [simp]: “n ∈ Nat=⇒ 0 ≤ n”
unfolding nat leq def[OF zeroIsNat]by (rule zeroInUpto)

lemmanat leq zero [simp]: “n ∈ Nat=⇒ (n ≤ 0) = (n = 0)”
by (simp add: natleq def uptoZero)

lemmanat leq SuccI [elim!,simp]:
“ [[m≤ n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒m≤ Succ[n]”
by (auto simp add: natleq def uptoSucc)
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lemmanat leq Succ:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (m≤ Succ[n]) = (m≤ n∨m= Succ[n])”
by (auto simp add: natleq def uptoSucc)

lemmanat leq SuccE [elim]:
“ [[m≤ Succ[n]; m ∈ Nat; n∈ Nat; m≤ n =⇒ P; m= Succ[n] =⇒ P]] =⇒ P”
by (auto simp add: natleq Succ)

lemmanat leq limit:
“ [[m≤ n; ¬(Succ[m] ≤ n); m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ m= n”
by (auto simp add: natleq def intro: uptoLimit)

lemmanat leq trans [trans]:
“ [[k ≤ m; m≤ n; k ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ k ≤ n”
by (auto simp add: natleq def elim: uptoTrans)

lemmanat leq antisym :
“ [[m≤ n; n ≤m; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ m= n”
by (auto simp add: natleq def elim: uptoAntisym)

lemmanat Succnot leq self [simp]:
“n ∈ Nat=⇒ (Succ[n] ≤ n) = FALSE”
by (auto dest: natleq antisym)

lemmanat SuccleqD:
“ [[Succ[m] ≤ n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ m≤ n”
apply (subgoaltac “m ≤ Succ[m]”)
by (elim nat leq trans, auto)

lemmanat Succleq Succ :
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (Succ[m] ≤ Succ[n]) = (m≤ n)”
by (auto simp add: natleq Succ intro: natleq limit elim: nat SuccleqD)

lemmanat leq linear: “ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ m≤ n∨ n ≤ m”
unfolding nat leq def usinguptoLinear.

lemmanat leq cases [casenames leq greater]:
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat”
and leq: “m ≤ n =⇒ P” and geq: “[[n ≤m; n,m]] =⇒ P”
shows“P”

proof (cases “m≤ n”)
caseTruethus “P” by (rule leq)

next
caseFalse
with m nhavenm: “n ≤m” by (blast dest: natleq linear)
thus “P”
proof (cases “n=m”)
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caseTrue
with m have“m ≤ n” by simp
thus “P” by (rule leq)

next
caseFalse
with nmshow“P” by (rule geq)

qed
qed

lemmanat leq induct: — sometimes called “complete induction”
assumes“P(0)” and “ ∀n ∈ Nat : (∀m∈ Nat : m≤ n⇒ P(m))⇒ P(Succ[n])”
shows“ ∀n ∈ Nat : P(n)”

proof -
from premshave“ ∀n ∈ Nat : ∀m∈ Nat : m≤ n⇒ P(m)”
by (intro natInduct, auto simp add: natleq Succ)

thus ?thesisby (blast dest: natleq refl)
qed

lemmanat leq inductE:
“ [[n ∈ Nat; P(0);

∧
n. [[n ∈ Nat; ∀m∈ Nat : m≤ n⇒ P(m)]] =⇒ P(Succ[n]) ]] =⇒ P(n)”

by (blast dest: natleq induct)

Facts about< over Nat

lemmanat Succleq iff less [simp]:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (Succ[m] ≤ n) = (m< n)”
by (auto simp add: lessdef dest: natSuccleqD nat leq limit)

— alternative definition of< overNat
lemmasnat lessiff Succleq= sym[OF natSuccleq iff less, standard]

Reduce≤ to <.

lemmanat leq less:— premises needed forisBool(m≤n) and reflexivity
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ m≤ n = (m< n∨m= n)”
by (auto simp add: lessdef)

lemmanat lessSucciff leq [simp]:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (m< Succ[n]) = (m≤ n)”
by (simp del: natSuccleq iff less add: natlessiff Succleq nat Succleq Succ)

lemmasnat leq iff lessSucc= sym[OF natlessSucciff leq, standard]

lemmanat not leq one [simp]:
“n ∈ Nat=⇒ (¬(1 ≤ n)) = (n = 0)”
by (cases set: Nat, auto)

< andSucc.

lemmanat not less0 [simp]:
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“n ∈ Nat=⇒ (n < 0) = FALSE”
by (auto simp add: lessdef)

lemmanat lessSuccI:
“ [[m< n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒m< Succ[n]” by auto

lemmanat SucclessD:
“ [[Succ[m] < n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ m< n” by (simp add: lessdef)

lemmanat lessleq not leq:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (m< n) = (m≤ n∧ ¬ n ≤m)”
by (auto simp add: lessdef dest: natleq antisym)

lemmanat Succnot lessself [simp]:
“n ∈ Nat=⇒ Succ[n] < n = FALSE”
by (simp add: lessdef)

Transitivity.

lemmanat lesstrans :
“ [[k < m; m< n; k ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ k < n”
by (auto simp add: lessdef dest: natleq trans natleq antisym)

lemmanat lesstrans Succ [trans]:
assumeslt1: “i < j” and lt2: “j < k” and nat: “i ∈ Nat” “j ∈ Nat” “k ∈ Nat”
shows“ Succ[i] < k”

proof -
from lt1 nat have“ Succ[Succ[i]] ≤ Succ[j]” by simp
also from lt2 nat have“ Succ[j] ≤ k” by simp
finally show ?thesisusingnat by simp

qed

lemmanat leq lesstrans [trans]:
“ [[k ≤ m; m< n; k ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ k < n”
by (auto simp add: lessdef dest: natleq trans natleq antisym)

lemmanat lessleq trans [trans]:
“ [[k < m; m≤ n; k ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ k < n”
by (auto simp add: lessdef dest: natleq trans natleq antisym)

Asymmetry.

lemmanat lessnot sym:
“ [[m< n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ ¬ (n <m)”
by (simp add: natlessleq not leq)

lemmanat lessasym:
“ [[ (¬ P =⇒ n <m); m< n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ P”
by (blast dest: natlessnot sym)

Linearity (totality).
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lemmanat lesslinear:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ m< n∨m= n∨ n <m”
unfolding lessdef usingnat leq linear by blast

lemmanat leq lesslinear:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ m≤ n∨ n < m”
usingnat lesslinear by (auto simp add: lessdef)

lemmanat lesscases [casenames less equal greater]:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (m< n =⇒ P)=⇒ (m= n =⇒ P)=⇒ (n < m=⇒ P)=⇒ P”
usingnat lesslinear by blast

lemmanat leq lesscases:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat; m≤ n =⇒ P; n <m=⇒ P]] =⇒ P”
usingnat leq cases lessdef by auto

lemmanat not less:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (¬ m< n) = (n ≤ m)”
usingnat leq linear by (auto simp add: lessdef dest: natleq antisym)

lemmanat not lessiff gr or eq:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (¬ m< n) = (m> n∨ m= n)”
unfolding nat not lessby (auto simp add: lessdef)

lemmanat not lesseq:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (¬ m< n) = (n < Succ[m])”
unfolding nat not lessby simp

lemmanat not leq:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (¬ m≤ n) = (n < m)”
by (simp add: sym[OF natnot less])

— often useful, but not active by default
lemmasnat not order simps= nat not less natnot leq

lemmanat not leq eq:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (¬ m≤ n) = (Succ[n] ≤m)”
unfolding nat not leqby simp

lemmanat neq iff:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ m, n = (m< n∨ n < m)”
usingnat lesslinear by auto

lemmanat neq lessE:
“ [[m, n; m∈ Nat; n∈ Nat; (m< n =⇒ R); (n< m=⇒ R)]] =⇒ R”
by (auto simp add: natneq iff)

lemmanat antisymconv1:
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“ [[¬ m< n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (m≤ n) = (m= n)”
by (auto simp add: natnot less elim: natleq antisym)

lemmanat antisymconv2:
“ [[m≤ n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (¬ m< n) = (m= n)”
by (auto simp add: natantisymconv1)

lemmanat antisymconv3:
“ [[¬ n < m; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (¬ m< n) = (m= n)”
by (auto simp add: natnot less elim: natleq antisym)

lemmanat not lessD:
“ [[¬ m< n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ n ≤ m”
by (simp add: natnot less)

lemmanat not lessI:
“ [[n ≤m; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ ¬ m< n”
by (simp add: natnot less)

lemmanat gt0 not0 :
“n ∈ Nat=⇒ (0 < n) = (n , 0)”
by (auto simp add: natneq iff)

lemmasnat neq0conv= sym[OF natgt0 not0, standard]

Introduction properties

lemmanat lessSuccself :
“n ∈ Nat=⇒ n < Succ[n]” by simp

lemmanat zero lessSucc :
“n ∈ Nat=⇒ 0 < Succ[n]” by simp

Elimination properties.

lemmanat lessSucc:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (m< Succ[n]) = (m< n∨m= n)”
by (simp add: natleq less)

lemmanat lessSuccE:
assumes“m < Succ[n]” and “m ∈ Nat” and “n ∈ Nat”

and “m < n =⇒ P” and “m = n =⇒ P”
showsP
usingpremsby (auto simp add: natleq less)

lemmanat lessone :
“n ∈ Nat=⇒ (n < 1) = (n = 0)” by simp

”Less thanı̈s antisymmetric, sort of.

lemmanat lessantisym:
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“ [[m∈ Nat; n∈ Nat; ¬(n < m); n< Succ[m] ]] =⇒ m= n”
by (auto simp add: natnot order simps dest: natleq antisym)

Inductive (?) properties.

lemmanat SucclessI:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat; m< n; Succ[m] , n]] =⇒ Succ[m] < n”
by (simp add: leqneq iff less)

lemmanat lessE:
assumesmajor: “i < k” and i: “i ∈ Nat” and k: “k ∈ Nat”
obtains j where “j ∈ Nat” and “i ≤ j” and “k = Succ[j]”

proof -
from k majorhave“ ∃ j∈Nat : i ≤ j ∧ k = Succ[j]”
proof (induct k)
case0 with i show?caseby simp

next
fix n
assumen: “n ∈ Nat” and 1: “i < Succ[n]”
and ih: “i < n =⇒ ∃ j∈Nat : i ≤ j ∧ n = Succ[j]”

from i n 1 have“i < n∨ i = n” by (simp add: natleq less)
thus “ ∃ j∈Nat : i ≤ j ∧ Succ[n] = Succ[j]”
proof
assume“i < n”
then obtain j where “j ∈ Nat” and “i ≤ j” and “n = Succ[j]”
by (blast dest: ih)

with i have“ Succ[j] ∈ Nat” and “i ≤ Succ[j]” and “ Succ[n] = Succ[Succ[j]]”
by auto

thus ?thesisby blast
next
assume“i = n”
with i show?thesisby blast

qed
qed
with that show?thesisby blast

qed

lemmanat SucclessE:
assumesmajor: “ Succ[i] < k” and i: “i ∈ Nat” and k: “k ∈ Nat”
obtains j where “j ∈ Nat” and “i < j” and “k = Succ[j]”
usingpremsby (auto elim: natlessE)

lemmanat gt0 implies Succ:
“ [[0 < n; n ∈ Nat]] =⇒ ∃m∈ Nat: n= Succ[m]”
by (cases set: Nat, auto)

lemmanat gt0 iff Succ:
“n ∈ Nat=⇒ (0 < n) = (∃m∈ Nat: n= Succ[m])”
by (auto dest: natgt0 implies Succ)
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lemmanat lessSucceq 0 disj:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (m< Succ[n]) = (m= 0∨ (∃ j∈Nat: m= Succ[j] ∧ j < n))”
by (induct set: Nat, auto)

lemmanat lessantisymfalse: “[[m< n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ n <m= FALSE”
unfolding lessdef usingnat leq antisymby auto

lemmanat lessantisymleq false: “[[m< n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ n ≤ m= FALSE”
unfolding lessdef usingnat leq antisym[of m n]by auto

end

A.3. Arithmetic (except division) over natural numbers

theory NatArith
imports NatOrderings
begin

Additional arithmetic theorems

lemmaSuccpred [simp]:
“n ∈ Nat=⇒ n > 0 =⇒ Succ[n – 1] = n”
by (simp add: diff Succnat nat gt0 not0)

lemma lessimp Succadd:
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat”
shows“m < n =⇒ (∃k ∈ Nat: n= Succ[m + k])” ( is “ =⇒ ?P(n)”)

usingn proof (induct)
case0 with m show?caseby simp

next
fix n
assumen: “n ∈ Nat” and ih: “m<n=⇒ ?P(n)” and suc: “m< Succ[n]”
from suc m nshow“?P(Succ[n])”
proof (rule nat lessSuccE)
assume“m<n”
then obtain k where “k ∈ Nat” and “n = Succ[m + k]” by (blast dest: ih)
with m nhave“ Succ[k] ∈ Nat” and “ Succ[n] = Succ[m + Succ[k]]” by auto
thus ?thesis..

next
assume“m=n”
with n have“ Succ[n] = Succ[m + 0]” by simp
thus ?thesisby blast

qed
qed
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Monotonicity of Addition

lemmanat add left cancel leq [simp]:
“ [[k ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (k +m≤ k + n) = (m≤ n)”
by (induct set: Nat, simpall)

lemmanat add left cancel less [simp]:
“ [[k ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (k +m< k + n) = (m< n)”
by (induct set: Nat, simpall)

lemmanat add right cancel less [simp]:
“ [[k ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (m+ k < n + k) = (m< n)”
by (induct set: Nat, simpall)

lemmanat add right cancel leq [simp]:
“ [[k ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ (m+ k ≤ n + k) = (m≤ n)”
by (induct set: Nat, simpall)

lemmaadd gr 0 [simp]:
“ [[n ∈ Nat; m∈ Nat]] =⇒ (m+ n > 0) = (m> 0∨ n > 0)”
by (auto dest: natgt0 implies Succ natnot lessD)

lemmanat leq trans add left false [simp]:
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and p: “p ∈ Nat”
shows“ [[m+ n ≤ p; p ≤ n]] =⇒ (m+ n < p) = FALSE”
apply (induct n p rule: diffInduct)
usingpremsby simpall

(Partially) Ordered Groups

— The two following lemmas are just “one half” ofnat add left cancel leqandnat add right cancel leq
proved above.
lemmaadd leq left mono:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ a ≤ b =⇒ c + a ≤ c + b” by simp

lemmaadd leq right mono:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ a ≤ b =⇒ a + c ≤ b + c” by simp

non-strict, in both arguments

lemmaadd leq mono:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat; d ∈ Nat; a≤ b; c ≤ d]] =⇒ a + c ≤ b + d”
usingnat leq trans[of “a + c” “b + c” “b + d”] by simp

— Similar for strict less than.
lemmaadd lessleft mono:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ a < b =⇒ c + a < c + b” by simp

lemmaadd lessright mono:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ a < b =⇒ a + c < b + c” by simp
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Strict monotonicity in both arguments

lemmaadd lessmono:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat; d ∈ Nat; a< b; c < d]] =⇒ a + c < b + d”
usingnat lesstrans[of “a + c” “b + c” “b + d”] by simp

lemmaadd lessleq mono:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat; d ∈ Nat; a< b; c ≤ d]] =⇒ a + c < b + d”
usingnat lessleq trans[of “a + c” “b + c” “b + d”] by simp

lemmaadd leq lessmono:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat; d ∈ Nat; a≤ b; c < d]] =⇒ a + c < b + d”
usingnat leq lesstrans[of “a + c” “b + c” “b + d”] by simp

Lifting < monotonicity to≤monotonicity.

lemma lessmonoimp leq mono:
assumesi: “i ∈ Nat” and j: “j ∈ Nat” and f: “ ∀n ∈ Nat : f(n)∈ Nat”
shows“ [[

∧
i j. i ∈ Nat=⇒ j ∈ Nat=⇒ i < j =⇒ f(i) < f(j); i ≤ j ]] =⇒ f(i) ≤ f(j)”

usingprems lessimp leq[of “f(i)” “f(j)”] nat leq less[OF i j] by auto

lemma leq add1 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ b ≤ b + a”
usingadd leq left mono[of 0]by simp

lemma leq add2 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ b ≤ a + b”
usingadd leq right mono [of 0]by simp

lemma lessiff Succadd:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ (a < b) = (∃k ∈ Nat: b= Succ[a + k])”
by (auto intro!: lessimp Succadd)

lemma trans leq add1:
“ [[a ≤ b; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ a ≤ b + c”
by (auto elim: natleq trans)

lemma trans leq add2:
“ [[a ≤ b; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ a ≤ c + b”
by (auto elim: natleq trans)

lemma trans lessadd1:
“ [[a < b; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ a < b + c”
by (auto elim: natlessleq trans)

lemma trans lessadd2:
“ [[a < b; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ a < c + b”
by (auto elim: natlessleq trans)
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lemmaadd lessD1:
“ [[a + b < c; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ a < c”
by (auto simp: natleq lesstrans[of “a” “a + b”])

lemmanot add less1 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ (a + b < a) = FALSE”
by (auto dest: addlessD1)

lemmanot add less2 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ (b + a < a) = FALSE”
by (simp add: addcommutenat)

lemmaadd leqD1:
“ [[a + c ≤ b; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ a ≤ b”
by (intro nat leq trans[of “a” “a + c” “b”], simp all)

lemmaadd leqD2:
“ [[a + c ≤ b; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ c ≤ b”
by (intro nat leq trans[of “c” “a + c” “b”], simp all)

lemmaadd leqE:
“ [[a + c ≤ b; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ (a ≤ b =⇒ c ≤ b =⇒ R)=⇒ R”
by (blast dest: addleqD1 addleqD2)

lemma leq add left false [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ a + b ≤ a = FALSE”
usingnat leq less[of “a + b” a] add eq self zero nat by auto

lemma lessself add not0 nat [intro]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ a < a + b”
usingnot0 implies Suc[of b] natgt0 not0by auto

Used in intadd assoc* proofs

lemmaadd lessleq trans1 false [dest]:
“ [[m+ n < p; p ≤ n; m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ FALSE”
by (drule nat lessleq trans[of “m + n” p n], simp all)

lemmaadd lessleq trans2 false [dest]:
“ [[m+ n < p; p ≤m; m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ FALSE”
by (drule nat lessleq trans[of “m + n” p m], simp all)

lemmaadd leq lesstrans1 false [dest]:
“ [[m+ n ≤ p; p < n; m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ FALSE”
by (drule nat leq lesstrans[of “m + n” p n], simp all)

lemmaadd leq lesstrans2 false [dest]:
“ [[m+ n ≤ p; p <m; m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ FALSE”
by (drule nat leq lesstrans[of “m + n” p m], simp all)
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lemmaadd left leq is 0 [dest]:
“ [[a + b ≤ a; a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ b = 0”
by (simp only: natleq less[of “a+b” a] addIsNat, auto)

lemmaadd left leq is 0 trans [dest]:
“ [[a + b ≤ c; c ≤ a; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ b = 0”
by (drule nat leq trans[of “a + b” c a], auto)

More results about difference over naturals

lemmapred lessself [simp]: “a ∈ Nat=⇒ 0 < a =⇒ Pred[a] < a”
by (drule not0implies Suc[of a], auto)

Addition is the inverse of subtraction: ifn ≤ m thenn + (m – n)=m.

lemmaadd diff inverse:
assumes“ ¬(m< n)” “m ∈ Nat” and “n ∈ Nat”
shows“n + (m – n)= m”
usingpremsby (induct m n rule: diffInduct, simpall)

lemma le add diff inverse [simp]:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ n ≤ m=⇒ n + (m – n)=m”
by (simp add: adddiff inverse natnot less)

lemma le add diff inverse2 [simp]:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ n ≤ m=⇒ (m – n)+ n =m”
by (simp add: addcommutenat)

lemmaSuccdiff leq:
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat”
shows“n ≤ m=⇒ Succ[m] – n = Succ[m – n]”
by (induct m n rule: diffInduct, simpall add: prems)

lemmaSuccdiff less:
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat”
shows“n < m=⇒ Succ[m] – n = Succ[m – n]”
by (induct m n rule: diffInduct, simpall add: prems)

lemmadiff lessSucc:
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat”
shows“m – n < Succ[m]”
by (induct m n rule: diffInduct, simpall add: prems)

lemmadiff leq self [simp]:
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat”
shows“m – n ≤m”
by (induct m n rule: diffInduct, simpall add: prems)
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lemma leq iff add:
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat”
shows“m ≤ n = (∃k ∈ Nat: n= m+ k)” ( is “?lhs = ?rhs”)

proof -
have1: “?lhs ⇒ ?rhs”
proof
assumemn: “m ≤ n”
with m nhave“n = m+ (n – m)” by simp
with m nshow“?rhs” by blast

qed
from premshave2: “?rhs ⇒ ?lhs” by auto
from 1 2 premsshow?thesisby blast

qed

lemma lessimp diff less [intro]:
assumesj: “j ∈ Nat” and k: “k ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat”
shows“j < k =⇒ j – n < k”
apply (rule nat leq lesstrans[OF diffIsNat[OF j n] j k])
by (rule diff leq self[OF j n])

lemmadiff Succless [intro]:
“ [[0 < n; n ∈ Nat; i ∈ Nat]] =⇒ n –Succ[i] < n”
by (cases set: Nat, auto)

lemmapred diff to Succ:
“ [[x ∈ Nat; n∈ Nat; Succ[Succ[x]] ≤ n]] =⇒ Pred[n – x] = Succ[n – Succ[Succ[x]]]”
by (simp add: Succdiff leq[symmetric] diff Succnat[symmetric, of n x]
del: Succdiff leq diff Succnat)

lemmaSuccadd diff self1 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ Succ[b + a] – a= Succ[b]”
by (induct set: Nat, simpall)

lemmaSuccadd diff self2 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ Succ[a + b] – a= Succ[b]”
by (simp add: addcommutenat[of a])

Diff and Add associativity. We always try to group the positive arguments

lemmadiff add assoc1 [simp]:
assumes“c ≤ b” and “a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “c ∈ Nat”
shows“a + (b – c)= (a + b) – c”
usingpremsby (induct b c rule: diffInduct, simpall)

lemmadiff add assoc2 [simp]:
assumes“b ≤ a” and “a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “c ∈ Nat”
shows“(a – b) + c = (a + c) – b”
usingpremsby (induct a b rule: diffInduct, simpall)
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lemmadiff add assoc3 [simp]:
assumes“c ≤ b” and “a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “c ∈ Nat”
shows“a – (b – c) = (a + c) – b”
usingpremsby (induct b c rule: diffInduct, simpall)

lemmadiff add assoc4 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ (a – b) – c= a – (b+ c)”
by (rule diffInduct[of a b], auto)

lemmadiff is 0 eq [simp]:
assumes“m ∈ Nat” “n ∈ Nat”
shows“(m – n = 0) = (m≤ n)”
by (induct m n rule: diffInduct, simpall add: prems)

lemmadiff is 0 eq’ :
“ [[m≤ n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒m – n= 0” by simp

lemmazero lessdiff [simp]:
assumes“m ∈ Nat” “n ∈ Nat”
shows“(0 < n – m)= (m< n)”
by (induct m n rule: diffInduct, simpall add: prems)

lemma lessimp add positive:
assumes“i < j” and i: “i ∈ Nat” and j: “j ∈ Nat”
shows“ ∃k ∈ Nat: 0< k ∧ i + k = j”
apply (rule tac x=“j – i” in bExI)
usingprems lessimp leq by (simpall add: zerolessdiff[OF i j])

Transform diff to add in an inequality

lemma leq diff right add left iff [simp]:
assumes“k ≤ n” and “m ∈ Nat” “n ∈ Nat” “k ∈ Nat”
shows“m ≤ n – k= (m+ k ≤ n)”
usingpremsby (induct n k rule: diffInduct, simpall)

lemma leq diff right add left [dest]:
assumes“m ≤ n – k” “k ≤ n” and “m ∈ Nat” “n ∈ Nat” “k ∈ Nat”
shows“(m + k ≤ n)”
usingpremsby (induct n k rule: diffInduct, simpall)

lemma leq diff left add right iff [simp]:
assumes“p ≤ n” “m ∈ Nat” “n ∈ Nat” “p ∈ Nat”
shows“n – p ≤m= (n ≤m+ p)”
usingpremsby (induct n p rule: diffInduct, auto)

lemma leq diff left add right [dest]:
assumes“n – p ≤ m” and “m ∈ Nat” “n ∈ Nat” “p ∈ Nat”
shows“n ≤ m+ p”
usingpremsby (induct n p rule: diffInduct, simpall)
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lemmasleq diff to add iff = leq diff right add left iff leq diff left add right iff

Transform diff to add in a strict inequality

lemma lessdiff right add left iff [simp]:
assumes“k ≤ n” and “m ∈ Nat” “n ∈ Nat” “k ∈ Nat”
shows“m < n – k= (m+ k < n)”
usingpremsby (induct n k rule: diffInduct, simpall)

lemma lessdiff right add left [dest]:
assumes“m < n – k” “k ≤ n” and “m ∈ Nat” “n ∈ Nat” “k ∈ Nat”
shows“(m + k < n)”
usingpremsby (induct n k rule: diffInduct, simpall)

lemma lessdiff left add right iff [simp]:
assumes“p ≤ n” “m ∈ Nat” “n ∈ Nat” “p ∈ Nat”
shows“n – p <m= (n <m+ p)”
usingpremsby (induct n p rule: diffInduct, auto)

lemma lessdiff left add right [dest]:
assumes“n – p < m” and “m ∈ Nat” “n ∈ Nat” “p ∈ Nat”
shows“n < m+ p”
usingpremsby (induct n p rule: diffInduct, simpall)

lemmaslessdiff to add iff = lessdiff right add left iff lessdiff left add right iff

lemma leq diff trans [intro]:
“ [[p ≤m; m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ p – n≤m”
apply (rule nat leq trans[of “p – n”])
usingdiff leq self by simpall

lemma leq diff right false [simp]:
“ [[0 < n; n ≤m; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒m≤m – n= FALSE”
by (simp add: leqdiff right add left)

lemma leq diff right imp 0:
assumesh:“n ≤ n – p” “p ≤ n” and n: “n ∈ Nat” and p: “p ∈ Nat”
shows“p = 0”
usingp h nby (induct, auto)

lemma lessimp diff not0 [intro]:
“ [[ i < j; i ∈ Nat; j ∈ Nat]] =⇒ j – i , 0”

proof -
assume“i < j” and nat: “i ∈ Nat” “j ∈ Nat”
hence“0 < j – i” by simp
with nat show?thesisusingnat gt0 not0[of “j – i”] by auto

qed
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lemma lessimp diff positive:
assumesh: “i < j” and i: “i ∈ Nat” and j: “j ∈ Nat”
shows“ [[ i < j; i ∈ Nat; j ∈ Nat]] =⇒ ∃k ∈ Nat: j – i = Succ[k]”
apply (rule not0 implies Suc)
using lessimp diff not0by simp all

lemmadiff eq self is 0 [dest]:
assumes1: “n – m = n” “m ≤ n” and m: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat”
shows“m = 0”
usingm 1apply (induct, simpall)
usingn by (induct, auto simp: Succdiff leq diff lessSucc[unfolded lessdef])

lemmadiff eq self is 0’ [dest]:
assumes1: “n – m = n” “m < n” and m: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat”
shows“m = 0”
usingpremsby auto

lemmaself eq diff is 0 [dest]:
“ [[n = n – m; m≤ n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ m= 0”
by (auto dest: sym)

lemmaself eq diff is 0’ [dest]:
“ [[n = n – m; m< n; m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ m= 0”
by auto

lemmadiff left eq add right [simp]:
assumes1: “b ≤ a” and nat: “a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “c ∈ Nat”
shows“(a – b = c) = (c + b = a)”
usingpremsby auto

lemmadiff left eq add right sym [simp]:
assumes1: “b ≤ a” and nat: “a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “c ∈ Nat”
shows“(c = a – b)= (c + b = a)”
usingpremsby auto

lemmadiff cancel left nat [simp]:
“ [[a ≤ c; b ≤ c; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ (c – a= c – b)= (a = b)”
by (safe, simp add: transleq add1)

lemmadiff cancel left2 nat [simp]:
“ [[a < c; b < c; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ (c – a= c – b)= (a = b)”
unfolding lessdef by (rule diff cancel left nat, auto)

lemmadiff canceleq nat [simp]:
“ [[a ≤ c; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ (c – a+ b = c) = (a = b)”
by (auto simp add: transleq add1)
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lemmadiff cancelright nat [simp]:
assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and c: “c ∈ Nat”
shows“ [[c ≤ a; c ≤ b]] =⇒ (a – c= b – c)= (a = b)”
usingpremsby auto

lemmadiff cancelright2 nat [simp]:
“ [[c < a; c < b; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ (a – c= b – c)= (a = b)”
unfolding lessdef by (rule diff cancelright nat, auto)

Monotonicity of Multiplication

lemmamult leq left mono:
assumes1:“a ≤ b” and a: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and c: “c ∈ Nat”
shows“c * a ≤ c * b”
usingc 1 a bby (induct, simpall add: add leq mono)

lemmamult leq right mono:
assumes1:“a ≤ b” and a: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and c: “c ∈ Nat”
shows“a * c ≤ b * c”
usingc 1 a bby (induct, simpall add: add leq mono)

≤ monotonicity, BOTH arguments

lemmamult leq mono:
assumes“i ≤ j” “k ≤ l” and “i ∈ Nat” “j ∈ Nat” “k ∈ Nat” “l ∈ Nat”
shows“i * k ≤ j * l”
usingprems multleq right mono multleq left mono
nat leq trans[of “i * k” “j * k” “j * l”]

by simp

strict, in 1st argument

lemmamult lessleft mono:
assumes1: “i < j” “0 < k” and i: “i ∈ Nat” and j: “j ∈ Nat” and k: “k ∈ Nat”
shows“k * i < k * j”
using1 k

proof (auto simp: natgt0 iff Succ)
fix m
assumem: “m ∈ Nat” and “i < j”
with m i j show“ Succ[m] * i < Succ[m] * j”
by (induct, simpall add: add lessmono)

qed

lemmamult lessright mono:
assumes1: “i < j” “0 < k” and i: “i ∈ Nat” and j: “j ∈ Nat” and k: “k ∈ Nat”
shows“i * k < j * k”

using1 k
proof (auto simp: natgt0 iff Succ)
fix m
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assumem: “m ∈ Nat” and “i < j”
with m i j show“i * Succ[m] < j * Succ[m]”
by (induct m, simpall add: add lessmono)

qed

lemmanat 0 lessmult iff [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ (0 < a * b) = (0 < a∧ 0 < b)”
by (induct set: Nat, auto)

lemmamult lesscancel left [simp]:
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and k: “k ∈ Nat”
shows“(k * m < k * n) = (0 < k ∧m< n)”

proof (auto intro!: mult lessleft mono simp: prems)
assume“k * m < k * n”
with k m nshow“0 < k” by (induct, simpall)

next
assume“k * m < k * n”
with m n kshow“m < n”
unfolding lessdef[of “k * m” “k * n”]
apply (auto simp add: natnot leq[symmetric])
usingmult leq left mono natleq antisym[of “k * m” “k * n”]
by auto

qed

lemmamult lesscancelright [simp]:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat; k∈ Nat]] =⇒ (m * k < n * k) = (0 < k ∧m< n)”
by (simp add: multcommutenat)

lemmamult lessself left [dest]:
assumesless: “n*k < n” and n: “n ∈ Nat” and k: “k ∈ Nat”
shows“k=0”
usingk less nby (cases, auto)

lemmamult lessself right [dest]:
assumesless: “k*n < n” and n: “n ∈ Nat” and k: “k ∈ Nat”
shows“k=0”
usingk less nby (cases, auto)

lemmamult leq cancel left [simp]:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat; k∈ Nat]] =⇒ (k * m≤ k * n) = (k = 0∨m≤ n)”
by (auto simp add: natleq less natgt0 not0)

lemmamult leq cancelright [simp]:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat; k∈ Nat]] =⇒ (m * k ≤ n * k) = (k = 0∨m≤ n)”
by (auto simp add: natleq less natgt0 not0)

lemmaSucmult lesscancel1:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat; k∈ Nat]] =⇒ (Succ[k] * m < Succ[k] * n) = (m< n)”
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by (simp del: multSuccleft nat)

lemmaSucmult leq cancel1:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat; k∈ Nat]] =⇒ (Succ[k] * m ≤ Succ[k] * n) = (m≤ n)”
by (simp del: multSuccleft nat)

lemmanat leq square: “m∈ Nat=⇒ m≤ m * m”
by (cases set: Nat, auto)

lemmanat leq cube: “m∈ Nat=⇒m≤m * (m * m)”
by (cases set: Nat, auto)

Lemma forgcd

lemmamult eq self implies 10:
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat”
shows“(m * n = m)= (n = 1∨m= 0)” ( is “?lhs = ?rhs”)

proof -
have1: “?lhs ⇒ ?rhs”
proof
assumeeq: “?lhs”
with m nhave“m * n =m * 1” by simp
thus “?rhs” unfolding mult cancel1nat[OF m n oneIsNat].

qed
from m nhave2: “?rhs ⇒ ?lhs” by auto
from 1 2show?thesisby blast

qed

lemmamult add lessself nat [dest]:
assumes1: “a * b + c < b” and c: “c ∈ Nat”
shows“ [[0 < b; a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ a = 0∧ c < b”
usingc 1 apply (induct, simpall)
apply best
apply (subgoaltac “a = 0”)
apply (auto dest!: natSucclessD)

done

isEven predicate

(Used in the definition of negative based exponentiation.)

definition isEvenwhere
“n ∈ Nat=⇒ isEven(n)≡ ∃x ∈ Nat : n= x + x”

lemmaboolify isEven [simp]:
“n ∈ Nat=⇒ boolify(isEven(n))= isEven(n)”
unfolding isEvendef by simp

lemma isEvenisBool [intro!,simp]:

91
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“n ∈ Nat=⇒ isBool(isEven(n))”
unfolding isEvendef by simp

lemma isEven0 [simp]:
“isEven(0)”
by (simp add: isEvendef, force)

lemmanat is evenor not:
“n ∈ Nat=⇒ isEven(n)∨ ¬ isEven(n)”
by (auto simp add: isEvendef)

lemmaevenis evenSS [simp]:
“ [[n ∈ Nat; isEven(n)]] =⇒ isEven(Succ[Succ[n]])”
apply (induct set: Nat)
by (simp all add: isEvendef, auto)

lemmaevenSSis even [dest]:
“isEven(Succ[Succ[n]]) =⇒ n ∈ Nat=⇒ isEven(n)”
apply (simp add: isEvendef)

proof safe
fix x
assumenat: “n ∈ Nat” “x ∈ Nat” and 1: “ Succ[Succ[n]] = x + x”
hence“ Pred[Pred[Succ[Succ[n]]]] = Pred[Pred[x + x]]” by simp
with nat have“n = Pred[Pred[x + x]]” by simp
with nat have“n = Pred[x] + Pred[x]”
apply simp
by (rule natCases[of x], simpall add: Predadd right nat)

with nat show“ ∃x ∈ Nat : n= x + x” by force
qed

lemmaevenSSeq even [simp]:
“n ∈ Nat=⇒ isEven(Succ[Succ[n]]) = isEven(n)”
by (simp add: boolEqualIff iff def, auto)

lemma isEvenadd xx [simp]:
“n ∈ Nat=⇒ isEven(n+ n)”
by (force simp add: isEvendef)

lemmaodd is evenfalse [simp]:
assumesx: “x ∈ Nat” and y: “y ∈ Nat”
shows“( Succ[y + y] = x + x) = FALSE”
apply (rule nat leq cases[of x y])
usingpremsapply (simp all add: nat not leq nat leq less)

proof (auto)
assumeh1: “x < y” and h2: “ Succ[y + y] = x + x”
from x y x y h1 h1have“x + x < y + y” by (rule add lessmono)
with y h2[symmetric]show“FALSE” by simp

next
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assumeh1: “y < x” and h2: “ Succ[y + y] = x + x”
from x y h1have“ Succ[y] + y < x + x”
usingnat Succleq iff less
by (simp add: addleq lessmono del: addSuccleft nat)

with y h2[symmetric]show“FALSE” by simp
qed

lemmaevenis odd false [simp]:
“ [[x ∈ Nat; y∈ Nat]] =⇒ (x + x = Succ[y + y]) = FALSE”
by (rule natCases[of x], simpall)

lemma isEvenadd Sxxfalse [simp]:
“n ∈ Nat=⇒ isEven(Succ[n + n]) = FALSE”
by (force simp add: isEvendef)

lemma isEvenimp notSucc [simp]:
“ [[ isEven(n); n∈ Nat]] =⇒ isEven(Succ[n]) = FALSE”
by (force simp add: isEvendef)

lemmaevenSimp evenfalse [dest]:
“ [[ isEven(Succ[n]); n ∈ Nat]] =⇒ isEven(n)= FALSE”
by (force simp add: isEvendef)

lemmaevenSevenfalse [dest]:
“ [[ isEven(Succ[n]); isEven(n); n∈ Nat]] =⇒ FALSE”
by (force simp add: isEvendef)

lemmanotEvenis evenS [dest!]:
assumesh: “ ¬ isEven(n)”and n: “n ∈ Nat”
shows“isEven(Succ[n])”
usingn hby (induct set: Nat, auto)

lemmanotEvenSis even [dest!]:
“ [[¬ isEven(Succ[n]); n ∈ Nat]] =⇒ isEven(n)”
by (rule natCases[of n], auto)

lemma isEvencases [casenames even odd]:
assumesn: “n ∈ Nat”
and even: “isEven(n)=⇒ P” and odd: “isEven(Succ[n]) =⇒ P”
shows“P”
apply (cases “isEven(n)”)
usingpremsby auto

isEven on addition

lemmaevenplus evenis even [simp]:
“ [[ isEven(m); isEven(n); m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ isEven(m+ n)”
apply (simp add: isEvendef)

proof -
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assumeh1: “∃x ∈ Nat : m= x + x” and h2: “∃x ∈ Nat : n= x + x”
and nat: “m ∈ Nat” “n ∈ Nat”

from nat h1obtain x wherex: “x ∈ Nat” “m = x + x” by force
from nat h2obtain y where y: “y ∈ Nat” “n = y + y” by force
from x y have1: “m + n = x + y + (x + y)”
apply (simp add: addassocnat)
apply (simp add: addassocnat[symmetric])
by (simp add: addcommutenat)

with nat x yshow“ ∃x ∈ Nat : m+ n = x + x” by auto
qed

lemmaevenSplus evenis evenS [simp]:
“ [[ isEven(Succ[m]); isEven(n); m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ isEven(Succ[m + n])”
usingevenplus evenis even[of “Succ[m]” n] by simp

lemmaevenSplus evenis evenfalse1 [simp]:
“ [[ isEven(Succ[m]); isEven(n); m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ isEven(m+ n) = FALSE”
by (auto dest: evenSplus evenis evenS)

lemmaevenSplus evenis evenfalse2 [simp]:
“ [[ isEven(Succ[m]); isEven(n); m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ isEven(n+ m)= FALSE”
by (simp add: addcommutenat)

isEven on multiplication

lemmaevenimp mult even [simp]:
“ [[ isEven(m); m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ isEven (m * n)”
apply (simp add: isEvendef, clarsimp)
by (auto simp: addmult distrib right nat)

lemmamultEvenimp either even [dest]:
“ [[ isEven(m * n); m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ isEven(m)∨ isEven(n)”
apply (rule natCases[of m], simpall)
by (cases “isEven(n)”, auto)

end

A.4. The Integers as a superset of natural numbers

theory Integers
imports NatArith
begin

Addition

There are basically four cases in the addition ”a+ b”: the combinations of positives and negatives of each
argument. When both argumentes are positives we use the definition of addition for naturals. Finally, it
all reduces to addition or difference of naturals.
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axioms
int add pn def: — positive and negative case
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ a + -.b≡ IF a ≤ b THEN -.(b – a) ELSE a – b”
int add np def [simp]: — negative and positive case
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ -.a+ b ≡ b + -.a”
int add nn def [simp]: — positive and positive case
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ -.a+ -.b= -.(a+ b)”

lemma int add pn case1 :
“ [[a ≤ b; a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ a + -.b= -.(b – a)”
by (simp add: intadd pn def)

lemma int add pn case2 :
“ [[b < a; a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ a + -.b= a – b”
by (simp add: intadd pn def natlessantisymleq false)

lemma int add pn case2’ :
“ [[b ≤ a; a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ a + -.b= a – b”
by (force simp add: intadd pn def diff is 0 eq’)

lemmasint add pn cases [simp]= int add pn case1 intadd pn case2 intadd pn case2’

Closure

lemmaaddIsInt [simp]: “[[m∈ Int; n ∈ Int]] =⇒m+ n ∈ Int”
by (rule intCases2[of m n], auto simp: intadd pn def)

Neutral element

lemmaadd 0 right int [simp]: “n ∈ Int =⇒ n + 0 = n”
by (rule intCases, auto)

lemmaadd 0 left int [simp]: “n ∈ Int =⇒ 0 + n = n”
by (rule intCases, auto)

Additive inverse element

lemmaadd inverseint [simp]: “n ∈ Int =⇒ n + -.n= 0”
by (rule intCases2[of n “-.n”], auto)

lemmaadd inverse2int [simp]: “n ∈ Int =⇒ -.n+ n = 0”
by (rule intCases2[of “-.n” n], auto)

Commutativity

lemmaadd commuteint:
“ [[m∈ Int; n ∈ Int]] =⇒m+ n = n + m”
by (rule intCases2[of m n], auto simp: addcommutenat)

Cancellativity

lemmaadd right cancelnnp int [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ (c + -.a= c + -.b)= (a = b)”
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unfolding int add pn def by (auto, simp add: natnot leq)

lemmaadd right cancelppn int [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ (a + -.c= b + -.c)= (a = b)”
unfolding int add pn def by (auto simp: transleq add1, simp add: natnot leq)

lemmaadd left cancelppn int [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ -.c+ a = -.c+ b =⇒ a = b”
by (simp add: addcommutenat)

lemmaadd left cancelpnp int [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ (c + a = c + -.b)= (a = -.b)”
unfolding int add pn def
usingadd assocnat[symmetric]by (auto simp add: natnot leq[unfolded lessdef])

lemmaadd left cancelpnn int [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ a + -.c= -.(b+ c) = (a = -.b)”
apply (auto simp add: intadd pn def natnot leq)
by (simp add: addcommutenat[of b c] add assocnat[of c b a, symmetric])

lemmaadd left cancelnpp int [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat]] =⇒ c + -.a= b + c = (-.a= b)”
apply (auto, drule sym)by (simp add: addcommutenat[of b c])

lemmaadd right cancel int [simp]:
“ [[a ∈ Int; b ∈ Int; c ∈ Int]] =⇒ a + c = b + c = (a = b)”
by (rule intCases3[of a b c], auto simp add: addcommuteint[of a c] dest: sym)

lemmaadd left cancel int [simp]:
“ [[a ∈ Int; b ∈ Int; c ∈ Int]] =⇒ c + a = c + b = (a = b)”
by (simp add: addcommuteint)

Associativity

lemma int add assoc1:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ m+ (n + -.p)= (m+ n) + -.p”

proof (rule nat leq lesscases[of p n], auto)
assume“m ∈ Nat” “n ∈ Nat” “p ∈ Nat” “p ≤ n”
thus “(m + n) – p= m+ n + -.p”
by (simp add: transleq add2)

next
assume“m ∈ Nat” “n ∈ Nat” “p ∈ Nat” “n < p”
hence1: “n ≤ p” by auto
show“m + (n + -.p)= m+ n + -.p”
by (rule nat leq cases[of p “m+ n”], auto simp: prems 1 addac nat)

qed

lemma int add assoc2:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ m+ (n + -.p)= (m+ -.p)+ n”
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apply (rule nat leq cases[of p n], simpall)
apply (rule nat leq cases[of p m], simpall)
apply (rule nat leq lesscases[of “p – m” n], auto simp: addac nat)

apply (rule nat leq cases[of p m], simpall)
apply (rule nat lesscases[of “p – n” m], auto simp: addac nat)
apply (rule nat leq cases[of “p – m” n], simpall add: add ac nat)

done

lemma int add assoc3:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ m+ -.(n+ p) = m+ -.n+ -.p”
apply(rule nat leq cases[of “n+ p” m], simp all)
apply(rule nat leq cases[of n m], simpall)
apply(rule nat lesscases[of p “m – n”], auto simp: addac nat)

apply(rule nat leq cases[of n m], simpall)
apply(rule nat lesscases[of p “m – n”], auto simp: addac nat)

done

lemma int add assoc4:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ (n + p) + -.m= (n + -.m)+ p”
apply(rule nat leq lesscases[of m “n+ p” ], simp all)
apply(rule nat leq cases[of m n], simpall)
apply(rule nat lesscases[of “m – n” p], auto simp: addcommutenat)

apply(rule nat leq lesscases[of m n], auto dest!: lessimp leq)
apply(rule nat leq cases[of “m – n” p], auto simp: addcommutenat)

done

lemma int add assoc5:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ -.m+ (n + -.p)= n + -.m+ -.p”
apply(simp add: addcommuteint[of “-.m” “n + -.p”])
apply(rule nat leq lesscases[of p n], simpall)
apply(rule nat leq lesscases[of m “n – p”], simpall)
apply(rule nat leq lesscases[of m n], auto simp: addcommutenat)
apply(rule nat leq lesscases[of m n], auto simp: addcommutenat lessdef)
apply(rule nat leq lesscases[of m n], auto simp: addcommutenat)
apply(rule nat lesscases[of p “n – m”], auto simp: addcommutenat lessdef)

done

lemma int add assoc6:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat; p∈ Nat]] =⇒ -.m+ (p + -.n)= p + -.(m+ n)”
usingadd commuteint[of “-.m” “p + -.n”] apply simp
apply(rule nat leq lesscases[of n p], simpall)
apply(rule nat leq cases[of m “p – n”], auto simp: addcommutenat)

apply (simp add: lessimp leq[of p n])
apply(rule nat leq cases[of “m+ n” p], auto simp: addcommutenat)

done

lemmaadd assocint:
assumesm: “m ∈ Int” and n: “n ∈ Int” and p: “p ∈ Int”
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shows“m + (n + p) = (m+ n) + p”
apply(rule intCases3[OF m n p], simpall)
apply(rule add assocnat, assumption+)
apply(rule int add assoc1, assumption+)
apply(rule int add assoc2, assumption+)
apply(rule int add assoc3, assumption+)
apply(rule int add assoc4, assumption+)
apply(rule int add assoc5, assumption+)
apply(rule int add assoc6, assumption+)
apply(rule add assocnat, assumption+)

done

Minus sign distributes over addition

lemmaminusdistrib pn nat [simp]:
“ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ -.(m+ -.n)= n + -.m”
by (rule nat leq cases[of n m], simpall)

lemmaminusdistrib pn int [simp]:
“ [[m∈ Int; n ∈ Int]] =⇒ -.(m+ -.n)= n + -.m”
by (rule intCases2[of m n], simpall add: add commuteint)

definition axioms, Int version

lemma int add nn : “ [[a ∈ Int; b ∈ Int]] =⇒ -.a+ -.b= -.(a+ b)”
by (rule intCases2[of a b], simpall)

Multiplication

axioms
int mult pn def [simp]: “ [[a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ a * -.b = -.(a * b)”
int mult np def [simp]: “ [[a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ -.a * b = -.(a * b)”
int mult nn def [simp]: “ [[a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ -.a * -.b = a * b”

theoremsint mult def= int mult pn def int mult np def

Closure

lemmamultIsInt [simp]: “ [[a ∈ Int; b ∈ Int]] =⇒ a * b ∈ Int”
by (rule intCases2[of a b], simpall)

Neutral element

lemmamult 0 right int [simp]: “a ∈ Int =⇒ a * 0 = 0”
by (rule intCases[of a], simpall)

lemmamult 0 left int [simp]: “a ∈ Int =⇒ 0 * a = 0”
by (rule intCases[of a], simpall)

Commutativity

lemmamult commuteint: “ [[a ∈ Int; b ∈ Int]] =⇒ a * b = b * a”
by (rule intCases2[of a b], simpall add: mult commutenat)
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Identity element

lemmamult 1 right int [simp]: “a ∈ Int =⇒ a * 1 = a”
by (rule intCases[of a], simpall)

lemmamult 1 left int [simp]: “a ∈ Int =⇒ 1 * a = a”
by (rule intCases[of a], simpall)

Associativity

lemmamult assocint:
assumesm: “m ∈ Int” and n: “n ∈ Int” and p: “p ∈ Int”
shows“m * (n * p) = (m * n) * p”
by (rule intCases3[OF m n p], simpall add: mult assocnat)

Distributivity

lemmappn distrib left nat: — ppn stands for m=positive, n=positive, p=negative
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and p: “p ∈ Nat”
shows“m * (n + -.p)= m * n + -.(m * p)”

apply (rule nat leq cases[OF p n])
apply (rule nat leq cases[of “m * p” “m * n”])
usingpremsapply (simp all add: diff mult distrib2 nat)

done

lemmanpn distrib left nat:
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and p: “p ∈ Nat”
shows“-.m * (n + -.p)= -.(m * n)+ m * p”

usingpremsapply (simp add: addcommuteint[of “-.(m * n)” “m * p”])
apply(rule nat leq cases[OF p n])
apply(rule nat leq cases[of “m * p” “m * n”], simp all)
apply(simp all add: diff mult distrib2 nat)
apply(auto dest: natleq antisym)

done

lemmannp distrib left nat:
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and p: “p ∈ Nat”
shows“-.m * (-.n + p) = m * n + -.(m * p)”

usingpremsapply (simp add: addcommuteint[of “-.n” p])
apply(rule nat leq cases[OF p n])
apply(rule nat leq cases[of “m * p” “m * n”], simp all)
apply(simp all add: diff mult distrib2 nat)
apply(auto dest: natleq antisym)

done

lemmadistrib left int:
assumesm: “m ∈ Int” and n: “n ∈ Int” and p: “p ∈ Int”
shows“m * (n + p) = (m * n +m * p)”

apply(rule intCases3[OF m n p],
simp all only: int mult def int add nn def int mult nn def addIsNat)

apply(rule add mult distrib left nat, assumption+)
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apply(rule ppn distrib left nat, assumption+)
apply(simp add: addcommuteint, rule ppndistrib left nat, assumption+)
apply(simp only: intadd nn def multIsNat addmult distrib left nat)+
apply(rule npn distrib left nat, assumption+)
apply(rule nnp distrib left nat, assumption+)
apply(simp only: addmult distrib left nat)

done

lemmapnp distrib right nat:
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and p: “p ∈ Nat”
shows“(m + -.n) * p = m * p + -.(n * p)”

apply(rule nat leq cases[OF n m])
apply(rule nat leq cases[of “n * p” “m * p”])
usingpremsapply(simp all add: diff mult distrib nat)

done

lemmapnn distrib right nat:
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and p: “p ∈ Nat”
shows“(m + -.n) * -.p = -.(m * p)+ n * p”

usingpremsapply (simp add: addcommuteint[of “-.(m * p)” “n * p”])
apply(rule nat leq cases[OF n m])
apply(rule nat leq cases[of “n * p” “m * p”])
usingpremsapply(simp all add: diff mult distrib nat)
apply(auto dest: natleq antisym)

done

lemmanpn distrib right nat:
assumesm: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and p: “p ∈ Nat”
shows“(-.m + n) * -.p = m * p + -.(n * p)”

usingpremsapply (simp add: addcommuteint[of “-.m” n])
apply(rule nat leq cases[OF n m])
apply(rule nat leq cases[of “n * p” “m * p”])
apply(simp all add: diff mult distrib nat )
apply(auto dest: natleq antisym)

done

lemmadistrib right int:
assumesm: “m ∈ Int” and n: “n ∈ Int” and p: “p ∈ Int”
shows“(m + n) * p = (m * p + n * p)”

apply(rule intCases3[OF m n p],
simp all only: int mult def int add nn def int mult nn def addIsNat)

apply(rule add mult distrib right nat, assumption+)
apply(simp only: intadd nn def multIsNat addmult distrib right nat)
apply(rule pnp distrib right nat, assumption+)
apply(rule pnn distrib right nat, assumption+)
apply(simp add: addcommuteint, rule pnpdistrib right nat, assumption+)
apply(rule npn distrib right nat, assumption+)
apply(simp only: intadd nn def multIsNat addmult distrib right nat)
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apply(simp only: addmult distrib right nat)
done

Minus sign distributes over multiplication

lemmaminusmult left int: “ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ -.(m * n)= -.m * n”
by (rule intCases2[of m n], simpall)

lemmaminusmult right int: “ [[m∈ Nat; n∈ Nat]] =⇒ -.(m * n)=m * -.n”
by (rule intCases2[of m n], simpall)

More results about integer arithmetic

lemma int add add neg self1 [simp]: “[[a ∈ Int; b ∈ Int]] =⇒ b + -.(b+ a) = -.a”
by (simp only: intadd nn[symmetric], simp add: addassocint)

lemma int add add neg self2 [simp]: “[[a ∈ Int; b ∈ Int]] =⇒ b + -.(a+ b) = -.a”
by (simp add: addcommuteint[of a])

lemma int add add neg self3 [simp]: “[[a ∈ Int; b ∈ Int]] =⇒ -.(a+ b) + b = -.a”
by (simp add: addcommuteint)

lemma int add add neg self4 [simp]: “[[a ∈ Int; b ∈ Int]] =⇒ -.(b+ a) + b = -.a”
by (simp add: addcommuteint)

lemmaneg minus1 [simp]: “n ∈ Nat=⇒ -.n - 1= -.(Succ[n])”
by (simp add: intdiff def)

More results about order relations over integers

lemma leq pn is0 [dest]: “ [[a ≤ -.b; a ∈ Nat; b∈ Nat]] =⇒ a = 0∧ b = 0”
by (rule natCases[of b], simpall)

lemmanat leq int is nat [intro]: “ [[a ≤ b; a ∈ Nat; b∈ Int]] =⇒ b ∈ Nat”
by (rule intCases[of b], auto)

lemma int ge0 is nat [dest]: “ [[0 ≤ b; b ∈ Int]] =⇒ b ∈ Nat”
by (rule intCases[of b], auto)

lemma leq imp leq one [simp]: “[[a ≤ b; a ∈ Int; b ∈ Int]] =⇒ a - 1≤ b”
by (auto simp add: intdiff def dest!: trichotomy)

lemma leq imp lessone [simp]: “[[a ≤ b; a ∈ Int; b ∈ Int]] =⇒ a - 1< b”
by (auto simp add: intdiff def dest!: trichotomy)

lemma lessimp lessone [simp]: “[[a < b; a ∈ Int; b ∈ Int]] =⇒ a - 1< b”
by (auto simp: lessdef[of a b])
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lemmaadd neg mult is Nat is0 [dest!]: — used many times on Division.thy
“ [[a + -.(b * c) ∈ Nat; a∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat; a< c]] =⇒ b = 0”
apply (auto simp add: intadd pn def)
apply (auto dest: natleq lesstrans)
apply (auto simp: natnot leq dest: natlesstrans)

done

lemmaadd neg mult eq0 is0 [dest!]:
“ [[a + -.(b * c) = 0; a ∈ Nat; b∈ Nat; c∈ Nat; a< c]] =⇒ a = 0∧ b = 0”
usingadd neg mult is Nat is0[of a b c]by simp

end

A.5. The division operators div and mod on Integers

theory Division
imports Integers Tuples
begin

consts
div :: “[c,c] ⇒ c” ( infixl “ \div” 70)
mod :: “[c,c] ⇒ c” ( infixl “%” 70)

syntax (xsymbols)
div :: “[c,c] ⇒ c” ( infixl “ ÷” 70)

We defineop÷ andop%onNat by means of a characteristic relation with two input arguments m, n and
two output argumentsq(uotient) andr(emainder).

From [TLA+ book, section 18.4]: “Integer division (÷) and modulus (%) are defined so that the following
two conditions hold, for any integera and positive integerb: a% b∈ 0 .. (b - 1)anda = b * (a ÷ b) +
a% b”

The Division Algorithm

definition divmodrel where
“divmod rel(a,b,q,r)≡ a = q * b + r

∧ 0 < b∧ 0 ≤ r ∧ r < b”

Existence ofq andr in divmodrel. Case 1 isa ∈ Nat∧ q ∈ Nat. Case 2 isa ∈ {-.n : n ∈ Nat} ∧ q ∈ {-.n :
n ∈ Nat}.

lemmadivmodrel ex case1:
assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b”
obtains q r where “q ∈ Nat” “r ∈ Nat” “divmod rel(a,b,q,r)”

proof -
have“ ∃q,r ∈ Nat : a= q * b + r ∧ r < b”
usinga proof (induct)
case0
from b poshave“0 = 0 * b + 0∧ 0 < b” by simp
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then show?caseby blast
next
fix a’
assumea’: “a’ ∈ Nat” and ih: “ ∃q, r ∈ Nat : a’ = q*b + r ∧ r < b”
from ih obtain q’ r’
where h1: “a’ = q’ * b + r”’ and h2: “r’ < b”
and q’: “q’ ∈ Nat” and r’: “r’ ∈ Nat” by blast

show“ ∃q, r ∈ Nat : Succ[a’] = q * b + r ∧ r < b”
proof (cases “Succ[r’] < b”)
caseTrue
from h1 h2 a’ q’ b r’ have“ Succ[a’] = q’ * b + Succ[r’]” by simp
with True q’ r’ show?thesisby blast

next
caseFalse
with b r’ have“b ≤ Succ[r’]” by (simp add: natnot less)
with r’ b h2 have“b = Succ[r’]” by (intro nat leq antisym, simp+)
with h1 a’ q’ r’ have“ Succ[a’] = Succ[q’] * b + 0” by (simp add: addac nat)
with pos q’show?thesisby blast

qed
qed
with pos thatshow?thesisby (auto simp add: divmodrel def)

qed

lemmadivmodrel ex case2:
assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b”
obtains q r where “q ∈ Nat” “r ∈ Nat” “divmod rel(-.a,b,-.q,r)”

proof -
have“ ∃q,r ∈ Nat : -.a= -.q * b + r ∧ r < b”
usinga proof (induct)
case0
from b poshave“-.0 = -.0 * b + 0∧ 0 < b” by simp
then show?caseby blast

next
fix a’
assumea’: “a’ ∈ Nat” and ih: “ ∃q, r ∈ Nat : -.a’ = -.q*b + r ∧ r < b”
from ih obtain q’ r’
where h1: “-.a’ = -.q’ * b + r”’ and h2: “r’ < b”
and q’: “q’ ∈ Nat” and r’: “r’ ∈ Nat” by blast

show“ ∃q, r ∈ Nat : -.(Succ[a’]) = -.q * b + r ∧ r < b”
proof (cases “0< r”’)
caseTrue
from a’ q’ b r’ have“-.q’ * b + (r’ - 1) = -.q’ * b + r’ - 1”
apply (simp add: intdiff def)by (rule add diff assoc2int, simpall)

with h1 a’ q’ b r’ have“-.( Succ[a’]) = -.q’ * b + (r’ - 1)”
by (auto dest: sym)

with True q’ r’ h2 bshow?thesisby (auto simp: intdiff def)
next
caseFalse
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with r’ have1: “r’ = 0” by (simp add: natgt0 not0)
from q’ b have“-.( Succ[q’]) * b = -.(q’ * b + b)” by simp
with h1 a’ q’ 1 bhave“-.( Succ[a’]) = -.(Succ[q’]) * b + (b - 1)”
apply (simp add: intdiff def addcommuteint[of “q’ * b” “b”]
add commuteint[of “-.(b + q’ * b)” “b + -.1”])

by (simp add: addassocint[symmetric] addcommutenat)
with b pos q’show?thesis
apply(rule tac x=“ Succ[q’]” in bExI, simp)
apply(rule tac x=“b - 1” in bExI, simp add: intdiff def)
by auto

qed
qed
with pos thatshow?thesisby (auto simp add: divmodrel def)

qed

divmodrel has unique solutions.

lemmadivmodrel uniquediv case1:
assumes1: “divmod rel(a,b,q,r)” and 2: “divmod rel(a,b,q’,r’)”
and a: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat”
and q: “q ∈ Nat” and r: “r ∈ Nat” and q’: “q’ ∈ Nat” and r’: “r’ ∈ Nat”

shows“q = q”’
proof -
from b 1havepos: “0 < b” and aqr: “a = q*b+r” and rb: “r < b”
by (auto simp add: divmodrel def)

from b 2haveaqr’: “a = q’*b+r”’ and rb’: “r’ < b”
by (auto simp add: divmodrel def)
{

fix x y x’ y’
assumenat: “x ∈ Nat” “y ∈ Nat” “x’ ∈ Nat” “y’ ∈ Nat”
and eq: “x*b + y = x’*b + y”’ and less: “y’ < b”

have“x ≤ x”’
proof (rule contradiction)
assume“ ¬(x ≤ x’)”
with nat have“x’ < x” by (simp add: natnot leq)
with nat obtain k where k: “k ∈ Nat” “x = Succ[x’+k]”
by (auto simp add: lessiff Succadd)

with eq nat bhave“x’*b + (k*b + b + y) = x’*b + y”’
by (simp add: addmult distrib right nat addassocnat)

with nat k bhave“k*b + b + y = y”’ by simp
with less k b nathave“(k*b + y) + b < b” by (simp add: addac nat)
with k b natshow“FALSE” by simp

qed
}

from this[OF q r q’ r’] this[OF q’ r’ q r] q q’ aqr aqr’ rb rb’
show?thesisby (intro nat leq antisym, simp+)

qed

lemmadivmodrel uniquediv case2:
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assumes1: “divmod rel(-.a,b,-.q,r)” and 2: “divmod rel(-.a,b,-.q’,r’)”
and a: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat”
and q: “q ∈ Nat” and r: “r ∈ Nat” and q’: “q’ ∈ Nat” and r’: “r’ ∈ Nat”

shows“q = q”’
proof -
from b 1havepos: “0 < b” and aqr: “-.a = -.q * b + r” and rb: “r < b”
by (auto simp add: divmodrel def)

from b 2haveaqr’: “-.a = -.q’ * b + r”’ and rb’: “r’ < b”
by (auto simp add: divmodrel def)
{

fix x y x’ y’
assumenat: “x ∈ Nat” “y ∈ Nat” “x’ ∈ Nat” “y’ ∈ Nat”
and eq: “-.x * b + y = -.x’ * b + y”’ and less: “y’ < b”

have“-.x ≤ -.x”’
apply (simp add: nat)

proof (rule contradiction)
assume“ ¬(x’ ≤ x)”
with nat have“x < x”’ by (simp add: natnot leq)
with nat obtain k where k: “k ∈ Nat” and k1: “x’ = Succ[x + k]”
by (auto simp add: lessiff Succadd)

with eq nat bhave“-.(x * b) + y = (-.(x * b) + -.(k * b + b)) + y”’
by (auto simp add: addmult distrib right nat addassocnat)

with nat b khave“y = y’ + -.(k * b + b)”
apply (simp only: addassocint[symmetric] closure)
apply (simp only: addleft cancel int closure)
by (simp add: addassocint[symmetric])

with less k b nathave“y + k * b + b < b”
by (simp add: addassocint[symmetric])

with k b natshow“FALSE” by simp
qed
}

from this[OF q r q’ r’] this[OF q’ r’ q r] q q’ aqr aqr’ rb rb’
show?thesisby (intro nat leq antisym, simp+)

qed

lemmadivmodrel uniquemod1:
assumes“divmod rel(a,b,q,r)” and “divmod rel(a,b,q’,r’)”
and “a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “q ∈ Nat” “r ∈ Nat” “q’ ∈ Nat” “r’ ∈ Nat”

shows“r = r”’
proof -
from assmshave“q = q”’ by (rule divmodrel uniquediv case1)
with assmsshow?thesisby (auto simp add: divmodrel def)

qed

lemmadivmodrel uniquemod2:
assumes“divmod rel(-.a,b,-.q,r)” and “divmod rel(-.a,b,-.q’,r’)”
and “a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “q ∈ Nat” “r ∈ Nat” “q’ ∈ Nat” “r’ ∈ Nat”

shows“r = r”’
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proof -
from assmshave“q = q”’ by (rule divmodrel uniquediv case2)
with assmsshow?thesisby (auto simp add: divmodrel def)

qed

Divisibility instantiation by means of divmodrel

definition divmodwhere
“divmod(a,b)≡ CHOOSE z∈ Int × Nat: divmodrel(a,b,z[1],z[2])”

lemmadivmodPairEx:
assumesa: “a ∈ Int” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b”
shows“ ∃z∈ Int × Nat : divmodrel(a,b,z[1],z[2])”

proof (rule intCases[OF a])
assumea: “a ∈ Nat”
from a b posobtain q r where “r ∈ Nat” “q ∈ Nat” “divmod rel(a,b,q,r)”
by (rule divmodrel ex case1)

thus ?thesisby (auto intro!: inProdI)
next
fix a’
assumea’: “a’ ∈ Nat” and 1: “a = -.a”’
obtain q r where “q ∈ Nat” “r ∈ Nat” “divmod rel(-.a’,b,-.q,r)”
by (rule divmodrel ex case2[OF a’ b pos])

thus ?thesis
usingprems 1apply auto
by (rule tac x=“ 〈-.q,r〉” in bExI, auto)

qed

lemmadivmodInIntNat [intro!,simp]:
assumes“a ∈ Int” “b ∈ Nat” “0 < b”
shows“divmod(a,b)∈ Int × Nat”
unfolding divmoddef by (rule bChooseI2[OF divmodPairEx[OF prems]])

lemmadivmodInNatNat:
assumes“a ∈ Nat” and “b ∈ Nat” and “0 < b”
shows“divmod(a,b)∈ Nat× Nat”
apply (insert prems)
unfolding divmoddef
apply (rule bChooseI2, rule divmodPairEx, simpall add: divmodrel def)

proof auto
fix x
assume“x[1] * b + x[2] ∈ Nat” “b ∈ Nat” “x ∈ Int × Nat”
“0 < b” “0 ≤ x[2]” “x[2] < b”

from premshave1: “x[1] ∈ Int” “x[2] ∈ Nat” by auto
with premsshow“x ∈ Nat× Nat” by (auto elim!: intCases[of “x[1]”])

qed

lemmadivmodInNegNat:
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assumes“a ∈ Nat” and “b ∈ Nat” and “0 < b”
shows“divmod(-.a,b)∈ {-.n : n ∈ Nat} × Nat”
apply (insert prems)
unfolding divmoddef
apply (rule bChooseI2, rule divmodPairEx, simpall add: divmodrel def)

proof auto
fix x
assume“x ∈ Int × Nat” “-.a = x[1] * b + x[2]”
“0 < b” “0 ≤ x[2]” “x[2] < b”

from premshave1: “x[1] ∈ Int” and 2: “x[2] ∈ Nat” by auto
with premshave3: “x[1] ∈ {-.n : n ∈ Nat}”
apply simp
apply (rule intCases[of “x[1]”], simp all)
apply (rule natCases[of “a”], simpall)
by (drule sym, auto)

from prems 2 3show“x ∈ {-.n : n ∈ Nat} × Nat” by auto
qed

lemmadivmoddivmodrel:
assumes“m ∈ Int” “n ∈ Nat” “0 < n”
shows“z = divmod(m,n)⇒ divmodrel(m,n,z[1],z[2])”
unfolding divmoddef by (rule bChooseI2[OF divmodPairEx[OF prems]], auto)

lemmadivmoduniquecase1:
assumesh: “divmod rel(a,b,q,r)”

and a: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b”
and q: “q ∈ Nat” and r: “r ∈ Nat”

shows“divmod(a,b)= 〈q,r〉”
unfolding divmoddef
apply (rule bChooseI2, rule divmodPairEx)
usingprems

proof (auto elim!: inProdE)
fix q’ r’
assumeh2: “divmod rel(a, b, q’, r’)” and q’: “q’ ∈ Int” and r’: “r’ ∈ Nat”
with assmsshow“q = q”’
apply (auto elim!: divmodrel uniquediv case1[of a b q r])
by (rule intCases[of q’], auto simp: divmodrel def)

next
fix q’ r’
assumeh2: “divmod rel(a, b, q’, r’)” and q’: “q’ ∈ Int” and r’: “r’ ∈ Nat”
with assmsshow“r = r”’
apply (auto elim!: divmodrel uniquemod1[of a b q r])
by (rule intCases[of q’], auto simp add: divmodrel def)

qed

lemmadivmoduniquecase2:
assumes“divmod rel(-.a,b,-.q,r)”
and “a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “0 < b” “q ∈ Nat” “r ∈ Nat”
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shows“divmod(-.a,b)= 〈-.q,r〉”
unfolding divmoddef
apply (rule bChooseI2, rule divmodPairEx)
usingprems

proof (auto elim!: inProdE)
fix q’ r’
assume1: “divmod rel(-.a, b, q’, r’)” “q’ ∈ Int” “r’ ∈ Nat”
with assmsshow“-.q = q”’
usingdivmodrel uniquediv case2[of a b q r “-.q”’ r’] apply auto
apply (rule intCases[of q’], auto simp: divmodrel def)
usingadd neg mult is Nat is0[of r q b] by auto

next
fix q’ r’
assume1: “divmod rel(-.a, b, q’, r’)” “q’ ∈ Int” “r’ ∈ Nat”
with assmsshow“r = r”’
usingdivmodrel uniquemod2[of a b q r “-.q”’ r’] apply auto
by (rule intCases[of q’], auto simp: divmodrel def)

qed

lemmadivmoduniquecase3:
assumes“divmod rel(a,b,-.q,r)”
and “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and “0 < b” “q ∈ Nat” “r ∈ Nat”
shows“divmod(a,b)= 〈-.q,r〉”
unfolding divmoddef
apply (insert prems)
apply (rule bChooseI2, rule divmodPairEx, auto simp: elim!: inProdE)
unfolding divmodrel def apply auto
by (auto elim!: intCases)

lemmadivmoduniquecase4:
assumes“divmod rel(-.a,b,q,r)”
and “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and “0 < b” “q ∈ Nat” “r ∈ Nat”
shows“divmod(-.a,b)= 〈q,r〉”
unfolding divmoddef
apply (insert prems)
apply (rule bChooseI2, rule divmodPairEx, auto elim!: inProdE)
unfolding divmodrel def
by (auto elim!: intCases dest!: negeq nat is0)

lemmadivmodunique: — general case
“ [[divmodrel(a,b,q,r); a∈ Int; b ∈ Nat; 0< b; q ∈ Int; r ∈ Nat]]
=⇒ divmod(a,b)= 〈q,r〉”
by (rule intCases2[of a q], simpall add: divmoduniquecase1
divmoduniquecase2 divmoduniquecase3 divmoduniquecase4)

Operators op÷ and op%

defs
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div def: “ [[a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ a ÷ b ≡ divmod(a,b)[1]”
mod def: “ [[a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ a% b≡ divmod(a,b)[2]”

Closure

lemmadivIsInt [intro!,simp]:
assumes“a ∈ Int” and “b ∈ Nat” and “0 < b”
shows“a ÷ b ∈ Int”
usingdivmodInIntNat[OF prems] premsby (auto simp add: divdef divmoddef)

lemmadivIsNat [intro!,simp]:
assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b”
shows“a ÷ b ∈ Nat”
usingdivmodInNatNat[OF prems] premsby (auto simp add: divdef)

lemmadivIsNeg [intro!,simp]:
assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b”
shows“-.a ÷ b ∈ {-.n : n ∈ Nat}”
usingdivmodInNegNat[OF prems] premsby (force simp add: divdef)

lemmamodIsNat [intro!,simp]:
assumes“a ∈ Int” and “b ∈ Nat” and “0 < b”
shows“a% b ∈ Nat”
usingdivmodInIntNat[OF prems] premsby (auto simp add: moddef divmoddef)

op÷ andop% is the result ofdivmod.

lemmadivmoddiv mod:
assumes“a ∈ Int” and “b ∈ Nat” and “0 < b”
shows“divmod(a,b)= 〈a ÷ b, a% b〉”
unfolding div def[OF prems] moddef[OF prems]
usingdivmodInIntNat[OF prems]by force

lemmadivmoddiv mod nat:
assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b”
shows“divmod(a,b)= 〈a ÷ b, a% b〉”
by (rule divmoddiv mod[OF natInInt[OF a] b pos])

op÷ andop%hold indivmodrel.

lemmadivmodrel div mod:
assumes“a ∈ Int” and “b ∈ Nat” and “0 < b”
shows“divmod rel(a, b, a÷ b, a% b)”
usingdivmoddivmodrel[OF prems] divmoddiv mod[OF prems]by force

lemmadiv unique:
assumes“divmod rel(a,b,q,r)”
and a: “a ∈ Int” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b” and “q ∈ Int” and “r ∈ Nat”
shows“a ÷ b = q”
unfolding div def[OF a b pos]usingdivmodunique premsby simp
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lemmamod unique:
assumes“divmod rel(a,b,q,r)”
and a: “a ∈ Int” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b” and “q ∈ Int” and “r ∈ Nat”
shows“a% b = r”
unfolding moddef[OF a b pos]usingdivmodunique premsby simp

lemmamod lessdivisor:
assumes“a ∈ Int” and “b ∈ Nat” and pos: “0 < b”
shows“a% b < b”
usingprems divmodrel div modby (simp add: divmodrel def)

lemmamod div int equality [simp]:
“ [[a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ (a ÷ b) * b + a% b= a”
usingdivmodrel div modby (simp add: divmodrel def)

lemmamod div int equality2 [simp]:
“ [[a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ b * (a ÷ b) + a% b= a”
usingmult commuteint[of “a ÷ b”, symmetric]by simp

lemmamod div int equality3 [simp]:
“ [[a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ a% b+ (a ÷ b) * b = a”
usingadd commuteint[of “a% b”] by simp

lemmamod div int equality4 [simp]:
“ [[a ∈ Int; b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ a% b+ b * (a ÷ b) = a”
usingmult commuteint[of “a ÷ b”, symmetric]by simp

“Recursive” computation ofdiv andmodon Nat.

lemmadivmodbasecase1:
assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and less: “a < b”
shows“divmod(a,b)= 〈0, a〉”

proof -
from premshavepos: “0 < b” by (intro nat leq lesstrans[of 0 a b], simp+)
let ?dm= “divmod(a,b)”
from a b poshave1: “divmod rel(a,b,?dm[1],?dm[2])”
by (simp add: divmoddivmodrel)

from a havea2: “a ∈ Int” by simp
from a2 b poshave“?dm ∈ Int × Nat” by (rule divmodInIntNat)
from a b poshave2: “?dm ∈ Nat× Nat” by (rule divmodInNatNat)
from 1 2 less bhave4:“?dm[1] * b < b”
apply(auto simp add: divmodrel def)
apply(rule intCases[of “divmod(a, b)[1]”], auto)
by (auto elim!: addlessD1)

have3: “?dm[1] = 0”
apply(insert 4 2 b)by (rule intCases[of “divmod(a, b)[1]”], auto)

with 1 2 a bhave“?dm[2] = a” by (auto simp add: divmodrel def)
with 3 prodProj[OF 2] show?thesisby simp

qed
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lemmadivmodstepcase1:
assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b” and geq: “b ≤ a”
shows“divmod(a,b)= 〈Succ[(a – b) ÷ b], (a – b)% b〉”

proof -
from a haveai: “a ∈ Int” by simp
from ai b poshave1: “divmod rel(a, b, a÷ b, a% b)”
by (rule divmodrel div mod)

have2: “a ÷ b , 0”
proof
assume“a ÷ b = 0”
with 1 ai b poshave“a < b” by (auto simp add: divmodrel def)
with geq a bshow“FALSE” by (auto simp add: natlessleq not leq)

qed
with a b posobtain k where k1: “k ∈ Nat” and k2: “a ÷ b = Succ[k]”
usingnot0 implies Suc[of “a÷ b”] by auto

with 1 a b poshave“a = b + k*b + a% b”
by (auto simp add: divmodrel def addcommutenat)

moreover
from a b k1 pos geqhave“... – b = k*b + a% b”
by (simp add: diff add assoc2[symmetric])

ultimately
have“a – b = k*b + a% b” by simp
with pos a b 1have“divmod rel(a – b, b, k, a% b)”
by (auto simp add: divmodrel def)

with k1 a b poshave“divmod(a – b, b)= 〈k, a% b〉”
by (intro divmodunique, simp+)

moreover
from a b poshave“divmod(a – b, b)= 〈(a–b)÷ b, (a–b)% b〉”
by (intro divmoddiv mod, simp+)

ultimately
have“a ÷ b = Succ[(a–b) ÷ b]” and “(a% b) = (a–b)% b”
usinga b k2by auto

thus ?thesisby (simp add: divmoddiv mod[OF ai b pos])
qed

The ”recursion” equations fordiv andmodon Nat.

lemmadiv nat less [simp]:
assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and less: “a < b”
shows“(a ÷ b) = 0”

proof -
from premshavepos: “0 < b” by (intro nat leq lesstrans[of “0” “a” “b”], simp +)
from a haveai: “a ∈ Int” by simp
from divmodbasecase1[OF a b less] divmoddiv mod[OF ai b pos]
show?thesisby simp

qed

lemmadiv nat geq:
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assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b” and geq: “b ≤ a”
shows“(a ÷ b) = Succ[(a – b) ÷ b]”
usingdivmodstepcase1[OF prems] divmoddiv mod nat[OF a b pos]
by simp

lemmamod nat less [simp]:
assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and less: “a < b”
shows“(a% b) = a”

proof -
from premshavepos: “0 < b” by (intro nat leq lesstrans[of “0” “a” “b”], simp +)
from a haveai: “a ∈ Int” by simp
from divmodbasecase1[OF a b less] divmoddiv mod nat[OF a b pos]
show?thesisby simp

qed

lemmamod nat geq:
assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b” and geq: “b ≤ a”
shows“(a% b) = (a – b)% b”
usingdivmodstepcase1[OF prems] divmoddiv mod nat[OF a b pos]
by simp

declaremodnat geq[symmetric, simp]

Facts aboutop÷ and op%

op÷ distributes overa + b, wherea% n= 0 or b% n= 0 (anda ∈ Nat, b ∈ Nat)

lemmadiv nat mult self1 [simp]:
assumesq: “q ∈ Nat” and m: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and pos: “0 < n”
shows“(q +m * n) ÷ n =m+ q ÷ n” ( is “?P(m)”)

usingmproof (induct m)
from assmsshow“?P(0)” by simp

next
fix k
assumek: “k ∈ Nat” and ih: “?P(k)”
from n q khave“n ≤ q + (k*n + n)” by (simp add: addassocnat)
with n q k poshave“((q + (k*n + n)) ÷ n) = Succ[(q + k*n) ÷ n]”
by (simp add: divnat geq addassocnat)

with ih q m n k posshow“?P(Succ[k])” by simp
qed

lemmadiv nat mult self2 [simp]:
assumes“q ∈ Nat” and “n ∈ Nat” and “m ∈ Nat” and “0 < n”
shows“(q + n * m)÷ n =m+ q ÷ n”
usingpremsby (simp add: multcommutenat)

lemmadiv nat mult self3 [simp]:
assumes“q ∈ Nat” and “n ∈ Nat” and “m ∈ Nat” and “0 < n”
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shows“(m * n + q) ÷ n =m+ q ÷ n”
usingpremsby (simp add: addcommutenat)

lemmadiv nat mult self4 [simp]:
assumes“q ∈ Nat” and “n ∈ Nat” and “m ∈ Nat” and “0 < n”
shows“(n * m + q) ÷ n =m+ q ÷ n”
usingpremsby (simp add: addcommutenat)

lemmadiv 0: “ [[b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ (0 ÷ b) = 0”
usingpremsby simp

lemmamod 0: “ [[b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ 0% b= 0”
usingpremsby simp

op%distributes overa + b, wherea% n= 0 or b% n= 0 (anda ∈ Nat, b ∈ Nat)

lemmamod nat mult self1 [simp]:
assumesq: “q ∈ Nat” and m: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and pos: “0 < n”
shows“(q +m * n)% n= q% n”

proof -
from premshave“m*n + q = q +m*n”
by (simp add: addcommutenat)

also from premshave“... = ((q + m*n) ÷ n) * n + (q +m*n)% n”
by (intro sym[OF moddiv int equality], simp+)

also from premshave“... = (m+ q ÷ n) * n + (q + m*n)% n”
by simp

also from premshave“... = m*n + ((q ÷ n) * n + (q + m*n)% n)”
by (simp add: addmult distrib right nat addassocnat)

finally have “q = (q ÷ n) * n + (q + m*n)% n”
usingpremsby simp

with q n poshave“(q ÷ n) * n + (q + m*n)% n= (q ÷ n) * n + q% n”
by simp

with premsshow?thesisby (simp del: moddiv int equality)
qed

lemmamod nat mult self2 [simp]:
“ [[q ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat; 0< n]] =⇒ (q + n * m)% n= q% n”
usingpremsby (simp add: multcommutenat)

lemmamod nat mult self3 [simp]:
“ [[q ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat; 0< n]] =⇒ (m * n + q)% n= q% n”
usingpremsby (simp add: addcommutenat)

lemmamod nat mult self4 [simp]:
“ [[q ∈ Nat; m∈ Nat; n∈ Nat; 0< n]] =⇒ (n * m+ q)% n= q% n”
usingpremsby (simp add: addcommutenat)

lemmadiv nat mult self1 is id [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (a * b) ÷ b = a”
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usingprems divnat mult self1 [of 0 a b]by simp

lemmadiv nat mult self2 is id [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (b * a) ÷ b = a”
usingprems divnat mult self2[of 0 b a]by simp

lemmamod nat mult self1 is 0 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (a * b)% b= 0”
usingprems modnat mult self1 [of 0 a b]by simp

lemmamod nat mult self2 is 0 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒(b * a)% b= 0”
usingprems modnat mult self2 [of 0 a b]by simp

lemmadiv nat by 1 [simp]:
“a ∈ Nat=⇒ a ÷ 1 = a”
usingprems divnat mult self1 is id [of a 1] by simp

lemmamod nat by 1 [simp]:
“a ∈ Nat=⇒ a% 1= 0”
usingprems modnat mult self1 is 0 [of a 1] by simp

lemmadiv nat self [simp]:
“ [[b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ b ÷ b = 1”
usingprems divnat mult self1 is id [of 1] by simp

lemmamod nat self [simp]:
“ [[b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ b% b= 0”
usingprems modnat mult self1 is 0 [of 1] by simp

lemmadiv add self1 case1 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (a + b) ÷ b = a ÷ b + 1”
usingdiv nat mult self1[of a 1 b]by simp

lemmadiv add self2 case1 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (b + a) ÷ b = 1 + a ÷ b”
by (simp add: addcommutenat)

lemmadiv Succadd self1 case1 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ Succ[a + b] ÷ b = Succ[a] ÷ b + 1”
usingdiv nat mult self1[of “Succ[a]” 1 b] by simp

lemmadiv Succadd self2 case1 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ Succ[b + a] ÷ b = Succ[a] ÷ b + 1”
by (simp add: addcommutenat)

lemmamod nat add self1 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (a + b)% b= a% b”
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usingmod nat mult self1[of a 1 b]by simp

lemmamod nat add self2 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (b + a)% b= a% b”
by (simp add: addcommutenat)

lemmamod nat Succadd self1 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ Succ[a + b]% b = Succ[a]% b”
usingmod nat mult self1[of “Succ[a]” 1 b] by simp

lemmamod nat Succadd self2 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ Succ[b + a]% b = Succ[a]% b”
by (simp add: addcommutenat)

op%distributes overn – r (wheren ∈ Nat, r ∈ Nat)

lemmadiv diff self lessnat [simp]:
assumesr: “r ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and pos: “0 < n” “0 < r” and “r < n”
shows“(n – r) ÷ n = 0”
apply(insert prems)
apply(rule div nat less[of “n – r” n])
unfolding nat leq less
usingnat gt0 implies Succ[of r] by auto

lemmamod diff self lessnat [simp]:
assumesr: “r ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and pos: “0 < n” “0 < r” and “r < n”
shows“(n – r)% n = n – r”
apply(insert prems)
apply(rule modnat less[of “n – r” n])
unfolding nat leq less
usingnat gt0 implies Succ[of r] by auto

lemmadiv diff self Succlessnat [simp]:
assumesr: “r ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and pos: “0 < n” and “ Succ[r] < n”
shows“(n – Succ[r]) ÷ n = 0”
usingpremsby simp

lemmamod diff self Succlessnat [simp]:
assumesr: “r ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and pos: “0 < n” and “ Succ[r] < n”
shows“(n – Succ[r])% n = n –Succ[r]”
usingpremsby simp

Cases ofa ÷ b = k and a% b= k

lemmamod0imp ex divmodnat:
assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b”
shows“a% b = 0⇒ (∃q ∈ Nat : divmodrel(a,b,q,0))”
usingpremsapply(simp add: moddef divmoddef)
apply (rule bChooseI2, rule divmodPairEx, simpall)
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unfolding divmodrel def
apply (safe, simpall)

proof -
fix t
assumeh1: “t[1] * b + 0 ∈ Nat” and h2: “t ∈ Int × Nat”
with b poshave1: “t[1] ∈ Nat”
apply (auto elim!: inProdE)
by (rule intCases, auto)

with b show“ ∃q ∈ Nat : t[1] * b + 0 = q * b”
by (rule tac x=“t[1]” in bExI, simpall)

qed

lemmamod0imp dvd nat [dest]:
assumes“a% b = 0” and nat: “a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “0 < b”
shows“ ∃q ∈ Nat : a= q * b”
usingprems mod0imp ex divmodnat[OF nat] by (simp add: divmodrel def)

lemmamod not0 imp ex divmodnat:
assumes“a% b , 0” and a: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b”
shows“ ∃q, r ∈ Nat : divmodrel(a,b,q,r)∧ 0 < r”
apply (insert prems)
unfolding divmodrel def
apply(rule tac x=“a ÷ b” in bExI, simpall)
apply(rule tac x=“a% b” in bExI, simpall)
usingnat gt0 not0 modlessdivisor by simp

lemmamod0div mult self [simp]:
“ [[a% b= 0; a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (a ÷ b) * b = a”
by (auto dest: mod0imp dvd nat)

lemmadiv mult self leq [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (a ÷ b) * b ≤ a”
apply (cases “a% b= 0”, auto)
by (auto dest: modnot0 imp ex divmodnat simp: divmodrel def)

lemmadiv mult self gt [intro]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ a < a ÷ b * b + b”
apply (cases “a% b= 0”, auto)
apply (drule modnot0 imp ex divmodnat)
by (auto simp: divmodrel def)

lemmadiv to leq lesscase1:
“ [[a ÷ b = k; a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ k * b ≤ a∧ a < Succ[k] * b”
by auto

Simplification of op÷ and op%from Negatives to Nat

lemmadivmoddiv mod case2:
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assumeshyp: “divmod rel(a,b,q,r)”
and nat: “a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “q ∈ Nat” “r ∈ Nat” and pos: “0 < b”

shows“divmod rel(-.(Succ[a]), b, -.(Succ[a ÷ b]), (b – (Succ[a]% b))% b)”
apply (insert prems)
unfolding divmodrel def div def
apply(cases “Succ[a]% b = 0”, simp all)

proof (auto)
assumeh1: “ Succ[q * b + r]% b = 0” and h2: “r < b”
from nat have1: “ Succ[q * b + r] = q * b + Succ[r]” by simp
from nat h2haveh2’: “ Succ[r] < Succ[b]” by auto
from nat pos h1 1have2: “ ∃q ∈ Nat : Succ[r] = q * b”
usingmod0imp dvd nat[of “ Succ[r]” b] by (simp del: addSuccnat)

with nat pos h2’obtain q’
whereq’: “q’ ∈ Nat” “ Succ[r] = q’ * b” by auto

with nat h2’ poshave“q’ = 1”
by (auto elim!: natCases[of b] natCases[of q’], auto)

with nat 1 q’show“ Succ[q * b + r] = q * b + b” by auto
next
assumeh1: “ Succ[q * b + r]% b , 0” and h2: “r < b”
from nat have1: “ Succ[q * b + r] = q * b + Succ[r]” by simp
from nat h2haveh2’: “ Succ[r] ≤ b” by auto
from nat pos h1 1have“ Succ[r]% b , 0” by (simp del: addSuccnat)
with nat poshave“ Succ[r] , b”
by (auto dest: mod0imp dvd nat[of “ Succ[r]” b])

with nat pos h2’have3: “ Succ[r]% b = Succ[r]”
by (simp add: natleq less[of “Succ[r]” b]
del: add Succnat diff add assoc1 natSuccleq iff less)

show“-.( Succ[q * b + r]) = (b –Succ[q * b + r]% b)% b+ -.(q * b + b)”
apply (insert nat pos h2’)
apply (rule minusInj)
apply (simp add: 1 3 addassocint[symmetric]
del: add Succnat nat Succleq iff less diff add assoc1)

by (cases “b= Succ[r]”, simp all add: add commutenat)
next
assumeh1: “ Succ[q * b + r]% b , 0” and h2: “r < b”
from nat have1: “ Succ[q * b + r] = q * b + Succ[r]” by simp
from nat h2haveh2’: “ Succ[r] ≤ b” by auto
from nat pos h1 1have“ Succ[r]% b , 0” by (simp del: addSuccnat)
with nat poshave“ Succ[r] , b”
by (auto dest: mod0imp dvd nat[of “ Succ[r]” b])

with nat pos h2’have3: “ Succ[r]% b = Succ[r]”
by (simp add: natleq less[of “Succ[r]” b]
del: add Succnat diff add assoc1 natSuccleq iff less)

from nat pos h1 h2show“(b – Succ[q * b + r]% b)% b< b”
apply (simp add: 1 3 del: addSuccnat nat Succleq iff less)
by (cases “b= Succ[r]”, simp all)

qed
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lemmadivmodrel div modcase2:
assumes“divmod rel(a,b,q,r)” “a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “q ∈ Nat” “r ∈ Nat” “0 < b”
shows“divmod(-.(Succ[a]), b) = 〈-.(Succ[a ÷ b]), (b – (Succ[a]% b))% b〉”
by (rule divmoddiv modcase2[THEN divmoduniquecase2, OF prems],
auto simp: prems)

lemmadiv neg to nat:
assumes“a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “0 < b”
shows“-.( Succ[a]) ÷ b = -.(Succ[a ÷ b])”
apply (rule div unique)
apply (rule divmoddiv modcase2)
apply (rule divmodrel div mod[of a b])
usingpremsby auto

lemmamod neg to nat:
assumes“a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “0 < b”
shows“-.( Succ[a])% b = (b – (Succ[a]% b))% b”
apply (rule modunique)
apply (rule divmoddiv modcase2)
apply (rule divmodrel div mod[of a b])
usingpremsby auto

Facts aboutop÷ and op%on negatives numbers

lemmadiv mult self1 case2 [simp]:
assumesq: “q ∈ Nat” and m: “m ∈ Nat” and n: “n ∈ Nat” and pos: “0 < n”
shows“(-.( Succ[q]) + -.m * n)÷ n = -.m+ -.(Succ[q]) ÷ n” ( is “?P(m)”)

usingmproof (induct m)
from assmsshow“?P(0)” by simp

next
fix k
assumek: “k ∈ Nat” and ih: “?P(k)”
from q k n poshave1: “-.( Succ[q] + Succ[k] * n) ÷ n = -.(Succ[(q + Succ[k] * n) ÷ n])”
by (simp add: divneg to nat)

from q k n poshave2: “-.( Succ[k]) + -.(Succ[q]) ÷ n = -.(Succ[k] + Succ[q ÷ n])”
by (simp add: divneg to nat)

from q k n pos 1 2show“?P(Succ[k])”
by (simp del: addSuccleft nat multSuccleft nat)

qed

lemmadiv mult self2 case2 [simp]:
assumes“q ∈ Nat” and “n ∈ Nat” and “m ∈ Nat” and “0 < n”
shows“(-.( Succ[q]) + n * -.m)÷ n = -.m+ -.(Succ[q]) ÷ n”
usingpremsby (simp add: multcommuteint[of n “-.m”] del: int mult def)

lemmamod mult self1 case2 [simp]:
assumes“q ∈ Nat” and “m ∈ Nat” and “n ∈ Nat” and “0 < n”
shows“(-.( Succ[q]) + -.m * n)% n= (n – (Succ[q]% n))% n”
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usingprems modneg to nat[of “q +m * n” n]
by (simp add: addSuccleft nat[symmetric] del: addSuccleft nat)

lemmamod mult self2 case2 [simp]:
assumes“q ∈ Nat” and “m ∈ Nat” and “n ∈ Nat” and “0 < n”
shows“(-.( Succ[q]) + n * -.m)% n= (n – (Succ[q]% n))% n”
usingpremsby (simp add: multcommuteint[of n “-.m”] del: int mult def)

lemmadiv neg1 [simp]:
“ [[b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.1÷ b = -.1”
apply (rule div unique[where r=“b – 1”])
unfolding divmodrel def div def by auto

lemmamod neg1 [simp]:
“ [[b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.1% b= b – 1”
apply (rule modunique[where q=“-.1”])
unfolding divmodrel def moddef by auto

lemmadiv neg self [simp]:
“ [[b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.b÷ b = -.1”
apply (rule div unique[where r=“0”])
unfolding divmodrel def div def by auto

lemmamod neg self [simp]:
“ [[b ∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.b% b= 0”
apply (rule modunique[where q=“-.1”])
unfolding divmodrel def moddef by auto

lemmadiv mult neg self1 is id [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.(a * b) ÷ b = -.a”
apply (induct set: Nat, auto)
apply (rule tac n=“n * b + b” in natCases, simpall)
by (rule tac n=“n * b” in natCases, auto simp add: divneg to nat)

lemmadiv mult neg self2 is id [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.(b * a) ÷ b = -.a”
by (auto simp add: multcommutenat)

lemmamod mult neg self1 is 0 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.(a * b)% b= 0”
apply (induct set: Nat, auto)
apply (rule tac n=“n * b + b” in natCases, simpall add: modneg to nat)
by (rule tac n=“n * b” in natCases, auto simp add: modneg to nat)

lemmamod mult neg self2 is 0 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.(b * a)% b= 0”
by (auto simp add: multcommutenat)
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lemmadiv neg by 1 [simp]:
“m ∈ Nat=⇒ -.m÷ 1 = -.m”
usingdiv mult neg self1 is id[of m 1] by simp

lemmamod neg by 1 [simp]:
“m ∈ Nat=⇒ -.m% 1= 0”
usingmod mult neg self1 is 0[of m 1] by simp

lemmadiv neg diff self1 [simp]:
assumes“a ∈ Nat” “b ∈ Nat” “0 < b” “a < b”
shows“-.(b – a) ÷ b = -.1”
apply (insert prems)
apply (rule natCases[of a], auto simp add: diff Succnat)

proof -
fix x
assumenat: “x ∈ Nat” “b ∈ Nat” and h: “ Succ[x] < b” and pos: “0 < b”
from nat hhave1: “ Succ[Succ[x]] ≤ b”
usingnat lessiff Succleq[symmetric]by simp

with nat have2: “ Pred[b – x] = Succ[b – Succ[Succ[x]]]”
usingpred diff to Succby simp

from nat pos 1show“-.( Pred[b – x]) ÷ b = -.1”
usingdiv neg to nat by (auto simp add: 2)

qed

lemmamod neg diff self1 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b; a < b]] =⇒ -.(b – a)% b= a”
apply (insert prems)
apply (rule natCases[of a], auto simp add: diff Succnat)

proof -
fix x
assumenat: “x ∈ Nat” “b ∈ Nat” and pos: “0 < b” and h: “ Succ[x] < b”
from nat hhave1: “ Succ[Succ[x]] ≤ b”
usingnat lessiff Succleq[symmetric]by simp

from nat 1 poshave2: “ Succ[b – Succ[Succ[x]]] < b”
by (simp add: diff Succnat[of b “Succ[x]”] di ff Succless)

from nat 1have3: “ Pred[b – x] = Succ[b – Succ[Succ[x]]]”
by (rule pred diff to Succ)

from nat pos 1show“-.( Pred[b – x])% b = Succ[x]”
apply (simp add: 2 3 modneg to nat[of “b – Succ[Succ[x]]” b])
usingnat gt0 implies Succ[of b] by auto

qed

lemmadiv add self case2 [simp]:
assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b”
shows“(-.a + b) ÷ b = -.a÷ b + 1”
apply (insert prems)
apply (simp add: intadd pn def)
apply (cases “b≤ a”, auto simp add: condElse natnot leq)
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apply (simp add: natleq less, auto)
apply (auto simp add: lessiff Succadd[of b a] lessiff Succadd[of a b])
by (auto elim!: natCases[of a] simp: divneg to nat)

lemmadiv add self case3 [simp]:
assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b”
shows“(a + -.b)÷ b = a ÷ b + -.1”
apply (insert prems)
apply (simp add: intadd pn def)
apply (cases “a≤ b”, auto simp add: condElse natnot leq)
apply (simp all add: nat leq less, auto)
apply (auto dest!: divto leq lesscase1)
apply (drule nat lessantisymfalse[of b a], simp+)
by (auto simp add: lessiff Succadd[of b a])

lemmadiv add self1 case4 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.(a+ b) ÷ b = -.a÷ b + -.1”
apply (induct set: Nat, auto)
usingdiv mult self1 case2[of 1 b] by (simp add: addcommuteint)

lemmadiv add self2 case4 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.(b+ a) ÷ b = -.a÷ b + -.1”
by (auto simp add: addcommutenat)

lemmamod add self case2 [simp]:
assumesa: “a ∈ Nat” and b: “b ∈ Nat” and pos: “0 < b”
shows“(-.a + b)% b= -.a% b”
apply (insert prems)
apply (simp add: intadd pn def)
apply (cases “b≤ a”, auto simp add: condElse natnot leq)
apply (simp add: natleq less, auto)
apply (auto simp add: lessiff Succadd[of b a] lessiff Succadd[of a b])
by (auto elim!: natCases[of a] simp: modneg to nat)

lemmamod add self case3 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ (a + -.b)% b= a% b”
apply (simp add: intadd pn def)
apply (cases “a≤ b”, auto simp add: condElse natnot leq)
by (auto simp add: natleq less)

lemmamod add self1 case4 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.(a+ b)% b= -.a% b”
apply (induct set: Nat, auto)
usingmod mult self1 case2[of 1 b]
by (simp add: addcommuteint modneg to nat)

lemmamod add self2 case4 [simp]:
“ [[a ∈ Nat; b∈ Nat; 0< b]] =⇒ -.(b+ a)% b= -.a% b”
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by (auto simp add: addcommutenat)

end
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Apéndice B

Caso de ejemplo: verificacíon de las
invariantes del Algoritmo de la Panadeŕıa

En este apéndice se encuentra la teorı́a de Isabelle que incluye la especificación del Algoritmo de la
Panaderı́a [Lam74] y las pruebas de su invariante de tipo (Init∧�[Next]vars⇒�TypeOK) y su invariante
general (Init ∧�[Next]vars⇒ �Inv). La teorı́a importadaConstantcontiene a su vez a todas las teorı́as
de Isabelle/TLA+.

B.1. AtomicBakeryG example

theory AtomicBakeryG
imports Constant
begin

consts
P :: “c”
defaultInitValue :: “c”

axioms
PInNat: “P ⊆ Nat”

abbreviation ProcSetwhere
“ProcSet≡ P”

definition Init where
“Init(unread,max,flag,pc,num,nxt)≡

num= [i ∈ P 7→ 0]
∧ flag= [i ∈ P 7→ FALSE]
∧ unread= [self ∈ P 7→ defaultInitValue ]
∧max= [self ∈ P 7→ defaultInitValue ]
∧ nxt= [self ∈ P 7→ defaultInitValue ]
∧ pc= [self ∈ ProcSet7→ ”p1”]”
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definition p1where
“p1(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’) ≡

pc[self] = ”p1”
∧ unread’= [unread EXCEPT ![self]= P \ {self}]
∧ max’= [max EXCEPT ![self]= 0]
∧ flag’ = [flag EXCEPT ![self]= TRUE]
∧ pc’ = [pc EXCEPT ![self]= ”p2”]
∧ num’= num∧ nxt’ = nxt”

definition p2where
“p2(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’) ≡

pc[self] = ”p2”
∧ (IF unread[self], {}

THEN∃ i ∈ unread[self] :
( unread’= [unread EXCEPT ![self]= unread[self]\ {i}]
∧ (IF num[i] >max[self]

THEN max’= [max EXCEPT ![self]= num[i]]
ELSE (max’=max)))

∧ pc’ = [pc EXCEPT ![self]= ”p2”]
ELSE pc’= [pc EXCEPT ![self]= ”p3”]
∧ unread’= unread∧max’=max)

∧ num’= num∧ flag’ = flag∧ nxt’ = nxt”

definition p3where
“p3(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’) ≡

pc[self] = ”p3”
∧ num’= [num EXCEPT ![self]= max[self]+ 1]
∧ pc’ = [pc EXCEPT ![self]= ”p4”]
∧ flag’ = flag∧ unread’= unread∧max’= max∧ nxt’ = nxt”

definition p4where
“p4(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’) ≡

pc[self] = ”p4”
∧ flag’ = [flag EXCEPT ![self]= FALSE]
∧ unread’= [unread EXCEPT ![self]= P \ {self}]
∧ pc’ = [pc EXCEPT ![self]= ”p5”]
∧ num’= num∧max’= max∧ nxt’ = nxt”

definition p5where
“p5(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’) ≡

pc[self] = ”p5”
∧ (IF unread[self], {}

THEN (∃ i ∈ unread[self] : nxt’= [nxt EXCEPT ![self]= i])
∧ ¬flag[nxt’[self]]
∧ pc’ = [pc EXCEPT ![self]= ”p6”]

ELSE pc’= [pc EXCEPT ![self]= ”p7”]
∧ nxt’ = nxt)

∧ num’= num∧ flag’ = flag∧ unread’= unread∧ max’= max”
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definition p6 where
“p6(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’) ≡

pc[self] = ”p6”
∧ ( num[nxt[self]] = 0
∨ (IF self > nxt[self]

THEN num[nxt[self]]> num[self]
ELSE num[nxt[self]]≥ num[self]))

∧ unread’= [unread EXCEPT ![self]= unread[self]\ {nxt[self]}]
∧ pc’ = [pc EXCEPT ![self]= ”p5”]
∧ num’= num∧ flag’ = flag∧max’=max∧ nxt’ = nxt”

definition p7 where — Critical section
“p7(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’) ≡

pc[self] = ”p7”
∧ TRUE
∧ pc’ = [pc EXCEPT ![self]= ”p8”]
∧ num’= num∧ flag’ = flag∧ unread’= unread∧ max’= max∧ nxt’ = nxt”

definition p8where
“p8(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’) ≡

pc[self] = ”p8”
∧ num’= [num EXCEPT ![self]= 0]
∧ pc’ = [pc EXCEPT ![self]= ”p1”]
∧ flag’ = flag∧ unread’= unread∧max’= max∧ nxt’ = nxt”

definition p where
“p(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)≡
p1(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)
∨ p2(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)
∨ p3(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)
∨ p4(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)
∨ p5(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)
∨ p6(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)
∨ p7(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)
∨ p8(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”

definition Nextwhere
“Next(unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’) ≡ (∃ self ∈ P :

p(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))
∨ ( (∀ self ∈ ProcSet : pc[self]= ”Done”)
∧ num’= num∧ flag’ = flag∧ pc’ = pc
∧ unread’= unread∧ max’= max∧ nxt’ = nxt)”

definition MutualExclusionwhere
“MutualExclusion(pc)≡ ∀ i,j ∈ P : (i , j) ⇒ ¬(pc[i] = ”p7” ∧ pc[j] = ”p7”)”
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definition TypeOKwhere
“TypeOK(unread,max,flag,pc,num,nxt)≡

num∈ [P → Nat]
∧ flag∈ [P → BOOLEAN]
∧ unread∈ [P → SUBSET P∪ {defaultInitValue}]
∧ (∀ i ∈ P :

pc[i] ∈ {”p2”, ”p5”, ”p6” } ⇒ unread[i] ⊆ P
∧ i < unread[i])

∧max∈ [P → Nat∪ {defaultInitValue}]
∧ (∀ j ∈ P : (pc[j] ∈ {”p2”, ”p3” })⇒max[j] ∈ Nat)
∧ nxt∈ [P → P∪ {defaultInitValue}]
∧ (∀ i ∈ P : (pc[i] = ”p6”) ⇒ nxt[i] ∈ P \ {i})
∧ pc∈ [P → {”p1”,”p2”,”p3”,”p4”,”p5”,”p6”,”p7”,”p8” }]”

— The type invariant in p6 should be∧ (∀ i ∈ P : (pc[i] = ”p6”) ⇒ nxt[i] ∈ unread[i] \ {i}) but it works
anyway as it is.

definition GGwhere
“GG(j,i, num) ≡ IF j > i THEN num[i] > num[j] ELSE num[i]≥ num[j]”

definition After where
“After(i,j,unread,max,flag,pc,num,nxt)≡

num[j] > 0
∧ ( pc[i] = ”p1”
∨ ( pc[i] = ”p2”
∧ ( j ∈ unread[i]
∨max[i] ≥ num[j]))

∨ ( pc[i] = ”p3”
∧max[i] ≥ num[j])
∨ ( pc[i] ∈ {”p4”, ”p5”, ”p6” }
∧ GG(j,i, num)
∧ (pc[i] ∈ {”p5”, ”p6” } ⇒ j ∈ unread[i])))”

definition IInv where
“IInv(i,unread,max,flag,pc,num,nxt)≡

((num[i] = 0) = (pc[i] ∈ {”p1”, ”p2”, ”p3” }))
∧ (flag[i] = (pc[i] ∈ {”p2”, ”p3”, ”p4” }))
∧ (pc[i] ∈ {”p5”, ”p6” } ⇒

(∀ j ∈ (P \ unread[i]) \ {i} : After(j,i,unread,max,flag,pc,num,nxt)))
∧ ( pc[i] = ”p6”
∧ ( (pc[nxt[i]] = ”p2”) ∧ i < unread[nxt[i]]
∨ (pc[nxt[i]] = ”p3”))
⇒max[nxt[i]] ≥ num[i])
∧ ((pc[i] ∈ {”p7”, ”p8” })⇒ (∀ j ∈ P \ {i} : After(j,i,unread,max,flag,pc,num,nxt)))”

definition Inv where
“Inv(unread,max,flag,pc,num,nxt)≡

TypeOK(unread,max,flag,pc,num,nxt)
∧ (∀ i ∈ P : IInv(i,unread,max,flag,pc,num,nxt))”
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lemmaprocInNat:
assumes“i ∈ P” shows“i ∈ Nat”

usingassmsby (blast dest: subsetD[OF PInNat])

B.1.1. Type Invariant proof

theorem InitImpliesTypeOK:
“Init(unread,max,flag,pc,num,nxt)=⇒ TypeOK(unread,max,flag,pc,num,nxt)”
unfolding Init def TypeOKdef

by (auto intro!: functionInFuncSet)

theorem TypeOKInvariant:
assumestype: “TypeOK(unread,max,flag,pc,num,nxt)”and self: “self ∈ P”

and p: “p(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
shows“TypeOK(unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”

usingp proof (auto simp add: pdef)
assume“p1(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
with typeshow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p1def, auto)

next
assumep2: “p2(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
show?thesis
proof (cases “unread[self]= {}”)
caseTruewith type p2show?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p2def, auto)

next
caseFalse
from typehave“isAFcn(pc)”

by (force simp add: TypeOKdef)
with False p2obtain i where
i: “pc[self] = ”p2”” “i ∈ unread[self]”

“unread’ = [unread EXCEPT ![self]= unread[self]\ {i}]”
“max’ = (IF num[i] > max[self] THEN [max EXCEPT ![self]= num[i]] ELSE max)”
“pc’ = pc”
“num’ = num” “flag’ = flag” “nxt’ = nxt”

by (auto simp: p2def)
with type
havetriv: “num’ ∈ [P → Nat]” “flag’ ∈ [P → BOOLEAN]”

“nxt’ ∈ [P → P∪ {defaultInitValue}]”
“pc’ ∈ [P → {”p1”,”p2”,”p3”,”p4”,”p5”,”p6”,”p7”,”p8” }]”
“ ∀ i ∈ P : (pc’[i] = ”p6”) ⇒ nxt’[i] ∈ P \ {i}”

by (auto simp: TypeOKdef)
from i type selfhaveu: “unread[self] ⊆ ProcSet”
by (auto simp add: TypeOKdef)

with i typehaveu’: “unread’ ∈ [P → SUBSET P∪ {defaultInitValue}]”
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by (auto simp: TypeOKdef)
from u i typehaveu”: “ ∀ i ∈ P : pc’[i] ∈ {”p2”, ”p5”, ”p6” } ⇒ unread’[i] ⊆ P∧ i < unread’[i]”
by (clarsimp simp: TypeOKdef, blast)

from u type ihaven: “num[i] ∈ Nat”
by (auto simp: TypeOKdef)

with i typehavem’: “max’ ∈ [P → Nat∪ {defaultInitValue}]”
by (auto simp: TypeOKdef)

from n i typehavem”: “ ∀ j ∈ P : pc’[j] ∈ {”p2”,”p3” } ⇒max’[j] ∈ Nat”

by (cases “max[self]< num[i]”, auto simp: TypeOKdef condElse)
from triv u’ u” m’ m” show?thesis
by (auto simp add: TypeOKdef)

qed
next
assume“p3(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
with typeshow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p3def, auto)

next
assume“p4(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
with typeshow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p4def, auto)

next
assumep5: “p5(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
show?thesis
proof (cases “unread[self]= {}”)
caseTruewith type p5show?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p5def, auto)

next
caseFalse
with p5 obtain i where
i: “pc[self] = ”p5”” “i ∈ unread[self]” “nxt’ = [nxt EXCEPT ![self]= i]”

“ ¬flag[nxt’[self]]” “pc’ = [pc EXCEPT ![self]= ”p6”]”
“num’ = num” “flag’ = flag” “unread’ = unread” “max’ = max”

by (auto simp: p5def)
with typeshow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef, auto)

qed
next
assume“p6(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
with typeshow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p6def, auto)

next
assume“p7(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
with typeshow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p7def, auto)

next
assume“p8(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
with typeshow?thesis
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by (clarsimp simp: TypeOKdef p8def, auto)
qed

theorem InvImpliesMutex:
assumesinv: “Inv(unread,max,flag,pc,num,nxt)”
shows“MutualExclusion(pc)”

proof (clarsimp simp: MutualExclusiondef)
fix i j
assumehyps: “i ∈ ProcSet” “j ∈ ProcSet” “i , j” “pc[i] = ”p7”” “pc[j] = ”p7””
with inv have“IInv(i, unread, max, flag, pc, num, nxt)”
and “IInv(j, unread, max, flag, pc, num, nxt)”
by (auto simp: Invdef)

with hypshave“After(i,j,unread,max,flag,pc,num,nxt)”
and “After(j,i,unread,max,flag,pc,num,nxt)”
by (auto simp add: IInvdef)

with hypsshowFALSE
by (auto simp add: Afterdef)

qed

B.1.2. System Invariant proof

theorem InitImpliesInv:
assumesinit: “Init(unread,max,flag,pc,num,nxt)”
shows“Inv(unread,max,flag,pc,num,nxt)”

proof -
from init have“TypeOK(unread,max,flag,pc,num,nxt)”
by (rule InitImpliesTypeOK)

with init show?thesis
by (auto simp: Invdef IInv def Init def)

qed

theorem InvInvariant:
assumesinv: “Inv(unread,max,flag,pc,num,nxt)”

and nxt: “Next(unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
shows“Inv(unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”

usingassmsunfolding Next def
proof auto
fix self
assumeself: “self ∈ ProcSet”

and p: “p(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, max’, flag’, pc’, num’, nxt’)”
with inv show?thesis
proof (auto simp: Invdef elim: TypeOKInvariant)
fix i
assumetype: “TypeOK(unread, max, flag, pc, num, nxt)”

and iinv: “ ∀ j ∈ ProcSet: IInv(j, unread, max, flag, pc, num, nxt)”
and i: “i ∈ ProcSet”

— auxiliary definition that is used in several places of the proof below
def after≡ “ λk. pc[k] = ”p1” ∨
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pc[k] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[k]∨ num[i] ≤ max[k]) ∨
pc[k] = ”p3” ∧ num[i] ≤ max[k] ∨
(pc[k] = ”p4” ∨ pc[k] = ”p5” ∨ pc[k] = ”p6”) ∧
GG(i, k, num)∧ (pc[k] = ”p5” ∨ pc[k] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[k])”

from iinv i have iinvi: “IInv(i, unread, max, flag, pc, num, nxt)”..

— iinv3 and iinv5: particular parts of the invariant, taken to the meta-level for then being instantiated
with the proper variables, to ease the work of the classical reasoner.

from iinv
have iinv3: “

∧
i j.

[[pc[i] ∈ {”p5”, ”p6” }; i ∈ ProcSet; j∈ ProcSet\ unread[i] \ {i}]]
=⇒ After(j, i, unread, max, flag, pc, num, nxt)”

proof -
fix i j
assumepci: “pc[i] ∈ {”p5”, ”p6” }”
and i: “i ∈ ProcSet”and j:“j ∈ ProcSet\ unread[i] \ {i}”

from iinv i have iinvi: “IInv(i, unread, max, flag, pc, num, nxt)”..
hence“pc[i] ∈ {”p5”, ”p6” } ⇒
(∀ j ∈ ProcSet\ unread[i] \ {i} :
After(j, i, unread, max, flag, pc, num, nxt))”
unfolding IInv def by auto

with pci i j
show“After(j, i, unread, max, flag, pc, num, nxt)”
by auto

qed

from iinv
have iinv5: “

∧
i j.

[[pc[i] ∈ {”p7”, ”p8” }; i ∈ ProcSet; j∈ ProcSet\ {i}]]
=⇒ After(j, i, unread, max, flag, pc, num, nxt)”

proof -
fix i j
assumepci: “pc[i] ∈ {”p7”, ”p8” }”
and i: “i ∈ ProcSet”and j:“j ∈ ProcSet\ {i}”

from iinv i have iinvi: “IInv(i, unread, max, flag, pc, num, nxt)”..
hence“pc[i] ∈ {”p7”, ”p8” } ⇒
(∀ j ∈ ProcSet\ {i} :
After(j, i, unread, max, flag, pc, num, nxt))”
unfolding IInv def by auto

with pci i j
show“After(j, i, unread, max, flag, pc, num, nxt)”
by auto

qed

— This also is an instantiation of a type invariant, since auto can’t resolve it in a reasonable time.
from type i
havenxti: “pc[i] = ”p6” ⇒ nxt[i] ∈ ProcSet∧ nxt[i] , i”
by (auto simp: TypeOKdef)
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from p show“IInv(i, unread’, max’, flag’, pc’, num’, nxt’)”
proof (auto simp: pdef)
assumep1: “p1(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, max’,flag’, pc’, num’, nxt’)”
show?thesis
proof (cases “self= i”)
caseTrue
with p1 type iinvi ishow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p1def)

next
assumeselfi: “self , i”
with p1 type iinvi self i
have1: “(num’[i] = 0) = (pc’[i] ∈ {”p1”, ”p2”, ”p3” })”
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p1def)

from selfi p1 type iinvi self i
have2: “flag’[i] = (pc’[i] ∈ {”p2”, ”p3”, ”p4” })”
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p1def)

have3: “pc’[i] ∈ {”p5”, ”p6” } ⇒
(∀ j ∈ (P \ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”

proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p5”,”p6” }” and j: “j ∈ (ProcSet\ unread’[i]) \ {i}”
show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “self= j”)
caseTruewith selfi p1 type iinvi self i pc’show?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef p1def natgt0 not0)

assume“j , i” “pc[i] = ”p5” ∨ pc[i] = ”p6””
thus “pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3””
by auto

qed
next
caseFalsewith selfi p1 type iinvi self i pc’ jshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef p1def natgt0 not0)

assume“pc[i] = ”p5” ∨ pc[i] = ”p6””
henceii1: “pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3”” by auto
assume“ ∀k ∈ ProcSet\ unread[i] \ {i}:

pc[k] = ”p1” ∨
pc[k] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[k]∨ num[i] ≤ max[k]) ∨
pc[k] = ”p3” ∧ num[i] ≤ max[k] ∨
(pc[k] = ”p4” ∨ pc[k] = ”p5” ∨ pc[k] = ”p6”) ∧
GG(i, k, num)∧ (pc[k] = ”p5” ∨ pc[k] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[k])”

henceaft: “ ∀k ∈ ProcSet\ unread[i] \ {i}: after(k)” unfolding after def .
assume“j ∈ ProcSet” “j < unread[i]” “j , i”
with aft have“after(j)” by blast
hence“pc[j] = ”p1” ∨

pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j]) ∨
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pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤ max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j])”

unfolding after def .
with ii1
show“pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3”
∧ (pc[j] = ”p1” ∨

pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤ max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j]))”

by simp
qed

qed
qed
have4: “pc’[i] = ”p6”

∧ ( (pc’[nxt’[i]] = ”p2”) ∧ i < unread’[nxt’[i]]
∨ (pc’[nxt’[i]] = ”p3”))
⇒max’[nxt’[i]] ≥ num’[i]”

proof (cases “self= nxt[i]”)
caseTrue
with selfi p1 type iinvi self ishow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p1def)

next
caseFalse
with type self ihave“pc[i] = ”p6” ⇒ nxt[i] ∈ ProcSet”
by (auto simp: TypeOKdef)

with False selfi p1 type iinvi self ishow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p1def)

qed
have5: “(pc’[i] ∈ {”p7”, ”p8” })⇒ (∀ j ∈ P \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p7”,”p8” }” and j: “j ∈ ProcSet\ {i}”
show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “self= j”)
caseTruewith selfi p1 type iinvi self i pc’show?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef p1def natgt0 not0)

assume“j , i” “pc[i] = ”p7” ∨ pc[i] = ”p8””
thus “pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3””
by auto

qed
next
caseFalsewith selfi p1 type iinvi self i pc’ jshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef p1def natgt0 not0)

assume“pc[i] = ”p7” ∨ pc[i] = ”p8””
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henceii1: “pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3”” by auto
assume“ ∀k ∈ ProcSet\ {i} :

pc[k] = ”p1” ∨
pc[k] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[k]∨ num[i] ≤ max[k]) ∨
pc[k] = ”p3” ∧ num[i] ≤ max[k] ∨
(pc[k] = ”p4” ∨ pc[k] = ”p5” ∨ pc[k] = ”p6”) ∧
GG(i, k, num)∧ (pc[k] = ”p5” ∨ pc[k] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[k])”

henceaft: “ ∀k ∈ ProcSet\ {i} : after(k)” unfolding after def .
with j have“after(j)” by blast
hence“pc[j] = ”p1” ∨

pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤ max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j])”

unfolding after def .
with ii1
show“pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3”
∧ (pc[j] = ”p1” ∨

pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤ max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j]))”

by simp
qed

qed
qed
from 1 2 3 4 5show?thesis
unfolding IInv def by blast

qed
next

assumep2: “p2(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, max’,flag’, pc’, num’, nxt’)”
show?thesis
proof (cases “self= i”)
assumeselfi: “self = i”
show?thesis
proof (cases “unread[self]= {}”)
caseTrue
with selfi p2 type iinvi ishow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p2def)

next
caseFalse
from typehave“isAFcn(pc)”

by (force simp add: TypeOKdef)
with False p2obtain k where
k: “pc[self] = ”p2”” “k ∈ unread[self]”

“unread’ = [unread EXCEPT ![self]= unread[self]\ {k}]”
“max’ = (IF num[k] >max[self] THEN [max EXCEPT ![self]= num[k]] ELSE max)”
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“pc’ = pc” “num’ = num” “flag’ = flag” “nxt’ = nxt”
by (auto simp: p2def)

with selfi type iinvi ishow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def)

qed
next
assumeselfi: “self , i”
show?thesis
proof (cases “unread[self]= {}”)
assumeempty: “unread[self]= {}”
with selfi p2 type iinvi self i
have1: “(num’[i] = 0) = (pc’[i] ∈ {”p1”, ”p2”, ”p3” })”
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p2def)

from empty selfi p2 type iinvi self i
have2: “flag’[i] = (pc’[i] ∈ {”p2”, ”p3”, ”p4” })”
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p2def)

have3: “pc’[i] ∈ {”p5”, ”p6” } ⇒
(∀ j ∈ (P \ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”

proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p5”,”p6” }” and j: “j ∈ (ProcSet\ unread’[i]) \ {i}”
from j typehavemx: “pc[j] = ”p2” ⇒max[j] ∈ Nat”
by (auto simp: TypeOKdef)

show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “self= j”)
caseTruewith empty selfi p2 type iinvi self i pc’ j mxshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef p2def natgt0 not0)

assume“pc[i] = ”p5” ∨ pc[i] = ”p6””
henceii1: “pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3””
by auto

assume“j ∈ ProcSet” “j , i” “j < unread[i]” “pc[j] = ”p2””
“ ∀ i: i < unread[j]”
“ ∀ j ∈ ProcSet\ unread[i] \ {i}:

pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j])”

hence“num[i] ≤ max[j]” by auto
with ii1 show“pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3” ∧ num[i] ≤ max[j]”
by simp

qed
next
caseFalsewith empty selfi p2 type iinvi self i pc’ jshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef p2def natgt0 not0)

assume“pc[i] = ”p5” ∨ pc[i] = ”p6””
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henceii1: “pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3””
by auto

assume“ ∀ j ∈ ProcSet\ unread[i] \ {i}:
pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j])”

henceaft: “ ∀ j ∈ ProcSet\ unread[i] \ {i}: after(j)”
unfolding after def .

assume“j ∈ ProcSet” “j , i” “j < unread[i]”
with aft have“after(j)” by blast
with ii1
show“pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3”
∧ (pc[j] = ”p1” ∨

pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤ max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤ max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j]))”

by (simp add: afterdef)
qed

qed
qed
have4: “pc’[i] = ”p6”

∧ ( (pc’[nxt’[i]] = ”p2”) ∧ i < unread’[nxt’[i]]
∨ (pc’[nxt’[i]] = ”p3”))
⇒max’[nxt’[i]] ≥ num’[i]”

proof (cases “self= nxt[i]”)
caseTrue
with empty selfi p2 type iinvi self ishow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p2def, auto)

next
caseFalse
with type self ihave“pc[i] = ”p6” ⇒ nxt[i] ∈ ProcSet”
by (auto simp: TypeOKdef)

with False empty selfi p2 type iinvi self ishow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p2def)

qed
have5: “(pc’[i] ∈ {”p7”, ”p8” })⇒ (∀ j ∈ P \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p7”,”p8” }” and j: “j ∈ ProcSet\ {i}”
from j typehavemx: “pc[j] = ”p2” ⇒max[j] ∈ Nat”
by (auto simp: TypeOKdef)

show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “self= j”)
caseTrue
with empty selfi p2 type iinvi i pc’ j mxshow?thesis
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proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef p2def natgt0 not0)

assume“pc[i] = ”p7” ∨ pc[i] = ”p8””
henceii1: “pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3””
by auto

assume“j ∈ ProcSet” “j , i” “pc[j] = ”p2””
“ ∀ i: i < unread[j]”
“ ∀ j ∈ ProcSet\ {i}:

pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j])”

hence“num[i] ≤ max[j]” by auto
with ii1 show“pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3” ∧ num[i] ≤ max[j]”
by simp

qed
next
caseFalse
with empty selfi p2 type iinvi i pc’ jshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef p2def natgt0 not0)

assume“pc[i] = ”p7” ∨ pc[i] = ”p8””
henceii1: “pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3””
by auto

assume“ ∀ j ∈ ProcSet\ {i}:
pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j])”

henceaft: “ ∀ j ∈ ProcSet\ {i}: after(j)”
unfolding after def .

assume“j ∈ ProcSet” “j , i”
with aft have“after(j)” by blast
with ii1
show“pc[i] , ”p1” ∧

pc[i] , ”p2” ∧
pc[i] , ”p3” ∧
(pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤ max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j]))”

by (simp add: afterdef)
qed

qed
qed
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Formalización de la aritmética de TLA+ en el asistente de pruebas Isabelle Hernán Vanzetto

from 1 2 3 4 5show?thesis
unfolding IInv def by blast

next
assumenempty: “unread[self], {}”
from typehave“isAFcn(pc)”

by (force simp: TypeOKdef)
with nempty p2obtain k where
k: “pc[self] = ”p2”” “k ∈ unread[self]”

“unread’ = [unread EXCEPT ![self]= unread[self]\ {k}]”
“max’ = (IF num[k] >max[self] THEN [max EXCEPT ![self]= num[k]] ELSE max)”
“pc’ = pc” “num’ = num” “flag’ = flag” “nxt’ = nxt”

by (auto simp: p2def)
with type selfhavekproc: “k ∈ ProcSet”
by (auto simp: TypeOKdef)

from k selfi type iinvi self i
have1: “(num’[i] = 0) = (pc’[i] ∈ {”p1”, ”p2”, ”p3” })”
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def)

from k selfi type iinvi self i
have2: “flag’[i] = (pc’[i] ∈ {”p2”, ”p3”, ”p4” })”
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def)

have3: “pc’[i] ∈ {”p5”, ”p6” } ⇒
(∀ j ∈ (P \ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”

proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p5”,”p6” }” and j: “j ∈ (ProcSet\ unread’[i]) \ {i}”
from j typehavemx: “pc[j] = ”p2” ⇒max[j] ∈ Nat”
by (auto simp: TypeOKdef)

show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “self= j”)
assumeselfj: “self = j”
show?thesis
proof (cases “max[j]< num[k]”)
assumeless: “max[j] < num[k]”
show?thesis
proof (cases “i=k”)
caseTrue
with k selfi selfj less type iinvi self i pc’ j mxshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef natgt0 not0)
assume“pc[k] = ”p5” ∨ pc[k] = ”p6””
thus “pc[k] , ”p1” ∧ pc[k] , ”p2” ∧ pc[k] , ”p3””
by auto

qed
next
caseFalse
with k selfi selfj less type iinvi self i pc’ j mxshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef natgt0 not0)
assume“pc[i] = ”p5” ∨ pc[i] = ”p6””
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henceii1: “pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3””
by auto

assume“pc[j] = ”p2”” “j ∈ ProcSet” “j < unread[i]” “j , i”
“ ∀ j ∈ ProcSet\ unread[i] \ {i} :

pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j])”

henceii2: “i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j]”
by auto

assume“max[j] < num[k]” “num ∈ [ProcSet→ Nat]” “i ∈ ProcSet”
“max[j] ∈ Nat”

with ii2 kproc have“i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤ num[k]”
by (auto dest: natleq lesstrans)

with ii1
show“pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3”
∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤ num[k])”

by simp
qed

qed
next
assumenless: “¬(max[j] < num[k])”
show?thesis
proof (cases “i=k”)
caseTrue
with k selfi selfj nless type iinvi self i pc’ j mxshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef natgt0 not0 condElse natnot less)
assume“pc[k] = ”p5” ∨ pc[k] = ”p6””
thus “pc[k] , ”p1” ∧ pc[k] , ”p2” ∧ pc[k] , ”p3””
by auto

qed
next
caseFalse
with k selfi selfj nless type iinvi self i pc’ j mxshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef natgt0 not0 condElse)
assume“pc[i] = ”p5” ∨ pc[i] = ”p6””
henceii1: “pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3””
by auto

assume“j ∈ ProcSet” “j < unread[i]” “j , i” “pc[j] = ”p2””
“ ∀ j ∈ ProcSet\ unread[i] \ {i} :

pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j])”

hence“i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j]”
by auto
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with ii1 show“pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3”
∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j])”

by simp
qed

qed
qed

next
assumeselfj: “self , j”
show?thesis
proof (cases “max[self]< num[k]”)
caseTrue
with k selfi selfj type iinvi self i pc’ jshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef natgt0 not0)
assume“pc[i] = ”p5” ∨ pc[i] = ”p6””
henceii1: “pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3””
by auto

assume“ ∀ j ∈ ProcSet\ unread[i] \ {i} :
pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤ max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤ max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j])”

henceaft: “ ∀ j ∈ ProcSet\ unread[i] \ {i} : after(j)”
unfolding after def .

assume“j ∈ ProcSet” “j < unread[i]” “j , i”
with aft have“after(j)” by blast
with ii1 show
“pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3” ∧
(pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤ max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤ max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j]))”

by (simp add: afterdef)
qed

next
caseFalse
with k selfi selfj type iinvi self i pc’ jshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef natgt0 not0 condElse)
assume“pc[i] = ”p5” ∨ pc[i] = ”p6””
henceii1: “pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3””
by auto

assume“ ∀ j ∈ ProcSet\ unread[i] \ {i} :
pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤ max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤ max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j])”
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Formalización de la aritmética de TLA+ en el asistente de pruebas Isabelle Hernán Vanzetto

henceaft: “ ∀ j ∈ ProcSet\ unread[i] \ {i} : after(j)”
unfolding after def .

assume“j ∈ ProcSet” “j < unread[i]” “j , i”
with aft have“after(j)” by blast
with ii1 show
“pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3” ∧
(pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤ max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤ max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j]))”

by (simp add: afterdef)
qed

qed
qed

qed
have4: “pc’[i] = ”p6”

∧ ( (pc’[nxt’[i]] = ”p2”) ∧ i < unread’[nxt’[i]]
∨ (pc’[nxt’[i]] = ”p3”))
⇒max’[nxt’[i]] ≥ num’[i]”

proof (cases “self= nxt[i]”)
assumenxt: “self = nxt[i]”
from type k selfhavemx: “max[self] ∈ Nat”
by (auto simp: TypeOKdef)

show?thesis
proof (cases “max[self]< num[k]”)
caseTrue
with k selfi type iinvi self i nxt mxshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def, cases “i=k”, simp, simp)
assume“num ∈ [ProcSet→ Nat]” “num[i] ≤ max[nxt[i]]” “max[nxt[i]] < num[k]”
with mx kproc i nxtshow“num[i] ≤ num[k]”
by (auto dest: natleq lesstrans)

qed
next
caseFalse
with k selfi type iinvi self i nxt mxshow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def condElse natnot less)

qed
next
assumenxt: “self , nxt[i]”
from type self ihavepc6: “pc[i] = ”p6” ⇒ nxt[i] ∈ ProcSet”
by (auto simp: TypeOKdef)

show?thesis
proof (cases “max[self]< num[k]”)
caseTrue
with k selfi type iinvi self i nxt pc6show?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def)

next
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caseFalse
with k selfi type iinvi self i nxt pc6show?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def condElse)

qed
qed
have5: “(pc’[i] ∈ {”p7”, ”p8” })⇒ (∀ j ∈ P \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p7”,”p8” }” and j: “j ∈ ProcSet\ {i}”
from j typehavemx: “pc[j] = ”p2” ⇒max[j] ∈ Nat”
by (auto simp: TypeOKdef)

show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “self= j”)
assumeselfj: “self = j”
show?thesis
proof (cases “max[j]< num[k]”)
assumeless: “max[j] < num[k]”
show?thesis
proof (cases “i=k”)
caseTrue
with k selfi selfj less type iinvi i pc’ j mxshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef natgt0 not0)
assume“pc[k] = ”p7” ∨ pc[k] = ”p8””
thus “pc[k] , ”p1” ∧ pc[k] , ”p2” ∧ pc[k] , ”p3””
by auto

qed
next
caseFalse
with k selfi selfj less type iinvi i pc’ j mxshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef natgt0 not0)
assume“pc[i] = ”p7” ∨ pc[i] = ”p8””
henceii1: “pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3””
by auto

assume“j ∈ ProcSet” “j , i” “pc[j] = ”p2””
“ ∀ j ∈ ProcSet\ {i} :

pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤ max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j])”

henceii2: “i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j]”
by auto

assume“max[j] < num[k]” “num ∈ [ProcSet→ Nat]” “max[j] ∈ Nat”
with i kproc ii2 have“i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤ num[k]”
by (auto dest: natleq lesstrans)

with ii1 show“pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3”
∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤ num[k])”

by simp
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qed
qed

next
assumenless: “¬(max[j] < num[k])”
show?thesis
proof (cases “i=k”)
caseTrue
with k selfi selfj nless type iinvi i pc’ j mxshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef natgt0 not0 condElse natnot less)
assume“pc[k] = ”p7” ∨ pc[k] = ”p8””
thus “pc[k] , ”p1” ∧ pc[k] , ”p2” ∧ pc[k] , ”p3””
by auto

qed
next
caseFalse
with k selfi selfj nless type iinvi i pc’ j mxshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef natgt0 not0 condElse)
assume“pc[i] = ”p7” ∨ pc[i] = ”p8””
henceii1: “pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3””
by auto

assume“j ∈ ProcSet” “j , i” “pc[j] = ”p2””
“ ∀ j ∈ ProcSet\ {i} :

pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j])”

hence“i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j]”
by auto

with ii1 show“pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3”
∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤max[j])”

by simp
qed

qed
qed

next
assumeselfj: “self , j”
show?thesis
proof (cases “max[self]< num[k]”)
caseTrue
with k selfi selfj type iinvi self i pc’ jshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef natgt0 not0)
assume“pc[i] = ”p7” ∨ pc[i] = ”p8””
henceii1: “pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3””
by auto

assume“ ∀ j ∈ ProcSet\ {i} :
pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤ max[j]) ∨
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pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤ max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j])”

henceaft: “ ∀ j ∈ ProcSet\ {i} : after(j)”
unfolding after def .

assume“j ∈ ProcSet” “j , i”
with aft have“after(j)” by blast
with ii1 show
“pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3” ∧
(pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤ max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤ max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j]))”

by (simp add: afterdef)
qed

next
caseFalse
with k selfi selfj type iinvi self i pc’ jshow?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef natgt0 not0 condElse)
assume“pc[i] = ”p7” ∨ pc[i] = ”p8””
henceii1: “pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3””
by auto

assume“ ∀ j ∈ ProcSet\ {i} :
pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤ max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤ max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j])”

henceaft: “ ∀ j ∈ ProcSet\ {i} : after(j)”
unfolding after def .

assume“j ∈ ProcSet” “j , i”
with aft have“after(j)” by blast
with ii1 show
“pc[i] , ”p1” ∧ pc[i] , ”p2” ∧ pc[i] , ”p3” ∧
(pc[j] = ”p1” ∨
pc[j] = ”p2” ∧ (i ∈ unread[j] ∨ num[i] ≤ max[j]) ∨
pc[j] = ”p3” ∧ num[i] ≤ max[j] ∨
(pc[j] = ”p4” ∨ pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6”) ∧
GG(i, j, num)∧ (pc[j] = ”p5” ∨ pc[j] = ”p6” ⇒ i ∈ unread[j]))”

by (simp add: afterdef)
qed

qed
qed

qed
from 1 2 3 4 5show?thesis
unfolding IInv def by blast

qed
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qed
next
assumep3: “p3(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, max’,flag’, pc’, num’, nxt’)”
show?thesis
proof (cases “self= i”)
caseTrue
with p3 type iinvi ishow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p3def, auto)

next
assumeselfi: “self , i”
from selfi p3 type iinvi self i
have1: “(num’[i] = 0) = (pc’[i] ∈ {”p1”, ”p2”, ”p3” })”
and 2: “flag’[i] = (pc’[i] ∈ {”p2”, ”p3”, ”p4” })”
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p3def)+

have3: “pc’[i] ∈ {”p5”, ”p6” } ⇒
(∀ j ∈ (P \ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”

proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p5”,”p6” }” and j: “j ∈ (ProcSet\ unread’[i]) \ {i}”
show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “self= j”)
caseTruewith selfi type p3 self i j iinv3[of i j] pc’show?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p3def Afterdef GGdef, auto)

next
caseFalsewith selfi p3 type self i j iinv3[of i j] pc’
show?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p3def Afterdef GGdef)

qed
qed
have4: “pc’[i] = ”p6”
∧ ( (pc’[nxt’[i]] = ”p2”) ∧ i < unread’[nxt’[i]]
∨ (pc’[nxt’[i]] = ”p3”))
⇒max’[nxt’[i]] ≥ num’[i]”

proof (cases “self= nxt[i]”)
caseTrue
with selfi p3 type self ishow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p3def)

next
caseFalse
with selfi p3 type iinvi self i nxtishow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p3def)

qed
have5: “(pc’[i] ∈ {”p7”, ”p8” })⇒ (∀ j ∈ P \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p7”,”p8” }” and j: “j ∈ ProcSet\ {i}”
show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
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proof (cases “self= j”)
caseTrue
with selfi type p3 self i j pc’ iinv5[of i j]show?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p3def Afterdef GGdef, auto)

next
caseFalse
with selfi p3 type self i j pc’ iinv5[of i j]show?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p3def Afterdef GGdef)

qed
qed
from 1 2 3 4 5show?thesis
unfolding IInv def by blast

qed
next
assumep4: “p4(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, max’,flag’, pc’, num’, nxt’)”
show?thesis
proof (cases “self= i”)
caseTrue
with p4 type iinvi ishow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p4def)

next
assumeselfi: “self , i”
with p4 type iinvi self i
have1: “(num’[i] = 0) = (pc’[i] ∈ {”p1”, ”p2”, ”p3” })”
and 2: “flag’[i] = (pc’[i] ∈ {”p2”, ”p3”, ”p4” })”
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p4def)+

have3: “pc’[i] ∈ {”p5”, ”p6” } ⇒
(∀ j ∈ (P \ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”

proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p5”,”p6” }” and j: “j ∈ (ProcSet\ unread’[i]) \ {i}”
with selfi type p4 self i iinv3[of i j]
show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
unfolding TypeOKdef p4def Afterdef GGdef
by(cases “self= j”, clarsimp+)

qed
have4: “pc’[i] = ”p6”
∧ ( (pc’[nxt’[i]] = ”p2”) ∧ i < unread’[nxt’[i]]
∨ (pc’[nxt’[i]] = ”p3”))
⇒max’[nxt’[i]] ≥ num’[i]”

proof (cases “self= nxt[i]”)
caseTrue
with selfi p4 type self ishow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p4def)

next
caseFalse
with selfi p4 type iinvi self i nxtishow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p4def)
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Formalización de la aritmética de TLA+ en el asistente de pruebas Isabelle Hernán Vanzetto

qed
have5: “(pc’[i] ∈ {”p7”, ”p8” })⇒ (∀ j ∈ P \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p7”,”p8” }” and j: “j ∈ ProcSet\ {i}”
with selfi type p4 self i j pc’ iinv5[of i j]
show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
apply (cases “self= j”)
by (clarsimp simp: TypeOKdef p4def Afterdef)+

qed
from 1 2 3 4 5show?thesis
unfolding IInv def by blast

qed
next
assumep5: “p5(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, max’,flag’, pc’, num’, nxt’)”
show?thesis
proof (cases “unread[self]= {}”)
assumeempty: “unread[self]= {}”
from p5 type iinvi self i empty
have1: “(num’[i] = 0) = (pc’[i] ∈ {”p1”, ”p2”, ”p3” })”
unfolding TypeOKdef IInv def p5def
by(cases “self= i”, clarsimp+)

from p5 type iinvi self i empty
have2: “flag’[i] = (pc’[i] ∈ {”p2”, ”p3”, ”p4” })”
unfolding TypeOKdef IInv def p5def
by(cases “self= i”, clarsimp+)

have3: “pc’[i] ∈ {”p5”, ”p6” } ⇒
(∀ j ∈ (P \ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”

proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p5”,”p6” }” and j: “j ∈ (ProcSet\ unread’[i]) \ {i}”
with empty type p5 self i j iinv3[of i j]
show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
unfolding TypeOKdef Afterdef GGdef p5def
apply(cases “self= j”, force, clarsimp)
by(cases “self= i”, simp+)

qed
have4: “pc’[i] = ”p6”
∧ ( (pc’[nxt’[i]] = ”p2”) ∧ i < unread’[nxt’[i]]
∨ (pc’[nxt’[i]] = ”p3”))
⇒ max’[nxt’[i]] ≥ num’[i]”

proof -
from empty p5 type iinvi self ishow?thesis
unfolding TypeOKdef IInv def p5def
apply(cases “self= i”)
apply clarsimp
apply(cases “self= nxt[i]”, clarsimp, clarsimp simp: nxti)

done
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qed
have5: “(pc’[i] ∈ {”p7”, ”p8” })⇒ (∀ j ∈ P \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p7”,”p8” }” and j: “j ∈ ProcSet\ {i}”
show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “self= i”)
caseTrue
with empty type p5 self i j iinv3[of i j]
show?thesis
by (clarsimp simp: IInvdef TypeOKdef p5def Afterdef, force)

next
from empty
haveunreadj: “j < unread[self]” by auto
assumeselfi: “self , i”
with empty type p5 self i j pc’ iinv5[of i j]
show?thesis
unfolding IInv def TypeOKdef p5def Afterdef
apply (cases “self= j”)
usingunreadjapply force
apply clarsimp

done
qed

qed
from 1 2 3 4 5show?thesis
unfolding IInv def by blast

next
assumeempty: “unread[self], {}”
from p5 type iinvi self i empty
have1: “(num’[i] = 0) = (pc’[i] ∈ {”p1”, ”p2”, ”p3” })”
unfolding TypeOKdef IInv def p5def
by(cases “self= i”, clarsimp+)

from p5 type iinvi self i empty
have2: “flag’[i] = (pc’[i] ∈ {”p2”, ”p3”, ”p4” })”
unfolding TypeOKdef IInv def p5def
by(cases “self= i”, clarsimp+)

have3: “pc’[i] ∈ {”p5”, ”p6” } ⇒
(∀ j ∈ (P \ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”

proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p5”,”p6” }” and j: “j ∈ (ProcSet\ unread’[i]) \ {i}”
with empty type p5 self i j iinv3[of i j]
show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
unfolding TypeOKdef Afterdef GGdef p5def
apply(cases “self= j”, force, clarsimp)
by(cases “self= i”, simp+)

qed
have4: “pc’[i] = ”p6”
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∧ ( (pc’[nxt’[i]] = ”p2”) ∧ i < unread’[nxt’[i]]
∨ (pc’[nxt’[i]] = ”p3”))
⇒ max’[nxt’[i]] ≥ num’[i]”

proof -
from empty p5
obtain k where p5:
“pc[self] = ”p5””
“k ∈ unread[self]” “nxt’ = [nxt EXCEPT ![self]= k]”
“ ¬ flag[nxt’[self]] ∧ pc’ = [pc EXCEPT ![self]= ”p6”]”
“num’ = num” “flag’ = flag” “unread’ = unread” “max’ = max”
by(auto simp: p5def)

with type selfhavekproc: “k ∈ ProcSet”
by (auto simp: TypeOKdef)

with iinv have iinvk: “IInv(k, unread, max, flag, pc, num, nxt)”..
show?thesis
proof (cases “self= i”)
caseTrue
with empty p5 type iinvi self i iinvk
show?thesis
unfolding TypeOKdef IInv def
by(cases “self= k”, clarsimp, force simp: kproc)

next
caseFalse
with empty p5 type iinvi self i
show?thesis
unfolding TypeOKdef IInv def
apply(cases “self= nxt[i]”)
apply clarsimp
usingnxti apply clarsimp

done
qed

qed
have5: “(pc’[i] ∈ {”p7”, ”p8” })⇒ (∀ j ∈ P \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p7”,”p8” }” and j: “j ∈ ProcSet\ {i}”
from j typehavemx: “pc[j] = ”p2” ⇒max[j] ∈ Nat”
by (auto simp: TypeOKdef)

from j iinv have iinvj: “IInv(j, unread, max, flag, pc, num, nxt)”by auto
from empty type p5 self i j pc’ iinv5[of i j]
show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
apply (cases “self= j”)
apply (clarsimp simp: TypeOKdef p5def Afterdef)
apply (cases “self= i”)
apply (clarsimp simp: TypeOKdef p5def Afterdef)+
done

qed
from 1 2 3 4 5show?thesis
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unfolding IInv def by blast
qed

next
assumep6: “p6(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, max’,flag’, pc’, num’, nxt’)”
from p6 iinvi type i
have1: “(num’[i] = 0) = (pc’[i] ∈ {”p1”, ”p2”, ”p3” })”
and 2: “flag’[i] = (pc’[i] ∈ {”p2”, ”p3”, ”p4” })”
unfolding TypeOKdef IInv def p6def
by (cases “self= i”, clarsimp, clarsimp)+

have3: “pc’[i] ∈ {”p5”, ”p6” } ⇒
(∀ j ∈ (P \ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”

proof(rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p5”, ”p6” }” and j: “j ∈ ProcSet\ unread’[i] \ {i}”
from iinv j
have iinvj: “IInv(j, unread, max, flag, pc, num, nxt)”by auto
from type j
havenxtj: “pc[j] = ”p6” ⇒ nxt[j] ∈ ProcSet∧ nxt[j] , j”
by (auto simp: TypeOKdef)

show“After(j, i, unread’, max’, flag’, pc’, num’, nxt’)”
proof (cases “self= i”)
assumeselfi: “self = i”
show?thesis
proof (cases “j∈ unread[self]”)
assumejunread: “j ∈ unread[self]”
show?thesis
proof(cases “num[j]= 0”)
caseTrue
with j selfi i pc’ p6 type self iinvi junread iinvj
show?thesis
by (clarsimp simp: p6def TypeOKdef IInv def Afterdef natgt0 not0 condElse, force)

next
assumenumj: “num[j] , 0”
show?thesis
proof (cases “pc[j] ∈ {”p4”, ”p5”, ”p6” }”)
assumepcj: “pc[j] ∈ {”p4”, ”p5”, ”p6” }”
show?thesis
proof (cases “i∈ unread[j]”)
caseTrue
with j selfi i pc’ p6 type self iinvi junread numj pcj
show?thesis
by (clarsimp simp: p6def TypeOKdef IInv def Afterdef GGdef natgt0 not0)

next
assumenotunread: “i < unread[j]”
show?thesis
proof (cases “j< i”)
caseTrue
from True j selfi i pc’ p6 type self iinvi junread numj pcj iinv3[of ji] nxti notunread
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show?thesis
usingprocInNat natlessantisymfalse[of j i]
by (clarsimp simp: p6def TypeOKdef IInv def Afterdef GGdef natgt0 not0 condElse)

(force simp: natlessantisymleq false)
next
caseFalse
with j selfi i pc’ p6 type self iinvi junread numj pcj iinv3[of j i] nxti notunread
show?thesis
unfolding p6 def TypeOKdef IInv def Afterdef GGdef
proof (clarsimp simp: natgt0 not0 condElse natnot less procInNat

dest!: leqneq trans’[of “i” “nxt[i]”])
assume
“pc[nxt[i]] = ”p5” ∨ pc[nxt[i]] = ”p6” =⇒ num[nxt[i]] < num[i]”
“num[i] ≤ num[nxt[i]]” “nxt[i] ∈ ProcSet” “i ∈ ProcSet”
“num ∈ [ProcSet→ Nat]”

thus “pc[nxt[i]] , ”p5” ∧ pc[nxt[i]] , ”p6””
by (auto simp: natlessantisymleq false)

qed
qed

qed
next
assumepcj: “pc[j] < {”p4”, ”p5”, ”p6” }”
show?thesis
proof (cases “pc[j] ∈ {”p7”, ”p8” }”)
caseTrue
assumepcj: “pc[j] ∈ {”p7”, ”p8” }”
show?thesis
proof (cases “j< i”)
caseTrue
with j selfi i pc’ p6 type self iinvi junread numj pcj iinvj nxti iinv5[of “nxt[i]” i]
show?thesis
unfolding p6 def TypeOKdef IInv def Afterdef GGdef
usingnat lessantisymfalse[of j i]
apply (clarsimp simp: natgt0 not0 procInNat condElse)
by (clarsimp simp: natlessantisymleq false)

next
caseFalse
with j selfi i pc’ p6 type self iinvi junread numj pcj iinv5[of j i] nxti
show?thesis
unfolding p6 def TypeOKdef IInv def Afterdef GGdef
apply (clarsimp simp: natgt0 not0 condElse natnot less procInNat condElse)
by (clarsimp dest!: leqneq trans’ simp: natlessantisymleq false)

qed
next
assumepcj2: “pc[j] < {”p7”, ”p8” }”
with j selfi i pc’ p6 type self iinvi junread numj pcj iinvj nxti
show?thesis
apply (clarsimp simp: p6def TypeOKdef IInv def Afterdef GGdef natgt0 not0)
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by (erule funcSetE[where f=“pc” and x=“nxt[i]”], simp +)
qed

qed
qed

next
assume“j < unread[self]”
with j selfi i pc’ p6 type self iinv3[of i j]
show?thesis
by (clarsimp simp: p6def TypeOKdef Afterdef condElse, auto)

qed
next
assumeselfi: “self , i”
show?thesis
proof (cases “self= j”)
assumeselfj: “self = j”
show?thesis
proof (cases “j< nxt[j]”)
caseTrue
with j pc’ selfi selfj i p6 type self iinv3[of i j]
show?thesis
apply (clarsimp simp: p6def TypeOKdef Afterdef GGdef natgt0 not0)
by (auto dest: natlesstrans natlessleq trans)

next
caseFalse
with j pc’ selfi selfj i p6 type self iinv3[of i j]
show?thesis
usingnxtj nat not less procInNat

by (clarsimp simp: p6def TypeOKdef Afterdef GGdef natgt0 not0 condElse leqneq iff less)
(clarsimp simp: natlessantisymleq false)

qed
next
caseFalse
with j selfi i pc’ p6 type self iinv3[of i j]
show?thesis
by (clarsimp simp: p6def TypeOKdef Afterdef)

qed
qed

qed
have4: “pc’[i] = ”p6”
∧ ( (pc’[nxt’[i]] = ”p2”) ∧ i < unread’[nxt’[i]]
∨ (pc’[nxt’[i]] = ”p3”))
⇒max’[nxt’[i]] ≥ num’[i]”

proof (cases “self= nxt[i]”)
caseTrue
with p6 type self ishow?thesis
by (clarsimp simp: p6def TypeOKdef)

next
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caseFalse
with p6 type iinvi self ishow?thesis
apply (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p6def)
by (cases “self= i”, simp, simp add: nxti)

qed
have5: “(pc’[i] ∈ {”p7”, ”p8” })⇒ (∀ j ∈ P \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p7”,”p8” }” and j: “j ∈ ProcSet\ {i}”
show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “self= j”)
caseTrue
assumeselfj: “self = j”
show?thesis
proof (cases “j< i”)
caseTrue
with type p6 i pc’ j self selfj iinv5[of i j]
show?thesis
usingnat lessantisymfalse[of j i] procInNat
apply (clarsimp simp: p6def TypeOKdef IInv def Afterdef GGdef natgt0 not0)
by (clarsimp simp: natlessantisymleq false)

next
caseFalse
with type p6 i pc’ j self selfj iinv5[of i j]
show?thesis
usingnat not less procInNat
apply (clarsimp simp: p6def TypeOKdef IInv def Afterdef GGdef natgt0 not0 condElse)
by (clarsimp dest!: leqneq trans’ simp add: natlessantisymleq false)

qed
next
caseFalse
with type iinv5[of i j] p6 i pc’ j show?thesis
apply (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def Afterdef p6def)
by (cases “self= i”, simp, simp)

qed
qed
from 1 2 3 4 5show?thesisunfolding IInv def by blast

next
assumep7: “p7(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, max’,flag’, pc’, num’, nxt’)”
from p7 type iinvi self i
have1: “(num’[i] = 0) = (pc’[i] ∈ {”p1”, ”p2”, ”p3” })”
and 2: “flag’[i] = (pc’[i] ∈ {”p2”, ”p3”, ”p4” })”
unfolding TypeOKdef IInv def p7def
by (cases “self= i”, clarsimp, clarsimp)+

have3: “pc’[i] ∈ {”p5”, ”p6” } ⇒
(∀ j ∈ (P \ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”

proof (rule+)
fix j
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assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p5”,”p6” }” and j: “j ∈ (ProcSet\ unread’[i]) \ {i}”
show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “self= i”)
caseTrue
with type p7 iinv3[of i j] j i pc’
show?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p7def)

next
assumeselfi: “self , i”
with type p7 iinv3[of i j] j i pc’ selfi
show?thesis
unfolding TypeOKdef p7def Afterdef
by (cases “self= j”, clarsimp, force)

qed
qed
have4: “pc’[i] = ”p6”

∧ ( (pc’[nxt’[i]] = ”p2”) ∧ i < unread’[nxt’[i]]
∨ (pc’[nxt’[i]] = ”p3”))
⇒max’[nxt’[i]] ≥ num’[i]”

proof (cases “self= i”)
caseTrue
with p7 type self ishow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p7def)

next
caseFalse
with p7 type iinvi self ishow?thesis
apply (clarsimp simp: TypeOKdef IInv def p7def)
by (cases “self= nxt[i]”, simp, simp add: nxti)

qed
have5: “(pc’[i] ∈ {”p7”, ”p8” })⇒ (∀ j ∈ P \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p7”,”p8” }” and j: “j ∈ ProcSet\ {i}”
show“After(j, i, unread’, max’, flag’, pc’, num’, nxt’)”
proof (cases “self= j”)
caseTrue
with p7 type iinv5[of i j] self i pc’ jshow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p7def Afterdef)

next
caseFalse
with p7 type iinv5[of i j] self i pc’ jshow?thesis
apply (clarsimp simp: TypeOKdef p7def Afterdef natgt0 not0)
by (cases “self= i”, simp, simp)

qed
qed
from 1 2 3 4 5show?thesis
unfolding IInv def by blast

next
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assumep8: “p8(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, max’,flag’, pc’, num’, nxt’)”
have1: “(num’[i] = 0) = (pc’[i] ∈ {”p1”, ”p2”, ”p3” })”
and 2: “flag’[i] = (pc’[i] ∈ {”p2”, ”p3”, ”p4” })”
usingp8 type iinvi self i
unfolding p8 def TypeOKdef IInv def
by (cases “self= i”, clarsimp, clarsimp)+

have3: “pc’[i] ∈ {”p5”, ”p6” } ⇒
(∀ j ∈ (P \ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p5”,”p6” }” and j: “j ∈ (ProcSet\ unread’[i]) \ {i}”
show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “self= i”)
caseTrue
with type p8 j i pc’
show?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p8def)

next
assumeselfi: “self , i”
with type p8 iinv3[of i j] j i pc’ selfi
show?thesis
unfolding TypeOKdef p8def Afterdef GGdef
by (cases “self= j”, clarsimp+)

qed
qed
have4: “pc’[i] = ”p6”

∧ ( (pc’[nxt’[i]] = ”p2”) ∧ i < unread’[nxt’[i]]
∨ (pc’[nxt’[i]] = ”p3”))
⇒max’[nxt’[i]] ≥ num’[i]”

proof (cases “self= i”)
caseTrue
with p8 type self ishow?thesis
by (clarsimp simp: p8def TypeOKdef)

next
caseFalse
with p8 type iinvi self ishow?thesis
apply (clarsimp simp: p8def TypeOKdef IInv def)
by (cases “self= nxt[i]”, simp, clarsimp simp: nxti)

qed
have5: “(pc’[i] ∈ {”p7”, ”p8” })⇒ (∀ j ∈ P \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’[i] ∈ {”p7”,”p8” }” and j: “j ∈ ProcSet\ {i}”
show“After(j, i, unread’, max’, flag’, pc’, num’, nxt’)”
proof (cases “self= i”)
caseTruewith type self i p8 pc’ jshow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKdef p8def)

next
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caseFalsewith type self i p8 pc’ j iinv5[of i j]show?thesis
apply (clarsimp simp: TypeOKdef p8def Afterdef GGdef)
by (cases “self= j”, simp, force)

qed
qed
from 1 2 3 4 5show?thesisunfolding IInv def by blast

qed
qed

qed

end
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