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Formalizacion de la aritmética de TEAN el asistente de pruebas Isabelle Hernan Vanzetto

Resumen

TLA' es un lenguaje para especificar sistemas distribuidos yio@mies. Esta basado
en una logica clasica de primer orden no-tipada y en uriantarde la teoria de conjuntos
estandar ZF, mas una pequeiia parte de logica temparalvéfsion extendida del lenguaje,
llamada TLA?, permite ademas escribir pruebas estructuradas jécargante para verifi-
car propiedades de las especificaciones.

El Administrador de Pruebas TLAPM transforma las pruebastas en TLA? en una
coleccion de obligaciones de prueba que son enviadas a m&s demostradores secunda-
rios para que sean verificadas. Estos producen trazas tssteifas pruebas verificadas que
luego deben certificarse en un entorno l6gico como el aséstie pruebas genérico Isabelle.
De esta forma, el nlicleo del entorno l6gico es el Unicommmante confiable del sistema de
pruebas de TLA

El lenguaje TLA esta siendo formalizado en Isabelle como una nueva Kamfito
llamada Isabell@LA*. Hasta el momento incluye un subconjunto de la lbgica dagror-
den, teoria de conjuntos, funciones, puntos fijos y la coosibn de nUmeros naturales, y se
instanciaron los principales métodos de prueba semirattoos ya existentes en Isabelle.

El objetivo de este trabajo es extender IsafEllA* para dar soporte a la aritmética
estandar de TLAsobre los nUmeros naturales y enteros. Esto implica definimatica-
mente los operadores aritméticos y probar sus propiedatasaumentar el poder de razo-
namiento de los métodos de prueba automaticos, lo queitp@rad TLAPM certificar las
pruebas de especificaciones que utilizan aritmética.
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Encoding TLA arithmetic in the Isabelle proof assistant

Abstract

TLA" is a language for specifying and verifying concurrent arstriiuted systems. It is
based in an untyped classical first-order logic and in a madathe standard ZF set theory,
plus a small part of temporal logic. An extended version @& ldnguage, called TLA,
allows writing proofs in a hierarchical style, enabling thérential verification of TLA
specifications.

The TLA Proof Manager transforms the Tt%proofs in a collection of proof obliga-
tions that are sent to one or more back-end provers to beeckrfor each verified proof,
they produce a proof script that must be certified in a logihework like the generic
proof assistant Isabelle. In this way, the kernel of thedabiramework is the only trustable
component of the TLAProof System.

The core of TLA has been encoded in Isabelle as a new object-logic callbdlled LA*.

It currently includes a subset of first-order logic, set tigefunctions, fixed points, and the
construction of natural numbers. The main existing sertoraatic proof methods of Isabe-
lle have been instantiated.

The subject of this work is to extend IsabglleA* to provide support for the standard
arithmetic of TLA over natural and integer numbers. This implies to axiornallyiclefine
the arithmetic operators and to prove their properties frapa the reasoning of the auto-
matic proof methods, allowing the Proof Manager to certifyqfis of specifications that use
arithmetic.
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Capitulo 1

Introducci on

A medida que los sistemas de hardware y software se vuelasrcomplejos es mas probable que
se generen fallas durante su desarrollo, y a su vez, quefalitassean mas dificiles de detectar por
los métodos de testing tradicionales. Hay varios ejemgéosistemas criticos en los que fallas o errores
debidos a un mal disefio han causado pérdidas humanasnyatestEPro96, Cor94, For03]. Los métodos
de verificacion formal usan técnicas matematicas patarteste tipo de problemas.

Cominmente, se usa el terminerificacibnpara llamar al proceso que busca asegurar que el disefio
de un sistema satisface las propiedades que expresaneadtodiuncionamiento del mismo. El aspecto
formal y preciso se logra al describir el sistema y sus pdagales en un lenguaje matematico. En general,
se distinguen dos tipos de propiedades: las propiedadesatzdad que expresan que el sistema hace
lo que se supone que debe hacer, y las propiedadssgdeidad que expresan que el sistema no hace
nada que no se desee.

Durante la verificacion de un sistema debemos hacernosdaipta “¢ estamos construyendo el pro-
ducto correctamente?”, y durante la validacion, “¢ estaocomstruyendo el producto correcto?”. Hacer
testing es validar un sistema. Por lo tanto, se dice queaaifin y validacion son aspectos complemen-
tarios.

A su vez, la verificacion puede encararse de dos formas @z dlamadas verificacion deductiva y
verificacion semantica (aunque en los Gltimos afos i@mdée considera dentro del area de verificacion
al testing formal.

En laverificacion deductivae quiere probar que de la especificactore deduce sintacticamente la
propiedady (¥ + ¢) aplicando reglas de inferencia. Se usan propiedadess#ialpara derivar pruebas
de que el sistema exhibe todas y sblo las propiedades iggsieEn la mecanizacion de esta técnica se
usan asistentes de pruebas o demostradores de teoremagdsabsaile, Coq o HOL. Es por ello que esta
area es mas conocida comi@orem proving

En laverificacion seméanticae quiere verificar que el modef¢ satisface semanticamente la pro-
piedad¢ (K E ¢). Este método algoritmico de verificacion es mas catwcion el nombre denodel-
checking En esta técnica se examina exhaustivamente todos laoegtasibles en que puede estar el
sistema, y se somete cada estado (o0 secuencias de estauizs las posibles combinaciones de estimu-
los internos y externos, para luego chequear que solodgsegiades deseadas se cumplen (es decir, que
el sistema nunca se encuentre en un estado no deseado)rehdifede la verificacion por pruebas, este
método esta mucho mas automatizado, aunque se debdr ladegpecificacion a un modelo finito para
no producir una explosion de los estados de blsquedantbééia un buen complemento de aquel para
detectar errores al comienzo de la verificacion.
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Verificacion de especificaciones en TL'A

El proyecto en el cual se desarrollo este trabajol[tlaafetipor objetivo de fondo verificar especifi-
caciones escritas en el lenguaje TL#sando demostradores de teoremas, uno de los cuales dielsabe
TLA* es un lenguaje para especificar y verificar sistemas digtdbly concurrentes [tlab]. Esta basado
en una variante de la teoria de conjuntos de Zermelo-Etd#k) para describir las estructuras de datos
manipuladas por los algoritmos a verificar, y en la Légicenperal de Acciones (Temporal Logic of
Actions, TLA) para describir el comportamiento dinami@lds mismos.

La especificacion de un sistema en TLéonsiste generalmente en una gran parte de matematica
ordinaria combinada con una pequeia parte de logica t@mnpa@s propiedades de sistemas que se
quieren verificar se escriben en el lenguaje de la herraendverificacion que se esté usando, que por
lo general es distinto al lenguaje en que se especificotehsis En el caso de TIAespecificaciones
y propiedades se escriben en el mismo formalismo, con lo gues mecesario traducir de uno a otro al
usar un demostrador de teoremas o un model-checker.

El sistema de pruebas de TLA TLA* fue extendido hacia un lenguaje de pruebas formal, deslarat
y jerarquico llamado TLA. El Sistema de Pruebas TLAPS (TLA Proof System) es un framebasado

en la aplicacion Proof Manager (PM) que toma una espedificgento con pruebas de sus propiedades
escritas en TL# e intenta certificarlas, es decir, generar el texto de unebr(el certificado).

Las pruebas se estructuran en forma de arbol donde por ogddéi arbol, correspondiente al nivel
mas bajo de la prueba, PM genera una obligacion de pruebagjenviada a uno o mas demostradores
secundarios para que sea verificada. Estos son los que prodac cada prueba verificada una traza o
script de la prueba, que luego debe certificarse en el enliogien como el asistente de pruebas genérico
Isabelle. De esta forma, el nlcleo del entorno l6gico dm&o componente confiable del sistema de
pruebas.

El entorno logico debe poder interpretar féormulas corirtagis y semantica de TLAES por esto
gue se esta llevando a cabo la formalizacion de ‘TeA Isabelle, llamada Isabe/ﬂ'eLA‘ﬂ. Entre los
demostradores secundarios que forman parte de TLAPS Hasta ae encuentran Zenon y el mismo
IsabelléTLA*.

Estado del arte Existen formalizaciones de TL'/Asobre las logicas-objeto Isabgd& [Kal95] e Isa-
belleHOL [Mer97], donde HOL (High Order Logic, o l6gica de altalen) es un-calculo simplemente
tipado. La particularidad de TL*Acon respecto a otros lenguajes de especificacion es que 84 Ao-
tipado, lo que hace que su sintaxis sea menos restrictiea ig panto, un lenguaje mucho mas expresivo.
Esto, en cambio, dificulta la verificacion automatica y @unfalizacién sobre otras teorias existentes y
mas desarrolladas como las dos mencionadas. Isatfell@rece ser una opcion mas razonable sobre la
gue basar TLAya que ambas estan basadas a su vez sobre l6gica de posdidadria de conjuntos. Su
sistema de tipos es el tradicional de la lbgica de primeerrdsa los tipos(el tipo de los individuos) y

o (el tipo de las proposiciones). Por lo tanto ZF, al igual q@@ Hutilizan un sistema de tipos diferente
al de TLA.

Es por estas razones que se decidi6 formalizar*Te#mo la nueva logica-objeto IsabglieA*.
Actualmente, se ha codificado parte del niicleo del lenguajiyendo logica proposicional y de primer
orden, teoria de conjuntos basica, funciones, puntas fijta construccion de numeros naturales. Tam-
bién han sido instanciados para TLWs principales métodos de prueba semi-automaticosabelle
ya existentes.

1El Gltimo release publico de TLAPS, que incluye Isah@llsA* y los ejemplos, puede encontrarselen [tlaa].
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Objetivos El objetivo principal de este trabajo es extender Isafjdll&* para dar soporte a la aritméti-
ca de TLA definida en los modulos estandar sobre nimeros, lichitdos a los nimeros naturales y
enteros. Esto implica definir los operadores aritméticpsopar propiedades sobre ellos para aumentar
el poder de razonamiento de los métodos de prueba autmsmato que permitira al TLAPS certifi-
car pruebas de especificaciones que utilicen aritmétigagd, se analizaran los resultados mediante la
verificacion en Isabell@LA* de las invariantes de un algoritmo como caso de ejemplo, yamiedla
comparacion de la certificacion en TLAPS del mismo algwitantes y después de realizar la extension
propuesta.

Estructura del documento El presente trabajo esta organizado de la siguiente maaera capitulo
siguiente se vera el lenguaje de especificacion y de psuEbA™?, junto con su lbgica subyacente y el
funcionamiento del entorno de pruebas TLAPS. En el capude daran los detalles necesarios sobre
el asistente de pruebas Isabelle, su sintaxis y sus métiedmsieba (semi)automaticos. En el capifulo 4
se veran las teorias ya formalizadas de Isafdlis*, sobre las que luego en los capitulds Bly 6 se
detallara la construccion de la aritmética estanddosi@meros naturales y enteros, respectivamente.
En este (ltimo también se vera la definicion de la divisentera. El analisis de un caso de ejemplo se
mostrara en el capituld 7. Finalmente en el capfililo &peraran las conclusiones y posibles trabajos
futuros.



Capitulo 2

El lenguaje TLA" y su entorno de pruebas

TLA* es un lenguaje de especificacion basado en la Logica TahgmAcciones y (una variante de)
la teoria de conjuntos de Zermelo-Frankel (ZF). La Lagiemporal de Acciones (TLA, por Temporal
Logic of Actions en inglés) es usada para describir lasiettras de datos de los sistemas y algoritmos
a verificar. La teoria de conjuntos ZF es el lenguaje aceppad la mayoria de la comunidad de ma-
tematicos como la base estandar para formalizar la naditesmy es usada en Tl Apara expresar las
estructuras de datos subyacentes. Thde disefiado para especificar el comportamiento de al& niv
de sistemas distribuidos y concurrentes, pero tambiédepusarse para especificar sistemas discretos o
algoritmos [LamOB].

Debido a que el razonamiento temporal es una muy pequefeadealas pruebas de TLA, las herra-
mientas de verificacion con las que trabajamos en estegimye incorporan todavia la parte temporal
de la l6gica, por ahora s6lo maneja formulas de acciémef®bargo, esto no impide describir la mayor
parte de los sistemas con los que se trabaja ni razonar sabpeapiedades.

TLA* esta extensamente documentado [Larn03, Mer08]. Ya qoeestdmos interesados en razonar
sobre su l6gica subyacente, que es relativamente congéitaple, no se daran otros detalles de TLA
ni de sus operadores temporales mas que los que se muestnatinaiacion. Toda la notacion que no es
estandar sera explicada cuando sea necesario.

A continuacion se describen el lenguaje TEAcomenzando por su logica subyacente, el lenguaje
de especificacion TLAy luego la extension a TLA con el nuevo lenguaje de pruebas. Finalmente
describimos TLAPS, un framework que verifica (y certifica) pauebas escritas en el nuevo lenguaje.

2.1. LaLobgica Temporal de Acciones

A diferencia de otras logicas temporales, la Logica Temalpde Acciones (TLA)[[Lam94] fue di-
sefiada para escribir especificaciones que consistengalimente de matematica comin (no temporal)
con s6lo un poco de légica temporal. Es la base de*TuUA lenguaje de especificacion completo.

TLA a su vez combina dos légicas: una logica de accionesayldgica temporal lineal estandar.
En TLA, unestadoes una asignacion de valores a las variables, gaimportamient@s una secuencia
de estados. Las formulas de TLA se distinguen, precisamnentreférmulas de transicibnque descri-
ben estados (por medio de predicados y funciones de estadi)sjciones de estado (las acciones), y
formulas temporalesjue definen comportamientos.

Basicamente, las formulas de transicion son formutaaunes de la logica de primer orden no-
tipada. Unpredicadoes una expresion Booleana que contiene constantes vy leariginr ejemplo,
x? +y—3) ; unafuncion de estad@s una expresion no-Booleana que contiene constantesaplear
(¥ =y-3yxe Nat) ; y unaaccibnes una expresion Booleana que contiene constantes, leariab
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variables primadas<{(+1=yy x—1¢ Z) que depende de dos estados, donde las variables no-psimada
corresponden al primer estado y las primadas al estadcestguiLa cuantificacion en TLA esta per-
mitida s6lo sobre las constantes (también llamadambles rigidasporque no cambian a través de los
estados) y no sobre las variables (llamagisables flexibles La cuantificacion tradicional se introduce
con TLA'.

Una férmula construida con operadores constantes, ctastavariables y variables primadas es
valida si y solo si es una formula valida en la lbgicayadente cuando constantes, variables y variables
primadas son tratadas como variables distintas de ladOgis deciry y V' son consideradas como va-
riables distintas en la logica subyacente para cualgaigablev de TLA. Ya que cualquier formula de
accion se puede reducir a este tipo de formulas, el raziendéonde acciones se puede reducir inmedia-
tamente al razonamiento en la lbégica subyacente. Porto talas variables y las variables primadas se
las consideraran como constantes en las formulas.

Lalobgica temporalde TLA es una variante de la logica temporal lineal de A. Rryuguede consi-
derarse como un subconjunto de la l6gica estandar LThiladTemporal Lineal) [MP92]. Las logicas
de tiempo lineal son apropiadas para formular propiedadesigben cumplirse en todas las ejecucio-
nes posibles de un sistema, como la propiedacbdectitud que afirma que el sistema es correcto con
respecto a su especificacion. En TLA fasmulas temporalese construyen a partir de formulas ele-
mentales con operadores booleanos y el operador undse leesiemprg. La lbgica temporal permite
expresar condiciones dairness que expresan qué acciones deben (eventualmente) ocurrir

TLA es practico para describir sistemas porque todas lagplgidades de una especificacion estan
en las formulas de accion, que expresanpiapiedades de seguridatios operadores temporales son
usados esencialmente sblo para exprpsapiedades de vivacidaihcluyendo las condiciones dair-
ness La mayor parte del trabajo en una prueba de TLA esta en pfobaulas de accion; el razona-
miento temporal sblo se da en las pruebas de vivacidagyiestado a la l6gica temporal proposicional
y a la aplicacion de un conjunto de reglas cuyas premisasipales son formulas de accion.

Todas las formulas de TLA pueden expresarse en términdssdsperadores matematicos usuales
(comoA) mas tres operadores nuevos: ' (variables primadag)d (cuantificador existencial temporal).
Sintacticamente, uf@rmulaen TLA tiene una de las siguientes formas basicas:

P oA oF 3IAx:F
-F FAG FVG F=>G F=G

dondeP es un predicadof una funcion de estadoA es una accibnx es una variable, ¥ y G son
formulas de TLA. Existen otros simbolos que pueden egpsesen funcion de los ya mencionados (y,
por supuesto, todos los operadores Booleanos pueden ageren funcion de y A). Los operadores
Booleanos tienen su significado usual. Existen otros dissbmbn una semantica mas compleja en la
sintaxis de TLA (comoNFy SF, sobre fairness), que se pueden expresar en funcion danbsles
mencionados. (Para los operadores temporales y las defiegcprecisas ver [Lam94].)

2.2. Ellenguaje de especificadbh TLA*

La lbgica TLA permite describir el comportamiento dinamide un sistema y el lenguaje de espe-
cificacion TLA le provee el azlcar sintactico necesario para escripecficaciones mas complejas.
TLA™ agrega basicamente tres cosas a TLA: una légica subyaoe poderosa, un mecanismo para
definir operadores, y médulos.

L 6gica subyacente La logica subyacente de TEEAsin tener en cuenta la logica temporal, es basica-
mente la teoria de conjuntos ZF mas logica clasica aegurorden no-tipada con el operador de Hilbert
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&. La mayor diferencia entre esta logica subyacente y lacicashl ZF es que las funciones son definidas
a partir de axiomas en lugar de ser representadas como tmjim pares ordenados.

La teoria de conjuntos de Zermelo-Frankel es un sisterioan@tico para expresar la teoria de con-
juntos sin sus paradojas usuales (como la paradoja de RuEs& basada en una signatura que consiste
sb6lo de un predicado binarie) sin simbolos de funciones. TEAlepende mucho del operador de elec-
cion de Hilbefl. De hecho, toda la lbgica subyacente sin la parte tempaealgser definida en funcion
de los cuatro operadores primitivas—, €y «.

El operador de Hilbew es equivalente en TL%2al operadoCHOOSE. La expresiornHOOSE X : P
retorna algln valok que satisfag#®, e incluso retorna un valor cuando ningkisatisfaceP. CHOOSE es
una funcién, por lo tanto retorna el mismo valor cuando dieap iguales argumentos. Si hay mas de
un posible valor, la expresion esta subespecificada,gsaltado puede ser cualquiera de los valores. Sin
embargo, para cada interpretacion, la eleccion deltafules siempre deterministica. De este operador
es a partir del cual se definen muchos de los otros operadergétAt, incluidos los cuantificadores
tradicionalesiy V.

Definicion de operadores Se agrega en TLAun mecanismo para definir nuevos operadores, donde un
operador definido por el usuario es esencialmente una maeregiexpandida sintacticamente. (TLA
permite definir funciones recursivamente, pero son tradsca definiciones usando el operaci@vose.)
Por ejempilo:
s F(Xg,...,X%n) = expdefine el operaddF tal queF(xy,...,X,) es igual aexpcon cada identificador
Xk reemplazado pag, y
» f[Xxe S] £ expdefine la funcionf con dominio erS tal quef[X] = exppara todox enS.

Mo6dulos Un modulopermite importar definiciones y teoremas de otros modulosmodulo tiene
como parametros las variables y constantes declaradasdg ger instanciado en otro modulo al sustituir
Sus parametros por expresiones.

2.2.1. Estructura general de una especificatn

Las especificaciones de TEAstan organizadas en modulos que contienen declaraddaparame-
tros), definiciones (de operadores), y afirmaciones (detddis y teoremas). Cada especificacion de un
sistema tiene un modulo raiz. Al estar basado en la teer@njuntos ZF, todos los valores son conjun-
tos, y por lo tanto no hay declaraciones de tipo.

La forma usual de escribir una especificacion de un sistar@gue llamamoSpec es:

Specz Init AO[Nex{yars A Fairnessars

dondeNextes la disyuncion de las acciones permitidas del sisteana,son todas las variables del
sistema, yFairnesses una conjuncion de formulas decak fairnesgWF) y/o destrong fairnesgSF).
Informalmente, una condicion dairnessafirma que una accion debe ocurrir eventualmente si esta ha
bilitada “con cierta frecuencia”. Dependiendo de comonserprete qué es frecuente se expresa en las
formulas de WF o de SF. El primer estado de cada ejecucite skeisfacer el predicadoit y cualquier

par de estados de una ejecucion deben estar relacionadasapde las acciones definidashext Estas

dos férmulas, complementadas por la condidtairness especifican el comportamiento del sistema.

1Adoptar el operador de Hilbestimplica agregar el llamadaxioma de elecciba ZF; por lo tanto, en realidad estamos
usando la teoria de conjuntos llamada ZFC (la C esapimm of Choick
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2.2.2. Teoremas e invariantes

El lenguaje TLA permite expresar premisas del sistema con la palabra &aveie y teoremas so-
bre propiedades del sistema que deban cumplirse con laaalaveTHEOREM. EStas expresiones tam-
bién son usadas eventualmente por las herramientas fiea@éin automatica, como el model-checker
de TLA" [LamO3, cap. 14] o el entorno de pruebas TLAPS que veremostamaoacion.

Un sistema descripto por la formu@pectiene la propiedadProp si y solo si cada comportamiento
gue satisfac&pectambién satisfacBrop, es decir, si y sblo stpec= Prop es valida. Normalmente se
quieren probar tres tipos de propiedades: las invariam¢ipal (expresan que las variables pertenecen al
conjunto de “tipos” correcto), las propiedades de segdritées invariantes del sistema) y las propiedades
de vivacidad dairness Hacia el final del médulo se declaran los teoremas que palciente deberian
ser probados.

Lasinvariantescaracterizan el conjunto de estados que se pueden alcaripaiada ejecucion de un
sistema. Son la forma basica de las propiedades de sefjyrigpunto de partida para cualquier forma
de verificacion de un sistema. En TLA, una invariante seesgrcon una formula de la fornm, para
una formula de estado Por ejemplo, usualmente se declaran los teoremas

THEOREM Spec= OTypelnvariant
THEOREM Spec= oSafety
THEOREM Spec= Liveness

donde la formuldypelnvariantes una invariante de tipoSafetyes la propiedad de seguridadliyeness
la propiedad de vivacidad. La declaraciobn de una invegialg tipos no restringe a las variables que
afecta, s6lo declara una formula. Y el teorema afirma qespacificacion respeta esta propiedad.

La expresiomssuME P afirma queP es verdadera en el modulo, donde las términoP den sblo
constantes. Por ejemplassuME (N € Nat) A (N > 0). Estas afirmaciones tampoco tienen efecto sobre
las definiciones de la especificacion; sin embargo, fornaatele las hipotesis al momento de probar
los teoremas del modulo.

2.2.3. Los nbdulos esdndar sobre nimeros

TLA* cuenta con una libreria de modulos estandar [LamO03, £8p.Estos modulos facilitan la
lectura y escritura de las especificaciones que los usam, yssalos por las herramientas de verificacion.
La libreria cuenta con los modul&quences-initeSetsBags RealTimey los modulos sobre nimeros,
gue son los que interesan en este trakd@gang Naturals Integers Realsy ProtoReals

En TLA* los nUmeros estan predefinidos, incluso en un moédulo guextiende o instancia uno
de los mbdulos de nimeros estandar. Sin embargo, nodn &s conjuntos de niumeros coriNat y
operadores aritméticos como Con respecto a la semantica de una representacion demgro hatural
se define de la manera usual:

0 = Zero 1 £ Succ[ZEro] 2 = Succ[Succ[ZEro]]

Debido a que se puede dar que un modulo extienda indirentartes modulodNaturalsy Realsal
mismo tiempo, la definicion de operadores comiebe ser la misma para los naturales y para los reales.
El méduloNaturalsdefine los siguientes operadores y conjuntos:

+ * < < Nat = [division entera]
— [menos binario] ~ [exponenciacion] > > .. % [modulo]

\I
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La division entera€) y el mbédulo ) se definen de manera que las dos condiciones siguientes se
cumplan, para cualquier entesiy entero positivd:

a%be0.(b-1) a=bs(@a:b)+@%b)

El modulo Integersextiende el moduldNaturalsy ademas define el conjuniat de enteros vy el
menos unario (—.). El modulRealsextiende dntegerse introduce el conjunt®ealde nimeros reales
y la division comin f). En matematica, a diferencia de los lenguajes de progiiamaos enteros son
nameros reales. Por lo tanfdat es un subconjunto dat, que es un subconjunto Real

El conjuntoNatde los nUmeros naturales, el elementeddy la funcion sucesor&c estan definidos
en el méduldPeanq que simplemente establece que estos elementos satifa@tiomas de Peano.

El modulo ProtoRealsextiende al moduld®eanoy define los nimeros reales usando el conocido
resultado matematico que establece que los reales soiddsfaomo el Unicaampo ordenado comple-
tda. Lo hace de la siguiente manera: se define un modelo en el dos da conjuntdr, dos operaciones
Plusy Timesy una relaciérLeqsatisfacen las propiedades elementales de un campo oocdemagleto.
Luego define el conjunt®eals las operaciones y =, y la relacibn< como una instancia (usando el
operadorcHoosE) de R, Plus Timesy Leqrespectivamente. Aqui también se define el conjunto de los
enteros comant = Natu {Zero—n: ne Nat}.

En los modulodNaturalse Integers los operadores ya mencionados y los conjuiMate Int son una
instancia de los operadores definidosRratoReals En IsabelléTLA*, no los definiremos axiomatica-
mente de esta manera, sino que los definiremos recursivampérgo probaremos las propiedades que
los definen.

2.3. Ellenguaje de pruebas de TLA?

El lenguaje TLA ha sido extendido a un nuevo lenguaje llamado TLAa caracteristica sobresa-
liente de TLA? es su lenguaje de pruebas jerarquico que permite la verditale especificaciones de
sistemas (en conjunto con herramientas como TLAPS que salileen la seccion siguiente). Siempre
fue posible expresar propiedades sobre la correctitudstiensas en TLA (con THEOREM), pero no es-
cribir sus pruebas. Los constructores de pruebas de?Tfuéron creados basados en el estilo jerarquico
para escribir pruebas informales dadolen [Lam93].

El objetivo del lenguaje es escribir pruebas faciles deyesscribir por alguien que no tenga cono-
cimientos de cobmo se chequean las pruebas. Esto ha llevdakagaollar un lenguaje en su mayor parte
declarativo, construido en torno al uso y prueba de afirmasien lugar de la aplicacion de tacticas para
la bUsqueda de la prueba. Es por lo tanto mas cercano adlégkstae [Nig] que a lenguajes interactivos y
operacionales como Vernacular de Coq [Typ08].

En cualquier punto de una prueba de Tl#ay unaobligacion de pruebaue debe ser probada. La
obligacion tiene urcontextode hipotesis conocidas, definiciones, declaraciones, ghjetivo que se
quiere probar.

Estructura de una prueba en TLA"?

Un teorema de TLAes seguido opcionalmente de una prueba. Una prueba conciemta palabra
claveproor (que es opcional) y tiene una de dos formas: puede ser unagpiereninal, o una secuencia

2Un campoes una estructura algebraica que cuenta con dos opera¢somes y multiplicacion) que cumplen con las pro-
piedades asociativa, conmutativa y distributiva, adetieda existencia de los elementos identidad e inverso deagstacion.
Es ordenado si cuenta con una relacion de orden total. Up@andenado es completo si cada subconjunto acotado ploaarri
tiene una minima cota superior.
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de pasos intermedios terminada por la palabra otgwe Si los pasos intermedios son afirmaciones,
requieren de una nueva prueba (sudprueba en el siguiente nivel de la jerarquia. En otros pasos se
hacen declaraciones o definiciones (DBRINE O SUFFICES, por ejemplo) o se cambia el objetivo y no se
requiere una prueba.

Unaprueba terminalkconsiste basicamente de la palabra claseious 0 By, y es el nivel mas bajo
de la prueba. En este punto, la pruetexious afirma que el objetivo actual se deduce facilmente del
contexto actual. La pruels ey,..., ey DEFS 04,. .., 0, afirma que el objetivo actual se deduce facilmente
del contexto actual mas las hipotesisque a su vez deben deducirse facilmente del contexto, e |
definiciones conocidas;. Si ninguna de estas pruebas da resultado, suponiendo goatekto es el
adecuado, entonces se debe agregar un nivel a la pruebaay prab pasos intermedios necesarios para
agregarlos al contexto. Que un objetivo se deduzca faotknée hipotesis y definiciones depende de
gué herramientas estén intentando probarlo, como seaveld siguiente seccion.

THEOREM T £ ( formula)
PROOF
(1)1.
PROOF
(2)1.DEFINET =...
(2)2.
(9)1.
OBVIOUS
(9)2.
PROOF OMITTED
(2)14. QED
BY (2)1,(2)2
(1)2.
BY ...
(1)3. QED

Figura 2.1: Estructura de una prueba en TLA

La figura[Z.3 muestra como ejemplo el esquema de la prueba tBrema identificado com®,
donde se omiten las formulas. Aqui, por ejemplo, el nivéé Bsta prueba tiene tres pasos llamadglk
(1)2 y(1)3. El pasx1)1 tiene a su vez una prueba de tres pasos de nivel 2 llamMadigg2)2 y (2)14.
El paso(9)2 tiene una prueba terminal que indica que en este caso lagsasomite.

2.4. El Sistema de Pruebas TLAPS

El Sistema de Pruebas TLAPS (TLA Proof System) es una plataf@ara la verificacibn mecanica
de pruebas de TLA[CDLM10]. Los componentes principales son el Administradi® Pruebas TLAPM
(TLA Proof Manager) y lodemostradores secundavﬁ)que este invoca. La arquitectura general del
Sistema de Pruebas TLAPS puede verse en la flguta 2.4. (Sebdesn detalle en [CDLM08].) A
continuacion veremos paso por paso el proceso que llevaoa ca

En primer lugar, el usuario ingresa al TLAPM un archivo core$pecificacion de un sistema en
TLA™?, incluyendo pruebas de sus teoremas. TLAPM toma el modiig expande recursivamente los
modulos que este importa y se deshace de toda la estrueturédulos, ya que los constructores pa-
ra importar moédulos no son soportados por los demostrad®@eundarios. También se expanden las

SEl termino en inglés eBack-end proverscuya traduccion literal esemostradores de fondo
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4 )
TLAPS (Sistema de Pruebas)
( )
TLAPM (Administrador de Pruebas)
Especificacion Expansion de Generacion de
+ Pruebas > modulosy = —— ¥ obligaciones de
en TLAT2 definiciones prueba
o vints d. Verificacion de
Diagnosticos Certificacion Scr;egase las obligaciones
P de prueba
L * // 4 J

Otros: SMT solvers,

Zenon -
decision procedures

Demostradores secundarios

|
|
|
' || Isabelle\TLA+
|
|
|
|

Figura 2.2: Arquitectura general del entorno de pruebasHEA

definiciones y el operadotr (que prima variables) sobre las expresiones, y se llevaasttat varia-
bles, inclusive las primadas, al nivel de las constantesaprao se mencion6 anteriormenteled 2.1, no
modifica la validez de la formula.

En el siguiente paso, el TLAPM genera widigacion de pruebg@or cada prueba terminal (es decir,
las hojas del arbol de pruebas) y organiza la ejecuciéroslelémostradores secundarios para que las
verifiquen. Cada obligacion de prueba es independienteegigpaer probada por separado. Cuando los
demostradores secundarios no pueden encontrar una pruahdimite razonable de tiempo, el sistema
informara cual obligacion es la que fallo, junto con satexto y objetivo de la prueba. El usuario debe
entonces determinar si fallé debido a que depende de hectiefiniciones ocultas, o si el objetivo es
demasiado complejo y necesita ser refinado con otro nivetudbp.

Si un demostrador secundario encuentra una prueba de ugaadddh, es decir si la puede verificar,
genera una traza de la prueba realizada, llansadigt de pruebaEl Administrador de Pruebas PM
mediara lacertificacionde los scripts de prueba en un entorno l6gico confiable, que éisefio actual
es Isabellgr LA, (La logica-objeto Isabell@LA* se vera en detalle en el capitllo 4.) Por lo tanto es
preferible que los demostradores secundarios genergaissdd prueba en un lenguaje de pruebas que
Isabelle acepte, es decir, en el lenguaje Isar (ver se@BR2). En el momento en que un script es
generado, se lo pasa a IsabélleA* para su certificacion. Y al mismo tiempo, en paralelo, latarges
obligaciones de prueba comenzaran a ser verificadas pdelosstradores secundarios.

Hasta el momento, los demostradores secundarios sopentadol LAPS son Zenon y el mismo
IsabellgTLA* (que no solo certifica los scripts de prueba). EI Adminddrade Pruebas envia una obli-
gacion de prueba primero a Zenon. Si Zenon puede probadduge un script en lenguaje Isar, que
luego es enviado por el Administrador a Isabelle para sificadion. Si Zenon falla, el Administrador

4TLAPM esta disefiado genéricamente y puede soportas etrmrnos similares a Isabelle.
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envia la obligacion de prueba a Isabelle para que intaoteapa con sus tacticas automaticas.

La arquitectura del Sistema de Pruebas se adapta facdraetios demostradores secundarios. Aun-
que siempre es preferible que las pruebas de los demossaslecundarios puedan ser certificadas, se
permite el uso también de demostradores que producengsuhcertificables en teorias importantes
como la aritmética. Si uno de estos demostradores es uUsh&®S no provee la misma certeza ma-
tematica que con una prueba formal completa. De hecho, BLAdPrequiere siquiera que las pruebas
estén terminadas antes de que pueda comenzar a verifiezataso sblo es esencial al escribir pruebas,
sino también necesario porque el lenguaje Tkddavia no esta soportado completamente (en especial
lo relacionado con el razonamiento temporal)

Finalmente, luego de certificar todas las obligaciones dehar posibles generadas por las pruebas
terminales, se procede a certificar el teorema en si, enogesw de dos pasos. Primero, el PM genera la
estructura de un lema (y sus pruebas en Isghi¢liet) que establece simplemente que la coleccion de
obligaciones de pruebas terminales implican el teoremagduel PM genera una prueba del teorema
usando la estructura del lema y las obligaciones ya ceddsaSi Isabelle acepta la prueba, estamos
seguros de que la version traducida del teorema es verdadelsabell@LA*, sin tener en cuenta
cualquier error que pudo haber cometido el PM.

Suponiendo que IsabellLA* es correcto, una vez que haya certificado un teorema sabemaomq
error es posible solo si el PM tradujo incorrectamente babg(TLA* la declaracion del teorema. Sin
embargo, el Sistema de Pruebas TLAPS, incluyendo Is@behé, esta enfocado en evitar errores de
alto nivel en sistemas, no en dar los fundamentos formalda amtematica. Es mucho mas probable
que un error en el sistema sea debido a una especificaciomanta o incompleta que a una prueba
incorrecta que haya sido aceptada inadvertidamente poesren TLAPS.

Zenon y otros demostradores secundarios

Actualmente, el Gnico demostrador cuyas pruebas puedearesdicadas es Zenon. TLAPS puede
llegar a usar en el futura otros demostradores secundan@s ruebas puedan ser certificadas por
Isabell¢TLA", incluyendo a SMT solvers como verilT [BCBAdODF09] y ciertaglementaciones de
decision procedures para aritmética de Presburger [CNO8]

Zenon [BDDOT] es un demostrador de teoremas automatieolpgica clasica de primer orden (con
igualdad), basado en el método tableau. Fue inicialmesé&fiddo para generar pruebas chequeables en
el demostrador de teoremas Cog. Luego fue extendido pamagescripts de pruebas chequeables en
Isabelle. Uno de sus objetivos de disefio es resolver pradesimples de manera rapida.

También se ha extendido Zenon para interpretar la logecd ldA?, incluyendo las definiciones
y reglas sobre conjuntos y funciones. El soporte para nuea&s (como strings, tuplas, records y
logica temporal) se van agregando una vez que la correigmtadieoria haya sido desarrollada en
IsabellgTLA*, para asegurar que Zenon produzca scripts de pruebas Qedd3d. A+ pueda chequear.
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Capitulo 3

El asistente de pruebas Isabelle

Isabelle [isa] es un demostrador de teoremas genéricati® para hacer razonamiento interactivo
en una variedad de teorias formales. Provee un lenguajedpacribir las l6gicas-objeto y para probar
sus teoremas, y procedimientos de pruebas Utiles paes\éagicas.

En los demostradores de teoremas genéricos, se l&gita-objetoa la codificacion o axiomatiza-
cion de una logica formal propiamente dicha, es decir,isterna formal o calculo lbgico que consiste
de un lenguaje formal y un conjunto de reglas de inferensiabdlle incluye una amplia familia de
l6gicas-objeto. Algunas son constructivas y otras cési Otras estan basadas en conjuntos, otras en
tipos y funciones, y otras en dominios. En Isabelle se handbizado, por ejemplo, l6gicas de primer
orden (FOL), teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenke),(bgica de alto orden (HOL) y teoria de tipos
constructiva (CTT de Per Martin-Lof).

Isabelle es un descendiente del demostrador de teoremagLbGie for Computable Functions) y
fue escrito originalmente en el lenguaje MLLas reglas de inferencia y tacticas de pruebas a bajo nivel
de Isabelle se escriben en este lenguaje. Isabelle refadssnreglas como proposiciones (no como
funciones) y construye las pruebas combinando reglass EBgt@raciones constituyen la meta-logica
(o entorno légico) en la cual se formalizan las l6gicagtmb Una buena introduccion a Isabelle son

[NPWOZ] y [Pau04].

3.1. Isabell¢Pure: la meta-logica

Las l6gicas-objeto se construyen sobre la l6gica llanadbell¢Pure, que implementa la meta-
logica y provee las estructuras de datos fundamentajess, tterminos, signaturas, teoremas Yy teorias,
tacticas ytacticals(combinadores de tacticas) [Pau89].

Lasreglas de inferenciason teoremas de lmeta-lbgicade Isabelle, que es un fragmento de una
l6gica de alto ordeimntuicionista Las reglas de inferencia tienen la forma:

P .. Pn
Q R (3.1)

donde las formula®; son las premisas, la formuf@ es la conclusion R es el nombre de la regla. Su
notacion en Isabelle es:

[P1;...;Pn] = Q.

Las formulasP; y Q son proposiciones de la meta-l6gica. Las proposiciona®miaas afirman una
declaracion sobre una logica-objeto, corRe's verdadera’,A es un tipo bien formado’, a'‘tiene tipo

1De hecho, el lenguaje de programacion ML (Meta Languagekfeado para escribir las tacticas de prueba de LCF.
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A'. Estas generalmente incluyen predicados declarados| pmuario. Las proposiciones se combinan
por medio de losneta-conectore conectores del nivel de la meta-logiea>, /\ y =. Estos simbolos
fueron elegidos para diferenciarlos de los simbolos d¥asas-objeto.

El conector— es la meta-implicacion. Expresa una consecuencia lagicks reglasP — Q
significa ‘P implica Q'. La notacion [P4;...;P,] = Q abrevia a

Pr=(-=FPr=0Q-)

El conector/ es el meta-cuantificador universal. Expresa generalidddsameglas,/\ x. P significa
‘¢ es verdadera para todo. Las variables meta-ligadas localmente formalizan lado@on ‘X no es
libre en ... tipicas de las reglas de los cuantificadores.

El conector= es la meta-igualdad. Expresa definiciorees;b significa ‘a es igual &'

La meta-logica incluye una regla pazaque expande las definiciones explicitamente. Aunque hay
otras reglas para= y /A, estos conectores estan codificados implicitamentesaredgas de resolucion
de Isabelle.

3.2. Sintaxis kasica

Trabajar con Isabelle implica crear teorias. En térmig@serales, una teoria es una coleccion de
tipos, funciones y teoremas, analogo a un médulo de uulgagle programacion o una especificacion
en un lenguaje de especificacion. Un conjunto de teortasafaina lbgica-objeto. La estructura general
de unateoria se puede ver en la figura 3.1. El coméreloy declara la teoria de nombfey el comando
imports importa recursivamente las definiciones y teoremas de ¢eiteya existenteBy, ..., B, de
las que depende. En la teoflisse declaran nuevos tipos, se definen funciones, operadares)as, etc.

y se prueban teoremas sobre ellos. Todo lo definido en ldasdorportadas es automaticamente visible
en la teoria actual.

theory T
imports By ... By
begin

declaraciones, definiciones y pruebas
end
Figura 3.1: Estructura general de una teoria en Isabelle

Declaracion de tipos y constantes

En la lbgica-objeto de TLA al ser un lenguaje no-tipado, hay un solo tipo declaradip@k. Los
objetos de aridad 0 tienen tigplas formulas de aridad 1 tienen tipe> c, etc.

Las constantes de nomtxg...,c, y tipost,...,n Se declaran con el comandonsts A las cons-
tantes y a las definiciones, opcionalmente, se les puedettargaréntesis una notacion distinta.

consts ¢ :: 71 (notacion)

C1 :: n (noOtacion)
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Definiciones

A las constantes se les puede dar definicibnque es simplemente una abreviacion, es decir, dar
un nuevo nombre para una construccion ya existente. Eicyart las definiciones no pueden ser re-
cursivas. Isabelle ofrece definiciones en el nivel de tipssrminos. Aquellas en el nivel de tipo son
llamadassinbnimos de tipog aquellas en el nivel de términos son llamadas simplenagftaiciones.
Las definiciones se hacen con el comaddénition y tienen la forma:

definition f (notaciorn) where “f(x 1,...,%p) =t”

dondef es el nombre de la constantexy...x, son los argumentos, sobre los que no esta permitido
hacer pattern-matching. El simbaioes una forma especial de igualdad que debe usarse en def@sicio
de constantes. El nombre por defecto de cada definicibret dondef es el nombre de la constante
definida. El comandoonstdefsdeclara el tipo de la constante y da la definicion al mismuopie.

constdefsf:: 7 (notacion “f(x1,..., %) =t"

El comandoaxioms declara formulas como teoremas de la meta-légica, donde,r, son los
identificadores de las formulda, ..., Pn:

axioms rq [atributog: P,

r, [atributog: Py

De hecho, los axiomas son “teoremas axiomaticos” y se prefder a ellos como cualquier otro teo-
rema. Losatributosle dicen a Isabelle qué tipo de regla es y como pueden usartaétodos de prue-
ba automaticos (ver seccién 18.4). Los atributos mas cessonsimpque la declara como regla del
Simplificador,intro y elim, que la declaran como regla de introduccion o eliminacsu vez, estos
atributos si son seguidos depueden declararse como seguros, lo que significa que ndotnamas la
prueba en una que no se pueda probar.

Teoremas

Los teoremasson reglas que, a diferencia de los axiomas, requieren wedar En la figure 312 se
muestra la declaracion de un teorema seguido de su prubeb@mBndotheorem (que es equivalente a
lemma) le da al teorema el nombrey establece que se debe probar la concluSi@adas las hipotesis
Hi. Las construcciones

assumed : Hy and...and hy : H, showsC y [Hy;...;H ] =C

son equivalentes, con la diferencia que en la segunda nopseetke dar los nombrds a las premisas.
Los atributos son los mismos que para los axiomas.

A continuacion se nombran algunos de los comandos de murls comunes. El comandafol-
ding f_defreemplaza & por su definicion en el estado de la prueba. Si no quedan nh@bjetivos,
se termina la prueba con el comantlane También se puede terminar una prueba con el combando
(métodgs), que es similar a hacepply (métodgs, assumptior) y luegodone El comandapply (méto-
dgs) aplica métodos de razonamiento automatico (ver sef@id), o métodos de prueba de deduccion
natural, que es uno de los dos estilos de prueba de Isablatkeo Estilo es el del lenguaje de pruebas Isar
(ver secciom_3.312), que utiliza los comanduwsof y ged para delimitar sus pruebas. En las siguientes
dos secciones se muestran los dos estilos de prueba dddsabel
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theorem/ lemmaT [atributog:
assumeH; and... and H,, showsC

unfolding definiciores
apply (métodgs)

proof

prueba en lenguaje Isar
ged
done/ by (...)

Figura 3.2: Estructura de la declaracion y prueba de uretearen Isabelle

3.3. Pruebas

Una regla de inferencia corho 8.1 puede leerse de dos maberags de la forma: “si conozco esto
y esto entonces puedo deducir esto”. Por ejemplo, si tergoiddba ded y la prueba dé entonces tengo
la prueba deA A B. A esto se lo llama razonamiento “hacia adelantédm-down desde las premisas a
la conclusion. La otra manera es decir: “para probar est@a que probar esto y esto”. Por ejemplo,
para probaA A B, hay que probaA y hay que probaB. Esto es llamado razonamiento “hacia atras” o
bottom-up, que procede de la conclusitn a las premisasc8eguke la conclusion es ebjetivoa probar
y las premisas son IasibobjetivosPor eso se la llama también prueba dirigida por el objetivo

Isabelle implementa dos estilos de prueba: uno basado eraéd natural y otro, implementado
por el lenguaje Isar, que utiliza sb6lo el razonamiento daclelante y que tiene por objetivo escribir
pruebas faciles de leer para las personas, mas que paaiasitadoras.

3.3.1. Pruebas por deducéin natural

La deduccion natural es un intento de formalizar la lbgleamanera que refleje los patrones de
razonamiento humanb [Pau86]. Para cada simbolo l6gigabs tipos de reglas: de introduccion y de
eliminacion. La regla de introduccion permite inferir simbolo l6gico, llevan la informacion hacia
adelante por construccion. La regla de eliminacion perateducir consecuencias de un simbolo l6gico,
llevan la informacion hacia atras por deconstruccioor. IB tanto, en el modelo formal diéeduccion
natural, el flujo de informacion es bidireccional. Una prueba deugetbn natural no tiene una lectura
puramente hacia adelante o hacia atras, lo que hace quiasiéae usar en una prueba interactiva, pero
dificil de automatizar.

Lastéacticasson funciones que transforman estados de prueba. En lasagrde Isabelle se razona
principalmente hacia atras, aplicando tacticas suassivios (sub)objetivos desde el estado de prueba
inicial hasta llegar a un estado de prueba final. En el modetteduccion natural, cada paso de la prueba
consiste en identificar el simbolo lbgico mas externo ke fdrmula y aplicar la correspondiente regla.
El resultado es la creacion de nuevos subobjetivos a plarta unificacion con la formula elegida.

Al expandir las definiciones de la constantes puede haceer@amenormemente el largo del obje-
tivo. Derivar las reglas de deduccién natural para talestemtes permite razonar en términos de sus
propiedades clave, lo que de otra manera pueden llegar taseupor los detalles de sus definiciones.
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Reglas de introduccon

Una regla de introduccion permite inferir una formula goatiene un simbolo logico determinado.
Por ejemplo, la regla de introduccion de la conjunciah) (dice que si tenemoBy Q como premisas
entonces tenemd3A Q. Analogamente, para la disyuncion, hay dos reglas dedaotcion ¢11y vI12).
La notacion usual es:

P Q P
pro M) BVQ

(vI1) % (vI2)

Las reglas introducen el simbolo en su conclusion. Cuapticamos esta regla en una prueba, el objetivo
ya tiene la forma de una conjuncion. Lo que hace este pasoptaeba es sacar el simbolo del objetivo.
En Isabelle estas reglas se llantamil, disjl1 y disjl2 y su notacion es:

[?P;2Q] =7?P A 2Q (conjl) P=—?Pv?2Q (disjl) ?2Q=?Pv?2Q (disjl2)

Si se aplica laregla hacia atras, Isabelle tratardficar el objetivo que se quiere probar con la conclusion
de la regla. Si la unificacion da resultado, se deben praisandevos subobjetivos que corresponden a
las premisas (dos en el caso de la introduccion). (El poodesunificacion se explica mas abajo.)

Reglas de eliminaadbn

Lasreglas de eliminaciofuncionan de manera opuesta a las reglas de introduccéda.l&@conjun-
cion, hay dos reglas de eliminacion. Pe Q se deducé y también se dedud®:

PAQ
P

PAQ
Q

Para el caso de la disyuncion, la situacion es distintaPReQ no se puede concluir que es
verdadera o qué) es verdadera. No hay una regla de eliminacion directa camlp conjuncion; en
su lugar la regla funciona de manera indirecta. Si se interttbar otra formula, por ejemplg, y se
sabe qué® Vv Q se cumple, entonces hay que considerar dos casos. Se puedeq@geP es verdadera y
probarRy después asumir qu@ es verdadera y prob& una segunda vez. Hay que prolados veces,
bajo premisas diferentes. La notacion de la regla es:

Pl [Q

PvQ R
R

(AED)

(AE2)

R (vE)

Las premisasH] y [Q] se escriben entre corchetes para recalcar que son localessaibpruebas. En
Isabelle las reglas se llamannjE1, conjE2y disjEy la notacion es:

[?P A 2Q] =7P (conjE)) [?P A 2Q] =7?Q (conjE2
[?PV ?2Q;?7P =7R, 7P =7Q] =7R (disjE)

Unificacion y métodos de aplicadn de reglas de inferencia

Ademas de distinguir, como es habitual, entre variablagdiy variables ligadas, Isabelle tiene un
tercer tipo de variable, llamadariable esquematica desconocidd Sus identificadores tienen un ?
como primer caracter y son usadas durante el proceso deagifific Una variable esquematica es una

2Este tipo de variables son llamadasiables lbgicasn el lenguaje de programacion Prolog.
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variable libre, pero puede ser instanciada con otro t&rdirante el proceso de prueba. Por ejemplo,
el teoremax = x en Isabelle se representa como=2x, lo que significa que Isabelle puede instanciarlo
arbitrariamente, a diferencia de las variables comunespgumanecen fijas, aunque parezca contradic-
torio.

La unificacibn—concepto conocido por los usuario de Prolog— es hacer qgiduinos coincidan
de forma idéntica, posiblemente reemplazando sus vasasquematicas por terminos. En los casos
mas simple se hace pattern-matching, que reemplaza leariab sélo uno de los términos. El método
rule usualmente hace coincidir la conclusion de la regla corulblsjetivo que se quiere probar. El
métodoassumption hace coincidir el subobjetivo con alguna de las premisasurificacion puede
instanciar variables en ambos términos; el métade puede hacer esto si el objetivo contiene variables
esquematicas. La variable es actualizada al mismo tiempod®s los lugares que aparezca en la regla
0 en la prueba. Las variables esquematicas en los objegpossentan términos desconocidos. Pueden
ser completadas mas adelante, a veces en varias etapasgsautomaticamente.

Suponemos la regla de inferendade la expresiof 3l1. Los métodos de aplicacion de regis m
usados son los siguientes (y son en general variantes detionéle):

rule R unificaQ con el primer subobjetivo reemplazandolo panuevos subobjetivos: las instancias
deP;,...,Pn. Aplica basicamente razonamiento hacia atras y por ko tamapropiado para las reglas de
introduccion.

erule R unificaQ con el primer subobjetivo y al mismo tiempo unifieacon alguna de las hipotesis.
El subobjetivo es reemplazado por 1 nuevos subobjetivos de pruebas de instancid@de., P, ahora
sin la hipotesid;. Este método es apropiado para las reglas de eliminacion.

drule R unificaP; con alguna premisa, la cual después elimina. El subobjesweemplazado par- 1
nuevos subobjetivos de pruebas de instanciaBxge., P,; cada nuevo subobjetivo tiene una premisa
demas: una instancia @@ Este método es apropiado para las reglas de destruccion.

Isabelle usa unificacion de alto orden [Hue75], que trataqjel-calculo tipado. El procedimiento de
blsqueda que utiliza es, por lo tanto, potencialmenteenidible en el caso general pero funciona bien
en los casos simples que generalmente surgen en la pr&migarticular, se encarga del razonamiento
de cuantificadores.

Pruebas por induccbn

Aunqgue no es parte del modelo de deducciébn natural, ottodo&le prueba muy utilizado, espe-
cialmente al trabajar con nUmeros naturales, esdaccion matematiceEn Isabelle, el métodmduct
aplica el principio de induccion especifico del tipo dedaiable al que se esté aplicando.

P(0) AXP(X) = P(x+1)
P(n)

(natinduci

Para los naturales el principio de inducciénneg.induct para probar la propiedad en la variablen
(aqui implicitamente de tipo natural) debe probd@®) y que si valdP’(x) entonces val®(x+ 1).

3.3.2. Ellenguaje de pruebas Isar

Tradicionalmente, una prueba en Isabelle es una secueasia menos estructurada de comandos
apply que manipulan el estado de la prueba. Para una persona cgldad&to de la prueba, solo puede
entenderla si ve los estados intermedios en los que se draumsa que generalmente no es posible. El
lenguaje de pruebdsar WenQ09] representa otro estilo de pruebas de Isabakesqgluciona estos
problemas. Son estos aspectos lo que le permiten tambi@namel mantenimiento de las pruebas. Isar
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Objetivo del estado de la pruebaA x3 ... Xm.[ P1; ... ;P = C"
proof
fix X1 ... Xn — fija las variables esquematicas
assumepl:“P,” and...andpn:“P,” — pies la etiqueta de la premifa

from factshave“...” — resultado intermedio usando los heclfasts
Proof ()

show“C”
Proof ()
ged

Figura 3.3: Esquema simplificado de prueba en Isar

es similar al lenguaje de pruebas de TEAver secciom 2]3) aunque no esta estructurado exactardent
manera jerarquica como este. En Isabelle es el estilo @édargue priorizamos usar.

En la figurd 3.B se muestra el esquema simplificado de unagarelsar. En cualquier momento del
estado de una prueba se puede entrar al entorno de pruetss derl el comandproof, y finalizarla
conged. Luego deassumese deben listar las premisas y opcionalmente se las puegetat para un
posterior uso. Por ejemplo, se las puede usarficon, en la prueba de un paso interme@pconhave
Q. El comandcshowestablece la conclusion del objetivo. Los pasos interasegila conclusion deben
probarse, no importa en qué estilo de prueba. En caso deagaents de un subobjetivo, se separan sus
pruebas respectivas (es decir, la estructiurassumeshow) con el comandmext.

3.4. Razonamiento automtico

Isabelle no encuentra pruebas automaticamente. Lasgwuetuieren de usuarios entrenados, quie-
nes son los que deben decidir qué lemas intermedios prai# kierramientas o métodos aplicar. Entre
estos métodos, Isabelle cuenta con varias tacticas deaadento automatico.

Las tacticas mapean el estado de una prueba a una lista ibkepastados siguientes. Es posible
entonces hacer backtracking y las tactivas pueden implimestrategias de blusqueda tales cdeqih-
first, best-firsty iterative deepening Isabelle provee varias herramientas genéricas poaerestre las
que se encuentran el Simplificador y el Razonador Clasiesqno las mas usadas.

3.4.1. El Simplificador

La simplificacibnes una tactica automatica que aplica reglas de reescsitiore un objetivo y luego
intenta probar el objetivo reescrito usando una tactiatadasor el usuario. Una regla de reescritura
condicional solo se aplica si la simplificacion recurgiraeba la condicion instanciada. La reescritura
funciona no s6lo por ecuaciones de igualdad, sino parajaigalrelacion reflexivaransitiva con leyes
de congruencia.

La simplificacion es una de las herramientas centralesassaar los demostradores de teoremas y
otros sistemas similares. La herramienta en si es lla@sglificador(simplifieren inglés). Basicamen-
te lo que hace es aplicar iterativamergescritura de términosn base a ecuaciones (llamadaglas de
reescriturg, reemplazando su lado izquierdo por el derecho. La palabescritura” es mas adecuada
gue “simplificacion” ya que los términos no necesariamesg vuelven mas simples durante el proceso.
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En Isabelle, los axiomas o teoremas se habilitan para sdosiggor el Simplificador al poner el
modificador[simp] luego del nombre de la regla, de la misma manera que se dedémraeglas de
deduccién natural. Casi cualquier axioma o teorema puedamrse como regla de simplificacion y el
Simplificador lo transformara en una ecuacion. Por ejemgllteorema-P se convierte e® = FALSE, O
Qe NatenQ € Nat = TRUE.

Pero debe tenerse cuidado al habilitar por defecto un teomo regla de simplificacion. Sélo
deben declararse las ecuaciones donde su lado derechaaseéaimple” que el izquierdo. El proceso
de simplificacion puede no terminar. Por ejemplo, si laseicmesP = Q y Q = P pertenecen al mismo
tiempo al conjunto de reglas del Simplificador. O en el castasleeglas de la propiedad asociativa o
distributiva, que s6lo cambian la estructura de las féasiy pueden producir una explosion de térmi-
nos si no son usadas correctamente. Es responsabilidadudgiaino incluir reglas que lleven a la no
terminacion del proceso.

En estos casos particulares, si se quiere que el Simplifices#oun teoremad, se lo puede agregar
explicitamente al conjunto de reglas de simplificacion ebmodificadoradd A veces, es necesario
deshabilitar, con el modificaddiel, una regleB que fue agredada por defecto. Por ejemplo:

apply (simp add: A del: B)

3.4.2. El Razonador Césico

El Razonador Clasico de Isabelle es un método autom@tiedntenta resolver la mayor cantidad de
subobjetivos posibles usando mayormente simplificacion goco de deduccion natural. Se invoca con
el métodoautq y utiliza un conjunto de tacticas automaticas. Lasi¢astson genéricas, es decir, que
no estan restringidas a una légica en particular, y pusdensadas independientemente. Por lo tanto, el
Razonador Clasico se instancia de acuerdo a las casdici@siparticulares de cada légica-objeto.

Cada tactica automatica toma una coleccion de reglasificadas como de introduccion o de elimi-
nacion, seguras 0 no-seguras. En general, las reglasasqmueden intentar usarse sin pensar, mientras
gue las no seguras deben usarse con cuidado. Una regla segiegbe nunca reducir un objetivo que es
posible probarlo a un conjunto de subobjetivos no-protsable

El Razonador Clasico aplica heuristicas naives paraapros teoremas en el estilo del calculo de
secuentes. A pesar de su simplicidad, puede probar una amadad de problemas. No esta restringido
a la lbgica de primer orden, pero aprovecha cada regla dediacdion natural.

La mayoria de las logicas estan basadas en la logicaedécpdos, como TLA, o la contienen como
un subconjunto, como en el caso de la logica de alto ordedeb@stracion de teoremas en la logica de
predicados es no-decidible, pero hay muchas estrategiamaiticas que pueden usarse en la practica.

Otras métodos ademas dato implementan variantes del Razonador Clasico. El méfodte es
similar aauto pero se aplica a un solo objetivo. Mientras queo trata de simplificar subobjetivos y
probar los que son facilegprce trata por todos los medios de probar uno solo. El métsaife sdlo
aplica reglas seguras. El métodarify aplica las reglas obvias sin dividir el objetivogcharsimpes una
combinacion delarify y simp El métodoblastes superior a estos si se trata de razonar sobre formulas
sin ecuaciones.
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Capitulo 4

Teorias de IsabellgTLA™Y

Eltrabajo realizado en esta tesina esta construido sabtedrias yaimplementadas de IsabbELA*,
gue describiremos en este capitulo. Como toda logicetmloje Isabelle, IsabellELA* esta construida
sobre Isabell@ure (ver seccioh~3.1). En la figurald.1 puede verse las depeias entre las teorias.
(Entre corchetes figura el nombre de la teoria en Isab&lg yemos que la primer teoria desarrollada es
la Logica de Predicados, que incluye la lbgica proposaioa la que luego se le fue agregando la Teoria
de Conjuntos, la definicibn de Funciones y Puntos Fijos,optestruccion de Nimeros Naturales.

A partir de los nUmeros naturales se construyen las teddsarrolladas en este trabajo (en la figura
aparecen en negrita) y que se veran en los dos capitulasersigs. Estas son: las Relaciones de Orden de
los naturales, los operadores Aritméticos de suma, nfiglipon y resta, la definicion y los operadores
aritméticos de los NUmeros Enteros, y la Division entera

La teoria que incluye las Tuplas y Records fue desarrotadazaralelo a este trabajo por el proyecto.
De ella dependen parcialmente la teoria de Divisionnh§srly Expresionesase. Aqui daremos una
vision general de cada una de las teorias mostrando lamoitefies y lemas relevantes que seran usados
mas adelante.

4.1. Logica chsica de primer orden

En esta teoria se axiomatiza la logica clasica de prindrg que es la base de la formalizacion de
TLA'. Ademas, se instancian y configuran para Tlas herramientas y métodos de prueba automaticos,
comoauto (el Razonador Clasico¥imp(el Simplificador) y blast. Los terminos y formulas de TLA&n
la meta-logica, tienen el tipo Uniay que representa el universo de las constantes.

Los simbolos y expresiones de la sintaxis de Tl@gicas tienen la semantica usual. En esta teoria
se definen los que se listan a continuacion (por orden deaéfii

Igualdad

LETd;1 £ e ...d2e,IN€

Los axiomas de igualdad son reflexivos y una regla afirmaeueinos iguales son intercambiables en
el meta-nivel (esto se usa para setear el mecanismo deita@gcr

L 6gica proposicional

TRUE FALSE IF P THEN €1 ELSE & [e; Si p es verdadero, si ne]
- AV = & #
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Division Entera [Division] Expresiones CASE [CaseExpressions]

Numeros Enteros [Integers] Strings, Records|[Strings]

Aritmética de Nat [NatArith] Tuplas, Relaciones [Tuples]
Relaciones de Orden de Nat [NatOrderings]

Numeros Naturales [Peano]

Funciones [FuwA i?sFijos [FixedPoints]

Teoria de Conjuntos [SetTheory]

Loégica de Predicados [PredicatelLogic]

Isabelle/Pure

Figura 4.1: Dependencias entre las teorias de Is@behet+

La logica proposicional se presenta de una forma no eatahds valores de verdagkuE y FALSE, Y
las expresiones de condicitm ( THEN _ ELSE _) Se declaran como constantes. Los conectivos Booleanos
se definen de manera que devuelvan solo los valoes 0 FALSE, mas alla de cuales sean sus argu-
mentos. Esto permite probar varias leyes de la lbgica giojpmal, lo que es Util para el razonamiento
automatico basado en reescritura.

Debido a que TLA es no-tipado, la equivalencia es diferente a la igualdade$e tener cuidado al
expresar leyes de la logica proposicional. Por ejemplagae la equivalenciaRuE A A & A es valida, no
se puede afirmar la leskue A A= A, ya que no hay forma de conocer el valorr®eE A 3, por ejemplo.
Estas igualdades son validas s6lo si son aplicadas astopes Booleanas. Para que puedan ser usadas
por los métodos automaticos, se introducen el predicaslitiar isBool que es verdadero precisamente
cuando los argumentos son Booleanos, y la operdoimiify, que convierte argumentos arbitrarios a
una expresion Booleana equivalente (en el sentidesiiePor lo tanto, para cada predicado u operador
BooleanoP definido en las teorias, deben probarse los lemas:

lemma[simp]: “boolify(P(x)) = P(x)”
lemmalintro!, simp]: “isBool(P(x))”

L 6gica de primer orden

CHOOSE X : P
VX p Ix:p
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El operadoicHooSE ya se explicd en la secci@n 2.2. Aqui se lo define axiaraatente y de este se deriva
la definicion de los cuantificadores “para todo” y “existe”.

4.2. Teolia de conjuntos

Esta teoria define la version de la teoria de conjuntaficiomal Zermelo-Frankel que subyace a
TLA". Se define la sintaxis basica y la axiomatizacion de ladede conjuntos. Aqui se definen las
versiones ligadas de los cuantificadores y del operaa@oosk.

En esta teoria se definen los siguientes simbolos y opemdstandar:

BOOLEAN [el CONjuntO{TRUE, FALSE }]

€ ¢ U n C \[diferencia de conjuntos]

{e1,....en} [El conjunto de elementos]

{xeS:p} [Elconjunto de elementos deS que satisfaceip]
{e: xe S} [El conjunto de elementostal quex pertenece &]
SUBSET S  [El conjunto de subconjuntos &

UNION S [Unidn de todos los elementos &

¥xeS:p dxeS : p CHOOSE X€S : p

4.3. Funciones

En TLA" las funciones no son definidas (por ejemplo, como un conjdatpares), sino que son
axiomatizadas. Es decir, se declara un conjunto de axiorpagtiadel cual se define la sintaxis de las
funciones y se demuestran sus propiedades. De hecho, s panplas son definidos mas adelante
como funciones especiales. Justamente, este enfoque ajdelaificar las funciones y a automatizar su
razonamiento (con el predicaé®AFcn definido a partir de uno de los axiomas).

En esta teoria se definen los siguientes simbolos y erpessie la sintaxis estandar:

el [Aplicacion de funcion]

DOMAIN f [Dominio de la funciénf]

[Xe S+ € [Funcion f tal quef[x] = e parax € S]

[S—T] [Conjunto de funcioneg con f[)f] e T paraxe S]

[f EXCEPT |[€1] = ] [Funci()nfigual af excepto qué [e;] = e.
Un @ en lugar de, equivale af[e;].]

Se consideran sbélo funciones unarias; las funciones adtiphes argumentos son definidas como
funciones sobre productos. También se definen otros apemde funcion como imagen de un conjunto
bajo una funcién y rango de una funcion, y los predicadosgectividad, biyectividad y de funcion
inversa.

4.4. Puntos fijos

En esta teoria se desarrolla el teorema de Knaster-Tgtekegstablece que cualquier funcibn monboto-
na en un latice completo tiene un minimo punto fijo (leagidigoint, Ifp) y un maximo punto fijo (gfp).
Estos conceptos son usados luego en la teoria Peano (ecians&.5), en la construccion de los nime-
ros naturales, donde se prueba la existencia de una estrupta satisface los axiomas de Peano, y
en la definicion recursiva de los conjuntogto (upto(n) = {0,...,n}). También sirven como test de la
formalizacion de la teoria de conjuntos.
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4.5. NImeros naturales

Los axiomas de Peano son usados como el formalismo estdadas nUmeros naturales en la
lbgica matematica. A partir de este conjunto de cincoragi® se definen los elementos que formaran el
conjunto de niumeros naturales. Para esto, se prueba farei@sde un predicado sobre los argumentos
N, Z y Succque satisfaga estos axiomas y de este se derivan los respezigmentodlat, Zero, Succ.

La representacion tradicional de los niimeros naturaleks £xplicitamente para cada uno como una
constante que se traduce en una sucesion de aplicacioSescd®or ejemplo:

syntax

17 o te” (1) — Declaracion de la constante “1".
translations

“1” = “Succ[0]”

Ademas de las reglas basicas de introduccion y elimbmage los elementos definidos, se define el
principio de induccibn para naturales (la regéinductB y la regla para el analisis de casos de naturales
(natCasel También se incluyen los intervalos de nUmeros natsiiaieiales, es decir, los intervalos de
1 hastan incluido (1.. n). Se definen inductivamente como el conjunto mas chicoudeends naturales
gque contiene ay es cerrado bajo el predecesor.

La relacion de orden entre naturales “mayor o igual) éstaba definida en esta teoria en funcion
del operador upto. En este trabajo, como se vera mas éeletanextendio la definicion a la relacion
de orden estrictaq). La gran cantidad de propiedades declaradas y probadasallmover todos estos
conceptos a la nueva teofi@mtOrderings

4.6. Tuplas, Relaciones, Strings y Records

La formalizacion de IsabellELA* se ha continuado desarrollando mas alla de la aritmégdas
nimeros enteros que se ha hecho en este trabajo. Es aspauie de éste se fueron agregando los res-
tantes operadores constantes de Thée dependen de los conceptos de relaciones de orden deestur
y de los operadores aritméticos.

Tuplas y Relaciones Las tuplas de tamafio son funciones cuyos dominios son los intervalos de la
forma 1.. n, es decir, la secuencia de nUimeros naturales de Las relaciones son conjuntos de tuplas.
En esta teoria también se introduce la notaciong,y : T], que denota el conjunto de funcionégon
dominio{x,y} tal quef[x] e Sy f[y] € T, y la nociones estandar de relaciones binarias, comdoaks

de orden y relaciones de equivalencia. También se foraralas expresionassk.

Strings Los caracteres son representados como pares de nimeenetiexales (de hecho, nUmeros
naturales del 0 al 15) y los strings como secuencias de eagact

Records Son representados como funciones con dominio en Stringsjétoplo, ( foo” ;> 1) @@ (’bar” :>
TRUE). LOS conjuntos de records se representan como conjuntiomcdienes enumeradas, por ejemplo:
[”foo” : Nat” bar” : BOOLEAN]. La implementacion de la sintaxis estandar de TlpAra records no es
sencilla, ya que el lexer de Isabelle distingue entre ifleatlores y strings: estos Ultimos deben aparecer
entre dos comillas simples.
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Capitulo 5

Formalizacion de la aritmeética de los
nameros naturales

En este capitulo describiremos uno de los principalestepde este trabajo: la formalizacion de las
conceptos aritméticos del lenguaje TLén el lbgica-objeto IsabelfELA*. Definiremos los operadores
aritméticos dados en los médulos estandar de*TiNAturalse Integerspara que satisfagan la sintaxis
y semantica de TLAalli definidas (ver seccioh 2.2.3). Estos operadores soma, multiplicacion,
exponenciacion, resta, division y médulo. En este toépidaremos sus definiciones con argumentos
pertenecientes al conjunto de los nimeros naturales ysguinte capitulo, con argumentos enteros.

La mayoria de las funciones estudiadas en teoria de w8meosmo por ejemplo suma, division,
factorial, exponencial, etc., y las que queremos definit @ge son un subconjunto de estas, Emursi-
vas primitivas De hecho es dificil encontrar funciones que no lo seara &efinirlas recursivamente en
IsabellgTLA* necesitamos uasquema de recursion primitigmbre los niUmeros naturales, que lo decla-
raremos como un nuevo axioma. Con el esquema de recursi@mos definir las funciones aritméticas
y probar sus propiedades algebraicas.

El conjunto de reglas aqui declaradas esta basado erglas dadas en las logicas IsabgleL e
IsabellgZF. Aunque son sustancialmente distintas, se extrajoritdoion sobre qué teoremas agregar al
Simplificador o al Razonador Clasico.

Por falta de espacio, solo presentaremos las pruebas tleolesnas que consideremos relevantes.
Todos los teoremas o lemas aqui declarados estan probasigsuebas que no estén presentes aqui se
encontraran en el apéndicé A.

5.1. Esquema de recurgin sobre los naturales

Declaramos como axioma un esquema para definir funcionessiegs primitivas con un argumento
y dominio en los naturales, que luego sera usado para dkfisirma, la multiplicacion, la resta y la
exponenciacion entre naturales.

axioms
primrec.nat: “ 3f : isAFcn(f) A DOMAIN f= Nat
Af[0] = e
A (Yne Nat : f[Succ[n]] = h(n, f[n]))”

El axiomaprimrec.nat nos asegura gue exisfe que es una funcion con dominio &laty que f tiene
un caso base y un paso recursivo. La aplicaciorf @ el caso base (0) devuelve la expresiia
aplicacion def enn+ 1 devuelve una funcioh que depende dey de la aplicacion de€ en el paso
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anterior, f[n]. Las variables no ligadasy h son variables esquematicas de Isabelle (ver seEciofi)3.3.
es decir que pueden instanciarse con cualquier expresiércgmplan respectivamente cer S y
¥ne Natxe S: h(n,X) € S, donde la funcionf € [Nat — S] (f € ‘conjunto de funciones ddatenS’).
Por lo tanto el axiomarimrec.nat en realidad es upsquema de axiomagermite instanciar infinitos
teoremas a partir de este, correspondientes a infinitagohggrecursivas primitivas.

Esta es s6lo una de las formas de definir un esquema de tetwdre los naturales. Se puede
comprobar la necesidad de la formula que representa a@steaal intentar probar teoremas basicos de
funciones primitivas, como haremos mas adelante. En leebps se llega a un punto donde uno de los
subobijetivos es la formula expresada pomrec.naty no hay manera de probarla a partir de las teorias
anteriormente definidas. Simplemente por este motivo podegustificar la declaracion daimrec nat
como axioma.

Del axioma anterior derivamos faciimente el lema equiMabprimrecnat Este lema, en estructura
similar al axioma, difiere en que la variabfeesta ligada { € [Nat — S]) y donde las condiciones
sobre las variables libres estan como premisas. Esto figrmis adelante instanciarlas para facilitar las
pruebas. Este lema se prueba facilmente del axioma.

lemmabprimrec.nat:
assumese € S” and“vYne Nat:¥xe S:h(nx)eS”
shows" Af € [Nat — S]: f[0] = e A (Yn e Nat: f[Succ[n]] = h(n,f[n]))”

El axioma y el lema que acabamos de definir se agregan coneodaala teoridPeano

5.2. Suma

Intuitivamente, podemos definir de manera recursiva a leidansumaf con las reglas

f(m0O) = m
fimn+1) = f(mn)+1

gue, en la notacion de TIEAson equivalentes a las ecuaciones

m+0 = m (5.1)
m+ Succ[n] = Succ[m+n] (5.2)
El argumento sobre el que aplicamos recursion es el segiiedwos que el resultado del caso base es
my el paso recursivo es aplicar la funcion sucesova®n+ n]. En el esquema del len@primrec nat,
podemos instanciar las variables libres satisfaciendbifexesis del lema original:
e = m
S = Nat
h = anf. Suc[f]

Asi obtenemos el nuevo lema en Isabdiigrimrecnaffof m Nat“A nf.Succ[f]"] que equivale a la
expresion:

[me Nat ¥n,x e Nat: Suc¢x] € Naf]
— dfe[Nat>Natf]: f[0] =mA (¥Yne Nat: f[Succ[n]] = Succ[ f[n]]) (5.3)

que demuestra que existe la funcion recursiva que quereefosr, si se cumplen las premisas. Pa-
ra construirla debemos aplicar esta funcién al argumeanta funcion recursiva de la suma, llamada
primrec.addm,n), la definimos con el operadoroosk de la siguiente manera:
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definition primrecaddwhere
“primrec_add(m,n)= LET g = (cHOOSE f € [Nat — Nat] :
f[0] =m
A (Yx e Nat : f[Succ[X]] = Succ[f[X]]))
N g[n]”

Una de las premisas dmrimrecnat ese € Nat, que en el lema 5.3 equivalenae Nat Como f
tiene dominio erNat es necesario que la varialiie Nat. Ya que en Isabell@LA* no hay inferencia de
tipos, por seguridad definimos una nueva fun@ddnque llama a la recién definigaimrec.add y a la
gue se le agregan como condicibn que ambos argumentosgmarém al conjuntdlat. A raiz de esto, es
gue todos los lemas que usen esta definicibn también debletiricomo hipotesis que los argumentos
pertenezcan al conjunto de los naturales, para poder fdesala definiciobn de suma. Al mismo tiempo,
ademas le damos la notacion usual de la suma con el comaindodonde el nUmero 65 es el nivel de
precedencia del operador.

definition addn ::“[c,c] = ¢” (infixl“ +” 65)
where natadd.def:“ [ me Nat; ne Nat] = (m+ n) = primrec.add(m,n)”

5.2.1. La propiedad de clausuray su prueba

Ya tenemos las definiciones, ahora comenzaremos a prol@egades sobre ellas. En primer lugar
probamos la clausura de la suma. Desarrollaremos estargioeba en pasos sencillos y mostrando los
subobijetivos intermedios.

lemmaaddIsNat [intro!,simp]:
“I me Nat; ne Nat] = m+ ne Nat”
unfolding natadd.def primrecadd.def Letdef

Este lema sera muy Gtil en muchas de las pruebas de lemasduyan suma. Con el atributeimp
estamos agregando el lema al Simplificador y con el trimtto! estamos declarando al lema como una
regla de introduccion segura, informacion que seraagad elrazonador clasico(Sobre los atributos,
ver secciomn 3]2.)

Para probarlo, comenzamos desarmando todas las defis@mnacticas con el comandafolding
hasta un nivel que permita aplicar algln lema ya conocidhmrd, el nuevo objetivo es:

1.[ meNat;neNat] = (cHoosE f € [Nat — Nat] :
fl0] = mA (Yxe Nat: f[Succ[X]] = Succ[f[X]]))[n] € Nat

Aqui podemos usar la regla de introduccion del operadoose llamadabChoosel?2 definida en la
teoriaPredicateLogigoara deshacernos del operador.

Ax e ?2A:?P(X) AX[X€e€?A; ?P(X)] =?Q(X)

2Q(CHOOSE X € ?A:7P(x)) bChoosel2

Aplicamos la regla usando el métodde (ver[3.:3.1), que intentanificar el objetivo con la conclusion
de la regla:

apply (rule bChoosel2)

La aplicacién del método es exitoso y dos nuevos subsbgetion derivados, correspondientes a las dos
premisas de la regla aplicada:
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1.[ me Nat; ne Nat]
= dx e [Nat — Nat] : Xx[0] = m A (Yxae Nat : x[Succ[xa]] = Succ[x[xa]])
2. AX.[ me Nat; ne Nat; xe [Nat — Nat];
X[0] =mA (Yxae Nat : x[Succ[xa]] = Succ[x[xa]]) ]
= X[n] € Nat

El primer subobjetivo es exactamente el [édma 5.3 que dedsatebprimrecnat Aqui notamos que no
es posible demostrar este subobjetivo a partir de los temgmdefinidos, excepto si usamos el esquema
de recursion. El segundo subobjetivo es una propiedadsdenaiones, que se puede probar usando sbélo
las premisax € [Nat — Naf] y ne Nat

Entonces usamos el lerbarimrec.nat sobre el objetivo 1, otra vez por unificacion:

apply (rule bprimrecnat)

El siguiente paso es probar las hipbtesis derivadas dal tenién aplicado, que son los nuevos suboje-
tivos 1y 2:

1.[ me Nat; ne Nat] = me Nat

2.[ me Nat; ne Nat] = ¥ x € Nat : Succ[x] € Nat

3. AX.[ me Nat; ne Nat; xe [Nat — Nat];
X[0] = mA (¥xae Nat : X[Succ[xa]] = Succ[x[xa]]) ]
= X[n] € Nat

Se puede finalizar la prueba con la tactica automaitita La prueba completa del lema puede resumirse
en estos dos pasos:

unfolding natadd.def primrecadd.def Letdef
by (rule bChoosel2, rule bprimrenat, auto)

5.2.2. Elcaso basey el paso recursivo

Las siguientes propiedades de la suma que probaremos sasocebase y el paso recursivo de la
definicion, esto es, respectivamente, las formblas 4.1y Bstos lemas, por ser justamente las dos
ecuaciones que definen la funcibn suma, seran usados derm@delante en lugar de la definicion
explicita del operador cuando se deba referirse a ellagemalprueba.

lemmaadd.O_nat [simp]: — Caso base5.1
‘neNat=n+0=n"
apply (simp add: natadd.def primrecadd.def Letdef)
by (rule bChoosel2, rule bprimrenat, auto)

lemmaadd.Succnat [simp]: — Paso recursivb 5.2
“[ me Nat; ne Nat] = m+ Succ[n] = Succ[m + n]”
apply (simp add: natadd.def primrecadd.def Letdef)
by (rule bChoosel2, rule bprimrenat, auto)

Las pruebas son bastantes similares a la prueba anteriarv&s el comandainfolding no bas-
tard para desarmar las definiciones, ya que faltan conumidsis’que ambos argumentos pertenezcan a
Nat Es por esto que usamos el Simplificador que ya cuenta iitapliente con las reglaserolsNat
“0 € Nat’, usada en el primer casosycclsNat“x e Nat= Succ[X] € Nat’, en el segundo. El resto de
las pruebas se completa en ambos casos de la misma forma lgusreaba deddIsNat
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De ahora en mas, para cada operador definido en base al esdaeactursion para los naturales, las
pruebas de la propiedad de clausura y de los lemas del casy Bakpaso recursivo seran practicamente
las mismas (obviamente cambiando el lema de definicion plaglor en cuestion). Estos operadores
son: suma, multiplicacion, resta y exponenciacion.

5.2.3. Otras propiedades algebraicas

A partir de ahora, no necesitaremos usar el axioma de esqidenegursion en las pruebas sobre la
suma. So6lo bastaran, en principio, los tres lemas queaawadde definir y que hemos agregado al Sim-
plificador. Tampoco sera necesario desde ahora desaraefiniicion de suma, todo se ira construyendo
a partir de estos tres lemas base.

La propiedad que queremos probar ahora€8 & n:

lemmaadd.O_leftnat [simp]: “n e Nat=0+n=n"

A diferencia del lema anteriaadd.O_nat (simétrico a este), el argumento recursivo no corresponde
a ninguno de los dos del esquema recursivo. Si comenzamasidagpdesarmando las definiciones,
llegamos a un punto en donde no podemos avanzar con la pfaedagar de esto, aplicaremos el
método inductivo sobre la Gnica variable. EI método otd, aplicado a los naturales, usapnmcipio
de inducciordefinido por la reglaatinductEdefinida en la teori@eano

ne Nat P(0) AX.[xe Nat P(X)] = P(Succ[X])
P(n)
La aplicacion del principio de induccion de los naturademera dos nuevos subobjetivos: el caso
base y el paso inductivo.

natinductE

apply (induct set: Nat)
1.0+0=0
2. AX.[ xe Nat; 0+ x=x] = 0+ Succ[X] = Succ[X]

Podemos terminar la prueba usando el Simplificador en amlmxbetivos. En el primer caso, el
Simplificador aplicara implicitamente el lenaad O_nat En el segundo, aplicaradd Succnat para
reescribir el objetivo, primero en t8c[0 + X] = Succ[X]", y luego en “Sicc[X] = Succ[X]”, usando la
hipotesis inductiva. La prueba completa es:

by (induct set: Nat, simall)

El lema simétrico dadd. Succnat esadd Succleft.naty se prueba también por inducdibrcomo
la mayoria de las propiedades de la suma que siguen.

lemmaadd. Succleft_nat [simp]:
“I ne Nat; me Nat] = Succ[m] + n= Succ[m + n]” by (induct set: Nat, simgall)

La propiedad conmutativa y la propiedad asociativa no sdguuagregar al Simplificador.

lemmaadd.commutenat: — Propiedad conmutativa de la suma.
“I meNat;ne Nat] = m+n=n+m" by (induct set: Nat, simgll)
lemmaadd.assocnat: — Propiedad asociativa de la suma.

“I me Nat; ne Nat; pe Nat] = m+ (n+ p)=(m+n)+p” by (induct set: Nat, simgall)

1En este caso el orden de los argumentos esta cambiado mase aplique el método de induccion sobre el primero de
ellos. Esto no afecta en nada a las pruebas subsiguientes.
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Ninguno de los lados de la ecuacion es estructuralmensesimiple que el otro. La reescritura de térmi-
nos con estas reglas lleva al Simplificador a un bucle del quaurde salir. Es por esto que habra que
usarlas cuidadosamente y dependiendo de cada caso. Laqadmancelativa, en cambio, es apropiada
como regla de reescritura ya que se deshace de una de lddegria

lemma add.left.cancelnat [simp]: — Propiedad cancelativa por izquierda.
“I me Nat; ne Nat; pe Nat] = (m+ n=m+ p)=(n=p)” by (induct set: Nat, simgll)
lemmaadd.right_cancelnat [simp]: — Propiedad cancelativa por derecha.

“I me Nat; ne Nat; pe Nat] = (n+ m=p+ m)=(n=p)” by (simp add: addcommutenat)

La segunda regla cancelativa se prueba usando impligitante primer regla cancelativa (con el sim-
plificador) y la regla conmutativa de la suma. En generalagdds reglas en las que haya sumds (y
multiplicaciones, mas adelante) se declararan en vadesiones. De ahora en mas, las versiones de
los lemas que se prueben agregando las propiedades comasuabmoadd.right_cancelnat) no las
mostraremos.

Otras de las propiedades que se probaron por induccibras@iglientes:

lemmaadd.is_0_nat [simp]:

“I meNat;neNat] = (m+n=0=(M=0An=0)"
lemmaaddis_1 nat:

“I'meNat;neNat] > (m+n=1)=(mM=1An=0vm=0An=1)"
lemmaadd.eqgself zeranat [simp]:

“I me Nat;ne Nat] = (m+n=m)=(n=0)"
lemma add left commutenat:

“I me Nat; ne Nat; pe Nat] = m+ (n+p)=n+ (Mm+p)”

theoremsadd.ac_nat = add.assocnat addcommutenat addleft. commutenat

En add.ac_nat juntamos los lemas sobre asociatividad y conmutatividag] go general, son usan de
manera conjunta en las pruebas (como haremos mas adelantdtéSuccleft_naf).

5.3. Multiplicacion

La multiplicacion sobre los nUmeros naturales se defiogrsivamente en el segundo argumento, de
acuerdo a las siguientes ecuaciones:

m=0 = 0 (5.4)
mxSucc[n] = mMxn+m (5.5)

De la misma manera que para la suma, usamos el operadose y el esquema de recursion primi-
tiva para definir el operador de multiplicacion en Isalf€llé\t, con nombremultnat Luego damos la

definicion de la funcibn que “envuelve” a la anterioa{mult.def) y que tiene como premisas que los
argumentos pertenezcan al conjunto de los naturales, gontta notacion estandar de la multiplicacion.

definition primrecmultwhere
“primrec_mult(m,n)= LET f = (CHOOSE g € [Nat — Nat] :
g[0] =0
A (YXx e Nat: g[Succ[x]] = g[x] + m))
N f[n]”
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definition mult :: “[c,c] = ¢” (infixl “%” 70)
where natmult.def:“ [ me Nat; ne Nat] = (mx n) = primrec.mult(m,n)”

A partir de esta definicion y el axioma del esquema de remurde los naturalebprimrecnat,
probamos los tres lemas base sobre el que construiremosntesgropiedades: la clausura de la mul-
tiplicacion (multlsNaj, el caso basenfult. O_nat) y el paso recursivonfult. Succnat). Las pruebas son
basicamente las mismas que las de los lemas base de la suma.

lemmamultisNat [intro!, simp]:“[ me Nat; ne Nat] = m= n e Nat”
lemmamultO_nat [simp]:“n e Nat=n=«0=0"
lemmamult Succnat [simp]: “[ me Nat; ne Nat] = m= Succ[n]=m=n+ m”

Los siguientes lemas, simétricos del caso base y el pascsiax respectivamente, se prueban por
induccion, al igual que los de la suma.

lemmamultO_left.nat [simp]: “n e Nat= 0« n=0"
by (induct set: Nat, simall)

lemmamult Succleft nat [simp]: “ [ ne Nat; me Nat]= Suvcc[m] s n=m=x=n+n”
by (induct set: Nat, simgall add: add.ac_nat)

También se probaron por induccion las propiedades cativaut distributiva por izquierda y por
derecha entre la suma y la multiplicacion, y asociativa.

lemma mult.commutenat: — Propiedad conmutativa de la multiplicacion.
“I me Nat;ne Nat] = m=n=n=m"
by (induct set: Nat, simgall)

lemmaadd.mult.distrib_left_nat: — Propiedad distributiva por izquierda dey .
“I me Nat; ne Nat; pe Nat] = m=(n+p)=m=n+ msxp”
proof (induct set: Nat, simgall)
fix massumenat: “m € Nat” “n € Nat” “p € Nat” and“m = (n+p)=m=n+ mxp”
hence'm «(n+p)+(n+p)=m=n+m=p+ (N+p)°
by (simp only: addright_cancelnat)
hence'm «sn+ms=p+(N+p)=m=n+M=p+n)+p”
using nat by (simp add: addassocnat)
also have'... =m=n+ (n+ m=p)+p”
using nat by (simp add: addcommutenat)
finally show* m «sn+m=p+M+p)=m=n+n+(m=p+p)°
using nat by (simp add: addassocnat)
ged

lemmamultassocnat: — Propiedad asociativa de la multiplicacion.
“[ me Nat; ne Nat; pe Naf] = m= (n*p)=(m=n)s*p”
by (induct set: Nat, auto simp add: addult distrib_right_nat)

El caso base es trivial; la prueba en estilo Isar correspahgaso inductivo. Como puede verse, las
propiedades conmutativas y asociativas de la suma sonsueadieterminados pasos intermedios de la
prueba. Las pruebas de las dos propiedades distributivasmtiviales para los métodos automaticos.
Lo ideal seria probar el lema con un comando como:
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by (induct set: Nat, simgall add: add commutenat addassocnat)

El problema es que se falla al hacer unificacion entre lasiges de las reglasdd.commutenat y
add assocnat y expresiones coma p) € Nato (m=n) € Nat La segunda prueba de distributividad
si se prueba automaticamente usando la propiedad distabnmediatemente anterior probada y por
conmutatividad de la suma.

Al momento de entrar a la prueba en estilo Isar, el subobjeinstual puede verse directamente
en la prueba. La variablm (distinta de la anterior) es una meta-variable, que se fiipet@omando
fix. Las hipotesis del subobjetivo son las formulas que @pareespués dessume La conclusion del
subobjetivo a probar es la formula que aparece despu&saigindoshow. En el medio puede verse el
desarrollo de los pasos intermedios con sus pruebas hegta d la conclusion.

Se agregaron también las siguientes propiedades al Soagbr, que se prueban por induccion.

lemmamultis_O_nat [simp]: “[ me Nat; ne Nat] = (m«n=0)=(M=0v n=0)"
lemmamultegl.iffnat[simp]:“[ me Nat; ne Nat] = (m«n=1)=(m=1An=1)"

Otra propiedad cuya prueba no es trivial es la cancelatia duultiplicacion. La dificultad esta en
gue sila variable cancela#tas 0, las otras variabl@sy n no necesariamente son iguales. A continuacion
mostramos una prueba posiEle

lemmamult.cancellnat [simp]:
assumexk: “k € Nat” and m:“m € Nat” and n: “n € Nat”
shows“(k = m=k=n)=(m=nvV (k=0))"
usingn m kapply (induct arbitrary: m, auto)
apply (rule_tac n=ma in natCases, simall)
by (force elim!: natCases)

Finalmente, y de la misma manera que para la suma, agrupasiesrias no agregados al Simplifi-
cador emmultac_nat

theoremsmultac_nat = mult assocnat multcommutenat multleft. commutenat

5.4. Relaciones de Orden

La resta entre naturales;- y dondex,y € N tiene la particularidad que gi> x entoncex—y = 0.
Entonces, para definir este operador, antes necesitamasalles la teoria de las relaciones de orden
entre naturales.

Partimos de la base que la nocion intuitiva de orden enireené naturales<() ya esta definida
como parte de la teoril@eano La gran cantidad de lemas ahadidos llevd a crear una riaevia, a la
qgue llamamo$NatOrderings

La constante< la definimos sobre cualquier dominio de la siguiente manera:

definition less ::“[c,c] = ¢” (infixl *<” 50)
where“a <b=a<baa#b”

La relacion> es simplemente la abreviacion sintactica y =y < x, al igual que la relacion es
X>Y=y<X

Hay varias formas de expresar la irreflexividacd&Jna es como en el lemassnot refl. Los lemas
lessirrefl y lessirreflE expresan lo mismo pero de un forma conveniente para losdo€gutomaticos.
La transitividad se prueba en el leiteg. neqtransen forma de regla de eliminacion.

2En el apéndice, esta misma prueba esta desarrolladareadsaucho mas larga (son 42 pasos) pero también masslegib
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lemmalessnotrefl: “a <b= a=# b” by auto

lemmalessirrefl [simp]: “(a < a) = FALSE” by (simp add: lesslef)
lemmalessirreflE [elim!]: “a <a= R” by simp

lemmalessimp.leq [elim]: “a <b=a<b” by (simp add: lesslef)
lemmaleqg.neqtrans [elim]: “a <b=a# b= a<b” by (simp add: lesslef)
lemmaleq.neqiffless:“a < b= (a# b)=(a<b)” byauto

Hay muchos lemas que se pueden probar sobre las relacioederte Sin embargo, hay que tener
cuidado al seleccionar cuales de ellos agregar a lasdadalie prueba automaticas. Por ejemplo, el lema
leg_neqiff lessparece l6gico agregarlo al Simplificador.&& b es una hipotesis, reemplazag b por
a < b. Pero el Simplificador intentara unificar todas las deddades presentes en el estado de prueba,
lo que puede llevar mucho tiempo o incluso a la no termimacio

Aqui se mostraran sblo las declaraciones de los lemasipales. Sus pruebas en general son de un
paso, usando algin lema anterign yplicandanatCaseslLa lista completa junto con las pruebas puede
consultarse en el apéndicé A.

lemmanat.Succleq.iff_less [simp]: — Definicion alternativa de:.
“I me Nat; ne Naf] = (Succ[m] <n)=(m<n)”
by (auto simp add: lesslef dest: natSucclegD natleq_ limit)

lemmanat.leg.less: — Reduccibn de< a<.
“ImeNat;neNaf] = m<n=(m<nvm=n)’
by (auto simp add: lesslef)

lemmanatlessSucciff_leq [simp]:
“I me Nat; ne Naf] = (m< Succ[n]) = (m<n)”
by (simp del: natSuccleq.iff_less add: nafessiff_-Succleq natSuccleg.Succ)

Sobre< y Sucg probados con autolgssdef

lemmanat.notless0 [simp]:“n € Nat— (n < 0) = FALSE"
lemmanatlessSuccl:“ [ m< n; me Nat; ne Naf] = m < Succ[n]”

lemmanat SucclessD:*“ [ Succ[m] < n; me Nat; ne Naf] = m<n”
lemmanatlesslegnotleq:“[ me Nat;ne Naf] = (m<n)=(M<nA-n<m)’
lemmanat.Succnotlessself [simp]: “n € Nat= Succ[n] < n= FALSE”

Sobre transitividad de, probada en base a la transitividad<de
lemmanatlesstrans:“ [ k< m; m<n; ke Nat; me Nat; ne Naf] = k< n”
lemmanatlesstrans.Succ:“[ i <j;j <n;ie Nat;je Nat; ke Naf] = Suvcc[i] <K”
lemmanatleqglesstrans:“ [ k< m; m< n; ke Nat; me Nat; ne Natf] = k<n”

lemmanatlessleqgtrans: [ k< m; m<n; ke Nat; me Nat; ne Naf] = k<n”

Sobre linearidad. La relaciones lineal o total sa> bV b < a, e implica reflexividadg < a).

lemmanatlesslinear: — < eslineal.
“ImeNat;neNaf] = m<nvm=nvn<m’
lemmanatleg.lesslinear: — Linearidad de< 'y <.

“I meNat;neNaf] = m<nvn<m”
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lemmanat.lesscases [cassames less equal greater]:— Analisis por casos de linearidad.
“I me Nat;ne Nat; (m<n=P); (mn=n=P);(n<m=P)] = P
using nat.lesslinear by blast

lemmanatnotless:”[ me Nat; ne Naf] = (-m<n)=(n<m)”
lemmanatnotlessD:“[ =m<n; me Nat;ne Naf] =n<m”
lemmanatnotlessl:“[ n<m; me Nat; ne Naf] = -m<n”
lemmanatnotlessiffgroreq:“[ me Nat;ne Natf] = (-m<n)=(m>nv m=n)”
lemmanatnotlesseq:“ [ me Nat; ne Naf] = (- m< n) = (n < Succ[m])”
lemmanatnotleq:“[ me Nat; ne Naf] = (-m<n)=(n<m)”

lemmanatneqiff: “[ me Nat; ne Naf] = m#n=(m<nvn<m)’
Sobre la asimetria de.

lemmanatlessnotsym:“[ m<n; me Nat; ne Naf] = —=(n<m)”
lemmanatantisymconvl:“[ = m<n; me Nat; ne Naf] = (m<n)=(m=n)"
lemmanatantisymconv2:“[ m<n; me Nat; ne Natf] = (-m<n)=(m=n)"
lemmanatantisymconv3:“[ = n<m; me Nat; ne Naf] = (-m<n)=(m=n)"

lemmanat lessantisymfalse:“ [ m< n; me Nat; ne Naf] = n< m= FALSE”"
lemmanat.lessantisymleg.false:“[ m< n; me Nat; ne Natf] = n< m= FALSE"

Sobre O< n.

lemmanat.gtO_.not0: “n € Nat—= (0 < n) = (n # 0)"
lemmagtO.impliesSuc:“[ ne Nat; 0<n] = 3 me Nat : n= Succ[m]”

5.5. Resta

Se define recursivamente la resta entre naturales a paldis deguientes ecuaciones.

m--0 = m (5.6)
m —— Succ[n] = Prep[m ——n] (5.7)

Esta vez la funciom sobre el argumento recursivo es la funcion predece:amEPDefinimos Rep[0] =
0, por lo tantom——n= 0, sim< n. Preo[N] elige unx € Nat de manera que = Succ[X], sin# 0.

definition Prep where
“Prep = [n € Nat+— 1F n = 0 THEN O ELSE CHOOSE X € Nat : n = Succ[X]]”

Usamos el simbole— para diferenciar esta operacion de la resta estandar dledrtre niUmeros enteros
(que usa el simbole). La propiedad de clausura y las ecuaciones elementalds¢islas que definen la
funcion) se prueban facilmente con la definicion dedR?aplicando la regla de introducci@aChoosel2
y usando el simplificador.

SLa funcion Rep no es parte de la sintaxis estandar de TLA
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lemma PredInNat [intro!, simp]:“n € Nat= Prep[n] € Nat” — Clausura.
lemma Pred.0_nat [simp]: “ Prep[0] = 0"

lemmaPred.Succnat [simp]: “n € Nat= Prep[Succ[n]] =n”

lemma SuccPrednat [simp]: “[ ne Nat; 0 < n] = Succ[Prep[n]] =n”

lemma Pred.add.right_nat: — Su prueba es por doble induccion sobre ambos argumentos.
“I me Nat; ne Nat; 0< n] = Prep[m + n] = m+ Prep[n]”

Ahora podemos definir la resta para naturales en el esquensautsion:

definition “primrec_diff’ (infixl “--" ) where
“m--n =LETf = (CHOOSE g € [Nat — Nat] :
g[0] =mA (Yx e Nat : g[Succ[X]] = Pren[g[X]]))

N f[n]”
lemmadiffilsNat [intro!, simp]: — Propiedad de clausura.
“[ me Nat; ne Nat ] = m -- ne Nat”
lemmadiff_-O_nat [simp]: — Caso base.
‘meNat=m--0=m"
lemmadiff_-Succnat: — Paso recursivo.

“[ me Nat; ne Nat] = m -- Succ[n] = Pred[m -- n]”

El lemadiff_Succnat decidimos no agregarlo por defecto al Simplificador: piafes trabajar con el
operador 8cc en lugar de Rep.

También probamos casos triviales, formas de asociatlymanmutatividad y reglas de cancelacion, y
distributividad con la sumay la multiplicacion. Sin emdp@arno se cumple la propiedaddé&[m] ——n=
Succ[m ——n]" (conm=0yn=1, por ejemplo).

Los siguientes lemas son probados por induccion y por gbl8icador, agregandole la regiyf_SuccNat

lemmadiff_-0_eq.O_nat [simp]: “n e Nat= 0 --n=0"
lemmadiff_.SuccSuccnat [simp]: “[ n € Nat; me Naf] = Succ[m] -- Suce[n] = m --n”
lemmadiff_self eq.0_nat [simp]: “m € Nat— m -- m= 0"

lemma diff_diff_left_nat: — Version de la propiedad asociativa.
“[ ae Nat; be Nat;ce Naf] = (a--b)--c=a--(b+c)"
by (rule difinduct[of a b], auto)

El lema anterior lo probamos por otro principio de induoc@n una estructura diferente, que es
apropiado para la diferencia de naturales. Si el prinaigitnductEes lineal, se dice que el principio
diffinduct (definido en la teori®eanq “se mueve por la diagonal” de los dos argumentos.

theorem diffinduct:
assumesn € Nat” and“m € Nat”
and*“ A m. me Nat= P(m,0)” and“ A n. ne Nat= P(0, Succ|[n])”
and“ A m n.[ me Nat; ne Nat; P(m,n)] = P(Succ[m], Succ[n])”
shows"P(m,n)”

lemma Succdiff_diff_-nat [simp]:
“[ a€ Nat; be Nat; ce Naf] = (Succ[a] -- b) -- Succ[c] = (a--b) --¢”
by (simp add: dif_diff_left_nat)
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lemmadiff.commutenat: — Version de la propiedad conmutativa.
“[ ae Nat; be Nat;ce Naf] = a--b--c=a--c--b”
by (simp add: dif_diff_left_nat addcommutenat)

Las siguientes reglas cancelativas se prueban por iratutioieal”.

lemmadiff_add.inversenat [simp]: “[ be Nat; ae Natf] = (b+a) --b=a"
lemmadiff_cancelnat [simp]: “[ c € Nat; ae Nat; be Naf] = (c+a)--(c+b)=a--b”
lemmadiff.add.O_nat [simp]: “[ a€ Nat; be Naf] = a-- (a+ b)=0"

Las propiedades distributivas con respecto a la multigiicase prueban codiffinduct No se agre-
gan al simplificador ya que a veces son usadas en el sentittaigon

lemma diff-mult.distrib_nat: — Propiedad distributiva por derecha con respecto a
“I me Nat; ne Nat; ke Natf] = (m -- n)« k= (mx* k) -- (n* k)"
lemmadiff_-multdistrib2_nat: — Propiedad distributiva por izquierda con respecto a

“I me Nat; ne Nat; ke Nat] = k= (m --n)= (k = m) -- (k= n)”

5.6. Propiedades adicionales

A continuacion se muestran algunos de los resultadosoadieis sobre la suma, resta y multiplica-
cibn que seran usados en las teorias que siguen. La éistatds lemas es larga y sus pruebas no son
complejas por lo que sblo se mostraran los enunciadosipailes. Por cada uno de ellos, habra lemas
intermedios que fueron probados para llegar a esos ressiltads generales. Y también habra varias
versiones de la misma propiedad: ya sea intercambiandegomantos debido a la propiedad conmuta-
tiva, 0 ya sea adaptando la estructura para que sea agrégadaldicador o como regla de destruccion.
Ademas, en general, un lema que tenga una condicion nctagtr) implica también que la condicion
puede ser estricta], o viceversa.

Monotonia de la suma

lemmanat.add.left.cancelleq [simp]:
“I ke Nat; me Nat; ne Natf] = (k+ m<k+n)=(m<n)”

Grupos parcialmente ordernados

lemmaadd.leg.mono:
“[ ae Nat; be Nat; ce Nat;de Nat;a<b;c<d] = a+c<b+d”

Las combinaciones obtenidas al cambigror < generan otras versiones de este lema. Ademas, de este
lema se derivan resultados como:

lemmatransleqaddl:“[ a<b;ae Nat,be Nat;ce Naf] = a<b+c”
lemmaaddleqgDl1:“[ a+ c<b;aeNat;be Nat,ce Natf] = a<b”

y también los casos falsos:

lemmaleqg.add.left_false [simp]:“[ a< Nat; be Nat; 0< b] = a+ b <a=FALSE"
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M as resultados sobre la resta

La resta es el inverso de la suma, en ecuaciones y en desidasid

lemmale_add diff.inverse [simp]:“[ n<m;me Nat; ne Nat] = n+ (m--n)=m”
lemmadiff_leqg.self [simp]:“[ me Nat; ne Nat] = m--n<m”

lemmaleq.iff-add: — Conversion de< a +.
“I meNat;ne Nat] = m<n=(3 ke Nat: n=m+ k)"

Simplificacion de la resta en desigualdades:

lemmalessimp_diff_less [intro]: “[ a< b; ae Nat; be Nat; ke Nat] = a--k<b”
lemmadiffiis.0_eq [simp]:“[ me Nat; ne Nat] = (m--n=0)=(m<n)”
lemmazeralessdiff [simp]: “[ me Nat; ne Nat] = (0O<n--m)=(m<n)”

Asociatividad entre la suma y la resta. Variando los sigr@sedta y suma, y los paréntesis, hay
cuatro casos diferentes.

lemmadiff_add.assocl [simp]:
“Ic<b;aeNat,be Nat;ce Nat] = a+ (b--c)=(a+Db)--c”

Transformacion de resta en suma. Por el mismo motivo quegbéegma de asociatividad, estas reglas
se agregan al Simplificador ya que lo que se busca es agrigalelmentos positivos siempre que sea
posible.

lemmaleq.diff_right_add.leftiff [simp]:

“I k<b;aeNat,be Nat; ke Nat] = a<b--k=(a+k<h)"
lemmadiff_left.eqadd.right [simp]:

“I k<a;aeNat,be Nat; ke Nat] = (a--k=b)=(b+k=a)"

Propiedades cancelativas de la resta:

lemmadiff_.cancelright_nat [simp]: — Propiedad cancelativa por derecha.
“ITc<a;c<b;aeNat;beNat;ce Nat] = (a--c=b--c)=(a=b)"
lemmadiff_.cancelleft.nat [simp]: — Propiedad cancelativa por izquierda.

“ITa<c;b<c;acNat;beNat;ce Naf] = (c--a=c--b)=(a=Db)”

Monotonia de la multiplicacion

lemmamultleg.mono:
“[a<b;c<d;aeNat;beNat;ce Nat;de Nat] = axc<b=xd”

De esta propiedad se derivan resultados como:

lemmamultleg.cancelleft [simp]:
“J ae Nat; be Nat; ke Naf] = (kxa<k=«b)=(k=0vacx<h)”
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5.7. EXxponenciacbn

El modulo estandaProtoRealsde TLA" definea?, dondea> 0, ob> 0, oa# 0 ybe Int, a partir de
los cuatro axiomas:

al = a (5.8)
a™ = aMsa" siaz0ymnelint (5.9
o =0 sib>0 (5.10)
¢ = a®) sia>0 (5.11)
mas la condicion de continuidad:
O<ayO<bimplicaa® < a°. (5.12)

Puede probarse qu =1sia# 0 (a=al =a’«al =a’«a, por[5.8 V5.9 y luego por las propie-
dades de la multiplicacion). Per8 @sta indefinido con estos axiomas. En lugar de definir estae ¢
propiedades como axiomas, definiremos la exponenciaeifurgivamente, y a partir de esta definicion
probaremos las propiedades.

a0 = 1 (5.13)
a” Succ[n] = axa’n (5.14)

Para el caso de los naturales, consideraremos las coreB@on 0 o b > 0. Ya que definiremos el
operador con el esquema de recursion, cuyo caso base @angiei®, usaremos la definicioh 91 que
se adapta a nuestro esquema. Se define entariaedondea, n € Nat

definition primrec.expwhere
“primrec_exp(a,n)= LET f = (cHOOSE g € [Nat — Nat] :
g[0] =1 A (Vxe Nat: g[Succ[X]] = a= g[X]))
N f[n]”

definition expn ::“[c,c] = ¢” (infixl ™ 75)
where natexpdef:“ [ a< Nat; ne Naf] = (a " n) = primrecexp(a,n)”

lemmaexplsNat [intro!,simp]: — Propiedad de clausura.
“[ ae Nat; ne Natf] = a " ne Nat”

lemmaexpa_0_nat [simp]: — Caso basg5.13.
‘aeNat=a"0=1"

lemmaexpa_Succnat [simp]: — Paso recursivb 5.14.

“J ae Nat; ne Natf] = a " Succ[n] =a=(a”n)”

Las propiedadds 5.8y 5]10 se prueban trivialmente con gllSicador (a través del lemexp.a_Succnat)
y por lo tanto no hace falta declarar los lemas correspoteieA continuacion probamos el resto de las
propiedades y otras reglas mas.
lemmaexpl_n_nat [simp]:“n e Nat= 1" n=1" by (induct set: Nat, simgall)

lemmaexpadd.nat: — Propiedad 519.
assumesa; “a € Nat” and m:“m € Nat” andn: “n € Nat”
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shows*a” (m +n)=(@ " m)=(a”n)”
usingn m aapply (induct, simpall)
using mapply (induct, simpall add: multassocnat)
proof (rule disjll)
fix nassumen: “n € Nat” with ahave“a *axa"n=ax(axa”n)”
using multassocnat by simp
with anshowa *a*a"n=axa" " nxa”
using mult. commutenat by simp
ged

lemma expexpnat [simp]: — Propiedad 5.71.
assumes: “a € Nat” and m:“m € Nat” andn: “n € Nat”
shows“(@a”"m) “"n=a" (m=n)”
usingn m aapply (induct, simpall add: expadd.nat)
usingmby (induct, auto simp: multommutenat dest: sym)

lemma expleg.nat: — Condicion de continuidad, propiedad 5.12.
assumes: “a € Nat” andb: “b € Nat” andc: “c e Nat” andpos:“0 <a” “0 <b”
shows*b <c=a"b<a’c”
using ¢ a b posapply (induct, simpall)
proof -
fix nassumen e Nat” “b <n=a"b<a"n” “b < Succ[n]”
from premsshow“a”b <a=xa”™n”
apply (simp add: natleg_less[of b* Succ[n]” ], safe)
using multlegmonofof 1 aa” b” “a™n” ] by simpall
ged

lemma mult.distrib_expnat: — Propiedad distributiva con respecto a la multiplicacion
“I ne Nat; ae Nat;be Naf] = (a+b) "n=(a"n)= (b~ n)"
proof (induct set: Nat, simgall)
fix nassumen: “n € Nat” “a € Nat” “b € Nat” and1:“(a «b) "n=a"nxb"n”
from nhave2:“a*a " nx(bxb"n)=ax(bx(@"n)* (b"n))"
using multac_nat by simp
with nhave“a «bx(@a"nxb~n)=.."
using multassocnat by simp
with n12show“a =bx(@ " n«b " n)=(axa”"n)*x (bxb"n)” bysimp
ged

lemmaexpis_0_iff [simp]: — Evaluacion de casos (a” 8)0.
assumes: “a € Nat” andn: “n € Nat”
shows“((@a”"n) =0)=(@=0A0<n)"
using n aapply (induct, simpall)
using a by (induct, simpall)

lemmaexpis_0_cases [dest]: — Casos de (a”~ iy 0, como regla de destruccion.
“I'(@"n)=0;aeNat;ne Nat] = (a=0A0<n)” bysimp
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Capitulo 6

Definicion y aritm etica de los imeros
enteros

A partir de la formalizacion de los operadores aritmétide los niUmeros naturales, expandimos las
definiciones a los nimeros enteros. Para esto, en primar hegesitamos definir la nocion de numero
negativo. Al principio se consider6 usar la definicibn deneros enteros que se da en Isaliglea partir
de clases de equivalencias [Pau06], pero fue descartadaeydefine nuevos operadores aritméticos y
lo que necesitamos aqui es que los operadores aritm@i@gaslios naturales y enteros usen la misma
sintaxis. Lo que haremos sera expandir la signatura depesadores sobre naturales para que incluyan
los nUmeros negativos.

Para cada operador binario, ya sea las funciones aritsétitas relaciones de orden, se consideran,
para sus dos argumentay b, cuatro casos: las combinaciones que se forman al tomamucadeomo
positivo o cero (es decir, que perteneclat) o negativo. La combinacion que se da cuaadoNaty
b € Nates exactamente la definicion del operador ya dada paratosbes. En los tres casos restantes,
se definira axiomaticamente el operador en funcion d& canocido para los naturales. Al razonar con
argumentos enteros, la idea es llevar la expresion coreragmegativos a la expresion equivalente con
nameros naturales. Por lo tanto, las teorias sobre entietaran principalmente sobre la simplificacion
a la teoria de los naturales, donde se desarrollan lasnegla avanzadas.

6.1. El operador menos unario

Definimos axiomaticamente el operador unario “menos”, exj@esa la nocion de numero entero
negativo. Su notacion en TlAes “-.”. De la misma manera que para los naturales debemos dar la
sintaxis explicita de cada nimero negativo.

consts“minus” :: “c =>c¢” (*-.")

syntax
“.0" e (%-.0")
“17 nter (%-17)

translations
H_ 'O” # H_ . (0)!1
“-.1” ‘ﬁ H_.(l)l'l
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Siempre que se define un sistema axiomatico el objetivoregrimer lugar, que el conjunto de
axiomas sea correcteqund y completo; y luego, que el conjunto de axiomas sea miniaca definir
el operadominusdamos los siguientes tres axiomas.

axioms
negO [simp]:“-.0 = 0"
negneg [simp]:“-.-.n = n”
negNotinNat [simp]:*-.(Succ[n]) ¢ Nat”

Los dos primeros axiomas expresan la relacion elementad &% nlmeros negativos y los naturales.
Necesitamos del axiom@egNotinNatya que, se puede saber si un elemento pertené&a, gpero no
cuales no pertenecen. Se puede probar facilmente quesosxiomas son correctos o consistentes entre
si, y también con el resto de los axiomas ya que el operadaparece s6lo aqui. A continuacion, se
muestran las reglas de simplificacion del operador.

lemmaedqimp.negeq:'n = m= -.n=-.m" by simp

lemmanegneqpos [simp]:“n € Nat= -.(Succ[m]) = Succ[n] = FALSE”
proof (rule contradiction)

assume*-.( Succ[m]) = Succ[n] # FALSE” and n: “n € Nat”

hence“-.( Succ[m]) = Succ[n]” by auto

hence“-.( Succ[m]) € Nat” usingn by simp

thus FALSEby simp
ged

lemmaposneqgneg [simp]:“ [ me Nat; ne Nat] = Succ[m] = -.(Succ[n]) = FALSE”
by (auto dest: egmp_negeq)

lemmaminusinj [dest]:“-.n =-m= n=m" by (auto dest: egmp_negeq)
lemmaminusiniiff [simp]: “-.n =-.m=(n=m)” by auto

lemmanegQeqO [dest]: “-.n =0= (n=0)" by (auto dest: egmp_negeq)
lemmanegQimp.0 [simp]: “-.n =0=(n=0)" by auto

lemmanotnegQimp_notO [dest]:“-.n # 0= n# 0" by auto
lemmanotOimp_notNat [simp]:“ [ ne Nat; 0< n] = -.n¢ Nat”
using gtO_.implies Suc[of n]by auto

lemmanegSuccNotZero [simpln € Nat= -.(Succ[n]) = 0= FALSE”
using minuslnjby auto
lemmanegin_natimp_false [dest]:“-.( Succ[n]) € Nat= FALSE” by simp

lemmanegin_natisO [simp]: “n € Nat= -.n€ Nat= (n=0)" by (rule natCases, auto)
lemmanegexistsnat: “-.n € Nat= 3 ke Nat: n=-.k” by force

lemmaposeqg.negfalse [simp]:“[ 0 < a; ae Nat; be Naf] = a=-.b=FALSE”"
by (rule natCases, auto)

lemmanegeqnatisO [dest]:“[ -.a=b;ac Nat;be Naf] = a=0Ab=0"
by (rule natCases, auto)
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lemmanat.eg.negselfisO [simp]: “n e Nat= n=-.n=(n=0)" by auto

6.2. Elconjuntolnt

Definimos el conjuntdnt de los nimeros enteros como la union del conjunto de lagadasNaty
la forma negativa de todos los elementodNaé& Por lo tanto)nt contiene los dos elementos equivalentes
Oy-.0.

definition Int :: ¢ where“Int = Natu { -.n: ne Nat}”

lemmanatinint [simp]: “n € Nat= ne Int” by (simp add: Intdef)
lemmaintDisj: “n e Int=ne Natvne{-.n:neNat}” by (auto simp: Intdef)
lemmaneginteq.int [simp]: “-.n € Int=(ne€ Int)” by (force simp: Intdef)

La siguiente regla realiza un analisis de casos para unoef@e analoga natCaseys

lemmaintCases [casanames Positive Negative, cases set: Int]:
assumed: “n € Int” andsc:“n e Nat=— P” andnsc:“ A m.[ me Nat; n=-.m] = P”
shows"P”
using premsunfolding Int_def by auto

Analisis de casos sobre dos nimeros enteros. Tambiéefiee @&l lemantCases3 con tres argu-
mentos enteros.

lemmaintCases2:
assumegn: “m € Int” andn: “n € Int”
andpp:“ A ab.[ ae Nat;be Nat; m=a; n=hb] = P(a,b)”
andpn:“ A ab.[ ae Nat;be Nat; m=a; n=-.b] = P(a,-.b)"
andnp:“ A ab.[ ae Nat;be Nat; m=-.a; n=b] = P(-.a,b)"
andnn:“ A ab.[ ae Nat;be Nat; m=-.a; n=-.b] = P(-.a,-.b)”
shows*P(m,n)”
apply (rule intCases[OF m])
apply (rule intCases[OF n])apply (simp add: ppxpply (simp add: pn)
apply (rule intCases[OF n])apply (simp add: npxpply (simp add: nn)
done

lemmatrichotomy: — Ley de tricotomia de los enteros.
“nelnt=n=0Vv (A ke Nat: n= Succ[k] V n=-.(Succ[Kk]))”
unfolding Int_def apply (clarsimp, erule disjE}py (auto dest: notGmplies Suc)

6.3. Relaciones de orden

Aqui comenzamos a definir los operadores binarios con agtos de nimeros enteros. Empezare-
mos por la relacion de orden estricta. El casob cona e Naty b € Nat ya esta definido en la teoria
sobre naturales. Los otros tres casos son los siguientes:

axioms
int_lesspn.def [simp]:“[ a€ Nat; be Naf] = a<-.b=FALSE"
int_lessnp def [simp]:“[ a€ Nat; be Naf] = -.a<b=TRUE"
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int_lessnn.def [simp]:“[ a€ Nat; be Naf] = -.a<-.b=(b<a)"

lemmaint_lessrefl [simp]:

“n € Int = n<n=FALSE” by (rule intCases, auto)
lemmaneglessiff_less [simp]:

“I'meint;neint] = -.n<-m=(m<n)” by (rule intCases2[of m n], simgall)
lemmaint_posis_nat [dest]:

“ITO<n;nelnt] = ne NatA 0<n” unfolding Int_def by auto

La relacion de orden no-estricta para enteros negativdsfsge de igual forma. Sélo hay que tener
cuidado en el primer caso quesst b = 0 el enunciado es falso.

axioms
int_leg pn.def [simp]:“[ a€ Nat; be Nat; 0< b] = a<-.b=FALSE”
int_leq_.np_def [simp]:“[ a€ Nat; be Naf] = -.a<b=TRUE"
int_leg nn.def [simp]:“[ a€ Nat; be Naf] = -.a<-.b=(b<a)’

lemmaint_leqg.refl [intro,simp]: “n € Int = n<n"
by (rule intCases, auto)

lemmanegle_iffle [simp]: “[ meInt,nelnt] = -n<-m=(m<n)”
proof (rule intCases2[of m n], simpll)

fix X yassume'x € Nat” "y € Nat”

thus®y <-x=(x<-y)" by (auto elim!: natCases[of y] natCases|[of X])

ged

lemmaeqlegbothE: — Reduce la igualdad sobre enteros a una doble desigualdad.
assumesm € Int” and“n €Int” and“m =n" and“[ m<n;n<m] = P”
shows"“P”

using premsby simp

6.4. Aritmeética de los enteros

6.4.1. Suma

Para la suma, a diferencia de las relaciones de orden, etloasie el primer argumentoes natural
y el segundo argumentmes negativo no se simplifica a una expresion simple: es ascemalizar los
casos dea < b. Por lo tanto no lo afiadimos por defecto al Simplificadors&jundo caso dondees
negativo yb natural, se reduce al primer caso. El mas sencillo es @r®rque se reduce a una suma de
naturales.

axioms
int_addpn.def:“[ ae Nat;be Naf] = a+-b=IFa<bTHEN-.(b--a) ELSEa--b”
int_add np_def [simp]:“[ a€ Nat; be Naf] = -.a+b=b+-.a"
int_add nn.def [simp]:“[ a€ Nat; be Naf] = -.a+-.b=-.(a+ b)”

En cambio, si podemos afiadir al Simplificador estas sastel axiomant_add pn_def:

lemmaint_add pn.casel [simp]“[ a<b;acNat;be Naf] = a+-b=-.(b--a)’
by (simp add: intadd pn_def)
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lemmaint_add.pn.case2 [simp]“[ b<a;ae Nat;be Naf] = a+-b=a--b"
by (simp add: intadd pn_def natlessantisymleq_false)

lemmaint_add pn.case2’ [simp]:“[ b<a;ac Nat;be Naf] = a+-b=a--b”
by (force simp add: intadd_pn_def djf.is_0_eq’)

lemmaaddlsint [simp]: — Propiedad de clausura.
“I melint;neint] = m+ nelInt” by (rule intCases2[of m n], auto simp: irddd pn_def)

lemmaadd.O_right_int [simp]: — Elemento neutro.
“n eint=n+0=n" by (rule intCases, auto)

lemmaadd.inverseint [simp]: — Elemento aditivo inverso.
“nelnt=n+-n=0" by (rule intCases2[of ri-.n" ], auto)

lemmaadd.commuteint: — Propiedad conmutativa.
“I'meint;neintf = m+n=n+m"
by (rule intCases2[of m n], auto simp: adcbmmutenat)

Para probar la propiedad cancelativa, probamos los sigsiédcasos correspondientes a las tres
variables, si son negativas o positivas. (En realidad, semosicasos por conmutatividad y, cuando son
las tres positivas, ya esta probado para los naturales.)

lemmaadd.right_cancelnnp.int [simp]: — Casoa negativo,b negativo yc positivo.
“J ae Nat; be Nat;ce Naf] = (c+-.a=c+-.b)=(a=b)"
unfolding int_add pn.def by (auto, simp add: nahot leq)

lemmaadd.right_cancelppn.int [simp]:
“J ae Nat; be Nat;ce Naf] = (a+-.c=b+-c)=(a=b)"
unfolding int_add pn.def by (auto simp: transeg.addl, simp add: nahot.leq)

lemmaadd.left.cancelppn.int [simp]:
“J ae Nat; be Nat;ce Naf] = -c+a=-c+b=a=>b"
by (simp add: addcommutenat)

lemmaadd.left.cancelpnp.int [simp]:
“[ ae Nat; be Nat;ce Naf] = (c+a=c+-.b)=(a=-.b)"
unfolding int_add pn_def
using add.assocnat[symmetric]by (auto simp add: nahot leg[unfolded lessdef])

lemmaadd.left_.cancelpnn.int [simp]:
“[ ae Nat;be Nat;ce Naf] = a+-.c=-.(b+c)=(a=-.b)"
apply (auto simp add: infadd.pn_def natnot_leq)
by (simp add: addcommutenat[of b c] add.assocnat[of ¢ b a, symmetric])

lemmaadd.left_.cancelnpp.int [simp]:
“[ ae Nat; be Nat;ce Naf] = c+-.a=b+c=(-.a=h)"
apply (auto, drule sympy (simp add: addcommutenat[of b c])

Ahora si se puede probar facilmente la propiedad coniatee los enteros, haciendo un analisis
de casos de los tres argumentos:
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lemmaadd.right_cancelint [simp]:
“Tacint;belint;ceInt] = a+c=b+c=(a=b)"
by (rule intCases3[of a b c], auto simp add: addmmuteint[of a c] dest: sym)

lemmaadd.left_cancelint [simp]:
“Tacint;belnt;celInt] = c+a=c+b=(a=b)” by (simp add: addcommuteint)

Para la propiedad asociativa hacemos lo mismo. Aqui seatedzar por separado cada caso donde
uno de los dos argumentos de la suma sea negativo, parabeedabjetivo como una resta de naturales.
Mostramos la prueba del primer caso.

lemmaint_add assocl:
“I me Nat; ne Nat; pe Naf] = m+ (h+-.p)=(m+n) +-.p"
proof (rule natleg.lesscases|of p n], auto)
assume'm € Nat” “n € Nat”“p € Nat”"“p <n”
thus“(m +n)--p=m+n+-.p"
by (simp add: trandeq.add?2)
next
assume'm e Nat” “n e Nat” “p € Nat”“n < p”
hencel: “n <p” by auto
show*m + (n+-.p)=m+n+-.p”
by (rule natleg cases[of pP'm + n” ], auto simp: prems 1 addc nat)
ged

lemmaint_add.assoc2* [ me Nat; ne Nat; pe Naf] = m+ (n+-.p)=(M+-.p)+n”
lemmaint_add.assoc3 [ me Nat; ne Nat; pe Naf] = m+-.(n+p)=m+ -.n+-.p"
lemmaint_addassoc4 [ me Nat; ne Nat; pe Naf] = (n+p) + -m=(n+-m)+ p”
lemmaint_add.assoc5* [ me Nat; ne Nat; pe Natf] = -m+ (n+-.p)=n+-m+-.p”
lemmaint_add.assoc6* [ me Nat; ne Nat; pe Natf] = -m+ (p+-.n)=p+-.(M+n)”

Entonces, la prueba de la propiedad asociativa de los msneateros es:

lemmaadd assocint:
assumedgn: “m € Int” andn: “n €Int” andp: “p € Int”
shows*m + (n+p)=(M+n)+p’
apply(rule intCases3[OF m n p], simpll)
apply(rule add.assocnat, assumption)
apply(rule int.add.assocl, assumpties)
apply(rule int.add.assoc2, assumpties)
apply(rule int.add.assoc3, assumptiet)
apply(rule int.add.assoc4, assumpties)
apply(rule int.add.assoc5, assumpties)
apply(rule int.add.assoc6, assumptiet)
apply(rule add.assocnat, assumption)
done

Mas simplificaciones de signos en la suma, sobre argumdatoaturales y enteros:

lemma minusdistrib_pn_nat [simp]: “[ me Nat; ne Naf] = -.(m+ -.n)=n+-.m"
by (rule natleg.cases[of n m], simgll)
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lemma minusdistrib_prn.int [simp]: “[ me Int;n e Intf] = -.(m+-.n)=n+-m"
by (rule intCases2[of m n], simpll add: add.commuteint)
lemmaintaddnn:“[a€elnt;beInt] = -.a+-b=-.(a+hb)"
by (rule intCases2[of a b], simpall)

6.4.2. Multiplicacion

La multiplicacion con nimeros negativos resulta masidargue la suma ya que no aparecen expre-
siones donde sea necesario hacer analisis de casos.

axioms
int_mult pndef [simp]:“[ a€ Nat; be Naf] = a*-.b=-.(axb)”
int_mult.np_def [simp]:“[ a€ Nat; be Naf] = -.axb=-.(axb)"
int_multnn.def [simp]:“[ a€ Nat; be Naf] = -.ax-.b=axDb"

theoremsint_mult.def= int_multpn.def intmult.np_def

lemmamultisint [simp]: — Propiedad de clausura.
“Tacint;belInt] = a=belnt” by (rule intCases2[of a b], simgll )

lemma mult.0_right_int [simp]: — Elemento neutro.
“‘a elnt= a=0=0" by (rule intCases|of a], simgll)
lemmamult.0_leftint [simp]:
“a eInt= 0xa=0" by (rule intCases|of a], simgll)

lemma mult.commuteint: — Propiedad conmutativa.
“Tacint;beInt] = axb=bxa”
by (rule intCases2[of a b], simp@ll add: multcommutenat)

lemmamult.1_right_int [simp]: — Elemento de identidad.
“‘a elnt= ax1l=a" by (rule intCases|of a], simgll)
lemmamult.1_leftint [simp]:
“‘a elnt= lxa=a” by (rule intCases|of a], simgll)

lemmamultassocint: — Propiedad asociativa.
assumegn: “m € Int” andn: “n € Int” andp:“p € Int”
shows"m x (nx p) = (M= n) = p”
by (rule intCases3[OF m n p], simpll add: multassocnat)

Debido a que los axiomas reescriben la multiplicacionuteeros negativos en expresiones simples,
la propiedad asociativa se prueba facilmente a partir dedaiatividad de los naturales. En cambio, para
probar la propiedad distributiva, que involucra la sumaitteeros negativos, debemos proceder como en
la prueba de las propiedades cancelativa o asociativa denka ¢\ continuacion se muestra la propiedad
distributiva por izquierda.

lemma ppn.distrib_left_nat: — Casom positivo, n positivo, p negativo
assumedn: “m € Nat” andn: “n € Nat” and p: “p € Nat”
shows*m = (N +-.p)=mx=n+ -.(m= p)”

apply (rule natleg.cases[OF p n])

45



Formalizacion de la aritmética de TEAN el asistente de pruebas Isabelle Hernan Vanzetto

apply (rule natleq cases[of'm = p"“m = n" ])
using premsapply (simpall add: dif-mult.distrib2_nat)
done

Las pruebas de los dos lemas siguientes son similares glanddistrib_left_nat

lemma npn.distrib_left_nat:

“[ me Nat; ne Nat; pe Nat] = --m= (n+-.p)=-.(M=*n) + M= p”
lemmannpdistrib_left_nat:

“I me Nat;ne Nat; pe Nat] = --m= (-.n+p)=mx=n+-.(m=p)”

lemmadistrib_left int:
assumedn: “m € Int” andn: “n € Int” andp:“p € Int”
shows"m = (n+ p) = (M= N+ msxp)”
apply(rule intCases3[OF m n p],
simpall only: int_mult.def intadd.nn_def intmult nn_.def addIsNat)
apply(rule add mult_distrib_left_nat, assumption)
apply(rule ppndistrib_left_nat, assumption)
apply(simp add: addcommuteint, rule ppndistrib_left_nat, assumption)
apply(simp only: intadd_nn_.def multlsNat addnult.distrib_left_nat)+
apply(rule npndistrib_left_nat, assumption)
apply(rule nnpdistrib_left_nat, assumption)
apply(simp only: addmultdistrib_left_nat)
done

Con este resultado, probamos que el conjuntgunto con los operadoresy = forman un forman
undominio enterpes decir un anillo conmutatiMalonde 1+ 0.

6.4.3. Resta
La diferencia sobre enteros se define simplemente como la deahtomplemento.

definition diff :: “[c,c] = ¢” (infixl “-” 65)
whereint_diff def:“[ meInt;n € Intf] = m-n=m+ -.n"

lemmadifflsint [simp]: — Propiedad de clausura

“I melint;nelInt] = m-neInt” by (simp add: intdiff_def)
lemmadiff_-negis_add [simp]:

“I'melint;neNatf] = m--.n=m+n" by (simp add: intdiff_def)
lemmadiff_O_right_int [simp]:

‘melnt= m-0=m" by (simp add: intdiff_def)
lemmadiff_O_left_int [simp]:

“nelnt—= 0-n=-.n" by (simp add: intdiff_def)
lemmadiff_selteq.O_int [simp]:

“m e Int= m-m=0" by (simp add: intdiff_def)
lemmanegdif.is_diff [simp]:

1Unanillo conmutativees la estructura algebraich, ¢, «) tal que @, +) forma un grupo abelianoA(x) forman un monoide
conmutativo y se cumple la propiedad distributica+dg «. Un grupo abeliano(A, +) satisface las propiedades de clausura,
existencia de elemento identidad, conmutatividad, ateiciad y existencia de aditivo inverso. Wmonoide conmutativEA, )
satisface las propiedades de clausura, asociatividegteagia de identidad y conmutatividad.
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“I'melint;neint] = -.(m-n)=n-m" by (simp add: intdiff_def)
lemmanegdiff-is_.neg.sum [simp]:
“I'melint;neint] = -m-n=-.(m+n)" by (simp add: intdiff_-def intadd.nn)

lemmaadddif_assoclint. — Propiedad asociativa de la resta y la suma, caso 1.
“Tacint;belnt;celInt] = a+(b-c)=a+b-c”
by (simp add: intdiff_def addassocint)

lemmaadd.diff_assoc2int: — Propiedad asociativa de la resta y la suma, caso 2.
“Tagint;belnt;celInt] = -.a+ (b+-c)=b+-a+-.c”
by (simp add: addassocint, simp add: addcommuteint)

6.4.4. Exponenciadn

Antes de hacer de definir la exponenciaci#rcon basea negativa, se necesitan reglas para razonar
sobre el predicado isEven (“es par”).

El predicado “es par”

(Esta seccion, en realidad, forma parte de la teoria subreros naturales.)

definition isEvenwhere“n € Nat= isEven(n)= d xe Nat:n=Xx+ X"

lemmaisEven0 [simp]: “isEven(0)”
lemmaevenSSqgeven [simp]:“n € Nat= isEvenGucc[Succ[n]]) = isEven(n)”
lemmanatis_evenor_not: “n € Nat= iseven(n)v - isEven(n)”

Uno de los principales resultados obtenidos es el sigyignie establece que un nimero par no es
igual a un nUmero impar.

lemma odd.is_evenfalse [simp]:
assumes: “x € Nat” andy: “y € Nat” shows"( Succ[y + y] = X+ X) = FALSE”
apply (rule natleg.cases|of x y])
using premsapply (simpall add: natnot.leq natleq_less)
proof (auto)
assumehl: “x <y” andh2: " Succly +y] = x+ X"
from xy xy hl hlhave“x + x<y+y” by (rule addlessmono)
with y h2[symmetriclshow“FALSE” by simp
next
assumehl:“y <x” andh2:“ Succly +y] = x+ X"
from xy hlhave” Succly] +y < X+ X"
using nat Succleq.iff lessby (simp add: addeq lessmono del: addSuccleft nat)
with y h2[symmetriclshow“FALSE” by simp
ged

Esta regla permite probar los siguientes lemas:

lemma evenis_odd false [simp]:“[ x € Nat; ye Naf] = (x + x = Succ[y + y]) = FALSE”
lemmaisEvenadd Sxxfalse [simp]:“n € Nat—= isEvenBucc[n + n]) = FALSE”

lemmaisEvenimp.notSucc [simp] [ isEven(n); ne Nat] = isEvenGucc[n]) = FALSE”
lemmaevenSimp_evenfalse [dest]:“ [ isEvenBucc[n]); n € Nat] = isEven(n)= FALSE”
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lemma evenSevenfalse [dest]:“ [ isEvenBucc[n]); isEven(n); ne Naf] = FALSE”
lemmanotEvenis_evenS [dest!]* [ - isEven(n); ne Nat] = isEvenBucc[n])”
lemmanotEvenSs_even [dest!]:“ [ - isEvenGucc[n]); n € Naf] = isEven(n)”

lemmaisEvencases [casanames even odd]:
assumed: “n € Nat” and even:“isEven(n)— P” and odd: “isEven(Succ[n]) = P”
shows"“P”
apply (cases'isEven(n)” ) using premsby auto

Razonamiento sobre la suma;

lemmaevenplus_evenis_even [simp]:
“[ isEven(m); isEven(n); ra Nat; ne Nat] = isEven(m+ n)”
lemmaevenSplus. evenis_evensS [simp]:
“[ isEvenBucc[m]); isEven(n); me Nat; ne Naf] = isEvenBucc[m + n])”
using evenplus.evenis_even[of‘ Succ[m]” n] by simp
lemmaevenSplus evenis_evenfalsel [simp]:
“[ isEvenBucc[m]); isEven(n); me Nat; ne Naf] = isEven(m+ n) = FALSE”
by (auto dest: evenplus evenis_evenS)

Razonamiento sobre la multiplicacion:

lemmaevenimp_multeven [simp]:

“[ isEven(m); e Nat; ne Naf] = isEven (m« n)”

apply (simp add: isEverdef, clarsimp)oy (auto simp: addmultdistrib_right_nat)
lemma multEvenimp_either_even [dest]:

“[ isEven(mx n); me Nat; ne Natf] — isEven(m)v isEven(n)”

apply (rule natCases[of m], simjpll) by (cases'isEven(n)” , auto)

Exponenciacbn con base negativa

Ahora, con el predicado “es par” ya formalizado, se puedeidddi exponenciacion cuya base es un
namero entero negativo. Lo hacemos a través del siguaibena.

axiomsexpneg:“[ ae Nat; ne Naf] = -.a” n= (IF iseven(n) THEN a” n ELSE -.(a " n))”

Con este axioma mas la exponenciacion para naturalesnde$ie” dondea € Inty ne€ nat El caso
donden € Int debera definirse para los nUmeros reales.

lemmaexplsint [intro!,simp]: — Propiedad de clausura.
“Taelint;neNaf] = a"neInt” by (auto elim!: intCases simp: expeg natis_evenor_not)
lemmaexpnegleven [simp]:
“neNat=-.1"(nx2)=1" by (simp add: exmeg)
lemmaexpnegeven [simp]:
“IT'aeNat;neNat] = -.a" (hx2)=a" (n«2)" by (simp add: exmeg)
lemmaexpnegl [simp]:
“a e Nat= -.a” 1=-.a" by (simp add: exmeg)

Los siguientes lemas se prueban por analisis de casos aetbtadoisEvenluego de expandir la
definicion deexp Las pruebas de los casos se terminan por el razonamieigbvinya agregado a los
métodos automaticos.
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lemmaexpnegadd: — Corresponde al axionia®.9 de la secdioi™s.7.
“[ ae Nat; me Nat; ne Naf] = -.a" (m+n)=(-.a”"m)= (-.a"n)”
apply (simp add: exmeq)
apply (rule isEvencases[of‘(m + n)” ], simp+)
apply (rule isEvencases[of'm” ], simp+)
apply (rule isevencases[of‘n” ], simp.all add: expadd.nat)
apply (rule isEvencases[of‘'n” ], simp+, force)
apply (rule isEvencases[of‘n” ], simp+)
apply (rule isEvencases[of'm” ], simp+, force)
apply (rule isEvencases[of'm” ], simp+, force)
using evenplus.evenis_even[of‘ Succ[m]” “ Succ[n]” ] apply force
done

lemmaexpexpneg [simp]: — Corresponde al axionia 5]11 de la sec¢iod™s.7.
“[ ae Nat; me Nat; ne Naf] = (-.a”"m) "n=-.a” (m= n)”
apply (simp add: exmeq)
apply (cases'isEven(m)” , simpall add: condElse)
apply (cases'iseven(m= n)” , simpall add: condElse)
apply (safe dest!: multEveimp_either_even)
apply (force, simpall add: expneg)
apply (cases'iseven(n)” , simpall add: condElse)
using evenimp_mult.even[of n“ Succ[m]” ]
evenimp_multeven[of* Succ[m]” n] apply simp
done

6.5. Divisibn y modulo sobre los imeros naturales y enteros

El Algoritmo de Division es usado para calcular la diviséntera. Basicamente describe el proceso
de dividir un nimero enteraa) por otro entero positivob] para obtener el cocient@)(y el resto ().
Este es el conocido proceso por el cual los nifios aprendetida @n la escuela primaria. EIl Algoritmo
de Divisidon no es propiamente un algoritmo, es un teoren@deslara a continuacion.

Teorema [Algoritmo de Division]. Dados dos enterasy b, dondeb > 0. Existen enteros Unicapy
r, lamadoscocientey restorespectivamente, tales que

a=g«b+r y O0<rar<b

Tomandog=a=+byr =a % b, esta declaracion del teorema es exactamente la definigdos
operadores de TLAde division ¢) y modulo (%) dada en la seccidn 2.2.3 sobre los modulos estandar
sobre nUmeros de T*AHay que tener en cuenta que, con esta definiei@:- b dondea, b e Natno es
igual a—.(a+b) como uno podria suponer, ya que no satisfacen las eceaaitwhteorema. Por ejemplo,
-5+3=-.2y-5%3=1sisatisfacen las ecuaciones

—5=(-5=3}3+(-5%3) y 0<(-5%3)A(-.5%3)<3.

Prueba del Algoritmo de Division

La prueba del Algoritmo de Division nos llevara a la defimcde los operadores buscados. La
prueba consiste en dos partes: primero se prueba la exésttagry der dadosay b, y luego se prueba
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gue son Gnicos. Trataremos principalmente con dos cagps:Nat(caso 1) ya,q € {—.n: ne Nat} (caso
2). Siay qtienen distintos signos entonces significa que ambos sor-06-(0) (casos 3y 4). El caso 1
corresponde, obviamente, a la division entre naturaleshisls de las pruebas de esta seccion son largas,
por lo que sblo mostraran las mas importantes y el restxgéaran informalmente en caso de que sea
necesario. Las pruebas completas pueden encontrarsepmdiaA.

Comenzamos definiendo la relacion caracterigtigenodrel entre las cuatro variables involucradas.

definition divmodrel where
“divmod_rel(a,b,g,)=a=q=b+r A(0<b)A(0<r) A(r<b)’

Los siguientes lemas prueban que dados los engeyds (positivo), existerg y r que satisfacen la
relaciobndivmodrel para los dos casos tratados. Por lo tanto, expresan quadsrelivmodrel es total.
Se mostraran solamente las pruebas del caso 1; la del casarilar.

lemmadivmodrel_ex casel:
assumesa € Nat”“b € Nat”“0 <b”
obtainsqr where®“q € Nat” “r < Nat
proof -
have®*d q,re Nat:a=q*b+rA r<b”
using a proof (induct)
case0
from b poshave“0 =0*b+0A 0<b” bysimp
then show?caseby blast
next
fix a
assumea’: “a’ € Nat” andih:“3qg,re Nat:a' =g*b+r A r<b”
from ih obtaing'r’
wherehl:“a’ =q'*b +r” andh2:“r <b”
andq “q’ € Nat” andr: “r € Nat” by blast
show“3 q,re Nat:Succ[a] =q*b+rA r<b”
proof (cases' Succ[r'] <b”)
caseTrue
from hl1 h2a’' g br have“ Succ[la’] =g *b + Succ[r']” by simp
with True g’ r' show ?thesisby blast
next
caseFalse
with b r' haveb < Succ[r']” by (simp add: namot less)
with r" b h2 have“b = Succ[r']” by (intro nat.leg.antisym, simp)
with hla g r have* Succ[@’] = Succ[q’] *b + 0" by (simp add: addac_nat)
with pos q'show ?thesisby blast
ged
ged
with pos thatshow ?thesisby (auto simp add: divmadgel_def)
ged

”

divmod_rel(a,b,q,r)”

lemmadivmodrel_ex case2:
assumesa € Nat”"“b € Nat”“0 < b”
obtainsg r where“g € Nat” “r € Nat” “divmod _rel(-.a,b,-.q,r)"

La notacionobtains-where de Isabelle expresa que el objetivo a probar es (en el priasenc
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(Aar. [ ge Nat; r e Nat; divmodrel(?a, ?b, q, r)] = ?thesis)= ?thesis

Estos lemas se prueban por induccion. La idea general gedabas del paso inductivo es analizar los
casos en que el resto es igual a 0 y distinto de 0. En el casoptuska tratando por separado el caso
r <b, es decir cuando el restoes menor que el dividendoy cuando el resto es= b (y por lo tanto

r =0y g se incrementa en 1 para satisfacer la rela@énSucc[q] «b+ 0). En el caso 2, se tratan los
casos de > 0, es decir se prueba que el paso inductivo se cumple sirr ggyiaonr — 1 cuanda > 0,

y que se cumple con.(Succ[q]) y sin variarr cuandor = 0.

La prueba del teorema del Algoritmo de Division se comptaia la prueba de unicidad de las
soluciones dalivmodrel. A continuacibn mostramos los lemas de unicidadqdés lemas sobre la
unicidad der son analogos en ambos casos).

lemmadivmodrel_uniquediv_casel:
assumesdivmod_rel(a,b,q,r)” “divmod_rel(a,b,q’,r’)”
“a e Nat”“b e Nat”“q € Nat”“r € Nat”“q’ € Nat”“r e Nat”
shows"“q = q”
proof -
from b 1havepos:“0 <b” andagr: “a = g*b+r" andrb: “r <b
by (auto simp add: divmadel_def)
from b 2haveaqr: “a = q™*b+r” andrb’: “r <b”
by (auto simp add: divmadel_def)
{
fixxyx'y
assumenat: “x € Nat
andeq:“x*b +y=x*b +vy
have“x < x
proof (rule contradiction)
assume* - (x < X))’
with nathave“x’ <x" by (simp add: natnot.leq)
with natobtain k wherek: “k € Nat” “x = Succ[x’ +K]”
by (auto simp add: lesgf_Succadd)
with eqg nat bhave“x*b + (k*b + b+ y) = x*b +y”
by (simp add: addmultdistrib_right_nat addassocnat)
with nat k bhave“k*b + b+y=y"” by simp
with less k b nahave“(k*b +y)+ b <b” by (simp add: addac_nat)
with k b natshow“FALSE” by simp
ged
}
from this[OF qr g’ r]thisfOF g’ r qr]qq agraqr rbrb’
show ?thesisby (intro nat.leg.antisym, simsp)
ged

LTI M LTI

y € Nat” X’ € Nat” “y’ € Nat”
" andless:"y’ <b”

lemmadivmodrel_uniquemodcase2:
assumesdivmod_rel(-.a,b,-.q,r)” “divmod_rel(-.a,b,-.q’,r’)”
“a e Nat”“b e Nat”“q € Nat”“r € Nat"“q’ € Nat”“r' e Nat”
shows*q = Q"
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Definicion de los operadores de divi§in y modulo

Instanciamos las soluciones de la relacion caractegidivmodrel usando el operadaHoose. De-
finimos el predicadaivmodque devuelve una tupla con los resultados. Usando los leenkspueba
del Algoritmo de Division, erdivmodPairExprobamos que los resultados existen, ydemodunique
probamos gue son (nicos.

definition divmodwhere
“divmod(a,b)= cHoosE z € Int x Nat : divmodrel(a,b,z[1],z[2])"

lemmadivmodPairEx: — Existencia de una tupla resultantediemod
assumes: “a € Int” andb: “b € Nat” and pos:“0 < b”
shows* 3 ze Int x Nat: divmodrel(a,b,z[1],z[2])"
proof (rule intCases[OF a])
assumea: “a € Nat”
from a b posobtain g r where“r € Nat” “q € Nat” “divmod_rel(a,b,q,r)”
by (rule divmodrel_ex casel)
thus ?thesisby (auto intro!: inProdl)
next
fix &
assumea’: “a’ € Nat” and1:“a =-.a
obtain g r where®“q € Nat” “r € Nat” “divmod_rel(-.a’,b,-.q,r)”
by (rule divmodrel_ex case2[OF a’ b pos])
thus ?thesis
using prems lapply autoby (rule_tac x=" (-.q,r)” in bExI, auto)
ged

lemmadivmodInintNat [intro!,simp]: — Clausura del caso general
“[ a€lnt; b e Nat; 0<b] = divmod(a,b) Int x Nat”
lemma divmodInNatNat:
“[ a€lnt; b e Nat; 0<b] = divmod(a,b) Nat x Nat”
lemmadivmodinNegNat:
“I a€lnt;beNat; 0<b] = divmod(-.a,bk {-.n: ne Nat} x Nat”

lemmadivmoduniquecasel:
“[ divmodrel(a,b,q,r); ac Nat; be Nat; 0< b; g€ Nat; r € Nat]
= divmod(a,b)}= (q,r)”

lemmadivmoduniquecase2:
“[ divmodrel(-.a,b,-.q,r); ac Nat; be Nat; 0< b; g€ Nat; r € Nat]
= divmod(-.a,b}= (-.q,n"

lemmadivmoduniquecase3:
“[ divmodrel(a,b,-.q,r); ac Nat; be Nat; 0< b; g € Nat; r € Nat]
= divmod(a,b)= (-.q,r)”

lemmadivmoduniquecase4:
“[ divmodrel(-.a,b,q,r); ac Nat; be Nat; 0< b; g € Nat; r € Nat]
= divmod(-.a,b)x= (q,r)”

lemmadivmodunique: — Caso general de unicidad devmod
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“[ divmodrel(a,b,q,r); ac Int; b € Nat; 0< b; g € Int; r € Nat] = divmod(a,b}= (q,r)”
apply (rule intCases2[of a q])

by (simpall add: divmoduniquecasel divmodiniquecase?2

divmoduniquecase3 divmodiniquecase4)

Finalmente, podemos definir los operadoreg % como los elementos 1y 2, respectivamente, de la
tupla resultante ddivmod

defs
div.def:“[ aeInt;b e Nat; 0<b] = a =+ b= divmod(a,b)[1]"
moddef:“[ a€Int;b e Nat; 0<b] = a%b = divmod(a,b)[2]"

A continuacion se prueban patala propiedad de clausura generdiv(sint), de clausura para el
caso de que el dividendo sea natudiVisNa) o entero negativodjvisNeg, y la propiedad de clausura
de% (modIsNal.

lemmadivisint [intro!, simp]: “[ a€iInt;beNat;0<b] = a=+belInt”
lemmadivisNat [intro!, simp]t:“[ a< Nat; be Nat;0<b] = a+ be Nat”
lemmadivisNeg [intro!, simp]: “[ a€ Nat; be Nat; 0<b] = -.a+ be{-.n:ne Nat)”
lemmamodIsNat [intro!, simp]:“[ a€Int;be Nat;0<b] = a+ be Nat”

lemmadivmoddiv_mod: — + y%son el resultado ddivmod
“I a€lnt;beNat; 0<b] = divmod(a,b)= (a + b, a% b)”
lemmadivmoddiv_modnat: — mismo resultado para naturales

“I a€ Nat; be Nat; 0< b] = divmod(a,b)= (a + b, a% b)”

lemmadivmodrel _div_mod: — =+ y% satisfacerdivmodrel
“[ a€lnt; b eNat; 0<b] = divmodrel(a, b, a+ b, ax b)”

lemmadiv_unique: — el resultado de la division es Unico

“[ divmodrel(a,b,q,r); ac Int; b e Nat; 0< b;gelInt;r e Nat] = a+b=q"
lemmamodunique: — el resultado del médulo es Unico

“[ divmodrel(a,b,q,r); ac Int;b e Nat; 0< b;gelInt;r e Nat] = a+b=r"
lemmamodlessdivisor: — el mbdulo es siempre menor que el divisor

“Tacint;beNat;0<b] = a%b<b”

Directamente del lemdivmodrel_div-.modpodemos probar el lentaod div int equalityl

lemmamoddiv_int_equalityl [simp]:“[ a€ Int; b e Nat;0<b] = (a+b)«b+a%b=a"
lemmamoddiv_int_equality2 [simp]:“[a€ Int; be Nat; 0<b] = b« (a+ b)+ asb=a"
lemmamoddiv.int_equality3 [simp]:“[ a€ Int; b e Nat; 0< b] = a%b+ (a+b)xb=a"
lemmamoddiv_int_equality4 [simp]:“[ a€ Int; b e Nat; 0< b]= a%b+ b=« (a+b)=2a"

Podemos dar las formulas de lo que seria el calculo reoussbre el primer argumento diévmod
para los naturales:

lemmadivmodbasecasel:

“[ a€ Nat; be Nat; a< b] = divmod(a,b)= (0, &”
lemmadivmodstepcasel:

“[ a€ Nat; be Nat; b< a] = divmod(a,b)= (Succ|(a -- b)+ b], (a -- b)% b)”
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Por lo tanto, las ecuaciones “recursivas™dg % son:

lemmadiv_natless [simp]:“[ a€ Nat; be Nat;a<b] = (a+ b)=0"
lemmadiv_nat.geq: “[ ae Nat; be Nat; b<a] = (a+ b) = Succ|(a -- b)+ b]”

lemmamodnatless [simp]:“[ a€ Nat; be Nat;a<b] = (a%b)=a”
lemmamodnatgeq: “[TaeNat;beNat;b<a] = (a%b)=(a--b)%b”
declare mod.nat.geq[symmetric, simp]

Propiedades de: y% sobre naturales

Para este tipo de propiedades donde hay sumas y multiplieciexisten varias versiones del mismo
lema, con las que es conveniente contar en el simplificadgprimera version es probada normalmente
y agregada al simplificador. Las siguientes son probadaalinente a partir de la primeray la propiedad
conmutativa correspondiente. De ahora en mas s6lo mestes la primera version del lema.

Por ahora, podemos probar que la division y el méduloibdigge en la suma si uno de los sumandos
es mltiplo del divison:;

lemmadiv_nat. mult.selfl [simp]:

“I ge Nat; me Nat; ne Nat; 0O<n]= (Q+ m=n)-n=m+qg-=n"
lemmamodnatmultselfl [simp]:

“I g€ Nat; me Nat; ne Nat; 0O<n]= (@q+m=n)%n=qg%n”

A partir de estos dos lemas generales, e instanciando dablearen 0 o 1, podemos probar facil-
mente los siguientes lemas.

lemmadiv_natmultselflis_id [simp]: “[ a€ Nat; be Nat; 0<b] = (axb)+-b=2a"
lemmamodnatmultselflis O [simp]: “[ ae Nat; be Nat; 0<b] = (a*b)%b=0"
lemmadiv_natby_1 [simp]: “a e Nat—=a+1=a"

lemmamodnatby_1 [simp]: “a e Nat= a%1=0"

lemmadiv_nat self [simp]:“[ be Nat; 0<b] = b+b=1"

lemmamodnatself [simp]:“[ be Nat; 0<b] = b%b=0"

lemmadiv_add selfl casel [simp]*“[ a€ Nat;be Nat;0<b] = (a+b)+b=a+b+ 1"
lemmadiv_Succadd. selflcasel [simp]:

“[ a€ Nat; be Nat; 0< b] = Succ[a+ b] +~ b= Succ[a]+ b+ 1"
lemmamodnatadd.selfl [simp]:“[ a€ Nat; be Nat; 0<b] = (a+ b)sb=a%b"
lemmamodnat. Succadd.selfl [simp]:

“[ a€ Nat; be Nat; 0< b] = Succ[a+ b] % b = Succ[a]% b”

La divisibn y el modulo se distribuyen sobre la resta deirzédes, en los siguientes casos:

lemmadiv_diff_selflessnat [simp]:
“I'reNat;neNat;0<n;0<rr<n]=MN--r)+n=0"
lemmamoddiff_seltlessnat [simp]:
“ITreNat;neNat;0<n;0<rr<n]=(M--N%n=n--r"
lemmadiv_diff_self Succlessnat [simp]:
“I r e Nat; ne Nat; 0< n; Succ[r] <n] = (n--Succr]) +n=0"
lemmamoddiff_selt Succlessnat [simp]:
“I r e Nat; ne Nat; 0< n; Succ[r] <n] = (n -- Succ[r]) %n=n -- Succ[r]”

Evaluacion de casas+b=ky a % b=k, dondea, b,k € Nat
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lemmamodQimp_ex.divmodnat:

“[ ae Nat; be Nat; 0< b] = a%b=0= (3 ge Nat: divmodrel(a,b,q,0))"
lemmamodQimp_dvd.nat [dest]:

“ITa%b=0;acNat;be Nat;0<b] = dqeNat:a=q=b”
lemmamodnotO.imp_ex divmodnat:

“ITasb+0;aeNat;be Nat; 0< b] = 3 q, r € Nat : divmodrel(a,b,q,)A0 <"
lemma modQdiv_mult_self [simp]:

“ITa%b=0;acNat;beNat;0<b] = (a+b)xb=a"
lemmadiv_multseltleq [simp]:

“JaeNat;beNat;0<b] = (a+b)«b<a”
lemmadiv_mult.self gt [intro]:

“I ae Nat;be Nat;0<b] = a<a+bxb+b”
lemmadiv_to_leglesscasel:

“IT'a+b=k;aeNat;be Nat; 0<b] = k=« b<aA a< Succlk]« b”

Relacion entre la division entera sobre naturales y sobre enteros negativos

Hasta ahora hemos probado propiedadea-d€by a % b dondea,b € Nat Para los casog by
a % bdondea’ € {—.n: ne Nat} buscaremos la relacion que existe con los resultados gareaturales.
Luego, cuando sea necesario, podremos llevar el anaidesdivision de enteros negativos a naturales.
La relacibn que encontramos es:

-a+b
-a%b

—((@a-1)+b)-1
IF (@a—1) % b=0THEN OELSE (b— (a—1) % b)

dondea,be Nat,a>0yb>0. Si@-1) %¥b=0entonceb-(a-1) % b=by podemos reemplazar el
por el modulo de su resultado. Y en lugar de trabajar eeril), aumentamoa en uno y nos deshacemos
de la condicibra > 0. La relacién entonces la podemos ver en los siguienteasstem

lemmadivmoddiv_.mod case2:
assumesdyp: “divmod_rel(a,b,q,r)”
and nat: “a € Nat” “b € Nat” “q € Nat” “r € Nat” and pos:“0 <b”
shows"*divmod_rel(-.(Succ[a]), b, -.(Succ[a + b]), (b -- (Succ[a] % b))% b)”
apply (insert prems)
unfolding divmodrel_def div.def
apply(cases' Succl[a] b= 0" , simpall)
proof (auto)
assumehl:“ Succ[q*b +r] %$b=0" andh2:“r <b”
from nathavel: “ Succ[q* b +r] =q*b + Succ[r]” by simp
from nat h2haveh2’: “ Succ[r] < Succ[b]” by auto
from nat pos hl have2: “34 qe Nat: Succ[r] =q*Db”
using modQimp.dvd.nat[of “ Succ[r]” b] by (simp del: addSuccnat)
with nat pos h2'obtain g’
whereq’: “q" € Nat” “ Succ[r] =q'*b” by auto
with nat h2’ poshave“q’ =1"
by (auto elim!: natCases[of b] natCases|[of '], auto)
with nat 1 g’ show" Succ[g*b + 1] =q*b + b” by auto
next
assumehl:“ Succ[q*b + 1] %b# 0" andh2:“r <b”
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from nathavel: “ Succ[q* b +r] =q*b + Succ[r]” by simp
from nat h2haveh2’: “ Succ[r] < b” by auto
from nat pos hl Ihave* Succ[r] b+ 0" by (simp del: addSuccnat)
with nat poshave“ Succ[r] # b”
by (auto dest: modOmp_dvd.nat[of “ Succ[r]” b])
with nat pos h2’have3: “ Succ[r] % b = Succ[r]”
by (simp add: natleg_less[of* Succ[r]” Db]
del: add Succnat djf add assocl natSuccleq.iff less)
show*“-.(Succ[g*b +r]) =(b--Succ[g*b +r] %b)%b+-.(q* b+ b)”
apply (insert nat pos h2")
apply (rule minusinj)
apply (simp add: 1 3 addassocint[symmetric]
del: add Succnat natSuccleq.iff less dif add assocl)
by (cases’b = Succ[r]” , simpall add: addcommutenat)
next
assumehl:“Succ[q*b + 1] %b# 0" andh2:“r <b”
from nathavel: “ Succ[q* b + ] =q*b + Succ[r]” by simp
from nat h2haveh2’: “ Succ[r] < b” by auto
from nat pos hl Ihave* Succ[r] b+ 0" by (simp del: addSuccnat)
with nat poshave“ Succ|[r] # b”
by (auto dest: modOmp_dvd.nat[of “ Succ[r]” b])
with nat pos h2’have3: “ Succ[r] % b = Succ[r]”
by (simp add: natleg_less[of* Succ[r]” Db]
del: add Succnat djf add assocl natSuccleq.iff less)
from nat pos hl hzhow*“(b -- Succ[q*b +r] Zb)%b < b”
apply (simp add: 1 3 del: addsuccnat natSuccleg.iff_less)
by (cases’b = Succlr]” , simpall)
ged

lemmadivmodrel_div_.mod case2:
assumesdivmod_rel(a,b,q,r)” and “a € Nat” “b € Nat” “q € Nat”“r € Nat”“0 <b”
shows“divmod(-.(Succ[a]), b)= ( -.(Succ[a= b]), (b -- (Succ[a]% b))% b) ”

lemmadiv_negto_nat: — De division de entero negativo a division de naturales.
“Jae Nat; be Nat; 0< b] = -.(Succ[a])+ b = -.(Succ[a=+ b])”
apply (rule div_unique, rule divmodliv_mod.case?2, rule divmadel_div_mod|of a b])
by auto

lemmamodnegto_nat: — De modulo de entero negativo a modulo de naturales.
“Jae Nat; be Nat; 0< b] = -.(Succ[a])% b = (b -- (Succ[a]% b))% b”
apply (rule modunique, rule divmodliv.mod.case2, rule divmadel_div.mod[of a b])
by auto

Propiedades sobre enteros negativos

Las mismas propiedades ya probadas para naturales sorpabioaalas para enteros negativos. Para
probarlas, simplemente tratamos de llevar las expres@natirales codiv_negto_naty modnegto_nat,
y usamos los lemas analogos ya probados.
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lemmadiv_multselflcase2 [simp]:
assumeg): ‘g € Nat” andm:“m € Nat” andn: “n € Nat” and pos:“0 <n”
shows" (-.(Succ[q]) + --m*n)+ n=-.m+ -.(Succ[q]) = n” (is"?P(m)” )
using mproof (induct m)
from assmsshow“?P(0)” by simp
next
fix k
assumek: “k € Nat” andih: “?P(k)”
from g k n poshave1: “-.( Succ[q] + Succ[K] *n) = n=-.(Succ[(q + Succ[k] * n) + n])”
by (simp add: divnegto_nat)
from g k n poshave2: “-.( Succ[Kk]) + -.(Succ[q]) + n=-.(Succ[k] + Succ[q + n])”
by (simp add: divnegto_nat)
from g k n pos 1 Zhow"“?P(Succ[K])"
by (simp del: addSuccleft_nat multSuccleft_nat)
ged

lemmamodmultselflcase2 [simp]:
assumesq € Nat” and“m € Nat” and“n € Nat” and“0 <n”
shows" (-.( Succ[q]) +--m*n)% n = (n -- (Succ[q] % N))%n"
using prems modhegto_nat[of “q + m*n” nJ
by (simp add: addSuccleft nat[symmetric] del: addSuccleft_nat)

A partir de estos dos lemas se prueban facilmente los sigpgie

lemmadiv_negl [simp]:“[ be Nat;0<b] = -.1+b=-1"
lemmamodnegl [simp]:“[ be Nat;0<b] = -.1%b=b--1"
lemmadiv_negself [simp]:“[ be Nat; 0<b] = -b+b=-.1"
lemmamodnegself [simp]:“[ be Nat; 0<b] = -.b%b=0"

lemmadiv_multnegselflis_id [simp]: “[ a€ Nat; be Nat; 0<b] = -.(axb)+b=-.a"
lemmamodmult negselflis O [simp]: “[ a€ Nat; be Nat; 0< b] = -.(a*b)%b=0"

lemmadiv_negby_1 [simp]: “m e Nat— -.m+ 1=-m"
lemmamodneghby_1 [simp]: “m € Nat= -.m% 1= 0"

Sobre la distributividad con la resta de naturales. Los éiom$ siguientes son los principales. Los
gue siguen se prueban a partir de estos.

lemmadiv_negdiff_selfl [simp]:

assumesa € Nat” “b € Nat” “0 <b” “a <b”

shows*-.(b--a) + b=-.1"

apply (insert prems)

apply (rule natCasesjof a], auto simp add;fiSuccnat)
proof -

fix x

assumenat: “x € Nat” “b € Nat” andh: “ Succ[x] <b” and pos:“0 <b”

from nat hhave 1: “ Succ[Succ[X]] < b”

using natlessiff-Succleqg[symmetric]by simp
with nathave 2: “ Prep[b -- X] = Succ[b -- Succ[ Succ[X]]]"
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using pred.diff_to_Succby simp
from nat pos 1show“-.( Prep[b -- X]) + b=-.1"
using div_negto_nat by (auto simp add: 2)
ged

lemmamodnegdiff_selfl [simp]:
“[ ae Nat;be Nat;0<b;a<b] = -.(b--a)%b=a"
apply (insert prems)
apply (rule natCasesjof a], auto simp add;fiSuccnat)
proof -
fix x
assumenat: “x € Nat” “b € Nat” and pos:“0 <b” and h: “ Succ[x] < b”
from nat hhave 1: “ Succ[Succ[X]] < b”
using nat.lessiff_-Succleqg[symmetric]by simp
from nat 1 poshave 2: “ Succ[b -- Succ[Succ[x]]] < b”
by (simp add: dif-Succnat[of b*“ Succ[x]” ] diff_-Succless)
from nat 1have3: “ Prep[b -- X] = Succ[b -- Succ[ Succ[X]]]”
by (rule preddiff_to_Succ)
from nat pos 1show“-.( Prep[b -- X]) % b = Succ[X]”
apply (simp add: 2 3 modhegto_nat[of “b -- Succ[Succ[X]]” b])
using gt0_implies Suc[of b]by auto
ged

Hernan Vanzetto

lemmadiv_add self case2 [simp] [a€ Nat; be Nat; 0<b] = (-a+b)~+b=-a+b+1"
lemmadiv_add.selfcase3d [simp]“[a€ Nat; be Nat; 0<b] = (a+-.b)+b=a+b+-.1"
lemmadiv_add selfl case4 [simp]:“[a€ Nat; be Nat; 0<b] = -.(a+b)+b=-a+b+-1"

lemmamodaddselfcase2 [simp]:“[ a€ Nat; be Nat; 0<b] = (-.a+ b)%¥b=-.a%b”
lemmamodadd self case3 [simp]:“[ a€ Nat; be Nat; 0< b] = (a+-.b)%¥b=a%b”

lemmamodaddselflcase4 [simp]:“[ a< Nat; be Nat; 0< b] = -.(a+ b)%b=-.a%b”
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Capitulo 7

Caso de ejemplo

El sistema de pruebas TLAPS cuenta con varios casos de ejgaplesarrollados. Los ejemplos,
escritos en TLA?, son especificaciones de los sistemas o algoritmos juntétasgoruebas de sus inva-
riantes. Para testear la aritmética desarrollada enllsalieA*, se tomb como caso de prueba uno de
estos ejemplos, el llamaddgoritmo de la PanaderiaSe lo eligié por varias razones: (i) utiliza aritméti-
ca, (ii) es uno de los casos de ejemplo mas desarrolladoasycorplejos, y (iii) la estructura de su
especificacion es tipica de las especificaciones real€sAle El test consistio en dos partes.

En primer lugar se tradujo la especificacion del algoritradTdA™ a IsabellgTLA*, y se probaron
sus invariantes como teoremas de Isabelle. Esto ayud&t@mjas reglas de Isabglld A* incluidas en
el Simplificador y la configuracion de los métodos autooast

La segunda parte del test consistio en comparar la perfaendel proceso de verificacion del
TLAPS sobre las pruebas del algoritmo. Primero usando dafirés y axiomas aritméticos ad-hoc,
y luego reemplazandolos por sintaxis desarrollada endegas teorias aritméticas de Isab@lleA”.

A continuacion, damos una introduccion al algoritmo @iy su especificacion formal en el len-
guaje de algoritmos PlusCal y la traduccion a IsapElla*. Luego se detallan las pruebas de las inva-
riantes (primer parte del test), y la comparacion de laslpa (segunda parte).

7.1. El Algoritmo de la Panadeia

El Algoritmo de la PanaderifLam74] es una de las soluciones mas simples conocidasat#ema
de exclusion mutua entne procesos. La idea es que cada proceso inactivo, es decitcaggee no
estan en la zona critica, tiene una variable (llantagtaen el algoritmo) que indica la posicion de ese
proceso en una hipotética cola de todos los procesosvioactCada proceso en la cola lee las variables
de los otros procesos y entra a la seccion critica sélpugssde determinar que es el primero de la
cola. A diferencia de otros algoritmos similares, estegtierpropiedad que funciona incluso cuando una
lectura de memoria que coincide con una escritura en menfaid se usara una version simplificada
del algoritmo de la panaderia, en el sentido de que lasréectuescrituras en memoria se consideran
acciones atomicas.

La especificacion formal esta escrita en el lenguaje deriigos PlusCal [Lam(9]. PlusCal es un
lenguaje de algoritmos basado en TLAo puede ser compilado en un coédigo ejecutable eficieate, p
un algoritmo escrito en PlusCal puede traducirse a unaifispe®dn en TLA que puede verificarse en
un model-checker o razonar sobre esta en cualquier nivelrdefidad.

Enla figurdZ.1L vemos el algoritmo en PlusCal. Se usa la rastaitg TLA y la semantica tradicional,
pero haremos algunas aclaraciones con respecto a la siptayia de PlusCal. El comangwocess
define los procesos, dondkees el conjunto de procesos, y las variahlesead maxy nxt son locales
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al proceso. Habra tantos procesos ejecutandose sireattéente como elementos@ela variablesel f
es el identificador propio de cada proceso, a®if € P. Las etiquetagy, . .., pg determinan los pasos
del algoritmo. Una accion atbmica consiste en la ejecudié una etiqueta a otra. EI comando “w(th

€ S)dobody seteaid a un elemento elegido de manera no deterministica del mrfuy luego ejecuta
body El comandaawait F se ejecuta luego de que la formula F sea verdadera. El cans&iho hace

nada.

—algorithm AtomicBakery
variable num=[i € P 0],
flag=[i € P~ FALSE];

process (g P)
variables unread, max, nxt
pl : while (TRUEY
unread =P\ {self;
max = 0;
flag [self] := TRUE;

p2: while (unreads {}) {
with (i € unread){
unread = unread\ {i};

p3: numself] = max+ 1;
p4: flag[self] .= FALSE;
unread = P\ {self;
p5: while (unread# {}) {
with (i € unread) nxt :=i; };
await —flag[nxt];
p6: awaitv num[nxt]=0
v IF self > nxt
THEN num[nxt]> num][self]
ELSE num[nxtl num[self];
unread = unread\ {nxt};
I
p7: skip ;\\seccibn critica
p8: numiself] = 0;

IF (num[i] > max){ max = numl[i]; } }
} }
h }

Figura 7.1: Algoritmo de la Panaderia simplificado en lejgtlusCal

La traduccion de PlusCal a TtAse hace automéaticamente con la herramienta PlusCal frasla
Aqui mostramos el resultado de la traduccion adaptadakeelgTLA*. Durante la adaptacion se pierde
parte del az(car sintactico de TLAomo las variables y formulas primadas, la palabra dlElN€HAN-
GED, los modulos, etc.

(En un primer momento, las variables de la especificaciambién las correspondientes variables
primadas— estaban declaradas como constantes de 8poembargo, esto dificultaba las pruebas, por lo
que ahora, aunque no se muestren para simplificar la letdanegriables estan pasadas como parametros
en cada definicién hecha.)

constsP :: “c”
defaultinitValue ::“c”

— Conjunto de procesos del sistema
— Variable creada durante la traduccion de PlusCal

axioms

PInNat:“P < Nat” — Los procesos se identifican con nUmeros naturales

definition Init where
“Init =num=1[i € P 0]
Aflag=]i € P+~ FALSE]
A unread= [self € P — defaultinitValue]
A max= [self € P+ defaultinitValue]
A nxt= [self € P — defaultlnitValue]
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A PpC= [Self cePrH— ”pl!!]n

Mostraremos como ejemplo s6lo la traduccion de la agebivemos que el identificador del proceso
pc[self] = "p2” . Si se cumple la condicion dethile, la siguiente acciopc’[self] es otra veZp2” ; si
no, pasa a la siguiente accitpB” .

definition p2where
“p2 (self) = pc[self] = "p2”
A (IF unread[self] # {}
THEN di € unread[self] :
( unread’ = [unread EXCEPT ![selfl= unread[self]\ {i}]
A (IF num[i] > max[self]
THEN max’= [max EXCEPT ![selfl= num([i]]
ELSE (max= max)))
A pc’ = [pc EXCEPT ![self]= "p2"]
ELSE pc'=[pc EXCEPT ![self]= "p3"]
A unread’ = unread A max’ = max)
A num’=numA flag’ = flag A nxt’ = nxt”

definition p where
“p(self) = pl(self)v p2(self)v p3(self)v pd(self)v p5(self)v p6(self)v p7(self)v p8(self)”

definition Nextwhere
“Next = 1 self € P : p(self)”

7.2. Pruebas de las invariantes

Probaremos dos clases de invariantes sobre el algoritimvaaante de tipos, definida por la expre-
sion llamadarypeOK y la invariante general del sistema, llamdaa

definition TypeOKwhere
“TypeOK = nume [P — Nat]

A flage [P — BOOLEAN]
A unreade [P —» SUBSET RU { defaultlnitValug ]
AV ieP:pcli] €{"p2”, "p5”, "p6” } = unread[i] < P A i ¢ unread][i])
A maxe [P — Natu { defaultinitValue ]
AV jeP:(pcl] €{"p2", "p3” })= max[j] € Nat)
A nxte [P — P U { defaultlnitValug ]
AV ieP:(pcfi] ="p6") = nxt[i] € unread[i] \ {i})
Apce [P — {"pl”,"p2","p3","p4”,"p5"," p6"," p7",” p8” 1]

definition linv where
“linv(i) = ((num(i] = 0) = (pc[i] €{"pl”, "p2”, "p3" 1}))
A (flag[i] = (pcli] € { "p27, "p3”, "p4” }))
A (pcli] €{"p5”, "p6” } = (¥ ] € (P \ unread[i]) \ { i} : After(j,i)))
A (pcli] ="p6”
A ((pe[nxt[i]] ="p2”) A1 ¢ unread[nxt[i]]
V (pe[nxtfi]] ="p3"))
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= max[nxt[i]] > numli])
A ((peli] € {"p77, "p8” }) = (¥ j € P\ {i}: After(j,i))”

definition Inv where
“Inv = TypeOKA (Y i € P : linv(i))”

La especificacion del sistema esta dada por la forrsplec= Init A o[Nexiyars, pero todavia no
es posible escribirla en IsabglléA* ya que no estan formalizados los operadores temporalesu En
lugar, probaremos cada invariante solmiey Nextpor separado. Las invariantes soBigecse prueban
trivialmente a partir de estas pruebas. Los siguientesasotebremas que se deben probar, donde se ha
expandido la definicion dslext

theorem InitType: Init= TypeOK — Invariante de tipos.
theorem NextType] TypeOK; selfe P; p(self)] = TypeOK’

theorem Initinv: Init = Inv — Invariante de general.
theorem Nextlnv:[ Inv; self € P; p(self)] = Inv’

Las pruebas parait son casi triviales. La estrategia para las pruebdsekes la siguiente:

= En primer lugar, usando la definicion geprobar por separado el teorema para cada accion.

= Por cada accion, probar por separado los elementos dejlanc@m que forma cada invariante.

= Sila formula de accion contiene alguna expresion (cantocAse) donde sea necesario hacer un
analisis de casos (esto se da en las accip@ep5 y p6) entonces dividir el subobjetivo para cada
caso.

= Cuando ya no haya casos que analizar en el subojetivo interttharlo con algln método au-
tomatico. En general, alguna combinacion de estos métdd resultado. Si no, se necesitara pro-
bar algln paso intermedio antes.

Las pruebas completas junto con las definiciones del sisgenencuentran en el apéndick B. La

cantidad de pasos de prueba de casos prueba de cada teoesleaamnos una idea de su tamafio:

InitType: 1 paso de prueba.
NextType: 6 pasos de prueba.
Initinv: 89 pasos de prueba.
Nextlnv: 1143 pasos de prueba.

Para dar una idea de la complejidad de la prueba, damos cemglejuna parte de la prueba p2
de la invariante general para los casos

unreadselfl ={} y self=i
(El casounread self] # {} es aln mas complicado que este.) Esta prueba es equivalpriabar el lema:
lemmal p2(self); TypeOK; linv(i); ie P; self=i; unread[self] = {} ] = lInv'(i)

A continuacion se muestra el estado de la prueba luego dendas las definiciones de2 def, Ty-
peOKdefy linv_def con el comando:

apply (simp add: p2def TypeOKdef lInv_def)

La formula a probar es:
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“[ self=i; num[i] =0 A boolify(flag[i]); i € P; ¥x : x ¢ unread][il;
pcli] ="p2” A (IF Ax : X € unread[i] THEN dia € unread]i] :
unread’= [unread EXCEPT ![i] = unread][i] \ {ia}]
A (IF max[i] < num[ia] THEN max’ = [maxEXCEPT[i] = num]ia]] ELSE max’= max)
A pC’ = [pc EXCEPT[i] ="p2"”] ELSE pc’ = [pc EXCEPT[i] = "p3"]
A unread’= unreadA max’= max)A num’= numaA flag’ = flag A nxt’ = nxt;
nume [P — Nat] A flage [P — {FALSE, TRUE }]
A unreade [P — addElt(defaultinitValueSUBSET P)]
A (YieP:pc[i] ="p2" v pc[i] ="p5” Vv pcli] ="p6” = unread[i] C P A i ¢ unread][i])
A maxe [P — addElt(defaultinitValue, Nat)]
A (VjeP:pcfj]l ="p2" v pc[j] ="p3” = max[j] € Nat)
A nxte [P — addElt(defaultinitValue, P)]

A (YieP:pc[i] ="p6” = nxt[i] € P A nxt[i] #i)
Apce[P — "pl”, "p2”, "p3”, "p4”, "p5”, "p6”, "p7", " p811
= ([pc EXCEPT[i] ="p3"][]] ="pl” Vv [pc EXCEPT![i] ="p3"|[] ="p2" Vv
[pc EXCEPT ![i] ="p3"][i] ="p3")
Aflag[i] = ([pc EXCEPT ![i] ="p3”][[] ="p2” Vv [pcEXCEPT ![i]] ="p3"][i] ="p3" Vv
[pc EXCEPT ![i] ="p3"[[i] ="p4")
A ([pc EXCEPT ![i] ="p3"][i] ="p5" V [pcEXCEPT ![i] ="p3"]i]

"p6” =
(Vj € P\ unread[i] \ i : After(j, i, unread, max, flag, [p&@XCEPT ![i] = "p3"], num, nxt)))”

En este caso, se termina la prueba con el méttatsimp

7.3. Comparacbn en la performance de la certificagdn

En la segunda parte del caso de ejemplo, comparamos lamparfoe en la certificacion de dos
versiones de la prueba de las invariantes del Algoritmo &alederia en TLAPS. Las pruebas en TLA
usadas en este trabajo estan estructuradas de manes sifailprueba del algoritmo en IsabgleA*
ya vista.

En la primera version, las pruebas en TEpa estaban realizadas antes de finalizar la codificacion de
la aritmética en Isabelf€LA*, por lo que los operadores aritméticos necesarios y afgieaus propie-
dades estan definidos como axiomas. Asi es que se agrdgainge al comienzo de la especificacion
del algoritmo en TLAZ

CONSTANTS P, GT(,_), Plus(,_), Nat
ASSUME PsubsetNat P C Nat
GEQ(a, b)=(a=b) v GT(a, b)

donde P es el conjunto de identificadores de los procesossyisgeajue los identificadores son niimeros
naturales (por el axioma PsubsetNat). La constante GTgepi® a la relacion “mayor que”, GEQ a la
relacion “mayor o igual que”, Plus a la suma de naturalestyaNeonjunto de nmeros naturales.

También deben agregarse ciertos teoremas que expresgopadades de las constantes declaradas
(la mayoria de los cuales no pueden probarse). Los sigsi¢abremas son usados en las pruebas de las
invariantes:

THEOREM GTAxiom= VY n, me Nat : = (GT(n,m)A GT(m,n))
THEOREM GEQAXxiom= Y n, me Nat : (h=m) v GT(n, m)v GT(m, n)
THEOREM GEQTransitives ¥ n, m, ge Nat : GEQ(n,m\ GEQ(m,q)= GEQ(n,q)
THEOREM Transitivity2= V¥ n, m, ge Nat : GT(n,m)A GEQ(m,q)= GT(n,q)
THEOREM GEQorLT=VY n, me Nat : GEQ(n,m}= -GT(m, n)

BY GEQAxiom, GTAxiom DEF GEQ
THEOREM ZeroANat= 0 € Nat
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THEOREM Plusl= A ¥ ne Nat : Plus(1, ne NatA ¥ ne Nat : GT(Plus(1, n), n)
THEOREM Plus1NZ= ¥V ne Nat : Plus(1, n}x 0
THEOREM NatGEQZer& ¥ n € Nat: (n# 0) & GT(n, 0)
THEOREM Plus1GT= ¥ m, ne Nat : GEQ(m, n}» GT(Plus(1,m), n)

BY Plusl, Transitivity2
THEOREM StringAssumg A "pl”# "p2”" A "pl”+ "p3" A "pl” # "p4” A "pl” + "p5”
A"PL"£"p6" APl £ "p7" A "pl” £ "p8” A "pl” £ "Done”A "p2” + "p3”" A "p2" + "p4”
A"P2"# PS5 A TP+ "p6” A P27+ P77 A P27+ 'p8” A "p2” + "Done’A "p3” # "p4”
A"p3"# "p5" A "p3"# "p6”" A "p3”# "p7" A "p3”" £ "p8”" A "p3” £ "Done”A "p4” + "p5”
A"pA"+"p6" A "pa" £ "pT" A "pd” # "p8” A "p4” £ "Done”A "p5” £ "p6” A "p5” + "p7”
A "p5”"# "p8” A "p5”"# "Done”A "p6”# "p7” A "p6” £ "p8”" A "p6” £ "Done”A "p7" + "p8”
A"p7”+7’Done’A "p8”# "Done”

El teorema StringAssump se agrega debido a la falta de lmtsobre strings al momento de la prueba.
Como puede notarse, estas propiedades corresponden asatipifos lemas ya declarados y probados
en las teorias de aritmética y de orden de los nUmerosatesien Isabelf@LA*.

En la segunda version, una vez formalizada la aritméticsaoell¢TLA*, se quitaron los axiomas
aritméticos ad-hoc de la especificacion. Ademas, eniestancia, Zenon fue extendido para soportar
los operadores aritméticos de TLA as constantes y teoremas anteriores fueron reemplapadda
sintaxis standard de TL¥Ay por las decalraciones:

EXTENDS Naturals
CONSTANT P
ASSUME PsubsetNat P C Nat

donde se mantiene el conjunto de procesos P.
Se tomaron en cuenta los siguientes criterios de comparaci’

= |a cantidad de obligaciones de prueba generadas,

= el tiempo total que tarda el Administrador de Pruebas TLARPMertificar la prueba (el proceso
completo), y

= |a cantidad de fallos de Zenon, es decir, las obligaciongzwsba que Zenon no pudo probar en
el tiempo limite preestablecido de 10 segundos.

En la figuralZ.2 podemos ver los resultados obtenidos. (Lasbps se realizaron sobre TLAPM
version 0.9.201M4.06.03, Isabelle version 2009-1, Zenon version 0.6.2, en uaquina Intel Core 2
Duo 2GHz con 2Gb de RAM.)

De la tabla de comparacién obtuvimos las siguientes ceiutias:

= Enla segunda version hubo menos obligaciones generadaodeque las pruebas en Tt%son
mas cortas: el mayor poder del razonamiento sobre ar@gméé Isabell@LA* permite terminar
las subpruebas en menor cantidad de niveles.

= Enla comparacion se incluyen los fallos de Zenon, es dasigbligaciones de prueba que Zenon
no pudo probar en el tiempo preestablecido de 10 segundomdas maneras, las obligaciones
fueron igualmente probadas en Isab@lleA* (lo que suma mas tiempo al total). Cada fallo signi-
fican 10 segundos extras en el tiempo total, por lo que los diBfdel segundo caso significan
23 min 50 seg. del tiempo total que Zenon estuvo intentanologpren vano.

= Enla segunda version no hay fallos de Zenon debido que Zemsaporta los operadores aritméti-
cos de la primera version pero si los operadores estaled@t A'. Esto influye de manera con-
siderable en el tiempo total de certificacion por lo exglwan el punto anterior. Sin embargo,
debe tenerse en cuenta que las obligaciones se prueban @m detodas formas (en menos de
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Con axiomas ad-hoc e
TLA*?

nSin axiomas ad-hoc |
con teorias aritméticas

en IsabelleTLA*

Invariante de tipos: Init Ao[Nex{yars = O0TypeOK

Lineas de prueba 290 92
Obligaciones generadgs 79 24
Fallos de Zenon 9 0
Tiempo de certificacion 5 min. 12 seq. 2 min. 42 seg.
Invariante del sistema Init A o[Nexiyars = Olnv

Lineas de prueba 1565 557
Obligaciones generadgs 533 188
Fallos de Zenon 143 0
Tiempo de certificacion 35 min. 35 seq. 5 min. 38 seg.

Figura 7.2: Comparacion de la performance en la certificadel Algoritmo de la Panaderia.

10 segundos cada una) por lo que también lleva su tiempo pdprmas hay menos obligaciones

a probar.

= Teniendo en cuenta las consideraciones mencionadasoamiente, el tiempo total de certificacion
baj6o considerablemente en la segunda version en ambaos. dapesar de los pocos operadores
y axiomas ad-hoc agregados en la primera version, el razento sobre aritmética tuvo una
gran influencia en la prueba. Esto también se nota en quentalad de lineas de prueba y de
obligaciones generadas es mayor que en la segunda version.
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Capitulo 8

Conclusiones

8.1. Conclusiones

En este trabajo se extendi6 la lbgica-objeto IsapElA*, la axiomatizacion del lenguaje de especi-
ficacion TLA" en el asistente de pruebas Isabelle. En particular, a ldasesxistentes (I6gica proposi-
cional y de primer orden, teoria de conjuntos, funcionesigs fijos y nimeros naturales) se agrego el
soporte para los operadores aritméticos estandar dé:H®una, multiplicacion, resta, exponenciacion
(definidos a partir de un esquema de recursion primitivajsin y modulo (definidos conjuntamente a
través del Algoritmo de Division).

Debido a que los operadores aritméticos tienen la misnaxssnpara los nimeros naturales y para
los enteros, la implementacion fue incremental. En priongar, se definieron y probaron las propiedades
de los operadores sobre nimeros naturales (excepto &odiw el mddulo). Una vez hecho esto, se
axiomatiz6 la nocion de niumero entero negativo con lasguéefiniod el conjunto de los enteros, como
una extension del conjunto de los naturales, y se fornralizlbs operadores aritméticos para los casos
todavia no definidos, es decir, cuando sus argumentosusoerns enteros negativos. En Gltima instancia,
se desarrollaron conjuntamente los operadores de divisimodulo para naturales y enteros, ya que
estan intrinsecamente definidos por una funcion cafatita.. Este desarrollo también llevb a extender
significativamente la teoria sobre las relaciones de alddos naturales y enteros.

Los operadores o relaciones sobre los enteros, estanddafian funcion del operador o relacion
correspondiente para los naturales. Por lo tanto el razienéonaritmético sobre los enteros consiste
principalmente en reducir las pruebas al razonamientaedobmaturales. Asi es que la mayor parte de
la extension de Isabell[ELAT se llevd a cabo en la teoria sobre aritmética de naturales

En particular, uno de los resultados que se llegb a probgues| conjuntdnt junto a los operadores
+ Y * satisfacen las propiedades de un dominio entero (y, pongkie, de un anillo conmutativo). Entre
otros resultados probados se incluyen la monotonia demia sumultiplicacion, Nat, <) como grupo
parcialmente ordenado, formas de asociatividad y caribalde la resta, y el ya mencionado Algoritmo
de Division para enteros.

En total, se han agregado a Isah@lleA* 17 axiomas (16 de los cuales son sobre enteros negativos,
el restante es el esquema de recursion) y se han probaded&@@rmas sobre los operadores definidos:
185 correspondientes a la teoria sobre aritmética dedugales, 126 a la de enteros, 101 a la teoria
sobre division y 95 teoremas que se agregaron a la teodedéees entre naturales.

Finalmente, se desarrolld un caso de ejemplo en el quedgdral Algoritmo de la Panaderia, cuya
especificacion se encontraba en TLA IsabelléTLA* y se probaron sus invariantes (de tipo y general
del sistema), lo que contribuy0 a testear la extensiolizesta. Por otra parte, se analiz6 la comparacion
de la performance en la certificacion del algoritmo en el Adstrador de Pruebas TLAPS, con las
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versiones de IsabellELA* antes y después de afadir las teorias aqui definidagag conclusiones ya
fueron expuestas. Esto contribuy6 a validar la intemceintre el Administrador de Pruebas TLAPM e
IsabelléTLA*.

Uno de los objetivos de este trabajo fue aumentar el podezd@amiento de los métodos de prueba
automaticos de IsabellELA* (y, por extension, la certificacion del Sistema de PrudhasPS), por lo
gue fue importante la tarea de decidir cuales de los teargmudbados debian ser afladidos por defecto
al Simplificador o a cuales se los debia agregar al Razor@ésico como regla de introduccion, de
eliminacién o de destruccion. Una asignacion erronesdp hacer que en las pruebas subsiguientes los
métodos fallen o, peor, que no terminen. En un principio esespba que un algoritmo de bajo nivel
(como el algoritmo de Cooper, ver mas abajo) debia sereimghtado para mejorar el rendimiento de
las pruebas (es decir, para automatizarlas mas y para guese rapidas). Aunque un algoritmo de este
tipo ayudaria, a partir del desarrollo del Algoritmo de iBign y de los resultados del caso de ejemplo,
creemos que los resultados son satisfactorios.

Podemos mencionar los siguientes problemas encontradgastéeda formalizacion. Al no haber in-
ferencia de tipos, todos los teoremas declarados tienen poemisas que las variables pertenezcan a
Nat o Int. Esto dificulta la tarea de los métodos automaticos, dlenfal intentar unificar esas premi-
sas con la clausura de las variables sobre las operacioniesjeiplo, el teorema sobre la propiedad
distributiva de los naturales sobrey x:

theorem“[ me Nat; ne Nat; pe Nat] = m=(n+p)=mxn+ m=p”

podria probarse simplemente agregando las reglas sobmeutatividad y asociatividad a la prueba por
induccion:

by (induct set: Nat, auto simp add: adtcbmmutenat addassocnat)

Pero los métodosutoy simpfallan al unificar, por ejemplo, las expresiomesp 0 m=ncon las premisas
de las reglas agregadas. En cambio, la prueba debe demasodin detalle, paso por paso. Esto no
constituye un error, pero es incomodo, y una soluciorifakda mucho los pruebas.

Otro de los detalles que se necesita corregir es la repees@mttradicional de los numeros. En
este momento cada numero tiene una traduccion explpitaejemplo, 2 es &c[Succ[0]]) y estan
representados hasta el nimero 15. Lo que hace falta espmesertacion automatica implementada a
bajo nivel. De esto ademas se desprende el problema delazale expresiones con numeros altos. Por
ejemplo, el siguiente lema, que no incluye siquiera cuaatifires o variables, tarda alrededor de un
segundo en ser probado, tiempo considerable teniendo atacsiesimplicidad.

lemma“l + 14=15" by simp

8.2. Trabajos Futuros

Para completar los operadores estandar deRoldire nimeros falta la definicion y aritmética de los
nameros reales. El modulo estanéalsde TLA" define los nmeros reales y sus operadores aritméti-
cos (los mismos aqui definidos para naturales y enteros).

De la misma manera que se derivaron los nUmeros naturaless @gxiomas de Peano, se puede
declarar como axioma que los reales junto con las operacid@esuma y multiplicacion y la relacion
“menor que” forman un campo ordenado completo, y obtenelidel aonjuntoRealsy sus operaciones
y relaciones de orden. Otra opcion es construirlos usaodescde Dedekind [Lan51], con lo que antes se
necesitaria la definicibn de los nimeros racionaleslqDiexa sea el caso, es necesario hacer un analisis
previo completo.

67



Formalizacion de la aritmética de TEAN el asistente de pruebas Isabelle Hernan Vanzetto

En cuanto a la aritmética de los naturales y enteros, haytadnuchas propiedades mas avanzadas
por agregar y teorias por extender. Por ejemplo, faltard@ksa las propiedades de la exponenciacion y
la division de los naturales y los enteros. Hay que tenewenta que el objetivo final no es desarrollar
una teoria matematica avanzada, sino verificar propeddd sistemas concurrentes (principalmente).
El nivel de sofisticacion de estas teorias aritméticgeddera del analisis de los resultados de casos de
ejemplo y casos reales que se lleven a cabo en el futuro.

La aritmética de Presburger es una logica de primer orolereenteros con suma y la relacion “me-
nor que”. Es mas débil que la teoria de Peano pero, a ddierele ésta, es decidible: existe un algoritmo
gue decide si una formula de Presburger es verdadera. Uestaealgoritmos es el de Cooper [Cdo72]
y ya esta implementado en ML para Isab@ll®L. Una instancia de este algoritmo para IsapElla*
puede usarse como un nuevo método de prueba automataegiartipo de formulas, lo que facilitaria
las pruebas y el razonamiento sobre estas. También semimeolementar otrogecision proceduresn
ML, como los que ya existen para Isab@i®L. Por ejemplo, hay varios algoritmos sobre cancelacion
de términos en formulas como

A+nx(m-+n)+B+M%¥n)+C=A+B+C+m.

Por Gltimo, para completar la formalizacion de la sindade TLA faltan otros operadores, simbolos
y expresiones no-aritméticas. Principalmente los opgesdtemporalesf, OF, WF(A), SF,F ~ G).
No es necesario formalizar los operadores de actigmiming), [Ale, (A)e, ENABLED, UNCHANGED, A- B
(composicion de acciones) porque, como ya se explicodsfisiciones son expandidas y llevadas al
nivel de las constantes. También falta desarrollar eluttbdstandaBagscon sus operadoresy e.
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Apeéndice A

Teorias arimeticas de IsabelleTLA™ sobre
los nimeros naturales y enteros

En este apéndice se encuentra el complemento a las seccesarrollas de IsabelldA*. En la
teoriaPeanosoblo se muestra la parte en este desarrollada en esteotrabaj

A.1l. Peano’s axioms and natural numbers

theory Peano
imports FixedPoints Functions
begin

Primitive Recursive Functions

We axiomatize a primitive recursive scheme for functionthvane argument and domain on natural
numbers. Later, we use it to define addition, multiplicatidifference and exponentiation.

axioms
primrec.nat: “ Af : isAFcn(f) A DOMAIN f= Nat
Af[0] =eA (Yne Nat: f[Succ[n]] = h(n,f[n]))”

lemmabprimrecnat:
assumes: “e € S” andsuc: “Yne Nat:v¥xe S: h(nx)e S”
shows" 3f € [Nat — S]: f[0] = e A (Vn e Nat: f[Succ[n]] = h(n,f[n]))”
proof -
from primrec_nat[of e h] obtain f where
1: “isAFcn(f)” and 2: “DOMAIN f = Nat”
and 3: “f[0] =e” and4: " VneNat : f[Succ[n]] = h(n,f[n])”
by blast
have“V¥neNat: f[n] € S”
proof (rule natinduct)
from 3 eshow“f[0] € S” by simp
next
fix nassume'n € Nat” and “f[n] € S”
with suc 4show“f[ Succ[n]] € S” by force
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ged
with 1 2 3 4show?thesisby blast
ged

end

A.2. Orders on natural numbers

theory NatOrderings
imports Peano
begin

Using the setaipto we can now define the standard ordering on natural numbees.cohstani< is
defined over the naturals by the axiom (conditional defin)tioatleg.def below; it should be defined
over other domains as appropriate later on.

We generally define the constansuch that<b iff a<b A a#b, over any domain.
definition

leq :: "[c,c] = (infixl * <="50)
where

natleqg def: “[me Nat; ne Naf] = (m <= n) = (me upto(n))”

abbreviation (input)

geq ::“[cc] = (infixl * >="50)
where

X >=y = y<=X"

notation (xsymbols)
leq (nfixl “<”50) and
geq (nfixl “>"50)

Operator definitions and generic facts aboui<

definition

less :: “[c,c] = c¢”  (infixl “<”50)
where

‘a<b =a<baaz#b’

abbreviation (input)

greater :: “[c,c] = ¢” (infixl *>" 50)
where

X >y =y<x’

lemmaboolify_less [simp]: “boolify(a< b) = (a < b)”
by (simp add: lesslef)

lemmalessisBool [intro!,simp]: “isBool(a<b)”
by (simp add: lesslef)
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lemmalessimp.leq [elim]: “a <b=a<b”
unfolding lessdef by simp

lemmalessirrefl [simp]: “(a < a) = FALSE”
unfolding lessdef by simp

lemmalessirreflE [elim!]: “a <a=— R”"
by simp

lemmalessnotrefl: “a <b=a#Db"
by auto

lemmaneqleq trans [trans]: “a # b—=a<b=—a<b”
by (simp add: lesslef)

lemmaleqg.neqtrans [trans,elim]: “a<b=a+b=a<Db”
by (simp add: lesslef)

lemmaleq neqgtrans’ [trans,elim]: “a <b=—b#a=—a<b”
by (simp add: lesslef)

lemmaleqneqiffless: “a<b= (a# b)=(a<b)”
by auto

Facts about< over Nat
lemmanat boolify_leq [simp]: “[me Nat; ne Natf] = boolify(m< n) = (m< n)”
by (simp add: natleq._def)

lemmanatleq.isBool [intro,simp]: “[me Nat; ne Natf] = isBool(m< n)”
by (simp add: natleq_def)

lemmanatleq.refl [intro,simp]: “n e Nat=n<n”
unfolding nat.leq.def by (rule uptoRefl)

lemmaedgleqg.bothE: — reduce equality over integers to double inequality
“[meNat;ne Nat; m=n;[ m<n;n<m] = P] = P” by simp

lemmanat.zeraleq [simp]: “n e Nat= 0<n”
unfolding nat.leq.def[OF zerolsNatby (rule zerolnUpto)

lemmanatleqg.zero [simp]: “ne Nat= (n<0) = (n=0)"
by (simp add: natleq.def uptoZero)

lemmanat.leqg.Succl [elim!,simp]:
“Im<n; me Nat; ne Natf] = m < Succ[n]”
by (auto simp add: nateq.def uptoSucc)
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lemmanat.leqg.Succ:
“[me Nat; ne Natf] = (m < Succ[n]) = (M < nVv m= Succ[n])”
by (auto simp add: nateq.def uptoSucc)

lemmanat.leq.Succk [elim]:
“[m< Succ[n]; m € Nat; ne Nat; m<n= P; m= Succ[n] = P] = P~
by (auto simp add: nateq.Succ)

lemmanatleq.limit;
“Im<n; =(Succ[m] <n); me Nat; ne Naf] = m=n"
by (auto simp add: nateg.def intro: uptoLimit)

lemmanatleq.trans [trans]:
“Ik<m;m<n; ke Nat; me Nat; ne Naf] = k<n”
by (auto simp add: nateq.def elim: uptoTrans)

lemmanatleg.antisym :
“Im<n;n<m;meNat,ne Naff] = m=n"
by (auto simp add: nateq.def elim: uptoAntisym)

lemmanat.Succnotleg.self [simp]:
“n € Nat= (Succ[n] < n)=FALSFE”
by (auto dest: natleg.antisym)

lemmanat.SucclegD:
“[Succ[m] < n; me Nat; ne Naf] = m<n”
apply (subgoaltac “m < Succ[m]”)
by (elim natleg_trans, auto)

lemmanat.Succleg.Succ :
“Ime Nat; ne Naf] = (Succ[m] < Succ[n]) = (M< n)”
by (auto simp add: nateq.Succ intro: natleg_limit elim: nat. SuccleqD)

lemmanatleqlinear: “[me Nat;ne Naf] = m<nvn<m”
unfolding nat.leq.def using uptoLinear.

lemmanatleq.cases [casaames leq greater]:
assumesn: “m € Nat” and n: “n € Nat”
andleq: “m <n= P” andgeq: “[n<m;nzm] = P”
shows"“P”

proof (cases “m< n”)
caseTruethus “P” by (rule leq)

next
caseFalse
with m nhavenm: “n < m” by (blast dest: nafeq linear)
thus “P”
proof (cases “r=m”)
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caseTrue

with mhave“m < n” by simp

thus “P” by (rule leq)

next

caseFalse

with nmshow“P” by (rule geq)
ged
ged

lemmanatleqg.induct: — sometimes called “complete induction”
assumesP(0)" and“V¥Yne Nat: (Yme Nat: m< n= P(m))= P(Succ[n])”
shows" ¥n e Nat: P(n)”
proof -
from premshave“Vne Nat:¥Yme Nat: m<n= P(m)”
by (intro natinduct, auto simp add: ndéeq Succ)
thus ?thesisby (blast dest: naieq_refl)
ged

lemmanat.leg.inductE:
“[ne Nat; P(0); An.[ne Nat; Yme Nat: m< n= P(m)] = P(Succ[n])] = P(n)"
by (blast dest: nateg.induct)

Facts about< over Nat

lemmanat.Succleq.iff_less [simp]:
“Ime Nat; ne Naf] = (Succ[m] <n)=(m<n)”
by (auto simp add: lesslef dest: natSucclegD natleq_ limit)

— alternative definition ok overNat
lemmasnatlessiff_-Succleq = sym[OF natSuccleq.iff_less, standard]

Reduce< to <.

lemmanatleq.less:— premises needed fagBool(mxn) and reflexivity
“ImeNat;neNatf] = m<n=(m<nvm=n)”
by (auto simp add: lesslef)

lemmanatlessSucciff_leq [simp]:
“Ime Nat; ne Naf] = (m< Succ[n]) = (m< n)”
by (simp del: natSuccleq.iff_less add: natlessiff_Succleq natSuccleq.Succ)

lemmasnat.leq.iff_-lessSucc= sym[OF natlessSucciff_leq, standard]

lemmanat.not.leg.one [simp]:
“neNat= (=(1<n))=(n=0)"
by (cases set: Nat, auto)

< andSucc

lemmanat.not.less0 [simp]:

75



Formalizacion de la aritmética de TEAN el asistente de pruebas Isabelle

“n € Nat= (n < 0) = FALSE”
by (auto simp add: lesslef)

lemmanat lessSuccl:
“Im<n; me Nat; ne Natf] = m< Succ[n]” by auto

lemmanat.SucclessD:
“[Succ[m] < n; me Nat; ne Naf] = m< n” by (simp add: lesglef)

lemmanatlessleg.notleq:
“ImeNat;neNaf] = (m<n)=(M<nA-n<m)’
by (auto simp add: lesslef dest: natleg.antisym)

lemmanat.Succnotlessself [simp]:
“n € Nat—= Succ[n] < n= FALSE”
by (simp add: lesslef)

Transitivity.
lemmanat.lesstrans :

“ITk <m;m<n; ke Nat; me Nat; ne Nat] = k<n”
by (auto simp add: lesslef dest: natleq trans natleq antisym)

lemmanatlesstrans Succ [trans]:
assumedtl: “i <j” andlt2:“j] <k” andnat: “i € Nat”"“} € Nat”“k € Nat”
shows" Succ[i] <k’
proof -
from It1 nat have*® Succ[Succ[i]] < Succl[j]” by simp
also from It2 nat have“ Succ[j] < k” by simp
finally show ?thesisusing nat by simp
ged

lemmanat.leq.lesstrans [trans]:
“Ik <m;m<n; ke Nat; me Nat; ne Nat] = k<n”
by (auto simp add: lesslef dest: nafleq_trans natleg.antisym)

lemmanatlessleqg.trans [trans]:
“ITk <m;m<n; ke Nat; me Nat; ne Naf] = k<n”
by (auto simp add: lesslef dest: nafleq_trans natleg.antisym)

Asymmetry.

lemmanatlessnot.sym:
“Im<n;meNat;ne Naf] = - (n<m)”
by (simp add: natlessleqg.not leq)

lemmanatlessasym:
“T(=P=n<m); m<n; me Nat; ne Naf] = P”
by (blast dest: nalessnot.sym)

Linearity (totality).
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lemmanat lesslinear:
“ImeNat;neNaf] = m<nvm=nvn<m”
unfolding lessdef using nat.leg linear by blast

lemmanatleqg.lesslinear:
“ImeNat;neNaf] = m<nvn<m’
using natlesslinear by (auto simp add: lesslef)

lemmanatlesscases [casanames less equal greater]:
“ImeNat;neNaf] = (m<n=P)= (M=n=P)= (h<m=P)= P”
using nat.lesslinear by blast

lemmanatleq.lesscases:
“ImeNat;neNat, msn=P;n<m=—P] = P”
using natleg.cases lesslef by auto

lemmanat not less:
“ImeNat;neNaf] = (-m<n)=(n<m)”
using nat leq linear by (auto simp add: lesslef dest: natieq antisym)

lemmanat.not.lessiff_gr_or_eq:
“ImeNat;neNaf] = (-m<n)=(m>nv m=n)"
unfolding nat.not.lessby (auto simp add: lesslef)

lemmanatnotlesseq:
“Ime Nat; ne Naf] = (- m< n) = (n < Succ[m])”
unfolding nat.not.lesshby simp

lemmanat.notleq:
“ImeNat;neNatf] = (-m<n)=(n<m)”
by (simp add: sym[OF nahot.less])

— often useful, but not active by default
lemmasnat.not.order_simps= nat.not.less natnot.leq

lemmanat.notlegeq:
“Ime Nat; ne Naf] = (-~ m< n)=(Succ[n] £m)”
unfolding nat.not.leqby simp

lemmanat.neq.iff:
“ImeNat;neNatf] = m#n=(m<nvn<m)”
using natlesslinear by auto
lemmanat.neglessE:
“Im#n; meNat; ne Nat; (m<n=R); (h<m=R)] = R”
by (auto simp add: naheq.iff)

lemmanat.antisymconvi.:

77

Hernan Vanzetto



Formalizacion de la aritmética de TEAN el asistente de pruebas Isabelle

“I=-m<n; meNat,ne Naf] = (m<n)=(m=n)"
by (auto simp add: nanhot less elim: natleg.antisym)

lemmanat.antisymconv2:
“Im<n;meNat;ne Naf] = (-=m<n)=(m=n)"
by (auto simp add: naantisymconv1l)

lemmanat.antisymconv3:
“I=-n<m;meNat;ne Naf] = (-m<n)=(m=n)"
by (auto simp add: nanhot less elim: natleg.antisym)

lemmanat.not.lessD:
“I-m<n;meNat;,neNaf] =n<m”
by (simp add: natnot less)

lemmanat.notlessl:
“In<m; meNat;ne Naf] = - m<n”
by (simp add: natnot less)

lemmanat.gtO_notO :
“n e Nat= (0 < n)=(n=#0)"
by (auto simp add: naheq.iff)
lemmasnat.neqQconv= sym[OF natgtO_not0, standard]
Introduction properties
lemmanat lessSuccself :
“n € Nat= n < Succ[n]" by simp
lemmanat zeralessSucc :
“n € Nat= 0 < Succ[n]” by simp

Elimination properties.

lemmanat lessSucc:
“Ime Nat; ne Naf] = (m< Succ[n]) =(m<nvVv m=n)’
by (simp add: natleg_less)

lemmanat lessSuccE:
assumes'm < Succ[n]” and “m € Nat” and “n € Nat”
and“‘m <n= P” and“‘m =n—= P”
showsP
using premsby (auto simp add: nateg_less)

lemmanatlessone :
“n e Nat= (n< 1)=(n=0)" by simp
"Less thanis antisymmetric, sort of.

lemmanat.lessantisym:
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“[me Nat; ne Nat; =(n < m); n< Succ[m] ] = m=n"
by (auto simp add: nahot order_simps dest: nateg.antisym)

Inductive (?) properties.

lemmanat Succlessl:
“[me Nat; ne Nat; m< n; Succ[m] # n] = Succ[m] < n”
by (simp add: legneqiff_less)

lemmanat lessE:
assumesnajor: “i <k” andi:“i € Nat” andk: “k € Nat”
obtainsj where“j € Nat” and*“i <j” and“k = Succ[j]”
proof -
from k majorhave“ djeNat ;i <j A k = Succ[j]”
proof (induct k)
case0 with i show?caseby simp
next
fix n
assumen: “n € Nat” and 1: “i < Succ[n]”
andih: “i <n= djeNat:i<j A n= Succlj]"
from in 1lhave“i <nvVvi=n"by(simpadd: natlegless)
thus“3jeNat : i <j A Succ[n] = Succ[j]”
proof
assume'i <n”
then obtain j where“j € Nat” and“i <j” and*“n = Succ|j]”
by (blast dest: ih)

with i have*® Succ[j] € Nat” and“i < Succ[j]” and* Succ[n] = Succ[ Succ[j]]”

by auto
thus ?thesisby blast
next
assume'i =n”
with i show ?thesisby blast
ged
ged
with that show ?thesisby blast
ged

lemmanat SucclessE:
assumesnajor: “Succli] <k” andi:“i € Nat” and k: “k € Nat”
obtainsj where“j € Nat” and“i <j” and“k = Succ[j]”
using premsby (auto elim: natlessE)

lemmanat.gtO.implies Succ:
“[O<n; neNaf] = Ime Nat: n= Succ[m]”
by (cases set: Nat, auto)

lemmanat.gtO.iff_Succ:
“n € Nat= (0 < n) = (Ime Nat: n= Succ[m])”
by (auto dest: naigtO_.implies Succ)

79

Hernan Vanzetto



Formalizacion de la aritmética de TEAN el asistente de pruebas Isabelle Hernan Vanzetto

lemmanatlessSucceq0_disj:
“Ime Nat; ne Nat] = (m< Succ[n]) = (m= 0V (djeNat: m= Succ[j] Aj<n))”
by (induct set: Nat, auto)

lemmanat lessantisymfalse: “[m < n; me Nat; ne Naf] = n <m= FALSE”
unfolding lessdef using nat.leg.antisymby auto

lemmanatlessantisymleq false: “[m < n; me Nat; ne Natf] = n< m=FALSE”"
unfolding lessdef using nat.leg.antisym[of m n]by auto

end

A.3. Arithmetic (except division) over natural numbers

theory NatArith
imports NatOrderings
begin

Additional arithmetic theorems

lemma Succpred [simp]:
“n e Nat—= n> 0= Succ[n—-1] =n"
by (simp add: dif_Succnat natgtO_not0)

lemmalessimp_Succadd:
assumesn: “m € Nat” and n: “n € Nat”
shows*m < n= (dk € Nat: n= Succ[m + k])” (is*“ . = ?P(n)")
using n proof (induct)
case0 with m show ?caseby simp
next
fix n
assumen: “n € Nat” and ih: “m <n = ?P(n)” and suc: “m < Succ[n]’
from suc m nshow“?P( Succ[n])”
proof (rule natlessSuccE)
assume'm<n”
then obtain k where “k € Nat” and “n = Succ[m + K]” by (blast dest: ih)
with m nhave* Succ[k] € Nat” and * Succ[n] = Succ[m + Succ[k]]” by auto
thus ?thesis..
next
assume‘m=n”
with nhave* Succ[n] = Succ[m + 0]” by simp
thus ?thesisby blast
ged
ged
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Monotonicity of Addition

lemmanat.add.left. cancelleq [simp]:
“Ik € Nat; me Nat; ne Naf] = (k+ m<k+n)=(m<n)”
by (induct set: Nat, simgall)

lemmanat.add.left_ cancelless [simp]:
“Ik € Nat; me Nat; ne Naf] = (k+ m<k+n)=(m<n)”
by (induct set: Nat, simgall)

lemmanat.add.right_cancelless [simp]:
“[k € Nat; me Nat; ne Naf] = (m+ k<n+k)=(m<n)"
by (induct set: Nat, simgall)

lemmanatadd.right_cancelleq [simp]:
“[keNat; me Nat; ne Natf] = (m+ k<n+k)=(m<n)"
by (induct set: Nat, simall)

lemmaadd.gr_0 [simp]:
“IneNat;meNaf] = (m+n>0)=(m>0vn>0)"
by (auto dest: naigtO_implies Succ nainot.lessD)

lemmanatleqg trans add left_false [simp]:
assumesgn: “m € Nat” and n: “n € Nat” and p: “p € Nat”
shows*[m+n<p;p<n] = (M+n<p)=FALSE”
apply (induct n p rule: difinduct)
using premsby simpall

(Partially) Ordered Groups

Hernan Vanzetto

— The two following lemmas are just “one half” ot add left_ cancellegandnat.add.right_cancelleq

proved above.
lemmaadd.leqg.left mono:
“[aeNat; be Nat;ce Naf] = a<b=c+a<c+Db” bysimp

lemmaadd.leqg.right_mono:
“JaeNat; be Nat;ce Naf] = a<b=a+c<b+c” bysimp

non-strict, in both arguments

lemmaadd.leg.mono:
“[aeNat; be Nat; ce Nat; de Nat; a<b;c<d] = a+c<b+d"
using natleg.trans[of “a + ¢c”"“b + c"“b + d”] by simp

— Similar for strict less than.
lemmaadd.lessleft mono:

“Jae Nat;be Nat; ce Naf] = a<b=c+a<c+b" bysimp

lemma add.lessright_mono:
“JaeNat; be Nat;ce Naff] = a<b=a+c<b+c” bysimp
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Strict monotonicity in both arguments

lemmaadd.lessmono:
“Jae Nat; be Nat; ce Nat; de Nat; a<b;c<d] = a+c<b+d’
using natlesstrans[of “a + ¢”“b +c¢”“b + d”] by simp

lemmaadd.lessleg.mono:
“Jae Nat; be Nat; ce Nat;de Nat; a<b;c<d] = a+c<b+d’
using natlessleq.transfof “a + ¢”“b + c¢”“b + d”] by simp

lemmaadd.leg.lessmono:
“Jae Nat; be Nat; ce Nat;de Nat; a<b;c<d] = a+c<b+d"
using natleg.lesstransfof “a + ¢”“b +c¢”"“b + d”] by simp

Lifting < monotonicity to< monotonicity.

lemmalessmonaimp_leg.mono:
assumes: “i € Nat” andj: “j € Nat” andf: “¥ne Nat: f(n) e Nat”
shows“[Aij.ieNat= je Nat= i <] = f(i) < f(j); i <] ] = f(i) < f(j)”
using prems lessmp_leq[of “f(i)” “f(j)"] nat _leg.less[OF ij] by auto

lemmaleqg.addl [simp]:
“faeNat;beNaf] =b<b+a”
using add.leg_left_mono[of O] by simp

lemmaleqg.add2 [simp]:
“faeNat;beNaf] =b<a+Db”
using add.leg_right_mono [of 0] by simp

lemmalessiff_Succadd:
“Jae Nat; be Naf] = (a< b)= (3k € Nat: b= Succ[a + K])”
by (auto intro!: lessimp_Succadd)

lemmatransleg.addl:
“Ja<b;aeNat;be Nat;ce Natf] = a<b+c”
by (auto elim: natleg_trans)

lemmatrans.leg.add2:
“Ja<b;aeNat;be Nat;ce Natf] = a<c+Db”
by (auto elim: natleg_trans)

lemmatrans lessaddl:
“Ja<b;aeNat;be Nat;ce Natf] = a<b+c”
by (auto elim: natlessleqg.trans)

lemmatrans.lessadd?2:

“Ja<b;aeNat;be Nat;,ce Naf] = a<c+Db”
by (auto elim: natlessleq_trans)
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lemmaadd.lessD1:
“Ja+b<c;aeNat;be Nat;ce Naf] = a<c”
by (auto simp: natleg_lesstrans[of “a” “a + b"])

lemmanot.add.lessl [simp]:
“JaeNat; be Naf] = (a+ b<a)=FALSE”
by (auto dest: addessD1)

lemmanot.add.less2 [simp]:
“JaeNat; be Naf] = (b+ a<a)=FALSE”
by (simp add: addcommutenat)

lemmaadd.leqD1:
“Ja+c<b;aeNat;be Nat;ce Natf] = a<b”
by (intro nat.leg_trans[of “a” “a + ¢” “b”], simp _all)

lemmaadd.leqD2:
“fa+c<b;aeNat;be Nat;ce Natf] = c<b”
by (intro nat.leg_transfof “c” “a + c¢” “b"], simp _all)

lemmaadd.leqE:
“fa+c<b;aeNat;beNat;ceNaf] = (a<b=c<b=R)= R’
by (blast dest: addeqD1 addleqD2)

lemmaleqg.add.left_false [simp]:
“JaeNat; be Nat; 0<b] = a+ b < a=FALSE”
using natleg_less[of “a + b” a] add_eq self zeranat by auto

lemmalessselfadd.notO.nat [intro]:
“JaeNat;be Nat;0<b] = a<a+Db”
using notQ.implies Suclof b] natgt0_not0 by auto

Used in intadd assoc* proofs

lemmaadd.lessleg.translfalse [dest]:
“Im+n<p;p<n, meNat;, ne Nat; pe Naf] = FALSE”
by (drule natlessleq trans[of “m + n” p n], simp_all)

lemmaadd.lessleg.trans2false [dest]:
“Im+n<p; p<m; me Nat; ne Nat; pe Naf] = FALSE”
by (drule natlessleq trans[of “m + n” p m], simp_all)

lemmaadd.leq.lesstranslfalse [dest]:
“Im+n<p;p<n; meNat, ne Nat; pe Natf] = FALSE”
by (drule natleg.lesstrans[of “m + n” p n], simp_all)

lemmaadd.leg.lesstrans2 false [dest]:
“Im+n<p; p<m; me Nat; ne Nat; pe Naf] = FALSE”
by (drule natleg.lesstrans[of “m + n” p m], simp_all)
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lemmaadd.left_leq.is_0 [dest]:
“l[a+b<a;aeNat;be Natf] = b=0"
by (simp only: natleqg_less[of “a+b” a] addIsNat, auto)

lemmaadd.left_leq.is_O_trans [dest]:
“Ta+b<c;c<ajaeNat;beNat;ce Naf] = b=0"
by (drule natleg.trans[of “a + b” ¢ a], auto)

More results about difference over naturals

lemmapred.lessself [simp]: “a € Nat= 0 < a= Prep[a] < &”
by (drule notQimplies Suclof a], auto)

Addition is the inverse of subtraction:if< mthenn + (m —n)=m.

lemmaadd.diff_inverse:
assumes -(m<n)”" “m € Nat” and “n € Nat”
shows*n + (m—-n)=m"
using premsby (induct m n rule: dffinduct, simpall)

lemmale_add.diff_inverse [simp]:
“ImeNat;neNaf] =n<m=n+(MmM-n)=m"
by (simp add: adddiff_inverse natnot less)

lemmale_add.diff_inverse2 [simp]:
“ImeNat;neNaf] =n<m= m-n)+n=m"
by (simp add: addcommutenat)

lemma Succdiff_leq:
assumesn: “m € Nat” and n: “n € Nat”
shows“n < m= Succ[m] — n = Succ[m —n]”
by (induct m n rule: difinduct, simpall add: prems)

lemma Succdiff_less:
assumesn: “m € Nat” and n: “n € Nat”
shows*n < m= Succ[m] — n = Succ[m —n]”
by (induct m n rule: difinduct, simpall add: prems)

lemmadiff_lessSucc:
assumesn: “m € Nat” and n: “n € Nat”
shows*m — n < Succ[m]”
by (induct m n rule: difinduct, simpall add: prems)

lemmadiff_leg.self [simp]:
assumesgn: “m € Nat” and n: “n € Nat”
shows‘m—-n<m”
by (induct m n rule: difinduct, simpall add: prems)
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lemmaleq.iff_add:
assumesn: “m € Nat” and n: “n € Nat”
shows*m < n=(dke Nat: n=m+ k)" (is“?lhs = ?rhs”)
proof -
havel: “?lhs = ?rhs”
proof
assumemn: “m <n”
with m nhave“n = m+ (n—m)” by simp
with m nshow*“?rhs” by blast
ged
from premshave?2: “?rhs = ?lhs” by auto
from 1 2 premsshow ?thesisby blast
ged

lemmalessimp.diff_less [intro]:
assumeg: “j € Nat” andk: “k € Nat” and n: “n € Nat”
shows'] <k=j—-n<Kk"
apply (rule natleg.lesstrans[OF _ _ diffiIsNat[OF j n] j k])
by (rule diff_leg_self[OF j n])

lemmadiff_Succless [intro]:
“IO<n; neNat;ieNat] = n—Succ[i] <n”
by (cases set: Nat, auto)

lemma pred.diff_to_Succ:

“[x e Nat; ne Nat; Succ[Succ[x]] <n] = Prep[n — x] = Succ[n — Succ[ Succ[X]]]”

by (simp add: Sucdiff_leg[symmetric] dff_Succnat[symmetric, of n X]
del: Succdiff_leq diff-Succnat)

lemma Succadd. diff_selfl [simp]:
“Jae Nat; be Naf] = Succ[b + a] —a = Succ[b]”
by (induct set: Nat, simgall)

lemma Succadd.diff_self2 [simp]:
“Jae Nat; be Naf] = Succ[a + b] —a = Succ[b]”
by (simp add: addcommutenat[of a])

Diff and Add associativity. We always try to group the positivguanents

lemmadiff_.add.assocl [simp]:
assumesc <b” and“a € Nat"“b € Nat”“c € Nat”
shows*a + (b—c)=(a+b)-c”
using premshy (induct b c rule: difinduct, simpall)

lemmadiff_add.assoc2 [simp]:
assumesb < a” and“a € Nat”“b € Nat” “c € Nat”
shows“(a—b) +c=(a+c)—-b"
using premsby (induct a b rule: difinduct, simpall)
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lemmadiff_add.assoc3 [simp]:
assumesc <b” and“a € Nat”“b € Nat” “c € Nat”
shows*a—(b-c)=(a+c)—-Db"
using premsby (induct b c rule: difinduct, simpall)

lemmadiff_add.assoc4 [simp]:
“Jae Nat; be Nat; ce Natf] = (a—b)-c=a-(b+c)"
by (rule diffinduct[of a b], auto)

lemmadiff.is_0_eq [simp]:
assumesm < Nat” “n e Nat”
shows‘m—n=0)=(m<n)"

by (induct m n rule: difinduct, simpall add: prems)

lemmadiff.is_0_eq’ :
“Im<n; me Nat; ne Naf] = m—n=0" by simp

lemmazeralessdiff [simp]:
assumesm € Nat” “n e Nat”
shows*(0 < n—m)=(m<n)”

by (induct m n rule: difinduct, simpall add: prems)

lemmalessimp_add. positive:

assumesi <j” andi:“i € Nat” andj:“j € Nat”
shows* dke Nat: O<kAi+k=]j"
apply (rule_tac x="j—i” in bExI)

using prems lessmp_leq by (simpall add: zeralessdif[OF i j])
Transform dif to add in an inequality

lemmaleq.diff_right_add.leftiff [simp]:
assumesk <n” and“m € Nat” “n € Nat” “k € Nat”
shows'm <n—k=(m+k<n)”
using premsby (induct n k rule: difinduct, simpall)

lemmaleq.diff_right_add left [dest]:
assumesm <n-Kk’“k <n” and“m € Nat” “n € Nat” “k e Nat”
shows"“(m + k < n)”
using premsby (induct n k rule: difinduct, simpall)

lemmaleq.diff_leftadd.right_iff [simp]:
assumesp <n”“m € Nat”“n € Nat” “p e Nat”
showsn—p <m=(n<m+p)’
using premsby (induct n p rule: difinduct, auto)

lemmaleq.diff_left.add.right [dest]:
assumesn—p <m” and “m € Nat”“n € Nat” “p € Nat”
shows*n <m+ p”
using premsby (induct n p rule: difinduct, simpall)
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lemmasleq.diff_-to_add.iff = leq.diff_right_add.leftiff leq.diff_left add.right_iff
Transform dif to add in a strict inequality

lemmalessdiff_right_add.leftiff [simp]:
assumesk <n” and“m € Nat” “n € Nat” “k € Nat”
shows*m <n—-k=(m+k<n)’
using premsby (induct n k rule: difinduct, simpall)

lemmalessdiff_right_add.left [dest]:
assumesm < n—k’“k <n” and“m € Nat” “n € Nat” "k € Nat”
shows"*(m + k < n)”
using premsby (induct n k rule: difinduct, simpall)

lemmalessdiff_leftadd.right_iff [simp]:
assumesp <n”“m e Nat”“n € Nat”"“p e Nat”
shows‘n—p <m=(n<m+ p)”

using premsby (induct n p rule: difinduct, auto)

lemmalessdiff_left add.right [dest]:
assumesn—p <m” and“m € Nat”“n € Nat” “p € Nat”
shows“n <m+ p”

using premsby (induct n p rule: difinduct, simpall)
lemmaslessdiff_-to_add.iff = lessdiff_right_add.leftiff lessdiff_left.add.right_iff

lemmaleq.diff_trans [intro]:
“[p<m; me Nat;ne Nat; pe Naf] = p—-n<m”
apply (rule natleqg.transfof “p — n"])
using diff_leg_self by simpall

lemmaleq.diff_right_false [simp]:
“IO<n; n<m; me Nat; ne Naf] = m< m—n= FALSE”"
by (simp add: leqdiff_right_add.left)

lemmaleq.diff_right_imp_0:
assumedi:n <n—p”“p <n” andn:“n € Nat” and p: “p € Nat”
shows*p = 0"
using p h nby (induct, auto)

lemmalessimp.diff_notO [intro]:
“Ti<j;ieNatjjeNal] =j—i#0"

proof -

assume'i <J” andnat: “i € Nat”"j € Nat”

hence“0 <j—i" by simp

with nat show ?thesisusing nat gtO_notO[of “j —i"] by auto
ged
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lemmalessimp_diff_positive:
assumedh: “i <" andi:“i e Nat” andj: “j € Nat”
shows"[i <j;i € Nat; j € Naf] = Ak e Nat: j—i = Succ[k]"
apply (rule notQimplies Suc)
using lessimp_diff_.not0 by simpall

lemmadiff_eqselfis_0 [dest]:
assumesl: “n—m=n"*m <n” andm: “m € Nat” and n: “n € Nat”
shows*m = 0"
usingm lapply (induct, simpall)
usingn by (induct, auto simp: Sucdiff_leq dif_less Succ[unfolded lessdef])

lemmadiff_eqseltis_0’ [dest]:
assumesdl: “n—m=n""“m <n” andm: “m € Nat” and n: “n € Nat”
shows*m = 0"
using premsby auto

lemmaselfeqdif.is_0 [dest]:
“In=n-m; m<n;meNat,ne Naf] = m=0"
by (auto dest: sym)

lemmaselfeqdif.is_0’ [dest]:
“In=n-m; m<n; meNat,ne Naf] = m=0"
by auto

lemmadiff_left.egadd.right [simp]:
assumesdl: “b <a” and nat: “a € Nat” “b € Nat” “c € Nat”
shows*(a—b=c)=(c+b=a)"
using premsby auto

lemmadiff_left. eqadd.right_sym [simp]:
assumesl: “b <a” and nat: “a € Nat” “b € Nat” “c € Nat”
shows*(c =a—-b)=(c+b=a)"
using premsby auto

lemmadiff_cancelleft_nat [simp]:
“fa<c;b<c;aeNat;beNat;ce Naf] = (c—a=c—-b)=(a=b)"
by (safe, simp add: tranteq.addl)

lemmadiff_cancelleft2_nat [simp]:
“Ja<c;b<c;aeNat;beNat;ce Naff = (c—a=c—-b)=(a=b)"
unfolding lessdef by (rule diff_.cancelleft_nat, auto)

lemmadiff_canceleqg.nat [simp]:

“Ja<c;aeNat;beNat;ce Naf] = (c—a+b=c)=(a=Dh)”
by (auto simp add: trandeg.addl)
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lemmadiff_cancelright_nat [simp]:
assumes: “a € Nat” and b: “b € Nat” and c: “c € Nat”
shows“[c<a;c<b] = (a-c=b-c)=(a=b)"
using premsby auto

lemmadiff_cancelright2_nat [simp]:
“[c<a;c<b;aeNat;be Nat;ce Naf] = (a—c=b-c)=(a=b)"
unfolding lessdef by (rule diff_cancelright_nat, auto)

Monotonicity of Multiplication

lemmamultleg.left mono:
assumesl:“a <b” anda: “a € Nat” and b: “b € Nat” and c: “c € Nat”
shows‘c*a <c*b”
usingc 1 a bby (induct, simpall add: addleg.mono)

lemmamultleg.right_mono:
assumesdl:“a < b” anda: “a € Nat” and b: “b € Nat” and c: “c € Nat”
shows“a*c <b*c”
usingc 1 a bby (induct, simpall add: addleg.mono)

< monotonicity, BOTH arguments

lemmamultleg.mono:
assumesi <j"“k <I” and“i € Nat"“j € Nat”“k € Nat”“l € Nat”
showsi*k <j*I
using prems multleq_right_-mono multleq_left mono
natleg.trans[of “i * k” “j * k" “j * I"]
by simp

strict, in 1st argument

lemma mult.lessleft mono:

assumesl: “i <j"“0 <k”andi:“i € Nat” andj: “j € Nat” andk: “k € Nat”

shows*k *i <k*j”

usinglk
proof (auto simp: natgtO_iff_Succ)

fix m

assumem: “m € Nat” and“i <J”

with mijshow" Succ[m] *i < Succ[m] * j”

by (induct, simpall add: add lessmono)

ged

lemmamultlessright_mono:

assumesl: “i <j"“0 <k”andi:“i € Nat” andj: “j € Nat” andk: “k € Nat”

shows"“i*k <j*Kk”

using 1 k

proof (auto simp: natgtO.if_Succ)
fix m
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assumem: “m € Nat” and“i <J”
with mijshow"i* Succ[m] <j* Succ[m]’
by (induct m, simpall add: addlessmono)
ged

lemmanat.O_lessmultif[simp]:
“JaeNat;beNaf] = (0O<a*b)=(0<aA0<b)"
by (induct set: Nat, auto)

lemmamultlesscancelleft [simp]:
assumesn: “m € Nat” and n: “n € Nat” and k: “k € Nat”
shows“(k*m <k*n)=(0<kAm<n)”
proof (auto intro!: multlessleft mono simp: prems)
assume’k*m <k*n”
with k m nshow“0 < k” by (induct, simpall)
next
assume’k*m < k*n”
with m n kshow*m <n”
unfolding lessdef[of “k * m” “k * n”]
apply (auto simp add: nahot.leg[symmetric])
using mult.leg_left mono natleg.antisym[of “k * m” “k * n”]
by auto
ged

lemmamultlesscancelright [simp]:
“Ime Nat; ne Nat; ke Naf] = (m*k<n*k)=(0<kA m<n)”
by (simp add: mulicommutenat)

lemmamultlessseltleft [dest]:
assumedess: “n*k < n” andn: “n € Nat” and k: “k € Nat”
shows"k =0"
usingk less rby (cases, auto)

lemma multlessselfright [dest]:
assumedess: “k*n < n” and n: “n € Nat” and k: “k € Nat”
shows“k =0"
usingk less rby (cases, auto)

lemmamultleg.cancelleft [simp]:
“Ime Nat; ne Nat; ke Naf] = (k*m<k*n)=(k=0vm<n)”
by (auto simp add: nateq_less natgtO_not0)

lemmamultleg.cancelright [simp]:
“[me Nat;ne Nat; ke Natf] = (m*k<n*k)=(k=0vm<n)”
by (auto simp add: nateq_less natgtO_not0)

lemma Sucmultlesscancell:
“Ime Nat; ne Nat; ke Naf] = (Succ[k] * m < Succ[k] *n) = (m<n)”
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by (simp del: multSuccleft_nat)

lemma Sucmultleg.cancell:
“Ime Nat; ne Nat; ke Naf] = (Succ[k] * m < Succlk] *n) = (m<n)”
by (simp del: multSuccleft_nat)

lemmanatleg.square: “me Nat= m<m*m”
by (cases set: Nat, auto)

lemmanatleg.cube: “me Nat= m<m*(m* m)”
by (cases set: Nat, auto)

Lemma forgcd

lemmamultegselfimplies 10:
assumesn: “m € Nat” and n: “n € Nat”
shows‘(m*n =m)=(n=1v m=0)"(is“?lhs = ?rhs”)
proof -
havel: “?lhs = ?rhs”
proof
assumeeq: “?lhs”
with m nhave*m*n =m* 1" by simp
thus “?rhs” unfolding mult.cancellnat[OF m n onelsNat]
ged
from m nhave2: “?rhs = ?lhs” by auto
from 1 2 show?thesisby blast
ged

lemmamultadd.lessselfnat [dest]:
assumesdl: “a*b + c<b” andc: “c € Nat”
shows“[O< b;ae Nat;beNaf] = a=0Ac<Db”
using ¢ 1apply (induct, simpall)
apply best
apply (subgoaltac “a = 0")
apply (auto dest!: natSucclessD)

done

isEven predicate

(Used in the definition of negative based exponentiation.)

definition isEvenwhere
“n € Nat= iseEven(n= Axe Nat: n=x+ x"

lemmaboolify_isEven [simp]:
“n € Nat= boolify(isEven(n))= isEven(n)”
unfolding isEvendef by simp

lemmaisEvenisBool [intro!,simp]:
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“n € Nat= isBool(isEven(n))”
unfolding isEvendef by simp

lemmaisEven0 [simp]:
“isEven(0)”
by (simp add: isEverdef, force)

lemmanat.is_evenor_not:
“n € Nat= isEven(n)v - isEven(n)”
by (auto simp add: isEvedef)

lemmaevenis_evenSS [simp]:
“[n e Nat; isEven(n) = isEvenBucc[ Succ[n]])”
apply (induct set: Nat)
by (simpall add: isEvendef, auto)

lemmaevenSSs_even [dest]:
“isEven(Succ[ Succ[n]]) = n e Nat= isEven(n)”
apply (simp add: isEvertef)
proof safe
fix x
assumenat: “n € Nat” “x € Nat” and 1: “ Succ[Succ[n]] = X + X"
hence” Prep[ Prep[ Succ[ Succ[n]]]] = Prep[Prep[x + X]]” by simp
with nathave“n = Prep[Prep[X + X]]” by simp
with nathave“n = Preb[x] + Prep[X]”
apply simp
by (rule natCases|of x], simll add: Predadd.right_nat)
with natshow"“ dx € Nat : n=x + X" by force
ged

lemmaevenSSeqg.even [simp]:
“n € Nat= isEvenBucc[Succ[n]]) = isEven(n)”
by (simp add: boolEquajf iff_def, auto)

lemmaisEvenadd.xx [simp]:
“n € Nat= isEven(n+ n)”
by (force simp add: isEvexef)

lemmaodd.is_evenfalse [simp]:
assumes: “x € Nat” andy: "y € Nat”
shows"( Succly + Y] = X + X) = FALSE”
apply (rule natleg.cases[of x y])
using premsapply (simpall add: natnotleq natleg.less)
proof (auto)
assumehl: “x <y” and h2: “Succly +y] =X+ X"
from xy xy hl hlhave“x + x<y+Yy” by (rule addlessmono)
with y h2[symmetriclshow“FALSE” by simp
next
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assumehl: “y < x” and h2: “Succly +y] =X+ X"
from x y hlhave" Succ[y] + y <X+ X"
using nat Succleq.iff_less
by (simp add: addeqg_lessmono del: addSuccleft_nat)
with y h2[symmetriclshow“FALSE” by simp
ged

lemmaevenis_odd. false [simp]:
“[x e Nat; ye Natf] = (x + x = Succ[y +V]) = FALSE"
by (rule natCases|of x], simll)

lemmaisEvenadd Sxxfalse [simp]:
“n € Nat= isEvenBucc[n + n]) = FALSE"
by (force simp add: isEvexef)

lemmaisEvenimp_notSucc [simp]:
“[isEven(n); ne Naf] = isEvenBucc[n]) = FALSE”
by (force simp add: isEvexef)

lemmaevenSimp_evenfalse [dest]:
“[isEvenBucc[n]); n € Naf] = isEven(n)= FALSE”
by (force simp add: isEvexef)

lemmaevenSevenfalse [dest]:
“[isEvenBucc[n]); isEven(n); ne Naf] = FALSE”
by (force simp add: isEvexef)

lemmanotEvenis_evensS [dest!]:
assumedh: “ - isEven(n)’and n: “n € Nat”
shows"isEven(Succ[n])”
using n hby (induct set: Nat, auto)

lemmanotEvends_even [dest!]:
“[—isEvenBucc[n]); n € Natf] = isEven(n)”
by (rule natCases|of n], auto)

lemmaisEvencases [casanames even odd]:
assumes: “n € Nat”
and even: “iseven(n)= P” and odd: “isevenSucc[n]) = P”
shows“P”
apply (cases “isEven(n)”)
using premsby auto

isEven on addition

lemmaevenplus evenis_even [simp]:
“[isEven(m); isEven(n); ra Nat; ne Naf] = isEven(nm+ n)”
apply (simp add: isEveref)

proof -
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assumehl: “Ixe Nat: m=x+x" andh2: “Ixe Nat: n=x+ X"
and nat: “m € Nat” “n e Nat”
from nat hlobtain x where x: “x € Nat” “m = x+ x” by force
from nat h2obtain y wherey: “y € Nat” “n =y + y” by force
from xyhavel: “m + n=x+y+ (X+Yy)”
apply (simp add: addassocnat)
apply (simp add: addassocnat[symmetric])
by (simp add: addcommutenat)
with nat x yshow* dx e Nat: m+ n=x+ X" by auto
ged

lemmaevenSplus evenis_evensS [simp]:
“[isEvenBucc[m]); isEven(n); me Nat; ne Naf] = isEvenSucc[m + n])”
using evenplus evenis_even[of “Succ[m]” n] by simp

lemmaevenSplus evenis_evenfalsel [simp]:
“[isEvenBucc[m]); isEven(n); me Nat; ne Naf] = isEven(n+ n) = FALSE”
by (auto dest: evenplus evenis_evenS)

lemmaevenSplus evenis_evenfalse2 [simp]:
“[isEvenBucc[m]); isEven(n); me Nat; ne Naf] = isEven(n+ m)= FALSE”
by (simp add: addcommutenat)

isEven on multiplication

lemmaevenimp_mult.even [simp]:
“[isEven(m); me Nat; ne Naf] = isEven (m * n)”
apply (simp add: isEvertdef, clarsimp)
by (auto simp: addmult.distrib_right_nat)

lemmamultEvenimp_either_even [dest]:
“[isEven(m * n); me Nat; ne Naf] = isEven(m)v isEven(n)”
apply (rule natCases[of m], simgll)
by (cases “isEven(n)”, auto)

end

A.4. The Integers as a superset of natural numbers

theory Integers
imports NatArith
begin

Addition
There are basically four cases in the additior-"": the combinations of positives and negatives of each
argument. When both argumentes are positives we use thdidefiof addition for naturals. Finally, it

all reduces to addition or fierence of naturals.
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axioms
int_add pn_def: — positive and negative case
“[aeNat;beNaf] = a+-b=IFa<bTHEN-.(b-a) ELSEa-b"
int_add.np_def [simp]: — negative and positive case
“[aeNat;beNaf] = -.a+b=b+-3a"
int_add.nn_def [simp]: — positive and positive case
“JaeNat;be Naf] = -.a+-b=-.(a+b)"

lemmaint_add.pn.casel :
“fa<b;aeNat;beNaf] = a+-b=-.(b-a)"
by (simp add: intadd pn_def)

lemmaint_add.pn.case2 :
“[b<a;aeNat;beNaf] = a+-b=a-b"
by (simp add: intadd pn_def natlessantisymleg_false)

lemmaint_add.pn.case2’ :
“[b<a;aeNat;beNaf] = a+-b=a-b"
by (force simp add: inadd pn_def djf.is_0_eq’)

lemmasint_add pn_cases [simpE int_add pn_.casel intadd pn_.case2 intadd pn.case2’

Closure

lemmaaddisint [simp]: “[me Int;n e Int] = m+neInt”
by (rule intCases2[of m n], auto simp: iredd_pn_def)

Neutral element

lemmaadd.O_right_int [simp]: “n eInt=n+0=n"
by (rule intCases, auto)

lemmaadd.O_leftint [simp]: “n e Int=0+n=n"
by (rule intCases, auto)

Additive inverse element

lemmaadd.inverseint [simp]: “n € Int=n+-.n=0"
by (rule intCases2[of n “-.n"], auto)

lemmaadd.inversezint [simp]: “n € Int = -.n+n=0"
by (rule intCases2[of “-.n" n], auto)

Commutativity

lemmaadd commuteint:
“Imeint,nelnt] = m+n=n+m"
by (rule intCases2[of m n], auto simp: adcbmmutenat)

Cancellativity
lemma add.right_cancelnnp.int [simp]:
“JaeNat; be Nat;ce Naf] = (c+-.a=c+-b)=(a=hb)"
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unfolding int_add_pn.def by (auto, simp add: natot.leq)

lemmaadd.right_cancelppn.int [simp]:
“JaeNat;be Nat;ce Naff] = (a+-.c=b+-.c)=(a=h)"
unfolding int_add_pn.def by (auto simp: transeg.addl, simp add: nahot.leq)

lemmaadd.left_.cancelppn.int [simp]:
“JaeNat;be Nat;ce Naf] = -.c+a=-c+b=a="b"
by (simp add: addcommutenat)

lemmaadd.left_ cancelpnp.int [simp]:
“Jae Nat;be Nat;ce Natf] = (c+a=c+-.b)=(a=-.b)"
unfolding int_add_pn_def
using add.assocnat[symmetric]oby (auto simp add: nahotleqg[unfolded lessief])

lemmaadd.left_.cancelpnn.int [simp]:
“JaeNat; be Nat;ce Naf] = a+-.c=-.(b+c)=(a=-.b)”
apply (auto simp add: infadd pn_def natnot.leq)
by (simp add: addcommutenat[of b c] addassocnat[of ¢ b a, symmetric])

lemmaadd.left_.cancelnpp.int [simp]:
“JaeNat;be Nat;ce Naf] = c+-.a=b+c=(-.a=Db)"
apply (auto, drule sympy (simp add: addcommutenat[of b c])

lemmaadd.right_cancelint [simp]:
“Tacint;belnt;ceInt] = a+c=b+c=(a=Dh)”
by (rule intCases3[of a b c], auto simp add: asddmmuteint[of a c] dest: sym)

lemmaadd.left_cancelint [simp]:
“lacint;belnt;ceInt] = c+a=c+b=(a=Dh)"
by (simp add: addcommuteint)

Associativity

lemmaint_add assocl:
“Ime Nat; ne Nat; pe Naf] = m+ (n+-.p)=(m+n) +-.p"
proof (rule natleg.lesscases|of p n], auto)
assume'm € Nat” “n € Nat”“p € Nat”"“p <n”
thus“(m + n)—p=m+n+-.p”
by (simp add: trandeg.add?2)
next
assume'm € Nat” “n € Nat” “p e Nat” “n < p”
hencel: “n < p” by auto
show*m + (n+-.p)=m+n+-.p”
by (rule natleg.cases|of p “m+ n”], auto simp: prems 1 addac_nat)
ged

lemmaint_add.assoc?2:
“Ime Nat; ne Nat; pe Naf] = m+ (n+-.p)=(m+-.p)+n”
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apply (rule natleg.cases[of p n], simgll)
apply (rule natleg.cases|of p m], simgll)
apply (rule natleg.lesscases[of “p — m” n], auto simp: addac_nat)
apply (rule natleg.cases|of p m], simgll)
apply (rule natlesscases[of “p —n” m], auto simp: addac_nat)
apply (rule natleg.cases[of “p —m” n], simpall add: add ac_nat)
done

lemmaint_add assoc3:
“Ime Nat; ne Nat; pe Naf] = m+-.(n+p)=m+-.n+-.p"
apply(rule natleg.cases[of “n+ p” m], simp_all)
apply(rule natleg.cases[of n m], simgll)
apply(rule natlesscases|of p “m — n”], auto simp: addac_nat)
apply(rule natleg.cases[of n m], simgll)
apply(rule natlesscases|[of p “m — n”], auto simp: addac_nat)
done

lemmaint_add assoc4:
“Ime Nat; ne Nat; pe Naf] = (n+ p) +-m=(n+-m)+p”
apply(rule natleg.lesscases[of m “n+ p” ], simp_all)
apply(rule natleg.cases[of m n], simgall)
apply(rule natlesscases[of “m — n” p], auto simp: adc&commutenat)
apply(rule natleq.lesscases[of m n], auto dest!: lesmp_leq)
apply(rule natleqg.cases[of “m —n” p], auto simp: adc&commutenat)
done

lemmaint_add assoc5:
“Ime Nat; ne Nat; pe Naf] = -m+ (n+-p)=n+-m+-p”
apply(simp add: addcommuteint[of “-.m”“n + -.p"])
apply(rule natleg.lesscases[of p n], simmll)
apply(rule natleg.lesscases[of m “n —p”], simpall)
apply(rule natleqg lesscases[of m n], auto simp: addommutenat)
apply(rule natleqg lesscases[of m n], auto simp: addommutenat lessdef)
apply(rule natleg.lesscases|[of m n], auto simp: addommutenat)
apply(rule natlesscases|of p “n —m”], auto simp: adc&commutenat lessdef)
done

lemmaint_add assoc6:
“Ime Nat; ne Nat; pe Naf] = --m+ (p+-.n)=p+-.(m+n)”
using add.commuteint[of “-.m” “p + -.n"] apply simp
apply(rule natleg.lesscases|of n p], simmll)
apply(rule natleg.cases[of m “p — n”], auto simp: adccommutenat)
apply (simp add: lessmp_leg[of p n])
apply(rule natleg.cases[of “m+ n” p], auto simp: addcommutenat)
done

lemmaadd.assocint:
assumesgn: “‘m € Int” andn: “n € Int” and p: “p € Int”
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shows'm + (n+p)=(M+n)+p”

apply(rule intCases3[OF m n p], simpll)
apply(rule addassocnat, assumption)
apply(rule int.add.assocl, assumptien
apply(rule intadd.assoc2, assumptie)
apply(rule int.add.assoc3, assumptien
apply(rule intadd.assoc4, assumptie
apply(rule int.add.assoc5h, assumptief
apply(rule intadd.assoc6, assumptie
apply(rule add.assocnat, assumption)

done

Minus sign distributes over addition

lemmaminusdistrib_pn_nat [simp]:
“ImeNat;ne Naf] = -.(m+-.n)=n+-m"
by (rule natleg.cases[of n m], simgall)

lemmaminusdistrib_pr.int [simp]:
“Imeint;nelint] = -.(m+-.n)=n+-m"
by (rule intCases2[of m n], simall add: add commuteint)

definition axioms, Int version

lemmaint_addnn:“[acint;beint] = -.a+-.b=-.(a+b)"
by (rule intCases2[of a b], simpall)

Multiplication

axioms
int_mult pn.def [simp]: “[a€ Nat; be Naf] = a*-.b=-.(a*b)”
int_mult.np_def [simp]: “[a€ Nat; be Natf] = -.a*b=-.(a*b)"
int_mult nn_def [simp]: “[a€ Nat; be Naf] = -.a*-b=a*b”

theoremsint_mult.def= int_mult_pn_def intmult.np_def

Closure

lemmamultlsint [simp]: “[a€ Int;b e Int] = a*b € Int”
by (rule intCases2[of a b], simpall)

Neutral element
lemmamult.O_right_int [simp]: “a e Int—=a*0=0"
by (rule intCases]of a], simgll)
lemmamultO_leftint [simp]: “a eInt—=0*a=0"
by (rule intCasesJof a], simgall)
Commutativity
lemmamultcommuteint: “ [aeInt;beInt] = a*b=b*a”

by (rule intCases2[of a b], simpll add: multcommutenat)
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Identity element

lemmamult.1_right_int [simp]: “a e Int—=a*1=2a"
by (rule intCases]of a], simgall)

lemmamultl_leftint [simp]:“a eInt—= 1*a=a"
by (rule intCases]of a], simgall)

Associativity

lemma mult assocint:
assumesn: “‘m € Int” andn: “n € Int” and p: “p € Int”
shows*m* (n*p) = (m*n)*p”
by (rule intCases3[OF m n p], simpll add: multassocnat)

Distributivity

lemma ppn.distrib_left_nat: — ppn stands for mpositive, r=positive, p=negative

assumesn: “m € Nat” and n: “n € Nat” and p: “p € Nat”
shows'm* (n +-.p)=m*n+-.(m*p)”
apply (rule natleg.cases[OF p n])
apply (rule natleg.cases[of “m * p” “m * n"])
using premsapply (simpall add: dif-mult.distrib2_nat)
done

lemma npn.distrib_left_nat:
assumegn: “m € Nat” and n: “n € Nat” and p: “p € Nat”
shows*--m*(n +-.p)=-.(M*N)+ m*p”
using premsapply (simp add: addcommuteint[of “-.(m * n)” “m * p"])
apply(rule natleg.cases[OF p n])
apply(rule natleg.cases[of “m * p” “m * n”"], simp _all)
apply(simpall add: diff—-mult.distrib2_nat)
apply(auto dest: natleg.antisym)
done

lemmannpdistrib_left_nat:
assumesgn: “m € Nat” and n: “n € Nat” and p: “p € Nat
shows“-m*(-.n +p)=m*n+-.(m*p)”
using premsapply (simp add: addcommuteint[of “-.n” p])
apply(rule natleg.cases[OF p n])
apply(rule natleg.cases[of “m * p” “m * n”], simp _all)
apply(simpall add: diff—-mult.distrib2_nat)
apply(auto dest: natleg.antisym)

done

lemmadistrib_left int:
assumegn: “‘m € Int” andn: “n € Int” and p: “p € Int”
shows'm* (n + p)=(mM*n+m*p)’
apply(rule intCases3[OF m n p],
simp.all only: int_mult.def intadd.nn_def intmultnn_def addisNat)
apply(rule add mult_distrib_left_nat, assumption)
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apply(rule ppndistrib_left_nat, assumption)
apply(simp add: addcommuteint, rule ppndistrib_left_nat, assumption)
apply(simp only: intadd.nn_def multlsNat addnult distrib_left_nat}+
apply(rule npndistrib_left_nat, assumption)
apply(rule nnpdistrib_left_nat, assumption)
apply(simp only: addmult.distrib_left_nat)

done

lemma pnp.distrib_right_nat:
assumegn: “m € Nat” and n: “n € Nat” and p: “p € Nat”
shows“(m +-.n)*p=m*p+-.(n*p)”
apply(rule natleg.cases[OF n m])
apply(rule natleg.cases[of “n * p” “m * p"])
using premsapply(simpall add: diff_-mult.distrib_nat)
done

lemma pnn.distrib_right_nat:
assumesgn: “m € Nat” and n: “n € Nat” and p: “p € Nat”
shows“(m +-.n)*-p=-.M*p)+n*p”
using premsapply (simp add: addcommuteint[of “-.(m * p)” “n * p”])
apply(rule natleqg.cases[OF n m])
apply(rule natleg.cases[of “n * p” “m * p"])
using premsapply(simpall add: diff_-mult.distrib_nat)
apply(auto dest: natleg.antisym)
done

lemma npn.distrib_right_nat:
assumegn: “m € Nat” and n: “n € Nat” and p: “p € Nat”
shows*(-m +n)*-p=m*p+-.(n*p)”
using premsapply (simp add: addcommuteint[of “-.m” n])
apply(rule natleqg.cases[OF n m])
apply(rule natleg.cases[of “n * p” “m * p"])
apply(simpall add: dif-mult.distrib_nat )
apply(auto dest: natleg.antisym)
done

lemmadistrib_right_int:
assumesn: “‘m € Int” andn: “n € Int” and p: “p € Int”
shows‘(m +n)*p=(M*p+n*p)’
apply(rule intCases3[OF m n p],
simpall only: int_mult.def intadd.nn_def intmult. nn_def addIsNat)
apply(rule add mult.distrib_right_nat, assumption)
apply(simp only: intadd_nn_def multlsNat addnult.distrib_right_nat)
apply(rule pnpdistrib_right_nat, assumption)
apply(rule pnndistrib_right_nat, assumption)
apply(simp add: addcommuteint, rule pnpdistrib_right_nat, assumption)
apply(rule npndistrib_right_nat, assumption)
apply(simp only: intadd_nn_.def multlsNat addnult.distrib_right_nat)
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apply(simp only: addmultdistrib_right_nat)
done

Minus sign distributes over multiplication

lemmaminusmultleftint: “[me Nat; ne Natf] = -.(m*n)=-m*n
by (rule intCases2[of m n], simpall)

lemmaminusmultright_int: “[me Nat; ne Naf] = -.(m*n)=m * -.n
by (rule intCases2[of m n], simpall)

More results about integer arithmetic

lemmaint_add.add.negselfl [simp]: “[acInt;beInt] = b+ -.(b+a)=-.a"

by (simp only: intadd nn[symmetric], simp add: addssocint)

lemmaint_add add negself2 [simp]: “[acInt;beInt] = b+ -.(a+ b)=-.a"

by (simp add: addcommuteint[of a])

lemmaint_add add negself3 [simp]: “[acInt;beInt] = -.(a+ b)+ b=-.a"

by (simp add: addcommuteint)

lemmaint_add.add.negself4 [simp]: “[acInt;beInt] = -.(b+a)+ b=-.2a"

by (simp add: addcommuteint)

lemmanegminusl [simp]: “n € Nat= -.n - 1= -.(Succ[n])”
by (simp add: intdiff_def)

More results about order relations over integers

lemmaleq pn.isO [dest]: “[a<-.b;ac Nat;be Naf] = a=0Ab=0"
by (rule natCases|of b], simgall)

lemmanatleq.int_is_nat [intro]: “ [a< b; ae Nat; be Int] = b e Nat”
by (rule intCasesJof b], auto)

lemmaint_geQis_nat [dest]: “[0 < b; be Intf] = b € Nat”
by (rule intCases]of b], auto)

lemmaleqg.imp_legone [simp]: “[a<b;acInt;beIntf] = a-1<b”
by (auto simp add: indiff_def dest!: trichotomy)

lemmaleq.imp_lessone [simp]: “[a<b;aclInt;beInt] = a-1<b”
by (auto simp add: indif_def dest!: trichotomy)

lemmalessimp.lessone [simp]: “[a<b;acInt;belnt] = a-1<b”
by (auto simp: lesgdef[of a b])
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lemmaadd.neg multis_Nat.isO [dest!]: — used many times on Division.thy
“Ja+-.(b*c)e Nat, ae Nat; be Nat; ce Nat;a<c] = b=0"
apply (auto simp add: infadd pn_def)
apply (auto dest: nateg.lesstrans)
apply (auto simp: natnot.leq dest: natlesstrans)
done

lemmaadd.negmult eqQisO [dest!]:
“Ta+-.(b*c)=0;aeNat;be Nat;ce Nat;a<c] =a=0Ab=0"
using add.neg multis_Nat.isO[of a b c] by simp

end

A.5. The division operators div and mod on Integers

theory Division
imports Integers Tuples

begin
consts

div:“cc] = (infixl “\div” 70)
mod :: “[c,c] = ¢” (infixl “%" 70)

syntax (xsymbols)
div:“cc] = (infixl * <" 70)

We defineop + andop % on Nat by means of a characteristic relation with two input argutsen n and
two output argumentg(uotient) and (emainder).

From [TLA+ book, section 18.4]: “Integer divisiorJ and modulus %) are defined so that the following
two conditions hold, for any integexr and positive integeb: a% be 0 .. (b - 1)anda=b *(a + b) +
a%

The Division Algorithm

definition divmodrel where
“divmod_rel(a,b,g,)=a=q*b +r
AO<bAO<rAr<b”

Existence ofj andr in divmodrel. Case 1isae NatA gqe Nat Case 2isme {-.n:neNatt Aqe{-.n:
n € Nat}.

lemmadivmodrel ex casel:
assumesa: “a € Nat” and b: “b € Nat” and pos: “0 < b”
obtainsq r where“g € Nat” “r € Nat” “divmod_rel(a,b,q,r)”
proof -
have“dq,reNat:a=q*b+rAr<b”
using a proof (induct)
case0
from b poshave“0 =0*b +0A 0<b” by simp

”
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then show?caseby blast
next
fix &
assumea’: “a’ € Nat” andih:“3dqg,reNat:a’' =g*b+r Ar<b”
from ih obtainq' r’
wherehl:“a’ =q *b +r” andh2:“r <b”
andq:“q eNat” andr:“r e Nat” by blast
show"dq, reNat:Succla] =gq*b+rAr<b”
proof (cases ‘Succ[r'] < b”)
caseTrue
from hl1 h2a’' g br have“ Succ[a’] =g *b + Succ[r']” by simp
with True g’ r' show ?thesisby blast
next
caseFalse
with b r' have“b < Succ[r']” by (simp add: natnot less)
with r' b h2 have“b = Succ[r']” by (intro natleg.antisym, simp)
with hla’' g r have“ Succ[a’] = Succ[q’] *b + 0" by (simp add: addac_nat)
with pos q'show ?thesisby blast
ged
ged
with pos thatshow ?thesisby (auto simp add: divmadel_def)
ged

lemmadivmodrel_ex case2:
assumesa: “a € Nat” and b: “b € Nat” and pos: “0 < b”
obtainsg r where“g € Nat” “r € Nat” “divmod _rel(-.a,b,-.q,r)"
proof -
have“dq,re Nat:-.a=-.q*b+rAr<b”
using a proof (induct)
case0
from b poshave“-.0 =-.0*b+0A 0<Db” by simp
then show?caseby blast
next
fix &
assumea’: “a’ € Nat” andih:“dqg,reNat:-a =-.g*b+r Ar<b”
from ih obtainq' r’
wherehl:“-.a =-.q *b +r” andh2:“r <b”
andq:“q eNat” andr:“r e Nat” by blast
show"dq, re Nat: -.(Succ[@]) =-.g*b+rAr<b”
proof (cases “0< r”)
caseTrue
froma g br have“-.g*b +(-1)=-q*b+r-1"
apply (simp add: intdiff_def) by (rule add diff_assoc2int, simpall)
with hl1a’ g’ br have“.(Succ[a’]) =-.q'*b + (r' - 1)”
by (auto dest: sym)
with True q' r' h2 b show ?thesisby (auto simp: intdiff_def)
next
caseFalse
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with r havel:“r =0" by (simp add: naigt0_notQ)
from g’ b have“-.(Succ[q]) *b =-.(Q" *b + b)” by simp
with hl a’ g’ 1 bhave“-.(Succla’]) =-.(Succ[q]) *b + (b-1)"
apply (simp add: intdiff_def addcommuteint[of “g’ * b” “b"]
add.commuteintfof “-.(b + q'*b)"“b +-.1"])
by (simp add: addassocint[symmetric] addcommutenat)
with b pos g’show ?thesis
apply(rule_tac x=" Succ[q’]” in bEXI, simp)
apply(rule_tac x="b - 1” in bExI, simp add: intdiff_def)
by auto
ged
ged
with pos thatshow ?thesisby (auto simp add: divmadel_def)
ged

divmodrel has unique solutions.

lemmadivmodrel_uniquediv_casel:
assumesl: “divmod_rel(a,b,q,r)” and 2: “divmod_rel(a,b,q’,r’)"
and a: “a € Nat” and b: “b € Nat”
andq:“g € Nat” andr: “r e Nat” andq’: “q’ € Nat” andr’: “r < Nat”
shows“q =q”
proof -
from b 1havepos: “0 < b” and agr: “a = g*b+r” andrb: “r <b”
by (auto simp add: divmadel_def)
from b 2haveaqgr: “a = q™*b+r” andrb:"r <b
by (auto simp add: divmadel_def)
{
fixxyxy
assumenat: “x € Nat” “y € Nat” “x’ e Nat”“y’ e Nat”
andeq: “x*b + y=x"*b +y” andless: “y’' <b”
havex < x”
proof (rule contradiction)
assume’ -(x < x')"
with nathave“x’ < x” by (simp add: nainot.leq)
with natobtain k where k: “k € Nat” “x = Succ[x’ +k]”
by (auto simp add: lesgf_Succadd)
with eq nat bhave“x*b + (k*b + b+ y) = x*b +y”
by (simp add: addmultdistrib_right_nat addassocnat)
with nat k bhave“k*b + b +y=y"” by simp
with less k b nahave“(k*b +y) + b <b” by (simp add: addac_nat)
with k b natshow“FALSE” by simp
ged
}
from this[OF g r g’ r] thisfOF g’ r' gr] g g’ agr aqr' rb rb’
show ?thesisby (intro nat leq antisym, simp)
ged

lemmadivmodrel_uniquediv_case2:
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assumesl: “divmod_rel(-.a,b,-.q,r)” and 2: “divmod_rel(-.a,b,-.q’,r’)”
and a: “a € Nat” and b: “b € Nat”
andq: “g e Nat” andr: “r e Nat” andq’: “q’ € Nat” andr’: “r < Nat”
shows*“q = q”
proof -
from b 1havepos: “0<b” andagr: “-.a =-.g*b+r" andrb: “r <b”
by (auto simp add: divmadel_def)
from b 2haveaqr: “-.a =-.qg"*b +r” andrb’ “r <b”
by (auto simp add: divmadel_def)
{
fixxyx'y
assumenat: “x € Nat” “y € Nat” “x’ e Nat”“y’ e Nat”
andeq: “-X*b +y=-X"*b +y” andless: "y’ <b”
have“-.x <-.x"
apply (simp add: nat)
proof (rule contradiction)
assume’ —~(x’ < x)”
with nathave“x < x” by (simp add: nainot.leq)
with natobtain k wherek: “k € Nat” and k1: “x’ = Succ[x + K]”
by (auto simp add: lesgf_Succadd)
with eq nat bhave“-.(x*b) +y=(-.(x*b) + -.(k*b + b)) +y”
by (auto simp add: addnultdistrib_right_nat addassocnat)
with nat b khave*y =y’ + -.(k*b + b)”
apply (simp only: addassocint[symmetric] closure)
apply (simp only: addleft_.cancelint closure)
by (simp add: addassocint[symmetric])
with less k b nahave“y + k*b + b < b”
by (simp add: addassocint[symmetric])
with k b natshow“FALSE” by simp
ged
}
from this[OF g r g’ r] thisfOF g’ r' gr] g g’ agr aqr' rb rb’
show ?thesisby (intro nat leq antisym, simp)
ged

lemmadivmodrel_uniquemodl:
assumesdivmod_rel(a,b,q,r)” and “divmod_rel(a,b,q’,r")"
and“a € Nat""b € Nat”“q € Nat”“r € Nat"“q’ € Nat”“r e Nat”
shows"r =r"
proof -
from assmdhave“q = g™ by (rule divmodrel_uniquediv_casel)
with assmsshow ?thesisby (auto simp add: divmadgel_def)
ged

lemmadivmodrel_uniquemod?2:
assumesdivmod_rel(-.a,b,-.q,r)” and “divmod_rel(-.a,b,-.q",r")"
and“a € Nat"“b € Nat”“q € Nat”“r € Nat"“q’ € Nat”“r e Nat”
shows"r =r"
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proof -
from assmdhave“q = q” by (rule divmodrel_uniquediv_case?2)
with assmsshow ?thesisby (auto simp add: divmadel_def)

ged

Divisibility instantiation by means of divmodrel

definition divmodwhere
“divmod(a,b)= CHOOSE = Int x Nat: divmodrel(a,b,z[1],z[2])"

lemmadivmodPairEx:
assumesa: “a € Int” and b: “b € Nat” and pos: “0 < b”
shows" 3z € Int x Nat : divmodrel(a,b,z[1],z[2])"
proof (rule intCases[OF a])
assumea: “a € Nat”
from a b posobtain g r where“r € Nat
by (rule divmodrel_ex casel)
thus ?thesisby (auto intro!: inProdl)
next
fix &
assumea’: “a’ € Nat” and1: “a =-.a
obtain g r where“q € Nat” “r € Nat” “divmod_rel(-.a’,b,-.q,r)"
by (rule divmodrel_ex case2[OF a’ b pos])
thus ?thesis
using prems lapply auto
by (rule_tac x=" (-.q,r)” in bExI, auto)
ged

M LT

g € Nat” “divmod_rel(a,b,q,r)”

lemmadivmodIinintNat [intro!,simp]:
assumesa € Int”“b € Nat"“0 < b”
shows"“divmod(a,b) e Int x Nat”
unfolding divmoddef by (rule bChoosel2[OF divmodPairEx[OF prems]])

lemmadivmodInNatNat:

assumesa € Nat” and“b € Nat” and “0 < b”

shows"“divmod(a,b)e Nat x Nat”

apply (insert prems)

unfolding divmoddef

apply (rule bChoosel2, rule divmodPairEx, singl add: divmodrel_def)
proof auto

fix x

assume’x[1] *b + x[2] € Nat” “b € Nat” “x € Int x Nat”

“0 <b”“0 <x[2]"“x[2] <b”

from premshavel: “X[1] € Int” “xX[2] € Nat” by auto

with premsshow“x € Natx Nat” by (auto elim!: intCases[of “X[1]"])
ged

lemmadivmodinNegNat:
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assumesa < Nat” and“b € Nat” and “0 < b”
shows"“divmod(-.a,b)e {-.n : n e Nat} x Nat”
apply (insert prems)
unfolding divmoddef
apply (rule bChoosel2, rule divmodPairEx, singl add: divmodrel_def)
proof auto
fix x
assume'x € Int x Nat” “-.a =x[1] *b + x[2]"
“0 <b”“0 <x[2]"“x[2] <b”
from premshavel: “x[1] € Int” and 2: “x[2] € Nat” by auto
with premshave3: “x[1] € {-.n: ne Nat}"
apply simp
apply (rule intCases|of “x[1]"], simp_all)
apply (rule natCases[of “a”], simpall)
by (drule sym, auto)
from prems 2 3show“x € {-.n: ne Nat} x Nat” by auto
ged

lemmadivmoddivmodrel:
assumesm € Int” “n e Nat” “0 <n”
shows"“z = divmod(m,n)= divmodrel(m,n,z[1],z[2])"
unfolding divmoddef by (rule bChoosel2[OF divmodPairEx[OF prems]], auto)

lemmadivmoduniquecasel:
assumesh: “divmod_rel(a,b,q,r)”
and a: “a € Nat” and b: “b € Nat” and pos: “0 < b”
andq: “g € Nat” andr: “r € Nat”
shows“divmod(a,b)=(q,r)”
unfolding divmoddef
apply (rule bChoosel2, rule divmodPairEx)
using prems
proof (auto elim!: inProdE)
fixq'r
assumeh2: “divmod.rel(a, b, ', r')” andq: “q’ €Int” andr: “r e Nat”
with assmshow“q = q”
apply (auto elim!: divmodrel_uniquediv_casel[of ab qr])
by (rule intCaseslof '], auto simp: divmackl_def)
next
fixq'r
assumeh2: “divmod.rel(a, b, ', )" andq: “q" €Int” andr “r e Nat”
with assmshow“r =r"
apply (auto elim!: divmodrel_uniquemodl[of a b qr])
by (rule intCases|of g’], auto simp add: divmael_def)
ged

lemmadivmoduniquecasez2:
assumesdivmod_rel(-.a,b,-.q,r)”
and“a € Nat”“b € Nat"“0 <b”“g € Nat"“r € Nat”
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shows"“divmod(-.a,b)= ¢(-.q,r”
unfolding divmoddef
apply (rule bChoosel2, rule divmodPairEx)
using prems
proof (auto elim!: inProdE)
fixq'r
assumel: “divmod_rel(-.a, b, g, r')’“q’ € Int”“r € Nat”
with assmshow“-.q = g
using divmodrel_uniquediv_case2[of a b g r “-.q” r'] apply auto
apply (rule intCases|of q'], auto simp: divmackel_def)
using add.-neg multis_Nat.isO[of r q b] by auto
next
fixq'r
assumel: “divmod_rel(-.a, b, g, r')’“q’ € Int”“r € Nat”
with assmshow“r =r"
using divmodrel_uniqguemod2[of ab qr*“-.q” r'] apply auto
by (rule intCaseslof '], auto simp: divmackl_def)
ged

”

lemmadivmoduniquecase3:
assumesdivmod_rel(a,b,-.q,r)"
and“a € Nat” and b: “b € Nat” and“0 <b”“q € Nat”“r e Nat”
shows"“divmod(a,b)= (-.q,r)”
unfolding divmoddef
apply (insert prems)
apply (rule bChoosel2, rule divmodPairEx, auto simp: elim!: iodE)
unfolding divmodrel_def apply auto
by (auto elim!: intCases)

lemmadivmoduniquecase4:
assumesdivmod_rel(-.a,b,q,r)”
and“a € Nat” and b: “b € Nat” and“0 <b”“q € Nat”“r e Nat”
shows"“divmod(-.a,b)= (q,r)”
unfolding divmoddef
apply (insert prems)
apply (rule bChoosel2, rule divmodPairEx, auto elim!: inProdE)
unfolding divmodrel_def
by (auto elim!: intCases dest!: negg.nat.isO)

lemmadivmodunique: — general case
“[divmodrel(a,b,q,r); ac Int; b € Nat; 0< b; g € Int; r € Naf]
= divmod(a,b)= (q,r)”
by (rule intCases2[of a q], simpll add: divmoduniquecasel
divmoduniquecase2 divmodiniguecase3 divmodiniquecase4)

Operators op + and op %

defs
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div_def: “[a€ Int; b € Nat; 0< b] = a+ b = divmod(a,b)[1]"
moddef: “[ae Int; b € Nat; 0 < b] = a% b= divmod(a,b)[2]”

Closure

lemmadivisint [intro!,simp]:
assumesa € Int” and“b € Nat” and“0 <b”
shows*a + b e Int”
using divmodInIintNat[OF prems] premisy (auto simp add: divdef divmoddef)

lemmadivisNat [intro!,simp]:
assumesa: “a € Nat” and b: “b € Nat” and pos: “0 < b”
shows"a + b e Nat”
using divmodInNatNat[OF prems] prentsy (auto simp add: divdef)

lemmadivisNeg [intro!,simp]:
assumesa: “a € Nat” and b: “b € Nat” and pos: “0 < b”
shows"-.a = be{-.n:ne Nat})”
using divmodIinNegNat[OF prems] prenty (force simp add: divdef)

lemmamodIsNat [intro!,simp]:
assumesa € Int” and“b € Nat” and“0 <b”
shows“a% b € Nat”
using divmodInIintNat[OF prems] premigy (auto simp add: madlef divmoddef)

op + andop %is the result otlivmod

lemma divmoddiv_mod:
assumesa € Int” and“b € Nat” and“0 <b”
shows"“divmod(a,b)=<a + b, a% b”
unfolding div_def[OF prems] moddef[OF prems]
using divmodinintNat[OF premsby force

lemmadivmoddiv_mod nat:
assumesa: “a € Nat” and b: “b € Nat” and pos: “0 < b”
shows"“divmod(a,b)=<a + b, a% b”
by (rule divmoddiv.mod[OF natInInt[OF a] b pos])

op <+ andop % hold indivmodrel.

lemmadivmodrel _div_mod:
assumesa € Int” and“b € Nat” and“0 < b”
shows"“divmod_rel(a, b, a+ b, a% b)”
using divmoddivmodrel[OF prems] divmoddiv.mod[OF premsy force

lemmadiv_unique:
assumesdivmod_rel(a,b,q,r)”
anda: “a €Int” andb: “b € Nat” and pos: “0 < b” and“q € Int” and “r € Nat
shows*a +b=q"
unfolding div_def[OF a b pos]using divmodunique prem$y simp
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lemmamodunique:
assumesdivmod_rel(a,b,q,r)”
and a: “a € Int” andb: “b € Nat” and pos: “0 < b” and“q € Int” and “r € Nat
shows*a% b =r”
unfolding mod.def[OF a b posjusing divmodunique premy simp

lemmamodlessdivisor:
assumesa € Int” and“b € Nat” and pos: “0 < b”
shows*a% b < b”
using prems divmodel_div.modby (simp add: divmodel_def)

lemmamoddiv_int_equality [simp]:
“Jaelint;beNat;0<b] = (a+b)*b+a%b=a"
using divmodrel_div.modby (simp add: divmodel_def)

lemmamoddiv_int_equality2 [simp]:
“laelint;beNat;0<b] =b*(@<+b)+a%b=a"
using multcommuteint[of “a + b”, symmetric]by simp

lemmamoddiv_int_equality3 [simp]:
“Jaelint;beNat;0<b] = a% b+ (@a+b)*b=a"
using add.commuteint[of “a% b”] by simp

lemmamoddiv_int_equality4 [simp]:
“Jaeint;beNat;0<b] = a%b+b*(a+hb)=a"
using mult. commuteint[of “a + b”, symmetric]by simp

“Recursive” computation afivandmodon Nat.

lemmadivmodbasecasel:
assumes: “a € Nat” and b: “b € Nat” and less: “a < b”
shows"“divmod(a,b)= (0, a”
proof -
from premshavepos: “0 < b” by (intro nat.leqg.lesstrans[of 0 a b], simp)
let 27dm= “divmod(a,b)”
from a b poshave 1: “divmod_rel(a,b,?dm[1],?2dm[2])"
by (simp add: divmoddivmodrel)
from a havea2: “a € Int” by simp
from a2 b poshave“?dm € Int x Nat” by (rule divmodinintNat)
from a b poshave2: “?dm € Nat x Nat” by (rule divmodinNatNat)
from 1 2 less bthave4:*?dm[1] *b <b”
apply(auto simp add: divmadel_def)
apply(rule intCases[of “divmod(a, b)[1]"], auto)
by (auto elim!: addlessD1)
have3: “?2dm[1] = 0"
apply(insert 4 2 b)by (rule intCases|of “divmod(a, b)[1]"], auto)
with 1 2 a bhave“?dm[2] = a” by (auto simp add: divmadel_def)
with 3 prodProj[OF 2] show ?thesisby simp
ged
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lemmadivmodstepcasel:
assumesa: “a € Nat” and b: “b € Nat” and pos: “0 < b” andgeq: “b < a”
shows“divmod(a,b)= (Succ[(a—b) + b], (a —b)% b”
proof -
from a haveai: “a € Int” by simp
from ai b poshavel: “divmod_rel(a, b, a+ b, a% b)”
by (rule divmodrel_div_mod)
have2:"a + b+ 0"
proof
assume'a +b=0"
with 1 ai b poshave“a < b” by (auto simp add: divmadel_def)
with geq a bshow“FALSE” by (auto simp add: natessleqg.not.leq)
ged
with a b posobtain k wherekl: “k € Nat” and k2: “a + b = Succ[k]"
using notO.implies Sucfof “a+ b”] by auto
with 1 a b poshave“a =b + k*b + a% b”
by (auto simp add: divmadel_def addcommutenat)
moreover
from a b k1 pos gedpave“...—b =k*b + a% b”
by (simp add: dif_add.assoc2[symmetric])
ultimately
have“a—b = k*b + a% b” by simp
with pos a b lhave“divmod_rel(a — b, b, k, a% b)”
by (auto simp add: divmadgel_def)
with k1 a b poshave“divmod(a — b, b)= (k, a% b”
by (intro divmodunique, simp)
moreover
from a b poshave“divmod(a — b, b)= ((a—b)+ b, (a—b) % b”
by (intro divmoddiv_.mod, simp")
ultimately
have“a + b= Succ[(a—b) + b]” and“(a% b) = (a—b)% b”
usinga b k2by auto
thus ?thesisby (simp add: divmodliv.mod[OF ai b pos])
ged

The "recursion” equations fativandmodon Nat.

lemmadiv_nat.less [simp]:
assumesa: “a € Nat” and b: “b € Nat” and less: “a< b”
shows®(a + b)=0"

proof -

from premshavepos: “0 < b” by (intro natleg.lesstrans[of “0” “a” “b"], simp +)

from a haveai: “a € Int” by simp
from divmodbasecasel[OF a b less] divmadiv_.mod[OF ai b pos]
show ?thesisby simp

ged

lemmadiv_nat.geq:
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assumes: “a € Nat” and b: “b € Nat” and pos: “0 < b” and geq: “b < &”
shows"“(a + b) = Succ[(a-b) + b]”

using divmodstepcasel[OF prems] divmadiv_modnat[OF a b pos]

by simp

lemmamodnatless [simp]:
assumes: “a € Nat” and b: “b € Nat” and less: “a < b”
shows“(a% b) = a”
proof -
from premshavepos: “0 < b” by (intro nat.leg.lesstrans[of “0” “a” “b"], simp +)
from a haveai: “a € Int” by simp
from divmodbasecasel[OF a b less] divmadiv_.modnat[OF a b pos]
show ?thesisby simp
ged

lemmamodnat.geq:
assumesa: “a € Nat” and b: “b € Nat” and pos: “0 < b” and geq: “b < a”
shows“(a% b) = (a—b)% b”
using divmodstepcasel[OF prems] divmadiv_modnat[OF a b pos]
by simp

declare mod.nat.geq[symmetric, simp]

Facts aboutop + and op %

op =+ distributes ovea + b, wherea% n= 0orb% n= 0 (anda € Nat, b € Nat)

lemmadiv_nat. mult.selfl [simp]:
assumegy: “q € Nat” and m: “m € Nat” and n: “n € Nat” and pos: “0 < n”
shows“(g + m*n)+n=m+qg=<n" (is“?P(m)")
using mproof (induct m)
from assmsshow“?P(0)” by simp
next
fix k
assumek: “k € Nat” and ih: “?P(k)”
from n g khave“n < q+ (k*n + n)” by (simp add: addassocnat)
with n g k poshave“((q + (k*n + n)) + n) = Succ[(q + k*n) + n]”
by (simp add: divnatgeq addassocnat)
with ih g m n k poshow“?P(Succ[K])” by simp
ged

lemmadiv_nat mult.self2 [simp]:
assumesq € Nat” and“n € Nat” and “m € Nat” and“0 <n”
shows“(g +n*m)+-n=m+q-=+n"
using premsby (simp add: mulicommutenat)

lemmadiv_nat mult.self3 [simp]:
assumesq € Nat” and“n € Nat” and “m € Nat” and“0 <n”
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shows*(m*n +g)+n=m+qg=+n"
using premsby (simp add: addcommutenat)

lemmadiv_nat. mult.self4 [simp]:
assumesq € Nat” and“n € Nat” and “m € Nat” and“0 <n”
shows‘(n*m +g)+n=m+qg=+n"
using premsby (simp add: addcommutenat)

lemmadiv.0: “[be Nat;0<b] = (0+b)=0"
using premsby simp

lemmamodO: “[be Nat;0<b] = 0% b=0"
using premsby simp

op %distributes oven + b, wherea% n= 0 orb% n= 0 (anda € Nat, b € Naf)

lemmamodnatmultselfl [simp]:
assumegy: “q € Nat” and m: “m € Nat” and n: “n € Nat” and pos: “0 < n”
shows*(g + m*n)% n=q%n”
proof -
from premshave“m*n + q=q+ m*n”
by (simp add: addcommutenat)

also from premshave“... = ((g+ m*n) = n)*n + (g + m*n)% n”
by (intro sym[OF moddiv_int_equality], simp-)

also from premshave“... = (m+q-=+n)*n+ (g+ m*n)% n”
by simp

also from premshave“... = m*n+ ((g + n) * n + (q + m*n)% n)”

by (simp add: addmultdistrib_right_nat addassocnat)
finally have“q = (g +n) *n + (q+ m*n)% n”
using premsby simp
with g n poshave“(q +n)*n+ (q+ m*n)% n=(g+n)*n+q%n"
by simp
with premsshow ?thesisby (simp del: moddiv_int_equality)
ged

lemmamodnat mult.self2 [simp]:
“Iqe Nat; me Nat; ne Nat; 0<n] = (g+n*m)% n=q%n”
using premsby (simp add: mulicommutenat)

lemmamodnat mult_self3 [simp]:
“Iqe Nat; me Nat; ne Nat; 0<n] = (m*n+q9)%n=q%n”
using premsby (simp add: addcommutenat)

lemmamodnatmultself4 [simp]:
“Iqe Nat; me Nat; ne Nat; 0<n] = (n*m+qg)%n=q%n”
using premsby (simp add: addcommutenat)

lemmadiv_nat mult.selflis_id [simp]:
“JaeNat;be Nat;0<b] = (a*b)+b=2a"
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using prems divnat mult.selfl [of O a b]by simp

lemmadiv_nat mult.self2is_id [simp]:
“JaeNat;be Nat;0<b] = (b*a)+b=2a"
using prems divnat mult.self2[of 0 b a]by simp

lemmamodnatmultselflis_O [simp]:
“JaeNat;be Nat;0<b] = (a*b)% b=0"
using prems modhat. mult.selfl [of 0 a b]by simp

lemmamodnat multself2is_0 [simp]:
“Jae Nat;be Nat; 0<b] =(b*a)% b=0"
using prems mochat. mult.self2 [of 0 a b]by simp

lemmadiv_nat.by_1 [simp]:
‘aeNat—a+1=2a"
using prems divnat mult_selflis_id [of a 1] by simp

lemmamodnatby_1 [simp]:
“‘a e Nat= a% 1=0"
using prems mochat. mult.selflis_0 [of a 1] by simp

lemmadiv_natself [simp]:
“IbeNat;0<b] =b+b=1"
using prems divnat mult.selflis_id [of 1] by simp

lemmamodnatself [simp]:
“IbeNat;0<b] = b% b=0"
using prems modhat multselflis_0 [of 1] by simp

lemmadiv_add.selflcasel [simp]:
“JaeNat;be Nat;0<b] = (a+b)~b=a+b+1"
using div_nat mult_self1[of a 1 b]by simp

lemmadiv_add.self2.casel [simp]:
“JaeNat;be Nat;0<b] = (b+a)~b=1+a+b"
by (simp add: addcommutenat)

lemmadiv_Succadd selfl casel [simp]:
“Jae Nat; be Nat; 0< b] = Succ[a + b] = b= Succ[a] =+ b+ 1"
using div_nat mult_self1[of “Succ[a]” 1 b] by simp

lemmadiv_Succadd self2casel [simp]:
“Jae Nat; be Nat; 0< b] = Succ[b + @] + b= Succ[a] -+ b+ 1"
by (simp add: addcommutenat)

lemmamodnatadd.selfl [simp]:
“JaeNat;be Nat;0<b] = (a+b)% b=a%b”
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using mod.nat mult.selfl[of a 1 b]by simp

lemmamodnatadd.self2 [simp]:
“JaeNat;be Nat;0<b] = (b+a)% b=a%b”
by (simp add: addcommutenat)

lemmamodnat. Succadd.selfl [simp]:
“Jae Nat; be Nat; 0< b] = Succ[a + b]% b = Succ[a] % b”
using mod.nat mult.selfl[of “Succ[a]” 1 b] by simp

lemmamodnat. Succadd.self2 [simp]:
“Jae Nat; be Nat; 0< b] = Succ[b + a]% b = Succ[a]% b”
by (simp add: addcommutenat)

op %distributes oven — r (wheren € Nat, r € Nat)

lemmadiv_diff_selflessnat [simp]:

assumeg: “r € Nat” andn: “n € Nat” andpos: “0<n"“0 <r” and“r <n”

shows“(n—r) +n=0"

apply(insert prems)

apply(rule div_nat.less[of “n —r" n])
unfolding natleq.less

using nat.gtO_.implies. Succ[of r] by auto

lemmamoddiff_selflessnat [simp]:

assumegs: “r € Nat” andn: “n € Nat” andpos: “0<n”“0 <r” and“r <n”

shows‘(n—-nN%n=n-r"

apply(insert prems)

apply(rule modnat.less[of “n —r" n])
unfolding natleq.less

using nat.gtO_implies. Succ|of r] by auto

lemmadiv_diff_self Succlessnat [simp]:
assumes: “r € Nat” and n: “n € Nat” and pos: “0 < n” and*“ Succ[r] <n”
shows"(n — Succ[r]) +n=0"
using premsby simp

lemmamoddiff_self Succlessnat [simp]:
assumegs: “r € Nat” andn: “n € Nat” and pos: “0 < n” and “ Succ[r] <n”
shows"(n — Succ[r])% n = n —Succ[r]”
using premsby simp

Casesofa+~b=kanda% b=k

lemmamodQimp_ex.divmodnat:
assumesa: “a € Nat” and b: “b € Nat” and pos: “0 < b”
shows*a% b = 0 = (49 € Nat : divmodrel(a,b,q,0))”
using premsapply(simp add: moddef divmoddef)
apply (rule bChoosel2, rule divmodPairEx, siogtl)
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unfolding divmodrel_def
apply (safe, simpall)
proof -
fix t
assumehl: “f[1] *b + 0€ Nat” and h2: “t € Int x Nat”
with b poshavel: “t[1] € Nat”
apply (auto elim!: inProdE)
by (rule intCases, auto)
with bshow*“dge Nat:tf1]*b + 0=q*Db”
by (rule_tac x="t[1]” in bEXI, simpall)
ged

lemmamodQimp_dvd.nat [dest]:
assumesa% b = 0” and nat: “a € Nat” “b € Nat”"“0 < b”
shows*3dge Nat:a=q*b”
using prems moddmp_ex divmodnat[OF nat] by (simp add: divmodel_def)

lemmamodnotO.imp_ex divmodnat:
assumesa% b # 0” and a: “a € Nat” and b: “b € Nat” and pos: “0 < b”
shows" 3q, r € Nat : divmodrel(a,b,q,r)A 0 < r”
apply (insert prems)
unfolding divmodrel_def
apply(rule_tac x="a = b” in bExI, simpall)
apply(rule_tac x="a% b” in bExI, simpall)
using nat.gt0_not0 modlessdivisor by simp

lemmamodQdiv_mult_self [simp]:
“Ia% b=0; ae Nat;be Nat;0<b] = (a<=b)*b=2a"
by (auto dest: modOmp_dvd.nat)

lemmadiv_multseltleq [simp]:
“JaeNat;be Nat;0<b] = (a+b)*b<a”
apply (cases “a% b= 0", auto)
by (auto dest: mochotQ.imp.ex divmodnat simp: divmodel_def)

lemmadiv_mult.self gt [intro]:
“JaeNat;be Nat;0<b] = a<a<-b*b+b”
apply (cases “a% b= 0", auto)
apply (drule modnotQ.imp_ex.divmodnat)
by (auto simp: divmodel_def)

lemmadiv_to_leglesscasel:

“Ta+b=k;aeNat;be Nat;0<b] = k*b <aA a< Succlk] *b”
by auto

Simplification of op + and op %from Negatives to Nat

lemmadivmoddiv_.mod.case2;
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assumeshyp: “divmod.rel(a,b,q,r)”
and nat: “a € Nat” “b € Nat” “q € Nat”“r € Nat” and pos: “0 < b”
shows"“divmod_rel(-.(Succ[a]), b, -.(Succ[a + b]), (b — (Succ[a] % b)) % b)”
apply (insert prems)
unfolding divmodrel_def div.def
apply(cases ‘Succ[a]% b = 0", simp_all)
proof (auto)
assumehl: “Succ[g*b +r]% b =0" and h2: “r <b”
from nathavel: “ Succ[q* b +r] =q*b + Succ[r]” by simp
from nat h2haveh2’: “ Succ[r] < Succ[b]” by auto
from nat pos hl Jhave2: “dqg e Nat : Succ[r] =q*b”
using modQimp_dvd.nat[of “ Succ[r]” b] by (simp del: addSuccnat)
with nat pos h2'obtain g’
whereq’: “q" € Nat”* Succ[r] =q *b” by auto
with nat h2’ poshave“q’ =1"
by (auto elim!: natCases[of b] natCases[of q’], auto)
with nat 1 g’ show" Succ[g*b + 1] =q*b + b” by auto
next
assumehl: “Succ[g*b +r]% b # 0" and h2: “r <b”
from nathavel: “ Succ[q* b +r] =q*b + Succ[r]” by simp
from nat h2haveh2’: “ Succ[r] <b” by auto
from nat pos h1l Thave"“ Succ[r]% b # 0" by (simp del: addSuccnat)
with nat poshave*“ Succ[r] # b”
by (auto dest: modOmp_dvd.nat[of “ Succ[r]” b])
with nat pos h2’have 3: “ Succ[r]% b = Succ[r]”
by (simp add: natleq_less[of “Succ[r]” b]
del: add Succnat djf.add.assocl naSuccleq.iff_less)
show"“-.(Succ[g*b +r]) =(b—Succ[q*b +r]% b)% b+ -.(q* b+ b)”
apply (insert nat pos h2’)
apply (rule minusinj)
apply (simp add: 1 3 addassocint[symmetric]
del: add Succnat natSuccleq.iff-less dif.add.assocl)
by (cases “b= Succ[r]”, simp _all add: add commutenat)
next
assumehl: “Succ[g*b +r]% b # 0" and h2: “r <b”
from nathavel: “ Succ[g*b +r] =qg*b + Succ[r]” by simp
from nat h2haveh2’: “ Succ[r] <b” by auto
from nat pos hl Thave*” Succ[r]% b # 0” by (simp del: addSuccnat)
with nat poshave*“ Succ[r] # b”
by (auto dest: modOmp_dvd.nat[of “ Succ[r]” b])
with nat pos h2’have3: “ Succ[r]% b = Succ[r]”
by (simp add: natleq_less[of “Succ[r]” b]
del: add Succnat djff_.add.assocl natSuccleq.iff_less)
from nat pos hl hzhow"“(b — Succ[q*b +r]% b)% b < b”
apply (simp add: 1 3 del: addsuccnat natSuccleq.iff_less)
by (cases “b= Succ[r]”, simp _all)
ged

117

Hernan Vanzetto



Formalizacion de la aritmética de TEAN el asistente de pruebas Isabelle Hernan Vanzetto

lemmadivmodrel_div_.mod case2:
assumesdivmod_rel(a,b,q,r)” “a € Nat” “b € Nat”“q € Nat”“r € Nat”“0 <b”
shows"divmod(-.(Succ[a]), b) = ¢(-.(Succ[a + b]), (b — (Succ[a] % b)) % b)y”
by (rule divmoddiv.modcase2[THEN divmadiniquecase2, OF prems],
auto simp: prems)

lemmadiv_negto_nat:
assumesa € Nat”“b € Nat”“0 <b”
shows"-.( Succ[a]) + b =-.(Succ[a + b])”
apply (rule div_unique)
apply (rule divmoddiv.modcase?2)
apply (rule divmodrel_div.mod]|of a b])
using premsby auto

lemmamodnegto_nat:
assumesa € Nat"“b € Nat”“0 <b”
shows"-.( Succ[a]) % b = (b — (Succ[a] % b)) % b”
apply (rule modunique)
apply (rule divmoddiv.modcase?2)
apply (rule divmodrel_div.mod]|of a b])
using premsby auto

Facts aboutop + and op %on negatives numbers

lemmadiv_multselflcase2 [simp]:
assumegy: “q € Nat” and m: “m € Nat” and n: “n € Nat” and pos: “0 < n”
shows"(-.( Succ[q]) +-.-m*n) =+ n=-m+ -.(Succ[q]) + n” (is"“?P(m)")
using mproof (induct m)
from assmsshow“?P(0)” by simp
next
fix k
assumek: “k € Nat” and ih: “?P(k)”
from g k n poshave1: “-.( Succ[q] + Succ[K] * n) = n=-.(Succ[(g + Succ[k] * n) + n])”
by (simp add: divnegto_nat)
from g k n poshave2: “-.( Succ[k]) + -.(Succ[q]) + n=-.(Succ[K] + Succ[q + n])”
by (simp add: divnegto_nat)
from g k n pos 1 Zhow"“?P(Succ[K])"
by (simp del: addSuccleft_.nat multSuccleft_nat)
ged

lemmadiv_mult.self2.case2 [simp]:
assumesq € Nat” and“n € Nat” and “m € Nat” and“0 < n”
shows"(-.(Succ[q]) + n*-.m)+ n=-m+ -.(Succ[q]) + n”
using premsby (simp add: multcommuteint[of n “-.m”"] del: int _mult.def)

lemmamodmultselflcase2 [simp]:
assumesq € Nat” and“m € Nat” and “n € Nat” and“0 <n”
shows"(-.( Succ[q]) + -.m *n)% n= (n — (Succ[q]% n))% n”
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using prems mochegto_nat[of “q + m * n” n]
by (simp add: addSuccleft_nat[symmetric] del: addSuccleft_nat)

lemmamodmultself2case2 [simp]:
assumesq € Nat” and“m € Nat” and “n € Nat” and“0 <n”
shows"(-.( Succ[q]) + n*-.m)% n= (n — (Succ[q]% n))% n”
using premsby (simp add: mulicommuteint[of n “-.m”] del: int _mult.def)

lemmadiv_negl [simp]:
“IbeNat;0<b] =-1+b=-1"
apply (rule div_uniquewhere r="b — 1")
unfolding divmodrel_def divdef by auto

lemmamodnegl [simp]:
“IbeNat;0<b] =-1%b=b-1"
apply (rule moduniqguewhere g="-.1"])
unfolding divmodrel_def moddef by auto

lemmadiv_negself [simp]:
“[beNat;0<b] =-b+b=-1"
apply (rule div_uniquewhere r="0"])
unfolding divmodrel_def divdef by auto

lemmamodnegself [simp]:
“[beNat;0<b] = -.b% b=0"
apply (rule moduniguewhere g="-.1")
unfolding divmodrel_def moddef by auto

lemmadiv_multnegselflis_id [simp]:
“JaeNat;be Nat;0<b] = -.(a*b)+b=-3a"
apply (induct set: Nat, auto)
apply (rule_tac n="n*b + b” in natCases, simpll)
by (rule_tac n="n*b” in natCases, auto simp add: diegto_nat)

lemmadiv_mult.negself2is_id [simp]:
“JaeNat;be Nat;0<b] = -.(b*a)+b=-3a"
by (auto simp add: multommutenat)

lemmamodmult.negselflis_0 [simp]:
“[ae Nat;be Nat;0<b] = -.(a*b)% b=0"
apply (induct set: Nat, auto)
apply (rule_tac n="n*b + b” in natCases, simpll add: modnegto_nat)
by (rule_tac n="n*b” in natCases, auto simp add: maeg to_nat)

lemmamodmultnegself2is_0 [simp]:

“JaeNat;be Nat;0<b] = -.(b*a)% b=0"
by (auto simp add: multommutenat)
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lemmadiv_negby_1 [simp]:
‘MeNat=-m+1=-m
using div_mult.neg selflis_id[of m 1] by simp

lemmamodnegby_1 [simp]:
“meNat= --m% 1=0"
using modmult.negselflis_O[of m 1] by simp

lemmadiv_negdiff_selfl [simp]:
assumesa € Nat”“b € Nat”“0 <b”"“a <b”
shows"*-.(b—a) + b=-.1"
apply (insert prems)
apply (rule natCases|of a], auto simp add:fiSuccnat)
proof -
fix x
assumenat: “x € Nat” “b € Nat” and h: * Succ[x] < b” and pos: “0 < b”
from nat hhave 1: “ Succ[Succ[x]] < b”
using natlessiff-Succleg[symmetriclby simp
with nathave 2: “ Prep[b — X] = Succ[b — Succ[ Succ[X]]]”
using pred._diff_to_Succby simp
from nat pos 1show“-.( Prep[b — X]) + b=-.1"
using div_negto_nat by (auto simp add: 2)
ged

lemmamodnegdiff_selfl [simp]:
“JaeNat;be Nat;0<b;a<b] = -.(b-a)% b=a"
apply (insert prems)
apply (rule natCases[of a], auto simp add:fiSuccnat)
proof -
fix x
assumenat: “x € Nat” “b € Nat” and pos: “0 < b” and h: “ Succ[x] < b”
from nat hhave 1: “ Succ[Succ[x]] < b”
using natlessiff-Succleq[symmetriclby simp
from nat 1 poshave 2: “ Succ[b — Succ[Succ[X]]] < b”
by (simp add: dif_Succnat[of b “ Succ[x]"] di ff-Succless)
from nat 1have 3: “ Pren[b — X] = Succ[b — Succ[ Succ[X]]]”
by (rule pred.diff_to_Succ)
from nat pos 1show“-.( Prep[b — X]) % b = Succ[X]”
apply (simp add: 2 3 madhegto_nat[of “b — Succ[ Succ[X]]” b])
using nat.gtO_implies Succ[of b] by auto
ged

lemmadiv_add.self case2 [simp]:
assumesa: “a € Nat” and b: “b € Nat” and pos: “0 < b”
shows“(-.a +b)+~b=-a+b+1"
apply (insert prems)
apply (simp add: intadd_pn_def)
apply (cases “b< a”, auto simp add: condElse natot leq)
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apply (simp add: natleg_less, auto)
apply (auto simp add: lesgff-Succadd[of b a] lessiff_Succadd[of a b])
by (auto elim!: natCases[of a] simp: dinegto_nat)

lemmadiv_add.self.case3 [simp]:
assumesa: “a € Nat” and b: “b € Nat” and pos: “0 < b”
shows*(a +-.b)~b=a+b+-1"
apply (insert prems)
apply (simp add: intadd_pn_def)
apply (cases “a< b”, auto simp add: condElse natot leq)
apply (simpall add: natleq_less, auto)
apply (auto dest!: divto_leg lesscasel)
apply (drule natlessantisymfalse[of b a], simg)
by (auto simp add: lesgf_Succaddof b a])

lemmadiv_add.selfl.case4 [simp]:
“JaeNat;be Nat;0<b] = -.(a+b)+b=-a+b+-1"
apply (induct set: Nat, auto)
using div_mult_selfl.case2[of_ 1 b] by (simp add: addcommuteint)

lemmadiv_add.self2.case4 [simp]:
“JaeNat;be Nat;0<b] = -.(b+a)+b=-a+b+-1"
by (auto simp add: adccommutenat)

lemmamodadd.selfcase?2 [simp]:
assumesa: “a € Nat” and b: “b € Nat” and pos: “0 < b”
shows"(-.a + b)% b=-.a% b”
apply (insert prems)
apply (simp add: intadd_pn_def)
apply (cases “b< a”, auto simp add: condElse natot leq)
apply (simp add: natleg_less, auto)
apply (auto simp add: lesgff-Succadd[of b a] lessiff_.Succadd[of a b])
by (auto elim!: natCases[of a] simp: madeg to_nat)

lemmamodadd.self case3 [simp]:
“JaeNat;be Nat;0<b] = (a+-.b)% b=a%b”
apply (simp add: intadd_pn_def)
apply (cases “a< b”, auto simp add: condElse natot leq)
by (auto simp add: nateq_less)

lemmamodadd.selflcase4 [simp]:
“[aeNat;be Nat;0<b] = -.(a+ b)% b=-.a% b”
apply (induct set: Nat, auto)
using modmult selfl.case2[of_ 1 b]
by (simp add: addcommuteint mod.negto_nat)

lemmamodadd.self2case4 [simp]:
“JaeNat;be Nat;0<b] = -.(b+a)% b=-.a%b”
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by (auto simp add: adccommutenat)

end
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Apéendice B

Caso de ejemplo: verificacdn de las
invariantes del Algoritmo de la Panadeia

En este apéndice se encuentra la teoria de Isabelle dugédna especificacion del Algoritmo de la
Panaderia [Lam74]y las pruebas de su invariante deltipioNO[Nex{yars = OTypeOK y su invariante
general [nit Ao[Nex{yars = Olnv). La teoria importad&€onstantcontiene a su vez a todas las teorias
de IsabellgTLA*.

B.1. AtomicBakeryG example

theory AtomicBakeryG
imports Constant
begin

consts
P “c”
defaultinitValue :: “c”

axioms
PInNat: “P € Nat”

abbreviation ProcSetwhere
“ProcSet= P”

definition Init where
“Init(unread,max,flag,pc,num,nxg
num=[i e P 0]
Aflag=][i € P+~ FALSE]
A unread= [self € P — defaultinitValue ]
A max= [self € P+ defaultinitValue ]
A nxt= [self € P — defaultlnitValue ]
A pc = [self € ProcSet— "pl”]”
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definition p1where
“p1(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flagj,num’,nxt’) =
pc[self] = "pl”

A unread’ = [unread EXCEPT ![selflE P\ {self}]

A max’ = [max EXCEPT [[self]= 0]

A flag’ = [flag EXCEPT ![self]= TRUE]

A pc’ = [pc EXCEPT ![self]= "p2”]

A num’ = numA nxt’ = nxt”

definition p2where
“p2(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flagj,num’,nxt’) =
pc[self] = "p2”
A (IF unread[self] # {}
THEN 3i € unread[self] :
( unread’ = [unread EXCEPT ![selfl= unread[self]\ {i}]
A (IF num[i] > max[self]
THEN max’= [max EXCEPT ![self]= numli]]
ELSE (max= max)))
A pc’ = [pc EXCEPT ![self]= "p2"]
ELSE pc’=[pc EXCEPT ![self]="p3"]
A unread’ = unread A max’ = max)
A num’= numA flag’ = flag A nxt’ = nxt”

definition p3where
“p3(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag,num’,nxt’) =
pc[self] = "p3”
A num’ = [num EXCEPT ![selfl= max[self] + 1]
A pc’ = [pc EXCEPT ![self]= "p4”]
A flag’ = flag A unread’ = unread A max’ = maxA nxt' = nxt”

definition p4 where
“p4(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flagj,num’,nxt’) =
pc[self] = "p4”
A flag’ = [flag EXCEPT ![self]= FALSE]
A unread’ = [unread EXCEPT ![selflE P\ {self}]
A pc’ = [pc EXCEPT ![self]= "p5”]
A nNum’ = numMA max’ = maxaA nxt’ = nxt”

definition p5where
“p5(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag,num’,nxt’) =
pc[self] = "p5”
A (IF unread[self] # {}
THEN @i € unread[self] : nxt'= [nxt EXCEPT ![self]=1])
A =flag[nxt’[self]]
A pc’ = [pc EXCEPT ![self]= "p6”]
ELSE pc'=[pc EXCEPT ![self]="p7”]
A Nxt' = nxt)
A num’= numA flag’ = flag A unread’= unreadA max’ = max”
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definition p6 where
“p6(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag,num’,nxt’) =
pc[self] = "p6”
A (num[nxt[self]] = 0
Vv (IF self > nxt[self]
THEN num[nxt[self]]> num[self]
ELSE num[nxt[self]]> num][self]))
A unread’ = [unread EXCEPT ![selfl= unread[self]\ {nxt[self]}]
A pc’ = [pc EXCEPT ![self]= "p5”]
A num’= numA flag’ = flag A max’ = maxa nxt’ = nxt”

definition p7 where — Critical section
“p7(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag,num’,nxt’) =
pc[self] = "p7”
A TRUE
A pc’ = [pc EXCEPT ![self]= "p8"]
A num’= numA flag’ = flag A unread’= unreadA max’ = maxA nxt’ = nxt”

definition p8where
“p8(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flagj,num’,nxt’) =
pc[self] = "p8”
A num’ = [num EXCEPT ![self]= 0]
A pc’ = [pc EXCEPT ![self]="p1"]
A flag’ = flag A unread’ = unread A max’ = maxA nxt’ = nxt”

definition p where
“p(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,fl|pg’,num’,nxt") =
pl(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag,num’,nxt’)
v p2(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,ffag,num’,nxt’)
v p3(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,ffag,num’,nxt’)
v p4(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,ffag,num’,nxt’)
v p5(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,ffag,num’,nxt’)
vV p6(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,ffag,num’,nxt’)
v p7(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,ffag,num’,nxt’)
v p8(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,ffagd,num’,nxt’)”

definition Nextwhere
“Next(unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag’,pum’,nxt) = (3 selfe P :
p(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flad,num’,nxt’))
v ( (¥ self € ProcSet : pc[selfl= "Done”)
A num’=numA flag’ = flag A pc’ = pc
A unread’ = unreadA max’ = maxaA nxt’ = nxt)”

definition MutualExclusionvhere
“MutualExclusion(pc)= Vi,j € P : (i #]) = —(pc[i] ="p7" A pc[j] ="p7")"
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definition TypeOKwhere
“TypeOK(unread,max,flag,pc,num,nxt)
nume [P — Nat]
A flage [P — BOOLEAN]
A unreade [P — SUBSET RU {defaultinitValug]
AMieP:
pcli] € {"p2”, "p5”", "p6” } = unread[i]jc P
A i ¢ unread[i])
A maxe [P — Nat U {defaultinitValug]
A (VjeP:(pcfi] € {"p2", "p3” }) = max[j] € Nat)
A nxte [P — P U {defaultinitValug]
A (YieP:(pcli] ="p6") = nxt[i] € P\ {i})
Apce [P — {"pl"'p2"p3",p4"p5",p6", p7", p8” 1
— The type invariant in p6 should be(¥i € P : (pc[i] ="p6”) = nxt[i] € unread][i] \ {i}) but it works
anyway as it is.

definition GG where
“GG(j,i, num) = IF j > i THEN num([i] > num[j] ELSE num[i]> num[j]”

definition After where
“After(i,j,unread,max,flag,pc,num,nx

numfj] > 0
A ( pcfi] ="pl”
Vv ( pc[i] ="p2”

A (] € unread]i]
v max(i] > numlj]))
Vv ( pcfi] ="p3”
A max[i] = numlj])
Vv ( pcfi] €{"p4”,"p5", "p6” }
A GG(j,i, num)
A (pcli] €{"p5”, "p6” } = ] € unread[i])))”

definition linv where
“linv(i,unread,max,flag,pc,num,nxg
((num(i] =0) = (pc[i] € {"p1”, "p2", "p3" }))
A (flag[i] = (pcli] € {"p2”, "p3", "p4" }))
A (pcli] € {"pS", "p6” } =
(V) € (P\ unread[i]) \ {i} : After(j,i,unread,max,flag,pc,num,nxt)))
A (pcfi] ="p6”
A ((pe[nxt[i]] ="p2") A ¢ unread[nxt[i]]
vV (pe[nxtfi]] = "p3"))
= max[nxt[i]] > numli])
A ((peli] € {"p7”, "p8” }) = (Y] € P\ {i} : After(j,i,unread,max,flag,pc,num,nxt)))”

definition Inv where
“Inv(unread,max,flag,pc,num,nxs
TypeOK(unread,max,flag,pc,num,nxt)
A (Vi € P : linv(i,unread,max,flag,pc,num,nxt))”
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lemma procinNat:
assumesi € P” shows"i € Nat”
using assmay (blast dest: subsetD[OF PInNat])

B.1.1. Type Invariant proof

theorem InitimpliesTypeOK:
“Init(unread,max,flag,pc,num,nxg= TypeOK(unread,max,flag,pc,num,nxt)”
unfolding Init_def TypeOKdef

by (auto intro!: functioninFuncSet)

theorem TypeOKInvariant:
assumesgype: “TypeOK(unread,max,flag,pc,num,nxghd self: “self € P”
and p: “p(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,maxgfjgc’,num’,nxt’)”
shows"“TypeOK(unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
using p proof (auto simp add: pdef)
assume‘pl(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’ flagj,num’,nxt’)”
with typeshow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef pldef, auto)
next
assumep2: “p2(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,migagy’,pc’,num’,nxt’)
show ?thesis
proof (cases “unread|[selfl= {}")
caseTruewith type p2show ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef p2def, auto)
next
caseFalse
from typehave“isAFcn(pc)”

by (force simp add: TypeOkKlef)
with False p2obtain i where
i: “pc[self] ="p2™“i € unread[self]”
“unread’ = [unread EXCEPT ![self[r unread[self]\ {i}]”

“max’ = (IF num[i] > max[self] THEN [max EXCEPT ![sel num[i]] ELSE max)”

“0¢’ = pc”
“num’ = num” “flag’ = flag” “nxt’ = nxt”
by (auto simp: p2def)
with type

havetriv: “num’ € [P — Nat]” “flag’ € [P - BOOLEAN]”
“nxt’ € [P — P U {defaultinitValue]”
“pc’ € [P — {"p1"/p2"'p3"p4"'pS" " p6"'p7""p8" I
“YieP:(pcfi] ="p6") = nxt[i] € P\ {i}"
by (auto simp: TypeOKlef)
from i type selfhaveu: “unread[self] C ProcSet”
by (auto simp add: TypeOKef)
with i typehaveu’: “unread’ € [P — SUBSET RJ {defaultInitValug]”
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by (auto simp: TypeOKlef)
from uitypehaveu™ “ Yie P:pc’i] € {"p2", "p5”, "p6” } = unread’[i] C P A i ¢ unread’[i]”
by (clarsimp simp: TypeOKlef, blast)
from u type ihaven: “num[i] € Nat”
by (auto simp: TypeOKlef)
with i typehavem’: “max’ € [P — Natu {defaultinitValug]”
by (auto simp: TypeOKlef)
from nitypehavem™ “ ¥j e P :pcj] € {"p2"p3" } = max’[j] € Nat”

by (cases “max[selflkk num[i]”, auto simp: TypeOKdef condElse)
from trivu’ u”m’' m” show?thesis
by (auto simp add: TypeOKef)
ged
next
assume‘p3(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flagj,num’,nxt’)”
with typeshow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef p3def, auto)
next
assume‘p4(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’flagj,num’,nxt’)”
with typeshow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef p4def, auto)
next
assumep5: “p5(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,midgeqy’,pc’,num’,nxt’)”
show ?thesis
proof (cases “unread|[selfl= {}"”)
caseTruewith type p5show ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef padef, auto)
next
caseFalse
with p5 obtain i where
i: “pc[self] ="p5™ "I € unread[self]” “nxt’" = [nxt EXCEPT ![self]=i]
“ —flag[nxt'[self]]” “pc’ = [pc EXCEPT ![self]= "p6"]"
“num’ = num” “flag’ = flag” “unread’ = unread” “max’ = max”
by (auto simp: p5def)
with typeshow?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef, auto)
ged
next
assume‘p6(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flagj,num’,nxt’)”
with typeshow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef padef, auto)
next
assume‘p7(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’flagj,num’,nxt’)”
with typeshow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef p7def, auto)
next
assume*p8(self,unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,max’,flag/,num’,nxt’)”
with typeshow ?thesis
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by (clarsimp simp: TypeOKlef p8def, auto)
ged

theorem InvimpliesMutex:
assumesnv: “Inv(unread,max,flag,pc,num,nxt)”
shows“MutualExclusion(pc)”
proof (clarsimp simp: MutualExclusianlef)
fixij
assumehyps: “i € ProcSet” “j € ProcSet” “i # )" “pc[i] ="p7” “pc[j]] ="p7"
with inv have“linv(i, unread, max, flag, pc, num, nxt)”
and “linv(j, unread, max, flag, pc, num, nxt)”
by (auto simp: Invdef)
with hypshave“After(i,j,unread,max,flag,pc,num,nxt)”
and “After(j,i,unread,max,flag,pc,num,nxt)”
by (auto simp add: [Invdef)
with hypsshowFALSE
by (auto simp add: Aftedef)
ged

B.1.2. System Invariant proof

theorem Initimpliesinv:
assumesnit: “Init(unread,max,flag,pc,num,nxt)”
shows"Inv(unread,max,flag,pc,num,nxt)”
proof -
from init have“TypeOK(unread,max,flag,pc,num,nxt)”
by (rule InitimpliesTypeOK)
with init show ?thesis
by (auto simp: Invdef linv.def Init.def)
ged

theorem Invinvariant:
assumesnv: “Inv(unread,max,flag,pc,num,nxt)”
and nxt: “Next(unread,max,flag,pc,num,nxt,unread’,maxgflac’,num’,nxt’)”
shows“Inv(unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt")”
using assmaunfolding Nextdef
proof auto
fix self
assumeself: “self € ProcSet”
and p: “p(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, max'gflgpc’, num’, nxt’)”
with inv show ?thesis
proof (auto simp: Invdef elim: TypeOKInvariant)
fix i
assumetype: “TypeOK(unread, max, flag, pc, num, nxt)”
andiinv: “ Yj € ProcSet: linv(j, unread, max, flag, pc, num, nxt)”
andi: “i € ProcSet”
— auxiliary definition that is used in several places of theopibelow
def after=" ak. pc[k] = "p1” v
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pc[k] ="p2” A (i € unread[k] v numli] < max[Kk]) v

pclk] = "p3”" A numli] < max[k] v

(pclk] ="p4" Vv pc[k] ="p5" Vv pclk] ="p6") A

GG(i, k, num)A (pc[k] ="p5” V pclK] ="p6” =i € unread[k])”
from iinv i haveiinvi: “linv(i, unread, max, flag, pc, num, nxt)’.

— iinv3 and iinv5: particular parts of the invariant, takenthe meta-level for then being instantiated
with the proper variables, to ease the work of the classezdaner.
from iinv
haveiinv3: “ Aij.
[pcli] € {"p5”, "p6” };i € ProcSet; je ProcSet\ unread]i] \ {i}]
= After(j, i, unread, max, flag, pc, num, nxt)”
proof -
fix ij
assumepci: “pc[i] € {"p5”, "p6” }"
andi: “i € ProcSet’and|:"j € ProcSet\ unread]i] \ {i}"
from iinv i haveiinvi: “linv(i, unread, max, flag, pc, num, nxt)..
hence“pc[i] € {"p5”, "p6” } =
(Vj € ProcSet\ unread(i] \ {i} :
After(j, i, unread, max, flag, pc, num, nxt))”
unfolding linv_def by auto
with pciij
show*"After(j, i, unread, max, flag, pc, num, nxt)”
by auto
ged

from iinv
haveiinvs: “ Aij.
[pcli] € {"p7”, "p8" };i € ProcSet; je ProcSet\ {i}]
= After(j, i, unread, max, flag, pc, num, nxt)”
proof -
fix ij
assumepci: “pc[i] € {"p7”, "p8” }"
andi: “i € ProcSet’and "] € ProcSet\ {i}”
from iinv i haveiinvi: “linv(i, unread, max, flag, pc, num, nxt)..
hence“pc[i] € {"p7”, "p8" } =
(Vj € ProcSet\ {i} :
After(j, i, unread, max, flag, pc, num, nxt))”
unfolding linv_def by auto
with pciij
show*“After(j, i, unread, max, flag, pc, num, nxt)”
by auto
ged

— This also is an instantiation of a type invariant, sinceoausn’t resolve it in a reasonable time.

from type i
havenxti: “pc[i] ="p6" = nxt[i] € ProcSetA nxt[i] # i"
by (auto simp: TypeOKlef)
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from p show“lInv(i, unread’, max’, flag’, pc’, num’, nxt’)”
proof (auto simp: pdef)
assumepl: “pl(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, mé&g’, pc’, num’, nxt’)”
show ?thesis
proof (cases “self=i")
caseTrue
with p1l type iinvi ishow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def pldef)
next
assumeselfi: “self # i”
with p1 type iinvi self i
havel: “(num’[i] =0)= (pc’[i] €{"pl”, "p2", "p3”" })”
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def pldef)
from selfi p1 type iinvi self i
have2: “flag’[i] = (pc’[i] € {"p2”, "p3", "p4” })”
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def pldef)
have3: “pc’[i] €{"p5”, 'p6” } =
(Vj € (P\ unread’i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix |
assumepc’: “pc’li] € {"p5",/'p6” }" andj:“j € (ProcSet\ unread’[i]) \ {i}"
show*"After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “self=j")
caseTruewith selfi p1 type iinvi self i pcshow ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def Afterdef pLldef natgtO_not0)

assume'j #1"“pc[i] ="p5" Vv pc[i] ="p6™
thus“pc[i] #"pl” A pcli] #"p2" A pcli] #"p3™”
by auto
ged
next
caseFalsewith selfi p1 type iinvi self i pc’ ghow ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef linv_.def Afterdef pLldef natgtO_not0)

assume'pcli] ="p5” Vv pc[i] ="p6”"
henceiil: “pc[i] #"pl” A pcli] #"p2" A pc[i] #"p3™ by auto
assume* Yk € ProcSet\ unread[i] \ {i}:

pclk] = "pl” v

pc[k] = "p2” A (i € unread[k] v numli] < max[k]) v

pclk] = "p3” A numli] < max[k] v

(pclk] ="p4" Vv pc[k] ="p5" Vv pclk] ="p6") A

GG(i, k, num)A (pc[k] = "p5” V pclK] ="p6” =i € unread[k])”
henceaft: “ Yk € ProcSet\ unread][i] \ {i}: after(k)” unfolding after_def .
assume'j € ProcSet” “j ¢ unread[i]” “j #1i"
with aft have“after(j)” by blast
hence“pc[j] ="pl” v

pclil ="p2" A (i € unread[j] v numli] < max[j]) v
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pc[j] ="p3” A numli] < max[j] v

(pcli] ="p4” v pcf] ="pS" Vv pcfj] ="p6") A

GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” = i € unread[j])”
unfolding after_def.

with il
show“pcli] #"pl” A pc[i] #"p2" A pcli] #"p3"
A (pef] ="p1" v

pcli] ="p2" A (i € unread[j] v numli] < max[j]) v
pcfj] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcfi] ="p4” v pc[] ="p5" Vv pc[j] ="p6") A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” =i € unread[j]))”
by simp
ged
ged
ged
have4: “pc’[i] ="p6”
A ( (pe’[nxt’[i]] ="p2") A ¢ unread’[nxt’[i]]
vV (pe’[nxtTi]] ="p3"))
= max'[nxt’[i]] = num’[i]”
proof (cases “seli= nxt[i]")
caseTrue
with selfi p1 type iinvi self show ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def pldef)
next
caseFalse
with type self ihave“pcli] ="p6” = nxt[i] € ProcSet”
by (auto simp: TypeOKlef)
with False selfi p1 type iinvi selfshow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def pldef)
ged
have5: “(pc’[i] €{"p7", "p8”" }) = (VY] € P\ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))"
proof (rule+)
fix |
assumepc’: “pc’fi] € {"p7"’p8" }" andj: “j € ProcSet\ {i}"
show*“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “self=|")
caseTruewith selfi pl type iinvi self i pcshow ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef linv_.def Afterdef pLldef natgtO_not0)

assume'] #i"“pcli] ="p7" V pc[i] ="p8"
thus“pc[i] #"pl” A pc[i] #"p2" A pcli] # "p3™
by auto
ged
next
caseFalsewith selfi p1 type iinvi self i pc’ ghow ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def Afterdef pldef natgtO_not0)

assume'pcli] ="p7” v pc[i] = "p8""
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henceiil: “pc[i] #"pl” A pcli] #"p2" A pc[i] #"p3™ by auto
assume* Yk € ProcSet\ {i} :
pclk] ="pl” v
pclk] = "p2" A (i € unread[k] v num[i] < max[k]) v
pclk] = "p3” A numli] < max[k] v
(pc[k] ="p4”" Vv pc[k] ="p5” V pclk] ="p6") A
GG(i, k, num)A (pclk] ="p5” V pclk] ="p6” =i € unread[k])”
henceaft: “ Yk € ProcSet\ {i} : after(k)” unfolding after_def .
with j have“after(j)” by blast
hence“pc[j] ="pl” v
pcli] ="p2" A (i € unread[j] v numli] < max[j]) v
pc[j] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcfi] ="p4" v pc[j] ="p5" Vv pc[j] ="p6”) A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” = i € unread[j])”
unfolding after_def .

with il
show“pcli] #"pl” A pc[i] #"p2" A pcli] #"p3"
A (pef] ="p1” v

pcli] ="p2" A (i € unread[j] v numli] < max[j]) v
pcj] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcfj] ="p4" v pcfj] ="p5" Vv pcfj] ="p6") A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” =i € unread[j]))”
by simp
ged
ged
ged
from 1 2 3 4 5show ?thesis
unfolding linv_def by blast
ged
next
assumep2: “p2(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, méag’, pc’, num’, nxt’)”
show ?thesis
proof (cases “self=i")
assumeselfi: “self = i”
show ?thesis
proof (cases “unread[selfl= {}")
caseTrue
with selfi p2 type iinvi show ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def p2def)
next
caseFalse
from typehave“isAFcn(pc)”

by (force simp add: TypeQMef)
with False p2obtain k where
k: “pc[self] ="p2™ “k € unread[self]”
“unread’ = [unread EXCEPT [[selflr unread[self]\ {K}]”
“max’ = (IF num[k] > max[self] THEN [max EXCEPT ![selF num[Kk]] ELSE max)”
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“pc’ =pc” “num’ = num” “flag’ = flag” “nxt’ = nxt”
by (auto simp: p2def)
with selfi type iinvi ishow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def)
ged
next
assumeselfi: “self # i”
show ?thesis
proof (cases “unread[selfl= {}")
assumeempty: “unread[self]= {}"
with selfi p2 type iinvi self i
havel: “(num’[i] =0)=(pci] € {"pl”, "p2", "p3" })"
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def p2def)
from empty selfi p2 type iinvi self i
have2: “flag’[i] = (pc’[i] €{"p2", "p3”, "p4” })"
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def p2def)
have3: “pc’[i] € {"p5”, "p6” } =

(V) € (P\ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”

proof (rule+)
fix |
assumepc’: “pc’li] € {"p5”",p6” }" andj: "] € (ProcSet\ unread’i]) \ {i}"
from j typehavemx: “pc[j] ="p2” = max[j] € Nat”
by (auto simp: TypeOKlef)
show“After(j,i,unread’,;max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “self= |”)
caseTruewith empty selfi p2 type iinvi self i pc’ j nehow ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def Afterdef p2def natgtO_not0)

assume'pcli] ="p5” Vv pc[i] ="p6”"
henceiil: “pcfi] #"pl” Apcli] #"p2" A pcli] # "p3™
by auto
assume'j € ProcSet” “j #i” "] ¢ unread[i]” “pc[j] = "p2""
“VYi:i ¢ unread[j]”
“Vj e ProcSet\ unread[i] \ {i}:
pcfi] ="p1” v
pclj] ="p2” A (i € unread[j] v numli] < max][j]) v
pcli] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcfil ="p4” v pc[i] ="p5" Vv pcfj] ="p6") A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” =i € unread[j])”
hence“num[i] < max[j]” by auto

with iil show“pcl[i] #"pl” A pcli] #"p2" A pc[i] #"p3” A numli] < max[j]”

by simp
ged
next
caseFalsewith empty selfi p2 type iinvi self i pc’show ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef IInv.def Afterdef p2def natgtO_not0)

assume'pcfi] ="p5” Vv pcl[i] = "p6™
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henceiil: “pc[i] #"pl” A pcli] #"p2" A pcli] #"p3""

by auto
assume' Yj € ProcSet\ unread[i] \ {i}:
pcli] ="pl" v

pclj] ="p2” A (i € unread[j] v numli] < max][j]) v
pcli] ="p3” A numli] < max[j] v
(pclil ="p4” v pcfi] ="p5" Vv pcfj] ="p6") A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” =i € unread[j])”
henceaft: “ V| € ProcSet\ unread[i] \ {i}: after(j)”
unfolding after_def .
assume'j € ProcSet” “j #i” " ¢ unread[i]”
with aft have“after(j)” by blast
with il
show“pcli] #"pl” Apc[i] #"p2" A pcli] #"p3”
A (pcfi] ="p1" v
pclj] ="p2” A (i € unread[j] vV numl[i] < max[j]) v
pcli] ="p3”" A numli] < max[j] v
(pclil ="p4” v pcfi] ="p5" Vv pcfj] ="p6") A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” =i € unread[j]))”
by (simp add: afterdef)
ged
ged
ged
have4: “pc’[i] ="p6”
A ( (pC’[nxt[i]] =7"p2") Ai ¢ unread’[nxt’[i]]
Vv (pe’[nxt’i]] ="p37))
= max’[nxt’[i]] = num’[i]”
proof (cases “self= nxt[i]")
caseTrue
with empty selfi p2 type iinvi selshow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def p2def, auto)
next
caseFalse
with type self ihave“pc[i] ="p6” = nxt[i] € ProcSet”
by (auto simp: TypeOKlef)
with False empty selfi p2 type iinvi sel§how ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def p2def)
ged
have5: “(pc’[i] €{"p7”,"p8" }) = (Yj e P\ {i}: After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt"))”
proof (rule+)
fix |
assumepc’: “pc’li] €{"'p7”’/p8” }’ andj. "] € ProcSet\ {i}”
from j typehavemx: “pc[j] = "p2” = max[j] € Nat”
by (auto simp: TypeOKlef)
show*“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “sel=j")
caseTrue
with empty selfi p2 type iinvi i pc’ j mshow ?thesis
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proof (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def Afterdef p2def natgtO_not0)

assume'pcli] ="p7” Vv pc[i] ="p8""
henceiil: “pcfi] #"pl” Apcli] #"p2" A pcli] # "p3™
by auto
assume'j € ProcSet” “j #i” “pc[j] ="p2""
“VYi:i ¢ unread[j]”
“Vj e ProcSet\ {i}:
pcf] ="p1" v
pcli] ="p2" A (i € unread[j] v numli] < max[j]) v
pcli] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcfi] ="p4” v pcfi] ="p5" Vv pcfj] ="p6") A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” =i € unread[j])”
hence“num[i] < max[j]” by auto
with iil show“pcl[i] #"pl” A pcli] #"p2" A pc[i] #"p3” A numli] < max[j]”
by simp
ged
next
caseFalse
with empty selfi p2 type iinvi i pc’$how ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef IInv.def Afterdef p2def natgtO_not0)

assume'pcli] ="p7” Vv pc[i] ="p8""
henceiil: “pcfi] #"pl” Apcli] #7p2" A pcl[i] # "p3™

by auto
assume' Yj € ProcSet\ {i}:
pcfi] ="p1" v

pclil ="p2" A (i € unread[j] v numli] < max[j]) v
pc[j] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcli] ="p4" v pc[j] ="p5" Vv pcfj] ="p6") A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” = i € unread[j])”
henceaft: “ Vj € ProcSet\ {i}: after(j)”
unfolding after_def .
assume'j € ProcSet” “j #1”
with aft have“after(j)” by blast
with il
show“pc[i] #"pl” A
pcli] #7"p2" A
pcli] #"p3”" A
(pcfi] ="p1" v
pcli] ="p2" A (i € unread[j] v numli] < max[j]) v
pcfj] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcfi] ="p4" v pc[j] ="p5" V pc[]] ="p6") A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” =i € unread[j]))”
by (simp add: afterdef)
ged
ged
ged
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from 1 2 3 4 5show ?thesis
unfolding linv_def by blast
next
assumenempty: “unread[self]# {}"
from typehave“isAFcn(pc)”

by (force simp: TypeOklef)
with nempty p2btain k where
k: “pc[self] ="p2™ “k € unread[self]”’
“unread’ = [unread EXCEPT ![selfl unread[self]\ {k}]”
“max’ = (IF num[k] > max[self] THEN [max EXCEPT ![selF num[Kk]] ELSE max)”
“pc’ = pc” “num’ = num” “flag’ = flag” “nxt’ = nxt”
by (auto simp: p2def)
with type selfhavekproc: “k € ProcSet”
by (auto simp: TypeOKlef)
from k selfi type iinvi self i
havel: “(num’[i] =0)= (pc[i] € {"pl”, "p2", "p3" })"
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv_def)
from k selfi type iinvi self i
have2: “flag’[i] = (pc’[i] €{'p2", "p3", "p4” })”
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def)
have3: “pc’[i] € {"p5”, "p6” } =
(V) € (P\ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix
assumepc’: “pc’li] €{"p5”",p6” }" andj: "] € (ProcSet\ unread’i]) \ {i}"
from j typehavemx: “pc[j] ="p2” = max|j] € Nat”
by (auto simp: TypeOKlef)
show*"After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “sel=j")
assumeselfj: “self = j”
show?thesis
proof (cases “max][j]< num[Kk]”)
assumeless: “max[j] < num[k]”
show?thesis
proof (cases “Ek”)
caseTrue
with k selfi selfj less type iinvi self i pc’ j mehow ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef linv_def Afterdef natgt0_notQ)
assume'pclk] ="p5” Vv pclk] = "p6™
thus “pc[k] # "pl” A pclK] # "p2" A pc[k] # "p3””
by auto
ged
next
caseFalse
with k selfi selfj less type iinvi self i pc’ j mehow ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef linv_def Afterdef natgt0_notQ)
assume'pcli] ="p5” Vv pc[i] ="p6""

” LT
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henceiil: “pc[i] #"pl” A pcli] #"p2" A pc[i] # "p3™
by auto
assume'pclj] ="p2™ " € ProcSet”"j ¢ unread[i]”“] #i"
“Vj e ProcSet\ unread[i] \ {i}:
pcfi] ="p1” v
pcli] ="p2" A (i € unread[j] v num[i] < max[j]) v
pcfj] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcfi] ="p4" v pc[j] ="p5" V pcf]] ="p6”) A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” V pc[j] ="p6” = i € unread[j])”
henceii2: “i € unread[j] v num[i] < max[j]”
by auto
assume'max[j] < numilk]” “num € [ProcSet— Nat]’“i € ProcSet”
“max[j] € Nat”
with ii2 kproc have“i € unread[j] v num[i] < num[Kk]"
by (auto dest: nateq lesstrans)
with il
show“pc[i] #"pl” A pc[i] #"p2" A pcli] # "p3”
A (i € unread[j] v numli] < num[k])”
by simp
ged
ged
next
assumenless: “~(max[j] < num[k])”
show?thesis
proof (cases “Ek”)
caseTrue
with k selfi selfj nless type iinvi self i pc’ j nshiow ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef linv_.def Afterdef natgt0_notO condElse nahot.less)
assume'pclk] ="p5” Vv pclk] = "p6™
thus “pc[k] # "pl” A pclK] # "p2" A pc[k] # "p3””
by auto
ged
next
caseFalse
with k selfi selfj nless type iinvi self i pc’ j nshow ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def Afterdef natgtO_notO condElse)
assume'pcli] ="p5” Vv pc[i] ="p6""
henceiil: “pc[i] #"pl” A pcli] #"p2" A pc[i] # "p3™
by auto
assume'] € ProcSet” “j ¢ unread[i]” “j #i"“pc[j] ="p2"
“Vj e ProcSet\ unread[i] \ {i}:
pcfi] ="p1” v
pcli] ="p2" A (i € unread[j] v num[i] < max[j]) v
pcli] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcli] ="p4” v pcfi] ="p5" Vv pcfj] ="p6") A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” =i € unread[j])”
hence"i € unread[j] v num[i] < max[j]”
by auto
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with iil show“pcli] # "pl” A pc[i] #"p2" A pcli] # "p3”
A (i € unread[j] v numli] < max[j])”
by simp
ged
ged
ged
next
assumeselfj: “self #j”
show ?thesis
proof (cases “max[selflc num[k]")
caseTrue
with k selfi selfj type iinvi self i pc’ show ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef IInv.def Afterdef natgtO_not0)
assume'pc[i] ="p5” Vv pc[i] ="p6”"
henceiil: “pc[i] #"pl” A pcli] #"p2" A pcli] # "p3™

by auto
assume' Yj € ProcSet\ unread][i] \ {i} :
peli] ="pL” v

pcli] ="p2" A (i € unread[j] v numli] < max[j]) v
pcfj] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcfj] ="p4" Vv pcfj] ="p5" Vv pc[j] ="p6") A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” =i € unread[j])”
henceatft: “ V| € ProcSet\ unread][i] \ {i} : after(j)”
unfolding after_def .
assume’] € ProcSet” “j ¢ unread[i]” ‘] #1”
with aft have“after(j)” by blast
with il show
“pcli] #7"pl” Apcli] #7p2" A pcli] #"p3” A
(pcli] ="p1" v
pcli] ="p2" A (i € unread[j] v numli] < max[j]) v
pc[j] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcfi] ="p4" v pc[i] ="p5” Vv pc[j] ="p6”) A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” =i € unread[j]))”
by (simp add: afterdef)
ged
next
caseFalse
with k selfi selfj type iinvi self i pc’ show ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef IInv.def Afterdef natgtO_notO condElse)
assume'pc[i] ="p5” Vv pc[i] ="p6”"
henceiil: “pcfi] #"pl” A pcli] #"p2" A pcli] # "p3™

by auto
assume' Yj € ProcSet\ unread][i] \ {i} :
pcfi] ="p1” v

pclj] ="p2" A (i € unread[j] v num[i] < max[j]) v

pcli] ="p3” A numli] < max[j] v

(peli] ="p4” v pefj] ="p5” v pe[j] ="p6’) A

GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” =i € unread[j])”
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henceatft: “ V| € ProcSet\ unread][i] \ {i} : after(j)”
unfolding after_def .
assume’] € ProcSet” “j ¢ unread[i]” ‘] #1”
with aft have“after(j)” by blast
with iil show
“pclil] #7"pl” Apcli] #7'p2" A pcli] #"p3” A
(pcli] ="p1" v
pcli] ="p2" A (i € unread[j] v numli] < max[j]) v
pc[j] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcfi] ="p4" v pc[j] ="p5" Vv pc[j] ="p6”) A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” =i € unread[j]))”
by (simp add: afterdef)
ged
ged
ged
ged
have4: “pc’[i] ="p6”
A ( (pC’[nxt[i]] =7"p2") Ai ¢ unread’[nxt’[i]]
Vv (pe’[nxt’i]] ="p37))
= max’[nxt’[i]] = num’[i]”
proof (cases “self= nxt[i]")
assumenxt: “self = nxt[i]”
from type k selfhave mx: “max[self] € Nat”
by (auto simp: TypeOKlef)
show ?thesis
proof (cases “max[selflc num[k]")
caseTrue
with k selfi type iinvi self i nxt mghow ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef Iinv.def, cases “£k”, simp, simp)

assume‘num € [ProcSet— Nat]” “num[i] < max[nxt[i]]” “max[nxt[i]]

with mx kproc i nxtshow“num[i] < num(k]”
by (auto dest: natleg lesstrans)
ged
next
caseFalse
with k selfi type iinvi self i nxt mghow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def condElse nahot less)
ged
next
assumenxt: “self = nxt[i]”
from type self ihavepc6: “pc[i] ="p6” = nxt[i] € ProcSet”
by (auto simp: TypeOKlef)
show ?thesis
proof (cases “max[selflc num[k]")
caseTrue
with k selfi type iinvi self i nxt pc6how ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv_def)
next
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caseFalse
with k selfi type iinvi self i nxt pc6how ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv_.def condElse)
ged
ged
have5: “(pc’[i] €{"p7”,"p8" }) = (Vj e P\ {i}: After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt"))”
proof (rule+)
fix |
assumepc’: “pc’li] €{'p7”’p8” }’ andj. "] € ProcSet\ {i}”
from j typehavemx: “pc[j] ="p2” = max[j] € Nat”
by (auto simp: TypeOKlef)
show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)"
proof (cases “sel=j")
assumeselfj: “self = j”
show ?thesis
proof (cases “max[j] < num[k]")
assumeess: “max[j] < num[k]”
show ?thesis
proof (cases “Ek”)
caseTrue
with k selfi selfj less type iinvi i pc’ j mshow ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef linv_def Afterdef natgt0_notQ)
assume'pclk] ="p7” Vv pclk] = "p8™
thus “pc[k] # "pl” A pclK] # "p2" A pc[k] # "p3””
by auto
ged
next
caseFalse
with k selfi selfj less type iinvi i pc’ j mghow ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef linv_def Afterdef natgt0_notQ)
assume'pcli] ="p7” Vv pc[i] ="p8”"
henceiil: “pc[i] #"pl” A pcli] #"p2" A pc[i] # "p3™
by auto
assume'] € ProcSet” “j # 1" “pc[j]] ="p2"
“Vj e ProcSet\ {i} :
pcfi] ="p1” v
pcli] ="p2" A (i € unread[j] v numli] < max[j]) v
pc[j] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcli] ="p4" v pc[j] ="p5" Vv pcfj] ="p6") A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” = i € unread[j])”
henceii2: “i € unread[j] v num[i] < max[j]”
by auto
assume'max[j] < numlk]” “num € [ProcSet— Nat]” “max[j] € Nat”
with i kproc ii2 have“i € unread[j] v num[i] < num[Kk]”
by (auto dest: natleq lesstrans)
with iil show“pcli] # "pl” A pc[i] #"p2" A pcli] # "p3”
A (i € unread[j] v numli] < num[k])"
by simp
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ged
ged
next
assumenless: “=(max[j] < num[k])”
show ?thesis
proof (cases “Ek")
caseTrue
with k selfi selfj nless type iinvi i pc’ j mshow ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef linv_.def Afterdef natgt0_notO condElse nahot less)
assume'pclk] ="p7" v pclk] = "p8™
thus “pc[k] # "pl” A pclK] # "p2" A pc[k] # "p3””
by auto
ged
next
caseFalse
with k selfi selfj nless type iinvi i pc’ j mshow ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef lInv.def Afterdef natgtO_notO condElse)
assume'pcli] ="p7” Vv pc[i] ="p8”"
henceiil: “pc[i] #"pl” A pc[i] #"p2" A pc[i] # "p3™
by auto
assume'j e ProcSet” “j # 1" “pc[j] ="p2"
“Vj e ProcSet\ {i} :
pcfi] ="p1” v
pcli] ="p2" A (i € unread[j] v num[i] < max[j]) v
pcfj] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcfi] ="p4" v pc[j] ="p5" V pc[]] ="p6”) A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” V pc[j] ="p6” = i € unread[j])”
hence“i € unread[j] v num[i] < max[j]”
by auto
with iil show“pcli] # "pl” A pc[i] #"p2" A pcli] # "p3”
A (i € unread[j] v numli] < max([j])”
by simp
ged
ged
ged
next
assumeselfj: “self #j”
show ?thesis
proof (cases “max[selflc num[k]")
caseTrue
with k selfi selfj type iinvi self i pc’ $how ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef Iinv.def Afterdef natgtO_not0)
assume'pc[i] ="p7” Vv pc[i] ="p8""
henceiil: “pc[i] #"pl” A pcli] #"p2" A pcli] # "p3™

by auto
assume* Yj € ProcSet\ {i} :
pcfj] ="pl" v

pcli] ="p2" A (i € unread[j] v numli] < max[j]) v
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pcfj] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcfj] ="p4" Vv pcfj] ="p5" Vv pc[j] ="p6") A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” V pc[j] ="p6” = i € unread[j])”
henceaft: “ V| € ProcSet\ {i} : after(j)”
unfolding after_def .
assume’j € ProcSet” “j # 1"
with aft have“after(j)” by blast
with iil show
“pcli] #"pl” Apcli] #7p2" A pcli] #"p3" A
(pcfi] ="p1" v
pcli] ="p2" A (i € unread[j] v numli] < max[j]) v
pcli] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcfi] ="p4" v pc[j] ="p5" Vv pc[j] ="p6”) A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” =i € unread[j]))”
by (simp add: afterdef)
ged
next
caseFalse
with k selfi selfj type iinvi self i pc’ $how ?thesis
proof (clarsimp simp: TypeOKlef Iinv.def Afterdef natgtO_notO condElse)
assume'pc[i] ="p7” v pc[i] ="p8""
henceiil: “pcfi] #"pl” A pcli] #"p2" A pcli] # "p3™

by auto
assume* Yj € ProcSet\ {i} :
pcfi] ="pl" v

pcli] ="p2" A (i € unread[j] v numli] < max[j]) v
pcfj] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcfi] ="p4" v pc[j] ="p5" V pc[]] ="p6”) A
GG(i, j, num)A (pc[j] ="p5” Vv pc[j] ="p6” = i € unread[j])”
henceaft: “ Vj € ProcSet\ {i} : after(j)”
unfolding after_def .
assume’j € ProcSet” “j # 1"
with aft have“after(j)” by blast
with il show
“pclil] #7"pl” Apcli] #7p2" A pcli] #"p3” A
(pcfi] ="p1" v
pcli] ="p2" A (i € unread[j] v numli] < max[j]) v
pc[j] ="p3” A numli] < max[j] v
(pcfi] ="p4" v pc[j] ="p5" Vv pc[j] ="p6”) A
GG(i, j, num)A (pcfj] ="p5” Vv pc[j] ="p6” = i € unread[j]))”
by (simp add: afterdef)
ged
ged
ged
ged
from 1 2 3 4 5show ?thesis
unfolding linv_def by blast
ged
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ged
next
assumep3: “p3(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, méag’, pc’, num’, nxt’)”
show ?thesis
proof (cases “seli= i)
caseTrue
with p3 type iinvi ishow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def p3def, auto)
next
assumeselfi: “self # i”
from selfi p3 type iinvi self i
havel: “(num’[i] =0)=(pc’[i] €{"pl”, "p2”", "p3” })’
and 2: “flag’[i] = (pc’[i] €{"p2”, "p3", "p4" })"
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def p3defi
have3: “pc’[i] €{"p5”, "p6” } =
(Vj € (P\ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’li] € {"p5",)'p6” }” andj:“j € (ProcSet\ unread’[i]) \ {i}"
show*"After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “self=j")
caseTruewith selfi type p3 self i j iinv3[of i j] pc’'show ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef p3def Afterdef GGdef, auto)

next
caseFalsewith selfi p3 type self i j iinv3[of i j] pc’
show ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef p3def Afterdef GGdef)
ged
ged

have4: “pc’[i] ="p6”
A ( (pe'[nxt’[i]] ="p2") A ¢ unread’[nxt[i]]
Vv (pc’[nxt’i]] ="p3"))
= max'[nxt’[i]] = num’[i]”
proof (cases “sel= nxt[i]”)
caseTrue
with selfi p3 type self show ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef p3def)
next
caseFalse
with selfi p3 type iinvi self i nxtshow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def p3def)
ged
have5: “(pc’li] € {"p7”,"p8" }) = (Yj € P\ {i}: After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt"))”
proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’li] € {"p7’,/p8” }’ andj. "] € ProcSet\ {i}”
show“After(j,i,unread’,;max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
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proof (cases “self=|”)
caseTrue
with selfi type p3 self i j pc’ iinv5[of i jjshow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef p3def Afterdef GGdef, auto)
next
caseFalse
with selfi p3 type self i j pc’ iinv5[of i jjshow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef p3def Afterdef GGdef)
ged
ged
from 1 2 3 4 5show?thesis
unfolding linv_def by blast
ged
next
assumep4: “p4(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, mé&g’, pc’, num’, nxt’)”
show ?thesis
proof (cases “self=i")
caseTrue
with p4 type iinvi ishow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def p4def)
next
assumeselfi: “self # i”
with p4 type iinvi self i
havel: “(num’[i] =0)= (pc’[i] €{"pl”, "p2", "p3”" })”
and 2: “flag’[i] = (pc’[i] € {"p2”, "p3", "p4” })"
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def p4defi
have3: “pc’[i] € {"p5”", "p6”" } =
(Vj € (P\ unread’i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix
assumepc’: “pc’li] € {'p5”,/p6” }’ andj: "] e (ProcSet\ unread’i]) \ {i}"
with selfi type p4 self i iinv3[of i j]
show“After(j,i,unread’,;max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
unfolding TypeOKdef p4def Afterdef GGdef
by(cases “selt= j”, clarsimp+)
ged
have4: “pc’[i] ="p6”
A ( (pc’[nxt’[i]] ="p2") Ai ¢ unread’[nxt[i]]
Vv (pc’[nxt’i]] ="p3"))
= max'[nxt’[i]] = num’[i]”
proof (cases “sel= nxt[i]”)
caseTrue
with selfi p4 type selfshow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef p4def)
next
caseFalse
with selfi p4 type iinvi self i nxtshow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def p4def)
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ged
have5: “(pc’li] € {"p7”,"p8" }) = (Yj € P\ {i}: After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt"))”
proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’li] € {"p7”’,;p8” }’ andj. "] € ProcSet\ {i}”
with selfi type p4 selfij pc’ iinv5[of i |]
show*"After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
apply (cases “selE= |”)
by (clarsimp simp: TypeOKlef p4def Afterdefy+
ged
from 1 2 3 4 5show ?thesis
unfolding lInv_def by blast
ged
next
assumeps: “p5(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, mé&g’, pc’, num’, nxt’)”
show ?thesis
proof (cases “unread[selfl= {}")
assumeempty: “unread[self]= {}"
from pb5 type iinvi self i empty
havel: “(num’[i] =0)=(pc’[i] €{"pl”, "p2”", "p3” })’
unfolding TypeOKdef linv.def padef
by(cases “selt=i", clarsimp+)
from p5 type iinvi self i empty
have2: “flag’[i] = (pc’[i] €{"p2”, "p3”", "p4” })"
unfolding TypeOKdef Iinv.def padef
by(cases “selt=i", clarsimp+)
have3: “pc’[i] €{"p5”, 'p6” } =
(Vj € (P\ unread’i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’fi] € {'p5”,/p6” }’ andj: " e (ProcSet\ unread’i]) \ {i}"
with empty type p5 self i jiinv3[of ij]
show“After(j,i,unread’,;max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
unfolding TypeOKdef Afterdef GGdef pSdef
apply(cases “self= j”, force, clarsimp)
by(cases “selt= i, simp+)
ged
have4: “pc’[i] ="p6”
A ( (pc'[nxt’[i]] ="p2") A ¢ unread’[nxt’[i]]
Vv (pe’[nxtTi]] ="p3"))
= max’'[nxt’[i]] = num’[i]”
proof -
from empty p5 type iinvi selfshow ?thesis
unfolding TypeOKdef linv.def padef
apply(cases “selt=i")
apply clarsimp
apply(cases “self= nxt[i]", clarsimp, clarsimp simp: nxti)
done
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ged
have5: “(pc’li] € {"p7”,"p8" }) = (Yj € P\ {i}: After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt"))”
proof (rule+)
fix j
assumepc’: “pc’li] € {"p7”’,;p8” }’ andj. "] € ProcSet\ {i}”
show“After(j,i,unread’,;max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “self=i")
caseTrue
with empty type p5 self i jiinv3[of i]]
show ?thesis
by (clarsimp simp: linvdef TypeOKdef padef Afterdef, force)
next
from empty
haveunread;: | ¢ unread[self]” by auto
assumeselfi: “self # 1"
with empty type p5 selfij pc’ iinv5[of i j]
show ?thesis
unfolding linv_def TypeOKdef padef Afterdef
apply (cases “sel=j")
using unreadjapply force
apply clarsimp
done
ged
ged
from 1 2 3 4 5show ?thesis
unfolding linv_def by blast
next
assumeempty: “unread[self]# {}"
from p5 type iinvi self i empty
havel: “(num’[i] =0)= (pc’[i] €{"pl”, "p2", "p3”" })”
unfolding TypeOKdef linv.def padef
by(cases “selt=i", clarsimp+)
from p5 type iinvi self i empty
have2: “flag’[i] = (pc'[i] € {"p2", "p3", "p4" })"
unfolding TypeOKdef linv.def padef
by(cases “self=i”, clarsimp+)
have3: “pc’[i] €{"p5”, "p6” } =
(Vj € (P\ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix
assumepc’: “pc’li] € {"p5",/'p6” }” andj:“j € (ProcSet\ unread’[i]) \ {i}"
with empty type p5 self i jiinv3[of i ]]
show“After(j,i,unread’,;max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
unfolding TypeOKdef Afterdef GGdef phdef
apply(cases “self= 7, force, clarsimp)
by(cases “selt= i, simp+)
ged
have4: “pc’[i] ="p6”
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A ( (pc’[nxti]] =7"p2") A ¢ unread’[nxt’[i]]

Vv (pe’[nxt’i]] ="p3"))

= max’'[nxt’[i]] = num’[i]”

proof -

from empty p5

obtain k where p5:
“pc[self] ="p5™
“k € unread[self]” “nxt’ = [nxt EXCEPT ![self]= k]"
“ = flag[nxt'[self]] A pc’ =[pc EXCEPT ![self]= "p6”]"
“num’ = num”*“
by(auto simp: p5def)

with type selfhavekproc: “k € ProcSet”
by (auto simp: TypeOKlef)

with iinv haveiinvk: “linv(k, unread, max, flag, pc, num, nxt)’

show ?thesis
proof (cases “self=i")
caseTrue
with empty p5 type iinvi self i iinvk
show ?thesis
unfolding TypeOKdef lInv.def
by(cases “self= k”, clarsimp, force simp: kproc)
next
caseFalse
with empty p5 type iinvi self i
show ?thesis
unfolding TypeOKdef lInv.def
apply(cases “self= nxt[i]")
apply clarsimp
using nxti apply clarsimp
done
ged
ged

flag' = flag” “unread’ = unread” “max’ = max”

Hernan Vanzetto

have5: “(pc’li] € {"p7”,"p8" }) = (Vj € P\ {i}: After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt"))”

proof (rule+)
fix j

assumepc’: “pc’li] € {"p7’,p8” }’ andj. "] € ProcSet\ {i}”

from j typehavemx: “pc[j] ="p2” = max[j] € Nat”
by (auto simp: TypeOKlef)

from jiinv haveiinvj: “linv(j, unread, max, flag, pc, num, nxt)by auto

from empty type p5 self i | pc’ iinv5[of i j]
show“After(j,i,unread’,;max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
apply (cases “selE= |”)
apply (clarsimp simp: TypeOKlef padef Afterdef)
apply (cases “sel=i")
apply (clarsimp simp: TypeOKlef pdef Afterdefy
done
ged
from 1 2 3 4 5show?thesis
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unfolding linv_def by blast
ged
next

assumep6: “p6(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, mé&g’, pc’, num’, nxt’)”
from p6 iinvi type i
havel: “(num’[i] =0)=(pc’[i] €{"pl”, "p2", "p3”" })”

and 2: “flag’[i] = (pc’[i] € {"p2”, "p3”, "p4” })"

unfolding TypeOKdef lInv.def padef

by (cases “self= i”, clarsimp, clarsimp)
have3: “pc’[i] € {"p5”", "p6” } =

(Yj € (P\ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof(rule+)

fix |

assumepc’: “pc’li] €{’p5”, 'p6” }” andj:“j € ProcSet\ unread’i] \ {i}”
from iinv |

haveiinvj: “linv(j, unread, max, flag, pc, num, nxt)by auto

from type j

havenxtj: “pc[j] ="p6” = nxt[j] € ProcSetA nxt[j] #]”
by (auto simp: TypeOKlef)
show“After(j, i, unread’, max’, flag’, pc’, num’, nxt’)”
proof (cases “sel=i")
assumeselfi: “self = i”
show ?thesis
proof (cases “je unread[self]”)
assumegunread: “j € unread[self]”
show ?thesis
proof(cases “numlj]= 0")
caseTrue
with j selfi i pc’ p6 type self iinvi junread iinvj
show ?thesis
by (clarsimp simp: pedef TypeOKdef linv_.def Afterdef natgt0_notO condElse, force)
next
assumenumj: “num|j] # 0"
show ?thesis
proof (cases “pc[j] € {"p4”, "p5”, "p6” }")
assumepcj: “pc[j] € {"p4”, "p5”", "p6” }"
show?thesis
proof (cases “ie unread[j]”)
caseTrue
with j selfi i pc’ p6 type self iinvi junread numj pcj
show ?thesis
by (clarsimp simp: pedef TypeOKdef linv.def Afterdef GGdef natgtO_not0)
next
assumenotunread: “i ¢ unread[j]”
show ?thesis
proof (cases “j< 1)
caseTrue
from True j selfii pc’ p6 type self iinvi junread numj pcj iinv3[of] jnxti notunread
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show?thesis
using procinNat natlessantisymfalse[of j i]
by (clarsimp simp: p6def TypeOKdef lInv.def Afterdef GGdef natgtO_.notO condElse)
(force simp: natlessantisymleq_false)
next
caseFalse
with j selfi i pc’ p6 type self iinvi junread numj pcj iinv3[of j i] nxnotunread
show?thesis
unfolding p6_def TypeOKdef lInv.def Afterdef GGdef
proof (clarsimp simp: natgtO_not0 condElse nahot less procInNat
dest!: leqgneqtrans’[of “i” “nxt[i]"])
assume
“pe[nxt[i]] ="p5” Vv pc[nxt[i]] ="p6” = num[nxt[i]] < num[i]”
“numli] < numi[nxt[i]]” “nxt[i] € ProcSet”“i € ProcSet”
“num € [ProcSet— Nat]”
thus “pc[nxt[i]] #"p5” A pc[nxt[i]] # "p6™
by (auto simp: natlessantisymleq_false)
ged
ged
ged
next
assumepcj: “pclj] ¢ {"p4”, "p5”, "p6” }”
show ?thesis
proof (cases “pc[j] € {"p7”, "p8”" }")
caseTrue
assumepcj: “pc[j] € {"p7”, "p8”" }’
show ?thesis
proof (cases “j< 1)
caseTrue
with j selfi i pc’ p6 type self iinvi junread numj pcj iinvj nxti iiByof “nxt[i]” i]
show?thesis
unfolding p6_def TypeOKdef lInv.def Afterdef GGdef
using nat.lessantisymfalse[of j i]
apply (clarsimp simp: naigtO_notO procinNat condElse)
by (clarsimp simp: naflessantisymleqg_false)
next
caseFalse
with j selfi i pc’ p6 type self iinvi junread numj pcj iinv5[of j i] rix
show ?thesis
unfolding p6_def TypeOKdef IInv.def Afterdef GGdef
apply (clarsimp simp: natgtO_notO condElse nahot less procinNat condElse)
by (clarsimp dest!: legneqtrans’ simp: natlessantisymleg_false)
ged
next
assumepcj2: “pclj] ¢ {"p7”, "p8” }
with j selfi i pc’ p6 type self iinvi junread numj pcj iinvj nxti
show ?thesis
apply (clarsimp simp: p6def TypeOKdef lInv.def Afterdef GGdef natgtO_not0)

”
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by (erule funcSetBfhere f="pc” and x="nxt[i]"], simp +)
ged
ged
ged
next
assume’j ¢ unread[self]”
with j selfi i pc’ p6 type self iinv3[of i |]
show ?thesis
by (clarsimp simp: p6def TypeOKdef Afterdef condElse, auto)
ged
next
assumeselfi: “self # i
show ?thesis
proof (cases “self=|”)
assumeselfj: “self = j”
show ?thesis
proof (cases “j< nxt[j]")
caseTrue
with j pc’ selfi selfj i p6 type self iinv3[of i j]
show ?thesis

apply (clarsimp simp: pédef TypeOKdef Afterdef GGdef natgtO_not0)

by (auto dest: naflesstrans natlessleq trans)

next
caseFalse
with j pc’ selfi selfj i p6 type self iinv3[of i j]
show ?thesis
using nxtj natnot_less procinNat

Hernan Vanzetto

by (clarsimp simp: p6def TypeOKdef Afterdef GGdef natgtO_notO condElse legpeq.iff_less)

(clarsimp simp: natlessantisymleq_false)
ged
next
caseFalse
with j selfi i pc’ p6 type self iinv3[of i |]
show ?thesis
by (clarsimp simp: pedef TypeOKdef Afterdef)
ged
ged
ged
have4: “pc’[i] ="p6”
A ( (pC’[nxti]] ="p2") Ai ¢ unread’[nxt’[i]]
vV (pe’[nxti]] ="p37))
= max'[nxt’[i]] = num’[i]”
proof (cases “sel= nxt[i]")
caseTrue
with p6 type self Bhow ?thesis
by (clarsimp simp: p6def TypeOKdef)
next
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caseFalse
with p6 type iinvi self show ?thesis
apply (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def pGadef)
by (cases “self= i”, simp, simp add: nxti)
ged
have5s: “(pc’[i] €{"p7","p8" }) = (V] € P\ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))"
proof (rule+)
fix |
assumepc’: “pc’li] € {"'p7”,p8” }’ andj: "] € ProcSet\ {i}"
show*“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “sel= j")
caseTrue
assumeselfj: “self = j”
show ?thesis
proof (cases “j< 1)
caseTrue
with type p6 i pc’ j self selfj iinv5[of i j]
show ?thesis
using natlessantisymfalse[of j i] procInNat
apply (clarsimp simp: pédef TypeOKdef linv.def Afterdef GGdef natgt0_not0)
by (clarsimp simp: naflessantisymleqg_false)
next
caseFalse
with type p6 i pc’ j self selfj iinv5[of i j]
show ?thesis
using nat.not.less procinNat
apply (clarsimp simp: pédef TypeOKdef linv.def Afterdef GGdef natgtO_.notO condElse)
by (clarsimp dest!: legneqtrans’ simp add: natessantisymleq_false)
ged
next
caseFalse
with type iinv5[of i j] p6 i pc’ j show ?thesis
apply (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def Afterdef p&def)
by (cases “seli=i", simp, simp)
ged
ged
from 1 2 3 4 5show ?thesisunfolding lInv_def by blast
next
assumep7: “p7(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, méi&g’, pc’, num’, nxt’)”
from p7 type iinvi self i
havel: “(num’[i] =0)=(pc’[i] € {"pl”, "p2", "p3" })”
and 2: “flag’[i] = (pc’[i] € {"p2”, "p3”, "p4” })"
unfolding TypeOKdef lInv.def p7Zdef
by (cases “self=i", clarsimp, clarsimp)
have3: “pc’[i] €{"p5”, "'p6” } =
(Yj € (P\ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix |
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assumepc’:
show*“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)”
proof (cases “seli= 1”)
caseTrue
with type p7 iinv3[of ij] jipcC’
show ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef p7def)

next
assumeselfi: “self # i
with type p7 iinv3[of ij] jipc’ selfi
show ?thesis
unfolding TypeOKdef p7def Afterdef
by (cases “self=j”, clarsimp, force)

pci] €{"p5”’p6” }” andj: ] € (ProcSet\ unread’[i]) \ {i}"

ged
ged
have4: “pc’[i] ="p6”
A ( (pc’[nxt’[i]] ="p2") A ¢ unread’[nxt’[i]]
Vv (pe’[nxtTi]] ="p3"))

= max'[nxt[i]] > num[i]”
proof (cases “self=i")

caseTrue
with p7 type self Bhow ?thesis

by (clarsimp simp: TypeOKlef p7def)

next

caseFalse
with p7 type iinvi self show ?thesis

apply (clarsimp simp: TypeOKlef linv.def p7def)
by (cases “self= nxt[i]”, simp, simp add: nxti)

ged
have5: “(pc’[i] €{"p7","p8" }) = (V] € P\ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))"

proof (rule+)

fix |
assumepc’: “pc’li] € {"p7",’p8” }" andj:“j € ProcSet\ {i}"
show*"After(j, i, unread’, max’, flag’, pc’, num’, nxt’)”

proof (cases “self= ")

caseTrue
with p7 type iinv5[of i j] self i pc’ jshow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef p7def Afterdef)

next

caseFalse
with p7 type iinv5[of i j] self i pc’ jshow ?thesis
apply (clarsimp simp: TypeOKlef p7def Afterdef natgtO_not0)

by (cases “self=i", simp, simp)

ged

ged
from 1 2 3 4 5show ?thesis

unfolding linv_def by blast

next
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assumep8: “p8(self, unread, max, flag, pc, num, nxt, unread’, méag’, pc’, num’, nxt’)”
havel: “(num’[i] =0)=(pc’[i] €{"pl”, "p2", "p3”" })”
and 2: “flag’[i] = (pc’[i] € {"p2”, "p3”, "p4” })"
using p8 type iinvi self i
unfolding p8.def TypeOKdef lInv.def
by (cases “self=i", clarsimp, clarsimp)
have3: “pc’[i] €{"p5”, "'p6” } =
(Vj € (P\ unread’[i]) \ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))”
proof (rule+)
fix |
assumepc’: “pc’li] € {"p5",p6” }” andj:"j € (ProcSet\ unread’[i]) \ {i}"
show“After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’)"
proof (cases “sel=i")
caseTrue
with type p8jipc’
show ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef p8def)
next
assumeselfi: “self # i”
with type p8iinv3[ofij] jipc’ selfi
show ?thesis
unfolding TypeOKdef p8def Afterdef GGdef
by (cases “self=|”, clarsimp+)
ged
ged
have4: “pc’[i] ="p6”
A ( (pc’[nxt’[i]] =7"p2") A ¢ unread’[nxt[i]]
Vv (pc’[nxt’i]] ="p3"))
= max'[nxt’[i]] = num’[i]”
proof (cases “self=i")
caseTrue
with p8 type self Bhow ?thesis
by (clarsimp simp: p8def TypeOKdef)
next
caseFalse
with p8 type iinvi self show ?thesis
apply (clarsimp simp: p8def TypeOKdef linv.def)
by (cases “selt= nxt[i]”, simp, clarsimp simp: nxti)
ged
have5: “(pc’li] €{"p7", "p8”" }) = (V] € P\ {i} : After(j,i,unread’,max’,flag’,pc’,num’,nxt’))"
proof (rule+)
fix |
assumepc’: “pc’li] € {"p7",p8” }" andj:“j € ProcSet\ {i}"
show*“After(j, i, unread’, max’, flag’, pc’, num’, nxt’)”
proof (cases “seli= 1”)
caseTruewith type self i p8 pc’ ghow ?thesis
by (clarsimp simp: TypeOKlef p8def)
next
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caseFalsewith type self i p8 pc’ j iinv5[of i jjshow ?thesis
apply (clarsimp simp: TypeOKlef p8def Afterdef GGdef)
by (cases “self=j", simp, force)
ged
ged
from 1 2 3 4 5show ?thesisunfolding lIinv_def by blast
ged
ged
ged

end
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