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Resumen

En esta tesis exploramos la implementacion del método de elementos finitos para
la resolucion de problemas de reaccion—difusién singularmente perturbados, con especial
énfasis en la obtencién de estimaciones de error en normas balanceadas mediante el uso de
mallas graduadas. Analizamos diversos escenarios, incluyendo problemas bidimensionales,
sistemas acoplados de ecuaciones y aplicaciones a problemas fraccionarios.

Comenzamos estudiando problemas de reacciéon—difusién singularmente perturbados
en dos dimensiones, donde empleamos el método de elementos finitos sobre mallas
graduadas para obtener aproximaciones robustas. Mostramos que una eleccién adecuada
del parametro de graduacion permite obtener estimaciones de error cuasi—optimas en una
norma balanceada para elementos bilineales a trozos, siguiendo la formulacién variacional
con peso introducida en [43]. Asimismo, demostramos un resultado de supercloseness,
estableciendo que la diferencia entre la soluciéon numérica y la interpolacién de Lagrange
de la solucion exacta, en esa misma norma, es de orden superior al error mismo.

A continuacién, abordamos sistemas acoplados de ecuaciones unidimensionales de
reaccién—difusion singularmente perturbadas, utilizando elementos finitos lineales a trozos
en mallas graduadas. Consideramos dos casos: ecuaciones con coeficientes variables y
el mismo parametro de perturbacion singular para todas las ecuaciones y, por otro
lado, ecuaciones con coeficientes constantes y con diferentes parametros de perturbacién
singular. En ambos casos las soluciones pueden presentar capas limite en los extremos
del dominio. Ademas, en el segundo caso, si los parametros de perturbacién singular
tienen 6rdenes de magnitud distintos, pueden formarse capas exponenciales de diferentes
anchos y/o superpuestas. Probamos que, en ambos casos, es posible elegir adecuadamente
el parametro de graduaciéon, de manera de aproximar correctamente las capas limite y
obtener estimaciones éptimas del error en una norma balanceada.

Finalmente, analizamos la discretizacién de problemas fraccionarios con condiciéon de
Dirichlet homogénea para potencias fraccionarias de operadores elipticos simétricos de

segundo orden en un dominio bidimensional. Si bien se trata de un problema no local, el
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mismo puede ser localizado a través de una ecuacion eliptica no uniforme en un dominio con
una dimensién espacial adicional. Esta estrategia fue introducida en [12] y posteriormente
extendida por otros autores. En nuestro enfoque, empleamos la técnica de diagonalizacién
propuesta en [6], la cual desacopla el problema en un sistema de ecuaciones independientes
de reaccién—difusion, muchas de ellas singularmente perturbadas. Estas ecuaciones pueden
aproximarse en paralelo mediante elementos finitos bilineales sobre una misma malla
convenientemente graduada. Demostramos la convergencia del esquema propuesto.

En cada uno de estos casos, presentamos ejemplos numéricos que validan eficazmente

los métodos y resultados tedricos obtenidos.
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Introduccion

En esta tesis abordamos el andlisis y la aproximacion numérica de problemas de
reaccién—difusion y operadores fraccionarios utilizando el método de elementos finitos en
mallas graduadas. Estos problemas presentan desafios significativos debido a la presencia
de perturbaciones singulares u operadores no locales, lo que exige el desarrollo de técnicas
especializadas para garantizar estimaciones de error robustas y eficientes.

Comenzamos con el estudio de ecuaciones estacionarias de reaccién—difusion
singularmente perturbadas. Estas ecuaciones son esenciales en diversas aplicaciones, ya
que emergen de manera natural en sistemas formados por multiples componentes que
interactian entre si, y se utilizan para describir fenémenos de formacion de patrones en
sistemas biolégicos, quimicos y fisicos (véase, por ejemplo, [24] 49 51]).

Es bien sabido que, cuando el pardmetro de perturbacién singular es muy pequeno,
la solucion de estos problemas presenta capas limite que dificultan la aproximacion de la
misma utilizando mallas uniformes o cuasi—uniformes. La aproximacién de estas ecuaciones
singularmente perturbadas mediante métodos de elementos finitos ha sido ampliamente
estudiada (ver, por ejemplo, [29] 35 [40] 55] y las referencias alli citadas), con un enfoque en
la obtencion de estimaciones de error uniforme para diferentes normas, incluida la norma
de la energia y la norma L.

La norma de la energia natural asociada al problema no es balanceada, es decir,
cuando el pardmetro de perturbacion singular tiende a cero, la norma de la energia de la
contribucién de la capa (la parte singular) desaparece, mientras que la norma de la energia
de la componente suave de la solucién se mantiene. Para reflejar con mayor precision el
comportamiento de las capas en el método de los elementos finitos para problemas de
reaccion—difusion singularmente perturbados, se introdujeron normas balanceadas. Este
tema se aborda en profundidad en [31], donde se disefaron una nueva forma bilineal
y un método de elementos finitos para facilitar el andlisis con una norma balanceada.
Trabajos posteriores ampliaron este estudio mediante el desarrollo de nuevos métodos de

elementos finitos cuya norma de la energia asociada sea balanceada (véase, por ejemplo,



[2, 1B, 13, 31, [43]) y la obtencién de mejores estimaciones en normas balanceadas para
métodos estdndar (por ejemplo, [23, [45] 48]).

En un trabajo reciente, N. Madden y M. Stynes [43] introdujeron una nueva formulacién
variacional con peso para el problema. La norma natural asociada a esta formulacién, que
es una norma pesada, resulta balanceada. Ademas, los autores obtuvieron una estimacion
del error de primer orden, robusta respecto del pardmetro de perturbacién singular (salvo
por un factor logaritmico), para bilineales a trozos en el cuadrado unitario, utilizando
mallas de Shishkin.

Los resultados obtenidos en esta tesis incluyen estimaciones robustas en normas
balanceadas. Basicamente, consideramos la formulacién bilineal y la norma balanceada
con peso introducida en [43], y obtenemos una aproximaciéon robusta de la ecuacion
de reaccion—difusién singularmente perturbada, con condiciones de borde Dirichlet
homogéneas, en dos dimensiones, mediante el uso de elementos bilineales a trozos en mallas
graduadas. Presentamos estimaciones del error casi Optimas cuando se utilizan mallas
graduadas con un parametro de graduacién apropiado. Ademads, obtenemos un resultado
de supercloseness para la norma balanceada, es decir, demostramos que, bajo hipdtesis
adecuadas, la diferencia entre la solucién aproximada y la interpolacién de Lagrange de
la solucién exacta es de orden superior al propio error. En particular, para obtener el
resultado de supercloseness, es necesario probar ciertas propiedades de la funcién peso que
caracterizan la formulacién discreta, como asi también necesitamos demostrar algunas
estimaciones sobre las derivadas de la solucion.

En [I7] también se utilizaron mallas graduadas con elementos finitos bilineales para
obtener estimaciones robustas del error y casi 6ptimas en la norma de la energia para un
problema de reaccién—difusién similar al que nos ocupa. En ese trabajo, el parametro (y,
por lo tanto, las mallas) podia tomarse independientemente del parametro de perturbacién
singular de la ecuacion. Ajustando el parametro de graduacién, pero independiente del
pardametro de perturbacion singular, se obtuvieron resultados de supercloseness en la
norma de la energia en [19]. En el presente trabajo, para obtener resultados casi uniformes
en la norma balanceada, utilizamos mallas del mismo tipo que las introducidas en [17]
pero con una graduacién que depende del parametro de perturbacién singular.

Aunque los resultados numéricos obtenidos con las mallas de Shishkin y las mallas
graduadas son similares, estas tultimas presentan algunas ventajas adicionales. De hecho,
cuando se aproxima un problema singularmente perturbado con una malla adaptada a
priori, es natural esperar que una malla disenada para un valor determinado del pardametro

de perturbacién funcione bien también para valores mayores a este (incluimos una prueba



numérica de este funcionamiento). Este es el caso de las mallas graduadas, como se
menciona en [I8, 19]. Este hecho podria ser una propiedad importante en problemas en los
que el parametro de difusion no es constante o, también, para tratar sistemas en los que las
diferentes ecuaciones tienen perturbaciones singulares de distinto orden, como abordamos
posteriormente.

En el capitulo siguiente, extendemos el andlisis a sistemas acoplados de ecuaciones
de reaccién—difusion con distintos pardmetros de perturbacion. Estos sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias singularmente perturbadas surgen con frecuencia en la
modelizacién de diversos fenémenos fisicos. Por ejemplo, como se menciona en [57], estos
sistemas se utilizan para analizar procesos de difusion complicados por reacciones quimicas,
donde los parametros asociados a las derivadas de mayor orden representan los coeficientes
de difusion de las sustancias involucradas. Otra aplicacién interesante se encuentra en
la ecologia, donde los sistemas de reaccién—difusion pueden emplearse para describir
la interaccion entre especies predador—presa [27]. Existen diversos trabajos dedicados
a la aproximacién numérica de sistemas acoplados de ecuaciones de reaccion—difusion
singularmente perturbadas (véase, por ejemplo, [15], B2, B6H39, [42], 44], 47, [54]).

Los problemas con diferentes capas en una misma direccion coordenada o los sistemas
de ecuaciones de reaccién—difusion siguen planteando varios desafios. En [37], los autores
estudian un sistema de dos ecuaciones de reaccién—difusiéon en una dimensién, con
diferentes pardmetros pequenos multiplicando a las derivadas de segundo orden en las
ecuaciones. En dicho trabajo, analizan aproximaciones por elementos finitos utilizando
mallas de Shishkin y Bakhvalov, y obtienen estimaciones de error en la norma de la energia.

Como mencionamos anteriormente, en los problemas de reaccién—difusion
singularmente perturbados, la norma de la energia natural asociada con los métodos
de elementos finitos estdndar no es balanceada (en el sentido de [31]). A pesar del
interés que esto ha despertado y de los avances mencionados, la estimacion del error
en normas balanceadas para sistemas acoplados de dos ecuaciones de reaccién—difusién
con parametros pequenos y distintos sigue presentando preguntas abiertas, incluso en el
caso unidimensional. Entre ellas, se encuentran el diseno de mallas eficientes en funcién
de los diferentes parametros de perturbaciéon y la construccion de mallas adecuadas
cuando los parametros de perturbacion singular presentan diferentes érdenes de magnitud
[341, 146, [54].

En este trabajo, analizamos la aproximacién por elementos finitos de un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias singularmente perturbadas, utilizando elementos

finitos lineales a trozos en mallas graduadas. Comenzamos analizando el caso general, con



coeficientes variables, pero con un mismo coeficiente de difusién constante (o pardmetro
de perturbacién singular) en ambas ecuaciones. Luego, consideramos el caso en el que los
coeficientes de difusiéon son distintos, posiblemente con diferentes érdenes de magnitud,
asumiendo coeficientes constantes en ambas ecuaciones.

Las mallas graduadas presentan propiedades interesantes, entre ellas, la simplicidad en
su diseno. En nuestro enfoque, se construyen considerando tinicamente el parametro mas
pequeno del sistema, lo que permite obtener estimaciones éptimas del error, similares a las
introducidas en [5]. A diferencia de las mallas de Shishkin, que requieren tener en cuenta
ambos parametros y una adecuada eleccién del punto de transicion, lo que simplifica su
implementacion. No obstante, presentan la dificultad de que los intervalos cercanos a las
capas limite pueden volverse demasiado pequenos, lo que exige especial cuidado en la
implementacion numérica.

Para alcanzar esas estimaciones Optimas del error, nuestro andlisis requiere de la
introduccién de adecuadas proyecciones en L? y del estudio tanto de su estabilidad,
como su capacidad de interpolaciéon en mallas graduadas. En particular, utilizamos
resultados de estabilidad para las proyecciones L? sobre el espacio de elementos finitos.
Si bien estos resultados son relativamente sencillos de demostrar en el caso de mallas
cuasi—uniformes, la situacion es mas compleja en mallas que no verifican esta propiedad,
como las graduadas. En esta tesis, obtenemos un resultado en este sentido, abordando las
dificultades adicionales que surgen en el analisis de estabilidad en este tipo de mallas.

Posteriormente, en el Capitulo [, analizamos la aproximacién mediante elementos
finitos del problema de Dirichlet para potencias fraccionarias de un operador eliptico
simétrico de segundo orden. Dado un dominio 2 C R? un ntmero real s € (0,1) y

una funcién f, el problema modelo se formula como sigue: hallar u tal que
Lu=f enQ, u=0 en 0N (1)
Consideramos, por simplicidad, el operador diferencial £ dado por
Lv=—Av+ é(x)v,

donde ¢(x) € L™(f2) es una funcién no negativa definida en 2. Mds generalmente, se
pueden considerar operadores con un coeficiente de difusién.

La principal dificultad para obtener métodos numéricos eficientes para radica en
la no localidad del operador £* [I1], 12]. Entre los operadores no locales méas estudiados

se encuentra el Laplaciano fraccionario (—A)®, con s € (0,1) y condiciones de contorno
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Dirichlet homogéneas, debido a sus aplicaciones fisicas que implican difusiéon de largo
alcance o anémala. Por ejemplo, se utiliza en la modelizacion del flujo de ciertas particulas
en medios porosos [7].

S

El operador no local (—A)® en todo el espacio R™ puede definirse mediante la

transformada de Fourier (ver [16, Seccién 3)): para una funcién u € S, se tiene que
(=A%u(w) = FH(|g]* Fu), (2)

donde F denota la transformada de Fourier, o bien, una definicién equivalente puede darse
a través de la integral de Riesz [16].

Sin embargo, no existe una tinica manera de definir (—A)*w para funciones w definidas
en un dominio acotado 2. Una posibilidad consiste en extender adecuadamente w a una
funcién u en todo el espacio R™ y utilizar de manera equivalente las definiciones existentes,
por ejemplo, la definicién (2]). En relacién con esto, [I] considera la formulacién integral de
Riesz y la restringe a funciones w con soporte en €). El operador resultante se denomina
Laplaciano fraccionario integral y se denota por (—A)jw. Otra posibilidad es considerar
el denominado Laplaciano fraccionario regional (—A)%w, que se define restringiendo la
integral de Riesz a §2. Se sabe que este operador es el generador infinitesimal de los llamados
procesos de Lévy estables con restricciones en su dominio (censored) [8, 26]. En este
trabajo utilizamos un tercer enfoque, que conduce al Laplaciano fraccionario espectral y
corresponde a las potencias fraccionarias del operador de Laplace Dirichlet en el sentido
de la teoria espectral.

Caffarelli y Silvestre, en [12], utilizando ese mismo operador localizan el problema
para L = —/\, mediante una ecuacién diferencial parcial eliptica no uniforme planteada en
una dimensién espacial més. Demostraron que cualquier potencia s € (0, 1) del Laplaciano
fraccionario en RY puede realizarse mediante la aplicaciéon Dirichlet-to-Neumann de una
extension al semiespacio superior R‘fl que, en lo que sigue, llamamos el problema local
extendido. Este resultado fue ampliado por Cabré y Tan [I1I] y por Stinga y Torrea [5§]
para considerar dominios acotados {2 y operadores méas generales, obteniéndose asi un
problema extendido sobre el cilindro semi-infinito C := 2 x (0, c0).

Nochetto, Otérola y Salgado [50] propusieron aproximar la solucién wu(z) de a
partir de la traza en €2 x {0} de una solucién aproximada U del problema local extendido.
Analizaron este problema en el marco de espacios de Sobolev con peso y, basandose en
el rapido descenso de U, consideraron un truncamiento Cy := Q x (0,)) del cilindro C,

donde aproximan U/ mediante una discretizacion por elementos finitos de primer orden



con productos tensoriales. Posteriormente, en [6], estos autores, junto con Banjai, Melenk
y Schwab, extendieron los resultados anteriores en varias direcciones. En particular,
desarrollaron una novedosa técnica de diagonalizacion que desacopla los grados de libertad
introducidos por una (semi-)discretizacién de Galerkin en la variable extendida. Este
procedimiento reduce la extension y-semidiscreta de Caffarelli-Silvestre a la resolucion
de ecuaciones independientes de reaccion—difusién de segundo orden en €2, algunas de
las cuales estdn singularmente perturbadas. Mediante una aproximacién por elementos
finitos de tipo hp, lograron establecer convergencia exponencial para datos analiticos f,
sin imponer condiciones de compatibilidad en la frontera (ver [6, Seccién 9]).

La principal motivacién de esta parte de la tesis radica en la observacion de que
los problemas de reaccion—difusion singularmente perturbados en un dominio cuadrado
pueden ser aproximados de manera casi optima en la norma de la energia mediante
elementos finitos de tipo h, bilineales a trozos, en mallas apropiadas (mallas graduadas)
disefiadas independientemente del pardmetro de perturbacién (véase Lemal[l.2] [I7] y [19]).
Partiendo de la técnica de diagonalizacién de [6], proponemos una estrategia para disenar
una tnica malla graduada en = (0, 1)?, que permita aproximar la sucesién de problemas
de reaccion—difusién generados por la semidiscretizacion del problema extendido en el
cilindro truncado Cy. Las soluciones numéricas de estos problemas se combinan como en
[6] para obtener una aproximacién de la solucién de ({]).

Nuestras estimaciones de error son lineales, hasta un factor logaritmico, en funcién del
nimero de ecuaciones de reaccién—difusion a resolver. No obstante, es fundamental analizar
el error de aproximacion en términos del niimero de grados de libertad. En particular, del
Teorema se deduce que, para alcanzar un error de orden casi O(M™'), es necesario
resolver M problemas de reaccién-difusién, cada uno con O(M?/?) grados de libertad. Por
lo tanto, con un total de O(M?°/?) grados de libertad, se obtiene una precision de O(M 1)
(hasta factores logaritmicos). Esto representa una ligera mejora respecto de la complejidad
de la version h del método de elementos finitos para un problema tridimensional regular.

Para obtener una convergencia casi lineal en h hacia la solucién de (|1f), nuestro enfoque
requiere aproximaciones superlineales de cada uno de los problemas de reaccién—difusién.
En este sentido, en la Proposicion mostramos que un posprocesamiento local de
la solucién mediante elementos finitos bilineales en mallas graduadas proporciona una
aproximacion superconvergente que es casi uniforme con respecto al parametro de
perturbacion singular. Este resultado se obtiene como consecuencia de una propiedad
de supercloseness demostrada en [19], cuando el pardmetro de graduacién que define

las mallas graduadas es suficientemente grande. La técnica para obtener resultados



de superconvergencia robusta ha sido utilizada previamente en [I8], en el contexto de
problemas de conveccién—difusiéon singularmente perturbados. Resultados similares para
problemas de conveccién—difusion o reaccion—difusién singularmente perturbados en mallas
de Shishkin fueron obtenidos en [33] 61} [62].

A lo largo de la tesis, acompanamos el andlisis tedrico con experimentos numéricos
que validan los resultados obtenidos. Las técnicas desarrolladas no solo proporcionan
herramientas robustas para la solucion de problemas singularmente perturbados y
operadores fraccionarios, sino que también pueden extenderse a otros problemas en los

que la presencia de capas limite o términos no locales dificulta la aproximacion numérica.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos la notacién y algunos resultados preliminares que
utilizaremos en el resto de la tesis.
Para un dominio D, utilizamos la notacién estandar para los espacios LP junto con su

respectiva norma, a saber,

1
P
lll ooy = (/ |urp) 1<y
D

|w||Loe(py == mf{C >0 |u(x)| < Cec. t.p.}.

Sea m € Ny, en el espacio de Sobolev de funciones en D con derivadas hasta orden m
en L*(D), H™(D), también empleamos la notacién usual para sus respectivas normas y

seminormas, esto es,

1/2 1/2

lllmp =14 > ID%ulfapy ¢+ Julmo =9 D 1Dl

lo|<m |o|=m

En particular, la norma ||ul|o p denota la norma en L? de u sobre D. Ademés, (-, -) p denota
el producto interno en L*(D). Cuando D = Q y no existe ambigiiedad, escribiremos ||ul|o
en lugar de |lulpq. También denotamos por (-,-) el producto interno euclideo en R? y
definimos |- | = (-, -).

Los espacios Py(D) y Qr(D) denotan, respectivamente, el espacio de polinomios de
grado total menor o igual que £ y el espacio de polinomios de grado menor o igual que k en

cada variable, ambos definidos sobre D. Para un rectdngulo genérico R C R?, observemos
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que
pEP(R) & plxy) = Y ayz'y

0<i+j<k

pE€QrR) & plx,y) = > ayr'y.
0<i,j<k
En particular, para k = 1, el espacio Q1(R) corresponde al espacio de funciones bilineales

en R, es decir, polinomios de la forma
p(z,y) = a+bx+cy +dxy, cona,b,c,deR,

por lo que se tiene
QI(R> = Span{17 z,Y, xy}

A lo largo de este trabajo, la letra C' denota una constante positiva genérica, cuyo valor
puede variar de una aparicion a otra, y que es independiente tanto de los pardmetros de
perturbacion singular como del tamano de las mallas. Ademaés, dadas dos cantidades A y
B, utilizamos la notacién A < B para indicar que A < C'B, mientras que A ~ B significa
que AS By B S A

En las siguientes secciones presentamos un problema modelo de reaccién—difusion
singularmente perturbado, recordamos resultados tedéricos y definiciones relacionadas, su
formulacién variacional y su aproximacion por elementos finitos. Discutimos algunas de las
dificultades asociadas a la naturaleza singularmente perturbada del problema, que motivan
el uso de mallas adaptadas y normas apropiadas, e incluimos estimaciones conocidas que
seran de utilidad en las demostraciones de nuestros teoremas. Finalmente, introducimos

algunas notaciones y convenciones que emplearemos a lo largo del trabajo.

1.1. Problemas de reaccion—difusion singularmente

perturbados

Sea Q un dominio acotado en R? y 9 su frontera. Consideramos el siguiente problema

modelo de reaccién—difusiéon

—e*Au+ b(z,y)u = f(z,y), en €,

(1.1)
u =0, en 0f),
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donde ¢ es un pardmetro positivo, b € L*(Q), 0 < b2 < b(z,y) < b? para casi todo
(z,y) € Q, con by > 0, y f es una funcién suave en Q. Estas hipStesis son habituales en
problemas singularmente perturbados de este tipo (véase [35] 55] [50]

Podemos observar que, si ¢ = 0, este es un problema algebraico (u = f/b). Mientras
que, para € > 0, se trata de un problema eliptico que debe satisfacer las condiciones de
borde. En este trabajo nos enfocamos en el caso de reaccién dominante, es decir, cuando
el parametro de difusién € es muy pequeno (0 < ¢ < 1).

En esta situacién particular, las condiciones de borde impuestas generan la aparicién
de capas limite en la solucién, es decir, regiones donde su derivada alcanza valores
extremadamente grandes. En la siguiente subsecciéon analizamos con mayor detalle este
comportamiento, que representa una dificultad importante para la aproximacién numérica

cuando se utilizan mallas uniformes o cuasi-uniformes.

1.1.1. Estimaciones puntuales para la solucién en el cuadrado

unitario

Si consideramos ahora el dominio 2 = (0,1)> y suponemos las condiciones de

compatibilidad descritas en [29] y sus referencias, expresadas como

f(0,0) = f(1,0) = £(0,1) = f(1,1) = 0,

entonces se garantiza que la solucién u pertenece a C*(€2) N C?(Q) ([30]). Bajo estas

condiciones, son validas las siguientes estimaciones puntuales para u y sus derivadas.

Lema 1.1 Tenemos que, para (x,y) € Q y 0 <k < 2,

}a§u<x7y)| < C <1 + gikefbog + 8*k67b0%> 7

Oyutz,y)] < € <1 +ekFeThr + e"“e—bol?‘) :

donde C' depende de b, f y (), siendo independiente de €.

Para k < 2, estas estimaciones se demuestran en [29, Lemas 3.1, 3.3 y 3.5].

Cabe senalar que, al tomar £ = 0, se concluye que la solucién u es uniformemente
acotada en el dominio §2. Sin embargo, para k > 1, las derivadas de u pueden alcanzar
valores muy grandes cerca del borde, particularmente cuando € es pequeno. En dichas
regiones, la derivada k-ésima es del orden de O(c7*), aunque decae exponencialmente hacia

el interior del dominio. Esta concentracién de las variaciones de la solucién en entornos
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Figura 1.1: Ejemplos de graficos de soluciones que presentan capas limite.

cercanos al borde del dominio da lugar a las denominadas capas limite. En la Figura

podemos ver algunos graficos tipicos de las soluciones de estos problemas.

1.1.2. Aproximacién por elementos finitos

Sea V = H}(€), multiplicando la ecuacién de reaccién—difusién en (1.1)) por v € V
e integrando por partes sobre €2, la formulacién variacional del problema presentado se

expresa de la siguiente manera: hallar u € H}(Q) tal que

B(u,v) = EQ/VU-VUd{Edy—F/
Q

b(x,y)uv dedy = / flz,y)vdzdy, Vv e Hi(Q).
Q Q

(1.2)

Consideramos la norma de la energfa || - ||. asociada al problema ((1.2)), definida por

N

lvlle = (E1Volls +1lvlig) > -

Bajo la hipétesis de que 0 < b2 < b(z,y) < b?, esta norma es equivalente a la inducida por
la forma bilineal B definida arriba.

Observemos que

B(v,v) = 2| Vo2 + (bv,v)
> min{1, by o} ( 2||VU||3 + ||U||3)
= min{1, b3 }|v|]?
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y, por la desigualdad de Cauchy—Schwarz,

|B(v,w)| < *[Vollollwllo + billvlollwllo
< [wllellwlle + billvllellwlle

< max{1, b }|v]|]|w]..

Notemos, ademés, que la aplicacién v — (f,v) es un funcional lineal y acotado en H}(1).
En efecto, alicando nuevamente la desigualdad de Cauchy—Schwarz y recordando que f €

L*>(Q), tenemos que

(£ o)1 < Ifllollvllo < IF1IZ Mol

Combinando este resultado con las dos desigualdades de arriba, por el Teorema de
Lax-Milgram tenemos que tiene una tnica solucién u en H} ().

También observamos que las constantes que aparecen al demostrar la continuidad y
coercitividad de la forma bilineal B no dependen del parametro . Si, en cambio, se
trabajara con la norma H', que es equivalente a la norma de la energia pero con constantes
de equivalencia que si dependen de e, se obtendrian constantes en las estimaciones de
continuidad y coercitividad que también dependerian de ¢, lo cual no resulta deseable.

Ahora, definiendo un espacio discreto V;, C H}(Q), planteamos la formulacién por

elementos finitos como sigue: hallar u; € V), tal que

B(up,vp) = / f(x,y)ondady, Vo, € V. (1.3)
0

Como V}, asi definido es un espacio de elementos finitos conforme, nuevamente por el
Teorema de Lax—Milgram podemos afirmar que el problema discreto también tiene
una unica solucién, en este caso, up € Vj,.
Ademas, combinando y , se obtiene la propiedad de ortogonalidad de
Galerkin:
B(u — up,vp) =0, Vo, € V. (1.4)

Més atn, si w, € V,, por la coercitividad y continuidad de B, y la propiedad (|1.4)),

obtenemos

min{1, bg}Hu — uh||§ < B(u — up,u — up,)
= B(u — up, u — wp,)

< 2méax{l, b?}”u — up||e]|w — wp|e-
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Por lo tanto, tenemos la siguiente estimacién del error de aproximacion

x{1, 0
EALO} e .. (1.5)

lo = wlle = 2wy o,

Ahora, dada una familia de mallas triangulares (o rectangulares) {7} de € tales que,
si denotamos con hy al didmetro de K entonces, h = max{diam K, K € T,}. Sea pg el
didmetro interior del elemento K (esto es, el didmetro de la circunferencia mas grande
contenida en K), decimos que la familia de mallas {7} es regular si existe una constante
o > 0 tal que

hk
— <o, VKeT, VYh>DO0.
PK

Asociado a T}, consideramos el espacio de elementos finitos
Vi (Th) = {v € C(Q) : v|x € P(K) VK € Tp,,v = 0 en 00}
para mallas triangulares, o
Vo (Th) = {v € C(Q) : v|x € Q1(K) VK € Tp,v =0 en 90}

en el caso de mallas rectangulares, que denotaremos por simplicidad como V},. De manera
analoga, denotamos por u;, = w7, a la aproximacion por elementos finitos seccionalmente
lineales (o bilineales) de w.

Luego, para probar la convergencia del método cuando h — 0, teniendo en cuenta ,
es suficiente demostrar que existen buenas aproximaciones de u en el espacio V} con la
norma de la energfa. Una forma natural y habitual de lograrlo es mediante la interpolacién
de Lagrange.

Para cada elemento K y u € H?(K), se conocen las siguientes estimaciones de error

para la interpolacién de Lagrange ([10], [14]):

lu —urllox < Chilulor, (1.6)
lu —ur||1.x < Chiluls Kk,

donde C' es una constante positiva que depende de o, pero es independiente de u y hg-.

Sumando las estimaciones dadas en ({1.6]) sobre todos los elementos K de T, se obtienen
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las siguientes estimaciones globales del error de interpolacién, para toda u € H*():

Ju—urllo < Ch?|uls,

lu —urlli < Chluly,

donde C' es una constante positiva independiente de u y h.
Luego, juntando estas estimaciones con el hecho de que |uly < Ce™3/? (Lema [1.1)),

obtenemos que
lu = wrlle < C (e V(u—ur)llo+ [lu—wrllo) < C (ehluls + h?|uls) < C(he™/? + h?e7%/2).

Con lo cual,
| — uplle < C(he™/? + h2e73/2),

Observamos que, al mantener fija la malla y considerar distintos problemas con ¢ — 0,
esta estimacion pierde precision. En este sentido, decimos que la estimacion no es robusta
con respecto al parametro €. En nuestro andlisis, nos interesan estimaciones que si sean
robustas en la norma de la energia frente a este pardametro, es decir, estimaciones de la
forma

Hu - uhHE < Ch,

donde C sea una constante uniforme respecto de ¢.

Existe una extensa literatura dedicada al desarrollo de técnicas para obtener
estimaciones robustas, tanto en el contexto de problemas de reaccién—difusion como
en el de problemas de reaccién—conveccion—difusion, que presentan mayores dificultades
analiticas (ver [35, 53] y sus referencias). En lo que sigue, nos centramos en el uso de
mallas adaptadas a las capas limite. En particular, consideramos las denominadas mallas

graduadas, tal como se definen en [17].

1.2. Mallas graduadas y estimaciones uniformes

Dado un pardmetro h > 0, relacionado con el tamano de la malla (ver Observacién ?7),

y un parametro de graduacién a € (0, 1), introducimos la particién {&}7 del intervalo
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—pH : : : HH— @
0

Figura 1.2: Mallas graduadas sobre Q = (0,1) (izquierda) y Q = (0,1)? (derecha).
[0, %} dada por

1
l1—«a

& =h%  cons:=

€i+1:£i+h€;‘x; 221,,mld—2,
1

\é.mid = 57

donde mid es tal que &nig_1 < % Y Emid—1 + hEg 1 > % Suponemos que el intervalo

(&mid -1, &mia) no es demasiado pequenio en comparacion con el anterior (&mig —2, Emia —1) (si
este no es el caso, simplemente eliminamos el nodo &,;q_1). Extendemos esta grilla a una
particion {&o, &1, - -+ mids - - - &} con M = 2mid, de [0,1], fijando & = 1 — &y;_; para
t=mid+1,..., M.

Considerando © = (0,1)?, introducimos una malla bidimensional 7, = {R} sobre ,
construida como un producto tensorial y compuesta por rectangulos R = R;;, definidos

COImMo:

Rij = (&-1,&) < (&-1,&), 1<4,5 <M.

La Figura muestra la estructura caracteristica de estas mallas tanto en una como en
dos dimensiones.
Sea hi, = & — &k—1, las longitudes de los lados de R;; son h; y hj. A lo largo de esta

tesis, utilizaremos repetidamente la siguiente propiedad de las mallas 7Tp,.
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Para R;; € T, con 1 < i < M, se cumple que
h; < hmin{z,1 — x}*, V(z,y) € Ry (1.7)
Anélogamente, para R;; € T, con 1 < j < M, se cumple que
h; < hmin{y,1 — y}*, V(z,y) € Ry (1.8)

Por otro lado, observemos que, dado que & — &1 = h& parad =1,...,mid —1, la
longitud maxima de los subintervalos es h(1/2)* ~ h. Por lo tanto, como M representa la
cantidad de intervalos de la malla, se tiene que M = 1/h.

Ademas, se demuestra en [I7, demostracién del Corolario 4.5] que

L1 (1
1—an 2\n)

y, usando que M 2 1/h, también se obtiene

MS

he L1

log M

lo cual da lugar a la siguiente observacion.

Esta relacion entre el parametro h y la cantidad de nodos de la malla es similar a
la que se obtiene en el caso de mallas cuasi—uniformes, salvo por la presencia del factor
logaritmico log M.

La motivacion para introducir este tipo de mallas surge de la idea de aplicar, a
problemas singularmente perturbados, técnicas similares a las que se emplean en problemas
elipticos con singularidades puntuales. Dichas técnicas se basan en estimaciones de la
solucién en espacios de Sobolev con peso ([25]). En nuestro caso, las estimaciones con peso

que utilizamos son las siguientes ([I7, Lemas 4.1 y 4.2]): si a > % entonces

x“a—u <, y“@ <,
97 lo,0.3)" % lo. (0.3
2 2
€ xaa—z <C, ¢ yo‘a—z <,
920, (0.3 P lo,(0.3)

2
donde C' es una constante independiente de ¢.

Observemos que, cambiando x o y por 1 — z o 1 — y segin corresponda, se obtienen
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estimaciones andlogas para los subdominios (1,1) x (0,2),(0,3) x (3,1),(3,1) x (5,1) -

Entonces, utilizando estas estimaciones y las mallas graduadas presentadas al comienzo
de esta seccion, con un parametro de graduacién « arbitrario en el intervalo [%, 1), es
posible demostrar que tanto el error de interpolaciéon como, en consecuencia, el error de
aproximacion en la norma de la energia, se encuentra acotado de manera robusta respecto

del pardmetro e (JI7, Corolario 4.5]).

Lema 1.2 Sea u la solucion de (1.1) y up su aproximaion por elementos finitos Q1
obtenida utilizando la malla graduada Ty, con % < o < 1. Entonces existe una constante

C independiente de € y de h tal que
lu — up||l. < Ch.

Observemos que, como estamos empleando elementos bilineales, se obtiene el orden
esperado en h.

Recordemos que la malla se define a partir del parametro h, pero en general lo que se
busca es tener controlada la cantidad de nodos de la malla en funcién de dicho pardmetro.
Sin embargo, a partir de la relaciéon dada en la Observacién ??7, se obtiene la siguiente
estimacion:

1 1
— upl|le £ C———1log M.
= unlle < O~ log

Si bien esta estimacion no es éptima debido a la aparicion del factor logaritmico, se trata
de una estimacién casi—6ptima el error de aproximacion en la norma de la energia. Lo mas
relevante es que resulta ser robusta con respecto al parametro de perturbacion singular e.

Sin embargo, existe una dificultad asociada al uso de la norma de la energia. A partir
de las estimaciones a priori del Lema se puede probar que ||uly se comporta como
O(1), mientras que el otro término que interviene en la norma de la energia, || Vu|, es

de orden O(e'/?). En efecto, se sigue del Lema que una solucién tipica u verifica

uz,y)| < C,

1 1 —
ww@wngc(r+%b%+—ewf),
19 19

1 1 .
|Oyu(z,y)| < C <1 4 et 4 _6b015”> .
€ €

Luego, claramente tenemos
[ullo < C.
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Ademas,

1 1
1 z 1 —x
)| 0,ullf < 052/ / (1 + e 2 4 —26_%015 ) dy dx
o Jo £ £

2 ' Loopge | 1 _gppize
=Ce 1+ e ™0 + e 70 | du.
0 € €

Haciendo los cambios de variables z =

o8

y z = 1_79” para integrar el segundo y tercer

término respectivamente, obtenemos
+oo
£2)|0,ul|2 < Ce* + 205/ e 0T < Ce.
0

Claramente, una acotacién similar vale para £2||0,ul|?. Asi, vemos que las componentes de

la norma de la energia son, en general, de distintos 6rdenes respecto de e:
[ullo = O(1), e[| Vullo = O(Y?).

Esto implica que, al disminuir ¢, la norma de la energia queda esencialmente dominada
por el término en norma L2. Por esta razén, decimos que dicha norma no es balanceada
con respecto al parametro €. En consecuencia, cuando ¢ tiende a cero, acotar el error en
la norma de la energfa resulta practicamente equivalente a hacerlo en la norma L?, lo cual
conduce a estimaciones relativamente débiles y, en general, no satisfactorias desde el punto

de vista del andlisis numérico.

1.3. Estimaciones en normas balanceadas

En la ultima década, se han desarrollado numerosos trabajos que apuntan a obtener
estimaciones en mnormas balanceadas, es decir, normas en las que ambos términos
(tipicamente asociados a la parte difusiva y a la parte reactiva del problema) se comportan
como O(1), independientemente del pardmetro de perturbacién € (véase, por ejemplo,
[2, 3], T3], BT, B33, B35 45] 54], [59] [61]). Estas normas se denominan balanceadas precisamente
porque buscan equilibrar las contribuciones de las distintas partes del problema. Un
ejemplo muy estudiado en la literatura estd dado por una versién mas fuerte y balanceada

de la norma de la energia:
1
[vllar = (el V5 + [V]IE)* - (1.9)
Observemos que, en comparacién con la norma de la energia clédsica, esta incluye
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un término ponderado con una potencia menor de ¢, lo cual resulta clave para obtener
estimaciones de error uniformemente acotadas respecto del parametro de perturbacién,
como se discute en detalle en [55, Capitulo 5]. Esta eleccién se justifica también a partir
de los calculos realizados previamente con la norma de la energia, donde observamos que los
errores correspondientes a los términos difusivo y reactivo se comportan de manera desigual
en presencia de una capa limite. Al introducir este tipo de ponderacién, se equilibran las
contribuciones de ambos términos, y se obtiene una norma que refleja con mayor fidelidad
el comportamiento global de la soluciéon en todo el dominio. En este sentido, la norma
|| - [|paz Tesulta claramente balanceada.

Esta norma ha sido utilizada exitosamente en combinacion con mallas adaptadas, como
las mallas de Shishkin, para obtener estimaciones robustas en problemas singularmente
perturbados (véase, por ejemplo, [35] [45] 48], 53], 59, 60, [64]). Este enfoque permite que el
error del método numérico se mantenga controlado incluso en presencia de capas limite
estrechas.

Las mallas de Shishkin, introducidas originalmente en [56], son mallas adaptadas
disenadas especificamente para capturar las capas limite que aparecen en este tipo de
problemas. Se construyen a partir de una particién del intervalo [0,1] que concentra
los nodos cerca de los bordes del dominio, es decir, en las regiones donde la solucién
presenta gradientes “pronunciados”. Dado un niimero entero positivo N divisible por tres,
se considera una particién que asigna N/3 subintervalos uniformes a los intervalos [0, 7] y

[1 —7,1], y N/3 subintervalos uniformes al intervalo interior [, 1 — 7|, donde

3

b6

) {1
T:=minq =,0
2

log N } ,

es el denominado pardmetro de transicion, y o > 0 es una constante arbitraria
(tipicamente, o > 2) ([55, Capitulo 5]). Este pardmetro determina la ubicacién de la
transicion entre las regiones de malla fina (cercanas a las fronteras) y gruesa (en el interior
del dominio), y constituye uno de los elementos més delicados en el disenio de este tipo de
mallas, ya que depende explicitamente de .

La malla en Q = (0, 1)? se define entonces como el producto tensorial de las particiones
unidimensionales en ambas direcciones coordenadas. La Figura [1.3| muestra la disposicién
caracteristica de estas mallas, tanto en el caso unidimensional como bidimensional.

Observemos que las mallas graduadas que definimos anteriormente son sustancialmente
diferentes de las mallas de Shishkin. En particular, las mallas graduadas utilizadas en el

Lema son independientes del parametro de perturbacion e, lo que representa una
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Figura 1.3: Mallas de Shishkin en Q = (0,1) (izquierda) y = (0,1)? (derecha), para
N =12.

ventaja significativa tanto desde el punto de vista computacional como en el diseno de
mallas.

Volviendo a las mallas de Shishkin, existen numerosos articulos donde se analiza su
desempeno en normas balanceadas. Por ejemplo, si denotamos por u la solucion exacta
y por u la solucién numérica correspondiente sobre una malla de Shishkin con N x N
elementos, tal como fue definida anteriormente, entonces en |23, Teorema 2.3] se obtiene

la estimacion

Nl

1
[ — ™|y < CN (log N)>,

la cual es robusta respecto al pardmetro €, para la norma || - [[p definida en (1.9). La
demostracién se basa en estimaciones de error para la proyeccién L? sobre el espacio de
elementos finitos, un tipo de resultados que suele ser dificil de obtener cuando se utilizan
mallas no uniformes. En el caso particular de las mallas de Shishkin, tales estimaciones
son posibles gracias a que estas mallas son uniformes a trozos, lo que permite acotar el
error de la proyeccién L? en norma L* mediante un error de interpolacion.

Mallas de tipo Shishkin también fueron empleadas en [45] para la aproximacién de
problemas de reaccién—difusion en una y dos dimensiones mediante un método hp. En ese
trabajo, se obtiene convergencia exponencial con respecto al grado de aproximacion, bajo
la hipétesis de que los datos del problema son analiticos (ver [45, Corolarios 2.7 y 3.7]). La

estabilidad en norma H' de la proyeccién L? sobre el espacio de elementos finitos resulta
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fundamental para la obtencién de estos resultados.
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Capitulo 2

Estimaciones en normas balanceadas

para problemas de reaccién—difusion

En este capitulo, proponemos y analizamos un método de elementos finitos para
resolver problemas estacionarios de reaccién—difusion singularmente perturbados mediante
el uso de mallas graduadas.

En las primeras secciones, presentamos el problema y la formulacién con peso
introducida en [43], considerando elementos bilineales a trozos en mallas graduadas.
Obtenemos estimaciones de error robustas y casi é6ptimas en la norma balanceada, ademés
de demostrar un resultado de supercloseness, que indica que la diferencia entre la solucién
aproximada y la interpolacién de Lagrange de la soluciéon exacta, en la norma balanceada
con peso, es de orden superior al propio error. Para ello, analizamos propiedades especificas
de la funcién peso utilizada en la formulacién discreta y demostramos ciertas estimaciones
sobre las derivadas de la solucién.

Comparando con enfoques previos basados en mallas de Shishkin, observamos que
las mallas graduadas ofrecen ventajas adicionales, en particular, una mejor respuesta
a variaciones en el parametro de perturbacién. Finalmente proporcionamos ejemplos

numéricos que validan los resultados obtenidos.

25



2.1. Formulacion del problema

En este capitulo retomamos el problema de reaccién—difusién (1.1)), introducido en el
capitulo anterior:
—e*Au+ bz, y)u = f(z,y), en €,

(2.1)
u =0, en 0f),

donde 0 < e < 1,b € L>®(Q), 0 < b2 < b(z,y) < b} para casi todo (z,y) € €, con
bo, b1 > 0, y f funcién suave en .
En un trabajo reciente, Madden y Stynes [43] proponen la formulacién variacional del

problema (2.1)) que describimos a continuacién. Sea

1 vyd(z,y)

Blx,y) =1+ ge_ :

una funcién peso, donde 7 es un pardmetro positivo fijo (por el momento arbitrario) y
d(x,y) es la distancia euclidea a la frontera 0f2. Esta funcién peso es basicamente la
misma que la utilizada en Adler et al. [3], aunque en dicho trabajo los autores reformulan
el problema de reacciéon—difusién como un sistema de ecuaciones. Satisface la siguiente
propiedad

VB(z.y)l < 28(r,y)  peoct. (@) €L, (2.2)

que sera de gran utilidad a lo largo del capitulo y demostramos a continuacion.
En primer lugar, podemos observar que si (z/,y') € Q y tomamos (27, y,;) € 0 tal que

d(2',y') = |(2,y") — (2}, y}))|, entonces por la desigualdad triangular tenemos que
d(z,y) < |(z,y)=(xq, ya)| < (@, 9) =" ¥ )+, y) = (g, va)| = [(2,y)— (2", ) [+d (2", o).
Andlogamente, obtenemos que d(2',y") < [(«',y') — (z,y)| + d(z,y). Por lo tanto,

|d(z, y) —d(@', )| < [(z,9) — («",9)], V(z,y), (2", ¢) € Q.

Esto es, d(-) es una funcién Lipschitz en €2, con constante L = 1. Luego, por el Teorema

de Rademacher [22] p. 296], resulta que d es diferenciable casi todo punto en 2, y
Vd(z,y)| <1 p.ct (z,y) € Q.

Més precisamente, en el caso 2 = (0,1)?, que es el que nos interesard mas adelante,

tenemos que d es continua en () y diferenciable en todo punto salvo sobre las rectas r =y
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y « +y = 1. Luego, si § es diferenciable en (z,y) tenemos

1 s <—7Vd(.1:,y)) _ _’de(.r,y)e_wd(:,m boc b (2.y) € Q.

\V/ S
Bla,y) = —e . =

y resulta

Yo _adzy) Y
IVB(z,y)| < = ¢ < gﬁ(:v,y) p. c. t. (z,y) € Q,

obteniendo asi la propiedad enunciada.

Ahora, consideramos la norma con peso
1
vl = (Vo5 + [lvll3)*

donde ||v]|s = (Bv,v)z. Usamos la notacién l-llg,p ¥ I ls,0, para denotar las normas con

peso [ en el subdominio D. Cuando D = €2, omitimos el subindice del dominio.

Observacién 2.1 La norma con peso |||-[|| 5 es balanceada [43, Observacién 3]. De hecho,

si consideramos u(z,y) = e~ (una componente de una solucion tipica de (2.1)), sus

componentes £*||Vul|3 y [[ull} son ambas O(1), como podemos ver a continuacion.

]l = (Bu, u)*

T 1 Z,
= / e (1 + _€7d<5y>> dady
Q 9

1 2,
<1 +/ —e’”d(sy) dxdy
Q

1 @,
=1+ Z/ —e " dudy ~ C,

(z,y)

donde Q = UL, Q; como se muestra en la Figura Y fQ %e—yd =~ (' Vi, puesto que
d(‘ray)|91 - yad(‘ruy”Qz =1- J}7d(l’,y)‘93 =1- de(‘r7y>|Q4 =Y

1 , 1 1
/ S dxdy = / ZeTE dxdy < / ZeTvE dxdy
o € o € Q¢

1 1 00
1 . =1 1
= / ZevE dy = / —e Pedz < / e Fdz = —,
0o ¢ o € 0 g

haciendo el cambio de variable z = £. Para las demds integrales sobre €, i = 2,3,4, se

puede obtener el mismo resultado aplicando adecuados cambios de variable en cada caso.
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Q3

Q4 Qo

1

Figura 2.1: Descomposiciéon de €2 para la demostracién de la Observacion y del
Teorema 2.2]

Por otro lado,

&2||Vull2 = &% (BVu, Vu)?

x 1 x,
=c /—e 25 (1+—e 7d(sy)) dxdy
€
ooty 1 _ ey
= [ e“ = [1+ E dxdy
Q £

o 1 (z+y)+yd(z,y)
:/6_2? dxdy+/ e dzxdy
Q Q¢

<1+ Z/ z+y)+vd(zy da:dy -~ C

donde tomamos Q = UL ,Q; como antes y entonces siguiendo el mismo razonamiento
_ 2(@+y)+yd(z,y)
€

tenemos que fQ %e dxdy ~ CVi, en efecto, por ejemplo,

/ 16_2(z+y>tvd(z,y) dxdy _ / 16_2(z+z)+7y dxdy _ / 1 —(2+’Y VL 2z dxdy
o € o € o €
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1, 22 o RN L.
< / e~ N2 dudy = / Zem () dy/ e %c dx
Q¢ 0o ¢ 0

1 1 0
< / 1 ~CHN2 gy = /6 e 27 g < / e~z gy = L>
0 5 0 0 2+

aplicando nuevamente el cambio de variable z = 2

Con lo cual, podemos concluir que ambos términos de ||ul|; son O(1).

Sea V := H} (), definimos la forma bilineal con peso Bs : V' x V — R como

Bs(v,w) == 62/QV’U -V (pw) dxdy+/ﬂb(x,y)v(6w) dx dy.

Entonces, multiplicando la ecuacién de reaccién—difusion en (2.1) por fv con v € V e
integrando por partes sobre €2, la formulaciéon variacional del problema presentado se

expresa de la siguiente manera: hallar u € H}(Q) tal que

Bs(u,v) = /Qf(a:,y)(ﬁv) dz dy, Vv € HL(Q). (2.3)

Como puede verse, toda solucién u € H?(Q) N HY(Q) del problema original (2.1]) es
también una solucién débil de (2.3)).
Siguiendo [43], suponemos 0 < v < by. En este caso, la forma bilineal Bg(-,-) es

coercitiva y continua en Hg(Q) con la norma -] 5. En efecto, si v € Hg(€),

Bs(v,v) :52/QVU~V(6U) d:cdy—ir/ﬂb(:c,y)v(ﬁv) dxdy

g /ﬂ (Vo - (VB)v+ Vo) dedy + /Q b(x,y)v(Bv) dedy
> 2 /Q Vo - (V) vdedy + ez/QBVv - Vv dxdy + b /Q pv? dxdy
= 2 (Vo,0V8) + |Voll} + B0l
De , la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Young, tenemos que
[ (Vo,0VB) | = | (eVv,evVB) | < (V] e]v][VA])

52 72
< (el Vol v8l0]) < ellVollsyllolls < S lIVolls + <[l
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Por lo tanto, como v < by, resulta
e 2 2 2 2 2 201,112
Bg(v,v) 2 = [[Vvllz = S llvllz + el Vol + bollvs
2 2 2 b2 ,
= SIVelB -+ (8= 5 ) 1ol = SI90l + Dol > Calol,

con C. = min{1/2,b%/2}. Para la continuidad, si tomamos v,w € Hj(f2), usando (2.2),
que b(z,y) < b? y la desigualdad de Cauchy—Schwarz en reiteradas ocasiones podemos

observar que

| Bg(v, w)| v vVﬁw) (bv, Bw)|

(e
|(e*V Jw) + (£*Vv, BVw) + (bv, fw)|
|(*

Vo, wVﬂ) (e2B8Vv, Vw) + (bv, fw)|
ve (IVv], w|B]) + | (e28Vv, Vw) | + b7 | (v, Bw)|

| N

IN

vl Vollsllwlls + €[ VollslVwlls + billvllsllwlls
Co (el Vollsllwlls + Vol Vulls + [[v]lsllwlls)
Co ([ VollslVuwlls + el Vollsllwlls + ellvllsVwlls + vl lwlls)

IN

IN

1
b [(ENVolE + 10113) (¥ IVewlf + wllz)]?
Coll[ollllllwll s,

IN

20
2

donde Cj = max{y, 1,b%}.

Ahora, si consideramos el funcional lineal L : V' — R definido por el lado derecho de
la formulacién variacional ( a saber, L(v) := fQ x,y)(Bv) dx dy para todo v € V,
podemos ver que es continuo en H&(Q) con la norma ||| ;. En efecto, si v € Hj(Q),

aplicando la desigualdad de Cauchy—Schwarz tenemos

dr dy = 3 )| ded
o< [ 1fGa)Eo)] dedy= [ |84 f)(3h0)] dedy
< 182 fllollB2vllo = 1182 fllollvlls < 187 Fllolllvll -

Mas aun, la constante de continuidad de L puede tomarse independiente de €. De hecho,

como estamos asumiendo f E L, usando la descomposicién de 2 dada en la Figura 2.1y

el hecho de que fQ (demostra(non de la Observacion , se sigue que
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1 d(x 1 d(z.y)

1 _ \Y) _
183 £12 < £ / 1+ Lo duay — 1712 + 11 / Lo Grdy
Q 3 QE

4
1 _ dew 4
= II71I% (HZ/Q Je e dxdy) <IIf1% (H;) = (i,
=1 g

siendo Cp, := || flleor /1 + %. Con lo cual, |L(v)| < Cp|v]l5-

Luego, por el Teorema de Lax—Milgram, el problema tiene una unica solucion
u € HY Q).

Si Vi, € HM) es un espacio de elementos finitos, definimos la formulacién por

elementos finitos como sigue: hallar u;, € V), tal que

Bs(up, vp) = /Qf(x,y)(ﬂvh) dx dy, Yo, € V. (2.4)

Como V}, asi definido es un espacio de elementos finitos conforme, nuevamente por el
Teorema de Lax—Milgram podemos afirmar que el problema discreto también tiene
una unica solucién, en este caso, up € Vj,.
Ademas, combinando y , se obtiene la propiedad de ortogonalidad de
Galerkin:
Bs(u —up,vp) =0, Yo, € V). (2.5)

Mas ain, si wy, € V3, por la coercitividad y continuidad de Bpg, y la propiedad (2.5)),

obtenemos
Celllu = unlls < Ba(u = un,u—un) = Bg(u — up,u = wp) < 2C/[lu —up |l gllw = wall5-
Por lo tanto, tenemos la siguiente estimacién del error de aproximacion
Cy
o= unlly < 257 . = wil. 26)

De esto se deduce que, para estimar el error en la norma balanceada [[-[| 5, basta con
comparar u con algin interpolante Ilu € V},.
En las préximas secciones introducimos un espacio discreto V), y acotamos el error de

interpolacién correspondiente cuando 2 es el cuadrado unitario.
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2.2. Algunos resultados previos

Consideremos un rectangulo genérico R con lados de longitudes h, y h,. Definimos
Q; : H*(R) — H'(R) como el operador de interpolacién clésico en R, esto es, como el

interpolante bilineal que satisface
Qu(z;,y;) = ulw;,y;), para (x;,y;) vértices de R.

En otras palabras, Qiu es la tnica funcién en @Q;(R) que coincide con u en los cuatro
vértices del rectangulo R. Para este operador son bien conocidas las estimaciones de error
(ver [4, Teorema 2.7)):

[0 = Qivlloo,r S [[V]loo,r: (2.7)

v — Qivllo.r S R2NOZvllo.r + B2l 07v]l0.R (2.8)

10:(v = Q1v)llo.r S hallOZvllo.r + Byl 020yvllo., 2.9)
10,(v = Qiv)llo.r S hallOzOyv 0.k + hyllOyv]lo.r.

También presentamos los siguientes resultados que seran tutiles mas adelante.

Lema 2.1 Sea R = (a,b) X (¢,d) un rectangulo con lados de longitudes h, = b — a y
h, = d — c. Entonces, para toda f € C'(R), se cumple que

IV (Q1f) lloo.r < 2V2[|V floo,1

Demostracion

Sean A(a,c), B(b,c), C(b,d) y D(a,d) los vértices de R, consideremos las funciones

de base de Lagrange bilineales

/\A<$>y):W7 /\B(x7y>:_(x_;;i](i_d>7
Entonces
O f = f(A a+ f(B)Ap + f(C)Ac + f(D)Ap
y

f(A) - fB)y—d  fO)—f(D)y—c
he Ry e hy

a:r: (Qlf) ('Tvy) =
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Luego, como f € C*(R), por el Teorema del Valor Medio tenemos que existen ,,,

Tm, € (a,b) tales que

al" (Qlf> (‘Tvy) - _amf(xmlac)y;d + amf(l’mz,d)%

hy
Puesto que, para (x,y) € R se cumple que |y — ¢/, |y — d| < h,, resulta
10: (Q1f) (2, Y)| < 100 f (Tmy, ) + 00 f (X, )] < 2[|V flloo, - (2.10)
De manera analoga, se obtiene que
10y (Quf) (2, y)| < 2|V flloo.- (2.11)

Por lo tanto, de (2.10) y (2.11)), surge que

IV(Quf) ez = sup \/Ia (Quf) (z,9) [ + 10y (Quf) (z, )

(z,y)eR

< sup @IV lwon) + @IV ) = 2V V £l

(z,y)ER

y se concluye la prueba.

O

Lema 2.2 Sea R = (a,b) x (¢,d) un rectangulo con lados de longitudes h, = b —a y
hy=d—c. Si0<a<1 entonces, para todo v € H*(R), tenemos que

10:(v = Quv)llo.r S (ha *ll(z — a)*Ovllo.k + Py 0200 ]l0,r) , (2.12)
10,(v = Qu0)llor < (hall %0y vllo.r + 1y~ Iy — )*Fyullo,r) - (2.13)

Demostracion

Sean R = (0,1)2 el cuadrado unitario y Q; : H%(R) — H(R) el operador de

interpolaciéon bilineal. Para una funcién v € H 2(}?), se define

~

Mu(z,y) =v(0,y)(1 —z) + zv(1,y), (r,y) € R.

Notemos que ITv(-,y) es la interpolacién lineal de v(-,y) para cada y € [0, 1]. Luego,

33



de [41] Corolario 1.2.3], si v € C2(R) sabemos que
102 (v (-, y) = o, )] llo,o,) < Cllz*0zoC, oo, Yy € (0.1),

donde la constante C' es independiente de « y de v. Por lo tanto,

10:(v — TI0) |2 / 10, [v o (- G 0,1y Y
<C / 2070 (> )3 0. dy = Clla O vl3 4
Ahora, como Qv = Q;(Ilv),
v— 0= (v—Iv) + (v — Oyv)
= (v —TIv) + [Tlo — Oy (ITv)]
Entonces,
oo = Q)| < lutw 1) 5 + |0 [0 — Q1) | |
< 0 a3+ o [0 - ]| -
(T R L Ay N R

= ([l 020l g+ 10:0,0], )

donde usamos la estimacién (2.9) para o, y el hecho de que 9Ilv = 0. Por otro

lado, como 0, Ilv(z,y) = v(1,y) — v(0,y), si v es una funcién suave, se deduce que
1
0,0,ITv(z,y) = 0,0,1Tv(z,y) = 0yv(1,y) — O,v(0,y) = / 0,0,v(t, y) dt.
0

Luego,

1 2
10,0, IT0]2 , = / D,0,0(t,y) dt| dyde
’ 0

0 0
1 1 1
< / / / 0,0,0(t,)[? di dydz = 1|0.0,0]2
0 0 0
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y de (2.14) obtenemos que

Por la densidad de C2(R) en H?(R), la validez de la desigualdad anterior se extiende
para toda funcién v € H2(R). Finalmente, para obtener la desigualdad (2.12) en R,

usamos un argumento de rescale. Sean v € H*(R) y (z,y) € R, consideramos

0 (v — le)

o <O (@20l 5+ 10:9,00, 5) (2.15)

i) = (S L) ek y oe AR (5.0) = e
x y

Luego,

d b 1/2
/ / |0x(v—le)|2 dasdy)

. 112
0z(0 — Ql@)h_

10x(v = Qu0)llg

1/2
hah, didg))

93 (0 — 010)

)

1/2
_y> C 4 [|#°D50]|, o+ 10:0501l 5 ¢ -

(1) (I1)

8

donde usamos que dxr = h,dz, dy = hyy, Ov(x,y) = 0:0(2,7) (0.2 + 0,y) =
0:0(3,9)% v (ET3).

Analicemos ahora los términos (1) y (11):

(I) = (/01/01 #020(i, 9)|” dfcdg)2
([

T —a
ha
2

T H (x — a)*0?
hg

1/2
2 dxdy /
hazhy

) hiaivw,y)\

UHO,R’
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1 1/2
( / 050,02, 5) d@d@)
1/2
o dxdy
(//\hh&&v )| hxhy)

11
= 12h?3 ||a 0 'UH()Ra

pues

030(2,9) = 03 (haOpv(x,y)) = h02v(x,y) (02 + Ozy) = h20%v(z,y)

0:0;0(#.9) = By (haDsv(x,9)) = hu0,Dsv(x,y) Dy + Oyy) = hahyDe0,0(x.y).

Por lo tanto,

h 1/2 —« 11
o0 (0= @l < () ( @)@,y b llawavao,R)

=C (hl * H a)"0; + oy HaﬂcayUHO,R) :

UHO,R

La desigualdad ([2.13) se obtiene andlogamente, y se concluye la prueba.
O

El simbolo Q; también lo usaremos para denotar al operador de interpolacion global
continuo bilineal a trozos H?*(Q2) — H'(Q).

2.3. Estimaciones sobre mallas graduadas

Sea Q = (0,1)2. En esta seccién, obtenemos estimaciones del error de interpolacién en
la norma [ utilizando las mallas graduadas introducidas en la Seccién [1.2] con parametro

de graduacion

1
=1—-—7:. 2.16
“ 2log L (2.16)
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Es decir, usamos mallas graduadas 7, = { R} sobre 2, compuestas por rectangulos R = R;;

de la forma:

Rij = (xi—lv'ri) X (xj—laxj)v 1< Za] < M7
donde
’.CEO = 0,
1
r1=h"%  con s:=
-«

.CCiJrl:iL'i—i-hiL'?, Z:2,,mld—1,

1
xmid:§7

\

Observacion 2.2 Considerando ahora que el pardmetro de graduacion « estd dado por
(2.16)), a partir de la Observacion 77, resulta que el niumero de puntos M + 1 en la malla

a lo largo de los ejes x ey estd relacionado con el pardmetro h de la siguiente manera:

S Shg

1 1
i log — log M.

M °¢

Por lo tanto, se observa que h estd acotado casi uniformemente con respecto a €, debido
al factor log(1/e), en términos de la cantidad de elementos. Ademds, como antes, esta
relacion es similar a la que se obtiene en el caso de mallas cuasi—uniformes, salvo por
la presencia del factor logaritmico log M. A partir de este punto, y con el objetivo de
simplificar la notacion, expresaremos las estimaciones del error en términos de h, el cual
puede vincularse con el numero de grados de libertad mediante la relacion previamente

mencionada.

Observacion 2.3 Observamos que, con este parametro de graduacion, la malla resulta
dependiente de €. Recordemos que, para obtener estimaciones en la norma de la energia,
como mencionamos anteriormente, era posible usar mallas independientes de . Sin
embargo, para los resultados mds fuertes que buscamos demostrar, nuestra teoria requiere

una leve dependencia respecto de €.

Nuevamente, suponemos las siguientes condiciones de compatibilidad:

f(0,0) = f(1,0) = f(1,1) = f(0,1) = 0.

Bajo dichas condiciones, son validas las estimaciones puntuales establecidas en el Lema
[L.1] Ademds, pueden extenderse para los casos k = 3 y k = 4 (véase [30, Lema 4.1]), y
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resultaran de gran utilidad en la demostracion de los resultados que presentamos en el

capitulo.

Lema 2.3 Tenemos que, para (x,y) € Q y 0 < k < 4,

}8I;u<$7y)| < C <1 —+ Efkefbof + 57]{671)0%) ’

|bu(z,y)| < C (1 + e kel 4 5*’“6’501%) :
donde C' depende de b, f y 2, siendo independiente de €.

En nuestro analisis, planteamos la siguiente hipétesis:

3
2

Hipédtesis 1 Supongamos que h < e™2 ye < h.

Observemos que la misma no es restrictiva, ya que, de lo contrario, el problema no
resulta singularmente perturbado y el analisis puede realizarse mediante técnicas estandar.

En primer lugar, consideramos la parte L? de la norma /3 del error de interpolacién.

Proposicion 2.1 Sea u la solucion de (2.1)) y Qqiu la interpolacion bilineal a trozos de u

en la malla Ty. Entonces, bajo la Hipdtesis|1], existe una constante C tal que

1
1\ 2
|lu — Qiul|s < Ch? (log E) .
Demostracion
Definamos

Ry = {[(0,21) U (1 — 21, )] x (0, 1)} U {(0,1) x [(0,21) U (1 — 4, 1)]},

1 1
Ry = {{(xl,’yoglog g) U (1 — 7o0€ log Py 1 - 561))} X (1,1 — 1'1)}

1 1
U {(Il,l—h) X [(Ih%dogg) U1 —70510gg71—x1)] }7
1 1\?
Rs = | velog =, 1 —yelog -] ,
19 9

2 1
bo?
1 — e logé sean puntos de la malla. Entonces, 2 = Ry U Ry U R3 (véase la Figura

239).

donde vy se toma mayor o igual que méx{ } y de manera tal que e log% y
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Rs3

1
1—z1 |
1
1_’)/0610gg R P
Rl R2
Yoelog L [+ |
1|t
T1 ypelog

1
€

> T

1—x
1 —f)/oslog%

Figura 2.2: Descomposicién de §2 para la demostracion de la Proposicion [2.1]

Sea S; = (0,z1) x (0,1). Nétese que, como

1—a=1—<1—

E=e€

tenemos que

1
x hi—a h72log5

loge

=€

1

loghlogs

logh —

3

Por la Hipétesis comoe < h<1lyh<e 2, resulta 158

entonces se sigue que

log e

log h

Por lo tanto, como 0 < h < 1,

€

3

< h2.

B 1

- —2loge

hiotn
%[2(-10%)-1].

log h

>1y—logh>%,y

2(—logh) — 1] > 2(~logh) — 1 > 2.

39



Luego, teniendo en cuenta (2.7)), que u estd acotada uniformemente y § < Ce™! en

S1, surge que
2 wort 2 1 2 L1 2
lu— Quull5s = Blu— Quu)dydx < Czy [ 1+ - ul|5.s, < C? < Ch”.
o Jo

Entonces, por argumentos de simetria tenemos que
lu— Quull} p, < Ch®. (2.17)

Sea ahora Sy = (:Ul,'yoelog %) X (z1,1 — x1), tenemos nuevamente que 3 < Ce 1.
Luego, usando la estimacion del error de interpolacién anisotrépica (2.8), obtenemos

que

lu— Quullf g, = / Blu— Quu)? dedy < Ce™Hu — Quulff s,
Sa

0t Y - Quulld g, <0 YD (WOl + B2, )

RijCSQ RijCSQ

Con las estimaciones a priori del Lema ([2.3]) y el hecho de que x < 1 — x para todo
(x,y) € Sy, resulta

1 .. 1 1.\
|2ul2 5, < C / (1+6—26 wty Lo ) dudy

1 x
< C/ 1+ —46_%0? dxdy
Rij €

]_ hY 1 _ 1—y 2
T A e

1 1 -
S C/ 1 + —46_21)0g + —48_21)0% dZL'dy
R ) 9

ij

Observemos ademas que, si R;; C Sy, h; < ha® y h; < hmin{y, 1 — y}* para todo
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(x,y) € R;j. Usando esto y que h;, h; < h obtenemos

lu — Quull3 s,

1 1 oper, 1 —y
< et Z / h (1+ e 2o )+h4 (1+ +€—46—2b016) dzdy

R; CSQ
4o
<Ce'nt Y / |4 O oz ity 14_ YF oo
RZ]CSQ <
min{y, 1 — y 4 -
+ v, - YIT ot drdy
€
4o 4o 4o
< Ce‘lh4/ 1+ I—46_260% + y—46_2b0% + () _f) e~ 2o 2 dxdy.
Sy € € €

(2.18)

Ahora, teniendo en cuenta que |Sa| < yoe log% tenemos
14 4 1

Ceh dxdy < Ch”log —.

Ss €

Por otro lado,

4o

4o

€ y

C€_1h4/ —€ e72os 4 L y 202 drdy
Sy €

1
Yoe log < l
— — x

(ZL’&T 1)4a 2box/e

3

= Ch*(1 — 2z )e*@ D /

1

1 mn 1
+ Ch* (e log - )t / (ye1)tae2bov/e 2 dy < Ch* < ont log -

T €

4(a—1) _ 2

donde usamos que & , que para ¢ € [0,4] las integrales fooo 2027 da: son

. _3 .
acotadas uniformemente y que € < e”2. De manera similar, tenemos que

Ly 1
C’e‘lh4/ (1-— y)45_4e_2b01T dxdy < Ch*log -
Sa
Luego, de (2.18) obtenemos

1
1 2
o~ Quulss, < o1 (1og 1)
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Ahora, con argumento de simetria obtenemos que
1
2 1>
lu— Quullsp, < Ch <logg) | (2.19)

Finalmente, si (z,y) € Rs, como z,1 —z,y,1 —y > ypelogl y 7o > %, se sigue del

Lema [2.3 que
|0zu(z,y)| + |Oju(@, y)| < C.

Ademas, f(x,y) < 2 pues v > % y d(x,y) > ~oe log L. Entonces, teniendo en cuenta
también la estimacién del error de interpolacién (2.8) para el operador Q; y que

hi, h; < h para todo 1, j, se obtiene que

|u — Qiu

,%’,Rs = / B(u — Qiu)? drdy
R3
< Cllu — Quull3 g,
<C (hfllﬁiu 0,Rs + h§||8§u
< Ch*|Rs|

O,Rg) ?

1 2
= Ch* (1 — 270 log g) < Ch*.

Por lo tanto,
|u — Quullo.r, < Ch®. (2.20)

Como Q = Ry U Ry U R3, de (2.17)), (2.19) v (2.20]), obtenemos el resultado deseado.

O

Observemos que la constante C' involucrada en la Proposiciéon depende unicamente
de las constantes que aparecen en el Lema [2.3]

Ademsés, podemos demostrar el siguiente resultado que involucra la seminorma H®.

Proposicion 2.2 Sea u la solucion de (2.1)) y Qiu la interpolacion bilineal a trozos de u

en la malla Ty,. Entonces, bajo la Hipdtesis|1], tenemos que

IV(u— Quu)lo < Ce2h.
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Demostracion

Estimemos ||V (u — Qiu)||o,q, donde Q, = [0, 1] x [0, 1]. Luego, la estimacién en el

resto del dominio se sigue por simetria. Introduzcamos la notaciéon

id j id
Q= UMR;, = UMR,.

)

Observemos que U0, = U7 = Q.

Usando la desigualdad (2.9) en cada elemento R;; con j =1,...,mid,i =2,...,mid
y (2.12) en cada elemento Ry, con j =1,...,mid, tenemos

102 (1 — Qi[5 0,

mid mid
= ZZH@ — Qiu) ||OR”
7j=1 =1
maid mid mid
<0 (3100 Quiln, + 3100~ 0,
=1 =2
maid mid mid
j=1 j=1 i=2
mid
<O W22 Qull o, + D p2lla*0%ulg g,
=2

maid
03[ 0a0yul§ or + Y h2||ya3x3yU||§,m>

j=2
= C (a2 02ulliq, + W310.0yul g + 12y D0yl g )
(2.21)

donde adema&s usamos que

h; < hx®, V(z,y) € Rij,2 < i < mid,

e () e

Entonces, necesitamos acotar cada término en la ultima desigualdad.
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En primer lugar, aplicando las estimaciones del Lema [2.3] tenemos que

|202ul)3 . = / ’ / Y (2°0%u)? dy dx
2
cof [ e den)
< C/ (1—1— 1 ) dx
0

:c(/o e )

<oposns [F () el

< Ce ™,

donde usamos nuevamente que para § € [0,4], las integrales [ z°e~**% dz son

acotadas uniformemente y que € < 1. Asi,

W2 ||z 02ul|f o < ChPe. (2.22)

Por otro lado, aplicando integracién por partes dos veces, usando nuevamente el

Lema [2.3] y utilizando que
Oyu=0 enz=0yz=1, Pu=0 eny=0, (2.23)

tenemos

/ /aau dz dy

_ / 0,0,u dyulb dy — / 1 / " 0,0 0,0% dy du
_ // 0, 0,0%u dy dz

= /8u82u| dx—l—/o /Olazuaiudydx
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1 1 rx
< 10,uleiospeton | 120wl do o+ [0ulioseinny [ [ 1020l dy
0 o Jo
! 1 s ! 1 s
< Ce ! / 1+ —26_b05 dz + Ce 22y / 1+ —Qe_boz dx
0 € 0 €
! 1 =
=C (e +3e7?) / 1+ —26_60E de < Ce™3
0 €
Por la Hipdtesis |1] resulta, en particular, que €, h < e™!, por lo tanto
h% — h2s — h4log% — h2log%h210gé S hZ(efl)Zlogé — h2€2,

con lo cual,

h3[|0:0,ullg g1 < hPe*Ce™ < ChPe™!. (2.24)

Finalmente, con los mismos argumentos (integracién por partes, Lema[2.3|y (2.23)),

surge que

Iy 02 0yull5 o < 1Y a0yl o 1yp0.2

B / /2 (yaazayu)Q dy dx
0o Jo
! yop
:/ 2 [(9,0,u)Oyuly] dy / y%‘/ 920,ud,u dx dy
0
/ / y**0,ud,0%u dx dy
= —/ Y>>0, U(92u|O dm—i—/ / 20** 1 O, udu dy dz
/ / 2a82u82udyd:c
==(3) [om(og)emn(s3)
// 2002710 u82udydx+// 2a82u82udydx

< C/ 1+ —= < dx
0 g2
! 1 .
(1 —+ —2€_bof> dx
€
1
+

2 1y
+C’/ y*e (1—1— > dy/
0
y 1 x
+C/ ( bOé) dy/ (1 —er°e> dx
0
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<CA4eH+Ce* M1+ )+ Ce** (1 +e?) <0t

es decir,
W2 ||y 0s0yullf g on < ChPe™. (2.25)

Ahora, introduciendo (2.22), (2.24) y (2.25) en (2.21]) obtenemos

10, (u — Q1) |0, < Che™2,

y por simetria se sigue que

|0:(u — Qru)ljoa < Che™ 2.
Similarmente, se puede obtener la estimacion

10,(u — Quu)log < Che ™2,

concluyendo asi la demostracion.

O

Proposicién 2.3 Sea u la solucion de (2.1) y Qiu la interpolacion bilineal a trozos de u

en la malla Ty,. Entonces, en virtud de la Hipdtesis[l], tenemos
1
1\2
lu = Quull|; < Ch (1 +h <10g g> > :
Demostracion

Dado que 8 < g, a partir de las Proposiciones y , se obtiene
llu = Quully = €*IV(u — Q)3 + [lu — Quul3
= g2 / B(V(u— Qu))? dedy + ||u — Q1u||%
Q
¢ _ 2 _ 2
< eIV = Quu)llo + llu = Quull3
1 1
< Cee™*h? 4+ Ch'log = = Ch? (1 + h?log —) ,
€ €

con lo cual, [|lu — Qull|; < Ch (1 +h (log %)%) .
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O

Definimos ahora el espacio V}, como el conjunto de funciones continuas que son bilineales
en cada elemento de la malla 7. Considerando la solucién uy, del problema ([2.4]) con este
espacio discreto, la proposicién anterior nos permite derivar el resultado principal de esta

seccion.

Teorema 2.1 Sea u la solucion de (2.1)) y uy, la solucion de (2.4)). Existe una constante

C tal que
1\ 2
llu —unll; < Ch 1—|—h<logg> :

Como consecuencia de la estimacion del error de aproximacién dada en (2.6) y de la

Demostracion
Proposicién 2.3, surge que

1
, 1\?2
ot~ unll < € int JJu— wnll < Cllu — Quall < O (1 1 (1og) ) |

obteniéndose asi la estimacion del error deseada.

2.4. Lemas técnicos

En esta secciéon presentamos algunos resultados técnicos, como la demostracion de
estimaciones a priori puntuales de la solucién y propiedades de [ en cada elemento, que
aplicaremos fuertemente en lo que resta del capitulo.

Para empezar, denotemos por Bin V OBmaee @ las funciones constantes a trozos tales

que, en cada elemento R € Ty, se cumple:

min|R = MinN z,Y), mac|R = MAx r,Y)-
Buinle = min B@,5), Boucle = mix Ba,y)
Claramente, Bin V Bmaee dependen de la malla 7y, pero esta dependencia se omite por
simplicidad de la notacién.
El siguiente Lema es una consecuencia de [40, Lema 1.1 y 1.2]. Ademds de las

condiciones de compatibilidad de la seccién anterior, asumimos aqui que las derivadas
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de cuarto orden de f y b son Holder continuas hasta el borde. También se asume que
b(z,y) = 203

Lema 2.4 Sea u la solucion de (2.1)). Entonces, para todo x € (0,2) x (0,2) y k < 2, se

cumple que

z+y

’3$35u(x7 y)’ (1 + 51_k) + 6_16_170% + g_k@_bog + 8_1_k6_b0T,

‘8yafu(x, Y) ‘

zty

S
5 (1 + 51_k> + E_ke_bog + 8—16—1)0% + E_l_ke_bOT‘

Estimaciones similares son validas en los subdominios (O, ) X ( ,1) (reemplazando y

3 1
1 1
por1—y), (}L, 1) X (O, %) (reemplazando x por (1 —x)) y (%, 1) X (}1

porl—x ey porl—y).

,1) (reemplazando x

Este Lema nos permite obtener el siguiente resultado.

Lema 2.5 Sea u la solucion de (2.1). Entonces, bajo la Hipdtesis |1, tenemos que existe

una constante C' tal que

Wl
N—
ol
=
L

M
) 1
1D Bunin (R2N02ullo,r,, + hihjl|020,ullo.r,; + h20:02ullo.r,,) ] < C (logg

ij=1

Demostracion

Es claro que, por argumentos de simetria, basta obtener (2.26]) cuando la suma en

el lado izquierdo se restringe a los indices 4,5 = 1,...,mid, es decir, con R;; C
Q, = [0, 1] x [0, 1]. Dividamos €2, como se indica en la Figura Maés precisamente,
definimos

AO = (x'm? %) X («Tma %) ) Al = (Im, %) X (Ilaxm)u

AQZ ([L’l,l‘m) X ([L’l,%), A3: (l’l,%) X (0,1’1),

A4 = (0,371) X (O7 %) )

donde x; es un punto de la grilla {z;} con x; = 70510g§, siendo 7y como

consideramos en la demostracion de la Proposicién <70 > max {%%}) . Usamos
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N~

N
8

1
2

Figura 2.3: Divisén de Q, = [0, £]* usada en la demostracién del Lema

la notacién

1
2
21193 2 2 2 2
€ Z ﬁmm (hz Hﬁa,‘uHOyRij + hithaxayuHO,Rij + hj HaﬂfayuHO,Rij)
i,j:RijCAk
Estimaremos separadamente A(Ay) para k=0,...,4.

k=0.

Teniendo en cuenta la elecciéon de z, como vy > %, de los Lemas y
obtenemos que
| Du(z,y)| < O™,

y dado que v9 > %, también se tiene que
/Bmin S B(x,y) S Ca V(%y) € AO~

Como h; < h para todo 7, se obtiene facilmente que

N

AND) = | Y Buin (B2102ullo,r, + hihjl|020,ullor,, + h2110:02ullo.r,,)”

i,j:RijCAo

49



D=

<e| > C(reeT R CeT w2’ | < OR2

i,j:RijCA()

k =1. En A; usamos que

Blx,y) < Cet.

Ahora, teniendo en cuenta que |A;| < Celog % puesto que la longitud de A; en la
direccién y estd acotada por Celog %, que h; < ha® para (z,y) € R;; C Ay por
la propiedad ([1.7)) de las mallas graduadas, y usando el Lema obtenemos

1
Z Bimin (h?”(?i’qu,Rijf < Ce'htlog o (2.27)

1,:Ri; CA1

Luego, considerando nuevamente la estimacién del Lema [2.4] con k = 2 resulta

z+y
€ .

|0,02u(z,y)| < C (1+e") + e 270 4 elembor 4 g3 b0 (2.28)

Ademés, sabemos que h;,h; < h, h; < hy® para (z,y) € R;; C Ay por la
propiedad (1.8]) de las mallas graduadas, y, usando que 7 > %, tenemos que

e 2e7b0c < (Cen A;.

Con todos los argumentos previos, obtenemos

1
S Buin (hihg |1+ o, )* < Chielog =

i,J:R;;CAy
_9 _paZ 2 1
Z Bunin (hih;l|e~e bos lo,r;;)” < Ch*log o
i,j:Ri]'CAl
2
D Bunin (h’ithg_le_bO%HQRij) < Ch,
i,J:R;;CAy
—_3 _p, (z+y) 2 4
> Buin (hithS e Io,Rz-j> < Ch™.
1,J:Ri; CAy
Entonces, junto con ([2.28)) llegamos a
2 _ 1
Z Bmm (hthHai@yu O,Rz‘j) < Ch4€ 210g g (229)

i,j:RZ‘j CA1
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Ahora, nuevamente a partir del Lema [2.4] con k& = 2, tenemos

T4y

|0,02u(z,y)] < C (L+e7) +ete ™ 4oy (2.30)

Con lo cual, recordando ademas que h; < h, |A1] < Celog %, £2e7W: < Cen
A1y hj < hy® para (z,y) € R;; € Ay, obtenemos

_ 1 —pnZ 2 _ 1
D Buin (BI(1+e7) 47 e ™ or,)” < Chelog -,

’i,j:Rij CAq

> Buin (Rl ™t

1,j:Ri; CAy

_3 _ppzE 2
S Buin (B g, ) < O,

i,j:Rij CAq

2
4
O,Rij) S Ch )

que junto con ([2.30)) nos lleva a

1
S Buin (h210:0%ullo,,,)* < Chie™ log - (2.31)

i,j:RijCAl

Las desigualdades ([2.27)), (2.29) y (2.31]) conducen a

A(N) <C (log é) h?.

. En Ay también tenemos que

Bz, y) < Ce'.

Ademas, dado que h; < ha® para (z,y) € R;; C Ay, se sigue del Lema con
k =3 que

S Buin (W2|02ullor,)” < ChYe™ (2.32)

i7j:RijCA2
Usando nuevamente la estimacion (2.28) y teniendo en cuenta que, para R;; C
Ao, se cumplen las desigualdades h;, h; < h, h; < ha®, h; < hy® para (z,y) €
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R;j v h; < Chelog %, y |Ag| < Celog %, se puede verificar que

1 3
S a1+ =, < C (t0g2) a

i,j:RijCAg

> Bunhihe e 5, < Ce?RY,

’L',j:RijCAQ
Buminh2h3|le"te 2|2, < ChY,
(] 0,R;;
1,j:Ri; C A2
127.2)| =3 —bo Y 12 —174
5mznhihj“5 € e ||07Rij < Ce h*.
1,j:Ri; CAo

Por lo tanto, obtenemos

S" Buin (hihj|020yullon,)” < Chie™.

i,J:R;;CAz

(2.33)

Ahora, usamos la estimacién ([2.30) y recordamos que, para R;; C Ao, se cumple

que hj < hy h; < hy® para (z,y) € Ri;, y |As| < Celog L. Con esto, se sigue

que

T 2 1
Do B (N1 47 427 ) o) < Oh'elog —,

1,j:Ri; C A2

2
> Buin (Rl ™ o, ) < OHY,

i,j:RijCAg

_3 _pyrty 2 _
S Buin (B g, ) < Ce7

i,jZRijCAQ

De lo anterior entonces, obtenemos que

1
> Buin (W110:0ullo.r,)” < Chelog —.

i,j:Rij CAo

Finalmente, recopilando (2.32))—(2.34]), tenemos que

Ahy) < C (log %) R,

(2.34)

k = 3. Notemos que Ri; estd fuera de A3z y, por lo tanto, tenemos que h; < hx® para
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todo (z,y) € Ri1 C As. Dado que h < e™!, resulta
hl — h2log% — E2log% < 82

y, en consecuencia, se cumple que |Az] < Ce?. Ademds, utilizaremos que
B(z,y) < Ce! en A3. Luego, a partir de la estimacién para |02u| del Lema
2.3 obtenemos

:R;1CA3

O,Rﬂagu”)Q

ho ol
< Ch4/ / (1+ 8733720‘671’0%)2 drdy < Ch*. (2.35)
o Jo

Ahora, tomamos nuevamente en cuenta la estimacién ([2.28]). Siguiendo el

argumento previo y dado que h; < h 'y hy < he, tenemos

2
Z Brmin (hithl +et+ 5*164’0%”0,&1) < Ch'e,
i:R;1CA3

Z Brmin (hih1||8_26_b0%”0ﬂi1)2 < Oh4527
:R;1CA3

y, dado que h; < hz® para todo (z,y) € R;; C As, también se cumple que

Z Bimin (hihl Hng@*bO R

:R;1CA3

1)2 < Ch*.

Asi, llegamos a

" Buin (hihal|020,ullor,)” < h*. (2.36)

:Rij1 CAs3
Por otro lado, utilizando ahora la estimaciéon (2.30) y dado que nuevamente

hy < he, obtenemos

Z Bumin (R 1 4+ + 8_16_130%”071%“)2 < Che?,

ZR“CA3

2
Z Bmin (h?Hg_ze_bogHO,Ril) < Ch'e.

1R CA3
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Con todos los argumentos previos, podemos verificar que

S G (Wlle2e ) < ontet

i:R;1CA3

Las tres ultimas desigualdades nos llevan a concluir que

Z ﬂmzn (h%||8m8§u| 07Ri1)2 < h4€. (237)

iIR¢1CA3

Finalmente, combinando ([2.35)—(2.37)), obtenemos que

A(A3) < Che.

. Finalmente, consideramos la estimacion en Aj.

Notamos que
2log L log 1 logt log L log +
hi = h*%%: = h%®h%%: = R%c%®n < he.

Ademas, como demostramos en el item anterior, también se cumple que h; <
e? y, como consecuencia, |Ay| < &2. Luego, podemos usar directamente que
|3u(x,y)| < Ce3, lo cual se sigue del Lema [2.3] para obtener

" Buin (R202ullo.r,,)” < Ch*™ (2.38)
j:leCA4
i#1
Ahora, usamos nuevamente la estimacion (2.28)). En primer lugar, notemos que,

dado que h; < h, se cumple que

2
S Buin (Mahyll(L 27+ =Tl ) < O,
jiR1CAg
1
N B (habylle e op,,)" < Che™.
j:leCA4

J#1

En segundo lugar, dado que h; < hy® para todo (x,y) € Ry; € Ay, con j # 1,

94



también se cumple que

2
> Bmin (hlthfge*bozﬂl!o,Ru) < Ch*.
j:leCA4

J#1

A partir de las tres desigualdades anteriores, obtenemos que

> Buin (ahjl|020yullo.r,,) < Ch*e™. (2.39)
j:leCA4
J#1
Ahora, utilizando la estimacién ([2.30) y dado que |A4] < &2 y h; < h, se cumple
que

N7 Buin (N1 +e7 7l ™) op,,)" < Ot
j:leCA4

J#1

También tenemos que

2
> Buin (B2 o, ) < OB,
j:leCA4
J#1
—3 _po it 2
Z Bmm (h?Hs 36 borngO,le) < Ch4>
j:leCA4

i#l

donde nuevamente usamos que hy < e? y h; < hy® para (z,y) € Ry; C A4, con

j # 1. Luego, obtenemos que

> Buin (W3110:001]l0.5,,) < Ch*e™. (2.40)
JiR1jCAg
J#1
Finalmente, dado que
|02u(z, y)l, 100,u(x, y)|, 10:05u(z, y)| < Ce™, V(w,y) € Ay
y usando que hy < he y hy < €%, ademds de que |Ry;| < €%, obtenemos que

2
ﬁmmh‘ll (Ha:iuHO,Rll + ||a§ayu||07Rll + Haﬁfagg”O,Ru) < Ch4€' (241)

Por lo tanto, las desigualdades ([2.38))—(2.41)) nos llevan a concluir que
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A(Ay) < Ch%er.

De este modo, obtenemos ([2.26) cuando los indices i, j estdn restringidos a aquellos

para los cuales I?;; C €);. La demostracién concluye por argumentos de simetria.

OJ

Por 1ltimo, el siguiente Lema presenta una estimacion de la relacién entre 5,0 ¥V Bimaz

dentro de los elementos de la malla, la cual es fundamental para nuestras estimaciones.

Lema 2.6 FEuxiste una constante positiva 1, independiente de h y €, tal que en mallas

graduadas Ty,, suponiendo que h < e~ !, se obtiene:

Bmax

< Cegmh en €.
/gmin

Demostracion

Debido a la simetria del problema, es suficiente estimar 3,42 / Gmin para los elementos

contenidos en ), = [0, %] X [0, %] En los elementos Ry; o Rj,t,5 = 1,...,mid,
tenemos que
1 1 s
Bmin =1+ _6_%dmax =1+ _6_%h )
€ €

1 1
ﬁmax =1+ _e*%dmm =1+ )
19 )

donde naturalmente d,,qp ¥ dimin representan el maximo y el minimo de la distancia

al borde en ese elemento. No obstante,
s __ 1 —2loge __ 210gl
h®=nh =" %n,

entonces, dado que h < e™!,

1
_zhs — _,W_:QIOgF—l > —e
15

y por lo tanto,
1
6min > 14 —e 7%,
€

Con esto podemos concluir que

1
ﬂmaz 1+ z

<C
Brin 1+ L
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y2 1+
Y1 +
111
} S T
1 — log L
o€ log <

Figura 2.4: Notacién en ), para la prueba del Lema [2.6
Ahora, consideramos un rectangulo R;; con

1
1>1 y mjgyoelogg

1
Jj>1 y x; < Yoe log —,
E

donde vy es una constante como consideramos en la Proposicion 2.1] y en el Lema
2.5 (70 > méax {2/bg, 1/} de manera tal que ypelog1/e y 1 —~pelog 1/e sean puntos

de la malla).

Observemos que es suficiente considerar un caso como en la Figura [2.4] y utilicemos

la notacién introducida en la misma. Tenemos que
dm'm =, dmam = VYo,

y entonces Bin = 1+ %6_7% YV Bz = 1+ ée‘”y?l. Luego,
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l — min l _,ydma,:c
Bmaz 1 + 56 c 56 ‘ (6—1(dmin_dmaz) _ 1)

p— pr— 1 + I
Bmin 1+ %e_'y o 1+ %e‘”flm%
1 —fyy—z
e e
=1+ (e*%(yrm) _ 1) <14 ey _ | — orhytl,
1+ Le7s -

1
Sin embargo, dado que e = e, obtenemos

1\ '“resT 1 1\ 7ose
hy < h | yoelog — = hyoe log — | Yo log —
5 5 5
ol 1 1) e 1
= hse%'yOJrQlOgE log — (log —) < Chelog —,
£ 5 £

1

I 1 )
donde usamos que 7, ¢ < C'y (log 1)?*s= < C. Asi, resulta

1
eghyla < 6C’h'ylogg _ 6—70/1'

Finalmente, es claro que en los rectangulos R;; con z; o x; mayores que 70610g§

tenemos que

/Bmax
~Y
Bmin

y esto concluye la demostracion.

2.5. Supercloseness

En esta seccién, demostramos el siguiente resultado de supercloseness, que nos dice que
la norma [ de la diferencia entre la interpolacién de la solucion exacta u y la aproximacion

por elementos finitos u, es de mayor orden que la norma 3 del error u — uy,.

Teorema 2.2 FExisten constantes positivas C' y n, independientes de € y h, tales que, en

mallas graduadas Ty, al suponer que h < e 2 y e < ch® para una constante fija ¢ > 1, se

obtiene

€

1
llun — Quull; < Ce " log ( ) h?.
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Demostracion

Para las mallas 7, introducimos la funcién constante a trozos h,,;, que, en cada

rectangulo R € 7T, toma el minimo de las longitudes de los lados de R.

Teniendo en cuenta las propiedades de la funcién distancia al borde d vistas en
la Seccion [2.1 se puede comprobar que, dado un elemento R € T}, y un punto

(xz,y) € R, existe (Tint, Yint) € R tal que

Para esto, si R € Ty, consideremos (Zmin, Ymin) € R tal que Buinlr = B(Tmin, Ymin) ¥
dividamos a § como vimos en la Figura2.1l Si R € Quy (z,y) € R, como d € C}(Q2),

por Teorema de Lagrange tenemos que existe (T, Yint) € R tal que

(.T, y) - (xm'ina ymzn)
‘('Tv y) - (xmina ymzn)’

= |Vﬁ($int7 yint)‘ |(£B, y) - (xminv ymm)|

|5<l‘7 y) - 6min(xa y)' = vﬁ(l‘inta yznt) |(I> y) - (xmina ymzn)|

Observemos ahora que, si (z,y) € R, donde R es un elemento de 7, contenido en
Q3 U 4 que intersecta a la recta x + y = 1, no podemos asegurar que d sea suave
en todo R. En particular, puede ocurrir que, por ejemplo, (z,y) € {24 mientras
que (Tmin, Ymin) € O3, y en tal caso, no es valido aplicar el Teorema de Lagrange
como lo hicimos anteriormente. No obstante, podemos considerar el punto de R con
coordenadas (x, Ymin), €l cual se encuentra sobre la recta z + y = 1, y notar que
B(X, Ymin) = B(Tmin, Ymin), ya que la distancia al borde es la misma para ambos

puntos. Esto nos permite obtener la siguiente estimacion:

Iﬁ(xvy) - ﬁmm(may” = |ﬁ(9€,y) - ﬁ(xvymm”

<x7 y) — (l‘, ymm)
< vg(xinta ylnt) ‘(iL‘, y) — (;L', ymm)

= |V B(Tint, Yine)| (2, 4) = (2, Yrmin) |
< C|\VB(Zints Yint)| Pomin,

| ](az,y) - (xvymm”

donde (Zins, Yint) € RNy es un punto obtenido al aplicar el Teorema de Lagrange en

la region RN €),. Un razonamiento analogo puede realizarse para los demés casos, ya
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sea cuando R C §;,7 = 1,2, 3, o cuando R C ; N €);, siempre que esta interseccion

tenga sentido.

Baséandonos en la coercitividad y la ortogonalidad de Galerkin de la forma bilineal

Bg(+,-), obtenemos

Clllun — Quully < Bs(un — Quu, un, — Quu)

(2.43)
= Bs(u — Qiu, up, — Qqu).

Luego, para cualquier w € V}, tenemos que

Bg(u — Quu,w) = /

A 2V (u — Qqu) - V(Bw) drdy + / b(x,y)(u — Qu) (fw) dxdy

Q

= / 2V (u — Qu)B - V(w) dedy + / e?V(u — Quu) - V(B)w dxdy
Q

Q
+ [ ba)(u— Quu) () dady
Q
= / e2V(u — Q1u)(B — Bmin) - Vw dzdy + / €2 BminV (u — Qiu) - Vw dwdy
Q Q

+ /Qé V(u— Qqu) - V(B)w dzdy + /Qb(x)(u — Qu)fw dzdy

= [+ [T+ 111 +1V
(2.44)

En las subsecciones siguientes, demostraremos las estimaciones que se detallan a

continuacion para los términos I, I1, 111y IV.
—nh LY .y 1) 2
11411 < C="og (= ) W2l v 1T 1IV] < C (log = ) B3l (2.45)

Con esto , de (2.43), la descomposicion (2.44) con w = u, — Qiu € Vj, y las
estimaciones dadas en (2.45)), obtenemos

1
lun = Quulfh < " tog () 1l ~ Qual,

de donde se concluye la demostracion.
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1-— fyoslog%

D!

Yoe log %

0 log 2 1 — yoelog '
— L

Figura 2.5: Descomposicién de €2 para la prueba del Teorema

2.5.1. Estimacién de [

Estimemos

I= / 2V (u — Q1u)(B — Bmin) - Vw dxdy.
Q
Usando las propiedades (2.2)) y (2.42) y el Lema[2.6] tenemos que

< Chomine ™ B(Zint, Yint)
< Chmms_le_”hﬁ(x, Y).

Definamos

1
Yo = {(x,y) € Q:min{z,y,1 —z,1—y} < fyoalog—},
€

como se muestra en la Figura . Para los elementos R C Xy, tenemos que hymmp <

Yo he logé y, por lo tanto,

|ﬁ($,y) - Bmm| < Ch@inh (log é) ﬂ(l’,y)
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Asi, se obtiene que

/ e?V(u = Qu)(8 = Boin) - V dwy‘
Yo

1 1 1
< Che™" (log g) [5||B§V(u — Q1u)||o,zo} [8||55Vw||0,20]

3 1
< on= (1og2) lull

donde en la ultima desigualdad usamos la estimacion
e V(u— Quu)llsa < Ce2|[V(u = Quu)on < Ch, (2.46)

que se puede obtener a partir de la definicién de la norma £, la Proposicion [2.2] y el hecho
de que B < Ce L.
Ahora, definamos ¥; = Q \ Xy. Como 7y > %, se tiene que

ﬁ(x7y)7|vﬁ<$ay)’ SC, v(‘ruy> 621'
Por lo tanto, es facil verificar que

Como § > 1, tenemos que || - ||z, ~ || - |05, - Entonces, usando nuevamente la estimacion
(2.46) obtenemos que

/ eQV(u — Q1u)(B — Bmin) - Vw d:cdy‘ < Chel|lV(u — Qiu)losellVwlox,
P

< Ch&?HV(U - Ql“)”ﬂ,zﬁuvwnﬁ,&
< Ch¥|lwllgs, -

Finalmente, obtenemos que

_ 1
1< e (log ) w2l (2.47)
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2.5.2. Estimaciéon de I/

Ahora, consideramos
Il = / Brnine?V (u — Qiu) - Vw dxdy.
Q

Dado que (., es constante a trozos, podemos seguir el argumento propuesto por
Zlamal [65], como en [19, Lema 4.5], para obtener que, para cada elemento R;;, se cumple

que

[ B~ Quu)sw dedy
Rij

1 1
< CeBpin (Bl 0uaatillo.r,, + hihillOsayuillo.r,, + P31 0zyyullo.r,;) €BminllOutwllo.r,,

1
< CeBin (1 10uswullo.ry; + i | Ouayullo,r; + B3 1 0ayytellory) 1wllls s,

En el Lema demostramos que

1
M : >
1 2
c [Z Bunin (h?Hagu”QRu + hithaz@yuHo,Rij + h?”axﬁzuﬂo,&j)?] < (log —) h2,

i,j=1

de lo cual podemos concluir que

1
1 2
<c (log g) 12wl - (2.48)

2.5.3. Estimacion de 7]

Ahora nos ocupamos de la estimacion de I11. Consideramos nuevamente §2, = [0, %] 2,

Queda claro entonces que, por razones de simetria, basta con estimar I11, que se define

de manera analoga a II1, pero con la integral restringida a ;. Asi se tiene

Il = / e?V(u — Quu) - (VB) w dwdy
Qs

= / 2V (u — Quu) - (V) wdxdy —l—/ 2V (u — Qiu) - (VB) w, drdy
D,

Do
=11l + 11,
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con

D, = U {R : Vd es discontinuo en R C s}, Dy =Q\ D;.

Definimos los subconjuntos S, = [0, Yo log %]2 y Sp = [fyoglog %, %]2, de modo que
Dy =(D1NSy) U (D NSp).
Entonces, podemos escribir
IIL 4 = / 2V (u — Quu) - (VB) w dxdy,
DiNS4
I g = / 2V (u — Quu) - (VB) w dxdy.
DiNSp
Utilizaremos el hecho de que
[V(u— Qu)| < C|Vullo < O,

lo cual se deduce del Lema [2.1]y de las estimaciones a priori del Lema [2.3] Luego, usando
la propiedad ([2.2)), tenemos que

|[I11, 4] =

/ 2V (u — Quu) - (Vp) wd:cdy‘ <C Blw| dzxdy
DiNS4

DiNS 4

: :
so( / wxdy) Hﬁ%wnwmsc( / ﬁ,dxdy> el
DiNSa DiNS 4

Dado que la longitud de los lados de los rectangulos en D1NS 4 es O (h (5 log %)a), podemos

comprobar que

1\ ¢ Yoelog L
/ Bdxdy < Ch (dog —) / —e /e dx 4 | Dy N Sy
DiNS4 € 0 €

1\“ 1
< Ch (510g E) < Chelog o

1
2log%'

donde para la ultima desigualdad recordamos que a =1 — Se sigue entonces que

I 1 3 1\ 2
|[I11, 4| < Ch2ez <log E) |Hw|]|ﬁ < Ch? <log E) |||w|”6’
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si e < ch?.
Por otro lado, en Sg, tenemos a |Vj|, |Vu| y |[VQju| acotados independientemente de

e. También tenemos que |D; N Sp| < Ch. Entonces,

111, 5| =

/ e*V(u— Quu) - (VB) wdxdy'
DiNSg

1 1
< C<*|Dy N Spl2 |wllo.pinss < Cehzflwll; < CR*[lwlls,

sie < ch.

Entonces hemos obtenido que, si ¢ < ch?,

1\ 2
I, < C <log g) W2 lwlll - (2.49)
Ahora, consideramos
I, = / 2V (u — Qu) - (VB) wdxdy.
Do

En cada elemento R, consideramos (V3)in.r €l minimo valor componente a componente

de V3 en R. Escribimos

111, = / 2V (u — Qu) - (VB — (VB)min) w dzdy —I—/ 2V (u — Q1) - (V) min w dzdy
Do

Do
= II[Ql +I]_[22.

Sea Dy, = Don{(z,y) 12 <y <1—wzx < yelog L} Notemos que d(x,y) =z en Dj,.
Se sigue que

Vi(z,y) = <—;72e’7§,0) en Dy ,.

Por el Teorema del Valor Medio, ya que V[ depende solamente de x y que, para los

elementos rectangulares en D! ,. los lados horizontales tienen longitud minima, tenemos

V/B(I7 y) - (vﬁ)m'm,R - (%6—7% (ZE - xmin,R)a O)

Tint

con Tint € (Tming, &) ¥ Tming €l minimo valor de x en R. Ahora, como %e"y = <
B(Tints Y) < Bmaz, a partir del Lema obtenemos que

|VB('7;7 y) - (V6>mm,R| < Cg_nh€_26mm,Rhmm,R-
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Pero hpin.r < Ch(elog %)O‘ < Che log% (en elementos que tienen intrseccién con x = 0

también tenemos h,,;, < Che). Entonces

1
|V5(x, y) - (vﬁ)min,R‘ S Cs_nhg_lﬁmimRh lOg E

Luego,

/1 e2V(u — Qiu) - (VB — (V) in) w dzdy

< Ce™™plog <1> /
15 Dl
2A

1
< Ce i log =,

(839 (u = Quu)] 83 wl] dudy

donde usamos (|2.46|).
En D3, = Don{(z,y) 12 <y < 1—xz,2 > yelog 1} también tenemos que 8y |[D°(3)],
con 0 < ] < 2, estdn acotados uniformemente con respecto a € y también tenemos que

£ > 1, por lo que

/ 2V (4~ Quu) - (V8 — (V) min) wdady| < Chel|e83V (u — Quu) ool 32wl
D2

2A

< Che]|wll-

Claramente, argumentos similares se pueden usar en Dy \ (D3, U D3,) para obtener

1
[[115] < Ce™™h%log (g) llwlll5- (2.50)
Ahora, debemos estimar [1ly. Llamemos (VB)minr, = ¢; = (4ij,q;;). Entonces
estimaremos
Z / equ (u — Qru)w dxdy.
R”CDQ

Seguiremos una técnica utilizada en [18| [63], y adoptaremos la notacién de la Figura

para referirnos a los lados de un elemento y a sus respectivas longitudes. Definimos

2
Kij(u,w) / O (u — Qru)w dxdy — % (/H(amu)wdy— /__(8mu)wdy> )
I ¢
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f1
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Figura 2.6: Notacién para los lados de un elemento y sus longitudes.

Entonces podemos escribir

Z / 24505 (u — Quu)w dedy =
R;;CD2
Z 6 qU Z 6 q’bj 12 (/ (aﬁmu)wdy - /Zij (amzu)w dy)

R;;CDo Ri;CDo h

De [18] ec. (3.14)] sabemos que
‘Kij<u7w>’ < ¢ (hfuaguHU,R” + hithagayuHQRij + h?HaxazHO,Rzg) HwHO,Rij

entonces, dado que

6 — 5mm
MHSWMSOggcgwjf,

utilizando el Lema [2.5] se sigue que
> g K(u,w)
Rm CD2
1
< Ce™™ Y B (BE1102ullo.r, + hil|020,ullo.s, + h3110.0;

ij

1\ 2
S C€_nhh2 log (g) H/B%w”QQ

1
, ij) ”627“0”0,1‘?1']'
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Queda por trabajar con

Z 5 qZJ 12 (/géﬂ(axzu)wch/ - /Ef(awa)wdy> )

Rz] CDZ

lo cual puede escribirse como

Ri]'CD2 ]

_ 2 114 3 2

=— Z £°q;; 12/ (Oou)w dxdy — Z g2 qm 12/ Oiud,w dzdy
RZJCDQ R”CDQ

=51+ 5

Ahora, tomemos en cuenta que

1 < 195] < 0 < oemmPmin

Entonces,

1
» ij> <5T?1in||w||07Rij> :

Por lo tanto, después de aplicar la desigualdad de Cauchy—Schwarz y usando el Lema [2.5]

|El| S Oe_nh Z ( min z”

R;;CD2

se sigue que
1
- _ 1?2
Bl < C= o (1) a2l

De manera analoga, tenemos

<= S (Bhah1otulor,) (Balloallon, ) -

R” CDo

Con argumentos similares, obtenemos facilmente que
|Zs| < CeR?|wl]-

Entonces, llegamos a

1
- - 1?2
=1 < ceog (2) el
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Esta desigualdad, junto con , nos da

1\ 2
> / e2q},0,(u — Qu)w dady| < Ce™ "h10g< ) R2{[lw]l 5.
R”CDz

Un argumento similar nos permite concluir que

1\ 2
[I115| < Ce™™Mlog (g) h2(lwlls- (2.51)

Finalmente, con las desigualdades (2.49)), (2.50) y (2.51)), obtenemos

|[11| < Ce™™ (log ) W2 (lwlll - (2.52)

2.5.4. Estimacion de IV

De la Proposicién [2.1] tenemos que

[1V] < €182 (u = Quu) ool 82wl s

N (2.53)
<o (1o 2) llull,
2.6. Ejemplos numéricos
Consideramos el problema
—?Au+u=f enQ, u=0 en 0, (2.54)

con © = (0,1)? para dos elecciones distintas de la funcién f. La primera se toma de [19]
y la segunda fue introducida por Kopteva [28] y es ampliamente utilizada en la literatura
(ver, por ejemplo, [2, 43]). En ambos casos consideramos ¢ = 107% y ¢ = 1078. Todos
los resultados numéricos fueron obtenidos utilizando Firedrake [52]. En las Tablas
informamos la estimacién del orden de convergencia (eoc) de distintas cantidades con
respecto a M, el niumero de puntos de malla en las direcciones x e y. Recordamos que el

ntimero de grados de libertad es del orden de M?.
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Figura 2.7: Solucién del Ejemplo [2.1| con € = 107°.

Ejemplo 2.1 Tomamos f dada por

1— eii __z _l-= _ Y _1-y
f(l',y) = _2—\/5 (6 V2e e V2e e V2 ¢ \/55) _|_4
1—e""¢
Al definir
1
l—e Ve /v _ ¢ 1t
uo(t) = —2—\/5 <e Ve + e \/§5>

1—e "
se obtiene que la solucion exacta u es

u(,y) = uo(x)uo(y)-

En la Tabla (respectivamente, en la Tabla presentamos los errores y ordenes
de convergencia obtenidos al utilizar la discretizacion (2.4), donde Vj, es el espacio de

funciones bilineales a trozos sobre las mallas graduadas introducidas en la Seccion

con e = 107% (respectivamente, € = 1078).



h M || Jlu —wupllo | eoc lu — unlll5 | eoc | Qiu — unl|5 | eoc
0.2 245 | 5.55102e-5 | - 0.12454 - 0.022198 -
0.1 5921 | 1.61256e-5 | 1.63840 || 0.066549 | 0.83067 || 0.00633791 1.66135
0.05 | 1055 || 4.35302¢-6 | 1.85606 || 0.034499 |0.93119 || 0.00170211 1.86335
0.025 | 2107 || 1.13085e-6 | 1.94862 || 0.017579 | 0.97470 || 0.00044169 1.95021

Tabla 2.1: Registro de errores para el experimento numérico del Ejemplo con e = 1075,

R M [ Tu—ualo]eoc  [Ilu—ullls]eoc [ MQra— unllls ] coc
0.2 333 | 5.6529e-6 |- 1.2443e-01 |- 2.2354e-2 -

0.1 |707 | 1.6423e-6 |1.6418 [ 6.6517e-02 |0.8318 | 6.3922¢-3 1.6628
0.05|1431||4.4411e-7 | 1.8547 || 3.4493e-02 [0.9314 || 1.7183¢-3 1.8632
0.03 2384 || 1.6498e-7 |1.9401 || 2.1013e-02 |0.9710 | 6.3753e-4 1.9425

Tabla 2.2: Registro de errores para el experimento numérico del Ejemplo cone = 1078,

Ejemplo 2.2 Ahora, elegimos f de manera que

_z _1 _y _1
cos (Z) - 2| 1oy - e
2 1—e ¢ 1—e 2

sea la solucion de (2.54)). Esta solucion presenta capas limite solamente a lo largo de los
lados © = 0 ey = 0. En la Tabla (respectivamente, en la Tabla reportamos los

resultados de convergencia obtenidos usando mallas graduadas hacia toda la frontera Of)

u(r,y) =

para € = 107° (respectivamente, para ¢ = 1078), y notamos que se observan los drdenes

de convergencia esperados.

Observacion 2.4 Como mencionamos en la Introduccion, es deseable que las mallas
graduadas disenadas para un valor pequeno de € funcionen adecuadamente también en
problemas de reaccion—difusion con valores mayores del pardmetro de difusion. Aunque
este comportamiento no estd incluido en nuestro andlisis teorico, lo mostramos de manera

computacional. Como ejemplo, la Figura muestra la solucion del Ejemplo con

h M |lu — upllo |eoc | — uh'“ﬂ eoc |Q1u — uh'“ﬁ eoc
0.2 245 1 0.0013124 |- 0.020774 - 0.0066799 -
0.1 521 | 0.00033422 | 1.81292 |/ 0.0110581 |0.83577 || 0.0018082 1.73198
0.05 | 1055 || 8.46537e-5 | 1.94636 || 0.0057286 |0.93215 || 0.00047234 1.90265
0.025 | 2107 || 2.09359e-5 | 2.01974 || 0.00291882 | 0.97482 || 0.00011943 1.98769

Tabla 2.3: Registro de errores para el Ejemplo [2.2| usando mallas graduadas hacia toda la
frontera de € con e = 1076,

71



Figura 2.8: Solucién del Ejemplo 2.2 con € = 107°.

h | M| |lu—unllojeoc  |[lju—unlllsg|eoc || [[|Qiu—unllls|eoc
0.2 333 || 1.2517e-3 |- 2.0709e-2 |- 6.4672e-3 -
0.1 |707 || 3.2785e-4 | 1.7794 || 1.1032e-2 | 0.8365 || 1.7876e-3 1.7079
0.05| 1431 || 8.3918e-5 | 1.9327 || 5.7167e-3 | 0.9324 || 4.7048e-4 1.8932
0.03 | 2384 || 2.9208e-5 | 2.0678 || 3.4823e-3 | 0.9712 || 1.6842e-4 2.0126
Tabla 2.4: Registro de errores para el Ejemplo usando mallas graduadas hacia toda

la frontera de € con € = 1078.

e = 1073, obtenida utilizando la malla graduada disenada para h = 0,1 y e = 1078,

Utilizando esta misma malla fija, la Tabla[2.5 presenta los errores obtenidos para valores

de € que varian entre 1078 y 1073. Observamos que, para todos los valores del pardmetro

de difusion, los errores son prdcticamente iguales.
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Figura 2.9: Solucion del Ejemplo para € =

disefiada con h = 0,1 y e = 1078.

1073, utilizando una malla graduada

3

[l — unllo

[|w = unll]s

1[Q1u — unllls

1.0e-3

3.2820e-04

8.4978e-03

1.5048e-03

1.0e-4

3.2793e-04

8.7397e-03

1.5486e-03

1.0e-5

3.2786e-04

9.2645¢-03

1.5964e-03

1.0e-6

3.2785¢-04

9.8217e-03

1.6513e-03

1.0e-7

3.2785e-04

1.0410e-02

1.7146e-03

1.0e-8

3.2785e-04

1.1032e-02

1.7876e-03

Tabla 2.5: Registro de errores correspondiente al Ejemplo para distintos valores de ¢,
utilizando una malla graduada fija disefiada con h = 0,1 y ¢ = 1075.

73






Capitulo 3

Estimaciones en normas balanceadas
para sistemas acoplados de

ecuaciones de reaccion—difusion

En este capitulo, analizamos la aproximacion por elementos finitos de un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias singularmente perturbadas, empleando elementos
finitos lineales a trozos sobre mallas graduadas. Consideramos dos casos: uno con un tnico
parametro de perturbacion en ambas ecuaciones y otro con parametros distintos, pero con
coeficientes constantes.

En las primeras secciones, presentamos el problema acoplado de reaccién—difusion
y recordamos estimaciones a priori para la solucién. Luego, introducimos las mallas
graduadas que utilizamos para la discretizacion por elementos finitos. También obtenemos
estimaciones del error de interpolacién, resultados de estabilidad para proyecciones
en L? y un resultado preliminar sobre la aproximacién numérica de una ecuacién
de reaccion—difusion singularmente perturbada. Posteriormente, presentamos nuestros
principales resultados sobre estimaciones éptimas del error de aproximacion en normas
balanceadas. Finalmente, mostramos algunos ejemplos numéricos que exponen el buen
desempeno del enfoque propuesto.

A lo largo del capitulo, usamos negrita para denotar espacios de funciones vectoriales.
Siguiendo la notacién presentada en el Capitulo las normas y seminormas en los
espacios H™(D) y H™(D), con m un nimero entero, se denotan por || - |[mp ¥ | - |m.ps
respectivamente. El producto interno en L?(D) o L?(D), para cualquier subdominio D C I,
se denota por (-, -)p, y el subindice del dominio se omite cuando D = I. También denotamos

por (-,-) el producto interno euclideo en R?, y definimos |- |2 = (-, -).

75



3.1. Presentacion del problema

Consideramos el siguiente sistema acoplado de dos ecuaciones de reaccién—difusion en
I=(0,1):

—*u{(2) + an (v)ur (z) + ara(w)us(2) = fi(z)
—pPuy () + az (v)ur (x) + ass(2)us(2) = fol) (3.1)
u1(0) = u1(1) = uz(0) = ue(1) =0

donde f = (fi(x), fo(z)) vy A = (ai;(x)),; j<, son funciones suaves en [0,1], y £ y p son
parametros positivos.

Como mencionamos, estamos interesados en el caso singularmente perturbado, es decir,
cuando al menos uno de los parametros € o p es muy pequeno. Debido a esto, la solucién
u = (uy,uz)” puede presentar capas limite de tamanio O(¢Ini) y O(uln i) enx =0y
x = 1, respectivamente, las cuales pueden superponerse e interactuar dependiendo del
tamaro relativo entre ¢ y p (véase, por ejemplo, [42] [40]).

De ahora en mas, sin pérdida de generalidad, asumimos
O0<e<s <l

La matriz A tiene entradas acotadas a;;(x), y suponemos que a;;(x) > 0,a;;(x) <0

para i # j, 1 <1i,7 < 2,y que existe una constante o # 0 tal que

xren[(l;%]{au(x) + a12(), ag1 () + ag(z)} > o’ (3.2)

Dado que, como consecuencia de (3.2)), A es una M —matriz, de acuerdo con [39, Teorema

2.2 y Observacién 2.5], también podemos asumir que
EHAE > o?¢Te, VEER?, (3.3)

donde el superindice T" denota la transpuesta.
Sea V := H}(I), definimos la forma bilineal B : V x V. — R como

1
2.1 1 2.1 1
B(u,v) := / U] + a11U1v1 + A12UgVy + U UYVy + A21U Ve + AoaUsUs T,
0
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y la forma lineal L : V — R de manera que

1
V) :/ f1v1+fgvgdaz.
0

Entonces, multiplicando las ecuaciones de reaccién—difusion en (3.1) por v. € V e
integrando por partes sobre I, la formulacion variacional del problema presentado se

expresa de la siguiente manera: hallar u = (uy,u2)” € H{(I) tal que
B(u,v) = L(v), Vv e V.

El siguiente resultado, que se deduce de [37, Lema 1] y [42, Lema 4], describe el
comportamiento de la soluciéon exacta y sus derivadas hasta orden 2. Estimaciones similares

para todas las derivadas, asumiendo datos analiticos, pueden encontrarse en [46].

Lema 3.1 Sea u la solucion de (3.1). Entonces, existe una constante C' tal que para todo
z € [0,1] se cumple

u=v-+w,

donde la componente reqular v de la solucion satisface
il <C w0 i=1,2

mientras que la componente singular w satisface

1—

juwy| < C (5_1e_o‘§ bl e e e ) :

whl < € (e F 4 pte ),

x R 1—
lwi| < C (5_26_0“? bl e e e ) :

Iw’2’|§0(u ’“+ﬂ2’“1TI)-

Dada una particiéon 7, = {zg,x1,...,2m}, con 0 = o < 1 < ... < zpy = 1,

denotamos I; = (x;_1, ;) y h; = x; — x;_1, para 1 <i < M, y definimos

]Azozh'la
N 1
hk:§<hk‘+1+hk)7 I1<kE<M-1,

har = hay.
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Consideramos el espacio de elementos finitos conforme

V= {V = (v, v2)" €V 1,

L€P(L),i=1,...,M,j=12},

y el espacio
Vi ={veH)I):v|, € P(L),i=1,....,M}.

Denotamos por ¢;,i = 0, ..., M, las funciones base lineales de Lagrange clésicas tales

que

Para un intervalo genérico I, de la particién, denotamos x‘i =Ty 1y xé = z,. También

definimos las funciones base locales

gbﬁ = ¢£—1, gbg = ng,

y las longitudes locales
Wy =he1, hb=hy.

La formulacién conforme por elementos finitos esta dada por: hallar u;, € Vj, tal que
B(uh,v) = L(V), Vv € V.

Usando la teoria clésica y la propiedad (3.3)) de A, podemos asegurar que el problema esta
bien definido y admite una tinica solucién u;, € V. Se han obtenido estimaciones robustas

del error en la norma de la energia, definida como
lull? = el 15 + #2llualle + o (fluall§ + lluzllf),

para distintos tipos de mallas (ver, por ejemplo, [I5], 37, [44]). Sin embargo, realizando un
andlisis similar al desarrollado en el Capitulo [T} y a partir de las estimaciones a priori del
Lema , puede demostrarse que, para una solucién tipica del problema , el término
?(||ur]|g + [Juz]|3) es de orden O(1), mientras que los otros términos que intervienen en la
norma de la energfa, &2|[u||2 v p?||ub]|3, son de orden O(e) y O(u), respectivamente. Por
lo tanto, para este caso también existe una dificultad asociada al uso de la norma de la
energia, que radica en que esta no esta balanceada.

En este capitulo, nos interesa obtener estimaciones robustas del error en una norma

balanceada. Para ello, y siguiendo [54], consideramos la norma balanceada definida a partir
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de un reescalamiento distinto de la seminorma H!:
llull® = ellut 15 + plluslly + o2(ludllg + lluzllf).

Como se explica en [54], esta norma refleja correctamente el comportamiento de las capas.

3.2. Mallas graduadas y resultados preliminares

En esta seccion presentamos los parametros de las mallas graduadas que utilizamos
para la aproximacién por elementos finitos del problema . Obtenemos estimaciones del
error de interpolacién, resultados de estabilidad para las proyecciones en L? y también un
resultado preliminar sobre la aproximacién numérica de una ecuacion de reaccién—difusion

singularmente perturbada.

3.2.1. Mallas graduadas

Introduzcamos una familia de mallas graduadas 7, sobre el intervalo I, tal como

presentamos en la Seccién . Elegimos un pardametro h € (0,1) y definimos

1
2log <’

vy=1- (3.4)
como el pardmetro de graduaciéon. Observemos que este pardmetro coincide con el
considerado para las mallas graduadas bidimensionales utilizadas en el Capitulo [2| y
que, en consecuencia, la malla depende del pardmetro £ (Observacién , el cual es
el menor de los pardmetros involucrados en el problema (0 < e <u<1).Para hacer
explicita esta dependencia, en este capitulo denominaremos a la malla resultante como

malla e—graduada.

Recordemos ahora cémo se construyen las mallas graduadas. Sean g, 1, ..., Tyiq 10S
nodos de la malla en el intervalo [0, %], dados por
(1'0 = 0,
1
r1=h% cons= 1
7 (3.5)
Tiy1 = x;+ hal, i=1,...,mid -2,
1
( Pmid = 57
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Figura 3.1: Mesh functions para e = 0,1, con M = 17y h = 0,4 (izquierda) y M =39 y
h = 0,2 (derecha).

extendemos esta particién a una malla completa de [0, 1], {zo, x1,. .., Tmid,- .-, Tm}, CcON
M = 2mid, definiendo

ri=1—xpy_; parai=mid+1,..., M.

Para mostrar el comportamiento de las mallas graduadas cerca de las capas, en la
Figura graficamos los nodos x; contra i/M para:=0,..., M.

Nuevamente, escribiremos las estimaciones del error en términos del parametro h ya
que, como vimos en la Observacién se relaciona con el nimero de grados de libertad

de la siguiente manera

1 1\ 1
< hp< ) =
i < h <log (6) MlogM. (3.6)

Finalmente, notamos que la amplitud de los intervalos satisfacen
L] = || < [I3] <+ < [Inia-1] (3.7)

con

|]1| — hQIOgé — 6210g%’
y || <h,2<i<mid-1.

3.2.2. Interpolaciéon de Lagrange

En esta seccién, obtenemos estimaciones robustas del error en una norma balanceada

para la interpolacién de Lagrange en mallas e—graduadas.
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Los dos resultados que se presentan a continuacién se refieren al error de interpolacion
en el intervalo (0,1), para funciones que exhiben el mismo tipo de comportamiento que el

descripto en el Lema |3.1]

2

A partir de ahora, suponemos que ¢ < e “, ya que, de lo contrario, el anélisis

subsiguiente puede llevarse a cabo utilizando técnicas estandar.
Lema 3.2 Sea u € H}(0,1) tal que

u(z)| < Co,
' (x)] < Co (1 fele@t pele e 4 p e + M_le_o‘7> ,
para todo = € (0,1), con Cy > 0 independiente de ¢ y u. Entonces, si u; denota
el interpolador de Lagrange lineal a trozos de u en una malla e—graduada, existe una
constante C' tal que
|lu —urllo < Ch.
Demostracion

Dado que u esta acotada, tenemos
o= urlR g, < A0l < 2600
Usando que |I;| = h®, obtenemos
lu—uf|2,, < Ch* = ChT= = Ch?"8% < CR?,

ya que hemos asumido que € < e™2.

Definimos

be(z) =1+ ele™ y e lem o,

bu(z) =14 p e + u_le_o‘llw.

Usando que, para cada intervalo I; se cumple
lu = urllo,r, < Cill[w o,z

y dado que, para 2 < ¢ < mid, por la definicién de las mallas graduadas, se tiene
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|I;] < ha para todo z € I;, obtenemos

l|lu — UI”(Q),(Q%)\II < h2||x7u’||(2)7(07%)

<o (B 4+ bl g + 10l 1))

1
2
Dado que € < p, tenemos que

1 1

=1- >1-— =
7 210g§_ QIOgi Tn

y, por lo tanto, 7 < 27 en (O, %) Entonces,

e =l o3y < OB (L B0l 0+ b2 1))

1
2

Se puede verificar que

Hlﬁb&”o,(o ) < C y H‘I’yubﬂuo,(o,%) < C. (38)

1
2
En efecto, para la primera desigualdad, recordando la definicién de b., tenemos

la7bello (0,2 < [l27 (1 +2e7%e7%)

‘o,(o,%)

<C+2 Hx”@‘le_ag

Pero, usando el cambio de variable y = x /e, obtenemos

1

o0
2 2 _9 _9,T _ _
0.(01) = e 2e 20 dp < 271 y276 2oy g,
7( 75) 0 0

le—af

HCL’A%_

Como 2y — 1 > 0 para ¢ < e !, la tltima integral es finita (con la constante
involucrada dependiente solamente de «), y obtenemos, en este caso, la primera
estimacién de (3.8). El caso ¢ > e™! es claro. La segunda estimacién en (3.8)) se

obtiene de manera similar.
Por lo tanto, obtenemos que
= urllg o) < Ch.
Claramente, una estimacién similar se puede obtener en el intervalo (l 1).

29
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O

Observacién 3.1 Con una demostracion similar, para € suficientemente pequeno,

utilizando la estimacion del error de interpolacion
lu = wurllo,r; < CIL[[u"llo,r,
en los intervalos I; C (0, %) \ I, se obtiene la siguiente desigualdad
lu —urllor < CH?
para mallas € -graduadas.

Lema 3.3 Sea u € H?(0,1) N H}(0,1) y sea ur su interpolacién de Lagrange lineal a

trozos en una malla e—graduada.

i) Supongamos que

T —n —x .
| < Co (1 e et p e e e ke )
para alguna constante Cy independiente de € y p. Entonces, se tiene

l(u—up)|jo < Ce2h. (3.9)

i) Si
[u"] < Cy (1 e 4 u_zefo‘liTl) :

con Cy independiente de p, entonces

I(w — ur)'|lo < Cp~zh. (3.10)

Demostracion

1
12
x = 0, el resultado correspondiente para una funcién con una capa limite en x = 1
1
29
estimaciones en p en lugar de €.

Demostraremos los resultados para la restriccion a (0 ) con una capa limite en

en el intervalo ( 1) se puede obtener usando los mismos argumentos, pero con
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Para el primer intervalo I;, para v dado en (3.5), podemos usar la siguiente

estimacién (ver, por ejemplo, [41, Proposicién 1.2.4])
1w = wr)llon < CIAI" 270" o,

Para el resto de los intervalos I;,7 = 1, ..., mid, se tiene

1w = ur)llor, < CUill[w"]]o.s,-

Entonces, obtenemos

mid
o= a2 gy = =) B, + D M= w1,
i=2
mid
< OILP7 | 1y + O D TPl 5 1,
i=2
Dado que
L] = 1, || < hz?, Vxel, i=2,...,mid,
obtenemos
mid
= 00 o3 < O+ O3 MR
i=2 )

< CthWU”Hg’(O’%),

ya que 2s(1 — ) = 2.

Para probar i), observamos que, dado que la funcién f(y) = ye™? es decreciente para
y > 1y las integrales [°y°e™2* dy estén uniformemente acotadas para 6 € [0,4], y

teniendo en cuenta que € < pu, obtenemos
||x7u//||(2)7(0é) <C (1 + 52v—3) )

Pero 2y — 3 = —1 — @ y €2773 = ee~ ! por lo que

<

o |

(3.12)

a2

(03)
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Asi, combinando (3.12)) y (3.11]), obtenemos

C
/(12 2
I = )25 < B

Para obtener ii), observamos que, en este caso,

Hx"fu//“é’(oj ) S O (1 +M27—3) )

o=

Por lo tanto, usando esto en (3.11]) y el hecho de que u*'~2 < 2772, obtenemos

1
2

||(u . ’LL[)/||(2)7(0 ) S Ch2 (1 +M27—3) S ChQu—1€2W—2‘

2

Dado que €272 = ¢, tenemos

I = 2, < Cu'H2,

1
3
y se concluye la demostracion.

O

Observacion 3.2 Ndtese que las desigualdades |I;| < Cha? para 2 < i < mid—2 se
deducen de la definicion (3.5)) de las mallas graduadas. Sin embargo, dado que imponemos

que r = % sea un nodo, se debe tener cierto cuidado con los intervalos Iiq—1 y/0 Imia (ver

Observacion . No obstante, para h suficientemente pequeno, dichos intervalos estdn
11
402
se cumplen para 1 = mid —1, mid.

contenidos, por ejemplo, en ( ) Por lo tanto, es claro que tales desigualdades también

3.2.3. Estabilidad H! de las proyecciones L2

En esta seccién definimos dos proyecciones diferentes en L? y analizamos su estabilidad.
Estos resultados son una herramienta fundamental para obtener nuestras estimaciones del
error.

Primero, para cualquier v € H'(I), consideramos la tipica proyeccién L?, denotada

por Py(u) € Vj, definida como

/Pg(u)v dx = /uv dx, Yv € V. (3.13)
I I
Para nuestro analisis, necesitamos la siguiente hipotesis sobre las mallas.
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Hipédtesis 2 Supongamos que Ty satisface

| L1 | < L] < coli-a], 2 <4 < mid,

(3.14)
[Li1| < [1i| < colligal, mid <i < M —1,

con 1 < ¢y < 3.
El siguiente lema establece la estabilidad de Py como una funcién de H'(I) en V.

Lema 3.4 Supongamos que Ty, satisface la Hipdtesis[g, entonces
[(Pou)'llo < Cll'llo,  Vu € HY(I),
con C' = C(cy).

Demostracion

Siguiendo [9, Teorema 4.1], es suficiente verificar que se cumple la condicién [9] inec.
(4.2)].

Definimos las matrices 2 x 2, Gy, Dy y Hy, de la siguiente manera
Gylirj] = (65,801, De=diag(|¢|2,,),  He= diag(hl).
Ahora, debemos probar que existe una constante positiva ¢ tal que
(H7'G Hpz® 2"y > e(Dyat, 2%, Vo' e R2 (3.15)

Primero, observamos que

ih, sii=j
ey ) 3l J 3.16
(9005, {%m sti=1,j=20i=2,j=1 0

De esto se sigue que

(H7'GyHyxt, 2% = 1h (z))? + 1h % + ﬁ rixh + 1h (z5)?
¢ el 3£1 6Zﬁ§ iﬁ 12362-

2

Ahora, tenemos
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i) sif=1,

i) si 2 < ¢ < mid,

iv) si £ = M,
1+C0
2

B = 2+ o) < 2%y,
hy = har,
he > hyy.
Dado que ¢y > 1, se tiene que 1+—260 +1 <14 ¢y, por lo tanto, para cualquier £ se

cumple

he bt
A—Z‘f'A—ZSl‘f‘CO;
hy  hy

< Ssha(1+ o) [()? + (24)7].
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Entonces, obtenemos

h
(Hy'GeHpa' 1) > (3 = co)l(2)? + (25)7). (3.17)
Por otro lado,
1
(Dea', 2') = 6111, (#1)* + 192051, (25)* = She [(21)” + (22)°] (3.18)

Entonces, (3.15]) se deduce de (3.17)) y (3.18).
UJ

Observacién 3.3 Las mallas que satisfacen la Hipdtesis [4 pueden obtenerse de la

siguiente manera. A partir de la definicion de las mallas graduadas (ver (3.5))) se puede
verificar que

‘]i—1| S |I7,’7 Z:2avm1d_]~7

pero no podemos asequrar que se cumpla la desigualdad |Inia —1| < |Imial, ya que imponemos
que x = % sea el nodo T,;q. Sin embargo, si es necesario, podemos eliminar o redefinir

solamente el nodo x;q -1 para obtener una malla {INZ 0<1 < 1;1\1&} de [0, %] que satisfaga
Lia| < |G| < 2/Ti-q],  i=2,...,mid. (3.20)
De hecho, esto se puede lograr de la siguiente manera:
i) Si |Imia—1] < |Imia|, definimos I, =1, parai=1,... ,r/n\ia, con mid = mid.
i) S |Imia—1| > |Imia|, tomamos mid’ = mid —1 y consideramos la malla
{I]:0 <i<mid'}

obtenida a partir de {I;} al eliminar el nodo xq_1, es decir,

I'=[v;i 1,2, i=1,... mid-2,

r/nid/ = [l'mid -2, xmid] .
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Asi, se tiene
i 1) < Ui |-

Si, ademds, se cumple que |I' ..,| <2|I' .., |, definimos

E:Iz(, para t = 1,...,mid,

con mid = mid’. En caso contrario, si |I' .| > 2|I' .|, definiendo m = Zmid*Zmid_2
’ mid’! mid’ —117 2

(el punto medio de I' ., ), establecemos mid = mid y

L=1I, i=1,...,mid—2,

Irm—l = [$mid—2am]’
I = [m, Tmid)-

En este caso, se cumple que ‘Zm_l
(13.19), para i = mid —1, se tiene que

= ‘f&ﬁ . Usando que |Iyiq —1] > |Imia| junto con

—2

‘%m

Spﬁpl<ﬂﬁm4

Por lo tanto, la malla {Z e=1,... ,rm} satisface la Hipotesis .

Ahora, para cualquier v(z) = (vi(z), v2(z))T € H{(I) definimos la proyeccién Qp(v) =
(Qn1(v), Qna(v))T € V}, como

(AQhV,Vh) = (AV,Vh) , Vv, € V. (321)

La proyeccién ), esta bien definida debido a que A es definida positiva, como se establece
en (3.3).

Para demostrar la estabilidad H! de la proyeccién Q) seguimos nuevamente las ideas
de [9]. Necesitamos algunas definiciones y resultados preliminares.

Para cualquier intervalo [I,, se definen las siguientes cuatro funciones base vectoriales

locales del espacio V,:

(I)ﬁ = ( €70)T’ (I)g - ( 570)T7 q)g - (O’gb{)T’ (I)i - (07¢S)T
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Ahora, introducimos las matrices locales Gy, Hy, D, € R** mediante

Gili, j] = (A®{, &),
Hé = dlag <]A7'l17 hg7 hi’ Bé) )
D, = diag (”@ng,Ig) -

Ademds de la Hipdtesis [2] necesitamos la siguiente condicién adicional sobre la matriz de

coeficientes A para obtener el resultado de estabilidad.

Hipdtesis 3 Fxiste una constante positiva [y tal que los elementos de la matriz A

satisfacen

(3 = co) aii(x) — (2 + co) (Jagi (w)] + |ar2(x)]) = B, i=1,2,
para todo z € [0, 1].

Lema 3.5 Bajo las Hipdtesis [J y [3, existe una constante positiva dy tal que, para h

suficientemente pequeno, se cumple que
(H'G,Hx"' x") > dy(Dx",x"),  vx' e R%. (3.22)

Demostracion

Utilizando el Teorema del Valor Medio Integral generalizado y , obtenemos
que ) )

2a1(an)  FPan(ely) 2ax(ran)  Pax(zy)
he ,;—;an(ﬂ?'n) 20y (1) %azl(l‘éﬁ 2az: (75,

-1 .

HZ GKHZ - E h2 / h2 /
2a15(712) Ean(%z) 2025 (222) g(m(xn)
Pan(rhy) 2a1(zf)  Pan(ey) 2aa(rh)

/

donde z;;, z;

;Y xi;, parad,j = 1,2, son puntos en I, y
h
D, = édiag(l, 1,1,1).

.. . 2 2
Luego, utilizando que, para cualquier a,b € R, se cumple que ab < & + %, y el

hecho de que aya(x), az(z) <0y ayr(x),axn(z) >0, Vo € [0, 1], obtenemos
-1 hf 2 2 2 2
(H, G/Hx,x) > 5 (L1:B1 + Lox5 + Laxs + L4x4) ,

90



con

A~

1 h 1 h
Ly = [2%1(1311) - §a11(%‘/11)ﬁ—2 — lagi (z21)| — §\a21(x/z1)|A—2
1 1
1 hy 1 h
——au(xn) |a12(l‘12)\ - —|a12(I12)| : )
2 h2 2
1 hey 1 h
Ly = |2ay: (7)) — san(2)) = — |aai(2h)| — |a21(I'21)|A—1
2 h1 ho
1 hy 1 ho
- 2a11(1‘11)h2 \a12(1312)| - §|a12(l"12)|A—1] )
1 hy 1 h
Ly := [2a22($22) - 5@21($21)h |a21(1‘21)| - —|a22($22)| :
2 2
1 ho 1 ho
- 5@12(9012) |a12(1712)| - —|a22($22)| ] )
h1 1
y A~ A~
1 ho 1 ho
Ly = [2a22(95/2/2) 2a22(9322)h1 |ag (25,)] — 5\6121(-’]5/21”;1—1
1 hy 1 h
- 2a12($12)h2 \alz(%z)\ \a22(90/22)\ﬁ—:] .
Definimos L;(z), para i = 1,...,4, como L; pero reemplazando x”,x” y xw por

x para todos los indices i, j. Entonces, nuestra hipotesis implica que, para todo

x € [0, 1], se cumple que

Ly(x), Lo(z) > an(x) <§ - 1c0> - (1 + 1c0) (|lara ()] + |ag: (x)]) > %

2 2 2
y
_ _ 3 1 1 Bo
L3(x), La(z) > axn(z) 53750 ) — |1+ 5% (lar2(@)] + [a12(2)]) = 5
A partir de la continuidad uniforme de a;; en [0, 1] y el hecho de que x5, z};, 27; € I,

con |I;| < h, se deduce que existe hg tal que, para h < hg, se cumple que L; > %

parat=1...,4. Por lo tanto,

Bo

<HZIG5HEX, x) > h ]x€|2
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Dado que

se concluye que la ecuacién (3.22)) se cumple para h < hg con dy = .

Ahora, definimos las funciones base
Do 1 = (¢1,0)",  Po. = (0,0)", k=1,2,....M—1
Sean Dy € REM=2x(EM=2) v 1), ¢ REM=2)x(2M=2) |55 matrices diagonales dadas por
Ds = diag (0), D, = diag <ﬁk||<1>k||0> ,

donde

Ook—1 = Ogp = Z hz_2||(1)k||(2),1[

tel(k)

Finalmente, definimos la matriz de Gram (2M — 2) x (2M — 2) por
Gli,j] = (A®;, ®;), .

La demostracién del siguiente lema sigue los mismos argumentos que los presentados
en [9, Lema 5.1].

Lema 3.6 Bajo las Hipdtesis[3 y[3, existe una constante positiva C' tal que
x| < C|gx|, VvxeR*,
donde G es la matriz de Gram escalada, definida como
G=D,'GD;".

Por lo tanto, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 3.7 Bajo las Hipdtesis[3 y[3, se tiene que

M IM—2 2

_ (Avp,, ®y)
E hy, 2 (Avp, vh)l < E -—F (3.23)
P I L i@l
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para todo v, € V.

Demostracion

La demostracién sigue las mismas ideas que las dadas en [9, Lema 4.1].

2M -2

Sea v, = Y. vi®, € V. Para el lado izquierdo de (3.23)), tenemos que

k=1

M
Zhg? Avi, Vi), < CZh 2[vallg.L,
/=1 /=1

M
<CY m? Y viledis

(=1 keJ(£)
2M 2
=C Z Vi) Z hy 2||‘I)k||01,Z
k=1 Lel(k)
2M 2 2M—2
=C ) (vj)’s=C Z x2 = C|x|?,
k=1

donde x = (x) M2 = (vF6,) M2

Por su parte, el lado derecho de (3.23)) es

2M—2 2M—2 [2M—2
Z (Avi, ®i) | Z Z vi A%, @) A(I)qu)k)
= | el ®llo =15 "l @kl |
=92
k=1 L j=1 _]5 hk”q’kHO
2M—2
= [(Gx),)* = |Gx|*.
k=1

Por lo tanto, (3.23]) se deduce del lema anterior.

O

Ahora, estamos en condiciones de demostrar la estabilidad en H* de la proyeccién Q.

La demostracién sigue los mismos argumentos de [9, Teorema 4.1].
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Teorema 3.1 Si se cumplen las Hipdtesis [q y[3, entonces el operador Q) es estable en
H(I), es decir,
1Qnv]li < C|v|i,  para todo v € H'(I),

donde C' es una constante positiva independiente de v y h.

Demostracion

Definimos II,v = (v{,v3)", donde v} denota la interpolacién clasica de Lagrange de

v; en Vj, para j = 1,2.
A partir de la desigualdad triangular, la estabilidad H! de la interpolacién clésica
de Lagrange en V), y la desigualdad inversa local clésica

ol < by Hllonllog,,  You € Vi,

se sigue que existe una constante C' tal que

M
lQnvli<C (HHth? + 3 1Qnv — Hhv”%,]g)

(=1

M
<C (HVII? + ) h 2l Qnv — HhVH%,Q) :
(=1

Ahora, usando (3.3), obtenemos que |[v[|3 ;, es equivalente a (Av,v), .

Por lo tanto, se obtiene que
M M
> h1Quwy = Tv[iF;, < C D he? (A@Qnv — Tv), Quv — 1),
(=1 =1

Denotemos por wy al soporte de ¢, es decir, wy = I U I 11. A partir del lema

anterior y de la desigualdad de Schwarz, podemos concluir que

he || @ llo
_ C% [(A(v —1I,v), (ﬁk)wkl 2

al 2M )

A v —II,v), ®
Z:thHQhV—Hhv||(2)7]/Z < CZ {( (Qn V) k)}
=1 -

|| @ llo
2M

= O hPIAV — L),
k=1
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2M

<CY Ivlia, < ClvIE,

k=1
donde utilizamos nuevamente las estimaciones del error de la interpolacién de

Lagrange.
OJ

3.2.4. Resultado auxiliar para una ecuacion de reaccion—difusion

En esta secciéon presentamos, como resultado preliminar, estimaciones del error en
normas balanceadas para una ecuacién de reaccién—difusion singularmente perturbada.

Consideremos la ecuacién de reaccién—difusién

—pPu (z) + bou(x) =f(z), x € (0,1),

w(0) = u(1) =0, (3:24)

con i > €, by una constante positiva y f una funcién suave. Es bien conocido que la
solucién satisface (ver Lema |1.1))

W (@) < € (14 p ke ™+ phe ™) k=0,1,2 (3.25)
La norma de la energia asociada al problema esta dada por
lulle = w15 + bollull5.
mientras que la norma balanceada correspondiente se define como
leally = palled'I15 + bollulls.
Por otro lado, la solucion u;, € V), satisface
P2 (u' — ), ') 4 bo(u — up,v) =0, Yo € V.

A partir de esta identidad de Galerkin, podemos demostrar el siguiente resultado de

estimacion del error.

Teorema 3.2 Sea u la solucion del problema (3.24]). Sea wy, € V), la solucidn de

— 12 (uh,, V') + bo(up, v) = (f,v), Vv € V.
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Suponiendo que la malla e—graduada satisface la Hipdtesis[J, se tiene que
_1
[(w = up)llo < Cu”2h.

Demostracion

A partir de la definicién de Py dada en la ecuacién (3.13) y dado que
— 12 (g, 0) + bo(up, v) = (f,0), Vv € Vi,
siguiendo [[45], Subseccién 2.3.1], obtenemos que

1
|, — Poul|? = [1,2/ (u — Pou)’(up, — Pou)' dx
0

< 12| (w = Pow)[[o|| (wr, — Pow)[lo
< pll(w = Pow)[Jol|un — Poulle-

Por lo tanto,
pll(un = Pow)llo < [lun — Poulle < ol (w — Pou)’[lo,

y, en particular,
[(un — Pow)[lo < [|(w — Pow)[lo- (3.26)

Aplicando la desigualdad triangular y (3.26)), obtenemos

1 1 1
]| (u = un)llo < p2l(w = Pou)'llo + p2 | (Pou — un)llo
1
< 242 || (u = Pow)|lo.

Por lo tanto, si logramos demostrar que
(= Pow)llo < C~2h,

se obtiene
1
p2[(u —un)llo < Ch.

Sea uy € Vj, la interpolaciéon de Lagrange de la solucién u de (3.24). Entonces, a
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partir de la estabilidad en H'de la proyecciéon P, (Lema |3.4), se sigue que

1w = Pou)'llo < [[(w = wr)llo + [[[Po(w = ur)]llo
< (14 Ol = ur)'llo-

Luego, en vista de (3.25) y de la estimacién del error para la interpolacién de

Lagrange dada en el Lema |3.3] se obtiene
(= wr)'lo < Cu2h.

En consecuencia,

(= Pou)'llo < Cpu~2h,
lo cual permite deducir la estimacion deseada.

O

Como consecuencia del ultimo teorema y de las estimaciones del error de la

interpolacion de Lagrange para la solucién u, obtenemos
[ = unllo < [Ju —unlle < Ch
y, por lo tanto, surge la siguiente estimacién del error en la norma balanceada

Il = wnllly = pll(w = un)'[l§ + bollu — unll§ < CH2.

3.3. Estimaciones del error en normas balanceadas

El objetivo de esta seccidon es obtener estimaciones del error para la solucién del sistema
acoplado utilizando las mallas e—graduadas presentadas en la Subseccién [3.2.1]

Primero, analizamos un sistema acoplado con parametros de perturbacién iguales.
Luego, consideramos el caso de un sistema acoplado con dos pardametros pequenos

diferentes, pero suponiendo coeficientes constantes en ambas ecuaciones.

3.3.1. Casopu=c¢

Teorema 3.3 Sea u = (uy,uz) la solucion del sistema (3.1)), con e = pu, y sea u;, =

(U1, un2) su correspondiente aprozimacion por elementos finitos en V. Suponiendo que
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se cumplen las Hipdtesis[4 y[3, se tiene que existe una constante C, independiente de e,

tal que
lla = || < Ch.

Demostracion

Siguiendo las mismas ideas de la demostracién del Teorema [3.2] observamos que, si

consideramos el operador proyeccion @), definido en , se tiene
Clluay, — QhuH2 < B(u, — Quru,u, — Qpu)
= B(u— Qpu,u;, — Qpu)
= ¢’ /1(11 — Qnu)’ - (0, — Quu) du
0
< ¢l[(u = Qpu)[loflur, — Qnull..

Por lo tanto,
Cllup — Qnufle < ef/(a — Qnu)’[lo.

Ademas, dado que
ell(up, — Qnu)flo < [Ju, — Qpule,

se concluye que
[(an — Qru)’llo < Cl(u — Qpu)'[lo-

I ,1

Luego, utilizando la interpolacién de Lagrange II,u = (ul, ul)? y la estabilidad en
H! de Q) obtenida en el Teorema , junto con la desigualdad de Poincaré, se

obtiene que

e2]|(u—up)flo < %] (u— Quu)' [lo + 2| (Qru — us)’ [l
< Cex|| (u— Q) [lo
< Ce (|| (u =) o+ [ (@Qn (w = IT,1)) ||o)
< Ce| (u— ) [|o.

Por lo tanto, a partir del Lema [3.3] se tiene que

e2|(u—w,)'[lo < Ch.

(3.27)

Por otro lado, a partir de la ortogonalidad de Galerkin y las estimaciones del error
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de interpolacién de Lagrange dadas en los Lemas [3.2] y [3.3] surge que
lu—wpllo < |Ju—uplle < |Ju—Txul. < Ch. (3.28)

Asi, la demostracién se concluye a partir de las desigualdades (3.27)) y (3.28)).
O

Observacion 3.4 Queremos observar que nuestros resultados pueden extenderse,
mediante arqgumentos andlogos, al caso de mds de dos ecuaciones. Por ejemplo, en el
caso de tres ecuaciones, los principales resultados pueden obtenerse suponiendo que los
elementos de la matriz A satisfacen a; > 0 y a;; < 0 para © # j, con 1 < i,5 < 3, que
existe a # 0 tal que \
Ilél[(l;g] {]ZI a;;(z),1 <i< 3} > a2
y que
(3= co) asi(x) = (24 c0) Y (laju(@)| + |ay(2)]) > Bo,  i=1,2,3,
J#i
para todo x € [0, 1].

3.3.2. Caso u#¢

En esta subsecciéon analizamos el caso en el que tenemos dos parametros de
perturbacion pequenos diferentes, pero todas las entradas de la matriz A son constantes.

Observamos que, si consideramos nuevamente la proyeccion

Qnru = (Qh,lu, thu)T

tenemos que

/(ath,ﬂl + a12Qnou) vy dr = /(anul + ajpug) vy dx, Vo € Vy,
I I

/(a21Qh,1u + &22Qh,211) vy dx = /(Gzlul + a22u2) vy d, Vg € Vy,
I I

y, por lo tanto,
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Clluy — QhuH2 < B(u, — @Qpu,u;, — Qpu)
=B(u— Qpu,u;, — Qpu)

1 1
= 82/ (U1 - Qh,1u>,(uh,1 - Qh,ﬂl)/dx + /12/ (U2 - Qh,2u)/(uh,2 - Qh,Qu)/ dz
0 0
< & (ur — Qnaw) ol (un1 — Qnan)'[lo + 17| (uz — Qo) o]l (un2 — Qn2u)’|o
< (ell(ur = Quaw)[lo + pll(u2 — Qn2u)’[lo) [[un — Qrule.
Asi,

ell(uny — Quaw)llo + pl[(un2 — Qrau)’flo < Clluy, — Qpule
< ell(ur — Qnan)'[lo + ol (g — Qn2u)[lo,

y, en particular, tenemos que
ell(uns — Qnaw)'llo < ell(ur — Qnaw)llo + pll (w2 — Qn20) o,
pll(une — Qnow)'llo < ell(ur — Qnau)[lo + | (w2 — Qp29)[lo-
Observamos que, teniendo en cuenta los resultados previos, podriamos esperar que

(w1 — Quau)[lo < Ce2h,
[(uz — Qnon)[lo < Cu~2h,

sin embargo, inicamente pudimos obtener que

1:|
)
1
2

“Hluns — Quanfo < 8 1+ (£)°
- (9) ] ,
1

€
1
12 || (un2 — @nou)’llo < Ch
y, por lo tanto, esto no nos proporcionaria la estimacién buscada para 3 | (wn1—Qraw)|o-

Para obtener estimaciones éptimas en la norma balanceada, utilizamos una estrategia

introducida por Roos [54], definiendo la proyeccién u = (u1,u2) € Vj, de la siguiente
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manera: Vv, vy € Vj,

(a11ﬁ1 (.2?) + (112@2(.17), U1) = (a11u1 (Qf) + (Z12U2(.73), Ul) s

) ) ) (3.29)
P2 (i, vy) + (a1 (2) + asalia (), v2) = p* (uh, vy) + (a21u1 () + azus(z), v2) .
A partir de la primera ecuacién en (3.29)), obtenemos
. ai2 N
(41(z),v1) = <u1(:v) + a—(u2(x) - u2(x)),vl> : Yoy € V.
11
De este modo, podemos reemplazar 4; en la segunda ecuacion de (3.29)) y obtener
N a N N
w2 (i, vh) + <a21 (ul(:c) + a—u(u2(a:) — uz(a:))) + agotia(z), vz)
11
= 1% (uh, vh) + (agiuy(x) + agus(x), va) Yy € V).

Por lo tanto, para todo vy € V},,

~ a “ a
/L2(UIQ>U§) + ((azz - G21a—12) U2($),U2) = M2(U/27U§) + <<a22 — a21a_12) U2($)702>~
11 11

(3.30)

Sea cq = agy — (121%, este satisface

c A922a11 — A21QA12 d@t(A) > 0
A p— p— .
an an

Luego, la ecuacién se puede escribir como
12 (i, vh) + (catio, vo) = p? (uhy, vh) + (causg, v), Yoy € V.
Por lo tanto, 5 es la proyeccion sobre V;, de uy con el producto interno
au(u,v) = p?(u,0") + calu,v),

es decir,

a,(us — Ug,v) =0, Yo € V).
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Luego, teniendo en cuenta que
(Poug,v) = (ug,v), Yv € Vp,
podemos proceder como en la demostracion del Teorema y observar que
[tz — Poualle < pill(ua — Pouz)|fo,

de donde, dado que
pll (G2 — Pous)'[lo < [z — Poualle,

obtenemos

| (G2 — Pouz)'llo < C|(uz — Pouz)'|[o-

Por lo tanto, aplicando la desigualdad triangular y utilizando el resultado de estabilidad

de Py dado en el Lema [3.4] podemos concluir que
12 | (up — ti2) o < Cpu2||(uz — Pouz)'lo < Cpi2|(uz — ub)'|fo-
Finalmente, a partir de , obtenemos que
2| (w2 = @) flo < Ch.

Ahora, queremos obtener una estimacién del error para e||(u; — 1)’||3.

Para cualquier v, € V},, tenemos que

(ul,vh) = <7j61 + %(ag — UQ),Uh) = <7jL1 + %(ﬁg - Po(Ug)),Uh> .

a1 a1

Como consecuencia de la unicidad de la proyeccién L2, Py, podemos afirmar que

i1+ 22 (i1 — Po(uz)) = Po(un).
ai
es decir,
7:L1 = P(](’Uq) — %(ﬂg — ,P(](Ug))
ai
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Asi, a partir de los Lemas [3.1] y 3.3 podemos asegurar que

(u1 — Poluy) + 22 (i1, — Po(uQ)))/

a11

o = Yo =| 0

< (ur = Po(ur)) o + Cll (G2 — u2)'[lo + [[(u2 — Po(uz))[lo

< Cezh+Cu zh.

Por lo tanto,
1 A
e2|[(d1 —u1)'llo < Ch.

Ahora, a partir de la definicién (3.29)), podemos escribir

e[l — una)'lls <

= 62 /(le — uh,1>,(a1 — Ul)/ dx
I
< &?[[(a1 — una)'floll (@1 — u1)'[fo-

Por lo tanto,
~ N _1
[(t1 — up1) o < |[(dy — w1)'[lo < e72Ch,

y, COmMo consecuencia,

e2 | (ur — un)' o < €2 (|| (@ — w)[lo + [|(@in — urp)[lo) < Ch.

Por otro lado, dado que

12| (iy — upo)'||3 < B(@ — up,, @ — uy,)

=B(u—u,u—uy)

= 62 /(ﬁl — U}Ll)/(’al — U,l)/dl'

I
< 2[[(a1 — una)'[Joll (@1 — u1)']fo,

obtenemos
/L2H(1AJ/2 — uh72)/||(2] S €2C€—1h2 = C€h2,

(3.31)
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y, por lo tanto,
. 2 €2 2
pll (i = o) I < OS2 < OB

En consecuencia,
pll (e = up2) "1 < pull(uo — a2)'|[5 + poll (2 — up2)'[I5 < CR2. (3.32)
Por otro lado, a partir de los Lemas [3.2] y es claro que

Ju—unllo < f[u = wile < Ju— Ml < Ch. (3.33)

Luego, como consecuencia inmediata de las estimaciones (3.31)), (3.32)) y (3.33]), obtenemos

el siguiente resultado principal.

Teorema 3.4 Sea u = (uy,uz) la solucion del sistema (3.1) y sea w, = (up1,ups2) su
correspondiente aproximacion por elementos finitos en V. Suponiendo que se cumple la

Hipdtesis 9, existe una constante C, independiente de € y p, tal que
lla —w|| < Ch.

Observacion 3.5 Cabe destacar que el caso de mds de dos ecuaciones, con coeficientes
constantes y diferentes pardametros de perturbacion, puede tratarse con argumentos
similares. En efecto, en el caso de tres ecuaciones, con pardmetros de perturbacion
g1 < g9 <3 y A € R¥3 una matriz definida positiva, la proyeccion & = (iy, Uy, U3) € V,
puede definirse como en mediante la condicion

(1104 () + a120s(x) + ar13U3(x), v1) = (a1u1(z) + arpue(z) + arzuz(z), v1),
(91U () + agetia(x) + asstiz(z), v2) = (agui(x) + agus(x) + assuz(x),ve) ,

e2(h, v8) + (asif (7) + asytia(x) + asstis(z), vs) = e3(uf, vh) + (asiuy (z) + aspus(x) + assus(z), vs),
para todo vy, ve,v3 € Vj.

Observacién 3.6 Se puede observar que la proyeccion 0 introducida en [54] también
puede usarse para obtener aproximaciones de mayor orden. Sin embargo, otra herramienta
fundamental en nuestro andlisis, como es la estabilidad en H' sobre mallas graduadas de la
proyeccion L2, Py, no puede obtenerse directamente con nuestras técnicas para elementos

de mayor orden.

10/



3.4. Ejemplos numéricos

En esta seccion, presentamos ejemplos numéricos que confirman los resultados tedricos
de los Teoremas [3.3]y

Los problemas se aproximan utilizando mallas graduadas como se especifica en la
Subseccién para los pardmetros correspondientes € y h. Los errores e, = [|u — u||
se calculan numéricamente comparando la solucién aproximada u,, para todos los valores
de h reportados, con la solucién de elementos finitos obtenida cuando h = 1073,

Calculamos las tasas de convergencia con respecto a h, 7, y con respecto al niimero

de grados de libertad, ry, de la siguiente manera:

log e, — log en log e, — log en

h= log 2 ’ TN:_logNh—logN%’

donde N}, denota el nimero de elementos de una malla e—graduada 7j,.

Los calculos fueron implementados en Octave [2I] y el sistema lineal se resolvié
utilizando el operador backslash “\”. Cabe senalar que, para valores pequenos de h y
g, los puntos de la malla cercanos a x = 1 no pueden ser diferenciados, ya que la amplitud
de algunos intervalos es demasiado pequena para la precisién de la maquina. Por ejemplo,
con la notacién de la Subseccién [3.2.1] observamos que el nodo z,,—1 = 1—h* coincide con
2y = 1 cuando h® < 107!7 en Octave. Sin embargo, destacamos que, todas las integrales
involucradas en la matriz de rigidez, se pueden obtener utilizando solamente las longitudes

de la malla, evitando calculos en los nodos.

3.4.1. Primer Ejemplo: coeficientes variables, ¢ = p

Para confirmar las estimaciones dadas en el Teorema|3.3] en este ejemplo consideramos

la soluciéon numérica del sistema (3.1) con coeficientes variables dados por

all(x) = 5(1’ + 1)27 al?(x) = _(1 + x>37
T (3.34)
as () = —2cos <Zx> , ag (1) = Hel ™",
filx) = fo(z) =1, en [0, 1].
Se muestra una grafica de la solucién obtenida para e = 107 en la Figura . La Tabla

muestra los errores en la norma balanceada y las tasas de convergencia numérica obtenidas
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02| q 02

01 F 01 f

Figura 3.2: Soluciones numéricas u; (izquierda) y uy (derecha) del Ejemplo para
e =107,

e=10""° e=10"
Ny | |I-ll-exror | rn | v~ || Nu | ||-[-error | 7 | rn
0.32 || 144 | 3.5080e-02 - - 216 | 3.4808e-02 - -
0.16 || 330 | 1.9185e-02 | 0.87 | 0.73 || 498 | 1.9040e-02 | 0.87 | 0.72
0.08 || 684 | 1.0118e-02 | 0.92 | 0.88 || 1036 | 1.0043e-02 | 0.92 | 0.87
0.04 || 1376 | 5.2127e-03 | 0.96 | 0.95 || 2082 | 5.1746e-03 | 0.96 | 0.95
0.02 || 2742 | 2.6544e-03 | 0.97 | 0.98 || 4148 | 2.6351e-03 | 0.97 | 0.98
0.01 || 5456 | 1.3527e-03 | 0.97 | 0.98 || 8252 | 1.3429¢-03 | 0.97 | 0.98

Tabla 3.1: Errores numéricos para el Ejemplo [3.4.1]

para e =105y e = 1077,

El propésito de la Tabla es estudiar la robustez de las mallas graduadas en dos
aspectos. Primero, el parametro h = 0,1 se fija, mientras que € varfa entre 107 y 1071
Las soluciones se calculan utilizando cada malla e-graduada con h = 0,1. En la columna
A vemos que los errores numéricos estimados en la norma balanceada permanecen dentro
de un rango estable. En segundo lugar, se utiliza una tnica malla e-graduada, disenada
para los parametros fijos ¢ = 107? y h = 0,1, para calcular la solucién de problemas
con diferentes valores del parametro . En la columna B vemos que los errores numéricos

tampoco presentan variaciones significativas, cerca de 0,01.

3.4.2. Segundo Ejemplo: coeficientes constantes, ¢ # p

Para confirmar los resultados del Teorema |3.4] consideramos el siguiente problema

acoplado de reaccion—difusién con coeficientes constantes, tomado de [37, 42]:
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- Columna A | Columna B
[FFerror | JT-error

le-01 | 1.4193e-02 | 8.1381e-03
1le-02 | 1.3104e-02 | 8.6045e-03
1le-03 | 1.2767e-02 | 9.0517e-03
le-04 | 1.2616e-02 | 9.5381e-03
le-05 | 1.2528e-02 | 1.0051e-02
1e-06 | 1.2471e-02 1.0591e-02
1e-07 | 1.2431e-02 1.1158e-02
1e-08 | 1.2401e-02 | 1.1753e-02
1e-09 | 1.2378e-02 | 1.2378e-02

Tabla 3.2: Comparacién de los errores obtenidos en la norma balanceada para el Ejemplo
3.4.1] para diferentes valores de . Columna A: se utilizan mallas graduadas para cada valor
particular de € y h = 0,1. Columna B: se utiliza una sola malla graduada con ¢ = 107 y
h = 0,1 en todos los casos.

1 -

06

04

L 1
0.2 t

]
— Uy 1 — U
--Uz --U
(s L L L |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.02 0.04 0.06

Figura 3.3: Solucién numérica del Ejemplo cone=10"%y =102

—2ul (z) + 2uy (2) — ug(x) = 1, en [ =(0,1)
—Pu(x) — wn(z) + 2un(a) = 1, (335)
u1(0) = u1(1) = uz(0) = uy(1) = 0.

La Figura |3.4.2] muestra la grafica de las soluciones numéricas, que coinciden con las
presentadas en [42]. Se puede observar la estructura de las capas limite cuando se
consideran diferentes parametros € y p.

En la Tabla[3.3 mostramos los resultados numéricos para la aproximacién del problema
para los casos e = 107¢, u =102y e = 1072, u = 1073,

La Tabla muestra los errores numéricos obtenidos para el mismo problema cuando
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b e=10"%pu=10"? e=10"" u=10"°

N | I-ll-error | rp | r~ || Np | ||ll-error | ry | ry
0.32 || 144 | 9.0274e-02 - - 216 | 9.0090e-02 - -
0.16 || 330 | 4.8701e-02 | 0.89 | 0.74 || 498 | 4.8628e-02 | 0.89 | 0.74
0.08 || 684 | 2.5449e-02 | 0.94 | 0.89 || 1036 | 2.5421e-02 | 0.94 | 0.89
0.04 || 1376 | 1.3041e-02 | 0.96 | 0.96 || 2082 | 1.3030e-02 | 0.96 | 0.96
0.02 || 2742 | 6.6214e-03 | 0.98 | 0.98 || 4148 | 6.6165¢-03 | 0.98 | 0.98
0.01 || 5456 | 3.3691e-03 | 0.98 | 0.98 || 8252 | 3.3669e-03 | 0.97 | 0.98

Tabla 3.3: Errores numéricos y tasas de convergencia correspondientes en normas
balanceadas para el Ejemplo |3.4.2

i | IFFerror
le-01 | 2.9421e-02
1e-02 | 3.0373e-02
1le-03 | 3.1409e-02
le-04 | 3.2519e-02
1le-05 | 3.3707e-02
1e-06 | 3.4977e-02
1e-07 | 3.6364e-02
1e-08 | 3.8466e-02
1e-09 | 4.4002e-02

Tabla 3.4: Errores numéricos para el Ejemplo con € = 1077 y diferentes valores de p.
La malla graduada utilizada es la disefiada para ¢ = 107 y h = 0,1.

e = 1072 y p varfa entre 107 y 107!, Dado que € est4 fijo, en todos los casos se utiliza
la misma malla e—graduada, con h = 0,1. Se puede observar que los errores permanecen

practicamente sin cambios para todos los valores de p.
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Capitulo 4

Superconvergencia para una ecuacion

de reaccion—difusion

En este capitulo demostramos un resultado de superconvergencia para la aproximacion
estandar mediante elementos finitos (); del problema modelo de reaccion—difusion que
venimos considerando (ver (1.1)), (2.1))), cuando se utilizan mallas graduadas apropiadas. El
principal interés de este resultado radica en que, en el capitulo siguiente, serd utilizado para
obtener un orden lineal de convergencia en la discretizacién de un problema fraccionario.

Especificamente, analizamos el siguiente problema modelo

—*Au+b(z, y)u = f(z,y), enQ,

(4.1)
u=0, en 0,
donde Q = (0,1)2, 0 < € < 1 es un pardmetro pequefio, y se asume que
b(x,y) > 1 en Q. (4.2)

A partir de esta formulacién, comenzamos con el estudio de la aproximacion del
problema mediante elementos finitos sobre mallas graduadas. En particular, mostramos
cémo obtener una aproximacién de orden superior mediante un posprocesamiento aplicado
a la solucion numérica. En este contexto, en el Teorema demostramos que dicho
posprocesamiento, utilizando elementos finitos bilineales sobre mallas graduadas, permite
obtener una aproximacién superconvergente que resulta casi uniforme con respecto al
parametro de perturbacion singular. Este resultado se deduce a partir de una propiedad

de supercloseness demostrada en [19], siempre que el parametro de graduacién que define
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la malla sea suficientemente grande.
Finalmente, en la Seccién [£.4] presentamos un ejemplo numérico que respalda el

resultado tedrico desarrollado en la Seccién (.3

4.1. Resultados auxiliares

Nuevamente, supondremos que f € C%([0,1]*) y que satisface las condiciones de
compatibilidad
£(0,0) = f(1,0) = f(0,1) = f(1,1) = 0, (4.3)

va que, bajo estas hipétesis, la solucién exacta u del problema (4.1]) pertenece a C*(Q) N
C2(Q) y se obtienen las estimaciones puntuales para u y sus derivadas presentadas en el
Lema 2.3 con by = 1. En particular, si 0 < k <4y (z,y) € ©, entonces

|0ku(z,y)| < C (1+eFe®/ 4 eFe170/) (4.4)

|8§u(x, y)| <C @1+ ekevle ¢ 5_k6_(1_y)/8) . (4.5)

Asimismo, se dispone de ciertas estimaciones a priori con peso para wu, uniformes con
respecto al pardmetro de perturbacién e (véase [19, Lema 3.1]). Definiendo la funcién

distancia al borde en el intervalo [0, 1] como d(t) = min{t,1 — t}, se tiene:

(i) siO§k§4,a+62k—%,a20,6>—%,entonces

e* ||d(x)ﬁ(9:’juH0 <C, e Hd(y)ﬁt?guHo <, (4.6)

(i) sia+p > g,oz > %,5 > %, entonces
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4.2. Aproximacion por elementos finitos en mallas

graduadas

Como presentamos en la Seccién [I.1] del Capitulo [1} la formulacién débil estandar del
problema (4.1]) consiste en encontrar u € H}(Q) tal que

B(u,v) = /Qf(a:,y)vdxdy, Vv € Hy(Q),

donde la forma bilineal B se define por
B(u,v) = / (e°Vu - Vo + b(z, y)uv) dxdy.
Q

Para un dominio D, trabajaremos con la norma inducida por la forma bilineal, que

denominaremos en adelante e—norma:
1
[olle.p = (2]IV0llg + [|0ll3)

es decir, la norma de la energia. Cuando D = €2, omitimos el subindice por simplicidad.
Es bien conocido que, bajo la hipétesis (4.2)), la forma bilineal B es uniformemente

continua y coerciva con respecto a la e-norma. En particular, se verifica que
|v||I? < B(v,v), Yo e Hy(Q).

En [I7] se desarrollé un andlisis de la aproximacién del problema (4.1) mediante
elementos finitos bilineales sobre mallas graduadas adecuadas. En dicho trabajo se
demostré convergencia casi Optima, uniforme con respecto a e. Las mallas graduadas

1

utilizadas en [I7], que dependen de un pardmetro 1 con 5 < n < 1, se construyen de

forma independiente del pardmetro de perturbacién e.

Posteriormente, en [19], bajo la restriccién mds fuerte % < n§ < 1, se obtuvieron
resultados de supercloseness para el mismo esquema considerado en [17]. Especificamente,
se demostré que la diferencia entre la soluciéon por elementos finitos y la interpolacion
de Lagrange de la solucion exacta, en la e norma, es de orden superior al error global.
Las constantes involucradas en dichas estimaciones dependen débilmente del parametro de
perturbacion singular. Partiendo de estos resultados conocidos, nuestro objetivo es obtener
una aproximacién de orden superior mediante un post—procesamiento local de la solucién

calculada.
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En el dominio = (0,1)?, para N € N, introducimos una malla graduada Ty de
obtenida como el producto tensorial de particiones del intervalo [0, 1] en 2N subintervalos.

Dado un parametro de graduacién n que satisface

Z§n<L
definimos &y, &1, ..., &N los puntos de la malla en el intervalo [0, %] €como
oL
5z%<%> i=0,... N
Esta particién se extiende a una malla {&,&1,..., &N, .., &n} de [0, 1] definiendo

gi:]-_gQN—i» parai:N—i—l,...,ZN.

Para 1 < 4,5 < 2N definimos R;; = (§-1,&) x (§-1,§;). Asi, obtenemos una malla
graduada Ty = {R;;}2%_; de Q. Ademds, definimos h; = & — &_1.

ij=1

Observacion 4.1 Los intervalos I;,i = 2,...,2N, de la particion del intervalo [0, 1]

satisfacen
1
L < C—=y", Yy € 1,
15l = Oy Y

Y, para i > 2, también se cumple que
y < C(logN)"z, Yy, z € I;,

con una constante C' que depende sélo de n, como se demuestra de manera mds general

en las Observaciones[5.1] y[5.3

Observacion 4.2 Con las estimaciones dadas en la observacion anterior y de manera
andloga a las demostraciones de las Observaciones[5.1 y[5.9, se puede demostrar que, para
todo R;; € Tn, se cumple que

1 1
h; < C’Nx”, h; < Cﬁyn7 V(z,y) € R
1 < Cag, y1 < Cypa, V(21 11), (T2, 42) € Rij.
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Por otro lado, es facil verificar que

h;

hi+1

<C, Vi=0,...,2N—1,

donde C' es una constante que depende unicamente de 7).

Observacion 4.3 Observamos que, en este caso, adoptamos una definicion de mallas
graduadas distinta de la utilizada en los capitulos anteriores. Esta eleccion responde a que
facilita el analisis y las estimaciones involucradas, aunque ambas definiciones satisfacen
las propiedades necesarias para nuestras estimaciones. No obstante, es importante destacar
que esta definicion no fue adoptada en los capitulos anteriores, ya que alli se emplea un

parametro de graduacion dado por 1 — es decir, un valor que depende de €. En ese

.
2 log(%) 7
contexto, tal dependencia no resulta conveniente, ya que implicaria que las estimaciones
presentadas en las Observaciones[{.1] y[{.9 también dependan de ¢, lo cual se desea evitar
en ese tipo de andlisis. Por otra parte, una ventaja de la definicion adoptada aqui es que

permite controlar a priori la cantidad de elementos en la malla.

Asociado a la malla Ty, introducimos el espacio estandar de elementos finitos bilineales

a trozos
Vv ={v € Hy(Q) : v|g, € Q1(Ry), 1 <i,j < 2N},

y la correspondiente aproximacion por elementos finitos uy € Vi, que satisface

B(uy,v) = / flz,y)vde, Yve Vy. (4.8)
Q
Siendo h = 1/N, obtenemos el siguiente resultado de supercloseness.

Proposicién 4.1 Sea u la solucion de {.1)), uy € Vy su aprozimacion por elementos

finitos y ur € Vi su interpolacion de Lagrange. Supongamos que % < n < 1. Entonces,

existe una constante C' tal que

1\ 2
lun — uzlle < Ch? (log g) : (4.9)

Demostracion

La demostracién sigue los lineamientos de la prueba de [19, Teorema 4.7], con la

salvedad de que las mallas utilizadas en dicho trabajo difieren de las introducidas
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en esta seccion. Sin embargo, las tnicas propiedades de la malla necesarias para
establecer la desigualdad ([£.9) son las enunciadas en la Observacién [4.2] Por lo tanto,
la estimacion se mantiene valida bajo la definicién de mallas graduadas adoptada

actualmente.

OJ

Observemos que este resultado establece que la e—norma de la diferencia entre la
interpolacién de la solucion exacta uw y su aproximacion por elementos finitos uy es de

orden superior a la e—norma del error u — uy.

4.3. Aproximacién de orden superior mediante

post—procesamiento

Es sabido que, a partir de un resultado de supercloseness como el establecido
en la Proposicion 1.1} es posible mejorar la aproximaciéon numérica mediante un

post—procesamiento local.

Observacion 4.4 Notamos que las mallas sobre Q utilizadas en [19] han sido definidas
de manera distinta a las que introdujimos en la Seccion [4.3 Sin embargo, las inicas
propiedades de la particion requeridas en la demostracion de la desigualdad son
aquellas enunciadas en la Observacion [{.4. Por lo tanto, dicha desigualdad sigue siendo

valida bajo esta definicion de las mallas.

Definiremos el post—procesamiento u de la soluciéon por elementos finitos uy, siguiendo
la construccion presentada en [18, 20, 61]. Como la malla Ty se obtiene como el producto
tensorial de una particién de [0, 1] en 2NV subintervalos, puede considerarse un refinamiento
de la malla més gruesa Sy, compuesta por los elementos S;;, con 1 < 4,5 < N, segin se
ilustra en la Figura [4.1] Sea I el operador de interpolacién bicuadrético sobre la malla
Sy, el cual, para toda funcién v € C(2), se define en cada S;; como la interpolacién de
Lagrange en los nueve nodos indicados en la Figura es decir, en los vértices de los

cuatro elementos de la malla fina Ty contenidos en §;;. Definimos entonces
U*N = IZUN-

A continuacién, probaremos que uj es una aproximacion de segundo orden de u en la

g—norma.

11



Rai 1) Rainj hy;

Roi—12j-1 Rainj—1 haj—1

hoi—1 hoi
H;

Figura 4.1: Elemento S;;.

Necesitaremos las siguientes estimaciones para el operador I5.

Lema 4.1 Euxiste una constante C' tal que, para todo v € Viy y S;; € Sy, se verifica que
||IZU||L°°(Sz‘j) < CHUHL‘X’(S«;J‘)' (41())

Demostracion
Para (z,y) € Si; y o, 8 € {1, 2,3}, definimos
v rry—y

Qpaﬁ(xvy):H ok 8 _ ¢
oL TV g Y T Y

(4.11)

donde (2*,4*), con k,¢ = 1,2,3, son los nodos de interpolacién en Si;. Asi, podemos
escribir
Ly = Z V(2% Y") Pagp, en S;;. (4.12)
@,8=1,2,3
Denotando H; y H; como las longitudes del elemento S;; en las direcciones de los
cjes x e y, respectivamente, y hy. = min{ho,_1,he}, i, = min{hy;_1, ho;}, se
tiene que |z — 2*| < H;, |y — yf| < Hj, |2 — 2% > 12, v [v° — | > !

min’

Por lo tanto,

H2H?
it
Iosllimis) = G o2 = ©

Y

min

donde en la ultima desigualdad utilizamos que los cocientes H;/h¥,.., H;/h

min?

estan uniformemente acotados, dado que las razones h;i1/h;, hji1/h; lo estan (ver
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Observacién .

En consecuencia,

1T2v|lo(s) < Y NPasllzoespllvlloe(s,) < Cllvlles,)

a,8=1,2,3

que es lo que queriamos demostrar.

Lema 4.2 Fuxiste una constante C' tal que, para todo v € Vy,

‘ O HLOO Sij) C H%HL‘”(S”) ’
e, =l
Ay L>(S;;) Oy L°°(5ij).

Demostracion
Demostraremos la primera desigualdad, el argumento para la segunda es anédlogo.
Utilizando las expresiones (4.11]) y (4.12)), obtenemos

aIQU Z Z agpaﬁ x y ( a’y6>

=123 a=1,2,3

S EL Y (e

B=1,2,3 e#& a=1,2 3

Los productos en la variable y se acotan como en la demostracién anterior. Sea pg(x)

el interpolante cuadratico de vg := v(+,4?) en los nodos 2%, a = 1,2, 3. Entonces,

SN =)

a=1,2,3 k£«

y, por lo tanto,

8[2”0 y— y
) = 3 [T 52w,
,8:1,2,327%’y Y

Ademas, podemos expresar

9 L vg () —vg(a?) UB(I) vg(zh)
pﬁ(x) :Uﬁ<$1)+M($—$l)+ 3 —ax2 22—l (ZL‘—ZL‘I)(I‘—xQ),

23—l
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M _ ozl
- 2

de donde se deduce que, si x , entonces

vg(x 2)  wg(x?)—vg(x!
/(x) — vg(z?)—vg(z!) +9 - $g—l‘2( ) = J:Q)—x[f( )

221 231

(x—xM) .

Aplicando el Teorema del Valor Medio, existen ¢y € (x',2%) y ¢; € (22

v5(C1)—v5(Co)
vh(Co) + 22— (o — ™).

23—l

ps(r) =

Dado que |23 — z'| = H; y |x — ™| < H;, se obtiene

v <1)|+|v/3(<0)|H < 5‘

Pa(@)] < Juh(Go)] + 21 2y

En resumen,

122 s, <C Y|

p=1.2,3

26y S OB sy

lo que completa la demostracion.

Entonces, existe una constante C' tal que

|lu — Lull: < Ch?.

Demostracion

Lo (@t ,2%))

23) tales que

O

Lema 4.3 Sea u la solucion de (4.1)) e Iyu su interpolante bicuadrdtico a trozos sobre Sy.

(4.13)

El resultado se deduce de las estimaciones a priori establecidas en la Seccion y

de las siguientes estimaciones del error de interpolacién para el operador Iy (ver [4]

Teorema 2.7] y [I8, Lema 4.1]). Para v € H?(S,;), se tiene que

2 || 0%v 2 || 0%v
v — IQ'U 0,5;; < C |H! |55 + H? || 2
H || 3907j I (3 Ox2 O,Sij J 8y2 O,Sij )
O(v—1I2v) < C H2 93v + H2 33w
~ 9r = i || 53 i Arou2
H oz lo,s,; 197 sy, T 1920v° |lo 5,5 |
_ 3 3
R R LA = e =
Yy 0,5 i v 0,5;; Y 0,5;;

(4.14)
(4.15)

(4.16)
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B

Bg

B,

By

Bg

By

By

Figura 4.2: Particién del cuadrado unitario utilizada en la demostraciéon del Lema [4.3]

donde la constante C' es independiente del elemento S;; y de la funcién v. Con la

notacién introducida en la Figura [4.2] escribimos

donde

N
B =J8; B:=
j=1

U&,&

U Syj, Bi=

N
U SiN?
=1

Bs=|J{S; : N/2<i<N-1,2<j<N/2-1},

By =|J{S;:N/2<i, j< N -1},

=|J{Siy:2<i<N/2-1, N/2<j<N-1}.

Debido a la simetria del problema, basta estimar (4.13|) en las regiones By y Bs.

Comenzando por By, se tiene

lu = LyullZ g, = &*|V(u = Lu)|g g, + [lu—

Para el primer término del lado derecho, se obtiene

u—Iou)

2V (u - Lu)l 5, = 2|

ox

2

07 Bl

H A(u— 12u)

IZUH%,Bl'

0, B1

(4.17)

(4.18)
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A partir de (4.4) y (4.5)), se observa que

@
ox

C

> )
£

ou

y

C
< =

~
Teniendo en cuenta esto, aplicando el Lema y considerando que |Bi| = H; =

1
Ch1-1, se deduce que

< Chi.

0,B
Un resultado analogo se obtiene para la derivada respecto de y del error de

interpolacion, por lo que, a partir de (4.18)), se concluye que
|V (u — Lu)|2 5, < Ch, (4.19)

De manera similar, usando el Lema y teniendo en cuenta que u estd

uniformemente acotada, se tiene
1
|u— Lull§ 5, < ChT. (4.20)
Combinando las dos estimaciones anteriores, con n > %, se deduce que

Ju— L% 5 < Ch*.

Ahora abordamos la estimacién en Bs. Consideramos un elemento S;; tal que 2 <
i,j < N/2 — 1, entonces

lu = IaullZ 5, = [V (u — L)l s, + llu— Taullg g, - (4.21)

Para el primer término del lado derecho,

A(u—Iru) 2
% 0, Si;

O(u—Iu) 2
ox 0,5

2

2V (= w5, =< ‘e

(4.22)

Notamos que las longitudes H;, H; de los elementos S;; considerados aqui satisfacen
H; < Chx", H; < Chy" para (z,y) € S;;. Utilizando esta propiedad en (4.15)), se

deduce que

2n dBu

Ha(u—lw) 2 Dx0y?
2y

oz 0,54

2
3
<ont{[amgs],, + |
0, Sij

2
< Chie2,
07 Sij
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donde la tltima desigualdad es una consecuencia de (4.6), (4.7) y la condicién n > 3.

La desigualdad correspondiente

H B(ur—lgu) 2

> < Chie?
Y 0,S;;

se obtiene de manera analoga, lo que permite concluir que

|V (u— Lu)|§ s, < Ch". (4.23)

De forma similar, para el segundo término del lado derecho de (4.21]), aplicando
(4.14) y luego (4.6)), junto con n > %, se obtiene

2
21 9%u

2
2
ZL'2778 U
0, Sij

2 4
||<U_I2u)||0,sij < Ch U 0a? 0, Si; H

o~ o ] < Ch*. (4.24)

Finalmente, sumando las desigualdades (4.23) y (4.24]) sobre los elementos S;; € Bs,
se concluye que
lu = Lyull? 5, < ChY,

lo que finaliza la demostracion.

O

La demostracion del siguiente lema se obtiene siguiendo los mismos argumentos

presentados en [I8, Lema 4.2].

Lema 4.4 FEuxiste una constante C' tal que, para todo v € Vy,
1120l < Cflvlle. (4.25)

Teorema 4.1 Sea u la solucion de {.1)), uy € Viy su aprozimacion por elementos finitos

y uy = Luy. Supongamos que % <n < 1. Entonces, existe una constante C' tal que,

1\ 2
lu —uyll. < COh? (log E) : (4.26)

Demostracion

Dado que Iyu; = Iru, se tiene
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|lu —uylle < llu— Toulle + [[lo(ur — un) e,

y, combinando (4.13]), (4.25) vy (4.9)), se concluye la demostracion.

4.4. Ejemplo numérico

En esta seccién proporcionamos un ejemplo numérico que confirma el resultado del
Teorema [4.1, demostrando la convergencia robusta de la solucién post—procesada para
problemas de reaccion—difusién con respecto al parametro de perturbacion singular.

Consideramos el problema de reaccion—difusion singularmente perturbado
—?Au+u=f enQ=(0,1)3 u=20 en 0f, (4.27)

donde f se elige de manera que la soluciéon exacta sea

_z 1 _y 1

e € & — €= € e — Ee¢
u(z,y) = cos(—x)—— 1l—y———7F1.
(@9) ( 2 1—ei)< 1—ei>

Observemos que este problema de prueba es el mismo que analizamos en el Ejemplo
del Capitulo 2l Como mencionamos, su solucién presenta tinicamente dos capas limite,
una en x = 0 y otra en y = 0. Es interesante destacar que las estimaciones dadas por (4.4))
y (4.5)) son 6ptimas en las regiones influenciadas por las capas, mientras que la solucién
se suaviza alejandose de dichas zonas. Por tanto, este ejemplo resulta representativo para
verificar los resultados del Teorema [4.11

En la Figura se muestra una representacién de la solucién obtenida para ¢ = 1074

Para valores de ¢ entre 107 y 107!° calculamos la solucién aproximada wuy del
problema variacional discreto , como se describe en la Seccion , utilizando mallas
graduadas Ty, con N = 15,30, 60, 120. Luego, calculamos la solucién post-procesada u}y,
introducida en la Seccién 4.3

En la Figura 4.4 se representa (en escala logaritmica) el error ||u — u} || en funcién del
nimero 2N de intervalos en las direcciones x e y, determinados por las mallas graduadas.
Se observa que los errores son bastante similares para todos los valores del parametro de
perturbacién. El orden de convergencia observado respecto de N es —2 (es decir, cuadratico

respecto de h = %), en concordancia con el Teorema .
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Figura 4.3: Solucién tipica del problema (4.27)).

Convergence of postprocessed solution

~—e=10"

= g=10°

at ™ e=10"
RS =e=10""

e 1N?

log Energy norm error

3 3‘.5 4 4.‘5 .‘;> 5.‘5
log(2N)

Figura 4.4: Superconvergencia en la norma de la energia de la soluciéon post—procesada del

problema (4.27)).
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Capitulo 5

Aplicacién a la discretizacion de

problemas fraccionarios

En este capitulo, estudiamos la aproximacién mediante elementos finitos del problema
de Dirichlet para potencias fraccionarias de un operador eliptico simétrico de segundo
orden introducido en de la Introduccion.

En la primera seccion formulamos el problema modelo y su discretizacion, basada en la
extension de Caffarelli-Silvestre, junto con algunos resultados auxiliares necesarios para el
analisis posterior. A continuacion, presentamos estimaciones del error correspondientes
a la semidiscretizacion. A partir de las aproximaciones superlineales obtenidas en el
capitulo anterior para cada uno de los problemas de reaccion—difusion, establecemos
nuestro resultado principal de estimacion del error para la aproximacion propuesta del
problema , el cual se desarrolla en detalle en la Seccién . Finalmente, en la Seccién
[b.4] se incluyen experimentos numéricos que validan los resultados tedricos presentados en
la Seccion 5.3

5.1. El problema modelo

En esta seccién, primero introducimos las potencias fraccionarias £° y la extension
de Caffarelli-Silvestre, y luego describimos en detalle nuestra discretizacién propuesta, la
cual se basa en la técnica de diagonalizacién introducida en [6].

Dado un dominio € C R? un nimero real s € (0,1), y una funcién f, recordemos

que, como se menciond en la Introduccion, el problema modelo se formula de la siguiente
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manera: hallar u tal que

Lu=f, en 2,
u =20, en 0f),

y consideramos, por simplicidad, el caso en el que el operador L tiene la forma
Lv=—Av+ é(x)v,
donde ¢(x) € L*(2) es una funcién no negativa definida en .

5.1.1. Potencias fraccionarias de operadores elipticos

La potencia fraccionaria £*, como se define en [, [50], se construye siguiendo la teoria
espectral. Consideremos la coleccion numerable de pares de autovalores y autofunciones
{ Mk, 1 tren C RT x HY (), asociada al problema

aa(p,v) = Me,v), Vv € Hy(Q), (5.1)
donde agq(-, ) es el producto interno en H}(Q2) inducido por £, dado por
ag(w,v) = / (Vw - Vo + é(x)wv) dz, (5.2)
Q

y donde los valores propios A; son reales, positivos y estan enumerados en orden creciente
(considerando multiplicidades). Se asume que {p}ren €s una base ortonormal de L%()
y una base ortogonal de H}(£2) con respecto al producto aq(-, ).

Para s > 0, introducimos los espacios de Sobolev fraccionarios como

o

2 2

Hs(Q) — Z)\Zwk < OO} )
k=1

H*(Q2) = {w = ZwkSOk s Jw)

k=1

mientras que H™*(€2) denota el espacio dual de H*((2).

Se sabe que, para funciones de la forma

w =Y wypr € H'(Q),

k=1
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el operador £ : H'(Q) — H~(£2) se expresa como

Lw = Z AWk Pk

k=1

Entonces, para s € (0,1) y

w= wyer € H(Q),

k=1

el operador £* : H*(2) — H*(Q2) se define naturalmente por
Liw = Z AL WPk -
k=1

5.1.2. El problema local extendido

Para lograr un esquema de discretizacion computacional eficiente, siguiendo [6],
consideramos una estrategia propuesta por Caffarelli y Silvestre [12], posteriormente
extendida por Cabré y Tan [I1] y por Stinga y Torrea [58] a dominios acotados €2, con el
objetivo de localizar el problema. Esta estrategia consiste en resolver el siguiente problema

de valores en la frontera, de tipo eliptico singular, planteado en el cilindro extendido
C=Qx(0,+00):

—div (y*VU) + ¢(z)y*U = 0, en C,
Uu=0, en 0rC, (5.3)
Opald = d,f, en Q x {0},

donde 9.C := 9Q x (0,00) denota la frontera lateral de C, d, := 2'72* F(Fl(g)s) > 0 es una
constante de normalizacién, y a := 1 — 2s € (—1,1). La derivada conormal exterior de U
sobre 2 x {0} se define por

Opeld = — lim y*O,U. (5.4)

y—0+
Este limite se entiende en el sentido de las distribuciones [111, 12].

Para analizar el problema , es necesario introducir espacios funcionales adicionales.
A lo largo del texto, denotaremos por = (z,y) € C un punto tal que z € Q e y > 0. Si

D C R", escribiremos también z = (z,y) € D, donde y representa la ultima coordenada

en R™.

125



Definimos el espacio de Lebesgue con peso L%(y*, D), asociado a la medida |y|* dz, y

el correspondiente espacio de Sobolev con peso
H'(y*, D) = {w € L*(y*, D) : [Vw| € L*(y*, D)},

donde Vw es el gradiente en sentido débil de w. Como un punto T = (z,y) € D C R", el

operador gradiente se descompone como

0
V=V;= (Vx,a—y),

donde V, denota el gradiente con respecto a las variables espaciales x € R"™!, v 9/0y la
derivada en la direccién extendida.

Equipamos H'(y®, D) con la norma

1
2
1wl e,y = (Il Bage,m + V0120 .0) (5.5)

Asimismo, definimos el subespacio de funciones con traza nula sobre la frontera lateral
de C como .
H'(y*,C)={we H'(y*,C): w=0end,C}, (5.6)

y la forma bilineal ac : H'(y*,C) x H'(y*,C) — R definida por
ac(v,w) = /yo‘(Vv -Vw + é(x)vw) dz dy. (5.7)
c

Como consecuencia de la desigualdad de Poincaré, se puede demostrar que ac(-,-) es

continua y coerciva. En particular, induce un producto interno en H'(y“,C), lo que da

lugar a la llamada norma de la energia, que denotamos por || - ||¢:
[0]|¢ = ac(v,v) ~ [Vol|72ge c)- (5.8)

La formulacién débil del problema (5.3 se expresa del siguiente modo: hallar U €
H'(y*,C) tal que
aC(U,V) :ds(fa t?"V), YV e Hl(ya’c)’ (59)

donde trV = V]QX{O} representa la traza de V sobre ().

La conexion entre ambos problemas se establece mediante el siguiente resultado
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fundamental (ver [II, Proposicién 2.2] y [58, Teorema 1.1]): dada f € H™*(Q), sea
u € H*(2) la solucién del problema (I)). Si & € H'(y*,C) resuelve (5.3)), entonces se

cumple que
u=trid y dsLu = 0jald en €.

5.1.3. Semidiscretizacion del problema extendido

Sea Y > 0 y M € N. Dada una particién GM de [0,)] en M subintervalos, en esta
subseccién definimos una aproximacién semidiscreta Uy, de la solucion U de , donde
Uy tiene soporte en el cilindro truncado Cy = Q x (0,)).

Sea S%y} ((O, Y),GM ) el espacio de funciones continuas lineales a trozos definidas sobre

GM que se anulan en y = Y. Consideramos el espacio
Vi =Hy(Q) ® S%y} ((O, V), QM) .

Las funciones en V), pueden extenderse por cero a todo el cilindro C, por lo que podemos

considerar a V), como un subespacio de Hl( ,C), es decir, Vy C Hl( “C). La
aproximacion Uy, se obtiene como la solucién del problema semidiscreto: hallar Uy, € Vy,

tal que
Clc(Z/{M, V) = ds(f, tI‘V), YV € V. (510)

Sea {(us, i)}, C R x Sty ((0,2),6M) \ {0} el conjunto de pares de autovalores y

autofunciones definidos por

Yy Yy
,Ui/(; Yl (y)w' (y) dy:/o y ui(yw(y) dy, Yw € Siyy ((0,Y),6Y),

donde los v; estan normalizados de modo que

N y
/ YU () (y) dy = 63, / Y0 ()os () dy = pidy.
0 0

Entonces, se puede verificar que U, se escribe como

Un(,y) = Z Ui(z)vi(y), (5.11)

donde U; € HJ(Q), 1 =1,..., M, son las soluciones de los problemas
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i (VU VV) 4+ (1 +e(@))U;, V) = dus (0)(f, V), YV € Hy(Q). (5.12)

Los problemas son de tipo reaccién—difusién y se vuelven singularmente
perturbados cuando los coeficientes de difusion, es decir, los autovalores p;, son pequenos.
La magnitud de estos autovalores depende de la particiéon GM. En particular, para la
particion que se introduce en la siguiente seccién se cumplen las siguientes cotas superior

e inferior: parai=1,..., M se tiene

p <Y1 —a®) 7, (5.13)

s 2 (log M)~ 2

min®

(5.14)

Aqui, I, denota la longitud minima de los intervalos en GM | y la constante involucrada
depende unicamente de s. La estimacion se deduce de [0, Lema 18], mientras que
remitimos a la Observacion mas adelante para la demostracién de .

Por lo tanto, si [,;, es pequeno, se observa que varios de los problemas de

reaccion—difusién ([5.12)) pueden volverse singularmente perturbados.

5.1.4. La discretizacion completa

En esta subseccion introducimos nuestra aproximacién por elementos finitos, basada

en la semidiscretizacion presentada previamente. A partir de ahora nos restringimos al
caso Q = (0,1)%

Sea o un parametro que satisface
l-s<o<l1. (5.15)

Fijado M € N, tomamos ) = clog M, donde la constante c sera determinada mas adelante.

Definimos una particién GM = {I;}, del intervalo [0, Y], donde I; = [y;_1, ;] con

1

i\ 17
;= — , 1=0,..., M. 5.16
y y(M) i (5.16)
Observacién 5.1 Los intervalos I;, para i = 2,..., M, de la particion GM satisfacen la

siguiente propiedad:
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1 1
| < - = . )
|IZ| C’yMy C’(log M)My , Yy € I;, (5 17)

donde la constante C > 0 depende unicamente de s.

De hecho, para i > 2, existe algin ¢ € (i — 1,i) tal que

i\ [i-1\T%
v () (57
1 ¢\ 1
—1_U(M) i

donde el paso final se deduce del Teorema del Valor Medio aplicado a la funcion t — =

Ahora bien, observamos que

()7 () 57 ()

De aqui, usando que Y = clog M, que

o o

C l-0c T M T 1-0
: <2t%, : <1,
1—1 - 1—1

y ademas que

concluimos que (5.17)) es vdlida.

Observacion 5.2 Para i > 2, también se cumple
y<C(logM)’z, Vy,ze€l, (5.18)

donde la constante C' > 0 depende unicamente de s.

En efecto, a partir de (5.17)) se deduce que

1
Yi <yi-1+C (log M) Myg—r

Observamos que
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de donde se sigue que
Yy < c(logM)™~t M.

Esto implica que
Yi < yim1 (14 C (log M)7),

y por lo tanto, (5.18)) se deduce directamente.

Una aproximacion completamente discreta Uy, y de Uy, definida en (5.11)), se construye
mediante la discretizacién por elementos finitos de los problemas ([5.12]).

Dado N € N y un parametro de graduacién n que cumple

=n <l (5.19)

=] w

consideramos una malla graduada 7x en (), como se introdujo en la Seccién

Especificamente, Ty = {Ry;};)_, es una particién de Q en rectangulos de la forma
Rij = (§i-1,&) % (§-1,&), 1<14,j <2N,
donde los nodos {&}2%, se definen mediante
1 /i\™
1 -n
it — 5\ 77 ) .:Ov"'aNa
wav)
G=1—éns i=N+1,.. . 2N

Ademas, definimos h; := §;—&;_1 y recordamos que se verifican las propiedadas enunciadas
en la Observacién [£.2] a saber:

1 1
hi S Cﬁﬂf?, h]’ S ON.CEQ, V(ﬂfl,.ﬁlfg) € Rija

1 < C’wl, Ty < CUJQ, \V/(.Tl,xg), (wl,wg) € Rij

ha <C, Vi=0,...,2N —1,
i+1

donde C' es una constante que depende unicamente del parametro 7.
Nuevamente, asociado con 7Ty, consideramos el espacio estandar de elementos finitos

bilineales a trozos
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Vv = {v € Hyj(Q) : v|g, € Q1(Ryj),1 <i,j <2N}. (5.20)
Ahora podemos definir U; y, ¢ = 1,..., M, como las soluciones de los problemas: hallar
Ui,N € Vy tal que
273 (VUi,N> VV) + ((1 + E<$))U17N, V) = dsUZ(O)(f, V), YV € VN. (521)
Para cada U, y, definimos en la Seccién un post-procesamiento Uy con mejores
propiedades de aproximacion. Luego, de manera similar a ((5.11]), definimos

Uni(@,y) = Y Uln(@)uiy), (5.22)

i=1
y finalmente, la aproximacion de u esta dada por

M

up () = tr Ung v (z,9)) = > Ufp(2)v:(0). (5.23)

=1

Observaciéon 5.3 Con las definiciones introducidas en esta subseccion, podemos

probar (5.14)).

Usando un argumento estandar de cambio de escala y = |I1|y para mapear el intervalo

[0,1] en I1, y la equivalencia de normas para funciones lineales en Iy, obtenemos

Vil L2y, 1y ~ [T~ Hlvill 2o, )

para las funciones propias v; (definidas en la Subseccion .
Usando otro argumento de escalado y la equivalencia (5.18) en el intervalo I; para

1> 2, tenemos

[vill 2,1y ~ (log M) 2 L ~H[vill L2gye -

Por lo tanto, al elevar al cuadrado y sumar las desigualdades previas, obtenemos
—ao ’ 2
Hi = ”UiH%?(ya,(O,y)) > C (log M) (min [1;]) ”Uz,'H%Q(y“,Ii)'
Teniendo en cuenta que ||vj|| 2o,y = 1 y que min |I;| = |I1|, resulta

pi = Vil Z2(ye 0,9y = C (log M)~ | 1|,
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lo que prueba (5.14)).

Observacion 5.4 El factor v;(0), que aparece en el lado derecho del problema (5.12)) y en
su discretizacion (5.21), puede ser acotado siguiendo [6, Lema 17]. Teniendo en cuenta

que v(Y) = 0 y que [[vi]|L2(yo 0,y)) = 1, se tiene

y Yy N N
/ v (y) dy‘ = / Y2 yzoi(y) dy’
0 0

< (/Oyy—ady)% (/Oyyﬂvxy)ﬁdyf _ (/Oyy—ady)%.

El dltimo término es finito ya que o < 1, y se puede calcular explicitamente como

Yy yl—a
/ y “dy = 1 .
0 — o

Por lo tanto, como Y = clog M, se deduce que

|0:(0)] =

11—«

Yz

- < COlog M) 3",
0o (log M)

[0i(0)] <

donde la constante C depende de s y es independiente de M.

5.1.5. Algunas consideraciones preliminares para el analisis del

error

La estimacién del error comienza con la desigualdad de traza (ver [0, Subseccién 2.2])

| — upns v |las @) < CorllU = Unin e

y luego, aplicando la desigualdad triangular, se obtiene

lu = v [|ms @) < Cor (U = Unille + 1t — Uninlle) - (5.24)

En la Seccién (.2 obtendremos la estimacién
m 1
U —Unlle < C (log M) MHfHo,

donde el exponente m sera definido posteriormente.
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Por otro lado, dado que

M
Un(z,y) —Unn(T,y) = Z (Ui(z) = Upn () vily),
i=1
se sigue de [6, ec. (6.5)] que
M
[t = Ul = 31U = Ui [ (5.25)
i=1
donde, siguiendo la notacién de los capitulos anteriores, la norma || - || .o es la norma de

la energia asociada al problema ((5.21)):

2 _ 1
Wl = 0l = milVollg + 11 + &) 2 v]lg.

Observamos que, para obtener un orden lineal de convergencia en nuestra discretizacion, es
necesario contar con estimaciones superlineales para las aproximaciones de los problemas
de reaccién—difusién (singularmente perturbados) que definen a U;. En el Capitulo
vimos que esto puede lograrse si el parametro 7, que define las mallas graduadas, satisface
la condicion ([5.19)).

5.2. Analisis del error en el dominio extendido

En esta seccion, estimamos el error de semidiscretizacion ||[U — Uysl|c. Para ello,
introducimos un operador de interpolacién adecuado para funciones en C?([0, V], L*(Q2)).

Sea X un espacio de Sobolev. Siguiendo [6], consideramos un operador de interpolacién
lineal a trozos, denotado por W; o definido sobre una malla GM en [0, )], para funciones
v € C*([0,)],X). Este operador se construye del siguiente modo: en el primer intervalo
I, 7@{),}@ interpola v en los puntos y;/2 e yi; en los intervalos [; con 1 < i < M, la
interpolacién se realiza en los nodos y;_1 e y;; finalmente, en I, se interpola en yy;_1 y se
impone que la interpolacién se anule en el extremo derecho, es decir, (W; {y}v> (ynr) = 0.

Ademas, definimos la funcién peso

w@,’y (y) = yeevya

y utilizaremos de manera indistinta las notaciones y® y wa.o(y).
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Dada una funcién v € L?(I, X), donde X es un espacio de Hilbert e I C R es un

intervalo, definimos la norma con peso

o0t = 0 B )

Cuando no haya ambigiiedad, omitiremos la notacién del espacio X y escribiremos

simplemente
HUHB(LUM,I) = ||UHL2(WM,I;X)‘

Si V(z,y) es una funcién definida para = € Q e y € I, tal que para cada y € I se

cumple V(-,y) € X, definimos la norma con peso en el producto 2 x I como

1

2

Wllizen . coxny = ( [ Vel dy>

Necesitamos estimaciones del error de interpolacion asociadas al operador 7T; o) En

particular, consideramos las estimaciones locales clasicas

1
o =m0l iy < O Nz (5.26)

1
H(U - 7Ty7{y}v)/HL2(wo,o,I¢) < C|Ii| HU”“LQ(WOﬁJﬁ ’

validas en cada subintervalo I;, para funciones v € HYI,X) y v € H*I,X),
respectivamente.

En el intervalo I, utilizamos estimaciones de error con peso, dadas por

1 B
HU - ﬂ-y’{y}vHLz(wa’O,h) S C’|Il| ||/U/||L2(wa+2_2ﬁ707]1) )

1 | e (5.27)
||(v — Ty} HLZ(wa,o,h) < CIh[" v ||L2(wa+2—2ﬁ,0711) ’

las cuales se encuentran demostradas en [0, ecs. (A.6) y (A.4)].

Segiin [6, ec. (6.10)], la funcién U pertenece a los espacios C?([0,Y], L*(2)) N
C?([0, Y], H}(Q)), lo que justifica considerar su interpolacién 7r;{y}l/{.

En la demostracion del préximo resultado, utilizaremos las siguientes estimaciones para
U, extraidas de [6, Teorema 1]. Sea vy > 0 tal que v < 2v/)1, donde \; es el primer autovalor
del problema . Entonces, se verifica que
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10U 22(wos5.0.0) < CllFll1-+7(@)
||3§UHL2(%+272M,C) < Ol fll-s+2(0), (5.28)
10y Vol | L2(wns2-200.0) < Cllflle-s+v (0

donde 0<v<s=(1-a)/2y0<v<l+s.

Proposicién 5.1 Supongamos que f € L*(Q). Consideramos la aprozimacion Uy,
definida en (5.10)), con soporte en el cilindro truncado Cy. Esta aproximacién se construye
utz’lizando la malla GM del intervalo [0,Y], definida en , donde Y = clog M con

c > 2. Entonces, se verifica la siguiente estimacion de error:

3+ao‘ 1

A (5.29)

U — Unille < C(log M) =
donde C' es una constante que depende unicamente del parametro s.

Demostracion

A partir de la ortogonalidad de Galerkin, se obtiene

U — Unlle < || - ;,{y}uuc. (5.30)

Por la desigualdad de Poincaré [6, inec. (2.7)] para funciones en H' (y*,Q), la

seminorma ||V (-)||2(yec) €s equivalente a la norma || - [|¢c. Por lo tanto,
et = trille S ||V U = 7, y) HLQ(ya,C) ‘
Como 7@7 {y}Z/l se anula fuera de Cy, se deduce que
HV ( Ty, {y}u) HLz a C) HV ( 7T;,{JJ}L{) HLz(yagy) + ||VZ/{HL2(y°‘,C\Cy) - (5.31)

De acuerdo con [0, ec. (5.8)], el segundo término en el lado derecho de (5.31) es

exponencialmente pequeno en ), especificamente,

VUl 2y creyy S €2 F 1l 0)-

Ademas, como

Y =clog M,
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con ¢ > 2/, entonces

1
HVUHLQ(ya,C\cy) S MHf”H—S(Q)- (5.32)

Pasamos ahora a estimar el primer término del lado derecho de ([5.31)). Se tiene

IV = 7y o)l 22 03)
< Hvzu - W;’{y}vmuHL2(ya7cy) + H&y(u - W;’{y}u)ulﬁ(ya’cy) (533)

= A+ B,

donde usamos que V, (w;{y}u) = 7T;{y} (V.U).

Empezamos por estimar el término A. En I, al aplicar la primera desigualdad de

(5.27)) con v = V, U, obtenemos
||qu - 7T-;,{y}vzb{||L2(y°‘711) < C|Il|B||ayvxu||L2(wa+2—2ﬂ,oJl)

para § > 0. Tomando § =1 — ¢ y observando que

1\ 17
il =eloga) (37)

se deduce

1
Hvxu - ﬂ-;{y}vfl?uHLQ(y“,h) < C(log M)l MHayvquLQ(wa+za,o,h)' (534)

Para los intervalos [;,i = 2,..., M — 1, por (5.26]) y las propiedades de la malla, se
tiene

IVl — 7y 5y Veldllo,r, < CILN10, VU 0,1,

y, teniendo en cuenta (5.17)) y (5.18)), se obtiene
Lea 1
Hvxu - 7T;,{;)J}VUUZ/{HLZ(Z,/",L‘) <C (10g M) T M”ayvmuHL2(Wa+20,0Ji)'

Para Iy, si W; denota el interpolante definido de manera andloga a W; (y} Pero sin
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imponer que se anule en y,; (esto es, ’/T;(U)(QM) =v(yp)), se tiene

[Vald — 7y (3 VU ||

Lg(ya»IM)

1 (5.35)
< |Vt - miv.dl]

+ || (my = 7y 1) Vald |

a Inr) LQ(yale) '

El primer término se estima como antes, y para el segundo se usa la linealidad en y,

obteniendo

[Vold = 7, 13y Vol |

L2(ye,Inr)
oo 1 2 1
< C(log M) 2 10V all |2 @aszo0,mn) + (108 M)2 [Ing[2[[ VU, D) o
(5.36)
Aplicando [6], ec. (A.10) y Lema 16], se concluye
VU)o Y2210,V 1200, s a,0009)-
Dado que |Iy] < C(log M)+;Y7, se obtiene
(log M)* [T |2 [Vl (-, 9)lo
1ta 1 2 _a_ o _
< Clog ) () VIR PIOT Ul i (530

Tomando nuevamente 5 =1 — o, y dado que

oca 1+« logel
ixql—o0, 1+ — =1+ —
max{ o, 1+ 5 o } + 5

combinando ([5.34))-(5.37) se concluye que
ca | 1
A< C<log M>1+ 2 [M||ayvruHL2(wa+2a,o,Cy)
1
1 \2 | _aso —Vv/2
+ M y 2 € Hayva|‘L2(wa+2m%c\Cy) . (538)

Finalmente, estimamos el término B de (5.33). Usando la segunda desigualdad en
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(5.27)), se tiene

10,(U — 7 )| 2ecyy < TLIPIOZUI L2

Wat2-28,0,11)

(5.39)
< C(log M)liaﬁ |a§u||L2(wa+20,07[1)’

sif=1—oc.Paral;,i=2,...,M—1, usando nuevamente las estimaciones estandar

del error (5.26]) y las propiedades ((5.17)—(5.18) de G, se deduce que
oa 1
10, U — 73 3y U) | 2y, 1) < C (log M) IO 20,10 (5.40)
Para el intervalo I;, de manera andloga al caso del término A, escribimos

10, U = 7y U [[22y0,100)

< 10y = 7 W) |20y + 10y [(7y = 7 0) U] oo 1

El primer término se estima como antes, obteniendo
e 1
||ay(u - W;u)“l/2(ya,1M) <C (log M) T M‘|a§u”L2(Wa+20,O,IA/I)‘
Para el segundo, dado que 7, — 7, 5, es lineal en y, se puede escribir
1 1 a _1
18, [(7 = 72 3) Ul ) < € Q08 0) [Larl 2 [UC, Do
Y por [0, ec. (A.10) y Lema 16], se concluye

It P)llo < Y2122 |0,U | 12

wa+2726,’yac\cy).
Entonces, usando la cota para |I);| como antes, obtenemos

(log M) [Ing |2 |UU (-, V)]lo

1

1ta % _a_ _
< C(log M) = (M) Y72 e 200U | 2w ss ascrcyy- (5:41)

Tomando nuevamente § = 1 — o, y combinando las estimaciones (5.39)—(5.41)), se
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concluye que

oo 1
1 g
B<C (log M) 3 Muajunm(wawa,oﬁy)

a1 2 e
+C(10gM)2 (M> y 2 € yAY/Q||ayu||L2(Wa+2a,'wc\cy)’

Finalmente, sustituyendo (5.38)) y (5.42)) en (5.33)), obtenemos

V(U — W;,{y}U)HL%y“,Cy)

‘ 851/{ || L?(wa+205,0,Cy)

oo | 1 1
< C(log M)+ [MHGsz/U 122 (@arzo0iy) T M’

1

1
2 ato _
- (M) yore yW/Q||8ny/Z/[||L2(wa+20mc\cy)

1
1\ 2. o, _
+ <M> Y 27% y7/2H5’yU||wa+20mc\cy

Dado que tomamos un parametro o que satisface ([5.15)), es decir,

a+1
2

<o <1,

entonces, a partir del resultado (5.28)), se deduce que

||a§u||L2(wa+20,chy) 5 ||f||H*S+1*" < ||f||07
”ayvquLQ(wama,mC\Cy) 5 ”fHH*S“*" < ||f||0=
10y Vald || 12 (wos200.03) S I l=s1-0 <[ flo-

(5.42)

(5.43)

Ademsds, dado que existe una constante 7y > 0 tal que se cumple la desigualdad

y?* < CeY para todo y > 1, también se obtiene que

o0

10U 210 rC) = /y [0,U|5y* e dy

< /y 10,1412 50 dy < 17112 < 111,

si v se elige de forma tal que 0 < v + vy < 2v/A;. A partir de (5.43)), se sigue
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entonces que

IVU = 7y 5y U) || L2y )

w1 1\? . ok 1\ 2. .
SC(logM)HQ{MJr (57) y e (57) y‘?“’e‘y”/z}llfllo-

Ahora, al considerar ) = clog M con ¢ > %, se obtiene

3+aoc ]_

V(U — W;v{y}Z/{)HLQ(ya,cy) < C(log M)TMHfHO (5.44)

Finalmente, al combinar la desigualdad (5.31)) con (5.32) y (5.44)), se concluye el

resultado esperado.

O

Observacion 5.5 Bajo las hipotesis de reqularidad vy la condicion de compatibilidad
asumidas sobre f, las estimaciones , , Yy del Capitulo |4 también
se verifican en el caso no singularmente perturbado, es decir, cuando € toma valores
moderados. En consecuencia, el resultado de superconvergencia establecido en el Teorema
se mantiene valido en dicho caso. Utilizaremos este hecho en la proxima seccion para

derivar nuestro resultado principal.

5.3. Estimacion del error en ()

Recordemos las funciones U; € H}(S), asociadas a los valores propios p;, que son
soluciones de los problemas variacionales , y sus aproximaciones U; y € Vi mediante
funciones bilineales a trozos, introducidas en , donde el espacio Vi esta definido en
. Denotamos por Uy la solucion post—procesada de U; v, introducida en el Capitulo
. De acuerdo con el Teorema , tomando ¢ = \/ji; y h = 1/N, se cumple que

* 1 1 S
||Ui - Uz‘,NH\/m < Cm |log 11;|2 (log M)”, (5.45)
donde la constante C' depende de f y de s, pero es independiente de N, M y u;. En esta

estimacién se ha utilizado la cota |v;(0)] < (log M)* obtenida en la Observacion [5.4]
A continuacién, elegimos N = M?i. Sustituyendo (5.29) (incorporando ||f|lo en la
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constante C'), y (5.25)) en (5.24)), y empleando (5.45)) para i = 1,2,..., M, obtenemos

I

M
3+oa _ s _
lu—un |l S (log M) 2 M~'+ (§ | log 11;|(log M)** N 4)

=1

3+
2

oo 2
<CM™! [(log M) = + (log M) (lrgnégl |10gm|) (5.46)

=
| I

IN

oM~ [(mg M)“F* 4 (log M)%+S]

< CM" (log My (55 5+)

— )

donde hemos utilizado que, en virtud de las cotas superior e inferior para los valores propios

w; dadas en (5.13)) y (5.14)), se cumple

. | < '
mix [log pu| < Clog M
De este modo, queda demostrado el teorema principal de este capitulo, que enunciamos a

continuacion.

Teorema 5.1 Sea f wuna funcion de clase C*(Q) que satisface la condicion de
compatibilidad ([.3), con Q = (0,1)2. Sea s € (0,1) y u la solucién del problema ().
Dado M € N, fijamos N = Mi. Consideramos la aproximacion uy,n definida en ,
construida sobre la malla G introducida en la Seccidn donde el pardmetro o
satisface , y la malla graduada Ty, definida con el parametro n que verifica (5.19)).

Entonces, existe una constante C, que depende unicamente de s y de f, tal que
lu = unr N llgs oy < C (log M) M, (5.47)

con t = méx (32, 1 + 5).

Podemos reescribir este resultado en funcién del nimero total de grados de libertad,
denotado por Ny,¢. Observemos que nuestra discretizacién requiere resolver M problemas
de reaccién-difusién, cada uno de ellos con O(N?) grados de libertad. Por lo tanto, se

tiene que Nyop ~ M 3. De este modo, la estimacién (5.47)) puede expresarse como
_2
lu = unr v lls@) < C (108 Naog)' Ny}

Este orden de convergencia es suboptimo, ya que, para un problema regular en dimensién
1

dos, se esperaria un error de orden N d_ofc No obstante, es ligeramente superior al resultado
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obtenido en [6, Teorema 3|, donde ademds se asume una condicién de compatibilidad en

la frontera maés restrictiva sobre f.

5.4. Ejemplos numéricos

En esta seccion presentamos ejemplos numéricos que validan los resultados tedricos del
Teorema respecto de la aproximacién del problema (1f).

Con este objetivo, aproximamos la solucién del problema

(—A)u=f, en (,

(5.48)
u =0, en 052,

en dos ejemplos. Los cédlculos fueron implementados utilizando GNU Octave [21]. Los
problemas de autovalores de la Subseccién se resolvieron empleando el comando
eig, mientras que los problemas lineales (5.21)) se resolvieron utilizando el operador

backslash “\”de Octave. Teniendo en cuenta la simetria de los problemas, los errores se

1 1

. 2
calcularon sobre el subdominio (O, 3 , 5) en los casos

) en el caso unidimensional y sobre (O

bidimensionales.

Siguiendo [6], para medir el error en la norma || - ||ms(q), lo estimamos mediante

/ |f(u—upn)| do
Q

ya que

|u — upr |

20 S IV U = Ung )y cy = / Flu — upr) d.

Ejemplo 5.1 Consideramos el problema (5.48)) con Q = (0,1)? y

flay) =@+y)(r+y—2)((x—y)*—1).

Para los exponentes s = 0,25 y s = 0,75, aprorimamos el problema segun lo indicado en

la Subseccion |5.1.4], utilizando los siguientes pardmetros

_1-0,9s . . 11
" 0= 101 lo que implica que — = ¢ + 0,1,
w Y =2logM,

= 1) toma valores en {0,8;0,85;0,9},
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0.14
0.12
0.1
0.08
0.06
0.04
0.02 _|

Figura 5.1: Soluciones numéricas para el Ejemplo con s = 0,25 (izquierda) y s = 0,75
(derecha).

N s =025 s=0,75
lmin Hmin lmin Hmin

2% 11 6.4124e-05 | 9.0244e-10 || 0.10423 0.001577
2° || 4.6742e-06 | 4.795e-12 || 0.048244 | 0.00033782
26 || 3.2709e-07 | 2.3481e-14 || 0.021436 | 6.6696e-05
27 || 2.2253e-08 | 1.0868e-16 || 0.0092602 | 1.2446e-05
2% || 1.4831e-09 | 4.8272¢-19 || 0.0039186 | 2.2288e-06
29 11 9.7295e-11 | 2.0776e-21 || 0.0016323 | 3.8675e-07

Tabla 5.1: Valores de lin v min para los datos del Ejemplo

» M se elige como M =2¢, coni=4,5,...,9.

Dado que no se conocen las soluciones exactas, los errores numéricos se estimaron
comparando con una solucion obtenida para el mayor valor de M = 1024.

En la Figura se muestran representaciones grdficas de las soluciones obtenidas

para M = 256. En la Figum se representa el error estimado en la norma || - ||lms() en
funcion de M, en escala logaritmica. Se observa un orden de convergencia cercano a 1, lo
que confirma los resultados del Teorema |5. 1.

Ademds, con el objetivo de verificar que algunos de los problemas se convierten
en problemas singularmente perturbados, reportamos en la Tabla los valores de L

(definido en la Subseccion Y Pomin = min{p; ci=1,..., M}.

Ejemplo 5.2 En este ejemplo, consideramos una funcion f en el término del lado derecho

que no satisface la condicion de compatibilidad (4.3)). Analizamos dos casos:
» Caso unidimensional: Q = (0,1), f(z) =1,
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s=0.25 s=0.75

log H® estimated error
log H?® estimated error

’ 2 3 4 5 6 7 i 2 3 4 5 6 7
log M log M

Figura 5.2: Errores numéricos para el Ejemplo

» Caso bidimensional: Q = (0,1)%, f(z,y) = 1.

Las Figuras[5.3 y[5.4 muestran las soluciones numéricas obtenidas para M = 256.

0.7 T T T T 0.25

06 o T 1 o
- 02+ )

05
04 -

03[ /
0.1+

02/

005 /

Figura 5.3: Soluciones numéricas para el Ejemplo [5.2 caso unidimensional, con s = 0,25
(izquierda) y s = 0,75 (derecha).

En las F@'gums y se representa el error estimado en la norma ||-||ms o) en funcion
de M, en escala logaritmica. Observamos que, aunque este ejemplo mo estd cubierto por
la teoria desarrollada, los resultados numéricos son consistentes con el Teorema |5. 1,

En la Figura[5.7 también se muestran los errores obtenidos al utilizar mallas uniformes
para la discretizacion del problema de reaccion—difusion singularmente perturbado en el
caso bidimensional, con la misma cantidad de elementos que en el caso correspondiente
con mallas graduadas. En este sentido, se observa que el orden de convergencia se ve

1

reducido, acercandose a .
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02
0.15
0.1

0.05

Figura 5.4: Soluciones numéricas para el Ejemplo [5.2, caso bidimensional, con s = 0,25
(izquierda) y s = 0,75 (derecha).

s$=0.25 s=0.75

log H® estimated error
| / I‘l
*TT
I OO«
©
< a
log H® estimated error
5 & IS
I 14
ATT
T o9
©
a

s$=0.25 s=0.75

log H® estimated error
IS

log H® estimated error
IS

logM logM

Figura 5.6: Errores numéricos para el Ejemplo [5.2] caso bidimensional.
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s=0.25

log H® estimated error

2 3 4

logM

5

log H® estimated error

s=0.75

==unif. mesh
—c (1/M)1/2
=< 1/M

3 4 5 6

logM

Figura 5.7: Errores numéricos para el Ejemplo [5.2] caso bidimensional, utilizando

particiones uniformes en €.
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Conclusiones

En este capitulo, compartimos algunas conclusiones de esta tesis y proponemos posibles
lineas de investigacion futura, con el objetivo de ampliar y profundizar el alcance de los
métodos desarrollados.

A lo largo del trabajo, realizamos un analisis detallado del método de elementos
finitos aplicado a problemas de reaccion—difusién singularmente perturbados, con foco
en la obtencion de estimaciones de error en normas balanceadas mediante el uso de
mallas graduadas. Abordamos una variedad de contextos que incluyen problemas en dos
dimensiones, sistemas acoplados de ecuaciones y aplicaciones a problemas fraccionarios.

Comenzamos estudiando una ecuacién de reaccion—difusién singularmente perturbada
con condiciones de contorno Dirichlet homogéneas en dos dimensiones, utilizando una
formulacién variacional con peso recientemente introducida en [43]. Esta formulacion
conduce de forma natural a una norma balanceada, adecuada para capturar el
comportamiento de las capas limite en el analisis de métodos numéricos.

Sobre esta base, desarrollamos una aproximacién mediante elementos finitos bilineales
a trozos sobre mallas graduadas especialmente disenadas. Demostramos estimaciones de
error casi Optimas y robustas con respecto al parametro de perturbacién singular, en
la norma balanceada. Ademds, establecimos un resultado de supercloseness en dicha
norma: bajo ciertas hipdtesis, la diferencia entre la solucién numérica y la interpolacién
de Lagrange de la solucion exacta es de orden superior al propio error. Para obtener este
resultado, fue esencial analizar las propiedades de la funcién peso involucrada y deducir
estimaciones sobre las derivadas de la solucién exacta.

Un comportamiento curioso, ain no comprendido tedricamente, surgié a partir del

Ejemplo [2.2] Recordemos que alli consideramos el problema
—’Au+u=f enQ, u=0 en 0, (5.49)

con © = (0,1)%, donde f fue elegida de manera que la solucién exacta presenta capas
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h M llu — upllo |eoc llv — unlfl 5 | eoc |Q1u — unl||5 | eoc

0.2 125 1/0.046034 |- 0.079234 |- 0.076137 -
0.1 265 1/0.019384 | 1.1511}[0.033988 |1.1264 |/ 0.032117 1.1487
0.05 |537 | 0.0069052 |1.4614 | 0.012799 |1.38280.011448 1.4606

0.025 [ 10731 0.0024378 |1.5041 || 0.0049848 |1.3623 || 0.0040421 1.5039
0.0125 | 2135 || 0.00086285 | 1.5096 [| 0.0020536 | 1.2889 || 0.0014305 1.5098

Tabla 5.2: Registro de errores para el Ejemplo con mallas graduadas hacia x = 0 e
y =0 con e = 1075,

h | M lu—=unllo|eoc ||[llu—unlllg|eoc || [[|Qru— unlls | eoc
0.2 [169 [[4.5459¢-2 |- 7.8290e2 |- 7.5187e-2 -

0.1 |358 [[1.9286e-2 [1.1423]/3.3825¢-2 | 1.1180 || 3.1953¢-2 1.1400
0.05] 725 ||6.8893e-3 [ 1.4588 || 1.2771e-2 | 1.3804 || 1.1423e-2 1.4578
0.03] 1208 || 3.1980e-3 | 1.5032 || 6.3424e-3 | 1.3708 | 5.3026e-3 1.5031

Tabla 5.3: Registro de errores para el Ejemplo con mallas graduadas hacia z = 0 e
y =0 con e = 1078,

limite solamente sobre los lados © = 0 e y = 0. Al utilizar mallas graduadas hacia toda la
frontera, obtuvimos los érdenes de convergencia esperados. Sin embargo, cuando se gradua
unicamente en las regiones donde efectivamente aparecen capas limite, si bien se preserva
el orden de convergencia en la norma balanceada ||-[| 5, los érdenes correspondientes a la
norma L? y al supercloseness resultan subéptimos (ver Tablas y. El anélisis tedrico
de este fendmeno representa una interesante direcciéon para investigaciones futuras.

Posteriormente, estudiamos la convergencia en una norma balanceada de la
aproximacion por elementos finitos lineales sobre mallas graduadas para sistemas de dos
ecuaciones diferenciales ordinarias del tipo reaccion—difusion, singularmente perturbados.
Consideramos primero el caso de coeficientes variables con el mismo pardametro de
perturbacion en ambas ecuaciones, y luego el caso con coeficientes constantes y pardmetros
de perturbacion distintos.

En ambos escenarios, demostramos estimaciones del error casi éptimas en términos del
nimero de grados de libertad, siempre que se utilicen mallas graduadas adecuadas. Estas
estimaciones son ademés robustas respecto de los parametros de perturbacion singular.
Notablemente, en nuestra propuesta las mallas dependen unicamente del menor de los
parametros involucrados en el sistema. También mostramos que las técnicas desarrolladas
pueden extenderse naturalmente a sistemas con mas de dos ecuaciones.

Como linea de trabajo futura, presentamos un ejemplo con coeficientes variables y

parametros de perturbacion distintos, que no se ajusta al marco tedrico desarrollado, ya
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e=10"%pu=10"? e=10"" u=10"°

N | I-ll-error | rp | r~ || Np | ||ll-error | ry | ry
0.32 || 144 | 2.7992e-02 - - 216 | 2.7737e-02 - -

0.16 || 330 | 1.5173e-02 | 0.88 | 0.74 || 498 | 1.5037e-02 | 0.88 | 0.73
0.08 || 684 | 7.9543e-03 | 0.93 | 0.89 || 1036 | 7.8838e-03 | 0.93 | 0.88
0.04 || 1376 | 4.0839¢-03 | 0.96 | 0.95 || 2082 | 4.0480e-03 | 0.96 | 0.96
0.02 || 2742 | 2.0756e-03 | 0.98 | 0.98 || 4148 | 2.0575e-03 | 0.98 | 0.98
0.01 || 5456 | 1.0567e-03 | 0.97 | 0.98 || 8252 | 1.0475e-03 | 0.97 | 0.98

Tabla 5.4: Errores numéricos para el Ejemplo dado por (5.50)).

que las proyecciones definidas en ([3.29)) no son aplicables. Para este ejemplo, consideramos
un sistema con la misma matriz que el Ejemplo pero con diferentes parametros € y

W, esto es,
(Ill(ﬁ) = 5([[’ + 1)2, a12($) = _(1 + CL’)3,

5.50
as () = —2cos <%x> , ag () = 5e' 77, (5:50)

fi(z) = fo(x) =1, en [0, 1].

Observamos que los érdenes de convergencia para los dos casos considerados en la Tabla
5.4] coinciden con los esperados segin los Teoremas y 34} 1o cual sugiere la posibilidad
de extender los resultados tedricos a este tipo de sistemas.

En relaciéon con otras posibles extensiones de este trabajo a aproximaciones de orden
superior, observamos que, aunque es posible definir mallas graduadas apropiadas que
permiten estimaciones robustas de orden k para k > 2, las técnicas empleadas para probar
estabilidad en el caso de elementos de orden 1 no se trasladan directamente al caso de
mayor orden y requieren un analisis més elaborado. Ademas, un estudio preliminar indica
que las mallas necesarias en estos casos presentan elementos extremadamente pequenos
cerca del borde, lo cual plantea desafios relativos a aritmética de punto flotante.

Ademas, demostramos un resultado de superconvergencia para la soluciéon numérica
obtenida mediante elementos finitos ()7 sobre mallas graduadas, en el contexto de
un problema modelo de reaccién—difusiéon en dos dimensiones. Este resultado se basa
en una propiedad de supercloseness y se potencia a través de un procedimiento de
post—procesamiento, lo cual permite obtener aproximaciones de orden superior, de manera
casi uniforme respecto del parametro de perturbacion singular.

Finalmente, abordamos la aproximacion por elementos finitos del problema de Dirichlet

para potencias fraccionarias de un operador eliptico simétrico de segundo orden, en
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un dominio acotado. Para ello, adoptamos la caracterizacion espectral del operador
fraccionario y su localizacion mediante una extension tipo Caffarelli-Silvestre, lo que nos
permitié reformular el problema original en una familia de ecuaciones de reaccion—difusién
en el dominio base.

A partir de la técnica de diagonalizacién introducida en [6], propusimos una estrategia
para construir una tnica malla graduada en Q = (0,1)2, capaz de aproximar de forma
eficiente cada uno de estos problemas desacoplados. Utilizamos elementos finitos bilineales
a trozos y las técnicas de posprocesamiento desarrolladas previamente que garantizan
superconvergencia, lo cual nos permitié obtener una estimacion de error casi lineal en la
norma de energia en funcién del nimero total de grados de libertad. Este enfoque ofrece
una mejora en la complejidad computacional respecto del método tridimensional estandar.

Como posible linea futura de investigacion, se podrian extender estas ideas a operadores
fraccionarios mas generales o a dominios con geometria mas compleja, explorando la
robustez de las mallas graduadas y del posprocesamiento en tales contextos. Por otra parte,
cabe destacar que los M sistemas lineales asociados a la aproximacién de los problemas

de reaccién—difusion ([5.21)) presentan una estructura simple, y son de la forma
,uiAl—i—Ao:dsvi(O)b, 1= 1,...,M,

donde las matrices Ay, A; y el vector b dependen unicamente de la malla graduada
Tn. Esta estructura permite construir los M sistemas lineales de manera simultanea
una vez conocidos los pares de autovalores y autofunciones (p;,v;), lo cual habilita la
implementacion de algoritmos de paralelizacién adecuados para mejorar el rendimiento
computacional.

En resumen, los resultados obtenidos en esta tesis muestran que el uso de mallas
graduadas constituye una herramienta poderosa en contextos donde la presencia de capas
limite u operadores no locales presenta desafios significativos para los métodos de elementos
finitos clasicos. Las técnicas desarrolladas pueden ser extendidas y adaptadas a nuevos
contextos, y abren numerosas posibilidades para investigaciones futuras, tanto desde el

punto de vista tedrico como computacional.
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