i
-
-

'I il LT

<1

| IHL A
| |
inesiiah N lnll Jm Wirergidal Nationdl te

Galculo
dﬂerenci‘
¢ Integr

ﬁil’ﬂiﬂ& 19

Juan C 18

uan Carlos Bu

Betina Cattaneo §i 57y
; ;

y ] d x Vh n'
Matematica o, te Matenlica

Masterizacion: RECURSOS PEDAGOGICDOS




CALCULD INTEGRAL
Matematica

INTEGRAL INDEFINIDA.

FUNCION PRIMITIVA DE UNA FUNCION.

Definicion:

Se llama funcién primitiva o antiderivada de una funcion f (x) a otra funcién P (x), tal que
para todo x perteneciente al dominio de f (x) se cumpla: P"(x) = f(x).
Es decir:

P (x) es una primitiva de f (x) & P’ (X) =f(x) v xeDom (f)

Asi:

M Pi(x)= senx es una primitiva de fi(x) =cosx, pues (senx) =cosx.

M P2(x)= arcsenx es una primitiva de f2(x) = pues (arcsen x) = LI
1-x 1-x2
X3 L 2 X3 2
M P3(x) = 5 es una primitiva de f3(x) = x“ pues il X<,
PROBLEMAS DE APLICACION
1) Determina una primitiva de cada una de las siguientes funciones y verifica tu
respuesta por derivacion:
a) f(x)=¢"
b) fx)=4
c) f(x)= 1
2-4/x
d) f(x) =sen x + x?
e) h(x) = x® — X + VX
f) h(x) = (x° - 5)?
4 3
9) t(x)zw
X
2 2 2 _
h) g(x) = X (Sugerencia: Escribir g(x) = ;( como g(x) = X ;Ll 1)
x2 +1 X< +1 x“+1
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2) Indica si cada una de las siguientes afirmaciones es V (verdadera) o F (falsa).

Justifica tus respuestas.
3

a) Una primitiva de f(x)=+/x +e*, es P (x) = %xz +e* +7.

x2+1

X2

b) Las funciones F(x)=

1 — .

y G(x)= — +log3 son primitivas de una misma
X

funcion.

¢)  Las funciones F(x)=e"-(I-e7)+In (X_3j y G(X)=ex+ln(zx_6j son
X X

primitivas de una misma funcién.

Observando las respuestas del problema anterior, notamos que existen dos primitivas
distintas para la misma funcion. ¢ Siempre existiran dos? ¢O habra méas de dos
posibilidades? Si hay mas, ¢existira alguna relacion entre ellas?

El siguiente teorema nos resuelve estos interrogantes.

TEOREMA.
Dos funciones P(x) y H(x) son primitivas de una
misma funcion f(x), en el intervalo (a; b), siy sélo si
dichas funciones difieren en una constante real.

En simbolos:

P(X) y H(x) son primitivas de f (x) en (a; b) < P(X) - H(X) =C; Vxe (a ; b) A CeR

Observacion:

En el teorema hay un si y sélo si, por lo tanto tendremos que demostrar la ida y
la vuelta del mismo.
@

P(x) es primitiva de f(x) en (a; b) < P(x)=1(x) gP’(x)—l—r(x)—Og
©) -

H(x) es primitiva de f(x) en (a;b) < H(x)=f(x)

(3) (4)
& (P(x) —H((x)J=0<=P(x) —H(x) = C conC e R

(1) Por definicion de primitiva de una funcién.

(2) Restando miembro a miembro.

(3) La derivada de la resta es la resta de las derivadas.
(4) La derivada de una funcion constante es cero.
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Nota: El teorema anterior nos permite afirmar que si f (x) tiene una primitiva P (x), en
realidad tiene infinitas primitivas, pero tales que dos cualesquiera de ellas, difieren en una
constante real C.-

Problema resuelto

Encuentra tres primitivas de la funcion f (xX) = cos x.

Resolucion:
Tres primitivas de la funcion f (x) = cos x podrian ser:

Pi(X)=senx+3 ; Pa(x)=senx-e? y P3(X)=senx-1

Ya que: (sen x+3) = (sen x—ez) = (sen x—1) =cosx

INTEGRAL INDEFINIDA DE UNA FUNCION.

Definicién:

Al conjunto de todas las primitivas P(x) + C de f(x), se lo llama “integral indefinida de f’ y
se lo simboliza jf(x) dx (esta expresion se lee «integral de efe de equis diferencial de

equis»).

Es decir:

[f)dx=P+C < [PK+C]'=f(x)

En dicha expresion, convenimos en llamar:

Simbolo Nombre
J. Simbolo integral.

f(x) Funcidn integrando.

C Constante de integracion.
Indica la variable en la cual se esta
integrando.

dx

Observacion:
Resolver una integral indefinida, consistira en calcular el conjunto de todas las primitivas
de f ().
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Problemas resueltos

Calcula las siguientes integrales indefinidas:
e [eX dx
Resolucion:
Puesto que una primitiva de f (x) = e* es P(x) = e*, entonces: [eX dx=e* +C.

. Ixzdx

Resolucion:
3 3

Una primitiva de f(x)=x* es P(x) =X§, entonces: szdx=%+c

t
° dx =
J 1+ x°
Resolucion:

o 1
Una primitiva de f(x) = 1 es P(x)=arctgx, y como t es una constante (pues
+

X2
t
1+ X2

la variable es x), entonces: J dx =t-arctgx+C.

Para pensar:

Justifica la siguiente afirmacion:

“La integral indefinida representa un conjunto de
funciones cuyas graficas constituyen una familia de
curvas paralelas entre si, a lo largo del eje y”

Problema resuelto.

Calcula la primitiva de f (x) = 2x cuya grafica pase por el punto A (0O; 1).

Resolucion:
2 -, 2
[2xdx=x“+C = 0°+C=1 < C=1 .. P(=x"+1

(1) pues A (0; 1) pertenece a la gréfica de una de las infinitas funciones de la forma
2
x“+C.
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INTEGRALES INMEDIATAS.

Se denomina “integrales inmediatas” a todos los resultados obtenidos en
forma directa, teniendo en cuenta la definicién de integral indefinida y
utilizando la derivacién de funciones elementales.

La siguiente tabla, llamada tabla de integrales inmediatas, muestra dichos resultados,

gue seran necesarios aprender si se pretende ser agil en el calculo de otras integrales

menos sencillas.

jdx=x+C jsenxdx:-cosx+C
Ix”dx:ix”” + C,Vn=z-1 J' 12 dx:jseczxdx:tgx+c
n+1 cos %X
1 1
[xtdx = [=dx=In|x]|+C [—=7=dx = [cosec’ xdx=-cotgx+C
X sen °x
sen
jcosxdx:senx+C [ X dx —sec x +C
COos X

cos X
j dx = - cosec x +C

sen 2X

Iex dx=e*+C

jax dx= 2 a* +Cva>0ya=1
Ina

f

dx =arc tgx+C
1+X

1
dx=arcsenx +C

1-x2

-1
dx =arccos x+C

[

1-x2
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Problemas resueltos.

1. Calcula las siguientes integrales:

3 jx4 dx
Resolucion:
4+1 5
jx4 k=2 _+c=2_+c
4+1 5
1
L jX_S dX
Resolucion:
541 -4
Ii dX:J.X_5 dX:X +C:X_+C:—i+c
x° -5+1 -4 ax?
. sz Vx3 dx
Resolucion:
7 9
J'xlex3 dx=.[x2x2 dx=.[x2 dx=x7 +C=%+C=— x? +C
i+1 _
2 2
3 ISX dx
Resolucion:
3X
ISX dx =—+C
In3
2. Demuestra que:
1
j— dx:ln|x|+C
X

Resolucion:

Para demostrar dicha igualdad basta con verificar que (|n|x|)' -1
X

Sugerencia: utilizar para derivar x| = Vx2 .

) = (b =L Lot

I POLITECNICO
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Matematica

Observacion: si en lugar de tener Injx|, tuviéramos In x, la férmula sélo da la primitiva

., . 1
vx >0. Al operar con In|x| , funcion par con derivada = en todos los reales excepto en 0,

X
se tiene mayor dominio de validez. _
y
11
5 4 -3 2 2 3 “ ¥
3. Demuestra que:
1 1, ]1+x
j ~dx ==In it G
1-x 2 |1-x
Resolucion:
ex]) 1
Para demostrar dicha igualdad basta con verificar que §|P| I 5 -
— X _ X

2
. . . 1 1
Sugerencia: utilizar para derivar |1+X| = (;X] .
—X

1 X)) |2, (1+sz 111 tex 1ex—(ex)Y)
2 1-x|) |2 \l1-x 2 Lo )2 Lox2  1-x (L x)? -
-T2 3| i
150 Al
11 Lax l-x—(@4xf-) _11-x 2 1
2 (1+xj2 1-x (1-x)? 2 1+x (1-x)*> 1-x?
1-x
Por lo tanto, podemos concluir que:J' dxz :_| 1+ x| +C
1-x |1 x|

POLITECNICD



PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA.

Nota: En las propiedades que se enuncian a continuacion (que aceptaremos sin
demostrar) el simbolo D significa derivada.

Propiedad 1

Si existe jf(x) dx = Djf(x) dx = f(x)

Ejemplo: Djtg 5x dx = tg 5X.

Propiedad 2

Si f es derivable = j Df (x) dx = f (x) +C

Ejemplo: jD(tg 5x)dx=tg 5x +C

Propiedad 3

Si existen

jf(x)dx y jg(x)dx:j(af(x) + Bg(x)) dx:ajf(x)dxiﬂjg(x) dx con a,BeR
h

Esta propiedad es tan importante que recibe el nombre de “Propiedad Lineal de la

Integral Indefinida”.

Ejemplo: I(S x> -6 sen x) dx :5Ix3dx -6 Isen x dx

Casos particulares para esta propiedad:

Si =0 resulta [af(x)dx=a f(x).
Sia=p=1 resultaj( f(x) £ g(x)) dx:jf(x)dxijg(x) dx .

B} POLITECNICO
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METODOS DE INTEGRACION.

INTEGRACION POR DESCOMPOSICION.

La integracion por descomposicion es un método (mas adelante estudiaremos otros) que
nos permite, por aplicacion de la Propiedad 3 de la integral indefinida anteriormente
estudiada, transformar una integral compleja en varias integrales mas sencillas.

Veamos como aplicamos este método en los siguientes:

Problemas resueltos.

Calcula las siguientes integrales:

. .[(Zsenx—4x2+5\/;)dx
Resolucion:
I(Zsenx-4x 245x) dx:ZIsenxdx -4Ix2 dx+5_[xj/2 dx =

=-2 cosx+2C, - g x* + (-4)C, + % x" +5C,=

3
= -2 COS X - ﬂx"’+gx2+2C1- 4C,+5C,
3 3 -—

Observacion:
De acuerdo a lo visto en el ejemplo anterior, las integrales seran concluidas con una Unica
constante C al final, sin considerar las operaciones algebraicas de constantes previas.

* ,[(3x']/2+ 2 —e2+4-2x+x1/3jdx:
1+ x2
Resolucion:
[ 3x Y24 ~e?+4.2¢ 4 x¥8 dx:6x1/2+2arctgx-e2x+i X 34453 ¢
14 X In2 4

o I(XZ—Z)Z dx =
Resolucién:
j(xz—z)z dx:j(x4—4x2+4)dx=jx4 dx—4J‘x2 dx+[4 dx=

:lx5 —ix3 +4x+C
5 3
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o J'\/; (l—x2)2 dx =

Resolucion:

j'\/; (1—x2)2 dx=jx% (1—2x2+x4)dx=j(x%—2x%+x%] dx =

3 7 1
:gx 2_&)(4_,_3)(%_’_(:
3 7 11

J-x4 —5x2 +2
3

Resolucion:
4 2

.[x -5x° +2

X3

dx =
dx:I(X—SX'1+2x'3) dx:lx2 —5In|x|—i+C
2 X2

PROBLEMAS DE APLICACION

3) Analiza la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones colocando V o F
segun corresponda. Justifica cada una de tus respuestas:

a) [x- x*dx = | xdx - _[x4dx
3 3d
b) fx—dx = Jx7ax
X | xdx
5
c) Si g(x) = x4, las primitivas de g(x) son G(x) = X?+ C

d) Si f(x) = (x?> -1)%, las primitivas de f(x) son F(x) = %(x2 ~D*+cC

e) Si h(x) =cosx, las primitivas de h(x) son H(x) = -senx+C
5
f) Si f(x) = x* +cosx -3, las primitivas de f(x) son F(x) = X?+ senx +C
5

9) Si g(x) = x*cosx , las primitivas de g(x) son G(x) = X?senx +C
h) [(sent-3t%)dt=—cost—t> +C
) j(E—i/;jdx:—ln|x|—§xg+C

X 4

2
i) j(4x2 —5) dx =%(4x2 —5)3 +C
k) Icos(xs )dx :sen(x3 )+C
2

) _[f(x) f (x)dx :@+ C

POLITECNICO
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4) Calcula las siguientes integrales indefinidas:
a) [(x® +4)dx

b) J.2x +x3

c) J'(4cosx+ex)dx

d) [(8% —x® +8)dx

e) J(Sx 3x+;)dx

) [(2x* -1%dx
9 [J&*-2%dx

h) sz(x3 +2x)dx

) J(x+%}2 dx

i I{y+#+l}-\/§ dy

2_
K) = X3de

5) Determina:
a) g(x) si g'(x)=8x3 +2x y g)=0.
b) f(x) si f'(x)=e* -2y f(0)=5.
c) h(x) si h"'(x) =24x2 +12x -8, h(0)=8 y h(1)=2.

6) Grafica todas las funciones f(x) tales que f'(x)=3x"y |f(2)|=

7) Una particula se mueve en linea recta con velocidad v(t) =3+t y su posicién inicial
es s(1) =5m. Determina su posicion en funcion del tiempo s(t).

POLITECNICD



8) Determina, en cada caso, f(x) sabiendo que:

a) f (X) es continua en su dominio; f(0) =1y la siguiente grafica es la de f'(x).
¥
iy )
1 x
b) f (X) es continua en [0; 3]; f(0)=-1y la siguiente gréfica es la de f'(x).
¥
Jo—a
‘] —a
] 1 2 x
-1 —0
9) Determina la funcion f(x) cuya grafica pasa por el punto A (1, 6) y la pendiente de

Su recta tangente en cada punto (x ; f (x)) esta dada por la funcion g(x) =2x+1.

10) Resolviendo las integrales, demuestra las siguientes igualdades.

a) J'[seczx + 5-(1+x*)* ] dx = tgx + 5arctgx + C

2t -2t
b) j(et+e*t)2dt=67—e L 2t+C
! 5
3 2
c) j(%—\/g)zdz=327—zz?+c
4 !
@ Yy dy=-yi+cC
2 3 L
e) _fW +1dW=gW2—2W 2+C
WJW 3
f) IXZ+2dx—x+arctgx+C
x?+1

POLITECNICO
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y2
9) 12 dy =y—arctgy +C
y +1
2 3 4
h) Il dx = x+X—+X—+X—+C
1- 2 3 4
i) _[( jdx 2tg x—3arctg x+C
cos’x 1+x2
w7 7 3
) I( x+2) dx—6 6+§x3—ﬂx2—lx2+c
17 7 3 2

DIFERENCIAL DE UNA FUNCION

Definicion:

Sea y = f(x) derivable en el intervalo (a; b). Si x y

X+ Ax son dos puntos arbitrarios de (a X b), llamaremos
diferencial de la funcién f(x) y lo notaremos df (x), al
producto de la derivada de f(x) por un incremento de la
variable Ax.

Simboélicamente:

|dy =df (x) = f'(x)-AX| 1)

Ejemplos:

e f(x)=senx, entonces df(x)=d(senx)=cosx Ax
e g(x)=x, entonces dg(x) =d(x°)=3x*Ax
) h(x) = x, entonces dnh(x) = dx = Ax (2)

Si reemplazamos (2) en (1), resulta:

dy=df (x)=f '(x) - Ax= f(x) - dx]| (3)

Es decir, el diferencial de una funcion f(x) es igual al producto de la derivada de la
funcién por el diferencial de la variable independiente.

POLITECNICD




METODO DE INTEGRACION POR SUSTITUCION.

La idea que aparece detras de este método es reemplazar una integral relativamente
complicada por una mas sencilla. Esto se lleva a cabo pasando de la variable original x a
una nueva variable uque es funcion de x. El reto principal en la aplicacion del método de
sustitucion es pensar justamente, en una sustitucion apropiada. Intenta elegir u como
alguna funcion en el integrando cuyo diferencial también esté presente en dicho
integrando.

Si no es posible esto escoge ucomo alguna parte complicada del integrando. Encontrar la
sustitucion correcta conlleva algo de arte. No es raro que la primera conjetura sea
errénea, si la suposicion no funciona se debe intentar con otra. En general este método se

usa siempre que tenemos una integral de la forma j flg(x)]-g'(x)dx.

Estrategia de integracion por cambio de variable o sustitucion.

Por inspeccion del integrando elegimos una g(x) que llamaremos u, es decir g(x)=u

(sustitucion). En muchos casos serd la parte interior de una potencia, de una raiz, de un
logaritmo, etc.

e Rescribimos la integral original planteada, en términos de u. Recordando que:

Siu=g(x)=du=d[g(x)]=g"(x)dx

e Calculamos la integral en u resultante.

e  Expresamos el resultado obtenido en la variable inicial, sustituyendo u por g(x).

Observaciones:

El procedimiento de seleccion de u depende de cada caso. Siempre se tratara de
simplificar la forma de la funcion integrando para que la integral original pueda ser
transformada en una integral inmediata de facil resolucion.

Problemas resueltos:

e [(B3+ x°)7 x*dx

Sustitucion

3+x° =u
J'(3+x5)7.x4dx=Iu7.%=%ju7.du= d(3+x5):du
8 5x%dx = du
:lu—+C:iu8+C:i(3+x5)8+C 44, _du
5 8 40 40 x7dx ==
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Copotdt | ct+1-1 EER 12
e e dt—Zj(l HJ dt= Sl

=2t-2In[t+1]+C==2Vx - 2In|Jx +1[+C dx = 2tdt

du
* I_I 11 Sustituciéon
2 4 -,
uz +u U= w?
du = d(w“)

j dw = du = 4w3dt

2

L 4w dw W2dW_
S et el (G

w+1

—2w?-4w+ain|w+l| + C =2Ju-4 Yusam|furif+c

PROBLEMAS DE APLICACION

11) Calcula las siguiente integrales:
a) jz(x+1)(x+1)2dx

b) jlnTX dx

c) IIO% dx

d) -[x?)il dx

e) I(xizlf dx

f) j%«/ﬁdx
2(x—-2)2

g) J'GSHZ dx
h) _|'eX cos (e Jdx
) J' e*™.cos x dx

i) J.sen“x-cos x dx

K) J'sen X-~Jcos x dx
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) J'x-4xzdx

X

e
d
™ '[1+(ex)2 "
n) jetg *.sec? xdx

0) I4x2 AJ4x3 +5 dx

p) Ix?’ ~(1+ x* )modx

q) jtg x dx (Sugerencia: tg x = Sl X)
COS X

r I tg?x dx

s) jsen X-C0S X dX

t) jcosz X-sen x dx

u) jcosz X -sen®x dx

V) J' sen x-sen(cos x) dx

XZ
W) J.5+ x? o

X) jx-\/de
y) f ,—3 .

2) IS+X dx
COS X

aa

) J‘1+ sen’x

dx

1
bb) I—(1+x)ﬁ dx
cc) J‘ 61Inx X
x-(3+|n2x)
J-e&+1
Ix
ee) x> -1+ x> dx
Jxd
arctg®x
j 1+ x?
arcsen’®x
J

\/1 NG
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1+x
hh dx
) -[ X? 42X
) X’ —6Xx+5 . : L o
ii) J'— dx (Sugerencia: realiza la division de polinomios.)

METODO DE INTEGRACION POR PARTES.

Este método se utiliza cuando la funcién integrando viene dada por el producto (o el
cociente al cual lo podemos transformar en producto) de dos funciones.

Sean f(x)y g(x) dos funciones derivables, entonces:

[F(x)-a(x)]'=f"(x)-a(x)+ T (x)-9'(x)
Integrando a ambos miembros observamos que:

f[ (x)-g(x)]dx = I[f (x)-g(x)+ f (x)-g'(x)]dx
[F()-g(x)]dx=[f'(x)-g xdx+J' (x)- .(X)dx
JLf(0-9(0T dx=g(x)-d[+ (x)]+] f (x)-d[g(x)

Resultando la siguiente expresion, si despejamos una de las integrales de la derecha:

[f(0)-d[g(x)]=f(x)-g(x)-[a(x)-d[ f(x *)

En la aplicacion de este método es de vital importancia la adecuada seleccion de f(x) y
d [g (x)] , puesto que su aplicacion conduce a una nueva integral, la cual debera ser mas
sencilla que la inicial.

Otra forma de expresar la ecuacion (*) seria:

jf(x)-g'(x)dx: f (x)-g(x)—jg(x) f

En muchas ocasiones se presentan dos caminos, uno de los cuales puede conducir a una
integral mas complicada que la original, 0 a un problema de otra dificultad.

POLITECNICD



Problemas resueltos

o I=[xeXdx Calculos auxiliares
Izj'})gg:dx:zfggi-jgi%dx = xe*-e*+C f(x)=x < f'(x)=1
’ o0 g'(x)=e* & g(x) = e*
. I:IInx.x“dx
I:_[Inx-x“-dx:lnx-lxs-lj.xs-i-dx:
et O 5 X
g df
5 5 5
:Inx-lxs-ljx“dx:x—lnx - 1X—+ c=Xinx - ix5+C
5 5 5 55 5 25
o | = [arc tg x dx
f dg
X 1 2
I=Jarctgxdx=xarctgx-[x =xarctgx-=In|1+x“|+C
" dg g1+ x2 2
df
. I:_[xz-ex-dx
— 2 AX, _ 2 X _ 2 X . aX,
I_Ix e dx_J-x de*) = x“e 2J'x e”- dx (1)
f dg f : —_—
1
Iy :.[Eg-e’;-dx:xex-'[l-ex-dx:(x-l)ex +Cy (2)
1 dgy

Sustituyendo (2) en (1), resulta:

I=x?eX-2(x-1)eX+C=x? —2x+2)eX +C

o I=[senx-eX dx
| = Isenx - g dx = [senx .d(eX) = e* senx—[eX cosxdx (1)
— — =
f dg f g M
1
lp = [cos x-e* -dx=[cosx.d(e*) = cosx-e*- [eX-(-senx) -dx=
—_— —— — ——
f dg, f g1

(2)
—eX cosx + jex-senx-dx=ex COS X +I
%/—/
|
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Sustituyendo (2) en (1), resulta:

X

e
I=senx-e*-cosx-e*-1 < 2l=e*(senx-cosx) +C < I=7(senx—cosx)+C

Concluyendo:

Estos cinco ejemplos muestran el “universo” de lo que puede suceder con la integracién

por partes.

a. Ejemplos 1; 2 y 3: aplicamos la formula una Unica vez y obtenemos el resultado.
b. Ejemplo 4: se debe aplicar la formula varias veces consecutivamente.

c. Ejemplo 5: se presenta la integral que debemos calcular dentro del resultado y

gueda planteada una ecuacion.

PROBLEMAS DE APLICACION

12) Resuelve las siguientes integrales:
a) jx~sen X dx

b) J?x-cosx dx
c) Ix-lnxdx
d) .[Inxdx

e) j(ln x)* dx
f) _[x-e“x dx

9) .[x2~ln X dx
h) .[senz X dx
i) .[cosz X dx

) _[In(\/;) dx

k) J'(x2+1)-eX dx

13) Demuestra las  siguientes igualdades,

resolviendo la integral:
a) jarcsen x dx = x arcsen X++1—x* +C
J~ X+1

X2

b) dx=|n|x|—%+C

Observacion:

Para demostrar las
igualdades del Problema 13
pueden aplicarse cualquiera
de los métodos de
integracion estudiados
hasta el momento o
combinaciones de ambos.
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c) _[xarctan X dx :lx2 arctan x—lx+1arctan x+C
2 2 2
2 22 2
d) .[x-xll—xdx:—g(l—x)2+g(1—x)2+c
2 22 >
e) jx3\/4—4x2dx:—§(l—x2)2+g(l—x2)2+C
f) _[ ! dx=§ arctan{?x}rc

3x2+2

2*-(In2-sen x —cos x)

+C
In?2+1

9) szsen xdx =

h) j 2 dx:i-ln(1+2X)+c

1+2" In2
i) .[sen(ln X) dx:%x-[senIn|x|—cos|n|x|:|+c
_ 2x -1 B 2
) I—x (x_1 )dx—ln‘x x‘+C
3 2
S el XJEOS VX gy ——cos (J’)+ cos® (VX) +C
X
x? 1
) -[1—4x3 dx:—Eln‘l—4x3‘+C
m) I(L—Ldeﬂnx;aJrC
x—a x-b X—b

n) J'arctan Jx dx = xarctan «/x +arctan v/x —/x +C

dx = arcsen (ﬁ x} +C

0) J.\/S_x

p) _[cos3(3x) -sen’(3x) dx = §sen3(3x) —%sen5(3x) +C

LA INTEGRAL DEFINIDA.

INTRODUCCION AL CONCEPTO DE AREA.

En la historia del desarrollo y del estudio del célculo infinitesimal existen dos problemas
geométricos tan importantes que dieron origen a numerosos ensayos tedricos y practicos.
Uno de ellos fue encontrar la ecuacion de la recta tangente a una curva, problema que
desencadeno en la definicion de derivada.
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Pero en este capitulo nos dedicaremos a encontrar la solucién al segundo problema, el
cual consiste en calcular el area de figuras no convencionales.

Definicién:

Llamamos PARTICION de un intervalo [a ; b], al conjunto

de puntos P talque P={a=X, ; X ; X ; ... ; X, =b }

que verifique la relacion a=x, < x < X, <..... < X, =b.

Observacion:

Una particién del intervalo [a ; b] determina una coleccion de subintervalos contenidos en
[a; b].

Ejemplo:
Una particion del intervalo [-1; 5] podria ser P :{—1; 0;2;

N | on

v 4 5} y la coleccién de

subintervalos determinada por P seria [-1; 0],[0 ; 2],[2 : g} E ; 4} y [4; 5]

En general, indicaremos [x, , ; x,| un intervalo genérico de la coleccion de subintervalos
determinados por la participacién P .

Definicién:
Llamamos amplitud del intervalo [x, ; x,] @ A X, =X —X,.
Definicion:
Llamamos NORMA de la particion P y la simbolizaremos §
a la mayor de todas las amplitudes de todos los intervalos
determinados por dicha particion.
Es decir:

§=max Ax, conk =1,2,3, ... ,n
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PROBLEMAS DE APLICACION

14)  Calcula la norma de cada una de las siguientes particiones del intervalo [0 ; 5]:
a) PL={0;1;2;4;5}
b) P,={0;2;4;45; 48; 5}
c) P;={0;15;2;3; 4, 5}.

15) Escribe una particion del intervalo [0;1] que tenga al menos 8 elementos, y cuya
norma sea igual a 0,5.

SUMA DE RIEMANN.

Consideremos la funcion f :[a; b] > R. Efectuemos una particién P del intervalo [a ; b]

en n subintervalos y en cada [, , ; x| ubiquemos un punto h e [x, ; %]

Definicion:

Llamamos Suma de Riemann para la funcion
f (x) correspondiente a la particion P ala suma

o=>"t(h) - Ax, .
k=1

Observando el grafico de la pagina siguiente, en el cual interpretaremos la Suma de
Riemann, resulta:

o = Zn: f(h) - A%, =A+(-A)+(-A)+ A+t A

Observaciones:

M A ;A ;A+...+A representan las areas de los rectingulos que se muestran en

la figura.
B o noesfuncion de § , ya que dependera de la particion hecha y de la eleccién de h, .

POLITECNICO



CALCULD INTEGRAL
Matematica

T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

PROBLEMAS DE APLICACION

16) Grafica la funcion f(x) en el intervalo [O ; 4], interpreta graficamente el valor de

n
o = Z f(h)-Ax, y calculalo en cada caso, considerando h, como el punto
k=1

medio del intervalo [x_, ; X].

a) fx)=vx ; P={0;1;2;4}
b) f(x)=—x-(x-4) ; P={0;1;2;3;4}

17) Resuelve el apartado (b) del ejercicio anterior pero considerando h, al extremo
derecho del intervalo [x,, ; X]
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FUNCION INTEGRABLE. INTEGRAL DEFINIDA.

Definicion:

Sea f (x) una funcién definida en [a ; b], si lim kzz; f(h) - AX,

(e

existe, decimos que f(x) es integrable en [a ; b] y llamaremos a
dicho limite integral definida (o integral de Riemann) de f (x)
desde a hasta b.

En simbolos:
b

jf(x)-dx = lim kZ:;f(hk)-Axk

a

[e3

Llamaremos a:

a: extremo inferior de integracion.
b : extremo superior de integracion.
X : variable de la integral.

f : funcion integrando.

e [a; b]:intervalo de integracion.

Observaciones:

a. Se puede probar que si f(x) es continua en [a;b], es integrable en dicho
intervalo (Teorema de Cauchy).

b. Si f(x) es continua y no negativa en [a;b], podemos encontrar una

interpretacion geométrica de la integral definida. Para ello, reiteramos paso a paso
la definicion:
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L

Podemos visualizar mejor la interpretacion
gréfica, ampliando un intervalo genérico k .
Veremos que el area del rectangulo ABCD
es aproximadamente igual a la del sector
debajo de la grafica AEFD.

Observemos que cuando 6 tiende a cero, Xk
se aproxima a xk-1 y la base del rectangulo
es cada vez mas pequefia y la aproximacion
nombrada en el parrafo anterior es mayor.

\ 4

CONCEPTO DE RECTANGULOIDE.

Definicion:

Llamamos RECTANGULOIDE R al conjunto de puntos del plano
limitados por las verticales x=a, x=b, el eje x y la gréfica de f(x),
es decir:

R={(x;y)/a<x<ba0<y< f(x)}

POLITECNICD



Luego:

b
jf(X) ‘Ox = area deR| i f(x)>0 vxela; b].

a

Problema resuelto

Resuelve, aplicando la definicion, la integral de f (x) =c (constante real) e interpreta
geomeétricamente su resultado para ¢ >0:

b n n
!c dx:!;mkz:;c - Ax, = ¢ lim kZ:l: Ax, = c lim (b-a)=c-(b-a)

Si ¢ >0, la interpretacion grafica de la integral nos dice que la misma es el area del
rectangulo de base ab y altura c:

PROBLEMAS DE APLICACION

18) Evalla cada integral teniendo en cuenta su interpretacion en términos de area:
2
a) 2x dx
1

1
b) j_l(x +1) dx

c) J._ll(|x| +1) dx
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19) Teniendo en cuenta la interpretacion de la integral en términos de area, calcula un
namero que sea mayor que la integral.

a) Lz% dx
b) J'ZS x* dx

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA.

No realizaremos las demostraciones en el presente curso.

° Linealidad

Sean f y g integrables en el intervalo [a; b], a e RA BeR.

j[af(x)iﬂg(x)]dx:ajf(x)dxiﬂjg(x)dx

Como casos particulares, se tienen:

a) Si ﬂ:O:jaf(x)dx:aif(x)dx
b) Si a:ﬂ:l:j(f(x)ig(x))dXZJf(x)dxijg(x)dx

e Aditividad

Si existe_[f(x)dx en | con{a;b;c}cl ;entonces resulta:

b

j f(x)dx+f f (x)dx = j f (x)dx

a

Vélida cualquiera sea la posicién relativade a, b y c.

. Comparacion

Si existe If(x)dx y J'g(x)dx enelintervalo [a; b]y f(x)<g(x) en [a; b],
entonces resulta que:
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j. f(x)dx < j'g(x)dx

e Siexiste If(x)dx en [a; b] y a=b, entonces resulta:

jf(x)dx:o

a

e Siexiste If(x)dx en [a; b], entonces resulta:
b

j f (x)dx = —j f (x)dx

a

PROBLEMAS DE APLICACION

5 5
20)  Sabiendo que I f(x) dx=7 y que _[g(x) dx = -2 calcula:
1 1

a [ [3f(0-29(9] dx
b) f[ﬁ f(x)+59(x) dx- jll f (x)dx

21) Escribe cada expresion como una Unica integral de la forma Ib f(x) dx.

2 3

a) jl f(X) dx+_[2 f (x) dx
8 5

b) L f(x) dx+ L f (x) dx

c) fg f(x) dx— j°3 f(x) dx+ j: £ (x) dx
-2 -2

d) jl f(x) dx — j_g f (x) dx

22)  Sabiendo que [ f(x)dx=10; [ f(x)dx=7 y | f(x)dx=-4, calcula:
a) j“l f (x) dx
4
b) jo f (x) dx
0) I:Jé £ (x) dx
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TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO INTEGRAL.

No realizaremos su demostracion en el presente curso.

H) f(x) es una funcion continua en el intervalo [a ; b].

T)dce(a; b)/if(x): f(c)-(b-a)

a

Interpretacidon geométrica:

Si f(x)>0Vxe[a; b] se tiene:

f(x)

El area del rectanguloide de f(x) es igual a la del rectangulo sombreado de la misma
base

PROBLEMA DE APLICACION

3
23) Si f(x) escontinuaen [1; 3]y If(x) dx =8, demuestra que f(x) toma el valor 4
1

por lo menos una vez en dicho intervalo.
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FUNCION INTEGRAL.

Definicion:

Sea f(x) integrable en [a; b] y ce[a; b], lamamos FUNCION
INTEGRAL de f(x), a una funcion tal que para cada x<[a ; b] le

hace corresponder el nimero J' f (t) dt. Si llamamos con g(x) a

dicha funcién resulta:

g:[a; b]—)%/g(x):jf(t) dt

Observacion:

La funcion g(x) depende de la variable x, que es el extremo superior de la integral, por
tal motivo a la funcion integral también se la llama “funcidén de extremo superior de
integracion”.

Si f(x) es continua no negativa, se puede hallar una interpretacion geomeétrica de g(x),
como el area del rectanguloide de f(x) limitado por sendas verticales en ¢ y en x con
C<X:

v
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TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL.

Enunciemos el Primer Teorema Fundamental del Calculo Integral. No realizaremos su
demostracién en el presente curso.

H) f(x) continuaen [a; b].

T g:[a; b]—)*J%/g(x):Jx‘f(t) dt es derivable en (a; b) y g'(x)=f(x).

PROBLEMAS DE APLICACION

24) Aplica el Teorema Fundamental del Calculo para derivar las siguientes funciones:
A g =K -5 dt
b) a(x) = |2 cos(z%) dz

c) 9(x) = [3(cos(u®) +u’) du

25)  Si F(x)=[Xcos(t®) dt, calcula F(1), F'(x) y F(0) .

26)  Si F(x)=[Xg(t) dt y g(t)=[{Vm? +5 dm calcula F"(x).

REGLA DE BARROW O SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO
INTEGRAL

En célculo integral, la Regla de Barrow o Segundo Teorema Fundamental del Calculo
Integral es una propiedad de las funciones continuas que permite calcular facilmente el
valor de la integral definida a partir de cualquiera de las primitivas de la funcion.

Recibe su nombre en honor al matematico inglés Isaac Barrow.

Enunciemos y demostremos el Segundo Teorema Fundamental del Calculo Integral.

H) f(x) continuaen [a; b]y g(x):if(t) dt primitiva de f(x).

b
T) j f(t) dt=P(b)—-P(a), siendo P una primitiva cualquiera de f(x).
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Demostracion:

Teniendo en cuenta por hipétesis que g(x) =I f (t) dt es una primitiva de f(x), puede

expresarse de la siguiente manera:

g(x) :_X[ f(t) dt =P(x)+C,, con P(x) una primitiva cualquiera de f(x).
Si x:a:g(a):_a[f(t)dt:P(a)+Cl:0:>Cl:—P(a) (1)

Si x=b= g(b):if(t) dt = P(b)+Cli)>'Tf(t) dt = P(b) - P(a) = P(x)

b
a

Es decir:

Problema resuelto.

Resuelve las siguientes integrales definidas:

1 21
° dex:x— :1—0=1
2 2 2
0 0
n/2 n
L Icosxdx=senx§=sen£-sen0=1
2

0

PROBLEMAS DE APLICACION

27) Calcula las siguientes integrales definidas:
a) AW 1)% at
b)  [Sxydy

b 1
c — dx
) aab
5 X
d) [7—— dx
4x2—1
2X
e) Io 7 dx
T+ X
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Inx
f e_=
) 17

X
9) i dx
X2 +6

h) éxze_x dx

28)

29)

30)

31)
a)
b)

c)

32)

Si f'(x)es continua en [a ; b], demuestra que 2-} f(x)- ') dx=[f )] -[f(@)] -

Determina una funcién f(x) y un valor de la constante a de tal manera que:

2.jf(t) dt=2-sen x—1

Determina la expresion de P(X) sii P(X) = 2f(0) + 3f(0)x+ 4f (0)x*> vy

dt
9=l 1+ 2t

Suponiendo que [5 f(x) dx=6; [ f(x) dx=4y [3 f(x) dx =3, halla:
[of(x)dx =
[ f(x) dx =
[Z f(x) dx =

Si una funcién f (x) es tal que f(x)<x® para todo x > 0, calcula un nimero C tal
que [2f(x) dx<C.

APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA.

AREAS PLANAS.

Areas de rectanguloides.

En el siguiente capitulo estudiaremos los diferentes casos para calcular areas de
rectanguloides.
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Primer caso:

Si f (x) es una funcién continua y no negativa en [a ; b], resulta:

ylk

-
A

A= J:f(x)dx ‘

\ 4

A==

=== = — =

Segundo caso:

Si f (X) es una funcién continua y no positiva en [a ; b]. Definimos alli g(x) = - f(x), sabiendo
que las gréaficas de g y de f seran simétricas respecto del eje x y determinaran
rectanguloides de igual area A.

Entonces:

A = _Tg(x) dx = - Tf(x) dx = Tf(x) dx
a a b

Es decir:

A= Tf(x) dx
b
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Tercer caso:
Este caso es el mas general, es cuando f (x) es continua en [a;b], anulandose un nimero

finito de veces y siendo en algunos intervalos positiva y en otros negativa. Para calcular el
area A de todos los rectanguloides, utilizaremos los casos anteriores en forma conjunta:

yA A

A=A+ A" A= F 4 OF + [

v

a W d
A
X

Problemas resueltos.

e Calcula el area rayada en cada caso: f(x)=x"-7x+6

X

3 2

A= I:(XZ — 7x+6) dxz[% —£x2+6xJ

56

6

e En el siguiente caso conviene pensar a x en funcién dey.
yA
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e Un ejemplo més general. Sea f(x)=x*-2x en el intervalo [-1; 3].

A +A +A = j_j(xz —2x) dx+J':(x2 —2x) dx+J‘23(x2 —2x) dx =

5

0 3

3
3
=)

0

3
3
2

=4

2

AREA DE DOMINIOS NORMALES.

Definicion:

Dadas f (x) y g(x), continuas en [a ; b] tal que f(x) < g(x) V x €[a;b], se
llama DOMINIO NORMAL DEL PLANO relativo a f (x), g (x), de base
[a ; b], al conjunto de puntos del plano limitado por las rectas x = a;
X = by las graficas de f (X) y g (X).

En simbolos:

D={(xy)/a<x<b A fx)<y<g(X }

Llamaremos a:
f (x): funcién minorante
g (X): funcibn mayorante

Ahora nos interesa calcular el area A de D. Para ello tendremos en cuenta los siguientes
casos.
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Primer caso: Para 0< g (x) < f(x), es decir ambas funciones no negativas.

y

A= jf(x) dx-jg(x) dx :j(f-g)(x) dx

Segundo caso: Las funciones pueden encontrarse en cualquier lugar del plano. Por el
Teorema de Weierstrass, al ser f (x) continua en [a ; b], debe tener minimo absoluto m:

2

//%

- \\\ ‘t‘

Definiendo dos nuevas funciones en [a ; b]: f* (x) = f (x) + |m| y g*(x) = g +|m|. Las mismas

resultan tener sus graficas idénticas a las originales trasladadas verticalmente hacia arriba
Im| unidades.
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En consecuencia ambas funciones asi definidas, estaran sobre el eje x o tocandolo como
minimo:

Ahora podemos aplicar las conclusiones del primer caso:

A= j[g* (x) - P (x)] dx = j[g +|m[- (f +|m[) ] dx = j[g (x)-f (x)]dx

Es decir, independientemente de la ubicacion de las gréficas en el plano, resulta:

Problemas resueltos.

Calcula el area rayada en cada caso:

2 , 2 , , X2 2
e A= 'O[(X—X +x)dx = I(Zx—x )dx=(x -?J 0
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Aqui conviene considerar a x como funcion de y:

~

L2 —_— v"'rﬂﬁ”- LRI AR
[T ;
TR
AT
[T

|
| L
=N

'/'3 Ea
5y

PROBLEMAS DE APLICACION

33)
a)

b)

34)

35)
a)

b)

36)

Calcula, utilizando integracion, el area del triangulo en cada caso:
Sus vértices son los puntos (-1 ;4) ; (2;-2) y (5; 1).
Limitado por larectay = x + 2; el eje de las x y la recta vertical x = 3.

Calcula el area de la region limitada por la parabola y = x?; la tangente a ella en
(1;21)yelejex.

Traza la region limitada por las curvas dadas y calcula su area:
y=Ixl-1 ; y=x*-3 con x>0.

y=e* ; y=e* ; x=-2 ; x=1

Determina el area encerrada por la parabola y:—(x—l)2 +2 y por la cuerda
que une los puntos (-1;-2)y(2;1)
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37) Determina el area limitada por las siguientes curvas:
a) b)

y=x3-X
y=Xx
d)
/
y2=2X+6 _
_ y=1Inx
y=x-1 y=-x+1
y=1
e) f)

w y=x>-5x+4
/

y=-x+1

38) Calcula los valores de “c” para que el area de la region acotada por
las pardbolas y=x2-c¢c? ; y=c?2-x? seab576.
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Aeiividad de anmoevaliacion per parie el alimne,

Te proponemos realices las siguientes actividades para autoevaluar tu aprendizaje del
tema.

1) Resuelve las siguientes integrales:

a) jZInx dx =

)-[ 2x6X:

C) Ix cos3x dx =

sen x+1tg x
d
) I cosx

®) Ix +8x+20

2) La funcién f(x)=2x+5 tiene infinitas primitivas que difieren en una constante. ¢ Cuél
de estas funciones toma el valor 18 para x=2? Rta: F(x)=x"+5x+4.

3) Halla una funcion cuya derivada sea f(x) =4x®-7x*+5x-1 y que se anule para x=1.

Rta: F(x) =x —1+5i—x—1.
3 2 6

4) Halla la funcion G(x) tal que G’'(x)=6x+1; G0)=1 y G@=0. Rta:

G(x) = N —§x+1.
2 2

5) Dada la funcion f(x)=6x halla la primitiva que pasa por el punto A(l; 2). Rta:
F(x)=3x*-1.

6) Resuelve las siguientes integrales definidas:

) J-mse \f -1 dx

. 3 Rta: 4—rx.
e+
b) Iolxll—x2 dx Rta: % Sugerencia: Considera x=sent.
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7) Dada F(x) :jsenst dt, calcula:
0

a) F(x).

[ 37
b) F (ﬂ

¢) F(0).

8) Calcula el area de la region del plano limitada por las curvas f(x)=x+2 Yy
g(x)=x>—4.
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Departamento de I\Aat;mética ﬂ

179 f{x) 1 : ]
25 dx=x+C
conke® [0 ’ |
n.x ned |
e

g = [x" dx=>—+C,conn#-1 '
Ina a — | n+1
In x i [ e* gx=8"~C T

1% ! = - __..T'

1 a* dx=—4+C
LR !

!Ina R: "X _o?a_e_ 3 Ina ‘
sen x cos x [ —dx=In |q+C '
CosS X - 88N X o X ﬁ
tg x LN sec’ x [ senxdx=-cosx+C 1

| cos®x -

1 [ cosxdx=senx+C
-—-—=-cosecx :

T

0UAN<-00 00 D—-00-

sen‘x e
| senx jseczxd)t:tgx-fc
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