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1.INTRODUCCION Y MODELADO

1.1. Introduccién general

Esta asignatura, marca el comienzo del ciclo profesional y da al alumno los conceptos necesarios para encarar
cualquier otra materia de la especialidad. Los conocimientos que brinda son bdsicos, pero de gran importancia,
ya que cualquier método de resolucién por avanzado que sea, estard basado en las leyes y procedimientos

elementales que serdn presentados a lo largo de esta materia.

De forma general, se pueden identificar los siguientes temas o unidades que seran desarrollados a lo largo del

cursado, los cuales desde ya se encuentran completamente interrelacionados:

e Introduccidon y modelado

e Componentes de las redes - Dipolos

e Andlisis en régimen permanente senoidal
e Potencia en condiciones de régimen permanente senoidal
e Métodos de Andlisis de Circuitos

e Teoremas de redes

e Régimen transitorio

e Resonancia

e (Circuitos de frecuencia selectivos — Filtros
e (Circuitos acoplados magnéticamente

e (Circuitos magnéticos

e Sistemas trifasicos simétricos

El presente documento corresponde al primer tema mencionado, el cual hace un repaso de los aspectos
elementales de las materias precedentes y sienta las bases para nomenclatura y metodologia que se utilizard en

el marco de la presente materia y sus correlativas.
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El presente capitulo pretende repasar conocimientos de la fisica basica y formar una base consistente de los
conceptos que seran utilizados para el desarrollo de temas posteriores en esta materia, en el resto de la carrera

y en la vida profesional del ingeniero eléctrico.

A continuacién, se presentan los conceptos basicos acompanados de explicaciones simples con el objetivo

afianzar la interpretaciéon de estos.

Desde la fisica basica el concepto de tensidn (v) se puede asociarse al cambio de energia potencial (w) que sufre
una carga unitaria (q) al desplazarse de un punto a otro en presencia de un campo eléctrico. Como toda
definicion que parte de un concepto de campo conservativo, la energia siempre es relativa a un estado de

referencia, de alli que se hable de diferencia de potencial (ddp) y nunca de tension en términos absolutos.

dw Joule
v=— [Volt =

dq ~ Coulomb ()

Cuando decimos que una bateria tiene 12V decimos que la diferencia de potencial entre sus bornes es de 12V, es
decir que, si consideramos como referencia cero el borne negativo, el positivo serd de 12V aunque sin cometer
errores podriamos tomar como referencia el borne positivo, definirlo como punto de referencia y decir que el otro

tiene -12V.

Por otra parte, se define la corriente eléctrica (i) como la cantidad de carga (q) que circula por una superficie por
unidad de tiempo (t). Si bien la corriente es una medida de flujo y por lo tanto no necesita de un “punto de

referencia” para ser definida, resulta necesario establecer una direcciéon que se considerara positiva.

dq Coulomb

! mpere Segundos

T (2)

Cuando decimos que por una lampara circula 1A, estamos diciendo que en el término de 1 sequndo pasaron por

ella 1 Coulomb.

De forma general la potencia (p) es la cantidad de trabajo (w) efectuado por unidad de tiempo (t) o

equivalentemente es la velocidad a la cual se transforma, disipa o absorbe la energia.

_dw Watt = Joules 3
P="ar “ ~ Segundos ®)
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Al decir que una estufa es de 1200W, se dice que ésta es capaz de transformar en el término de 1 sequndo 1200

Joules de energia del dominio eléctrico al dominio térmico (o como comunmente se dice, disipar).

Considerando 3 conceptos basicos resumidos (Tensidn, Corriente y Potencia) en las tres ecuaciones (1), (2) y (3)

se puede expresar la potencia en términos de variables “eléctricas” como son la corriente y la tensién.

_ dw_ (dW) (dq) _ ) [W . Joule Coulomb — Volt- A 4
P=%ar = dqg/ \dt) vt A= Coulomb Segundos olt - Ampere|  (4)

Por lo tanto, se puede expresar la potencia eléctrica instantdnea asociada a un dipolo simplemente como el

producto de la tensidn entre sus bornes por la corriente que ingresa o egresa de él.
p(t) =v(t)-i(t) [Watt = Volt - Ampere] (5)

La férmula (5) que resume el cdlculo de la potencia instantdnea a partir de los valores de tension y corriente es
completamente general y expresa el valor de la potencia en cualquier instante de tiempo, esto es, la velocidad

de transferencia de energia de afuera hacia adentro o viceversa del dipolo.

Para lograr resultados coherentes con la realidad es necesario establecer de manera correcta la diferencia de

potencial, es decir la “medicién” de v y la direccidn de la corriente i.

En La siguiente figura se representa la convencién de tensién y corriente que definen una potencia entrante al

Dipolo.

Como se observa la corriente ingresa al dipolo por el borne de mayor potencial, dentro del dipolo esta corriente
circula y sale por el polo de menor potencial. En su “recorrido” se ha transferido energia desde el exterior

(energia potencial eléctrica) al interior del dipolo.

A continuacidn, se muestra una correcta convenciéon para medir potencia positiva absorbida por el dipolo

receptor y también potencia positiva generada en un dipolo emisor.

El signo algebraico de la potencia se basa en el movimiento de carga a través de las caidas o elevaciones de
potencial. Cuando las cagas se mueven a través de una caida de voltaje, pierden energia y cuando se mueven a

través de una elevacion de voltaje, ganan energia.
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Dipolo Dipolo
Emisor Receptor

1.2.4.Energia

Con todo lo dicho hasta aqui, si se desea saber la cantidad de energia que se transfirié desde un dipolo emisor,
como ser un generador a un dipolo receptor, tal como una ldmpara, solo serd necesario calcular la integral con
respecto al tiempo de la funcidén potencia en el intervalo deseado o lo que es lo mismo, calcular la integral del
producto de la tensidn y corriente correspondientes.

t2 t2
Witz = f p(t)dt = f v(t) - i(t)dt [Joule = Watt - Segundos] (6)
t

1 t1
En la expresidn anterior se observa que la energia que se transfirié de un dipolo emisor a uno receptor durante
el tiempo t que va desde t1 a t2 (t=t2-t1) puede obtenerse integrando el producto de v(t) e i(t) en el intervalo

correspondiente.

Para explicitar en un caso practico los conceptos introducidos se propone el siguiente ejemplo.

1.2.5.Ejemplo

Considerando el siguiente circuito conformado por una pila y una lampara vinculados por conductores
ideales, se desea conocer la potencia, es decir la velocidad de transferencia de energia, en cada instante de
tiempo desde la pila de 1,5V a una lampara cuya resistencia eléctrica es 5 Q. Ademas, se desea calcular la

energia que se habrd transferido luego de 50 segundos de “prendida” la lampara.
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En la figura se encuentran representadas las referencias de medicion de tension y corriente (V e |) de
modo que la potencia medida (P) corresponde con el sentido mostrado.

Considerando (modelado) una condicion ideal donde la pila mantiene su tension indefinidamente e
independientemente del consumo de la I[dmpara (fuente de tension ideal), se tiene un caso de corriente

continua. En este, la tension y corriente permanecen constantes en todo momento de modo que se tiene que:
v(it) =V Vvt

i(ty=1vt

Por lo tanto la potencia, considerando la referencia correspondiente, resulta:

p(t) = v(t)- i) =V -1 =PVt

P =15V (1‘5V) = 0,45W
- ] 5.(2 - ’

Resulta entonces la potencia constante e igual a P = 0,45 W
Si esta pila alimenta a la lampara durante 50 segundos con la potencia calculada, la energia
transferida sera:

50
Wo-s0seg = f Pdt = 0,45W - 50seg = 22,5]
0

Esta energia W = 22,5 J es transferida desde la pila (dipolo emisor) a la Idémpara (dipolo receptor) y a
la vez ésta transforma la energia eléctrica en luz y calor.

Las siguientes grdficas muestran la tension, corriente, potencia y energia para este ejemplo.

Graficas Vvstelvst- Ej1 PvstyWuwst-Ej1
Al T T T T T 1 T T T
2 E -
Z s Z o5l 1
> o
1 L -
05 L L L L L L L L L 0 L L L L L | . . L
10 20 30 40 50 60 70 a0 90 100 0 ) 10 15 20 25 30 35 40 45 a0
t(s] t[s]
30 . . . . . r . . . %50
Y225
04F - .
0t Gt
=03 = o
= i z e
0.2 1ok ()/_,-J—'/ 4
0.1 4 e
_r—"/
D 1 1 1 1 1 1 1 1 1 D " 1 1 1 1 /| 1 1 1
1] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 1] 5 10 45 20 25 30 35 40 45 50
ts] ts]

Claramente, al encontrarnos en condiciones de corriente continua, la potencia permanece constante.

La energia transferida parte de cero y alcanza luego de 50 segundos el valor calculado 22,5J). Si la
ladmpara permanece conectada la energia crecerd indefinidamente en un caso ideal (modelo), en un caso real,
serd hasta que se acabe la energia quimica almacenada en la pila.
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1.3.1.1. Modelo
Cualquier rama de la ciencia tiene su coleccién propia de modelos, estos representan un recorte de la realidad
a nivel espacial y a nivel de los fendmenos intervinientes, ambos directamente relacionados con el estudio que
para el cual se desarrolla un modelo. La “exactitud” del modelo dependera entre la relacién del mismo y la

realidad fisica, especificamente en el marco que se ha de estudiar.

De forma general, en el pasaje de la realidad al modelo se puede identificar un primer paso al elemento fisico
idealizado” y una posterior instancia de aproximacion matematica o modelo matemdtico. Por ejemplo, un
modelo de una rueda para calcular cuanto espacio recorre un auto cuando sus ruegas giran una vuelta, podria

obtenerse de la siguiente forma:

RUEDA DE UN VEHICULO

RUEDA IDEAL DE MASA NULA PERFECTAMENTE CIRCULAR

CIRCULO DE RADIOR

Lo que recorra en una vuelta se podra obtener facilmente calculando el perimetro de la rueda (2nR).

Ese mismo modelo, puede ser también una buena aproximacién para calcular el area de la rueda, pero sera
imposible utilizarlo para, por ejemplo, calcular la presion maxima del aire que puede soportar el neumatico, o
cual es la superficie de contacto con el suelo. Es decir, el modelo sélo sirve para lo que fue creado, por lo que
siempre debe tenerse en cuenta el recorte de la realidad que se estd haciendo para obtener resultados y

conclusiones coherentes y representativas de la realidad.

El motivo principal de la existencia de modelos es facilitar el estudio del comportamiento de elementos reales
mediante la utilizacion de expresiones matemadticas. Debe existir una correspondencia biunivoca entre las

representaciones matematicas y las leyes fisicas que representan el modelo ideal.
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ELEMENTO
FISICO
MODELO MODELO
FiSICO IDEAL MATEMATICO

En Ingenieria Eléctrica se tiene como objetivo la construccidn de modelos idealizados que permitan establecer

formulaciones matematicas y asi posibilitar la prediccidon del funcionamiento de los sistemas reales.

1.3.1.2. Sistema
Un sistema puede definirse como un conjunto de elementos cuyas propiedades e interaccién se desean estudiar.
Esto implica, una delimitacién espacial y conceptual de lo que estd adentro y fuera del sistema; interacciones
entre los elementos, que podran ser del tipo energéticas o de materia y una estructura u ordenamiento en la

cual los elementos constituyentes interactdan.

Estudiar, por ejemplo, el Sistema Argentino De Interconexién (SADI) que comprende prdcticamente toda la red
eléctrica del pais, lineas, transformadores, generadores y demandas; puede implicar realizar un analisis
electromecanico, econémico o puramente eléctrico. En los tres casos se tienen casi los mismos elementos (al
menos en nombre), pero los fenédmenos que representara en cada uno serd muy diferente, dependiendo el

sistema que se esté estudiado. En este caso un generador podra ser:

e Una masa rotante con interacciones electromagnéticas-mecanicas, en un sistema para estudio de
transitorios.
e Un oferente de MW a X costo, en un sistema para estudio econdmico

e Una fuente AC de 50Hz y X tensidn, en un sistema para estudio puramente eléctrico.

Naturalmente, debe existir coherencia entre los modelos de todos los elementos intervinientes de un sistemay
a la vez todo esto deben contar con una adecuada representacién para los fendmenos que se estudiara el

sistema.

Para estudiar un sistema resulta clave comprender el concepto de estimulo (causa) y respuesta (efecto). La idea
de estimulo y respuesta es basica en nuestra concepcién de la fisica. El estimulo de entrada se representa por

la energia cedida al sistema fisico por las fuentes externas, mientras que la respuesta por la utilizacién de la
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energia disponible a la salida del sistema, como ejemplo al frotar una lapicera con un pafio, se carga

eléctricamente.

En general, la respuesta depende de la red y del estimulo, pudiendo clasificarse de acuerdo a las condiciones

que cumple la ecuacion que la representa, dando origen a lo que se designa como estados de régimen.

Estimulo . Sistema . Respuesta

Ciertas magnitudes eléctricas como ser: una corriente, una diferencia de potencial, una fuerza electromotriz, un
flujo magnético, etc., quedan definidas cuando se elige un sentido positivo convencional y se conoce su
evolucidn temporal. A continuacidn, nos referiremos a una magnitud genérica "y", que representa cualquiera
de los ejemplos mencionados. Por lo tanto, consideremos fijado un sentido positivo convencional para dicha

magnitud, y que sea la funcién que define su evolucién temporal. y = y(t)

De acuerdo a las caracteristicas de la mencionada funcién, efectuaremos la clasificacion de los regimenes

correspondientes:

e Régimen estacionario o corriente continua, en esta f(t)

condicion las variables de los circuitos resultan

constantes en el tiempo, es deciry = y(t) = K Vt K

e Régimen variable, para este caso las magnitudes del circuito resultan variables en el tiempo. En
particular se destacan dos sub-casos:
o Régimen aperiddico, es decir que las f(t)
tensiones, corrientes y demas variables del
sistema no presentan periodicidad, este es el

caso mas genérico de y = y(t)
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o Régimen permanente (periddico), en esta condicién las variables del circuito presentan un

comportamiento que se repite permanentemente en el tiempo, es decir que las variables se

pueden escribir de la forma y = y(t) = y(t + nT) siendo n entero y T el periodo. A

continuacién se muestran distintos regimenes permanentes, destacandose el de corriente

alterna sinusoidal, por ser el de mayor aplicacién en la ingenieria eléctrica.

f(t) Unidireccional

(1)

Alterno

N A

| | | |
| | | |
| | | |
//

T 2T 3T 4

\
T

\/T UZT !

Senoidal

ANAN

t
Permanente alternante
f(t) y (t) = -y (t£T/2) ft)
| \ | \ | [
\ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \
/2 1T 13T/2 12T 15T/2 13T 4
\ \ \ \ \ \
\ | \ |

Régimen transitorio, corresponde al intervalo donde, luego de una conmutacién en el circuito, se

presentan alteraciones en las variables desde las condiciones iniciales hasta alcanzar un nuevo estado

estacionario o permanente. A continuacién, se muestran algunos casos de respuestas transitorias

convergentes a una condicion final de régimen estacionario Xe.

N

Xe Xe

(1)
A

/

A

f(ff)‘l

Xe

1
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Los fendmenos que tienen lugar en un circuito eléctrico podemos clasificarlos en:

e Transformacidn de energia electromagnética en otras formas de energia (mecanica, quimica) o viceversa.
e Disipacidn de energia bajo forma de calor, con caracter irreversible

e Radiacién de energia electromagnética

e (Creacion de campos magnéticos

e Creacion de campos eléctricos

Los modelos (entes ideales) que utilizaremos para representar como modelos de dichos fenédmenos son:

e Las fuentes que caracterizan la transformacién de otras
formas de energia en energia electromagnética y, en
algunos casos la conversidn reciproca. De forma general
utilizaremos fuentes de tension (e), de corriente (i) o
fuentes dependientes segun se explican a posteriori.

e
e Las resistencias que caracterizan la transformacién de
energia electromagnética en otras formas de energia \/ \/ \/
R

(radiante, calor, mecénica, quimica). De forma general
se utiliza la letra R para referirnos a estos elementos.

e las inductancias (propias o mutuas), que caracterizan
los campos magnéticos. Para las inductancias propias se
utiliza la letra L mientras que para los acoplamientos
mutuos se utilizala M

e lascapacidades que caracterizan los campos eléctricos.
Para estos elementos aplicaremos la letra C L

Otros elementos que también seran utilizados a lo largo de la materia y que permiten representar elementos

y/o comportamientos particulares son:

e Las fuentes dependientes, es decir elementos de la red que imponen

una tensidon o una corriente, dependiendo de otra tensidon u otra + v=uli
corriente. Estos modelos suelen ser utilizados para representar i = i(u)
acoplamientos magnéticos, comportamientos de transistores vy
amplificadores operacionales, transformadores de medida, entre otros.

e Los elementos anémalos, en los cuales no rige la linealidad y su relacion i 77 u = u(i)

tensién-corriente obedece a una curva o expresion matematica no ———»
lineal. Los elementos mas comunes que se estudiaran en esta materia N
corresponden a resistencias alineales, diodos y materiales

ferromagnéticos.

Los circuitos se efectuaran enlazando galvanicamente dichos modelos por medio de conductores a los que

consideramos ideales (es decir: carentes de propiedades resistivas, inductivas o capacitivas). Otra alternativa
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qgue es de fundamental importancia, por su empleo en transformadores, es la vinculacion inaldmbrica entre

elementos, los cuales se vinculan mediante un campo magnético comun.

Cuando es posible representar satisfactoriamente un sistema con un nimero finito de elementos se dice que el
modelo resultante es un circuito a parametros concentrados. De no serlo, diremos que el circuito es a
pardmetros distribuidos, esta situacion es imprescindible para el estudio de sistemas de conduccidn de energia
a muy larga distancia o a muy alta frecuencia. En esta Asignatura nos dedicaremos al estudio de los circuitos a
pardmetros concentrados, la cual resulta elemental para la posterior interpretaciéon y aplicacién de los modelos

a parametros distribuidos.

1.3.3.1. Fuentes independientes

“_ n

Una fuente de tensidén “e” es capaz de entregar cualquier nivel de corriente

wsn
|

para
mantener la diferencia de potencial o tension “e” entre sus bornes. Considerando los
sentidos de la figura si ambos valores “e” & “i” son positivos la fuente estara entregando i

energia al circuito eléctrico (proveniente de otro dominio).

“wn
|

Una fuente de corriente

e
es capaz de poner cualquier diferencia de potencial “u” ente @

“wn
|

sus bornes para mantener la corriente “i” fluyendo entre sus terminales. Considerando

los sentidos de la figura si ambos valores “i” & “u” son positivos la fuente estard u

entregando energia al circuito eléctrico (proveniente de otro dominio).

En ambos casos si uno de los valores resulta negativo para tal referencia implicard que las fuentes en realidad
se comportan como sumideros, es decir absorben potencia del circuito y la transforman a otro dominio. Un
ejemplo de esto seria para representar una bateria que estd siendo cargada. En cualquier caso la potencia

intercambiada sera el producto de la corriente que fluye por la tension entre sus bornes.

1.3.3.2. Resistencia
En una resistencia "R" se cumple, en todo instante la ley de Ohm, es

decir, se tiene que, si la diferencia de potencial entre sus bornes es

\

"u"y la corriente que la atraviesa es "i", se verifica: u(t) = R - i(t) | R
\
\

Es un componente que permite representar la transformacion de

energia eléctrica a otro dominio. Tipicamente de forma irreversible, |

como el térmico.

No posee capacidad de almacenamiento de energia, resultando la potencia disipada (transformada a otro

dominio):

p(®) =u®)-i(t) = R-i*()
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1.3.3.3. Inductancia 3
En una inductancia "L", la diferencia de potencial aplicada en sus ‘ E—— /m\ ‘
bornes debe vencer la fuerza contraelectromotriz originada enella | L \
por la variacion de la corriente circulante i. Por ley general de la : :
induccion, para los sentidos de "u" e "i" en la figura, se tiene: | u |
\ \
eL(t) = —% =L d;(tt) S ou®) = —e () =L d;(:)

Este elemento representa el almacenamiento de energia en los campos magnéticos, producto de la circulacién
de corriente eléctrica por un conductor ideal. La energia almacenada en t, considerando un valor nulo en

tiempo t=0 puede obtenerse de la siguiente forma:

t t
di di 1
p(t) = u(t) - i(t) = L(-b(it()t)-—;(;) S E(t) = fp(t)dtsz-i(t)- ;(tt) dt =1 2(t)
0 0

Es decir que la energia almacenada depende directamente de la corriente o flujo de campo magnético

asociada al inductor (considerando invarianza de L en el tiempo).

1.3.3.4. Capacidad

H “uen . — l . 1A . /L
En una capacidad “C” se cumple: u(t) = c q(t) obteniéndose que: ‘ ‘
\
_1or; 5 i) = -0 ||
u®) = [it)dt 6 i(t)=cC n | -
\
Este elemento representa el almacenamiento de energia en los |
\ u
\

campos electroestaticos, producto de la diferencia de potencial
existente entre dos conductores separados por un aislante. La energia almacenada en t, considerando un valor

nulo en tiempo t=0 puede obtenerse de la siguiente forma:

t t
p@®) =ut)-i(t) = C-qt(tt)(t) dl;—(tt) - E(t)= fp(t)dt = f C-u(t)- dl;(tt) dt = %C-uz(t)
0 0

Es decir que la energia almacenada depende directamente de la tensién o carga asociada al capacitor

(considerando invarianza de C en el tiempo).
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1.3.4.1. Leyes de Kirchhoff
De acuerdo a la convencion de representacién de modelos en los circuitos ideales, resulta que las dos leyes mas
importantes para la resolucidn de circuitos eléctricos, conjuntamente con la ley de Ohm, son las leyes de

Kirchhoff, cuya interpretacién y sus enunciados se explicitan a continuacién:

e La acumulacién de cargas eléctricas tiene lugar, exclusivamente, en las capacidades; esto nos permite
enunciar la Primera Ley de Kirchhoff o Ley de Corriente de Kirchhoff (LCK) que dice:
"La suma algebraica de los valores instantaneos de todas las corrientes que Zip (l) — O
concurren a una superficie cerrada o nudo es nula" p=1
e Los efectos inductivos se hallan concentrados en las inductancias, luego la diferencia de potencial entre dos
puntos de un circuito ideal es independiente del trayecto a lo largo del cual se efectia la medicion. Entonces
puede enunciarse la segunda Ley de Kirchhoff o Ley de Tensiones de Kirchhoff (LTK) como:
"La suma algebraica de los valores instantaneos de todas loe fuerzas-electro- m p
motrices (f.e.m.) de las fuentes de tensidn contenidas en un bucle es igual a la suma Zek — vk
algebraica de los valores instantdneos de todas las caidas de potencial =] h=1

correspondientes a los restantes elementos contenidos en el bucle"

1.3.4.2. Leyes de conmutacion
Conocidas las ecuaciones que rigen el comportamiento de los elementos de un circuito y las leyes de Kirchhoff,
resta conocer la evolucion de las magnitudes al producirse una alteracion en el sistema, las que son conocidas
como las leyes de conmutacién o condiciones iniciales que nos permitiran plantear las ecuaciones diferenciales

que permitirdn conocer la evolucién temporal de la corriente y/o la tensidn en un circuito.

Estas leyes se determinan a partir de consideraciones energéticas. El concepto bdsico corresponde a identificar
que variables (tensidn, corriente, carga, flujo, etc.) resultan directamente asociadas a la cantidad de energia
almacenada en el elemento bajo evaluacién. Como la energia no puede variar “a saltos”, i.e. es continua,

tampoco lo hara la variable representativa de la energia almacenada.

Una interpretacion alternativa, de indole matematica, corresponde a identificar si la variable en cuestidn se
obtiene integrando otra variable. En ese caso, siendo que la integral de una funcién es continua aun cuando la
funcién que esta siendo integrada varie “a saltos”, podremos conocer su comportamiento ante alteraciones en

el sistema.

A continuacién, se presenta el comportamiento ante conmutaciones en capacidades e inductancias. Vale
destacar que en una resistencia la corriente que la circula y la tensidn aplicada pueden variar sin continuidad,
pues ambas variables estdn ligadas mediante un producto escalar.

Comportamiento de capacitores
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Si sometemos un condensador de capacidad "C" a una diferencia de potencial "v", éste almacenara energia en

forma de campo eléctrico, siendo la carga en sus placas: q(t) = C - v(t).

La corriente que circulara por él sera: i(t) = dq/dt

En tanto que la carga total almacenada por el capacitar puede ser calculada como la integral de la corriente que

lo circulé desde su origen, ya que no se puede obviar su historia previa, por lo que el extremo inferior de la

integracion sera menos infinito y el superior el tiempo que estamos considerando: qg(t) = f_oo i(t)dt

Considerando dos intervalos de integracion: q(t) = f_ooo i(tdt + foti(t)dt

La primera integral sera la carga que poseia el capacitor en el instante considerado como cero en el estudio del
circuito eléctrico (generalmente se toma como tiempo cero al instante en que se comienza a estudiar la

evolucidn de las magnitudes eléctricas):

_—
dividiendo por C

t 1 t
q(t) =qo + fo i(t)dt v(t) = vy +Ef0 i(t)dt

En la ecuacidn precedente vq es la tension del condensador en el instante considerado como inicial. De esta
ecuacién puede observarse que la tensién varia con continuidad, cualquiera sea la forma de la corriente. Siempre
contemplando un comportamiento de la corriente acorde a la realidad (i.e. no se contempla que la funciéon

corriente se comporte como una funcidn delta de Dirac). De esta forma, se puede escribir la ley de conmutacion
=0)=v(t=0"
v(t=0")=v(t=0")

v(t) a gq(t) = ENERGIA

De igual forma, la ecuacién previamente presentada permite representar al condensador por medio del modelo

circuital indicado en la siguiente figura:

1

Finalmente se presenta un ejemplo de las evoluciones de carga, tensidn y corriente en un capacitor.
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10 T
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T
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Tension
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Corriente

Tiempo

Comportamiento de inductancias

La inductancia ideal es una bobina realizada con alambre sin resistencia. Cuando es recorrida por una corriente,
se almacena energia en forma de campo magnético en el espacio que rodea el devanado. Practicamente se
realiza arrollando alambre en forma de hélice alrededor de un tubo de aire, éste puede ser reemplazado por un
material magnético para aumentar la energia del campo almacenada debido a la mayor permeabilidad del

medio.

Supongamos un anillo de aire o material magnético y sobre él un

arrollamiento (bobina), por el cual circula una corriente i(t)

La ley de Ampere- Maxwell nos permite escribir:

f@x&lzzv-i(t)
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De acuerdo a la configuracion geométrica h resulta constante y la longitud media magnética del toroide resulta

“L”, obteniendo asi: h(t) - L = N - i(t)
Debido al campo magnético h se desarrolla una induccion magnética: b(t) = upyh(t)

Contemplando una seccidn transversal de drea S, se tiene un flujo @(t) = b(t) - S

A partir de estas ecuaciones se puede escribir: N - i(t) = %L = @(t) ﬁ - N-i(t) =0(t)- R,
0 0

Siendo Rm, la reluctancia magnética del circuito.

Teniendo en cuenta que en una inductancia la tensidén en sus bornes es proporcional a la velocidad de variacion

del flujo, puede escribirse: e(t) = —N% = —v(t)

De modo que: v(t) = %f_too v(t)dt = %f_ooo v(t)dt + %fotv(t)dt = Qo + %fotv(t)dt

Multiplicando miembro a miembro por Rm/N, se logra escribir las ecuaciones en términos del coeficiente de

autoinduccién L = Rm/N? como se presenta a continuacién:

, . Rn (! o1t
i(t) =iy + N_Z_[Ov(t)dt = Qo+ Zj;v(t)dt

Por tratarse de una funciénintegral se deduce que la corriente en una inductancia posee una evolucién continua,

es decir que se verifica que:
i(t=0)=i(t =0")

i(t) o #m(t) - ENERGIA

De igual forma, la ecuacién previamente presentada permite representar al inductor por medio del modelo

circuital indicado en la siguiente figura:
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Problema 1

Dibujar el circuito eléctrico que sea modelo de una linterna de dos elementos y plantear las ecuaciones

matemadticas que lo representan.
Problema 2

Dibujar el circuito eléctrico que sea modelo de un artefacto luminoso constituido por un tubo fluorescente.

Problema 3

Un conductor conduce una corriente de 20mA. ¢ Cuantos Coulombs pasan por una seccidon normal al conductor

durante 15 segundos?
Problema 4

La carga que entra a una inductancia de 2 Hy es g=e? con t en segundos y q en Coulombs. Determinar la

tension en sus bornes en V.
Problema 5

Si la misma carga del problema anterior (q=e"?) corresponde ahora a la evolucién de la carga en bornes de un
capacitor, determinar:

a) Lacorriente que circula por el capacitor

b) Latensién al cabo de 10seg

c) Laevolucion temporal de la tension
Problema 6

La carga total acumulada en la placa positiva de un capacitor varia segun se muestra en la figura P6 La evolucién

de la carga durante los primeros 4 segundos es cuadratica, calcular:

a) La evolucién temporal de la corriente en los primeros q(;u C)
20 seg. 20 |-
b) El valor medio de la corriente en dicho intervalo de 20
segundos. 16
¢) La carga total acumulada por el capacitor durante los .
20 segundos. 12
d) Si ahora se desea calcular la corriente media en el 8
intervalo de 0 a 12 seg. explicar los motivos por los que ., qdratica |
este resultado es distinto al del apartado b) 4
L1 | -
16 20 t(s)
Figura P6 b)
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Problema 7

Cuando se ha descargado la bateria de un automovil se procede a puentear la misma con la de otro vehiculo
gue dispone de ella en buenas condiciones, para ello se deben cortocircuitar los terminales de igual polaridad

como se indica en la figura P7. Si se determina que en la conexién fluye una corriente de 25A con el sentido

indicado: 254
a) ¢éCudl es el vehiculo que posee la bateria
defectuosa?
b) Sila conexién se mantiene durante 45seg, écual
es la carga total transferida? V1 vehiculo 1
V2 wvehaculo 2
B balera
Figura P7

Problema 8

La figura P8 muestra la curva tipica de carga de una bateria, se desea calcular:

a) Lacarga total que se transfiere a la bateria en Ah (Ampere-hora) y en Coulomb
b) La energia total suministrada a la bateria

v(V)) i(4) /)
14 —
12 - 24
10 — 20 -
8 16
6 12
1 8
2 - 4
| | | | .
0 5 10 15 20 25 t(hs) o0

Figura P8
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Problema 9

La evolucion de la corriente en los terminales del elemento i(t) ( \
de la figura es: A H_

. (i=0 si t<0 .
'(t)_{i:me-l“““‘ si t>o =4

a) Calcular la carga total que entra al elemento en

Coulomb y pC.

b) Calcular la carga ingresada al elemento parat=1ms

y para t=5 ms.
Figura 1 - Dipolo
Resolucién
. d Coulomb
o =49 [ Ampere = Cotom)
De la definicion de corriente tenemos que: dt Segundos

De esta manera tenemos que la carga (g) que ingresa al elemento entre el tiempo t1 y t2 vale:

t2
Jei-t2 :f i(t)dt [Amepere - Segundos = Coulomb |
[

a) La carga total serd la que ingresa desde t1 = - hasta t2 = +o°. Siendo i(t<0)=0 la integral sélo debe
calcularse entre t1=0y t2=+o0

+eo +eo 10 +00 10
— : t dt — i — 10 —1000tdt —_— —-1000t — O e
Jrotal fo i(t) fo 1 € 1000 ¢ 0 = To00

Qrotal = 0.01C = 10000 pC

a) La cargaingresada parat2=1msyt2 =5mses:

1ms 10e-1000t ¢ — _ie—mom 1/1000 — _ﬂeﬂ _ ( 10 )

Aims = Jo 1000 0 1000 1000

Qims = 0.00632 C = 6320 yC , anslogamente:dsms = 0.00993 C = 9930 uC
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i(t) 10

8

6

4

2

1 1 ra—— =

5 L L
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

t t

Problema 10

La siguiente figura muestra un circuito conformado por una fuente de tensién con resistencia interna R; y un

consumo representado por una resistencia R. Se pide:

a) Calcular el valor que debe adoptar la resistencia i(t)

variable R para que la potencia

disipada en esta sea maxima. | @ ->
b) Calcular el rendimiento n de la

transferencia energética fuente = resistencia Ri

para tal valor de resistencia. /
c) Graficar la potencia transferida en // R

funcién de la resistencia R ( P=P(R) )

d) Graficar el rendimiento de la transmision en ——
funcién de la resistenciaR(n=n(R))

Resolucion

Siendo E una fuente de tensidn continua, la corriente total por el circuito es continua ( i(v=lv t), de forma

que puede escribirse:

[ E  E
~ Req Ri+R

La Potencia disipada por la resistencia R, también continua, sera:

P(R) = I°R = E°R
(R) = ~ (Ri +R)?

a) Lacondicién de maximo puede obtenerse igualando la derivada de la funcién P(R), esto es considerando
constante los pardmetros Tension de la fuente (E) y resistencia interna (Ri).

IP(R) E2(Ri + R)? — 2E2R(Ri + R) o
—g=0= TR = 0= E2(Ri + R)2 = 2E2R(Ri + R) =

E2(Ri + R)? = 2E2RRi+R) =Ri+R=2R
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JdP(R) 0=R=Ri
— = =
3R !

Es decir que la potencia disipada mdxima se da, cuando la resistencia del consumo R iguala a la resistencia interna
de la fuente Ri.. Mds aun puede afirmarse que la transferencia de una fuente a un consumo es mdxima cuando el
valor de la resistencia del consumo es igual a la de la resistencia interna de la fuente, independientemente de los

valores de resistencia y tension de la fuente.

b) Considerando que la potencia disipada por R es potencia Util y la de R; es pérdida, el rendimiento del
sistema fuente - resistencia para esta condicidon de maxima transferencia vale:

Potencia Consumida (Util) R 1
Potencia Entregada (Total) #(Ri+R) 2

c) A continuacién se grafica la funcion potencia vs resistencia considerando una fuente E = 1V y una

resistencia interna Ri = 2Q

0.12F /—F
oaof |
J
/
008} \
I' P i
0.06 | max R
| =
0.04
002
2 4 6 8 10 12 14
d) La grafica del rendimiento para el mismo caso que el apartado c, es:
LB
8o | e —aa
60 F
50 %
s0f
20 :/
?..x A AT D LA AN Bl A T v A A A TR 20
0 2 4 6 8 10 12 14
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Problema 11

La bobina de cierto amperimetro tiene una resistencia de 120 Q. Se desea proveerlo de una resistencia en

paralelo de tal manera que sélo un milésimo de la corriente a ser medida circule por el instrumento. Calcular el

valor de la resistencia R.

R

Figura 3 — Amperimetro
Resolucién

I

Siendo la relacién buscada entre las corrientes entre las corrientes 14~ y considerando que tanto el

amperimetro A como la resistencia R estdn sometidos a la misma diferencia de potencial, se tiene:

|, =
R I Ry lp+l, _ Ra+R

= -
I, R I R

= 1000

| < =<

R = R4 =0.12010Q
999

Problema 12

La tensidn y la corriente en los terminales de la bateria de un automovil durante el ciclo de carga se muestran

en la siguiente figura. El tiempo (eje x) corresponde a miles de segundos (1000 x t).
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25 12.5
1,20 16, 12 21,12
20 / 12
15 11.5
6, 14 1(A)
10 11 T V()
NS
5 10.5
1,10 21,0
0 v T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 10
0 5 10 15 20 25 1000 x t (seg)
Calcular la carga total transferida y la energia total entregada a la bateria.
Problema 13
La expresion de la carga g en Coulomb que entra a un dipolo es: alt)
O—>—
S U £ Y ) a=0,03679—
) = 2 [a + az] € " siendo ’ seg
o—

Calcular el valor maximo de la corriente.

Problema 14

La tensidén y corrientes medidas en bornes de un dipolo siguen las siguientes expresiones:

V=20

Do = { sit<0
) Ty = 50e—1000t

sit=0
Lty = {1 — 10e-1000t it > ‘1’
I=0 sit<0

v(t)

Calcular la energia total transferida en mili-Joules

Problema 15

*—>—

o—

i(t)

Una linea de transmisién de alta tensién (HVDC) interconecta dos areas remotas (A y B). Esta se encuentra

operando a 800 kV y transportando una corriente de 1800 A. Calcular la potencia transmitida en MW vy

determinar la direccién del Flujo de Potencia.
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)

Area
A

-

1800 A

)

800 kV \l,

—

Problema 16

Determinar el valor que debe adoptar

resistencia variable R para que la potencia disipada en la

resistencia de 5 Q sea 20 W.

Problema 17

Problema 18

la 50

40V

Are

d

Calcular la R de tal manera que la tensidn en el milivoltimetro sea un

milésimo que la tensiéon a medir (V). La resistencia interna del

milivoltimetro es de 1 kQ.

Analizando la definicion de fuentes independientes ideales de tensidn y corriente, determinar cudles de las

conexiones son validas y cuales violan los principios impuestos para la definicion de las fuentes ideales.

4e7t 4e”

5V 12v 8V

(1 ) sen (t)

5 sen(t)

| sen(t)

3V

@,

de -

| 4A

) 4A
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Problema 19

En cada uno de los siguientes circuitos, si la interconexién es vdlida, analizar el balance energético. Si la

interconexién no es valida, explicar por qué.

4

< 20
5V 12

\4

L.
:

Problema 20

La corriente 10 en el circuito de la figura es 1A.

Calcular:

a) Lacorriente Il
b) La potencia disipada en cada resistencia

c) Verificar que la potencia total disipada en
las resistencias es igual a la suministrada por
la fuente de 150V

Problema 21

Las corrientes la e Ib en el circuito de la figura valen 4A y -2A

respectivamente. Calcular:

a) Lacorrientelg

b) La potencia disipada en cada resistencia
c) Latension Vg

d) Realizar el balance energético

Problema 22

Dado el circuito de la figura, calcular:

a) Lascorrienteslaelb
b) LatensiéonV

c) Verificar que la potencia entregada es igual a

la consumida.
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Problema 23

La tensidn y la corriente medidas en los terminales del dispositivo de la figura se resumen en la siguiente tabla:

V[V] |

[A]
50 0
66 2
82 4
98 6
114 8
130 10

+

v

O )

Construir un modelo de circuito de este dispositivo usando una fuente ideal y una resistencia. Utilizar el
modelo para estimar el valor de | cuando la tensién V=0V.

Problema 24

De la misma forma que en el problema anterior, se pide construir un modelo usando una fuente ideal y una

resistencia. Luego, utilizar el modelo para hallar la potencia que el dispositivo le entregaria a una resistencia de

20 Q).
\Y |

[V] [A]
100 0
120 4
140 8
160 12
180 16

Problema 25

vl

O )

Sabiendo que en el circuito de la figura la tensidn en la resistencia de 16 Q es igual a 80 V.

Calcular:

a) La potencia disipada en cada resistencia

b) La potencia desarrollada en la fuente
ideal de 125V

c) Realizar el balance de potencia generada
y consumida.

125V

7Q 15Q
50

30Q sovl 16Q2
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Problema 26

En el circuito de la figura, hallar R y la potencia suministrada por la fuente

R 1502
40)
4A
240V L
100 20Q)

Problema 27

En el circuito de la figura, determinar todas las corrientes de ramas (incluso las de resistencia nula) y todas las

tensiones de nudos.

20V T 20 < 4y 10 < /-‘-\\
- () sa
A oV
( ]
‘\f/ A
7Q = =
( > T Tev v
30
Problema 28
En el circuito de la figura determinar lo, Uag, Uac Y Uer.
10V
2Q0 A | 30 B

4V
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Problema 29

Dado el circuito de la figura, escribir las ecuaciones de las leyes de Kirchhoff que permitan determinar su estado
de régimen.

5Q

10V = 5Q

Problema 30

Para cada uno de los circuitos que se representan en las figuras, escribir las ecuaciones de las leyes de Kirchhoff
gue permitan determinar su estado de régimen.

20V

5A
20) B 10 3002 10Q
7N A A/ A AT A A S
5V
v 20V
‘ =30 b,
( = 70
0 6A e =2 P 10 30
" TN ( /\\; 31A A A S A AP
VAYAY; %\( /!7 ‘-\‘_ J WV YA
5V
3Q
I ‘ _J\_‘ll‘\ A A ‘ \";‘L‘vﬁ‘.-‘:\
‘ 6Q) 20)
12v
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Magnitud Unidad Simbolo
Tension Voltio Y
Corriente Ampere A
Frecuencia Hertz Hz
Potencia Vatio/Watt w
Resistencia Ohm Q
Conductancia Siemens S
Inductancia Henrio H
Capacidad Faradio F
Induccidn Magnética Tesla T
Flujo Magnético Weber Wb
Carga Eléctrica Culombio C
Energia Joule J

Escala Prefijo Simbolo

10° Giga G
10° Mega M
103 Kilo k
103 mili m
106 micro H
10-9 nano n
1012  pico p

Tensiones en Argentina: 380 V (baja), 13,2kV-33kV (media), 132kV-220kV (alta) y 500kV (extra alta).

El 04/07/2019 fue superado el maximo histérico de POTENCIA de INVIERNO del SADI para dia Habil,
correspondiendo 23859 MW a las 20:42. El 29/01/2019 fue superado el maximo histérico de ENERGIA del
SADI para dia Habil, correspondiendo 544,4 GWh (1Wh=3600J). El consumo promedio de una casa
pequefia es de 350kWh bimestrales. La central nuclear Atucha Il genera aproximadamente 750MW.

La corriente de actuacién de una proteccién diferencial hogarefia es de 30mA. Una llave termomagnética
hogarefia tiene una corriente nominal de 20A y puede abrir hasta una corriente de falla de 3kA. La
corriente de falla en la Estacidon Rosario Oeste 132kV es mayor a 20kA.

El capacitor de una fuente de 12V puede ser de 2200uF. El capacitor para un motor monofasico de 1/4Hp
(186W) es de 120uF.

Muchos transformadores se disefian para operar con un nivel de induccion o densidad de flujo de 1,5T.
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2.DIPOLOS

2.1. Introduccion

Los circuitos eléctricos consisten en elementos interconectados, los que analizaremos, en este capitulo, en
forma independiente y ademds, en forma previa, efectuaremos una clasificacién de acuerdo a su

comportamiento a través de parametros observables.

2.2. Dipolos

Se denomina dipolo a todo elemento o conjunto de elementos que tienen dos

bornes (polos) para su conexion

2.2.1.Definiciones y clasificacién
En todo dipolo es de gran interés conocer la tension en sus bornes y la corriente que ingresa en él y su relacion
para conocer su comportamiento, esta ultima puede darse de dos maneras:

a. mediante una grafica en el plano cartesiano, tomando la tensién como ordenada y la corriente como

abscisa, obteniéndose una grafica conocida como “gréafica VoltAmpere”.
b. mediante una ecuacién matematica, conocida como “ecuacién Volt-Ampere(V-A)”.

La clasificacién de los dipolos se puede efectuar en funcidn de su ecuacidn V-A (o su grafica V-A) en:

Lineales: su ecuacién es una funcidn lineal, es decir del tipo y = ax + b . Este tipo de elementos admite

las propiedades de superposicion.

(A
v=ai+b
g b
L .
‘L I
> =
Figura 2-1

Alineales: la ecuacidn que rige su comportamiento posee potencias de x. También se denomina a este

tipo de dipolos andmalos.
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\Y

Figura 2-2

Una segunda clasificacion tomando como base consideraciones de simetria, es:

Simétricos: Cuando la funcidn que lo define es de la forma y(x) = y(—x), es decir tenemos simetria

par, o siy(x) = —y(—x) se dice que la simetria es impar, como se muestra en la siguiente figura.

v

VI —

J’

./‘

-

-V1

Figura 2-3

11

Asimétricos: No verifica el dipolo las condiciones de simetria.

V

Figura 2-4

38/370




Analisis de Circuitos — Material Completo

Otra clasificacion se realiza sobre la base de la potencia absorbida, es decir que v(t) e i(t) se toman de tal

manera que sus sentidos defina potencia absorbida por un dipolo.

Activo: Es capaz de suministrar energia

w(t) = f p(t)dt = ft v(t) *i(t)dt <0

—00

Pasivo: La energia consumida verifica
t

t
w(t) :f p(t)dt :f v()*i(t)dt =0

—00
Nota: si se toma un intervalo de tiempo, este mismo elemento pueda suministrar energia en él, como

ocurre en aquellos dipolos que pueden almacenarla en forma de campo eléctrico o magnético.

Una definicion mds sencilla, pero no tan rigurosa permite decir que un dipolo es pasivo si para v=0 es

i=0, como en un resistencia.

R
. A .
v

| | Los sentidos de v e i son
para energia consumida

Figura 2-5
2.2.2.Fuentes ideales

Las fuentes ideales de tensién o corriente que han sido presentadas en el primer apunte de la materia, pueden

ser consideradas como dipolos lineales, simétricos y activos.
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Fuente ideal de tension Fuente ideal de corriente
I
a — a
2
+ iy i=li=cte.
g v=E=cte. ke 7 xﬁ
\ ) \V
W
i
—p
v oA v Recta
E Recta ' paralela al eje
paralela al gje de tension
I de corriente |

&
2.2.3.Dipolos lineales

Consideremos un dipolo constituido por una resistencia de valor R. La ecuacién matematica que rige su
comportamiento es la Ley de Ohm (publicada en 1827), que relaciona la tensién aplicada y la corriente que

circula por ella, como se indica en la Figura 2-5.
v = R.i

Del andlisis de esta ecuacién y fijando como premisa que el valor que su resistencia es constante, podemos
concluir que se trata de un dipolo lineal, simétrico y pasivo. Su grafica volt-ampere es la que se indica en la

siguiente figura.

Figura 2-6

La tangente de « sera el valor de la resistencia R en una escala dada por el cociente de las escalas de tensiény

de corriente.
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. v R Escala de v]
ga= i Escala de i

Si ahora efectuamos una modificacién en el dipolo de Figura 2-6 y le agregamos una fuente de tensién de valor E

(Figura 2-7) tenemos:
La tensidn total aplicada al dipolo es:
v=vgp +tvg = E +R=*i

Se puede observar que la ecuacion responde a las condiciones de linealidad (es una recta) y se trata de un dipolo

activo, yaque parai = 0esv # 0.

1
§ R
VR
_|_
v F
Vg

En general se puede afirmar que todo dipolo que posee fuentes es un dipolo activo y se puede demostrar

facilmente que la conexiéon de dipolos lineales da por resultado un nuevo circuito lineal.

En la Figura 2-8 se representa la gréfica V-A del dipolo considerado. Los puntos Ay B son puntos caracteristicos

y se denominan:

A - tensidn a circuito abierto, pues se verifica que v = E con i = 0, es decir es la tension en bornes del

dipolo cuando el circuito esta abierto. A este valor de tensidn se lo suele representar como V,

B - corriente de cortocircuito, pues se tiene con v = 0 resultando i.. = v/R, siendo esta la corriente

que circularia al puentear los extremos del dipolo de la Figura 2-7.
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Figura 2-8
Dado que el dipolo de Figura 2-7 estd conformado por la serie de dos dipolos, una fuente ideal de tensién y una
resistencia, su ecuacién y su grafica V-A podrian ser halladas como la suma de ellas, como se plantea en la

ecuacién de partida.

La pendiente de la grafica de Figura 2-8 da el valor de la resistencia total en el dipolo, que puede ser demostrado

mediante las ecuaciones:

Av

=E+R=*i
V2 + *12] restandom.a.m. =2 Av=RAi > R= —

V1:E+R*i1 Al

Eiemplo 1

Calcular graficamente la corriente del circuito serie de la siguiente figura.

Umb

Figura 2-9
Se trata de un circuito serie por lo tanto la corriente sera la misma en toda la malla. Para la resolucidn de este

circuito consideraremos que ésta constituido por dos dipolos:
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El de la izquierda identificado con las letras A y B y conformado por la fuente continua de valor Ey la

resistencia r que puede ser considerada la resistencia interna del generador.
El de la derecha identificado con las letras a y b constituido por la resistencia de valor R.

Para la resolucidén de este circuito consideraremos los dos dipolos como independientes y realizaremos la grafica
V-A para cada uno de ellos en un mismo par de ejes cartesianos. Se debe tener la precaucién de trabajar con las

mismas escalas para cada dipolo.

Consideremos en primer lugar el dipolo de la izquierda, su ecuacién V-A es: Wuyp=E—1l

Para su grafica tomamos dos puntos, pueden ser los definidos previamente: De vacio y de cortocircuito.

En segundo lugar analicemos el dipolo de la derecha que es una resistencia y su caracteristicaes: vy, = R * i

Al superponer las dos graficas, tendremos la solucién en el punto de interseccidon de las mismas, es decir se

obtienen las variables v e i que se deseaban hallar.

La diferencia vy — v da la caida de tensidn en la resistencia interna de la fuente. Se deja como ejercitacién al
lector la resolucion de este problema cuando se toma la corriente i con sentido contrario. Verificar que el

resultado no cambia.

Se dice que dos o mas dipolos son equivalentes cuando aun cuando se encuentran conformados por diferentes,
todos ellos poseen la misma caracteristica volt-ampere. En dipolos lineales esto puede resumirse a que dos

dipolos son equivalentes cuando estos comparten el punto de vacio y de cortocircuito. Es decir:
I..(Dipolo 1) = 1..(Dipolo 2)

Vo (Dipolo 1) = V,y(Dipolo 2)
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Esta particularidad permite introducir lo que se denomina como equivalencia de fuentes. Esta equivalencia dice
gue un dipolo conformado por una fuente de tensidn en serie con una resistencia posee un dipolo equivalente

conformado por una fuente de corriente en parelo con otra resistencia.

Para demostrar esto se plantan los siguientes circuitos

11 |2
R i a | - c
i
R1 —
T Y b = Vv
b n d
-|-f a | ( j R2 ?‘ C
E ( T
N Y Y
L . b e d

Siguiendo las premisas antes enunciadas para que estos dipolos sean equivalentes debe cumplirse:

Igualdad en corriente de cortocircuito
E E
IcclzR_ y Iex=1 = R_:I

Igualdad en tensién de vacio
V01=EyV02=I*R2 = E=I*R2
Si se divide miembro a miembro se obtiene

E IR, r R
= — =
E/R, I 1=

Esto significa que la equivalencia se establece cuando la resistencia es igual en ambos dipolos al tiempo que el

valor de la fuente de tension o corriente puede calcularse con las expresiones anteriores.

Para analizar estas expresiones debe tener en cuenta que el circuito de la derecha al realizar un cortocircuito
entre los bornes c y d se establece un camino de impedancia nula donde la corriente | de la fuente circula en su
totalidad por dicho cortocircuito (es decir 12=I) al tiempo que no circula nada por la resistencia. Por su parte al
establecer la condicion de vacio es decir cuando 12 es igual a cero, toda la corriente de la fuente circula por la

resistencia haciendo que la tensién de vacio es decir la tension Vcd sea igual a la caida en dicha resistencia.
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Se denominan también dipolos andmalos y son aquellos en los que se verifica que R = R(i) # cte. En la
practica tenemos que la mayoria de los elementos verifican esta condicidn, pero las variaciones que se tienen
de la variable en funcién de la corriente es en muchos casos despreciable por lo que puede tomarse como

constante.

Como ejemplo de dipolos andmalos podemos citar un diodo, una descarga gaseosa, una ldmpara de filamento

etc.

VA v - v
= M /
— M |
(m4) A .

. i(4)

= | : ; -
L)
Diodo Descarga gaseosa Lampara de filamento

Los dipolos de la figura anterior también se ajustan a la siguiente clasificacidn
Diodo: Pasivo, asimétrico
Descarga gaseosa: Pasivo, simétrico
Lampara de filamento: Pasivo, simétrico

En el diodo debe tenerse en cuenta que presenta caracteristicas muy diferentes para ambos sentidos de
circulacion de la corriente, dado que la grafica en el primer cuadrante corresponde al sentido de conexion
directa, es decir permite el paso de la corriente. En este caso se tiene circulaciones importantes de corriente con
caidas minimas de tension, en los ejes figuran como unidades Amperes y milivoltios. El tercer cuadrante

corresponde al sentido inverso de circulacion y las escalas de los ejes son Volts y mili 6 microAmperes.

El calculo y analisis de circuitos eléctricos con elementos alineales se efectia en general con métodos gréfico-
analiticos, basados en las leyes de Kirchhoff y de Ohm. Mediante programas de andlisis numéricos los cdlculos
pueden efectuarse en forma analitica. Sin embargo a los efectos de conocer los métodos de resolucidn que son

en sintesis los que aplica cualquier software, se detalla en forma muy somera algunos conceptos basicos.

Punto de trabajo y operacion
Cuando un dipolo se encuentra inserto en un circuito, quedan definidas sobre él: un valor de tensidn y corriente
particulares, que resultan de la interaccidn del dipolo con el circuito. A este par de variables se las llama punto

de trabajo o punto de operacidn. Este punto forma parte de la curva V-A del dipolo, por lo que puede ser
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encontrado graficamente como se presenta en la Figura 2-10. La determinacion grafica también es posible

cuando se trata de dipolos no lineales.

Por ejemplo en circuito serie compuesto por una fuente de tension ideal, una resistencia y un dipolo andmalo,

donde la caracteristica V-l de este ultimo se presenta a continuacion.

vl v=v(i)

Figura 2-13
Si se desea encontrar el punto de operacién del dipolo andmalo, es decir la corriente y la caida de tensidn entre
los terminales C-D debe aplicarse la segunda ley de Kirchoff como sigue.
Vi =Vep 2 E+R+xi=V(i)

La resolucién de la ecuacidn anterior puede realizarse graficamente superponiendo la caracteristica V-A del
dipolo andmalo con la del dipolo conformado por la fuente de tensidn y la resistencia (dipolo A-B). es decir un

recta de pendiente Ry ordenada al origen de valor E.

VA v=v(i)
Recta de
NE\.M_ L.der
W .
|
O 12 lce il

Figura 2-14

En la figura anterior Q representa el punto de trabajo del dipolo anémalo.

i Resistencia estdtica Re
Es el cociente entre la tension y la corriente en un punto de trabajo del dipolo, en el caso de dipolos alineales
este valor cambia para cada punto de trabajo. En la Figura 2-15 se representa la grafica V — A y se muestra el

calculo de la resistencia estatica Re para el punto de trabajo A.
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_(AB).m, _ my,
Rela = bm - tg(a) m
v
A
e X
0 B 1

Resistencia dindmica Rp
Esta representada por la relacién entre la variacidn incremental de la tensidn y la variacion de la corriente en un
punto de trabajo del dipolo, en el caso de dipolos alineales este valor cambia para cada punto de trabajo.
Matematicamente se puede calcular mediante la derivada de la tensidn respecto de la corriente calculada en el
punto de trabajo. En la Figura 2-15 se representa la grafica V — A y se muestra el calculo de la Rp para el punto
de trabajo A, la cual estd representada por la tangente trigonométrica del angulo y

_dv(®)] my,
DlA_F(t)A_tg(y) m

En un entorno del punto A la grafica volt-ampere puede ser representada por la ecuacion:

v=FE+R=*li
Que estd representada graficamente por la recta que es tangente a la curva en el punto A y que corresponde a

un dipolo activo lineal constituido por:

Una fuente
y una resistencia

Siendo la ecuacion del dipolo
V= VOl + RD * l

Nota: es importante observar que la validez de la aproximacion lineal se tiene para aquellos casos en que el
error cometido no excede los admitidos. De esta manera podemos tener una aproximacién de un dipolo
andémalo por una serie de dipolos lineales, con validez en determinados intervalos, por lo que esta aproximacion

se llama segmento lineal.
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2.2.6.Fuentes dependientes
Las fuentes dependientes son elementos que presentan las mismas caracteristicas que las fuentes ideales pero
donde el valor de misma no depende de si misma sino de otra variable. Es ultima puede corresponder al propio

circuito donde se encuentra la fuente o a otro circuito.
En general se pueden definir cuatro tipos de fuentes dependientes.

e Fuentes de tensidon cuyo valor depende de otra tensién
e Fuentes de tensidn cuyo valor depende de una corriente
e Fuentes de corriente que dependen de otra corriente

e Fuentes de corriente que dependen de una tensién

Las fuentes dependientes permiten representar la interaccién entre dos partes un circuito o entre dos circuitos,
donde dicha interaccidn no puede ser presentada en forma directa mediante otros elementos como resistencias,
capacitores, etc. Este el caso por ejemplo de los bobinados de un transformador donde existe una vinculacién
entre ellos pero no eléctrica sino magnética. Otra posibilidad son los sistemas de control automaticos donde
mediante la medicién de una variable en un circuito se ejecuta una accidn en otro, aqui la vinculacion se realiza

senales de comunicaciones.

Se presenta a continuacidn un ejemplo de cada tipo de fuente dependiente.

Fuente de tension dependiente de una tensién Fuente de tensién dependiente de una corriente
, K L R
+ + + | +
E Rz kuz { R3 E V| Z R K R3
Fuente de corriente dependiente de una tension Fuente de corriente dependiente de una corriente

R R1
I I
+ + + +
E Rz kU2 R3 E Uz l Rz kIt R3
s

2.3. Ejercicios resueltos

Problema 1

Reducir los dipolos de la figura 1 a una rama con fuente Unica equivalente.
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SONGIENG SORER

l

(a) (b) ()

Resolucion

u(v)
a) Alestarlafuente de tensién de 10V en paralelo con la fuente de

corriente de 5 Ay por ser ambas ideales, la tensidén en bornes es
impuesta por la primera de ellas, es decir la fuente de tension,
mientras que la corriente puede ser cualquiera. Entonces la
fuente equivalente al dipolo considerado es una fuente de
tension de 10 V. El dipolo resultante es el graficado en la figura
2 y su caracteristica V-A sera: V =10V

1ov

I(A)

b) En la conexidén en serie de fuentes de corriente y tension la que u(v)
domina es la fuente de corriente debido a que impone la circulacion
de corriente en el dipolo, mientras que la tensién entre sus bornes
puede ser cualquiera. Entonces la fuente equivalente al dipolo
considerado es una fuente de corriente de 6 A. El dipolo resultante 6A
es el graficado en la figura 3 y su caracteristicaV—Aserd: I=6 A I(A)

c) Laecuacién V — A del dipolo puede ser obtenida por la aplicacion de la LCK y resulta:

U
I=——-24 = U=5I+10
50

Esta Ultima ecuacién coincide con la de una fuente de tension de 10 V en serie con una resistencia de 5
Ohm, segln se indica en la figura 4. La caracteristica V — A del dipolo es la mostrada en la siguiente

figura.
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u(v)
5 Ohm

10V C) T T T .Z\A T T T T T |(A)

Problema 2

¢Es vdlida la conexidn de la siguiente figura? Explicar por qué.

40V

10A % 20A 100 V

Resolucién
No es valida la conexidn de la figura 6 porque no se cumple la LK/ (Ley de Kirchhoff de corriente) en el nudo B.

40V

10A % 20 A 100 vV

Problema 3

El siguiente circuito puede ser considerado como un dipolo si se lo mira desde los bornes de la derecha.
Encontrar otro dipolo que se equivalente a este pero que esté constituido por una fuente de tensién y una

resistencia en serie.
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El r4

SRR

Resolucion

Primero se transforman las fuentes de tensidén en fuentes de corrientes, de manera de obtener un paralelo de

fuentes de corrientes y resistencias

HOC L RO I 220

®

Ahora puedo sumar las fuentes de corriente (cada una con su signo

teniendo en cuenta como positivo el sentido de referencia de la
fuente equivalente) por estar conectados en paralelo, también se

. . . . leq (4 req
puede realizar el paralelo de las resistencias, o bien sumar sus

conductancias, obteniéndose:

E, E, 1

leg=7 "B=7 Ta=T 1 1 1

Finalmente se convierte el dipolo a una fuente de tensidn en serie con una resistencia
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req

T

Eeq =leq * req <+>

Problema 4

Dibujar la relacion V — A de los siguientes dipolos:

D \1,Ud

D D
. [~ .
My 4 1T R
R +
Et
U

(a) (b) ()

Nota: Considerar al diodo como ideal, es decir:

e En el sentido de conduccidn la caida de tensidn en el es cero, se comporta como un cortocircuito.
e En el sentido opuesto se comporta como un circuito abierto.

En todos los casos deben analizarse las dos condiciones posibles U >0y U < 0.
Resolucién

(a) Para: u)
U > 0 el diodo se comporta como un cortocircuito y la corriente

U
resultal = —
R

U < 0 el diodo se comporta como un circuito abierto, lo que
. . I(A
implical =0 *)

(b) Para:
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U > 0 el diodo se comporta como un cortocircuito y la corriente u)
resulta indeterminada, dependiendo entonces del circuito
externo.

U < 0 el diodo se comporta como un circuito abierto, lo que

implica que la corriente solo puede circular por la resistencia

U
resultando [ = 2

I(A)

(c) En este caso debe considerarse que el diodo no conduce cuando esta polarizado en sentido inverso, es
decir para tensiones U; > 0 (con el sentido considerado positivo), por lo que es importante la
determinacién del valor de la tensidn U para el cual la caida en el diodo es cero y que corresponde a una

corriente cero. Se tiene entonces la siguiente ecuacién

Cuando simultaneamente Uy =0el =0 = U =Ef
Ef

Por lo tanto para: \Ef/R

e U < Ef Lapendiente de la recta es R
e U > Ef Se tiene una recta que coincide con el eje de
tensiones

Problema 5

Se midié el voltaje y la corriente en los terminales del dispositivo de la figura y se obtuvieron los resultados

volcados en la tabla.

-t
+
'y vy (V) it (A)
Dispositivo 2 100 0
. 120 4
140 8
160 12
o 180 16

(a) Construya un modelo de circuito para este dispositivo, utilizando una fuente de voltaje ideal y una

resistencia.
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(b) Utilice el modelo para predecir la cantidad de potencia que suministrara el dispositivo a una resistencia
de 20 Ohm.

Resolucion

(a) .

200
180 —
160
140
120
100

80

V (V)

0 2 4 6 8 10 12 14 16

1(A)

En la figura se puede ver que cuando no circula corriente por el dispositivo la tensidn entre bornes es de 100 V,

es decir que la fuente de voltaje ideal del modelo del circuito es de 100 V.

Para modelar la resistencia se calcula la pendiente de la recta y este serd

el valor de la resistencia. Para esto se toma un intervalo del eje tensién y

"
para este su equivalente en el de corriente, don el cociente entre los 100V <>
mismo es la pendiente de la recta.

Ay 180V — 100V & &R =t 5 Ohm
—_——-— = = =
A, 164 — 04

[ g

(b) .

Si se le conecta una resistencia de 20 Ohm al dispositivo el .

circuito queda como se indica en la figura

100V
Doénde:
20 Ohm

_ 100V ”
200450 5 Ohm

Pr=1? xR =42 %20 = 320W

Problema 6
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Encontrar los pardmetros del modelo seccionalmente lineal para el esquema propuesto en la figura siguiente,

de manera que represente la caracteristica V — A indicada.

- R uv)
200

-%%mi—- 100

f & % I(mA)

Resolucion

El punto en que la recta corta al eje de corriente se tiene para | = 3 mA, para valores | < 3 mA, la tensién es

idénticamente nula.

En el intervalo —oo < | <3mA el diodo se comportara como un cortocircuito y la corriente / solo dependera

del circuito externo, en el mismo se tendra la corriente por el diodo sera: |, =1, — 1 ya que la corriente por
la resistencia serd cero por ser cero la caida de tension U.
Cuando se llegue al valor |, =1 se habra arribado a la condicion limite, ya que la corriente por el diodo no

puede ser negativa (diodo ideal). Como conclusion se tiene que |, =3 mA.

Para una corriente |, > 3mAcirculara una corriente por la resistencia 1, = — 1, (por el diodo dejo de circular

corriente, polarizacién inversa).

Se observa que la tension varia con una pendiente de 33,3 kQ, por lo tanto el valor de la resistencia es de 33,3

kQ.

Problema 7

Encontrar la d.d.p. entre los nudos A y B de la figura. Determinar la resistencia estdtica y dindmica en el punto
de trabajo del dipolo anémalo.

60V 1ov
AA 5 Ohm r

1 3
< J * r=5Iz+1z

®
i

AB

Resolucidn
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La primera simplificacion que podemos realizar es sumar las fuentes de tension, para obtener el esquema

indicado en la figura 24.

70V

AA 5 Ohm r

UAB

La caida de tensidn total estd dada por la suma de las caidas de tensidn en los tres elementos, es decir que

aplicamos la LTK:
U, =U;+U,+U,
Donde:
U, : Esla caida de tension en la fuente.
U : Esla caida de tensién en la resistencia de 5 Ohm y U, es la caida de tension en el elemento anédmalo.

Resultando:
U, =5Q-4A=20V

U, =1-R=1GVI +V1%) = 4(5V4 +/4%) =72V

Por lo tanto:
U, =70V +20V + 72V =162V

Para el dipolo anémalo

V T2V
est:_:—::|'8§2
[ 4A
1 3 3 >
. _dV_d[1*(517+17)]_d[512+12]_5 31,52
din = gqr| dl a dl T2 2

15 5
Rain =7\/Z+§\/4—= 15 + 20 = 350

Problema 8

Determinar los pardmetros del modelo seccionalmente lineal propuesto que aproxime la caracteristica V — A del
. 5 Y

diodo cuya ecuaciénes: | =107 U2,
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Uv) \
|
D D !
2 3 |
\/ Dy } i
|
R, Ry ‘ } i
R | |
U ! | | |
E E ! 1 1
: ’ 5 5 ———
° I(MmA)
Resolucion

Para O<U < E;<E; observamos que solo conducira la rama del diodo D;, ya que en las otras
existen fuentes que provocan una polarizacién inversa de los diodos y por lo tanto

impediran la circulacidn de corriente por ellas. En la siguiente grafica se muestra el circuito  u !

equivalente en tal condicién de U. 4

Para la determinacién de la resistencia R; calculamos la pendiente del primer segmento, la cual se obtiene a

partir de la ecuacidn de la recta que se tiene al realizar la aproximacién segmento-lineal.

1—10°U”% = u=pe°IP?

Resultando
5 -372/3
Rl = & =tg a, = [10 3 193 ] =14,9 103 kQ
Al 3-10

Donde @, es el dngulo de la primera recta, por lo tanto R, =14,9kQ.

Estd pendiente se mantiene hasta que la caida en R1 supera la tensién de fuente Ez, en este momento

comienza a conducir D,y el cambio de pendiente se debe producir para | = 3mA , siendo para esta condicion

el valor de tensidn el que se calcula a continuacion:
E, = 3-10’3(A) ‘R, = 3-10’3(A) -14,9 (k) -10° = 44,8V

Ahora, para E,<U<E; el circuito equivalente es el que se observa en la siguiente figura:
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Y la resistencia equivalente que corresponde al modelo seccionalmente lineal es:

Al 2

Ryz =——=1ga [10°-810°f " [ 10°-3:20°]° 86174481
eq2 — A4 - -

8.10°-3.10°
Donde &, es el angulo de la segunda recta, siendo:

R, -R
tga,=——"=* = Rtga,+R,t1ga,=R ‘R,
R, +R,

Resultando:
R tg o
=29 % 15610

Cuando la corriente alcanza los 8 mA, la tensién vale
U =[10°-8]*"% = 86,2V
De modo que la tension de la fuente 3 sera:
E, =86,2V
Pues a partir de alli comienza a conducir el diodo D3
De manera similar al caso anterior se obtiene la resistencia de la ultima rama.

g o, = [10°-15-10°]"° —[10° - 8-10°]"®

3 - — =6,41kQ
15-107°-8-10
tga; tga, tga, . _ tg a,
Was=71—"71 1 = R R, R Ry
Rl RZ R3
R, = 19 2, — 285 KQ
1 1
1-tga,| — +—
Rl RZ
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Problema 9

Siendo D un diodo ideal y R un dipolo anémalo cuya caracteristica V- A es

U, = Ié (I >0)
U,=1001, (I;<0)
a) Hallar el equivalente del dipolo A. idem del dipolo B.

b) Determinar si el diodo conduce. En caso afirmativo, calcular su corriente.
c) Calcularizel.

5 Ohm
6 Ohm

| | | |
| | | |
| | | 24v 1A “ |
Ur R 12v C) 6 Ohm
| | | |
| | | |
| | | |

Resolucidn

a) El dipolo A se puede representar por el equivalente constituido por una fuente de 12 V, ya que la misma es

ideal y esta en paralelo con los bornes de salida. Para el dipolo B se realizan transformaciones de fuentes.

15v

4A Q) 6 Ohm > 6 Ohm 1A Q> 5A Q) 3 Ohm

3 Ohm

(a) (b) (c)
Para la obtencidn del circuito de la figura (a) se realizaron las siguientes equivalencias:

e Transformacién de la fuente de tensién en serie con la resistencia en una fuente de corriente con una
resistencia en paralelo.

e Sustitucién de la rama que contiene la fuente de corriente en serie con la resistencia en una fuente de
corriente.

Para la obtencién del circuito de la figura (b) ser efectud la suma de las dos fuentes de corriente y el paralelo de

las dos resistencias de 6 Ohm.
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En el circuito de la figura (c) se efectud la transformacidn de fuente de corriente en fuente de tensién, siendo

este el equivalente del dipolo B.

b) Para la determinacién de la corriente que circula por el diodo se debe realizar el circuito con los dipolos
equivalentes.

] ]

15v

A ] . 8]

Se observa que el diodo esta polarizado en sentido directo y para el calculo de la corriente que circula por él se

aplica la LTK, para lo cual el diodo es considerado un cortocircuito.

Para una corriente supuesta de derecha a izquierda en la rama superior, la ecuacién siguiente permite hallar su

valor.
| = (@5-12)v _1A
3Q
c) Enlarama del dipolo andmalo deben caer 12 V
= I§+IR:12V = I§+IR—12:O
 _lxJirds 1449
e = =
2 2

le=1;-1,=4A-1A=3A
Problema 10

Encuentre v; y vg en el circuito de la figura, donde vo es igual a 5 V. (Sugerencia: Comience en el extremo derecho

del circuito y trabaje hacia vy).
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60 I

\7 260 251 401

Resolucién
En primer lugar se sabe que la caida de tension en la resistencia de 10 Ohm es de 5V y esta sera también la caida
de tensidn en la resistencia de 40 Ohm por lo tanto se calcula el paralelo de ambas resistencia para encontrar el

valor de la fuente dependiente de corriente:

[

1
RlOQ/MOQ = ﬁ =8Q -

40 10
v
40|2 0 8
=Y _ Y _g625A -
8Q2 8Q
Entonces:
| =-40l, = |2=|—=%:—0,015625A
-40 40
Vgoo = |, -80Q2

Vgoo = —0,015625 A - 80Q2 = -1,25V
V; =Vgoq =125V

Trabajando nuevamente como se hizo anteriormente calculo el paralelo entre las resistencias de 20 Ohm y 80

Ohm para encontrar el valor de la fuente dependiente de corriente.
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1 .
Rooanison = ? =16Q -
20 80 +
V,
V. 1,25 251, 1 °
=1 — " —_0,078125A
16Q2 16
Entonces:
I'=-25I, = |I,= | _ 20078125 515,107 A
-25 -25
Y v
I, = g = = Vg=ll~320§2=1V
60Q2+260Q2 32002
Problema 11
Resolver graficamente el circuito con elementos andmalos
simétricos de la figura R,
+
50V <
EnRy;: U=KI? (I =0) -
EnRy: U= KW (I=0)
EnR;: U=K3l (I1=0)
RZ
200
180
160
140
~ 120 — —R3
% 100 — —R2
80 R3
60
40
20 —
0 -
0 2 4 6 8 10
I(A)
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200 .
u(v) /
180 /
160 //
140 / //
120 R1
/ R2
100 / e R3
Eq
- e o)
60
- a» a» - eb a) a» a» a» [ a» b a» ¢ - a» a» a» e - a» a» - a» a» a» e 50\/
40 —
0
0 f I(A)
0 2 4 5 6 7 8 9 10
60
uiv) U=Ug +Ug, + Ug,
50 - 50V
40 —
R1
e R2
30 — R3
10 /é/
/} Ur1 } e -
0 I(A)
0 1
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2.4. Ejercicios propuestos

Problema 12

Obtener la ecuacion V — A de los siguientes dipolos

20V

1ov 6 Ohm a
U 2A G) 5 Ohm u 5A Q) u
4 Ohm 5 Ohm 50V o

(@ (b) (©) (d)
Problema 13

Convertir los dipolos con fuentes de tension en equivalentes con fuentes de corrientes y viceversa.

20V 45V 2 Ohm
105v Q) 15 Ohm
2 Ohm 3 0hm 5 Ohm O

@ (b) (© (d)

8A 2 Ohm

5A Q) 1 Ohm 10A G 5 Ohm 1 Ohm

1 Ohm 4A

() V) (©) (h)
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Problema 14

Si la conexidn de la figura es valida, encuentre la potencia total

generada en el circuito. 20V

5A 100 vV

Si la conexién no es vélida, explique por qué. 0 t) 2l

Problema 15
Sila conexidn de la figura es valida, encuentre la potencia
total generada en el circuito. 50V O 0 20A

<> 100 v
Si no es valida, explique por qué. 10A ° O 20V _
Problema 16

Simplificar en todo lo posible los dipolos y escribir la relacién V — A.

’ “E ) M o o h . “
i GR lOA N ‘ SV o Q

@) (b) © (d)

Problema 17

Calcular el valor de Uo en los siguientes circuitos

iov

1 0hm 10hm

o |

10A ?) 10hm 10hm

1 0hm

1 Ohm
10A

1.0hm <D Uo

10hm

10hm 1 0hm 1ov
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La siguiente tabla indica la relacién existente entre el voltaje y la corriente terminales del dispositivo
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—-—
—e
Vs (V) is (A)
(Volts) (Amperes)
24 0 ®
22 8 Dispositivo
20 16
18 24 hd
15 32
10 40
0 48 BEE—
a) Represente graficamente vs en funcion de i..
b) Construya un modelo de circuito para la fuente practica que sea vélido para 0 <i;, <24 A. (Use una
fuente de voltaje ideal en serie con una resistencia ideal).
c¢) Emplee su modelo de circuito parta predecir la corriente suministrada a una resistencia de 1 Ohm
conectada a los terminales de la fuente practica.
d) Utilice su modelo de circuito para predecir la corriente suministrada a un cortocircuito conectado a los
terminales de la fuente practica.
e) ¢Cudl esla corriente real en el cortocircuito?
f) Explique por qué son distintas las respuestas de las partes (d) y (e).
Problema 19

La siguiente tabla indica la relacidn existente entre el voltaje y la corriente terminales del dispositivo

a)
b)

s,
+
is (MA) Vs (V)
20 0 Py
17,5 25 Dispositivo
15 50
12,5 75 *
9 100
4 125 —
0 140 —*

Represente graficamente is en funcién de vs.

Construya un modelo de circuito para esta fuente de corriente que sea valido para 0 <v, <75V .(Use
una fuente de corriente ideal en paralelo con una resistencia ideal).

Use su modelo de circuito para predecir la corriente suministrada a una resistencia de 2,5 KOhm.
Emplee su modelo de circuito para predecir el voltaje en circuito abierto de la fuente de corriente.
¢Cudl es el voltaje real en circuito abierto?

66/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

f) Explique por qué son distintas sus repuestas de las partes (d) y (e).
Problema 20 —_—

Encontrar grafica y analiticamente la corriente que circula en el ]

N ) 33V
circuito de la figura

Enry: U=1%+2I
L 30hm
Enry: I:§U

Problema 21

Hallar todas las corrientes en el circuito de la figura

1 Ohm

-
20v <> 10 Ohm @ u=12 ’+8

v

Problema 22

Resolver graficamente el circuito con elementos anémalos simétricos de la figura

Determinado el punto de trabajo, efectuar una aproximacién segmento lineal de cada elemento.

R /U=K]I* (1=0)
5oV R, R,/U =K,</I (1=0)
R,/U =K, (1>0)
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200
180
160
140

~ 120 —R3

2 100 — —R2

80 R3
60

40
20

I(A)

Problema 23
Sea L un dipolo anémalo simétrico cuya caracteristica V— A para [,i>0es U =17 +2I .

a) Determinar el punto de trabajo del dipolo L (U, /;).
b) Calcular la potencia, la resistencia estatica y la resistencia dinamica para dicho punto de trabajo.

8 Ohm 22v
()

|

L
-

10V 10V U 3 Ohm
T ¥
v

SORES oF

24V 6 Ohm

o

6 Ohm 6V
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Problema 24

En el siguiente circuito calcular:

a) Lacorriente /.
b) Reemplazar la rama A — B por un circuito equivalente lineal que la represente exactamente en el punto

de trabajo.

c) Calcular la potencia disipada en el dipolo anémalo R. (U=I"+1+1)

8 Ohm

2 Ohm Q 1A < 24V

n
12v
- 10 Ohm
| \L U <+ oV
F R
_ 3A 4 Ohm

+

Problema 25
Encuentre 11, 10 e 12 en el circuito de la figura siguiente:

12

"
Vv,
18V C) 6 x v 05V, ! { 10 I { 5

Problema 26

Encuentre el voltaje V, en el circuito de la figura.

Muestre que la potencia total generada en el circuito es igual a la potencia total consumida.

69/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

55k

()

200

800
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3.CORRIENTE ALTERNA

3.1. Introduccion

En el presente capitulo se aborda el analisis de circuitos energizados por fuentes de tensiéon o corrientes

senoidales. Las fuentes senoidales y su efecto tienen gran relevancia por multiples razones:

e La generacidn, transmision, distribuciéon y consumo de grandes bloques de energia se desarrollan
esencialmente en condiciones de régimen permanente periddico, alterno, senoidal.

e Comprender el comportamiento en condiciones de régimen senoidal facilita la comprensién de la
operacién de los circuitos en condiciones de operacion con fuentes no senoidales.

e Contemplar la condicién de operacion principalmente en condiciones de régimen permanente
senoidal en general permite simplificar el disefio de los sistemas eléctricos.

e Las herramientas matematicas aplicadas para facilitar el tratamiento de circuitos en corriente
alterna (método fasorial) representan un caso particular de conceptos mas generales, utilizados

para el tratamiento de sefiales incluso no periddicas (e.g. Laplace).

Nota: el presente apunte se encuentra en desarrollo, de modo que se presentan los aspectos mds relevantes con
minimas acotaciones, las cuales son complementadas con las explicaciones de clase y la bibliografia de

referencia.
3.2.Corriente alterna

3.2.1.Produccién de F.E.M. alternas sinusoidales

Una Fuerza Eléctro Motriz es del tipo alterna senoidal o sinusoidal si su evolucidn puede ser representada por
una funcién seno o coseno. Un caso elemental de una fuente de tensién senoidal corresponde a una espira de
N vueltas que se encuentra dentro de una regién en la cual se presenta un flujo magnético @ asociado a una

induccidn magnética uniforme B y la misma gira a una velocidad angular constante w.

N ESPIRAS

ANILLOS
ROTANTES
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En estas condiciones, el flujo abrazado por la espira ®s resulta variable en el tiempo, debido a que a cada
instante se modifica el drea efectiva que abraza la induccion magnética uniforme presente en medio (producto

vectorial de By el vector area S, ortogonal a la superficie de la espira). A partir de estos se puede plantear:
®g =By N-S-cos(0) = B, N-S-cos(wt +6,)
Adoptando una fase inicial 8pigual a /2 (90°), se puede escribir:
&g =—N - B, S -sen(wt)
De donde aplicando la ley de Faraday, se tiene que:

do
e = _d_tB:N-Bm-S-a)-cos(wt) = epcos (wt)

Mas alld de este ejemplo, la generacidn real de tensidn senoidal implica la aplicacidon de multiples espiras, polos
magnéticos y disefios particulares de la geometria del material ferromagnético para alcanzar una forma de onda
lo mas préximamente posible a una funcidén senoidal y, segun sea la cantidad de polos, diferencias entre la

velocidad (frecuencia) mecanica y la frecuencia eléctrica de la tension generada.
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Temporal

Angular

+Vy

+im

Vm: Amplitud de la funcién  »=»  Valor maximo

T=2n/w: Periodo m=>  Tiempo que tarda en recorrer un ciclo completo

f=1/T. Frecuencia "= Ciclos realizados por unidad de tiempo (Hz)

3.2.2.Valores y parametros caracteristicos

3.2.2.1. Valor medio
A partir del siguiente analisis de la funcién senoidal se demuestra que la misma no tiene valor medio.

Caracterizaciéon de una corriente utilizando valores medios

r .
=—|vdt
Vo T(I)

LT rdrd
Fo—?{)f 4

Iy
TO
\
2
Si v=J,cosat con r=2
@
\
o T 1 27/
Vo=——V cosatdt=—7V [senat],” =0 :
27 o 27 Los valores medios no
mm) dan informacién sobre las

corrientes alternas.

m T l 27/
o= —II,”COS(Ut df = _Im[sena)f]air o _ 0
27 o 27 J

3.2.2.2. Valor eficaz

A partir del presente analisis de la funcién se obtiene el valor eficaz de una funcién senoidal.
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Caracterizacion de las corrientes alternas utilizando valores eficaces

1 [T )
| [T V:f\*" vt
F=—|1f*ar o
T\' 0 1 /I 2
I:f\f J.,r" dt
}0 {‘
T 2rle ; ; 2 Vm
szﬁjV,fcosza)t drzﬂan’ i cosZ(Jr+1dr: ® Vn?lz/'r: Ve | 7 = 2
270 27 ™ % 2 27 "2 0 2 N
T, 2 D e 5 2 12 Iz
12:2_[I;,cos‘ﬁ)t dr= 2 27 cos a)r+ldr: @ I,;,l T_1, :
270 27" 0 2 27 "2 2 I=—
N2

Los voltimetros y amperimetros estan disefiados para medir valores eficaces de

la corriente o la tension.
Analizando el resultado se encuentra que en un periodo T de la corriente alterna, se libera en un conductor de

resistencia R, una energia térmica igual a:
i Y §
2 1 af) 2
| Ri*di = RT—[i*dt = RI'T
0 T 0

Asi, se deduce que el valor eficaz de la corriente alterna es igual a la intensidad de corriente continuar tal que,

en un intervalo igual a un periodo, libera en una resistencia una cantidad de calorigual a la que libera la corriente

continua.

74/370




Analisis de Circuitos — Material Completo

3.2.2.3. Otros pardmetros caracteristicos y factores de relevancia:
: AT v A Ma’ximgs y minimos de
Valores de pico =) ) Yy »  lafuncion
1 H Ir — / + i -
Valor pico a pico =) Vop = AP - AP
T
: _ 5 Q)
Valor medio de moédulo =) Viop = —.H\(T)| dt
27y,
Ver
Factor de forma =) Fp=—
I'Mop
_ max { AT\ |A” }
Factor de amplitud =) FA _ P 4
Ver

En esta instancia se le recomienda al lector calcular los valores que debe tener cada uno de los parametros

caracteristicos y factores de relevancia de una onda senoidal pura.
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3.2.3.Corriente alterna en elementos de circuito
3.2.3.1. Resistencia

I. Corriente alterna en una resistencia

N Si e(t)=~2¢ecoswt

&(Mu R
CD E f(f)ZﬁECOSCot i(l)ZxEIcosa)t

R

La tensidn aplicada y la corriente estan en fase

v, I Circuito con R
10t

NN
NP 2p \.3P

3.2.3.2. Capacitor

I1. Corriente alterna en un condensador

T Para calcular la corriente en el circuito

— aplicamos la L.K.V
4
(;@r ‘:==iQ E(t):ch%f) - 8cosa)t:qg)
_ q(t)=+2& Ccosot

a >
f(f)z%:—ﬁg(}usenmr i(1)=

¢ cos( ol + f) =21 cos( of + EJ
1/Cow 2 2

1 : i : :
Donde X, =Ca =) Reactancia capacitiva o cavacitancia

v, I Circuito con C
10 —~
En este caso, corriente y 5\ oo
voltaje estédn desfasados: la ' '
corriente esta adelantada n/2 _ Y 2p
respecto del voltaje -5 =
-10
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3.2.3.3. Inductancia

III. Corriente alterna en una bobina

i Para calcular la corriente en el circuito

m aplicamos la L.K.V

r _di(t di('t

‘“”’@ L &(t)-L ()=0 => \Dgcoswi =1L i)

d dt dt
= p— gcos ot dt

i(t)= 2z cos(a)t —ﬂ-] =21 cos(a)t —ﬁj

Lo 2 2

Donde X;=Le ™= Reactancia inductiva o inductancia

Vv, I Circuito con L
0 - -

En este caso, corriente y °
voltaje estédn desfasados: la '
corriente esta atrasada n/2 p 2p
respecto del voltaje -5

-10 =

3.2.3.4. Circuitos RLC

Circuito RLC en serie di(t
gcosa)t:%+i(t)R+L (1)
1 .
+\/\N— Derivando con respecto al tiempo
R * 2
+ . . .
i(t di('t aci(t
c’@ L —Ewsenwt = (j)+R ()+L (2)
- C C dt dt
-QQ -
-1+

Esta ecuacion es una ecuacién diferencial, cuya solucion en régimen
permanente se puede escribir de la forma

i(t)=1cos(wt—o) 1, :constantes

- XL 7XC
Angulo de fase fg(P:T
Xr—-Xc  Reactancia total

&

Corriente maxima /=

&
VR +(X, -x.) 2 7= [R%+(X -X.f Impedancia
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3.2.4.Notacidn fasorial — Impedancia y Admitancia

La relacién entre corriente y voltaje en una bobina o en un condensador puede
representarse mediante vectores bidimensionales que giran, llamados fasores.

Y

Podemos representar la caida de potencial en
= una resistencia como un vector de médulo IR,
gue forma un angulo 0 con el gje X

El valor instantaneo de la caida de tension es la
0 componente x del vector Vg, que gira en sentido
antihorario con una velocidad m.

0=wt-P

Cualquier funcién A cos(mt-¢), seré la componente x

= , .
Uso de los fasores de un fasor que forma un angulo (ot-¢) con el eje x

78/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

Esta representacion fasorial, la podemos llevar a cabo en el plano complejo

Im,
Coordenadas cartesianas Z=a+Jb
oY) AP, r
Coordenadas polares Z=Ig
9
a Re
~ r=+/a’+b?
Cartesianas a polares b
. B=arctg—
Cambio de a
coordenadas | 1 = rcosO
Polares a cartesianas
b =rsenf

p-

- +i .
Formula de Euler wep  re*)® =rcos0+ jrsend

Supongamos que se tienen dos magnitudes senoidales de la forma:
a(t) = Acos(at +@,) b(t) = Bcos(awt + ¢y)
A cada una de ellas se les puede asociar un fasor:
A= Ae’% B— B o/
de tal manera que se pueda escribir:
a(f)=Re(4 &™) b(t) =Re(B ')
Si se define c(t) como la suma de ambas funciones del tiempo, se tiene:
c(t)y=a(t)+b(t) = Acos(ax + ¢, )+ Bcos(orf + @, )

Como ambos vectores giratorios, tienen una velocidad angular o igual, el vector
suma girara uniformemente con la misma velocidad angular y su proyeccion
sobre el eje real sera tambien una funcion cosenoidal del tiempo, como se ve a
continuacién:

c(f) = a(r) + b() = Re(d &’ ) + Re(B ) = Re|( 1+ B) &’

De este modo, el problema de sumar funciones sinusoidales del tiempo, de
igual frecuencia, se reduce a determinar la amplitud y fase del vector suma 4+ B8
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3.2.4.1. Ejemplo numérico

Se desea obtener ¢(t) = a(t) + b(t), donde:

a(t)=5cos(t+20°) b(t) =10cos(r+50°)

Primero se escriben los fasores asociados:

A=5 e =23¢08(20°) + j5sen(20°) =4.699+j1.71

B=10 .,.=10cos(50°)+ jl0sen(50°) = 6.428 + j7.66
Se suman los fasores:

C=A+B=11.127+j937=1455 ,, .
Y luego se vuelve a la expresion temporal:

c(t)y=14.55cos(1+40.1°)

3.2.4.2. Ejemplo relaciones entre variables

Las ondas negra y azul se encuentran en fase mientras que la roja se encuentra en contrafase de estas:

La onda azul se encuentra en cuadratura y adelantada de la negra y la onda roja se encuentra en cuadraturay

atrasada de la negra:
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3.2.5.Método simbdlico
El método simbdlico permite representar mediante nimeros complejos a las variables y elementos de los

circuitos eléctricos en condiciones de régimen alterno senoidal.

Método Simbolico: Leyes de Kirchhoff- Ley de las Tensiones

En un circuito eléctrico cerrado, de corriente alterna:

A

fEdl = jEd/+jEd/=e=—ﬂ
AmB BnA dt
m n
IEdI:UAntBr _[E dl =Up,; = U 4
AmB BnA d¢
U -l =_"7_
B AmB AnB i €

Es por eso que se considera que el circuito no es atravesado por un flujo
variable en el tiempo, y todos los fenomenos inductivos se encuentran
concentrados en las bobinas. De esta manera:

dg
UAmB _UAnB = _E: O:>UAmB :UAnB

Y asi se independiza la tension del camino recorrido, con lo cual la suma de
tensiones en un camino cerrado es nula y se puede emplear la ley de las
tensiones de Kirchhoff al igual que en corriente continua.

Método Simbolico: Leyes de Kirchhoff — Ley de las Tensiones

S v(1)=0

k=1

vk(t)iu:ﬁ Vi sen( ot - ¢y ) =Im[\5 I./k ejwrj

n . . n . .
Zln{ﬁ Vi ejf"f]:]m Z(\E Vi ej(arj 0
k=1

k=1

= In{eﬂ”’ z(ﬁ VAJJ =0=
k=1

V2
V1

17 °
vn V3 — Z \/EV]( :0
k=l
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Método Simbélico: Leyes de Kirchhoff — Ley de las Corrientes
. n
12 :

D (=0

=1

i, (1) =2 Isen(at-g,) = mly2 I, &™)

i

S i3 7, o il S5, )]0
k=1

(= k=1

=Im e-if°t2n:(\/51'k) =0=

k=1
= ,Z_;(\/E l'k): 0

A partir de esto, el método simbdlico permite reproducir las corrientes encontradas en los circuitos de corriente
alterna utilizando el formalismo de los numeros complejos. Representaremos asi a tensiones y corrientes
mediante ndmeros complejos, entendiendo que la variable fisica de nuestro interés sera la parte real o
imaginaria (segun la fase inicial definida oportunamente). De esta forma los circuitos de corriente alterna se

puede resolver considerando la ley de Ohm con el formalismo de los nimeros complejos.

Los elementos basicos en corriente alterna seran entonces:

. (ot+@ ) .
% Fuente de tension &=¢ e] 7 &= 590 =

Re(g)=¢ccos(ot+¢)
4 Resistencia _AMA_ Zp =R w=

.
+ Condensador |- “~C — o =)

& Induccion (G- ZL = joL o=
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Dada una impedancia cualquiera, suponiendo que la tensidén no tiene fase inicial, tendremos por ejemplo un

fasor tensidn y una impedancia total:
. '0
V =Te’
Z=zle'?

Para calcular la corriente compleja aplicamos la ley de Ohm de forma que,
operando con fasores podemos escribir

]'eja)r :Keja)f :Kej((ot—go)

7

r ]:Z
o stV .
z(t)zRe(IeJOr)z‘ZSen((ot—g()) CIm(Z)

tan @ = :
L Re(Z)

Con lo cual

Como el factor €’ esta presente en todas las expresiones, se suele
obviar, incorporando la variable “tiempo” al final de los calculos como se ve
en el siguiente ejemplo.

3.2.5.1. Resistencia

I. Corriente alterna compleja en una resistencia

— ETET S g(t)=esen )
> { ZR:R
() R

Se tiene que:

g(t)=Im(ée’™ )=¢ sen(wt)

Aplicando la ley de Ohm:

L ,
Lo L i el E .
St (1) =) _ (& i ) = (i o)
— kR
I B il c
|44 44 i(1) zﬁsen(a)t)
De aqui se desprende que: = ZR = ?20 :ELOD
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3.2.5.2. Capacitor

II. Corriente alterna compleja en un condensador

41,,, E = géoa ZC - — ‘1]
) Cw
+
s@) TS e(t)=esen @) o jene que

g(t)=Im(ée’™ )=esen(at)

La relacién entre tension y corriente en un condensador es:

de(l dl . Jor d Jor
(1)< 980 _pdimée ") g ) dte )
dt dt di
. y . Jeot é_ej(OlL . 104
:Im[la)(,geﬂ‘) ]:]m 1 :Im(leﬂ")
i Ja)C_
R S
e L0 o f & & i
o \‘:'-9011‘..:;\/ ZC’ —_}'/C(O 1/Co
| | | i : i <0
r'(f)z]m(]'ej@f)z sen(wt+rx/2)
1/ Cw
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3.2.5.3. Inductancia

IIL. Corriente alterna compleja en una bobina

I
+ — * €= €,0°
f;-?@ L Z; =jol 51 g(t)=¢gsenat)
- Se tiene que:

g(t)=Im(ée’™ ) =& sen(wt)

La relacion entre tensidn y corriente en una bobina es:

i(t):%jg(t)dt:%jlm(g ejwr)dtzélm...(jéejwr dt):

| | .
=Im| ——¢ee/” |=Im| —e&/” |=RIm\i e/
JjoL joL
De aqui se desprende que:
j: “ = & = & e-].(_ﬁ'/'hz)
Y U Z;, joL oL
|--4--4---—-1-—1--4
Lo V!
ST I S ST R PR
1 I ] : : :
I | I | 4 X
. Z’:’:"'ﬁ‘ﬁ_-;
L=jev/W)| | | ! : . & /
e A I z(t):lm(leﬂ“f)z—L sen(ot—1/2)
0]

| s | Ee | ey
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3.2.5.4.

Circuito RLC Serie

Circuito RLC en serie

+—Ih—
W—

R

E=E 00

ZT:R+j(La)—L):R+j(XL—XC)
Cw

L
" i+
=1 - . g E :
= | Ie]cuz‘:_ejmt: . e]a)z‘
Zr R+j(Xp—X¢)
Que se puede reescribir asi
jeja)t:i jor _ & ej(a)t—gp)
z R +(X, - X0 )
r +( X —X¢)
i(t)=Re(le’” )=1 sen(wt — )
B S
(S S AL Resultando
I 1 1 ! I s
e
g__{__%--b%ﬁ--:m . £
| 1 | : E I:VZ_ 2 2 r 2
s il | VR (AL —Ae)
X —X
tang = L ¢
i
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Ejemplo RLC Serie
V=100 £ 0°
R L C rad
f=50Hz=w=2m =314——
W—IO00Ly— - seg
Ti(t) R=1002 L=100mH C=150uF
. 1 .
— Y Zp =R+ j(Loo——)=R+ j(X; - X)
v(t) a 0
] ],} I I o
j — - . (%)
Zr R+ j(X;—=Xc) \{H"‘+(XL—,»‘{C)"
10017
= ] 2(4.9f—f5)z4=7£ 45014
10+ j(314x100mH - )
' 314x150uF

Diagrama Fasorial

f(r):ff??(j):fsen((ut—@)

r 7
° I'= [ 52 : 2=7A
VR +( X —X¢)
\
X, -Xpo
fan @ = - =1
¢ R
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3.2.5.5. Circuito RLC Paralelo

Circuito RLC en paralelo I
N _} I +|lL l_'_IR
“’J@ ==Q C L R %
_ Q >
E=E 00 - -
/

/ / .
Y=+ j(Co———)=G+ j(B~—B; )
Z T P Lm) J( D¢ L.

[=¢Yr=e|G+ j(Bs—-B; )]

Que se puede reescribir asi

\

j =¥ }TT — 8*\."III(G2 +(BC _'BL )E)E_JF.@

Diagrama Fasorial

ST i(f)=]m(]'ejmr)=]Sen((ur—go)
o de e e
R Lo
S R E
i| : : W ":'V<0 |
Sl EEE U I=e (G +(B.-B, )*)
I L TaVviYl \ Pco~Pr
<
IR I S t _Bc-B,
ang = -
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Ejemplo RLC Paralelo

V=100 20° y  v= .2V sen(a)

1c

+ JC +14+ | v 'R - d
N o g ‘ Y P —S0Hz = w=2af = 514°°
== C &L R Seg
- Q S > R=100Q L=100mH C=150uF

[=vVyr=vIG i j(Bc Byl

!

2
. I . < .
I=V1i —If’(_+ (B~ —B J—V /(_W +(B~—B o
TP g e B T R) (Be B

= 10007
;

Diagrama fasorial

I

=

i
314 <100mH

+ ;[31@ 150uF — D— 1012, 56504

Siendo v(t)=Im() )=Vsen(at)
Resulta
i(t)=1Im(I )= Isen( ot — @)

Haciendo calculos

I 2
I= V\{é) +(Br-—B; )° =10.124

B —
tang = % = 1.53 > ¢ = 56.8°
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Problema 27
Encontrar is (t), usando sélo las propiedades de las funciones senoidales, si:

(notar que 14 es incégnita, por lo que su sentido de circulacidon ha sido asignado de manera arbitraria)

i1 (t) =5 cos(3t +3092) A

i2 (t) = 5000 sen(3t) mA

i3 (t) =5 cos(3t + 15092) A
Resolucion
Se deben sumar las corrientes utilizando las propiedades de las funciones trigonométricas

i, =i,+1,+i; (porlaLeyde las Corrientes de Kirchhoff)
i, =5cos(3t +30°)+5sen(3t) + 5cos(3t +150°)

i, =5c0s(3t).cos(30°) — 5sen(3t).sen(30°) + 5sen(3t) + 5cos(3t).cos(150°)
—b5sen(3t).sen(150°)

13
2

i, =5c0s(3t).cos(30°) — 5sen(3t).sen(30°) + 5sen(3t) - 5 Lcos(St) — 5;sen(3t)

i4 =0
Problema 28

Hallar la corriente i(t) en el circuito de la figura y realizar el diagrama fasorial.

i(t) 0,2 hy 0,2 hy 20

YT f“w’"‘v"\\/\/\f\

J’_
10 cos 10t (V) @ %69 ~ 005F

90/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

Problema 29
Determinar el valor eficaz (RMS) de la corriente i(t) de los apartados a) y b)

a) i(t)=2—-4cos(2t) A
b) i(t) = 2cos(2t) + 4+/2 cos(2t + 45°) + 12sen(2t)A

Problema 30

Dada la tensidn: v(t) = 50 cos(200nt + 602) V encontrar:

a) amplitud

b) fase en gradosy en radianes

c) periodo en ms

d) frecuencia en rad/segy Hz

e) cudntos grados adelanta o atrasa a la corriente i =2 cos(200 n t —1792) A

Problema 31

Calcular la respuesta forzada vi(t) para las siguientes fuentes de tension:

20 Q
v(t) = 34 cos (4t)
. +

v(t) = 17 sen (5t) v(t) @ 100 vi(t) ___ 00zF
Nota: utilizar el método fasorial y a
luego hacer un diagrama fasorial.
Problema 32
Hallar el valor de i(t) en el siguiente circuito.

5k 15kQ i)
AT —— =
+ + +

10 cos (10%t) (V) <> vih) ____ 5nF Bvi(t) (V) ? 0,5 hy
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Problema 33

Calcular la corriente indicada en el circuito de la figura.

1 hy
YTV

5 cos (5t) (V)

O
A 100

i(t)

+
15 cos (5t) (V) C) 50 % 1hy — 0,08F

Problema 34

Determinar el valor eficaz de la siguiente evolucion temporal de la corriente:

i =3sen(r-t) ++/2cos(z -)a

Problema 35

Calcular el valor eficaz de cada una de las ondas mostradas en la figura.

Vit W

i(A)
1 feeu
3
2
0 27 37 t(s)
o |z s s & L "L s t/(S)
VY Problema 10
% En el circuito de la figura calcular:
Y / ) 1. Elvalor complejoy eficaz de la
L corriente

® 't (s)
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2. La expresion temporal de la corriente

. Z1 Z, = (10 + j5) 2
9 . 7, = (5—j10) 0
M5, , = (5 j10)
w =100 1/s
Z2 ) ,
Vf=150810V

Problema 11

Demostrar que para una pulsacion w dada, los circuitos de la figura son equivalentes si se verifica:

w?I3R, T
SR o
2 2
R1
R3L,

=g R2 L2

L1

Problema 12

Hallar las corrientes en cada rama del circuito en valor eficaz (I3, I2, I3, la e Is)

R4 L1 C1 Rz Cs L2 R1
1000 50mH 100puF 470 47 uF 500mH 270
I.r‘ EEN | A ll."-, .-"“ . STLIA AMA
W R W
o+ :_5; Ra y 14
- ;: — 820 Ca | v 15
10V / 500Hz / 0Deg. lu 1uF
C2
_"_1DpF
A1 .
L3
10mH
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Problema 13

Calcular el valor de la impedancia del circuito de la figura para una frecuencia f=250 Hz

R1 R2 C1 R3
680 68Q 1uF 680
< R4
— 68Q
5 L = L3
u = 10mH = 10mH
= L
= 10mH
= L C2
1uF
Problema 14
Calcular el valor de la corriente de cada I I3
rama del circuito si: > >
v 2
I =2e/54
Z1 Z2

Realizar el diagrama fasorial de todas las

corrientes

Z, = (150 — j90)Q
Z, = (70 + j50)Q

Problema 15
Calcular el valor de la caida de tension, en valor eficaz, en las impedancias del circuito de la figura.

Z, = (70 — j80)

4, 22 zs 7, =(15+90) 0

VT
Vrp=(12-j0)V
Realizar un diagrama fasorial con las caidas de tensién y verificar que la suma de las mismas es

igual a la tensidn aplicada.

94/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

Problema 16

Calcular los valores eficaces de las tensionen en los nudos y las corrientes en todas las ramas del

circuito de la figura.

Realizar un diagrama fasorial con las magnitudes indicadas anteriormente.

Z1 Z3

+
W

12V / 500Hz / 45Deg. | Z2 Z4 Zs

Z, = (10 + j60)Q
Z, = (20 — j70)Q
Z5 = (30 + j80)Q
Z, = (40 + j90)Q

Zs = (50 + j100)Q
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El objetivo de este capitulo es presentar una aplicacién real de los temas adquiridos hasta el momento,

familiarizarse con los complementos practicos de la resolucion de problemas (manuales, catalogos, etc.) v,

especificamente, conocer las exigencias presentes en la seleccién de cables-conductores para una instalacién.

Vale aclarar que el caso bajo andlisis corresponde a la seleccion de cables para una instalacion eléctrica simple,

del tipo domiciliaria. Destacando que en aplicaciones reales de mayor complejidad podrdn requerirse

evaluaciones mas rigurosas y de un mayor grado de precision, para satisfacer adecuadamente todos los criterios

técnico-econémicos asociados al disefio de una instalacion.

Se desea seleccionar el cable mds adecuado para alimentar una bomba de agua que se instalara en un domicilio.

A continuacidn, se presentan los detalles del caso: Tablero Principal

®

Patio Casa

* Bibliografia de consulta:

O
O
O
O

Manual y Catalogo del Electricista, Schneider Electric, 2013.

Manual de Cables, IMSA.

Catalogo de Cables, PRYSMIAM

Reglamento para la Ejecucion de Instalaciones Eléctricas en Inmuebles, Asociacién
Electrotécnica Argentina, 2006.

* Datos de la instalacién

O

O

O

O

Tensién 220V (valor eficaz)

Frecuencia 50Hz

Distancia: 50m

Montaje en cafieria, un solo circuito, temperatura ambiente maxima 35°.

* Datos de la bomba

O O O O O O

Impulsor: la bomba sera impulsada por un motor eléctrico
Marca y modelo del motor: WEG, Uso General, Nema 48/56
Potencia 1HP

Tensidn nominal 230V, monofasico

Corriente nominal 5,6A

Corriente de arranque 30,8A
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Detalles del catalogo de motor asociado a la bomba:

Caracteristicas Uso General - NEMA 48/56 - monofasico

Carcasa: D56

Potencia: 0,75 kW

Frecuencia: 50 Hz

Polos: 4

Rotacion nominal: 1430
Deslizamisnto: 4,67 %

“Yoltaje nominal: 230 W

Corriente nominal: 5,60 A
Corrients de arrangue: 30,8 A
Ip!in: 55

Corrients en vacio: 3,60 A

Par nominal: 5,01 Nm

Far de arrangue: 250 %

Par maxima: 220 %

Categoria; -

Clase de aislacion: F

Elevacion de temperatura: 80 K
Tiempo de rotor blogueado: 6 s (caliente)
Factor de Sevicio: 1,00

Re&gimen de servicio: 51
Temperatura Ambiente: -20°C — +40°C
Altitud: 1000 m

Proteccion: IP55

Masa aproximada: 18 kg
Momento de inercia: 0,00564 kgm?
Mivel de ruido: —

3.4.2.50lucién
Para la seleccion de un cable-conductor, se realiza una evaluacion integral teniendo presente al menos los

siguientes aspectos:

* Tensién Nominal
¢ (Capacidad Térmica
e Verificacidn de Caida de Tension

¢ Verificacidn de Corriente de Cortocircuito

Cable unipolar

Espesor de la aislacion
-

3.4.2.1. Tension Nominal

Es la que define la aislacién. Se debera cumplir en
todo momento que su tensidon nominal sea superior,
o a lo sumo igual, a la tension de servicio existente en
la instalaciéon (Un > Us). Los conductores para las

instalaciones eléctricas de baja tensidn son disefiados

para tensiones de servicio de 1,1 kV.

e o
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3.4.2.2. Capacidad Térmica
La capacidad de conduccion de corriente (también denominada ampacidad) de un cable se establece en base a
su temperatura de trabajo, la cual se encuentra directamente vinculada con sus aspectos constructivos y su

capacidad de disipacion del calor generado en su interior, producto de la circulacidn de corriente.

El valor eficaz de la intensidad de la corriente nominal del circuito no tendra que ocasionar un incremento de
temperatura superior a la especificada para cada tipo de cable. Para esto la norma IRAM 2178 define la
intensidad de corriente maxima para cada tipo de conductor, de modo que estos no superen la temperatura de

70°C en su interior.

Todo conductor presenta una resistencia a la - i -

circulacion de la corriente. La misma se calcula de

acuerdo a la siguiente expresion. e = o |

"
La letra griega p representa a la resistividad especifica R

l
del material con el que se construye el cable. R=PpP E

n-mm?

» Aluminio: py4; = 0.026

m

0-mm?

» Cobre: pc,, = 0.0176

m

La circulacién de corriente por la resistencia que presenta el conductor disipara calor por efecto Joule.
Q=1I?>"R-t

La capacidad de disipacion del cable dependera de sus caracteristicas propias, tales como seccién, conductor,
aislante; asi como de su entorno: tipo de instalacién (bandejas, cafierias, al aire libre, enterrado), proximidades

con otros conductores (fuentes de calor) y, naturalmente, de la temperatura ambiente.

En este aspecto, los catalogos de los fabricantes de cables suelen establecer ciertas condiciones comunes de
instalacidny a partir de alli la aplicacidn de factores de correccidn para indicar si un cable es capaz de transportar

mayor o menor corriente que la nominal de disefio.

A continuacidn se presenta la informacién de catdlogo asociada a la seleccién de un conductor, la aplicaciéon de

los factores de correccidn por su instalacion y una primera pre-seleccién del conductor requerido.

Datos cable

Plastix® CF

Cables unipolares de cobre extraflexibles aislados con PVC
w’ Noflamex® ecoldgico.

98/370




Analisis de Circuitos — Material Completo

_ alambre | cuerda’ | dela

[ hul]ni maximo | de cobre |aslaciin
@ 280
mim mm mim mm

Seccin | Acondicionamienip | Diémetm | Didmetm | Espesor | Diameira| Pesn’
mm?

0. 1,20 0,60 250 14 19,5000 11 kT
15 * - . EDIZI = 0,26 1,50 0,70 3,00 19 13,3000 15 26
25 . - . 500 - 0,26 1,90 0,80 3,60 3 7.0800 21 15
4 = = . 400 = 0,31 2,50 0.80 420 45 48500 Pl 10
B - - . 300 - 0,31 3,00 0,80 470 B4 3,3000 K 6,4
10 = = - 200 = 041 3,50 1,00 6.00 107 1,9100 1] 3.8
16 - - . - - 041 5,00 1,00 710 162 1,2100 56 24
1) Valores aproximados. Especificaciones sujetas a cambio.
2) Seguin IRAM NM 280, indicada a 20°C, en CC. - Factores de correccion para temperaturas distintas de 40° y por agrupamiento de
3) Temp. amb. 40°C, dos condlictores cargados en circuito monofasico mas un circuitos en un mismo cafio ver pagina 68.
conductor de proteccion, 100% factor de carga, 5(0/60 Hz CA. -Caidas de tension seguin seccion, % y longitudes ver paginas 76 a 79 inclusive.

4) Para sistemas de corriente alterna monofasicos de 50/60 Hz, considerando dos
cables en contacto y Cos ¢ = 0,8.

Factores de correcciéon de capacidad

Seccion del Intensidad maxima admisible (A)
conductor Alslacion PYG

Cu ' .
m“-F g it i

1,5 15 14
2.5 2 18
4 28 25
G 36 32
10 50 43
16 66 50

Factores de correccion para temperatura ambiente distinta de 40°C

2x= 2 cables cargados + cable de proteccion
3x= 3 cables cargados + cable de proteccion

Iﬂlmmmmm

134 120 122 115 1,08 001 082 07 057
Circuitos en un mismo cafio
2 0,8
3 07

Pre-Seleccion de conductor

A partir de la corriente de disefio requerida para el funcionamiento continuo de la bomba (5,6A) y la informacion
presentada en los catdlogos, se podria pre-seleccionar un conductor con una seccién de Imm?, ya que el mismo
cumpliria con los requerimientos de capacidad térmica en las condiciones de instalacién propuestas (aplicando

los factores de correccidn correspondientes).

I" pamisivte = laam x catalogo * Fro * Fagr = 11A-1.08-1 = 11.884 > 5.64
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3.4.2.3. Evaluacion de caida de tension
La verificacién de la caida de tension considera la diferencia de tensidon absoluta entre los extremos del
conductor, calculada en base a la corriente absorbida por todos los elementos conectados al mismo y
susceptibles de funcionar simultdneamente. Se deberd cumplir que no supere la maxima admisible determinada

por la carga, de acuerdo con: A U < A Uadm

Como valores de caida de tension admisible se deben tomar:

L R
. . . . y I IO AR
» Circuitos de iluminacion: A Uadm 3% ot U000 "\ -\v,.-' \/ .
» Circuito de fuerza motriz (motores) . [-I > .
U, Al U,

o A Uadm 5% (en régimen)

o A Uadm 15% (en arranque) . .

L

Ademas de la resistencia un conductor presenta una reactancia inductiva, que modela el campo magnético
producido alrededor del conductor. La circulacién de corriente por la resistencia y reactancia del conductor

producirdn una caida de tension entren sus extremos.

Sin embargo, para conductores de baja tensién la inductancia suele ser depreciable por lo que solo se considera

la caida de tensidn en la resistencia.

Evaluacion del caso
Habiendo pre-seleccionado el conductor de 1Imm? en base a la capacidad térmica, se evalua si el mismo cumple

con los parametros de desempefio de caida de tensidn tanto en condiciones de régimen como de arranque

e Evaluacion en régimen

%
AU, =37 [—] - 5.64-0.05km = 10.36V = 4.7% < 5%
A-km

e Evaluacion en arranque

v
AUq =37 || -30.64- 0.05km = 5661V = 25.7% > 15% X NO cumple

Siendo que el cable pre-seleccionado en base a la capacidad térmica de conduccién no resulta adecuado en
términos de caida de tensidn, se selecciona uno de mayor seccidn que cumpla con este requerimiento.
Especificamente se encuentra que el conductor de 2,5mm?Zes el que permite satisfacer el desempefio requerido
para la instalacién en estudio. Naturalmente, al cumplir el requerimiento de caida se estara también cumpliendo
la capacidad térmica.

e Evaluacion en régimen

v
AU, = 15 [—] -5.64-0.05km = 4.2V = 1.8% < 5%
A-km

e Evaluacién en arranque

14
AU, =15 [—] -30.64 - 0.05km = 22.95V =9.9% < 15%
A-km
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3.4.2.4. Verificacion del cortocircuito
Ante la presencia de un cortocircuito la corriente circulante por el cable excede ampliamente las corrientes de
disefio, aunque sélo lo hace por breve intervalo, hasta la actuaciéon de las protecciones especificamente previstas
para ello. Durante ese intervalo de altas corrientes se presenta una alta disipacidon de energia, la cual, dado el

corto periodo de tiempo, puede considerarse adiabatica dentro del conductor. Es decir:
2P —
Energla = [“Rt = Kmaterial(TOfinal - Toinicial)

En la verificacidn del cortocircuito se pretende determinar la maxima solicitacién térmica a la que se ve expuesto
un cable durante la evolucidn de corrientes de breve duracidon o cortocircuitos. Existira, entonces, una seccién
minima S que sera funcién del valor de la potencia de cortocircuito en el punto de alimentacion, el tipo de cable
evaluado y su protecciéon automatica asociada. En esta verificacidon se deberd cumplir con: S < SC siendo SC la

seccion calculada térmicamente y verificada por caida de tension.

Para la evaluacién especifica se requieren datos adicionales de la instalacién, tales como la corriente de
cortocircuito y el tipo de proteccién a instalar (e.g. proteccién termomagnética). En lo que respecta al cable, el
aspecto que define la capacidad al cortocircuito es principalmente la maxima temperatura a la que se lo puede
someter -transitoriamente- al aislante. En el caso del PVC, el limite es de 160°C, mientras que con XLPE el limite

asciende a 220°C o 250°C, dependiendo del fabricante.

Una forma simplificada para la evaluacion se basa en el concepto de que el calor generado por la corriente de
falla sera completamente “almacenado” en el conductor durante el transitorio de falla (i.e. evolucién
adiabatica), implicando un aumento de temperatura en consecuencia. Esta es la forma mdas comun utilizada en

los catalogos:
INt=KxS

La que indica que el producto de la corriente de cortocircuito (lc) y la raiz del tiempo de falla (t) es proporcional

a la seccién del cable (S) y una constante dependiente de las caracteristicas del cable:

K Aislante/Conductor
115 PVC sobre Cu

74 PVC sobre Al
135 XLPE o EPR sobre Cu
87 XLPE o EPR sobre Al
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4. POTENCIA EN CORRIENTE ALTERNA

4.1. Introduccion

Como continuacion del capitulo de corriente alterna el presente documento aborda los conceptos de potencia

principalmente enfocados en régimen permanente senoidal.

La gama de problemas que involucran estudiar el flujo de energia resulta muy amplia, desde el disefio especifico
de una maquina o dispositivo eléctrico hasta la definicion de cuantas unidades generadoras, transformadores y

lineas de transmisidn se requieren para alimentar de forma correcta a grandes ciudades e industrias.

Conforme lo presenta la bibliografia especifica, iniciaremos el tema desde la definicidon de potencia instantanea
introducida en el primer capitulo para luego obtener y definir potencia media o activa, potencia reactiva,
aparente y aparente compleja. Como corolario se introducira el concepto de potencia de distorsidn, presente

en regimenes no senoidales

Nota: el presente apunte se encuentra en desarrollo, de modo que se presentan los aspectos mds relevantes con

minimas acotaciones, las cuales serdn complementadas con las explicaciones de clase.
4.2.Potencia

4.2.1.Potencia instantanea

Potencia instantanea p(7) es el producto de la tension v(7) por la
corriente i(t)

p(1) =) i(1)

S1v(t) e 1(t) son periddicas, es decir:
v(ty=v(+T) i(1)=i(t+T)

Resulta: 1y = (1) i(r) =v(t + T) i(t + T) = p(t + T)

Es decir la potencia es también periddica de periodo T
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4.2.2.Potencia media o activa
El valor medio de la potencia de la potencia instantanea se
designa con el nombre de POTENCIA ACTIVA.

1 ptg+T
P=— 1) dt
= p(1)

Potencia consumida P =0

Potencia generada P <0

—,
—

Para los sentidos considerados vit)

4.2.3.Potencia en régimen senoidal

S1v(t) es senoidal y la carga lineal se tiene

v(r)=V,,(cos@t+0y) i(ty=1,,cos(@t+80r)
C 27
o=
-0n T
Resulta p(t)=V,, 1,, cos (@i+6y)cos (@t+6;)

Aplicando 1dentidad de funciones trigonomeétricas

p(f) = Vm;m [c05 (_(;}V _(;}I)+cos (ZEI + 0 +06; )]

La potencia media es
1 I T/H’I Im
P == -[U —5 [cos (6, —6;)+cos 2@t + 6, +6; )]dr

Por lo que la potencia activa resulta

V

7
P= mz " cos(6y —8; )=V Icos(p) Con  @=6y—6;
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De la expresion

p(t) = % [cos (6 — 67 )+ cos (2t + 6 + 67 )]

El término

pit) = %cos (2@t +6, +6;)

Se denomina potencia fluctuante y no aporta a la potencia
activa

4.2.4.Potencia aparente y factor de potencia

La potencia aparente se define como
S =71 suunidad es [SIF[V][I]= VA

El factor de potencia se define como

P : : , _
Jo = 5 (adimensional) vy ~-l= fp<1
En régimen senoidal 1p — cos(o)
4.2.4.1. Ejemplo — Potencia instantdnea y activa

Tension: 5V *

Corriente: 2 A ‘5\ i /\ - /\
EP 087 10 oA~ - .

-; 5 =——Potfluctunte
—_ =
f - 50 HZ E ——Pot. unidireccional
£ i} ——Puot. instantanea
T=20ms
I -5
S
-10
V 110 15
o 0,005 0,01 0,015 0,02
Tiempao (s)
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4.2.4.2. Evaluacion de la Potencia aparente - No conservativa
lF Ir } 1£
i - rR=—EF
[ R
. + § - 1 .
N Ij=——EF
| IL L ] L ] ) 1
’JL IF = -EF ——j—
Xy
Sp=E2 L |
SR +SI. :EF —+—
7 1 R X
S; =EfF —
X

e DR R

Se demuestra que la potencia aparente no es conservativa

4.2.5.Potencia aparente compleja

Escribiendo v é 1 en forma simbén.lica .
. . I, =1, 20 Vi =V, 2
I=1/6; V=VZ6 m =t <O V=V <

O

M
Resulta S=VJI*=v] ,4(9;,_&;):%1(9;;—91)

Convirtiendo a la forma rectangular

mem cos(6y —6; )+ j % sen(6y —6;)

i

A
S =

M
S=VIcos(6y—6;)+jVIsen(6y —6)
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4.2.5.1. Determinacion de potencia activa y reactiva

Primer término Vo]
P= % cos(6, —6;)=V1cos(6, —6;)=1* Re(Z)

Segundo término

Vi I
0= ”"'2 ™ sen(6y —6; )=V Isen(6y —6;)=I7 Im(Z)

Se verifica ademas

M
5‘_ Pty s
2
4.2.5.2. Tridngulo de Potencia
Siendo S=P+j0
= Q
Resulta S=4P2+0?
/{(p
/ P
y . _
. O Visenld,—6,)

P VIcos|6,-6,)

Nota: Este triangulo de potencias sélo puede aplicarse en régimen senoidal puro
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4.2.5.3. Evaluacion de la potencia aparente compleja — Conservativa
Sea una red de no. . . :
Cep o ZI@. =0 j=1...n k=] n ecuaciones
n” nudos —
n * .
Conjugando ambos términos > 1 —
. k=l
e 0 .
£ 3 .
Qj kzlfgg_ =0 con @ =0(referencia )

0.2 I;=201.=0 (n-1)  ecuaciones
P =

*

* & n . . : A
Siendo T#=-Ty => Z{@k@; ‘f,qj=ZSkj:D CQD
k=1 / =1

4.2.6.Ejercicio conceptual — Correccién de factor de potencia

P
| Ru+jXL J=—
— | VC' cos @
— Carga
PQS A menor cos¢ mayor I
Ve Ve ] 1 - ’
i y | Cos | A mayor I mayor pérdidas en linea
Ve
. il X

P I = | _.rr | R I i Vi -

AU=1I(R, +jX;) Caida de tensién

&

Perdida de tension ‘M‘T I

|{RL+;IL)|=\}
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Cal’ga El triangulo de potencia resulta
P.QS
Vv Induct. S

Q

Si el FP o angulo ¢ es
mavor que el maximo se P
debe corregir /

Correccion del FP

1
-~
Sf/ Qi |AQ.
: e
S=P+j0 s
O=Sesen(p)=Peig(p,) Ny S Qs
@, =(f."€f§£=m'€(‘a5‘g yéf B Y(/Pf
P S P

S1 cose requerido es mejor que el de la instalacion. se debe corregir.
Tomando cosg, como el requerido y siendo cose; el de la mstalacion

Of= S .sen[@f]
Q; =S sen(g;)

&.Qfo—Qj,-=S[sen[¢3f)—5€n{gaflJ => (= Q

27
aolU~
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4.2.7.Potencia de distorsion (no senoidal)

Se pretende calcular la potencia
activa, reactiva y aparente en la
fuente y en la resistencia del circuito

de la figura.

E e
La fem tiene la evolucién temporal: (

e(t)= 2T sen( @t )

El diodo es ideal y en forma instantanea se cumple la LTK, es decir:

Vf(F)ZVD{f}+VR{I)

'V sen ax )
R

O0<r=T/2

La corriente en el circuito sera ir)= -

0 T/2<t=<T

[

Potencias en la resistencia

i 2 jl"fﬁ-ﬁ"
V SE}’;" / 0<t<T/2

Instantanea p(t)=yp(t)fp(t)=1
0 T/2<t<T

T T rl

. . I 1 . J
P=—|p(t)dt=—\v(t)ift)dr=—

Media o activa T_L[P. ) TE:[ (t)ift) TR

2

Aparente S=Vpl= % Reactiva 0=0
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Potencias en el diodo

Instantanea plt)=yp,(t)j,(t)=0
Media o activa P=0 Reactiva O=0zx
V.?
A t S=y.]=—0o
parente V2 R

Se tiene SE¢P2+QE —S'Z=P2+QZ+T2

T se denomina potencia de distorsion y al cociente T/S
coeficiente de distorsion

Analisis cualitativo y formas de onda

e e
/; Q N /ﬁx
0 1,57 314 471 6,28 \
——Tengion en R =——Comiente \ /
| S | "
/—_\ 0 1,57 314 7,71 6,26
/ ~——Tension en la fite. ——Cormmients
N\ /
N
] 1,57 3,14 4,71 E,28
——Tengion en el diodo  =——Cormiente
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Problema 1

Una carga que consiste en una resistencia de 147kQ en paralelo con una inductancia de 50,4 H se conecta en

terminales de una fuente de tensién senoidal v, = 840 cos(10*t) V.

a) ¢Cuél es el maximo valor de la potencia instantanea que suministra la fuente?
b) ¢Cudl es el maximo valor de la potencia instantdnea que absorbe la fuente?
c) ¢Cudl es la potencia media suministrada a la carga?

d) ¢Cuél es la potencia reactiva?

e) ¢la carga absorbe o suministra VAr inductivos?

f) éCudl es el factor de potencia de la carga?

Problema 2

La corriente periddica que se muestra en la figura disipa una potencia media de 3000W en una resistencia. ¢ Cual

es el valor de la resistencia?

i[A]

15

25 50 75 100
t [ms]

Problema 3

Se conectan tres cargas en paralelo a través de una linea de 220V (r.m.s.), como se muestra en la figura.

+ La carga 1 absorbe 12kW y 12kVAr inductivos.

La carga 2 absorbe 6kVA con un factor de potencia

220V 1 ) 3 de 0,8 en avance.

La carga 3 absorbe 5kW con un factor de potencia

unitario.

a) Encontrar laimpedancia equivalente.

b) Determinar el factor de potencia de la carga equivalente
Problema 4
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Un taller toma de una linea de 220V (50Hz) una potencia de 10kW con cos¢ =0,707 inductivo.

a) Encontrar Ry L de una impedancia equivalente al taller.

b) Silalinea de transmisidn tiene una impedancia Z, = (0,3 +j0,4) Q, calcular la caida de tensidn, la
pérdida de tensidn, la tensién al principio de la linea y el rendimiento de la transmisidn.

c) Corregir el factor de potencia a 0,9 ind utilizando un capacitor.
Problema 5
La caida de tensidon entre el extremo de la carga y el extremo fuente de la linea de alimentacién de una fabrica
gue se muestra en la figura es excesiva. Se coloca un condensador en paralelo con la carga y se ajusta hasta que
el voltaje al principio de la linea tenga la misma magnitud que el voltaje en el extremo de la carga, es decir,
4800V (r.m.s.). Calcular el condensador (en WF) si el circuito funciona a 50Hz. La carga es de 192 kVA con un

factor de potencia de 0,8 en retardo.

20 10 Q

—— M 240

V1 4800 V
|0°

carga

Solucién

Para poder realizar este problema se debe tener en cuenta que la potencia activa y la tensién en la carga
permanecen constantes.

La corriente de la linea tiene una componente en fase con la tensidon de la carga y una en cuadratura, la
componente en fase debe permanecer constante para que la potencia activa no varie. La componente en
cuadratura varia con el ajuste del capacitor y serd la encargada de lograr que se igualen las tensiones ya que:

V.=V +1Z, (¥
Por lo tanto, si se encuentra la parte compleja de la corriente (se toma como referencia a la tensidn) que cumpla
con la siguiente condicién podremos encontrar la capacidad requerida:

M\ =N + |’zL\ = 4800V

La corriente antes de la correccion se calcula utilizando la potencia compleja.
S =VI*=1536+ j1152kVA=> | =32 j24A

La corriente luego de la correccidn sera:
[ =32-jX
Siendo X la incdgnita. De (*) se tiene que:
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V, = 4800 + (32 + jX)(2+ j10) = 4800 + 64 + j320 + j2X —10X

Trabajando con médulos se obtiene:

4800V = /(4864-10X } +(320+ 2X }
Que resulta una ecuacion cuadratica que da como resultado dos valores
X=76Ay X=9154A

Si se elige el menor valor (menor corriente, menores pérdidas en la linea) se obtiene el valor de la corriente:
=32+ 7,6

Luego se calcula el nuevo valor de la potencia compleja en la carga
S =VIi*=1536— j36,48kVA

De la diferencia entre la vieja y la nueva potencia reactiva se obtiene la potencia reactiva aportada por el
capacitor:

Q. =Q, —Q, =115,2+36,48 =151,7kVAr
Entonces se encuentra el valor de la capacidad:

2
X, = —15180=C =
278X

C C

=21uF

Problema 6

Una fabrica tiene una carga eléctrica de 1200 kW con un factor de potencia en retardo de 0,8. Se agregard una
carga adicional con un factor de potencia variable que afadira 240 kW a la carga de potencia global de la
fabrica. El factor de potencia de la nueva carga se ajustara hasta que el factor de potencia global de la fabrica
sea de 0,96 inductivo.

a) Especificar la potencia reactiva asociada a la carga adicional.
b) ¢La nueva carga genera o consume VAr inductivos?
c) ¢Cudl es el factor de potencia de la carga adicional?

d) Calcular la corriente que entra a la fabrica antes y después de agregar la carga adicional si la tensidn de
entrada es 2500 V.

Problema 7
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La tensidn Vg en la representacion fasorial del circuito de la figura es 170V |02

a) Encontrar las potencias media y reactiva en la fuente.

b) ¢Absorbe o suministra potencia activa?

c) ¢Absorbe o suministra potencia reactiva?

d) Encontrar las potencias media y reactiva en cada una de las ramas.

e) Realizar un balance energético de la potencia activa y reactiva.

100 12Q
—W
+ o N | S—
Vg @ 200 T 160
Problema 8 0,050
Las tres cargas del circuito de la figura son: l
+
Vg1
S 1= (4+{1) KVA 3D S| 125V,
S = (5+j2) kVA 0,15Q
S3= (10+j0) kVA
a) Calcularla potencia compleja asociada a n ol |
cada fuente. Vg2 (M 10°
b) Realizar el balance energético. 0,05 Q T
Problema 9

La tensién del extremo emisor en el circuito de la figura se ajusta para que el valor eficaz de la tensién en la
carga sea siempre de 13200 V. El condensador variable se ajusta hasta que la potencia media disipada en la
resistencia de linea sea minima.

a) Silafrecuencia de la fuente sinusoidal es de 50 Hz. ¢ Cudl es el valor de la capacidad en puF?

b) Si se elimina el condensador del circuito. ¢Cual es el porcentaje de aumento de la magnitud de V,
requerido para mantener los 13200V en la carga?

c) Sise elimina el condensador del circuito ¢ Cudl es el porcentaje de aumento en la pérdida de la linea?

10 80
Y O M e L

13200 V 300 Q2 j150 Q — -1 X
Vg 10° —

Problema 10
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En el circuito de la figura se han realizado las siguientes lecturas:

A;=5A A~ o
10}

A, =3A

Vi = 80V 5 Ri %

3o SO

V, = 120V

Vi =300V § N
L € _ ..

Si la frecuencia del generador es 50Hz determinar la lectura de los demds instrumentos.
Solucidén

Para iniciar la resolucidén este ejercicio es necesario identificar qué mide cada uno de los instrumentos, lo que se

esquematiza en la figura siguiente.

V4

Donde P es la potencia activa que la fuente E le suministra a la carga.

Queda claro entonces que las incégnitas a hallar son: E, P, Vce l.
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La caida de tension en R; esta en fase con la corriente |;, mientras que la
de la inductancia adelanta a la corriente 90°, teniendo esto en cuenta y
los valores eficaces de dato se construye el siguiente diagrama fasorial.

(Tensiones y corrientes en distintas escalas)

Se tomo como referencia la fase de Vi 2> E = V1+jV,=310,48V [75° >

El voltimetro V marcara 310,48V

Para el calculo de potencia activa debe tenerse en cuenta que P es la
sumatoria de las potencias activas disipadas en las resistencias R1 y Ra.

Como se conocen los valores eficaces de Tensién y Corriente en ambas:

P=Vi1.l+V l,,=760W

Vi

Vi

Cabe aclarar que el factor de potencia para los elementos resistivos puros es la unidad, dando el calculo de la

potencia activa el producto entre tension y corriente.

La potencia activa de R, puede obtenerse como: P,=E I. 5.cos(¢pz) =Va.l, = Despejando, ¢, = cos *(V,/E) = 67°

Como se conoce que el circuito serie de R, y C conforma un dipolo con fp capacitivo la corriente adelanta a la

tensién 67°. Entonces: Vc=E.sen(,) = 286,35V

V, estd en fase con I, conociendo su valor eficaz se dibuja | de la suma de I; e I, obteniendo el diagrama:

Vi

.2 K

V2 ?, 0,

V1 l1

| puede obtenerse con la ayuda del diagrama como:
1= I1= I, cos(Daux)+ jlasen(daux) Donde  &aux=180°-(d1 +d>) = 38°

Finalmente, el amperimetro A marcard que | vale 3,22A
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Problema 11

Una planta es alimentada con una tensién de 7,6kV, teniendo en cuenta la siguiente distribucién de cargas:

+

A: 50kW - resistivo
A B: 100kVA - f.p. 0,8 ind

a) Determinar el f.p. de la instalacion.
b) Calcular los capacitores a agregar si se desea corregir el f.p. a 0,95 ind.
c) Siel costo de la energia es de 0,09 S/kWh calcular la facturacion diaria si trabaja 16 hs por dia.

Opcionales

Problema 12

La impedancia de carga capacitiva de la figura tiene una magnitud de 100Q y absorbe una potencia de 6144 W.

La fuente de tensidn sinusoidal suministra 6400 W. Encontrar la reactancia inductiva de la linea.

0,050 X
ENYIVAYA YTV
_|_
1000@\/ Z
FUENTE LINEA CARGA

Problema 13

Encuentre la potencia disipada en la resistencia de 40Q en el circuito si: iz =4 x cos(10° t) A

50 L 3 WF
||
|

+ |

SONNE P s
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4.4. Caso de aplicacién — Compensacién de factor de potencia

El caso bajo andlisis corresponde a una seccion de la instalacion eléctrica correspondiente a una industria
petroquimica localizada en la localidad de Puerto General San Martin, Santa Fe, Argentina. La planta en estudio
cuenta con una torre de destilacién de donde el principal producto es el Etilbenceno, siendo los principales
consumos eléctricos de la planta motores de diversos tamafios los cuales accionan bombas para el movimiento

de los fluidos.

4.4.1.Caracteristicas de la red

La siguiente figura representa esquematicamente la configuracién simplificada de la red. Se observa la
alimentacién a dos Centro de Control de Motores (CCM) uno de baja (0,38kV) y otro de media tensién (2,3kV),
la barra principal de entrada es de 13,2kV.

PRINCIPAL 13,2kV

ChSET_#2.7r3

COLSET_e2.Tr1

COL_Tr3 EmaMT

CCM 2,3kV

! B_Ftidencena_MT_t I : l
:\ N!
¢ 3
)
i ] q
“ CCM 0,38kV
S ] 3 £ ; z 2 § =

COLETA BT_1_Mot_1
o
8

TE_BT. 1_Mot_10

A continuacion, se detallan los niveles de potencia (activa, reactiva y aparente) instalada y simultanea
del complejo.
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Demanda Potencia Instalada Potencia Simultanea

Activa Reactiva
Activa P Reactiva Q Aparente S Aparente Factor de

kW]  [kVAr]  [kva] °5@ P Q Cos® g multaneidad

G Tensié
rupo ension S [kva]

[kW]  [KVAr]
I 380V 473 228 525 0,90 261 126 290 0,90 0,55
I 2,3kvV 1202 589 1338 0,90 601 294 669 0,90 0,50

Total - 1674 817 1863 0,90 862 420 959 0,90 0,51

Tabla 1 — Resumen Demanda

Para la compensacién de reactivo al nivel de 380 V se plantea un banco automatico de compensacion
instalado en el CCM, dimensionado para compensar hasta un factor de potencia de 0,97 inductivo y con pasos
que resulten acordes con los motores que puedan encontrarse E/S en cada uno de los tableros.

En este caso la demanda a compensar resulta (maxima potencia simultanea): P =261 KW fp= 0.9.

Con el objetivo de disponer de un banco que permita compensar el factor de potencia hasta f.p.=0.97i

(¢ =14°). Se requerira potencia reactiva Qcap.

Qcap= Quetuat — Qrinat= 126 kVar — 261kW x tan(14°) = 60 kVAr

Q(]ap == 60 kVAT'

Dependiendo de la fase del proceso la demanda puede presentar variabilidad en sus consumos. Por esta
razon se propone que el banco no sea fijo, sino que cuente con un regulador automatico de factor de potencia
con pasos acordes a la demanda alimentada. El objetivo es asegurar que siempre se cuente con un factor de

potencia igual a 0,97 inductivo o mejor (hasta 1,00).

Para la definicion de la cantidad de pasos y las dimensiones de cada uno de estos se realiza un “ranking”
de potencias reactivas consumidas por las demandas asociadas al CCM. En la siguiente tabla se aprecia que la

potencia reactiva demandada y la propuesta arribada de cinco pasos de compensacion.

Q [kVATr] -,
Consumo Proporcion

Motor 100 HP 39 31%
Motor A 50 HP 20 16%
Motor B 50 HP 20 16%
Motor 30 HP 12 9%
Motor 25 HP 10 8%
Resto 26 21%

Tabla 2 — Potencia Reactiva demandada
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4.4.2.1. Distribucion del Consumo de Reactivo

H Motor 100 HP
® Motor A 50 HP
H Motor B 50 HP
H Motor 30 HP
H Motor 25 HP

M Resto

Por esta razén se propone la implementacion de un banco de capacitores formado por los siguientes pasos:

Distribucion O [kVAr] Proporcion

Paso 1 20 33%
Paso 2 10 17%
Paso 3 10 17%
Paso 4 10 17%
Paso 5 10 17%

Tabla 3 — Potencia Reactiva entregada

4.4.2.2. Distribucion del Banco Capacitivo

Paso 1
Paso 2
Paso 3
Paso 4

Paso 5

£ & O B K

Por la naturaleza del proceso se prevé que siempre se accionen las bombas mas grandes en primera instancia y
luego los motores complementarios de menor tamafio. Asi las posibles demandas corresponden a los valores

mostrados en la siguiente tabla. En punto relleno representa que tal motor se encuentra operativo.

Motor |100HP [50HP A |50HP B |30HP|25HP|Resto| Potencia Demandada
P [kW] 80 40 40 24 | 20 | 56 P Q Cosfi
OoSTl

Q [kVAr] 39 20 20 12 | 10 | 26 | [kw] | [kVAr]
® O O OlO ] O | s 39 0,90
< @ @ O O |O | O | 122] 59 0,90
3 ® ® (@ OO O |1w.1]| 79 | 0%
'g ® ® o ® O | O | 18 91 0,90
o ® ® @ ® @O O | 205]| 101 0,90
(] ® [ ] ® O © | 1| 127 0,90

Se valida el desempeiio del banco propuesto comparando la operacion del mismo para cada condicién de
demanda. Tal como se aprecia el banco propuesto, en cantidad de pasos y montos de cada paso, logra

compensar satisfactoriamente la planta en cada condicion operativa.
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Banco Demanda leto
Paso 1 2 3 4 5 Q P Q Q Cosfi
QlkvAr] | 20 | 10 | 10 | 10 | 10 |[kVAr]| [kW] | [kVAr] | [kVAr]
® O O |O|O]| 2 80 39 19 |+ 0,97
- ® | ® O |O|O| 30 | 121] 59 29 | 0,97
S ® | ® | @ O[O 4 [161] 79 39 [« 0,97
g ® [ @ @ @ O 0o |18 91 | 41 [«o9s
© ® | ® | ® [®®| 0 | 205 100 | 41 [oos
®  © ® O | ® | 0 | 261 | 127 67 |+ 0,97

4.4.2.3. Especificaciones

Finalmente se proponen las siguientes especificaciones para el banco:

* Tensidn Nominal =400 V

*  Frecuencia Nominal = 50 Hz

*  Moddulos =1 x 20 kVAr (3x133uF) + 4 x 12,5 kVAr (3x83,3 uF)
* Potencia Total Nominal = 70 kVAr (400V)

*  Corriente Nominal del Banco: 101 A (400V)

* Potencia Total de Operacién = 63 kVAr (380V)

* Regulador: Electrénico de 5 pasos
* Contactores: Tripolares con resistencia de preinsersion. 1xBF25K (In = 30A) + 4xBF12K (In=18A)

*  Proteccidn: Fusibles gG 1x40A + 4x25A

Notar que la tensién nominal adoptada para los capacitores es mayor a la nominal de trabajo. Como la potencia
reactiva depende del cuadrado de la tension debera especificarse correctamente la potencia nominal respecto
(Qnominal @ Unominal) a la requerida (Qrequerida @ U trabajo).

Para la compensacion de reactivos en 2,3 kV se plantea una compensacién individual para cada motor

4.4.3.1. Motores de 600 HP

La potencia requerida por el motor en las condiciones de operacion es de P=477kW y Qu=231 kVAr (f.p.=0.9).
Considerando una compensacion a f.p.= 0,97 (¢ =14°), se requerird una compensacién reactiva de:

Qcap = Quetuat— Qpinar= 231 kVar — 447kW x tan(14°) = 120 kVAr

Las especificaciones para la compensacion de este tipo de motor resultan:

e Tension Nominal = 2,3 kV

e Frecuencia Nominal = 50 Hz

e Potencia Total Nominal = 120 kVAr

e Corriente Nominal =30 A

e Contactores: Tripolares de vacio con resistencia de preinsersion
e Proteccion: Fusible gG 40A
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4.4.3.2. Motores de 150 HP

La potencia requerida por el motor en las condiciones de operacion es de P=123kW y Qu=63 kVAr (f.p.=0.89).
Considerando una compensacion a f.p.= 0,97 (¢ =14°), se requerird una compensacién reactiva de:

Qcap = Quetuat— Qfinar= 63 kVar — 123kW X tan(14°) = 32 kVAr — 30 kVAr

Las especificaciones para la compensacion de este tipo de motor resultan:

e Tension Nominal = 2,3 kV

e Frecuencia Nominal = 50 Hz

e Potencia Total Nominal = 30 kVAr

e Corriente Nominal=7,5 A

e Contactores: Tripolares de vacio con resistencia de preinsersion
e Proteccion: Fusible gG 10A
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5.METODOS DE RESOLUCION DE REDES

En los capitulos anteriores el analisis de los sistemas eléctricos se ha limitado a circuitos relativamente sencillos.
La resolucion de estos se realizaba mediante la aplicacién de las leyes de Kirchhoff de manera casi directa sin la
necesidad de conformar sistemas de ecuaciones. Esto se debia a que los circuitos contaban con una Unica fuente
y reducido enmallamiento. A su vez, en los casos donde aparecia mds de una fuente, estas se encontraban

colocadas estratégicamente para facilitar la resolucion.

En el andlisis de sistemas eléctricos reales, es muy factible encontrarse con redes de diferente magnitud que
presentan multiples fuentes. Un ejemplo claro son los sistemas eléctricos interconectados como lo son las redes
de generacion, transmisidn y distribucidn de paises. En estas todas las plantas de generacion (cualquiera sea su
fuente primaria) y los consumos (residenciales o industriales) forman parte de la misma red eléctrica,
vinculandose por medio de lineas de alta y media tensidn. Un sistema de estas caracteristicas tiene cientos de

elementos, es facil imaginarse la gran complejidad que posee su representacion circuital.

Cuanto mayor el tamafio y la cantidad de elementos involucrados mas trabajosa se vuelve la resolucion,
haciendo que la simple aplicacién de las leyes de Kirchhoff ya no resulte la herramienta mas adecuada. Esto ha
llevado a que con el correr del tiempo se hayan desarrollado métodos mas convenientes que permiten facilitar

y agilizar la resolucién de circuitos eléctricos.

En este capitulo se presentan dos métodos denominados de “Corrientes de mallas” y de “Tensiones de nudos”.
Ambos permiten la resolucidn de circuitos mediante la aplicacion de un sistema de ecuaciones minimo del cual
surgen las magnitudes esenciales que definen el comportamiento del sistema y a partir de las cuales es posible
determinar todas las variables restantes. Si bien en ciertos circuitos ambos métodos resultan igualmente

efectivos, en otros la aplicacidon de uno y no el otro puede facilitar considerablemente la tarea.

Volviendo a los sistemas eléctricos interconectados su tamafio es tal que la resolucion manual seria
practicamente imposible. Sin embargo, existen herramientas computacionales que permiten automatizar la

resolucidn, las cuales utilizan como forma de calculo variantes de los métodos aqui presentados.

La aplicacion exitosa de los métodos de resolucion requiere conocer y reconocer las diferentes partes en las que

puede dividirse un circuito.
Rama

Conjunto de elementos conectados en serie y que por lo tanto se encuentran circulados por la misma corriente.

Un circuito tiene tantas ramas como corrientes diferentes puedan calcularse. Una rama tiene principio y fin
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entre dos puntos. Ver por ejemplo los elementos R1, R2 y E1 entre los puntos Ay D de la Figura 5-1. También es

una rama la resistencia R5 entre los puntos By C.
Punto

Es la unién entre dos o mds ramas

Nudo

Lugar de concurrencia de tres o mas ramas. Asi como la rama se caracteriza por su corriente, los nudos lo hacen
por su potencial. Un circuito posee tantos nudos como potenciales distintos puedan calcularse, esto significa
gue puntos contiguos vinculados a través de una rama sin elementos (un cortocircuito) forman parte del mismo
nudo eléctrico ya que comparten el potencial. En la Figura 5-1 donde podrian a priori identificarse 4 nudos (A-
B-Cy D) en realidad solo existen 3 ya que los puntos Ay B pueden unirse sin alterar el funcionamiento del circuito

tal como se presenta en la Figura 5-2.

Malla o bucle

Es un camino cerrado, conformado por dos o0 mds ramas a través de las cuales es posible aplicar la segunda ley
de Kirchhoff. Una Malla puede involucrar tantas corrientes diferentes como ramas ésta abarque. En la Figura
5-1 pueden identificarse entre otras una malla compuesta por los elementos R1, E2, R3, R2, E1 u otra con los

elementos E2,R4,R6,E3,R3. Queda para el lector identificar otras mallas.

I4 D I3 o) Is
— AW ——>
R1 E2 —— |4 Ra
Iz
Rs
T R, = &,

WW—2 :

Figura 5-1: circuito original

Figura 5-2: Cambio de representacion grafica que no altera funcionamiento

124/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

Redes planas
La red puede ser desarrollada en un plano
Redes no planas

La red no puede ser desarrollada en un plano

Es Es
— O\ — O\
Z3 Z3
Red plana Red no plana
Figura 5-3

Grafico de una red

Es un esquema que presenta la forma del circuito mediante sus ramas y nudos sin considerar los elementos

eléctricos constitutivos.

Z Z M N1 r2
— I 3 L
Z> ‘ 75 . 6 ,
B 4, CEs r NS r
—O C N4 @ ® o N2
E:
Zs
Zi rg
{ JEs ®
[ r3 N3 9

Figura 5-4: Grafico de una red

Arbol

Es un subconjunto de ramas que une todos los nudos sin formar un camino cerrado, es decir, una malla. En
consecuencia, si un circuito posee n nudos entonces el drbol esta constituido por n-1 ramas. Dado el grafico de

una red, existen multiples conjuntos de ramas que pueden conformar un darbol, tal como se presenta a

continuacion.
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Algunos posibles arboles

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Casod
Figura 5-5
Ramas de enlace
Es el subconjunto de ramas de la red que no conforman el arbol. Habiendo definido un arbol, el agregado de

una rama de enlace al gréfico de red permite la circulacidn de corriente. Debe recordarse que el arbol no forma

un camino cerrado.

Ramas de arbal Ramas de enlace

Figura 5-6: Ejemplos de arboles y ramas de enlace para una misma red

5.1.2.Planteamiento del problema
Resolver un circuito significa calcular todas las corrientes en sus ramas y los potenciales de todos sus nudos.
Para esto pueden aplicarse las leyes de Kirchhoff, la primera como la sumatoria de corrientes en cada nudo y la

segunda como la sumatoria de las caidas de potencial en las diferentes mallas que el circuito posea.

En una red con “b” ramas y “n” nudos existen b + n variables de red, es decir, b + n incdgnitas. Esto implica
inicialmente construir un sistema de igual cantidad de ecuaciones para resolver el problema. Sin embargo, no

todas esas ecuaciones resultan linealmente independientes por lo cual es posible reducir su cantidad.

En la aplicacion de la ley de Kirchoff de corrientes sobre los nudos del circuito no es necesario hacerlo sobre la
totalidad de ellos, ya que al momento de resolver la ecuacidn del nudo n ya serdn conocidas todas las corrientes
del circuito. Por ejemplo, en la Figura 5-2 si resuelven las ecuaciones en los nudos C (de donde surge el valor de

las corrientes 13, 14, 15) y también aplicarla en el nudo D (de donde surgen las corrientes 11 e I12) no es necesario
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realizarlo en el nudo A ya que todas las corrientes han sido previamente calculadas. Con esto del total de n

nudos solo pueden construirse n-1 ecuaciones linealmente independientes.

La ley de Kirchhoff de tensiones se aplica sobre caminos cerrados, es decir sobre las mallas del circuito. Sin
embargo, al igual que en el caso anterior, no es necesario aplicarla sobre todas las mallas que pueden
identificarse (un circuito de b ramas y n nudos posee b + n mallas distintas). El objetivo entonces es encontrar
la cantidad de mallas minima que permite la construccién de un sistema de ecuaciones linealmente
independiente. Siendo que el nimero de mallas coincide con el de incégnitas planteadas inicialmente y que ya
se han planteado n—1 ecuaciones de nudos, resulta entonces que las ecuaciones de mallas linealmente

independientes son b — (n—1)

Por lo anterior, la resolucion de un circuito con n nudos y b ramas por el método de Kirchoff demanda la escritura

de
n-1 ecuaciones de nudo

b—(n-1) ecuaciones de mallas

Es decir que el sistema que se debe resolver es
de b ecuaciones

Para afianzar la comprension de este método se presenta a continuacidn su aplicacidn sobre el circuito de la
siguiente figura. De la inspeccidn de este circuito se concluye que el mismo posee 3 nudos y 5 ramas. Segun lo

descripto anteriormente el método requiere la aplicacidon de 2 ecuaciones en nudos y 3 ecuaciones en mallas.

Figura 5-7

Se comienza con la aplicacion de la primera ley de Kirchhoff sobre los nudos C y D. Se consideran inicialmente
los sentidos de circulacion de corriente indicados en la figura los cuales se han definido arbitrariamente. El

sentido real de circulacidon quedara establecido luego de la resolucion del circuito.

11+IZ_I3=0
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I3+14_15=0

A continuacion, se plantea la segunda ley de Kirchhoff sobre 3 mallas cerradas, en este caso se elige partir desde
el nudo A y recorrer las mallas hasta regresar a éste haciendo en el camino la sumatoria de las caidas de

potencial:
Li*R,—E;+1i*R{+E,— I, *xR; =0
ILy*Ry—E,+I3%*R,—I,*Rs =0
I, *Rs+Is*Rg—E; =0

Una vez que se tienen las “b” ecuaciones en este caso 5, se debe reagrupar para formar un sistema de ecuaciones

donde las corrientes de cada rama son las incégnitas.
L+L,—-L+0x1,+0%x[5=0
0« +0xL+1;+1,—15=0
(Ri+Ry)*xI; —R3xI, +0xI3+0x1,+0xIs =E, —E,
O*xIi +RyxI, +RyxI3—Rg*xI, +0xIg=E,
0«1 +0x,+0xI3+1,*Rs+1I5*Rg = E3

La resolucion del sistema anterior permite encontrar la corriente en cada rama pudiéndose luego calcular la

diferencia de potencial entre los nudos.

Si bien la aplicacidn de este método puede resultar relativamente sencilla en este circuito no lo es para sistemas
mas grandes, tal como ha sido descripto anteriormente. Es por esto que se propone la introduccién de dos
nuevos métodos que permiten la resolucién minimizando la cantidad de ecuaciones y sistematizando a

resolucion.

El objetivo de este método es encontrar el potencial, es decir, un nivel de tensién asociado cada nudo del
circuito. Es importante entender que un nudo no posee un potencial especifico, sino una diferencia de potencia
respecto a un punto de referencia. Esta Ultima puede encontrarse dentro o fuera del circuito. En consecuencia,

si se modifica la referencia también lo hace el potencial de cada nudo.

Para este método la referencia se establece dentro del propio circuito y en particular en uno de los nudos del
mismo. Establecer un nudo como referencia implica fijarle un potencial (un valor de tensidn) a partir del cual se
mide la tension de los nudos restantes. Por conveniencia y simplicidad la tensién del nudo de referencia se fija

en cero voltios.
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Al fijar la tensidn de un nudo ademas de establecer una referencia se elimina una de las incdgnitas ya que como
se menciond anteriormente, el objetivo es encontrar el potencial de todos los nudos. Dicho esto, un circuito de
n nudos tiene n-1 incdgnitas desde punto de vista de este método, lo que implica ademas la necesidad de

construir un sistema de n-1 ecuaciones.

Para presentar la aplicacién de este método se utiliza una técnica intuitiva ejecutada sobre un circuito ejemplo

desde donde luego es posible generalizar alcanzado una metodologia que aplique a cualquier sistema.

El siguiente circuito ya es conocido y posee 3 nudos. Se ha indicado con ¢ a la tensidn o potencial de cada nudo

y en particular se ha elegido el nudo 1 como referencia asignandole una tensién nula.

(PQ I3 LPS Ig

l4

X

¢1=0

El desarrollo comienza escribiendo la primera ley de Kirchhoff sobre los nudos 2 y 3 es decir aquellos que no son

referencia. Se aclara que la demostracién es independiente del sentido arbitrario elegido para las corrientes

indicadas en la figura. 0%
I

11 + 12 - 13 = O : 9

13 + 14 - 15 = 0 R1
Luego se escribe cada corriente en funcidn de los potenciales de nudos U
aplicando la segunda ley de Kirchhoff en cada una de las ramas Eq R,

Y

correspondientes. T fv\/\/\’ .

Por ejemplo si se aisla la rama 1 del circuito (Figura 5-8), puede aplicarse
sobre ésta la segunda ley de Kirchhoff, recorriendo el bucle en sentido

horario desde el vértice superior derecho:
U+11*RE1+11*R2_E1+11*R1 =0

En la ecuacidon anterior se ha considerado inicialmente la caida de tension sobre la resistencia interna de la
fuente de tension (Rg,). Es importante recordar que dicha resistencia debe ser siempre tenida en cuenta a la

hora de analizar un circuito. En particular en este caso todas las fuentes son del tipo ideal por lo que su
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resistencia interna es cero, lo que permite eliminar la caida de tensién. Tomando esto se continua el desarrollo

como sigue.
U+L*Ry—E;+L*R =0 «U=¢@;—¢@q
Q=1+ *R, —E;+ xR =0 < ;=0

Ei— o,

I =
Y7 R +R,

Segln la expresion anterior la corriente 1 circulara en el sentido asumido cuando la fuente de tension posea un

valor mayor al potencial del nudo 2.

Utilizado la misma técnica se escriben las expresiones de las corrientes restantes.

E, — o,
PR
I 92— P3
=

Ry
—@3
14:_R5

Es —¢3
Is = R,

Una vez que se tiene la expresidon de cada corriente, estas se reemplazan en las ecuaciones de Kirchhoff

desarrolladas en los nudos que no son referencia.

E1—<P2+Ez—€02_‘P2—<P3=

0
Ri+R, R; Ry
— — E, —
P2 — @3 N P3 E3— @3 —0
R, Rs Rg

Tras el paso anterior se ha conformado un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas donde estas ultimas

son justamente los potenciales de nudos. A continuacidn, se reescriben las ecuaciones para visualizarlas de

manera mas comoda y comprensible.
[ 1 +1+1]+ [1] E; +E2
R, +R, Ry Ryl P*I"RJTR +R, R,
[1]+ [1+1+1] E;
P2 "R TP R, Rs TRl T TR
Al analizar los términos que componen las ecuaciones se encuentra que en la primera de ellas la tensién del
nudo 2 va multiplicada por la sumatoria de las admitancias de todas las ramas que convergen al nudo. Mientras
gue la tensién del nudo 3 va acompafiada de la admitancia que conforma la rama que une los nudos 2 y 3. Por
su parte a la derecha de la igualdad se encuentran las corrientes de cortocircuito de las ramas 1y 2. Recordando
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lo visto en el capitulo 2 de esta materia, la corriente de cortocircuito de un dipolo (en este caso una rama) se
determina al anular la tensidn de salida del mismo. Por ejemplo para la rama 1 su tension de salida es ¢, — @1.

Si esta tensién es igual a cero la corriente de la rama queda como sigue
I 5
1™ R, +R,

El mismo razonamiento anterior se ha utilizado para las restantes ramas. En particular para aquellas que no

poseen fuente de tension la corriente de cortocircuito es cero y no aparece en la ecuacion.

Tras este desarrollo se estd en condiciones de generalizar la construccidon del sistema de ecuaciones que
conforma al aplicar el método en un circuito de n nudos. Tal como ya es sabido se tienen n-1 ecuaciones con

igual cantidad de incégnitas.
Q1*Y11 =@ * Y = —p ¥ Y1 = Z Iecr

Q1 * Y 11— @ * Y o=t 1 ¥ Y = é leen—1

Utilizado escritura matricial se obtiene

o1 1 | D ke
—Yno11 o Ypoan-al 1@ [Z Ieen-1 |

Los elementos constitutivos del sistema son

Y11 v Vg

Y;1 es la sumatoria de las admitancias que convergen al nudo 1.
Yin_1 €s la sumatoria de las admitancias que vinculan los nudos 1y n-1. Este factor igual a la sumatoria Y;,_1
¢ es el potencial del nudo 1
Y. 1.1 es la sumatoria de las corrientes de cortocircuito de las ramas que convergen al nudo 1
El sistema anterior puede resumirse de la siguiente manera
[Y] * [(P] = [Icc]

Donde [Y] se la denomina matriz admitancia. En sistemas que solo posen fuentes independientes esta matriz

tiene las siguientes caracteristicas.

e Simétrica

e Los elementos de la diagonal son positivos

e Los elementos fuera de la diagonal son negativos

e Un elemento de la diagonal es mayor o igual a la suma de los valores absolutos de los demds elementos
de lafila (o de la columna).
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e Lamatrizes no singular es decir que su determinante es no nulo, esto implica que la solucién del sistema
es Unica

Se vera mas adelante como se modifica la matriz al incluir fuentes dependientes.

Para sistematizar la aplicacién del método de nudos se debe seguir el siguiente proceso

1. Elegir un nudo de referencia
Escribir el sistema de ecuaciones para todos los nudos exceptuando el de referencia.

3. Para el nudo 1 (ecuacidn N2 1) se escribe el potencial del nudo multiplicado por la suma de todas las
admitancias que concurren a este; se resta el potencial de los demas nudos multiplicados por la
admitancia que vincula al nudo en cuestién con el 1. Se iguala a la suma de las corrientes de cortocircuito
de cada rama que llega al nudo 1.

4. Se repite el procedimiento con los demas nudos.

5. Seresuelve el sistema de n-1 ecuaciones

Se considera ahora que el circuito bajo andlisis se modifica incorporando una fuente de corriente ideal de valor

Is dentro de la rama 4 en serie con la resistencia Rs.

E

T

¢4 =0

Siendo que la rama en cuestidn vincula los nudos 1 y 3 la ecuacién del nudo 2 no se ve afectada por el cambio

dentro del circuito. Si lo hace la ecuacidn correspondiente al nudo 3.
Para analizar el cambio deben aplicarse los pasos descriptos en el punto anterior en especial el paso 4 que dice:

“Se escribe el potencial del nudo multiplicado por la suma de todas las admitancias que concurren a este; se
resta el potencial de los demas nudos multiplicados por la admitancia que vincula al nudo en cuestion con cada

uno de ellos. Se iguala a la suma de las corrientes de cortocircuito de cada rama que llega al nudo bajo analisis”.

Lo anterior se aplica sobre el nudo 3 surgiendo la ecuacion siguiente.

[1+ 1 +1] [1]_ E3+I
?3|R, T R+R, " Rol P2IR,) T !
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En la expresidn anterior se tiene

1
Rs+Ry

es la admitancia de la rama 4 que ahora cuenta con la fuente de

corriente, sin embargo debe tenerse en cuenta que dicha fuente es
tipo ideal por lo que R; — o, en consecuencia la admitancia de la

rama es nula por lo que desaparece de la ecuacion.

Iy es corriente de cortocircuito que aporta la rama 4, tal como se

puede confirmar al extraer la rama y establecer un cortocircuito ente

los nudos @, y @3. b1 =

Bajo las consideraciones anteriores la ecuacién de nudo resulta

R AR [ Ry
@3 R,  Re @2 R, = Rg f

La ecuacidn de nudo 2 no se modifica ya que la fuente de corriente no interactta con este punto.

[ 1 +1+1] [1]_ E; +E2
2 R ¥R, R R Pl TRJTR +R, R

Regla nemotécnica

1. Se escriben las ecuaciones igual que en el caso general.
Se considera que la fuente de corriente tiene impedancia infinita y la corriente de cortocircuito es el
valor de la fuente.

3. Laadmitancia de la o las ramas que poseen fuentes de corriente es cero.
4. La admitancia de transferencia con otros nudos también es cero.

Se considera ahora que en larama 1 se suprimen las resistencias quedando solamente la fuente de tensién. Este
cambio tiene impacto directo sobre la conformacién de la ecuacién del nudo 2 al tiempo de que condiciona la

aplicacion del método.
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Al aislar la rama 1, tal como se hizo en otra oportunidad sera posible determinar la admitancia de la ramay la
corriente de cortocircuito de la misma. Por tratarse de una fuente de tensidn ideal su impedancia interna es
nula haciendo que la admitancia tienda a infinito. Por otro lado si se produce un cortocircuito entre los bornes
de una fuente ideal, al no haber resistencia que limite la corriente, ésta también tiende a infinito. Estas
particularidades hacen que al plantear la ecuacidn de nudo aparezca una indeterminacidn, tal como se indica a

continuacion.

1 1 1 11 E, E
FYRENESAL IS W
Ry

IRy  Rs R, " Rg Rs
Donde
Rpy =0 = — =
= = — —> 00y — — 0

La indeterminacién imposibilita la resolucidon de esta ecuacion lo que no significa que el problema global no
posea solucién, sino que este procedimiento no permite encontrarlo. Para salvar la indeterminacion existen dos

opciones.

La primera consiste en hacer que uno de los bornes de la fuente ideal de tensidn coincida con el nudo de
referencia, es decir, se debe elegir el nudo de referencia correctamente para que esto ocurra. De esta manera
la fuente fija el potencial de uno de nudos del circuito, asi se elimina una incégnita y no es necesario escribir la
ecuacién de dicho nudo ya que su valor es conocido. Este es el caso que se presenta en el circuito de la Figura

5-12, por ende la aplicacion del método de nudos queda como sigue. (solo existe una incégnita).

@2 = E;
[ 1]+ [1+1+1]_ E;
2|7 RT3 R, TR, "R T R,

Tal como se observa la ecuacién del nudo 3 no se modifica.

La segunda opcién puede utilizarse cuando el circuito cuenta con 2 o mas fuentes independientes y no es posible

gue todas coincidan con el nudo de referencia o simplemente no se ha elegido correctamente dicho nudo como

r o
% RE‘
_|7 Ex

se presenta a continuacién, donde una fuente ideal vincula los nudos 2 y 3.

Eq

@1 =0
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Esta técnica propone reemplazar la fuente de tensién ideal por otra auxiliar de corriente también ideal, donde
el valor de esta ultima es una nueva incégnita. El objetivo es eliminar la resistencia interna nula de la fuente de
tensidn y reemplazarla por otra de valor infinito como la de la fuente de corriente. Una vez hecho el cambio es

posible aplicar el método de nudos sin convenientes. La siguiente figura presenta el reemplazo mencionado.
I5
R1 % % Ra
T T T

Se aplica entonces el método de nudos. Notar que al incorporar la fuente de corriente la admitancia de larama

Iaux

Iy
>

Rz

VWA

¢q =0

que vincula los nudos 2 y 3 ahora es cero y desaparece la participaciéon de un nudo en la ecuacién del otro.
[ 1 4 1 ] K 4 E, /
Y2(R, ¥R, Rsl R +R, Ry @

1 1 | E;

Q3|5+t 5| = laux — 5

Rs ~ Re Re
El problema radica ahora en que se cuenta con 2 ecuaciones, pero tres incdgnitas ya que laux es un valor
desconocido. Para solucionar este problema se debe incorporar una ecuacién mas. Esta vincula los potenciales

de los nudos 2 y 3 con la fuente de tensién ideal E; que se encontraba en el circuito original.
p3— @, =E,4

Esta nueva ecuacién permite la resolucién del sistema.

En resumen ante la presencia de una fuente ideal de tension entre dos nudos se debe.

1. Se elige el nudo de referencia de modo tal que sea un extremo de la rama que contiene la fuente ideal
de tensidn.

2. El potencial del nudo extremo de la fuente ideal de tensidn es conocido y en consecuencia se reduce en
uno el niumero de ecuaciones.

Caso especial

1. En el caso de que lo anterior no sea posible, se reemplaza la fuente de tension por una fuente de
corriente auxiliar.

2. Se aplica el método de manera convencional

3. Se genera una nueva incognita.

4. Se genera una nueva ecuacion: la d.d.p. de esta rama es conocida e igual al valor de la fuente ideal de
tension
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Se analiza en esta ocasién como se ve afectado el método cuando el circuito cuenta con una fuente dependiente.

Para esto se utiliza el siguiente circuito.
R4

o

W
Xel

o

Se aplica el método asignado al nudo la referencia al punto A.

1 1 1 1 E, E
o ey e R R 2] T
R4

Ri+R, Rz R, Ri+R, R3
[ 1 ] N [ + 1 k * [,
P2 R, P3 R, Rel  Rq

En el sistema anterior existen 3 incognitas ¢,; @3 e I,, sin embargo, esta ultima puede ponerse en funcién de
uno o mas potenciales de nudos segun sea el caso. En esta ocasion, I, depende de ¢, tal como se presenta a

continuacion.

E; — >
12 =
R3

La expresidn anterior puede remplazarse en la segunda ecuacion eliminando la incégnita adicional lo que

permite la resolucion del sistema.

1 [1 L 1)_k E—¢
Ry Rs Re Re Ry

Se reagrupan términos para una mejor comprension de la ecuacién y se incorpora la primera ecuacién para una

visualizacidon completa del sistema.

[ 1 4 1 4 1]+ ]_ E; +E2
2 R ¥R, R RATP|TRJ TR +R, R
TR ey R R e By
_*_

2 R4 Re*R3 s Ry Rs Re Rs

Resulta importante destacar que la presencia de la fuente dependiente no impide la aplicacidon del método, pero

si rompe con la simetria de la matriz admitancia. Esta particularidad tiene gran importancia al momento de

implementar las técnicas de sintesis.
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5.3. Método de las corrientes de mallas

Este método tiene por objetivo encontrar un conjunto corrientes ficticias denominadas corrientes de mallas.
Estas corrientes son aquellas que circularian por un camino cerrado. Se dice “circularian”, ya que un camino
cerrado, dentro de un circuito enmallado, esta constituido por diferentes ramas, es decir diferentes corrientes.
Eso les da el caracter de ficticias. En la siguiente figura se han indicado dos corrientes de mallas a modo de

ejemplo, a las cuales se las han nombrado J1y J2.
R1 %
T T

En un circuito pueden identificarse un gran nimero de corrientes de mallas, pero solo se necesitan b-(n-1)

Rs

Ea

Figura 5-16: Ejemplo de corrientes de malla en un circuito

corrientes para definir el comportamiento total del circuito.

Para demostrar el método se utiliza el circuito ya conocido que se presenta a continuacion.

Figura 5-17: Circuito ejemplo para la explicaciéon del método de mallas
El trabajo de demostracidn comienza escribiendo las ecuaciones de Kirchhoff linealmente independientes. Es

decir sobre los nudos Cy D.

Il+12_13=0
I3+I4—15:0

A continuacidn, se plantea la segunda ley de Kirchhoff sobre 3 mallas cerradas de libre eleccién, en este caso se
elige recorrer las ventanas partiendo desde el nudo A hasta regresar a éste haciendo en el camino la sumatoria
de las caidas de potencial. (Se considera que las fuentes de tension son ideales por lo que su resistencia interna
es nula).

Il*Rz_E1+Il*R1+E2_12*R3=0
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12*R3_E2+13*R4_14*R5=0
I4*R5+15*R6_E3:O

Se destaca que el sistema de ecuaciones final al que se arriba depende de los nudos y mallas utilizadas para la
demostracién, en este sentido el lector puede seleccionar otro conjunto y arribar a un sistema diferente. Sin
embargo, lo importan es logar una generalizacién que permita la aplicacién del método independientemente

del circuito o de las ramas y nudos seleccionados.

Una vez en este punto se despejan las corrientes de las ramas 2 y 4 como sigue.
L=I3—-1
I, =15— I3

Ahora las expresiones anteriores pueden ser utilizadas para eliminar incégnitas en las ecuaciones de la segunda
ley de Kirchhoff.
Il*Rz—El+Il*R1+E2—(13—11)*R3 =0

(I3—1L))*R3 —E; +I3xRy—(Is—I3) *Rs =0
(Is—I3)*Rs+Is*Rg —E3 =0

En este punto ya se cuenta con un sistema de igual cantidad de ecuaciones e incdgnitas por lo que se procede a

ordenar el mismo para una mejor visualizacién.
Iy *(Ry + Ry + R3) — I3 (R3) = E; — E;
=l * (R3) + I3 * (R3 + Ry + Rs) — Is * (Rs) = E;
—I3* (Rs) +Is * (Rs + Rg) = E3
Finalmente se debe reemplazar las corrientes reales por las corrientes de mallas ficticias.
Ji*(Ry+ Ry +R3)—Jpx(R3) =Ey — E;
—J1*(R3) +J2 % (R3 + Ry + Rs) — J3 * (Rs) = E;
—J2* (Rs) +J3 * (Rs + Rg) = E3

La resolucion de este sistema de ecuaciones brinda informacion suficiente para determinar el comportamiento
total del circuito, pero para esto debemos darle una interpretacion fisica a las corrientes de mallas, es decir,

identificar por donde circulan, esto se muestra en siguiente figura.
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Eq _|_

En funcidon de lo anterior, una vez calculadas las corrientes de mallas, la resoluciéon del circuito puede realizarse

con las siguientes igualdades.
L=
L=)2-1
I; =],
Iy =J3—]2
Is =J3

Durante esta demostracidén se han utilizado indirectamente dos conceptos presentados al comienzo de este

| “« Ill

apunte, estos son el “arbol” y las ramas de enlace. Si bien estos conjuntos no se han definido expresamente si
se encuentran presentes en el desarrollo. El drbol estd conformado por las ramas 2 y 4, cumpliendo con la
premisa de vincular todos los nudos del circuito sin formar un camino cerrado. Naturalmente una vez definido
el arbol, las ramas restantes (1; 3 y 5) son necesariamente ramas de enlace. Ahora bien, ¢Como, se han
identificado estas ramas? Muy simple, por su definicién las ramas del arbol albergan la circulacién de 2 o mas
corrientes de mallas, mientras que a través de las ramas de enlace puede circular una y solo una corriente de

malla. (Ver Figura 5-18)

El método en un circuito de n nudos y b ramas puede generalizarse de la siguiente manera.
Ji¥ZyntpxZypp+ o+ 1% 2y = ZE1

Ji*¥Zy1+ o *xZoy+ -+ 1 %2y = ZEz

Ju* By x Bt e Ty = ) By

Utilizado escritura matricial se obtiene
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Z11 . 2y 1 ZEl
: Pkl = :
Zyl lJ Z E,

Z1 !

En el sistema anterior se tiene

Il =b — (n—1) cantidad de ecuaciones linealmente independientes
Z11 sumatoria de las impedancias circuladas por la corriente de malla J;
Zy; sumatoria de las impedancias circuladas simultaneamente por J; vy J;

Y. E;sumatoria de las fuentes de tension circuladas por J; (se consideran positivas aquellas que “colaboran” con

las circulacion de la corriente de malla en cuestion.

El sistema anterior puede resumirse de la siguiente manera

Donde [Z] se la denomina matriz impedancia. En sistemas que solo posen fuentes independientes esta matriz

tiene las siguientes caracteristicas.

e Simétrica

e Todos los elementos tanto de la diagonal como fuera de ella son positivos

e Un elemento de la diagonal es mayor o igual a la suma de los valores de los demas elementos de la fila
(o de la columna).

e Lamatriz es no singular es decir que su determinante es no nulo, esto implica que la solucién del sistema
es Unica

Para la aplicacién del método de malla puede seguirse la siguiente regla nemotécnica

1. Elegir un arbol para el circuito (recordar definicién)
Redibujar el circuito comenzando solo por el arbol

3. Sobre el dibujo anterior incorporar de a una las ramas de enlace. Cada una de ellas define una corriente
de malla. Dibujar el camino que recorre cada corriente de malla a media que se incorporan las ramas de
enlace.

4. Escribir las ecuaciones de la LCK para cada malla cuidando de no olvidar ninguna corriente, notar que
cuando dos corrientes circulan en sentidos opuestos sobre la misma rama estas se restan en la ecuacién.

5. Resolver el sistema de ecuaciones

Al igual que en el método de nudos existen casos particulares que requieren un analisis detallado ya que
condicionan la aplicacién de esta técnica. En este caso se explica cdmo influye la presencia de una fuente de

corriente en alguna de las ramas del circuito.
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Ir
|1 D |3 C |5

>/ TN
R4 Ey l4 Rq
12
RS
Eq _|_ e Y

Y

R, R, -

AW

A

Figura 5-19

Para aplicar el método de mallas se debe inicialmente elegir un arbol y luego determinar la circulacién de las
corrientes de mallas, esto se presenta en la siguiente figura (por simplicidad estos se eligen igual a los ya

utilizados en explicaciones anteriores).

I1
>
R1
J1
E+
.|.

R;

Figura 5-20

La fuente de corriente se encuentra en la malla 2 por lo cual esta es la Unica ecuacién que se ve afecta por su
presencia, las demas ecuaciones (mallas 1 y 3) no se modifican. En funcién de esto se plantea a continuacién la

ecuacion del bucle 2.

—J1* (R3) +J2* (R + R+ Rs) —J3* (Rs) = E; — (Ip * R)
Tal como se observa, en la expresion anterior se ha considerado la resistencia interna de la fuente de corriente
R;. Dado que la fuente es de tipo ideal su resistencia interna es “infinita” lo cual produce una indeterminacién
en la ecuacion. La indeterminacion imposibilita la resolucién de esta ecuacién lo que no significa que el problema
global no posea solucidn, sino que este procedimiento no permite encontrarlo. Para salvar la indeterminacion

existen dos opciones.

La primera consiste en elegir el arbol de manera tal que la fuente de corriente queda en una rama de enlace,
esto hace que la fuente fije una corriente de malla no siendo necesario plantear su ecuacidn. Esta es la opcion
que indirectamente se ha utilizado en esta explicacién. Utilizando esta técnica la corriente de malla es igual a I,
mientras que las ecuaciones restantes no se modifican. En consecuencia, el sistema de ecuaciones queda como

sigue.
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Ji*(Ry+Ry+R3)—J,*(R3) =E; —E,

—J2 * (Rs) +J5 * (Rs + Rg) = Ej3
La segunda opcion resulta util cuando no es posible hacer coincidir todas las fuentes del corriente del circuito
con ramas de enlace, con lo cual alguna de las fuentes pasa a formar parte del arbol. En ese caso debe recurrirse
al reemplazo de la fuente de corriente en cuestion por otra de tension auxiliar que permita salvar la
indeterminacion. La tension de la nueva fuente auxiliar es desconocida por lo que incorpora una nueva incégnita

al sistema de ecuaciones.

Para ejemplificar la técnica se utiliza el siguiente circuito donde la fuente de corriente forma parte del drbol.

Figura 5-21

El remplazo se efectla tal como se presenta en la siguiente figura:

Figura 5-22

Llegado este punto no existen inconvenientes matematicos para plantear las ecuaciones del método.
Ji*(Ri+Ry+R3)—J,x(R3) =E; — E,
—J1* (R3) +J2 % (R3 + Ry + Rs) — J3 * (Rs) = E; — Egyx

—J2 % (Rs) + J3 * (Rs + Rg) = E3 + Eayx
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La ecuacidn adicional que permite la resolucién del sistema se logra combinando las corrientes de malla con el

valor de la fuente de corriente ideal que se encontraba en el circuito original.

Ip=]3—];

Tomando lo anterior, ante la presencia de fuentes de corriente se debe utilizar la siguiente regla nemotécnica:

1. Elegir el arbol de modo que las fuentes sean ramas de enlace

2. Con lo anterior las fuentes fijan corrientes de malla y no es necesario escribir su ecuacién
3. Silo anterior no es posible remplazar la o las fuentes por otras de tensidn auxiliar

4. Aplicar el método de manera convencional considerando las fuentes auxiliares

5. Escribir nuevas ecuaciones para lograr un sistema completo

Se analiza en esta ocasién como se ve afectado el método cuando el circuito cuenta con una fuente dependiente.

Para esto se utiliza el siguiente circuito.

K*la

Se aplica el método, utilizando las ramas 2 y 4 como arbol mientras que la circulacién de las corrientes de malla,

circulan en sentido horario.

Ji*(Ry + Ry +R3) —J, x (R3) = E; — E,
—J1*(R3) + /2 *(Rg + Ry + Rs) — J, * (Rs) = E;
—J2*(Rs) +J3 % (Rs + Rg) = —k * 1,

El sistema anterior posee 4 incégnitas J4, /5, Jze I,, sin embargo, esta Ultima puede ponerse en funcién de las
dos primeras, permitiendo asi la resolucion. Segun el sentido elegido para las corrientes de mallas la corriente

de la rama 2 se define como sigue.
L=-]
Con lo anterior se rescribe el sistema de ecuaciones, donde las primeras dos ecuaciones no se modifican.
Ji*(Ry+ Ry +R3) —Jo % (R3) = E; — E
—J1* (R3) +J2* (R3 + Ry + Rs) — J2 * (Rs) = E;

—J1* (k) —J2*(Rs —k) +J3*(Rs + Rg) =0
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Nuevamente se observa, al igual que en el método de nudos, la presencia de la fuente dependiente rompe con

la simetria de la matriz impedancia.

Problema 36

Resolver el siguiente circuito utilizando el método de nudos y de corrientes de bucles. Comparar el nimero de

ecuaciones de estos procedimientos con la aplicacién llana de las leyes de Kirchhoff.

‘ 2Q

2Q

3A

Resolucion por el método de los nudos

Primero se deben identificar los nudos del circuito con un nimero y las corrientes de rama:

Si llamamos como “n” al numero de nudos del circuito tendremos que: n? de ecuaciones =n—1=2

Planteamos las ecuaciones:
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(1.t 1y (1) 1v

2 20 20 10) 10)" 20
11 1)

I ol =2 _3a
®, [1§2 1§2J ¢H(1§2j 10

Resolviendo el sistema de ecuaciones, obtenemos las soluciones:

{?ﬂ =0V
@, ==V

Con estos valores de los potenciales de nudos podemos despejar los valores de las corrientes de rama:

oA

| =2V _ 54 ”
20 . @
I, =0A
N -5V
ISZTZZA oA ‘O
|4:w:5A o0
10 : @
3A

Resolucion por el método de bucles
b = n2 de ramas

n = n2 de nudos

| =n2 de ecuaciones=b-n+1=3

Primero se debe identificar un arbol (recorrido que una todos los nudos del circuito sin formar un camino

cerrado)
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[ [ [
98] o —

Las ecuaciones correspondientes seran:

J,-(2Q+20)+J, - (2Q) = -10V
1, (1Q+2Q+1Q)+J, - (2Q) - J, - (1Q) = 7V
J,=3A

Notar que al dejar la fuente de corriente en una rama de enlace, la tercera ecuacion es trivial. La solucién de

dicho sistema es:

J,=-5A

J, =5A

J,=3A
S5A
0A

S5A

2A
3A

Resolucion aplicando las leyes de Kirchhoff
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11

Ie

3A

Si planteamos entonces las 3 ecuaciones independientes (5 ramas- 3nudos +1=3 ec) correspondientes a la
segunda ley de Kirchhoff y las 2 ecuaciones independientes (3 nudos -1=2) correspondientes a la primera, nos

gueda el siguiente sistema de ecuaciones:

10V+2Q-1,-2Q-1,=0
2Q0-1,-1Q-1,+7V-1Q-1, =0
10V+2Q-1,+V,-1Q-1, =0
L+1L,+1,=0

l,=1,+3A

Donde V3 es la tensidn que cae en la fuente de corriente de 3A.

Dado que tenemos 4 corrientes incdgnitas, usaremos sélo 4 ecuaciones del anterior sistema. Para ello
desechamos la ecuacidn que contiene Vs ya que introduce una incognita mds. Luego resolvemos dicho sistema

de ecuaciones por cualquiera de los métodos matemadticos conocidos, obteniendo:

I, =-5A

I, =0A

I, =5A

I, =2A
Problema 37

Escribir las ecuaciones de nudos y bucles del siguiente circuito:
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4Q ‘

70 — 3V — 6V

10Q

Ecuaciones de nudo

Primero identificamos los nudos, numerandolos, y elegimos un nudo de referencia (nudo 4).

1 2

Luego determinamos el nimero de ecuaciones de nudo:
Numero de nudos = n
Numero de ecuaciones=n-1=4-1=3

Siendo que se ha elegido el nudo 4 como de referencia esto hace que el potencial del nudo 2 quede directamente
fijado por la fuente de 6V. Por otro lado, la vinculacidn ente los nudos 1 y 3 se efectla a través de una fuente
ideal de tensidn (3V) la cual tiene impedancia interna nula. Esto provoca que la sumatoria de las admitancias
que convergen al nudo 1 no pueda calcularse ya que una de las impedancias es nula. Para solucionar esto se
debe reemplazar la fuente de tensiéon de 3V por una de corriente ideal cuyo valor es desconocido y que
representa a la corriente que circula por dicha rama. Laincorporacién de la fuente de corriente (cuya impedancia
interna es infinita) permite la construccion del sistema de ecuaciones. Sin embargo, este procedimiento
incorpora una nueva incognita (el valor de la fuente). Para solucionar este problema se agrega una nueva
ecuacion, la cual considera la diferencia de potencial entre los nudos 1y 3, la cual es conocida porque la fija la

fuente de tensidn. Tras aplicar este método, el sistema de ecuaciones queda conformado de la siguiente manera.
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<1+1) (1) (1)_5V |
(P1ﬁﬁ <sz ¢3ﬁ_ﬁ
(pz = 6V

(a+ 7o)~ (Gg) =
s \7a"100) """ \70) T
@3 — @1 =3V

Ecuaciones de bucles

Primero se debe elegir un arbol: elegimos el arbol 1 -3 -4 - 2.

Cerramos una a una las ramas de enlace y escribimos una ecuacién de bucle por cada una:

J,-(7Q) =3v
J,-(4Q+5Q+10Q)-J,-(5Q) = -3v-5v—7v
~J,-(5Q)+J,-(5Q)=7v-6v

Problema 38

Calcular todas las tensiones de nudo y las corrientes de rama del circuito de la figura, empleando el método de

los potenciales de nudo.

30 10
30 +<>1ov 40 40 @ 6A

R

1Q *5\%

Solucion:

Como primer paso se numeran los nudos, eligiendo un nudo de referencia:
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0, 3Q Q, 10 (p3
° e °
+
30 CDlOV 40 40
® Py R
B A G ¢
— 5V

Debido a la presencia de dos fuentes ideales, no adyacentes, una de ellas debe ubicarse en la referenciay la otra

debe ser reemplazada por una fuente de corriente de valor genérico I:

?, 30 ?, 10 (0%
@ @ L 4
n
30 <>1ov 40 40
5V
i (P“c T OE (Ps‘

Luego se plantean las ecuaciones de nudos:
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@, =0V
¢, =10V
, p, =925V
Y se resuelve el sistema de 6x6:
@, =1125v
¢, =025V
@ = 4,75V

Por ultimo, se calculan las corrientes:

3Q

>1ov 4Q 40 @>6A

Y

1Q

1= v _ 3,333A
30

13=%2"% _ _g25A
30

[2=11-13=3,333A-(-0,25A) = 3,583A
14 =-13=0,25A

18=-%2"% _ 595
40

16 =13-18 =-0,25A—-(-2,25A) = 2A
I7=-6A+16=—-4A
15=-16=-2A

Problema 39

Calcular todas las corrientes de rama del circuito de la figura, empleando el método de los bucles.
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10
—O

100
—O

20

10

.
(=

Solucioén:

Como primer paso se elige un arbol. En este caso se elegird intencionalmente un drbol poco conveniente, a los

efectos de ilustrar la metodologia a emplear cuando una rama con fuente de corriente queda incluida en el
arbol. En general, debe evitarse ésta situacion.

oV

5V

11V

2Q

Luego, se cierra sucesivamente cada una de las ramas de enlace y se elige el sentido positivo de las corrientes

ficticias, para después plantear las ecuaciones de bucles:
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3,(502+102)-J1,(1Q2) = -5V —Ei
~J,(12)+3,(12+ 202 +1002) - J,(102) = Ei + 1V -5V
—J,(1002) +J,(1002 +10Q) =5V —10V

J,-J, =6A

Resultando las corrientes ficticias:

J, =-2,66A
J, =334A
J, =259A
i 1Q
+10V
11
5V
: 10Q
N + 12
11V
13 14
20
@ 5 1Q
6A
16
5Q

Y las corrientes de rama se calculan de la siguiente forma:

I1=J, = 259A
12=J,-J, =-075A
13=J, =334A
14=13

15 = 6A

16 = J, = —2,66A
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Problema 40

Resolver el siguiente circuito utilizando los métodos de nudos y de corrientes de bucles, comparando el nimero

de ecuaciones de estos procedimientos con la aplicaciéon llana de leyes de Kirchhoff.

Problema 41

Escribir las ecuaciones de nudos y de bucles de los siguientes circuitos:

10A
%
2Q 30
ﬁMﬁ—»—JWj
— 20V
— 10V

10A 10
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Problema 42

Calcular el valor que debe tomar la resistencia R para que la corriente por ella sea de 4A. Resolver aplicando el

método mas conveniente.

1602

8Q2 20Q

— 400V 8Q2 — 00V R

Problema 43

Determinar las relaciones que deben cumplir los pardmetros del circuito de la figura para las siguientes

condiciones.

a) E1generadory E2 receptor
b) E2 generadory E1 receptor
c) ElyE2generadores

d) E1yE2receptores

e) 13=0

R1 R2
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Problema 44

a) Plantear las ecuaciones de bucles y de nudos
b) Determinar el valor de E de tal manera que la fuente E no genere ni consuma
c) Realizar el balance energético.

®

10 Q

10 L

—_— 5V

Problema 45
Dado el circuito de la figura:

a) Plantear las ecuaciones de nudo y bucles

b) Resolver el circuito por el método mas conveniente.

c) Realizar el balance energético. ¢ Varia la potencia consumida por el circuito si se desconecta la fuente
de 5V? ¢Por qué?

SV
11Q 10 |
l
19V 3V
20 | |
‘ ik S
— 6V —_— 5V 2.5Q TG
14 20
@ @ —
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Problema 46

Plantear las ecuaciones de nudos y bucles. Calcular el régimen del circuito aplicando el método mas apropiado.

20 210
PY
i 1A
64\ 2 U1
P Ps @ Ps
Ue
26€2 — 3Ue2
1Q
Ps
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5.5. Casos de aplicacién

5.5.1.Enfoque matematico para el método de nudos

En capitulos 2 se ha realizado la explicaciéon del método de nudos desde una perspectiva intuitiva basandose en
un circuito ejemplo para luego generalizar la aplicacién de los mismos. Sin embargo, existe la posibilidad de
realizar la demostracion desde un enfoque matematico de mayor riguridad cientifica, por decirlo de algin modo.

En este sentido el presente anexo pone a disposicién del lector dicho procedimiento.

Red de “b” ramas y “n” nudos = \ariables de red m=b+n

Referencia nudo 0 P =10
Numero de incégnitas h=m-1=Db+n-1
2
-'. L]
. 0

Convenciones (V) ¥

j: |j1r. :k {m=_IU | e

£, .

. _ . , )

J +. \ E)’R = _EH)'

‘ 2 T p =y
Se plantean n-1 ecuaciones Ll de la LCK
Para el nudo “h” )

ha=0 h=12..,n-1 [
l-
ARR
Para cada rama
<l Eix : . 2
'oit?—"(d—ok by — b = Epe + Zp e = I = (0 = @1 ) Vi = Ep¥i
ik

[2)
Si hay mas de una rama en paralelo entre “jJ” y “k”

lhe= (¢) - 0u)¥h — Bl
b = (8 = 0u)¥ji = B == b = Iy + L + I} i3
15 = (9 — ¢x)¥h - BRYE
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n=1 =1

z[(fﬁ‘g — @) ] - Z[Eh,;_}jﬂ] =0 .. nudoh h=123  ..,n-1 ]
o gt

Ecuacionnudo h Con h=1, 2, .., n-1

=l n=1 fi=1 =l
[(@n = ¢2)¥ha] [Biatis] —— tn ) Ba— ) da¥u=) § 5
;g; ;g; hidh r:El h ;g; F ;Z; A
Asfy Amfy r-ﬁh Ak

fﬁa Coarriente de cortocircuito de la rama hA

n—-1
Yoo =ty Ynmn Admitancia propia nudo h
A=
AmR
n=1
;q’h Yoo = Z Pa¥na por ser Po=0 Yha Admitancia mutua entre los
nudos h y A
Amh A=mlc
Resulta n-1 Corriente interna del nudo h suma de
Yon®n— Y Yia®s =/n J, — las corrientes de cortocircuito de las

ramas que llegan al nudo h

-
imh

n=1

En forma sintética Zﬂm Yuda=lw para h=12;.,n-1 [6]
iml

Dond { 1 si h=A4
onde Spa =
Tl st R
71

En forma matricial se escribe [Y1[¢] = [/]
Con

V] = {55 Y*""}En— Dxn-1)  Matriz admitancia

[¢] = [$2)in-10 Matriz tension de nudo

[f] = [fr:]m_uﬂ Matriz Corriente interna de nudo
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La técnica de sintesis permite construir un circuito eléctrico en base a un sistema de ecuaciones. Es importante
destacar que al aplicar esta técnica el resultado encontrado no es Unico, es decir, existen muchos circuitos
posibles que pueden ajustarse a un sistema de ecuaciones dado. El siguiente ejemplo permite explicar la

metodologia.

Se parte de un sistema de ecuaciones, el cual se asume ha sido obtenido tras la aplicacién del método de nudos
o bucles sobre un circuito cualquiera.

6x —3y =-—10

—3x+8y=5
En primera instancia se debe analizar el sistema para intentar prever de qué tipo de circuito se trata. Por
ejemplo, las incégnitas no definen si son tensiones o corrientes por lo que el método utilizado no se encuentra

especificado. Ademas, la matriz de coeficientes es simétrica por lo que el circuito no posee fuentes

dependientes.

Llegado este punto debe elegirse que método se ha de aplicar, en este caso se resuelve primero por nudos.

Habiendo elegido este método se rescribe el sistema de ecuaciones.
6¢p; — 3¢9, = —104

Tal como se encuentra en las expresiones anteriores, los coeficientes que acompafian a las incégnitas son
admitancias, mientras que el término independiente a la derecha del igual es la sumatoria de las corrientes de
cortocircuito que convergen a cada nudo. Por ultimo, al tener 2 incdgnitas el circuito debe poseer 3 nudos. La

siguiente figura presenta un circuito genérico con las cateréticas conocidas hasta ahora.

9 E‘a R, 0
2
[
—\WW\~
R4 Ey ——=— = E4 R,
Eq _|_ Ry R4 _=—_ Ej
¢o =0

Dentro del circuito anterior todos los elementos son a priori desconocidos. El valor de cada resistencia y fuente

de tensidn debe ser tal que si se aplica el método de nudos se llega al sistema de ecuaciones de partida. Aqui es
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donde el abanico de posibilidad es muy grande, es decir existe un sinfin de combinaciones de valores que se

ajustan a la premisa buscada. En este caso se analiza solo la siguiente alternativa.

130
Q1 P2

? AWW
10 % 10
1/2 Q 174 Q
L :

10V T oV

¢o =0
Figura 5-25: Ejemplo de circuito particular que representa el sistema de ecuaciones por el método de nudos

El circuito anterior se ajusta el sistema de ecuaciones ya cumple simultdneamente con las siguientes

caracteristicas.

e Sumatoria de admitancias entre los nudos 1y 2 igual a 3Q™

e Sumatoria de admitancias que convergen al nudo 1 igual a 6Q™

e Sumatoria de admitancias que convergen al nudo 2 igual a 8Q™*

e Sumatoria de corrientes de cortocircuito en el nudo 1 igual a 10A saliente
e Sumatoria de corrientes de cortocircuito en el nudo 2 igual a 5A entrante

Tal como se ha mencionado anteriormente es un ejemplo que cumple con las caracteristicas, queda para el

lector encontrar otros circuitos.

Se analiza ahora la posibilidad de interpretar el mismo sistema de ecuaciones por ahora desde la perspectiva del

método de mallas. Las ecuaciones se modifican de la siguiente manera.
6]1 - 3]2 = _10V

Ahora los coeficientes representan impedancias al tiempo que el término independiente corresponde a fuentes
de tension dentro del lazo de cada corriente de malla. Dado que se cuenta con dos incégnitas el circuito debe

tener 3 ramas y 2 nudos. El siguiente es un circuito genérico que posee dichas caracteristicas.

1 — =) p—
%éfﬂ %%éF% R,

Figura 5-26 Circuito genérico que representa el sistema de ecuaciones por el método de mallas

E
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Resta entonces asignarles valores a las fuentes de tensidn y resistencias, nuevamente existen multiples
posibilidades. Para poder establecer un circuito particular. Para esto se debe primero elegir un arbol y luego el
sentido de circulacién de las corrientes de malla. En este caso se elige la rama central como arbol y un sentido

de circulacion horario.

1oV == —_— 5V

J1 30 J2
30 5Q

El circuito anterior se ajusta el sistema de ecuaciones ya cumple simultdneamente con las siguientes
caracteristicas.

e Sumatoria de impedancias en el bucle de la corriente 1 igual a 6Q

e Sumatoria de impedancias en el bucle de la corriente 2 igual a 8Q

e Sumatoria de impedancia por las que circulan ambas corrientes 3Q

e Corrientes de mallas circulan en sentido opuesto por el arbol

e Sumatoria de fuentes de tensidn en bucle de la corriente 1 igual a 10V (negativo)
e Sumatoria de fuentes de tensidén en bucle de la corriente 2 igual a 5V (positivo)

Hasta aqui la aplicacién de la técnica de sintesis se ha aplicado a un sistema de ecuaciones con su matriz de
coeficientes simétrica. Sin embargo, existe la posibilidad de contar con una matriz no simétrica. Esto significa

que el circuito cuenta con una fuente dependiente.
7x —3y =12
—5x + 10y = 8

Para resolver esta particularidad lo primero que debe hacerse es simetrizar la matriz de coeficientes, tal como

sigue.
—5x+10y=8 - —-5x+2x—-2x)+10y=8 - —-3x+10y=8+2x

Con lo anterior se vuelve a escribir el sistema de ecuaciones, donde puede interpretarse que el nuevo término
gue aparece en la segunda expresion se corresponde con una fuente dependiente que es proporcional a una de

las incégnitas.
7x—3y =12

—3x+ 10y =8+ 2x
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Llegado este punto de elegirse que método se utiliza para sinterizar las ecuaciones y para esto existen dos

alternativas.

e Por el método de mallas
7], — 3], =12V
—3J; + 10/, =8V + 2],
Siendo que los términos del lado derecho se corresponden con fuentes de tensién, puede interpretarse

que el circuito posee una fuente de tensién dependiente de una corriente que coincide con la corriente

de malla J;

12v

1 | L

9

Figura 5-28: Sintesis realizada por el método de malla
e Porel método de nudos
791 — 3@, = 12A
=3¢, +10¢p, = 8A+ 2¢,
Siendo que los términos del lado derecho se corresponden con corrientes de cortocircuito que ingresan

al nudo, puede interpretarse que el circuito posee una fuente de corriente dependiente de la tension

del nudo ¢4

130
Q4 @2

AWV
10 10
%% N 204
1302 160
T

12v T 8V

¢p =0

Figura 5-29: Sintesis realizada por el método de nudos
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6. TEOREMAS DE REDES

En este apunte se presentan una serie de teoremas los cuales van a permitir analizar y resolver redes complejas
compuestas numerosas fuentes y multiples enmallamientos. Al igual que los métodos de nudos y mallas, la
aplicacion de teoremas busca simplificas la tarea a la hora de resolver un circuito. En lineas generales los
teoremas pueden dividirse en tres conjuntos:

e Construccion de equivalentes: cuando se desea evaluar el efecto de una red sobre otra sin que interese
conocer que ocurre dentro de la primera, es decir solo importan las variables de salida, es posible
obtener un equivalente de esta constituido por elementos simples.

e Simplificacidn de circuitos: aprovechando caracteristicas topoldgicas es posible reducir una red a fin
analizar una parte sin perder precisiéon pudiendo luego extrapolar los resultados a otros sectores del
sistema.

e Sistematizacidn de cdlculos: utilizando la propiedad de linealidad de muchos circuitos es posible
simplificar o acotar calculos en la resolucion.

En todos los casos se persiguen objetivos de simplificacién de las redes, lo cual permite acotar cdlculos o
volverlos mas sencillos logrando asi reducir errores, acelerar el proceso de andlisis y realizar estudios repetitivos

sin pérdida de precision.

Entre los casos mas tipicos se encuentra la evaluacion de grandes redes de potencia y la necesidad de evaluar
su efecto sobre distintas porciones. Algunos ejemplos son:

e El andlisis de fallas como apertura de lineas de transmision

e Elingreso de nuevos consumos

e Laevaluacion del arranque de grandes motores

e El disefio de nuevo equipamiento
e El ajuste de sistemas de proteccidn

En este apartado se dan a conocer los conceptos basicos necesarios para abordar este apunte.

Se define a una red lineal a toda red que se encuentre constituidas por elementos lineales tales como fuentes
de tensiones ideales, fuentes de corrientes ideales, fuentes dependientes lineales, resistencias, capacitores e

inductancias (dipolos lineales).
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Una red bilateral es aquella red que se encuentra constituida por elementos bilaterales, es decir, aquellos
elementos cuya caracteristica o mejor dicho comportamiento no depende de la polaridad que se les asigne,

como por ejemplo una resistencia.

Un elemento no bilateral por ejemplo es un diodo, ya que su comportamiento se ve directamente afectado por

la polaridad del mismo.

Una red activa es aquella que posee dipolos activos, es decir dipolos capaces de suministrar energia, tales como

las fuentes de corriente y de tension.

Una red pasiva es aquella que no posee ningun dipolo activo, y esta constituida por dipolos pasivos.

Recordemos del apunte 1 “Dipolos” que un dipolo pasivo es aquel que es incapaz de generar energia eléctrica

tales como las resistencias, inductancias y capacitancias.

Una fuente se encuentra pasivada cuando el médulo de su magnitud eléctrica se iguala a cero.

Aplicando esta definicién para fuentes ideales de corriente y de tension se tiene que: una fuente de voltaje en
cero volts es el equivalente a colocar un cortocircuito a través de sus terminales, y establecer una fuente de

corriente a cero amperes es el equivalente a reemplazarla con un circuito abierto.

O 0
R R
+ ) . R > R
E
- ®
o L o O O

(a) (b)
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6.3. Teoremas de redes

6.3.1.Teorema de Millman
Con la aplicacion del Teorema de Millman, cualquier nimero de ramas en paralelo que contengan fuentes
de tension (E) con impedancias (Z) en serie puede reducirse a una Unica rama que posea una fuente de

tensidn de f.e.m (E) en serie con una impedancia (Z), como podemos observar a continuacion:

. Eq.Y1+Ep Yo +11 +E3.Y: 1
E:11 2-127T11 3-13 Y:— YT:Y1+Y2+Y3
YT Z
" | '
z[] z[] 1| 2[] zZ
Eitl, B _ ;-l ‘ =
Eo]
B < B
Circuito de partida Equivalente de Millman
Figura 1-1

Primero para llevar a cabo el teorema se debe transformar cada fuente de tensidn con impedancia en serie

en una fuente de corriente con impedancia en paralelo:

o A

21 23 i1 Zg

Lo Yo | o

Figura 1.2
El segundo paso es hallar el equivalente de las fuentes de corriente y de las impedancias en paralelo.

Finalmente, aplicando Kirchhoff, se obtiene el equivalente en fuente de tensién con impedancia en serie

como se observa en la figura 1.3.
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o A — A A
P P o - 1 -Z
5,250 vl t® BB B @ %)
Iy L Iy 7 +Z +Z = (
=1 2 3 E
& B o B B
Figura 1.3

6.3.2.Red Escalera

Este teorema es aplicable a aquellos circuitos en los cuales solo contengan una sola fuente.

En la figura 7.1 se puede observar las configuraciones tipicas que representan una red escalera.

a b
Figura 7.1 — (a) red escalera tipica - (b) red escalera T puenteada

El teorema consiste en suponer el valor de una corriente o tensién en alguna parte del circuito, para luego
trasladar el efecto de dicha magnitud hacia el resto del mismo hasta llegar a la fuente. Luego desde alli se aplican
las leyes de Kirchhoff para validad si la suposicidn habia sido correcta, es decir el valor adoptado en el inicio es
correcto o no. En el caso de que no lo sea se realiza una correccién muy sencilla que permite encontrar el valor

correcto de todas las tensiones y corrientes del circuito en cuestién.

La resolucién de estos circuitos lineales alimentados con una sola fuente se realizard mediante un ejemplo,

basandose en el hecho que la relacidn excitacion respuesta es lineal.

Sea el circuito de la figura 7.2. Hallar todos los calores

-
indicados en el mismo. T =

Los valores supuestos llevaran un (*).

Figura 7.2

Para iniciar se supone un valor de I{ = 1Ay a partir de este dato se procede a calcular los valores de tension y

corriente hacia la fuente, obteniendo:

V=2V I; =2A G=I+1; =34
., L e Vo e
Vs =2Qx03+V; =8V I4_E_ZA E=0+1I;=5A
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Estos valores calculados de tensiones y corrientes serian correctos si I¢ = 104, que corresponde al valor de la

fuente.

Como en este caso el valor supuesto no corresponde con el real del circuito se procede a calcular un factor

llamado K de la siguiente manera:
[t+K =104 K=104/; =2

Finalmente, para obtener los valores verdaderos del circuito, se debe afectar los calculados anteriormente por

el factor K, teniendo asi:

I, =2A I, =4A I; =64 I, =104
V, =4V V, =16V
A continuacién, se procede a resolver un circuito del tipo la 5]
red T puenteada como se ve en la figura 7.3. Wy
, Iz 301 10 Iz 2(]
Se supone a I] = 1A y a partir de esto se comienza a — A 3| M 2 — e L
resolver. t[ Wl vls e h i
1ov ) =20 =40 =20 =10
| l l l
Figura 7.3
o e V_l* e
Vi=1V 12—ZQ I3 =x
L=L+5-1=(015-x)A
Vi=20sx+Vi =1 +250V 7 =12="200 2 (025405 x)4
=0L+1:=(005+15%x)A
El potencial del nudo 3 puede calcularse por dos caminos, S-superior o l-inferior.
Vi3S =50 xI; +Vy =(0,25+0,5*x)V
Vil =101 + V3 = (1,25 + 3,5 x)V
Por ser Unico el valor del potencial de un nudo, debe verificarse que: V55 = V3!
De esta manera resulta: x = 0,853
Quedando:
;=14 I; = 0,54 I; = 0,8534 I; =0,647A I} =0,676A
it = 1,534 I; =5 =2,1254 is = 0; + 02 + iF = 4,3024
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V=1V VS = 2,706V Vs = 4,256V Vi =V +3Q0x1[; =15,458V
Factor K: K=—2_=0,647
15,458V

Los valores finales resultan para el circuito escalera T — puenteada.

I, = 0,647A I, =0,3234 I3 = 0,5524 I, = 0,4194
Is = 0,5734 Iy = 0,994 I, =1,3754 I; = 2,7834
V. = 0,647V V, = 1,751V Vs = 2,75V V, =10V

6.3.3.Teorema de Superposicion
Este teorema permite determinar una corriente o voltaje utilizando sélo una fuente a la vez en un circuito lineal
y bilateral. Es decir que este teorema es aplicable a aquellos circuitos en los cuales intervengan mas de una

fuente.

Para la aplicacion de este teorema se utiliza el concepto explicado en la introduccidén “Pasivar fuentes” (figura

2.1).
+ > I R ) R
O] CE

(a) ib)

Figura 2.1 — (a) pasivar una fuente de tension y (b) pasivar fuentes de corriente

Para llevar a cabo el teorema de superposicion se tiene que tener en cuenta lo siguiente:

169/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

e (Cada fuente debe estar sin pasivar una sola vez.
e las fuentes dependientes no se pasivan. R. 12 l
e la superposicidon no puede ampliarse a efectos de calcular la

potencia. Ry
+ I
A continuacion, se procede a aplicar el teorema de superposicién al E

circuito de la figura 2.2.

En dicho circuito se desea obtener el valor de I,. Fieura 7.7
& a il

Como primera medida se procede a pasivar la fuente de corriente | obteniendo el circuito de la figura 2.3.

N . , _E
Luego se resuelve el circuito resultante quedando asi: I' = = e )
2 R ' [ H
v
Como segundo paso se procede a pasivar la fuente de tension ! 5
i 2
. , . . . + 1
obteniendo asi el circuito de la figura 2.4. !
E !
P rr_ _Raxl - ‘ T
Calculando I”” se tiene: [~ = m
1 2 Figura 2.3
Una vez que se tiene el resultado para cada fuente, se procede a I
{_
realizar la suma algebraica de los mismos, pasa asi obtener el valor !
. L . . I
final. El término “suma algebraica” aparece en el enunciado del Ry v
teorema porque las corrientes producidas por las fuentes pueden ser R; y |
de direcciones diferentes, al igual que los voltajes resultantes pueden
ser de polaridades opuestas.
De esta manera se tiene que: l,=1"+l""
Figura 2.4

6.3.4.Teorema de Sustitucién
El teorema de sustitucion establece que en toda red una rama o porcidn de un circuito puede ser sustituida por

otra distinta, siempre y cuando la parte sustituyente tenga igual diferencia de potencial cuando circula la misma

corriente que tenia el circuito primitivo. R a

34
A continuacion, se procede a aplicar el teorema en el ejemplo de la

+
figura 3.1. E C) 30V Rz

170/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

Sea: Ry = 6Q R, =4Q
Para poder sustituir la rama a-b se debe calcular la caida de tension en R,

Vg, = 12V

Figura 3.1
Ahora sabiendo la caida de tensidn y la corriente en la rama a-b, se procede a

sustituirla por un elemento activo como podemos visualizar en la figura 3.2, ya sea una fuente de tension

como en el caso (a) o una de corriente como en el caso (b).

R1 a R1 a
+
l 3A l 3A
+ + +
E 30V 12V E 30V 3A 12V
_ _ W
@ -
a b b b
Figuera 3.2

En el caso en el que se quiera reemplazar un elemento pasivo (ejemplo una resistencia) por un elemento pasivo

acompafiado de un elemento activo se procede de la siguiente manera:

Se consideraque:R =a.R+(1—a) *R

)

e
A
%)

e
%)

i

_____________________________________________

Figura 3.3

De esta manera el valor del elemento activo, en este caso una fuente de tension ideal es: E = (I — I,) *

(1-a)+R

6.3.5.Transformacidn estrella tridngulo
La transformacién estrella/triangulo (Y/A) relaciona redes de tres terminales. En la figura 5.1 se puede observar

sus configuraciones.
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A B A 228 B
Za 78
ZoA Zar
Zc
C C
Red estrella Red triangulo

Figura 3.1
La equivalencia se demuestra resolviendo por superposicidn de dos circuitos, uno en triangulo y otro equivalente
en estrella.

A continuacion en la figura 5.2 se tiene el circuito equivalente en triangulo (A).

A £AB B

2" 1 r -

(D zea[]{U1 U2| [Jzec (Di2

i

c c
Figura 5.2 — Circuito equivalente en triangulo (A)

Aplicando el teorema de superposicion al circuito de la figura 5.2 se obtiene la figura 5.3.

ZaB

A B A
—— |
() Ji #Zta %zac m* Jo1 2ec []] joo] (D2
| J12 ‘
] | )
c c c

Figura 5.3 - Circuito equivalente en triangulo (Y)

Oy

; . : o (13 : Zap+Zpc : Zpc
Uy =Ji1*Zca+]1*2Z Uy=L*————"—*xZg+ L x———% 7
1 =J11*4ca T )21 % 24ca 1S N et zen  LCA T 2 i dea | LCA
) — (1)
j : : j ’ ZcB ’ ZaBtZca
U, = * Lpc + * 7 Uy=L*———%*Zgec+ 1, x————"—x7
2 = J12*Zpc +Ja2 * Zpc B V2 T e zea  ABC T 2 g, CBC

Ahora se puede observar en la figura 5.4 el circuito equivalente en estrella (Y).
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o 3
(D Utze[) Uz (Di2
Figura 5.4

Aplicando el teorema de superposicion al circuito de la figura 5.4 se obtiene la figura 5.5.

Za Z8 ) ZB
‘“‘l: :|_¢B ‘ A: i:lEI

WO Pdr |z zc[] J |Di2

[ [ C c
Figura 5.5
Uy=J1*@a+Ze)+ ]2+ Z¢ Uy=0*xZa+Z)+ L2
) S (2)
Upy=J1%Zc+ ], * (Zp +Z¢) Upy=NZc+ 1L x(Zp+Z¢)

Una vez hecho esto, para lograr la equivalencia de la Y con el A los coeficientes de las ecuaciones (1) y (2) deben

ser iguales.

ZAB+Z
Zp+Zc=7"0"1"—xZcy
ZaBt+ZpctZca

z
Zc = — Zca
ZaptZpctica

ZAB+Z
Zg+Zc=""—"2—xZpg
ZatZpctZca
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De esta manera se obtiene la equivalente estrella del triangulo (A— Y).

7, = Zpp * Zca A — B

4= 1 c
ZAB +ZBC+ZCA Z.":'\ .

7. = Zpp * Zpc -

B =
Zyp tZpc+ Zca ZcA\ \Zc ZBC
Zgc*Z
7, BC *4ca

 Zpp+Zgc +Zca

Ahora se procede a calcular la impedancia en A equivalente a una Y dada.
Se multiplica Z, por Zg, Zg por Zc y Z por Z, y se obtiene:

2
Zag" *Zpc *Zca

Zy*xZp =
4nee (Zap + Zpc + Zcp)?
7o w7 = Zap * ZBCZ *Zca
BT (Zug + Zpe + Zca)?
Zag * Zge * Zoa”
ZexZ, = AB * ZBc * Lca

(Zap + Zpc + Zca)?

Luego llamando Y. Z = (Zug + Zgc + Zc4)? y operando se tiene:

De esta manera se resulta el equivalente triangulo de la estrella (Y — A).
ZM=@+%+AZB A, — B
¢ \ ZA _
Zg*Z ~ ZB/
Zpc =175+ 70 + BZ ¢ - ~{
A ZCA\ L Zc ZBC
Ze*Z Y ;
Zea=7c+Zy+ 2 T
Zg \ | /
C

Este teorema plantea que todo dipolo lineal que contenga fuentes e impedancias puede ser reemplazado por
una Unica fuente de tensidon E,, en serie con una impedancia Z;, (figura 8.1), en donde el valor de E,;, es la
tension a circuito abierto en los terminales 1-2 y Z;, es la impedancia vista desde el par de terminales estando

el dipolo pasivado.
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i 1
lj 1'-_ . Zih U
_H z — Eth{f}+
RALB
—l— 2 2
k' —
Uki

Figura 8.1
Demostracion:
Dada una red activa y lineal de la cual se puede pueden identificar dos bornes (1-2) donde al conectarse una

impedancia Z circula por esta ultima una corriente | (figura 8.2 (a)).

En primera instancia se abre el circuito de modo que se anula la corriente a través de la impedancia Z. Colocamos

el subindice “0” para los valores a circuito abierto (figura 8.2 (b)).

i ] | {]}z o

RALB [ RALB

! o

—_—

Ukt Ukio
b

Figura 8.2

Ahora colocando una fuente de tensién de valor U, tenemos el circuito de en la figura 8.3 (a), que es equivalente

al circuito de la figura 8.2 (b).

i l:lu i L.JIJ !.lﬂ
, L - ) L%
11.:1[ i JL ]]
Z z
T‘“-El RALB
L — |
IJkL:I k ‘TI |
Kl
. b

Figura 8.3
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Luego si en serie sobre la misma rama se incorpora otra fuente de igual valor, pero en sentido opuesto se obtiene

un circuito de la figura 8.3 (b) es el equivalente al circuito original.

A este Ultimo procedemos a aplicarle superposicién. Notar que la red de la izquierda tiene sus fuentes
independientes activas, mientras que en el de la derecha las fuentes estds pasivadas siendo la fuente U, el tnico

elemento activo.

=

g i z + "L L%IL‘Z -ii l: —7‘]2
RALB RPLB J = RALB _“J

T, T T °
Uwo ITI "

k1 S

Figura 8.4
De la figura 8.4 tenemos que: [; = [jo + I;; Uy = Uygo + Ui I=I,+1
Por ser io = 0 tenemos que 11 es la corriente que circula por Z.

Para calcular la impedancia vista, se procede a pasivar la red como se observa en la figura 8.5.

Uo ir Uo

&
—= o

< 7 ‘ (] 2v z

R ‘
Uk Zy

ij11

RPLE

Figura 8.5

Por Gltimo, si sustituimos a U, por Ey, y a Z, por Zg, tenemos, en la figura 8.6, la demostracion del teorema.

—
—

|

.+l

" [
:

Zih

Figura 6.3-1
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Segln se presenta hasta aqui el teorema de Thevenin implica encontrar un equivalente compuesto por dos
elementos: una fuente de tensidn y una impedancia. La fuente de tensidn es igual a la tensién de vacio entre los
bornes de la red que desea reducir. En la cuanto a la impedancia esta se denomina impedancia vista, su

obtencién se explica a continuacion.

6.3.6.1. Cdlculo de impedancia vista

La impedancia vista es la impedancia equivalente que el circuito ofrece entre sus bornes cuando todas sus

fuentes independientes se encuentran pasivadas.

RPLE —

Independientemente de la conformacion de la red existe un método infalible para el célculo de la impedancia
vista. Este consiste en colocar una fuente auxiliar en los bornes de la red (a la cual se han previamente pasivado
todas sus fuentes independientes). La fuente auxiliar puede ser tanto de tensidn como de corriente y su valor
es igualmente anecddtico. El objetivo es calcular la impedancia vista mediante la ley de ohm, por lo que si se
utiliza por ejemplo una fuente tensidn es necesario calcular la corriente resultante de la interaccidn entre la

fuente auxiliar y el resto de la red. Esto se muestra en la siguiente figura.

laux

Va () "
FIP

FDA 2

Una vez obtenida la corriente, la impedancia vista se calcula como sigue.

Zy = Eaux/jaux

Es de suma importancia tener en cuenta que si el circuito posee fuentes dependientes, estas no se deben

pasivar. En funcion de esto en la figura anterior se utiliza la siguiente nomenclatura
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FIP: fuentes independientes pasivadas.
FDA: fuentes dependientes activa.

Tal como se ha comentado anteriormente la aplicacidn de esta técnica es igualmente valida utilizado una fuente

de corriente.

laux

Ve CD .
FIP

FDA ,

Para afianzar los conceptos presentados hasta el momento se propone a continuacién un ejemplo donde se

determina el equivalente de Thevenin sobre un circuito simple.

l4
20 2
40
3%,
JEEDLN
\/

[ ]
>

9V

En primer lugar, se debe calcular la tension de vacio entre los puntos A-B que en este caso es igual a la tensién
gue cae sobre la resistencia de 4Q al ser circulada por la corriente I12. Se aplica ahora la segunda ley d Kirchhoff

sobre la malla.
-V +1,x2Q0+ 1,40 -3, =0

Al considerar al circuito en vacio las corrientes 11 e |2 resultan iguales. Esto permite una rdpida resolucion de la

ecuacion.

9V

I, = —
2730

En consecuencia, se tiene:
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4
A -
»

oA
|
20 2
40 Up = Exy =12V
T A

Vv
+ I -B

Resta ahora calcular la impedancia vista. Para esto se comienza pasivando las fuentes activas y colocando una

fuente auxiliar de 1V entre los bornes A-B.

v
>

20 I
40 T — UAUX =1V

3%,

El objetivo aqui es calcular la corriente I” que circula a través de la fuente auxiliar. Para esto se tiene que dicha

fuente fija el potencial de la resistencia de 4Q por lo que resulta sencillo calcular la corriente 12.

I —1V—025A
2740 7

Se debe ahora calcular la corriente |1, para esto se aplica la segunda ley de Kirchhoff sobre la malla de la

izquierda.

31, — I, * 4Q
L*20+1+40 -3l =0 = I, =—— ——=-01254

El signo menos en el resultado anterior indica que paras condiciones planteadas en la figura anterior la corriente

I1 circula en sentido contrario.

Acto seguido se aplica la primera ley de Kirchhoff sobre el nodo superior para calcular la corriente |
L+I"=1, = I"=1,—-1;=0254A+0,1254 =0,3754

Con esta informacién es posible determinar la impedancia de Thevenin

U
Zrp = % = 2,660

Se tienen en este punto todos los componentes del equivalente los cuales se presentan en la siguiente figura.
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_.A

1
> ® A
o
20 Rty = 2,660
40 -
T~

Vv U0=ETH=12V
+ i s ) B L B

Figura 6.3-8

6.3.6.2. Aplicaciones particulares

Circuito con elemento andémalo.

Una de las condiciones para la aplicacion del teorema de Thevenin es la de linealidad del circuito, sin embargo,

existe un caso particular para los dipolos pasivos simétricos en donde se puede aplicar. Es cuando los estados

son (0,0) y el final.

]
7 £
: lw
> [ i,
2 RALB | ' o
= 2 @ - +
I c I: E“'I ﬁ Z;._
i, b |2 |
c J 7] Iu:[]
| Za g 2
RALB l -2-
2 . RFLE .
it
Figura 8.11

6.3.7.Teorema de Norton

Este teorema plantea que todo dipolo lineal que contenga fuentes e impedancias puede ser reemplazado por
una Unica fuente de corriente Iy en paralelo con una impedancia Zy (figura 9.1), en donde el valor de Iy es la
corriente de cortocircuito entre los terminales 1-2 y Z es laimpedancia vista desde el par de terminales estando

el dipolo pasivado.
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i :
L ,

hlp________l___qkw =

o Jz = wo=zn)] |z

RALB

J_I

—_—

1.

Ukl

Figura 6.3-9
Demostracion:

Dada una red activa y lineal de la cual se puede identificar dos bornes (1-2) donde al conectarse una impedancia

Z circula por esta ultima una corriente | (figura 9.2 (a)).

Para encontrar un equivalente de la red, en primera instancia se realiza un cc entre 1-2 como se observa en la

figura 9.2 (b).

_
—_—
=
[}

-
—
Il
o

i I.[ B Lm[

RALE - RALB
o .
W kd—d
a Ukice
Figura 9.2

Después procedemos a sustituir la rama cc por una fuente de corriente (figura 9.3).

lice)

WD (]2

Figura 9.3 — Equivalente al circuito de la figura 9.2 (b)

Ahora bien, si se agrega otra fuente de corriente en paralelo, pero en sentido opuesto obtenemos un circuito

que es equivalente al de la figura 9.2 (a).
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J_I

—

Uk!

RALB _J

ﬂ 2 th tll:

Aplicando superposicién tenemos la figura 9.5.

Siendo de esta manera: [; = [;c + I3

Porserl. = 0,1; eslacorriente real por Z.

El circuito equivalente quedaria como el de la figura 9.6

Finalmente, si sustituimos a ¢ por Iy y a Z, por Z,, tenemos, en la figura

9.7, la demostracion del teorema.

2
K I__[I
'Jklil'.
Figura 9.4
I 4
i '1 _
D12 m | |z
lee T — T
RPLE j RALB | |
ym ]
Ui Zv Lk
Figura 9.5
Ui = Ukiee + Ura I=l+1
1
v lec z
2
Figura 9.6

1 1
= —
2
Figura 9.7
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6.3.7.1. Equivalencia entre Thevenin y Norton
Consideremos un circuito el cual hallamos el equivalente de Thevenin y el de Norton, por caracter transitivo

ambos circuitos de Thevenin y Norton son equivalentes entre si. Esto significa que existe la siguiente relacion.

Erp
Zrp =2y = Ty

Zih | ! - >

Figura 9.8
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Problema 47

Calcular la fuente real equivalente que sustituya al esquema de la figura. Usar:

a) Una fuente de tension
b) Una fuente de corriente.

-+

50V
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3Q 602 5Q2 7Q 902 50
+ + +
6V 3V Vv 12v 15V
+ +
Problema 48
Encontrar V1 usando el método escalera
1Q 13 3Q 11
15
+
45V 50 1Q 0,5Q V1
14 12
Problema 49
Utilizar el método escalera para resolver los siguientes circuitos:
a)
3Q 20 30 20
30
10 20 3Q 20
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b)

2Q

10

3Q

10V

Y

4Q

Problema 50

10

Usando superposicion, hallar la potencia disipada en la resistencia de 4 Q

12v
Jr
6Q 3Q
2Q)
4Q
2A 602

Problema 51
Calcular el valor de V usando el principio de superposicién.

12V 4kQ

+
/
4mA (], 6kQ 6mA(

2kQ

185/370




Analisis de Circuitos — Material Completo

Problema 52

En el circuito de la figura(a=3y b =2):

a) Calcular todas las corrientes y potenciales aplicando el principio de superposicién.

%
. 2A 10
3V
+
YAy,
13 T>aln
+
2A 3Q
L v i
3Q "
11 20

Problema 53
Aplicando el principio de superposicién,

a) Calcular la corriente J,
b) Calcular la variacién de la d.d.p. en bornes de R cuando esta disminuye 0,50, siendo su valor
inicial de 1,25Q.

Sugerencia: Pasivar simultdneamente todas las fuentes del mismo tipo.

5V
+
%
20 2A EA
10A( | Y
R 7.5Q 2.2A @ 10 <>5v
J 30
5Q 1Q
40 -

10v

Problema 54

En el esquema de la figura sustituir la resistencia de 7€2 por una fuente de FEM tal que mantenga el
estado de régimen de la red.
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3Q

6V 7Q

50

Problema 55

Calcular la resistencia vista desde los bornes en las siguientes redes:

a)
40 240 8Q
8Q2
32Q 16Q
60 120
b)
320
6Q
40 120
30Q2
15Q 6Q2
20

400

187/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

c)
12Q 40
8Q2
6Q
24Q
6Q 30
120
40
Problema 56

Calcular la fuente real equivalente que sustituya al esquema de la figura. Usar:

a. Una fuente de tension
b. Una fuente de corriente

20 50 20 50
5A (1)
+ +
10V 6V 5v
+
Problema 57
A partir del dipolo de la figura:
+
70 20 4v 1Q 5A
4A T
+ +
10v 8Q) 6V raY

a) Hallar el dipolo A-B equivalente:

1) con fuente de tensidn
2) con fuente de corriente
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Problema 58

Calcular la potencia disipada en la resistencia de 4Q2 mediante la aplicacion del teorema de Thevenin.

4A 8@ <

80

15A(]) 0

40 BA (@

Problema 59

En el circuito de la figura:

2Q2

4A (/D v <40 4 16Q

+ 0

a) Encontrar | reemplazando la red de la izquierda de A-B por su equivalente de Norton.

b) Encontrar el estado de régimen si en lugar de la resistencia de 16 Q se encontrara un
dipolo anémalo simétrico cuya caracteristica para l.>0es: UL =2 (I.2+ 1)

c) Determinar la potencia disipada en ambos casos.
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Problema 60

En el circuito de la figura (aplicar el teorema de Norton).

I
(N
N,
+ 25A .
3V C) Vi <60
120 + R
120 6l T % A

a) Encontrar el valor de R para que disipe maxima potencia.
b) Calcular el valor de dicha potencia.

Problema 61

Reemplazar la red a la izquierda de los terminales A-B por su equivalente Thevenin y calcular .

4€2 A

-
-

1202

6Q 3A (@ 6Q

12V

Y
W,

+« 0

Problema 62

Utilizar los teoremas de Thevenin y Norton para hallar V

500 I D4
NATAYA
n + -+ -+
20v<> 2V1 1001 vy <120 V<360
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6.5. Caso de aplicaciéon — Equivalentes de red

La utilizaciéon de equivalentes de red resulta muy util y muchas veces necesario en el analisis de red eléctricas
de diferente tipo. Esto ocurre especialmente cuando el sistema bajo estudio se encuentra conformado por un
elevado numero de elementos (generadores, transformadores, demandas, lineas de transmision, etc) o deben

llevar adelante una gran cantidad de calculos con importante detalle y precision.

Un equivalente de red es una representacion simplificada de una porcidn del circuito eléctrico. Su caracter
simplificado radica en que cuenta con reducido nimero de elementos, lo cual disminuye el esfuerzo de célculo
y ahorra tiempo de trabajo. La reduccién permite en muchos casos concentrar el poder de calculo sobre un

sector especifico del sistema, lo cual resulta muy ventajoso.
A la hora de construir un equivalente de red es habitual utilizar la siguiente terminologia:

e Sistema Interno: corresponde a la porcidn de red que es foco del estudio y que por lo tanto debe
mantener representada con un alto grado de detalle.

e Sistema Externo: corresponde a la porcion de la red que no es foco del estudio y que por lo tanto puede
ser reducida.

e Frontera o borde: es el limite entre las dos zonas antes mencionadas.

Reduccion

’\

<« Frontera — >

En la construccién del equivalente debe garantizarse que éste represente fielmente (o lo mejor posible) el
comportamiento del sistema original. Sin embargo, la precision con la cual el equivalente homologa el
funcionamiento de la porcién reducida depende fuertemente de los fendmenos que se desee analizar. Asi, no
serd igual la conformacién del equivalente en estudios de cortocircuito, de flujo de potencia, de control de

frecuencia, de estabilidad transitoria, de energizacion de transformadores, de sobretensiones, resonancia, etc.

191/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

Existen en la practica diferentes tipos de equivalentes segln su aplicacion. El desarrollo y perfeccionamiento de
éstos, constituye una actividad muy importante para el estudio de redes eléctricas. Tal vez el equivalente mas

conocido y utilizado sea el que surge de la aplicacion del teorema de Thévenin, explicado en este apunte.

6.5.1.Plantas de generacién renovable

Desde hace ya mas de una década se encuentra en pleno crecimiento la utilizacion de recursos renovables (sol
y viento) como fuente para la produccidn de energia eléctrica. Proyectos cada vez mas ambiciosos se planifican
y construyen, donde el principal objetivo es incrementar la cantidad de potencia y energia que se puede
producir. Sin embargo, se tiene la limitacién de que los molinos eélicos, asi como los paneles fotovoltaicos
poseen capacidad de generar montos relativamente acotados, si se los compara con los volimenes de demanda
gue se busca abastecer. En consecuencia, para incrementar la produccidén, se construyen sistemas donde se
colecta o reune la generacion de muchos equipos trabajando de manera simultanea, para luego inyectar toda
la potencia en un punto especifico. Para esto se necesita conformar una red donde interviene un gran nimero

de elementos como generadores, transformadores, cables, lineas de transmision, etc.

Para ejemplificar este sistema se presenta a continuacién una figura donde puede apreciarse de manera

esquematica un parque edlico y sus elementos.

Generador
eléctrico

Transfermador

Usualmente un aerogenerador comercial es capaz de producir entre 2MW a 6MW vy lo hace en el nivel de 700V
aproximadamente. Su potencia es elevada mediante un transformador a una red colectora en media tension
que opera entre 20kV y 35kV segun el proyecto. Usualmente entre 3 y 5 aerogeneradores son colocados juntos
en un circuito colector. La planta puede contar con muchos circuitos colectores segln su extension. Varios de
estos circuitos acometen a un punto comun donde la potencia es elevada nuevamente hacia el sistema de

transmisidn en alta tension, superior a 100kV.
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La representacidon en detalle de la red interna de las plantas renovables es muy habitual para el desarrollo de
analisis durante la etapa de su disefio y puesta en servicio. Esto se realiza con el objetivo de evaluar niveles de

corriente, tensién, intercambios de potencia, ajustes de protecciones, sobre los elementos constitutivos.

Sin embargo, cuando el foco del andlisis cambia y se concentra sobre el sistema externo, la representacion
detallada de lainterna pierde sentido. Ademads, en los sistemas donde existe un gran nimero de estos proyectos,
tener a todos ellos representados de manera precisa resulta contraproducente para la velocidad y efectividad
del cdlculo. Es asi como, en muchos casos es necesario implementar un equivalente para representar el

comportamiento de la central, facilitando su manipulacién y agilizando la obtencidn de resultados.

La red interna de una planta renovable tiene esencialmente tres elementos constitutivos:

e Generadores: son los encargados de producir energia. Inyectan potencia activa y tienen la capacidad de
entregar o absorber potencia reactiva segun las necesidades del sistema externo.

e Transformadores de bloque: se localizan directamente a la salida de los generadores y elevan su tension
desde baja hacia media tensién para que la potencia producida sea inyectada sobre la red colectora.

e (Cables de la red colectora: se encargar de “juntar” la inyeccion individual de cada generador (ya en el
nivel de media tensidn) para trasladar la potencia hacia un punto comun.

Normalmente una planta que tiene la capacidad de producir por ejemplo 50MW posee entre 20 y 40 elementos.
La construccion de un equivalente reduce ese nimero a tan solo tres, un generador, un transformador y una

impedancia. La siguiente figura presenta esto de manera esquematica.

A su vez la siguiente figura posee una representacién circuital de los elementos. En lo que respecta a la red
colectora en media tensidn, esta se conforma habitualmente por cables subterrdneos. A los fines practicos estos

cables pueden ser representados por sus caracteristicas resistivas, inductivas y capacitivas (los cables por su
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conformacion fisica desarrollan una importante capacidad a tierra que usualmente debe ser tenida en cuenta

dentro de la representacién).

=
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o

It

6., -~ Beq Beq r’\

Dado lo anterior no es posible agrupar las resistencias y reactancias de forma directa, una alternativa seria

aplicar el teorema de Milman. Sin embargo, existe otra metodologia que aprovecha las caracteristicas del

sistema.

Las bases para llevar adelante la reduccién se encuentran desarrolladas en el documento “Equivalencing the
Collector System of a Large Wind Power Plant”, Quebec, 2006. A continuacion, se presentan los aspectos mas

importantes.

El generador equivalente debe ser capaz de intercambiar la misma cantidad de potencia activa y reactiva que
los “n” generadores que posee la planta completa. Por cuestiones de simplicidad y costos, una planta posee
todos sus generadores iguales, por lo tanto, el equivalente se confecciona multiplicando por “n” las cualidades

del equipo real. Veamos un ejemplo.

Caracteristica Equipo real Equivalente
Potencia nominal 3.5MW n*3.5MW

Factor de potencia nominal 0.9 (ind/cap) Sin cambios
Tensiéon nominal 750V Sin cambios

Para los transformadores de bloque que realizan la elevacidn baja/media tension se trabaja de la misma manera.

Es decir, que se multiplican por “n” las caracteristicas de potencia y mantienen sin cambios las restantes.

Caracteristica Equipo real Equivalente
Potencia nominal 4MVA n*4MVA
Pérdidas 200kW n*200kwW
Impedancia 5% Sin cambios
Tension nominal LV 750V Sin cambios
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Tensiéon nominal MV 33kVv Sin cambios

Los parametros R y X que componen la impedancia equivalente se calculan de forma tal que representen
exactamente las pérdidas totales de la red colectora, tanto activas como reactivas. Para esto se miden no solo
dichos valores sino, ademas, la corriente total que el sistema colector inyecta sobre las barras de media tension

en la estacidn elevadora, tal como se muestra en la siguiente figura.

Medicion de comriente
total en MT

Una vez obtenidas las magnitudes necesarias, se procede al calculo de las impedancias de la siguiente manera:

. Ploss . Qloss
Zeq =Req T Xeq = 37572+ 31512

La representacion equivalente de la capacidad en derivacion de los cables “B” puede considerarse como la suma
de todas las susceptancias de la red interna de media tension. Considerando el circuito equivalente de la Figura
4.1, la potencia reactiva generada por la capacidad en derivacidon es proporcional al cuadrado de la tension
donde, bajo condiciones normales de funcionamiento, es cercana a 1pu. Por lo tanto, la susceptancia en

derivacion de la red se calcula como la suma de cada una de las susceptancias de los cables de la red colectora.

Beq [us) = z Bi [us)

Resulta importante destacar que los valores anteriores estan intimamente relacionados con la configuracion
topoldgica y el nivel de generacidn presente en la planta. Por lo tanto, el equivalente representa la red solo para

un estado especifico de operacion.

Con lo presentado hasta aqui se demuestra la utilidad de los conceptos abordados en la materia y su aplicacion

para resolver problemas actuales en el analisis de sistemas eléctricos.
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6.6. Temas complementarios

6.6.1.Teorema de Alteracion

Asi como otros teoremas aqui presentados, el de alteracién se constituye como una herramienta de gran poder
al analizar circuitos de gran tamano. Su fortaleza radica en el hecho de que permite resolver la red completa una
Unica vez, para luego estudiar versiones simplificadas del mismo, donde la ventaja se encuentra en la reduccién

de la cantidad de fuentes activas que interactudan en el circuito.

La aplicacién del teorema es de posible cuando en un circuito de cualquier tamafio se produce justamente una
alteracion. Pero no cualquier alteracién, sino un cambio de valor en uno de sus elementos pasivos. Por ejemplo,
una resistencia que varia un 50% su impedancia, es decir pasa de 2Q a 3Q. El cambio o alteracidn en este
elemento modifica el comportamiento (tensiones y corrientes) no solo de la rama donde se encuentra la
resistencia, sino en todo el circuito ya en general los sistemas estdan enmallados. Se muestra a continuacién un

ejemplo sencillo de este fendmeno.

Circuito inicial ‘ Circuito final

6A 2A 4A 2A
g — T — -
+ +
8V 20 40 * Q 8V 4Q) 40

Figura 6.6-1: Ejemplo simple de alteracién en un circuito

Tal como se observa en la figura anterior, cuando la resistencia de 2Q duplica su valor, el circuito se ve alterado,
lo que se evidencia en la variacion de algunas corrientes que lo circulan. Siendo que el circuito es muy simple su
resolucién tanto en su estado inicial como final no trae mayores complicaciones. Ahora bien, si el circuito
hubiese sido muy complejo, es decir posee muchas fuentes y gran enmallamiento, se hubiese tenido que
implementar por ejemplo un método para su resolucion y peor aun esa tarea hubiese sido necesaria dos veces.
Es importante destacar que por el simple hecho de que una resistencia cambia levemente su valor hay que
resolver el sistema completo nuevamente. Es justamente esa tarea la que el teorema de alteracidn busca

simplificar.

Para implementar esta técnica se debe pensar que ocurre cuando una impedancia varia dentro de un circuito

donde el resto de sus elementos se mantienen igual. Esto es:

e Impedancia aumenta - Disminuye la corriente de la rama
e Impedancia se reduce - Incrementa la corriente

196/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

Lo anterior puede ser representado por una fuente de tensidn que se incorpora dentro la rama de la siguiente

manera.

e Impedancia aumenta - Fuente de tensidn en oposicidn - Disminuye la corriente
e Impedancia se reduce - Fuente de tensidn a favor - Incrementa la corriente

Para ejemplificar concepto se utiliza el circuito simple

Circuito final an IA
4A 2A _} ) A_>
+ — +
8V 40 4Q — 8V 20) 40

- - +

() av

Figura 6.6-2: Aplicacion del teorema de sustitucion sobre el circuito final
El circuito anterior puede resolverse mediante la aplicacion del teorema de superposicion. Para esto se pasiva

primero la fuente de 4V obteniendo todas las corrientes en cada rama. Luego se pasiva la fuente de 8V realizando

la misma tarea. Finalmente se suman las corrientes que circulas por sendas ramas en ambos circuitos.

6A 24 0A aA 2A
4 ( 2A
+ +
|
8V 20 40 + 0 40 = o 8V 20 4n
) ‘ [ AT ) [ AT

Figura 6.6-3: Aplicacion del teorema de superposicion

Observando los circuitos anteriores se puede notar que el de la izquierda el es el circuito inicial, mientras que el
de la derecha es el circuito final. Por lo tanto, se ha encontrado una forma de obtener el resultado del circuito
final sin resolver efectivamente dicho circuito, sino que se llega abordando un circuito adicional que se denomina
“alterado” el cual surge justamente de la variaciéon introducida en el circuito inicial. A este sistema se le aplica

nuevamente el teorema de sustitucion, el cual permite relacionar las magnitudes iniciales y las alteradas.

2/ 0A 0A 0A
§ 20 g — 40 40 — R+AR 5
N N N
L _I\_/I ay { -\T) ]V L () l;*AR
|

Figura 6.6-4: Aplicacion del teorema de sustitucion sobre el circuito alterado
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Es importante notar que en la construccion del circuito alterado no hay informacién del estado final, he ahi uno
de los factores importantes de la herramienta. Otro punto de relevancia es que sin importar la complejidad del
circuito inicial, el circuito alterado solo cuenta con una fuente activa lo cual simplifica notablemente su

resolucion.

Con base en lo anterior puede enunciarse el teorema de alteracion.

‘ Circuito alterado e—
Circuito final
0A

2A
4

6A ‘ > 4A 2A
QL ( T
|
8V 20 Q + R+*AR 41 — 8V ?40 40
t () 1*0R
\..T/

Figura 6.6-5: Aplicacion del teorema de alteracion

Cabe destacar que, si la alteracidon es una reduccién en impedancia de la rama, la fuente en circuito alterado

debe colocarse en sentido contrario, es decir a favor la circulacién de la corriente inicial.

6.6.1.1. Generalizacion del teorema de alteracion
En una red lineal y bilateral, las variaciones producidas en las corrientes (tensiones) de una rama (nudo) debidas
a la alteracion de una impedancia en “Z” en “AZ”, son las mismas que las corrientes (tensiones) que tendriamos
en el circuito en cuestion si solo actuase una fuente de f.e.m. “—i * AZ”, donde “i” es la corriente que circula

por la rama que contenia a “Z” y con las demds fuentes pasivadas.

Ahora bien, en la figura 4.1 (a) tenemos una red activa lineal y bilateral donde por la rama de “Z” circula una
corriente “i”, luego se la altera cdmo se puede observar en la figura 4.1 (b), debido a esto ultimo la corriente en

esta rama pasa a ser i + Ai.
i I+l
lj | ij+&ij.
| Z | Z+AZ
Uk Uk+AUk
... RALB

3 b

RALB |

Figura 4.1 -En (a) tenemos a la red inicial y en (b) la red final donde una impedancia varia en AZ

En la figura 4.2 (a) es un equivalente de la figura 4.1 (a), y consiguientemente en la figura 4.2 (b) se sustituye

una fuente “AE” por una impedancia cuyo valor es “AZ".

198/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

ij Z l 4
. k .ﬂ.E
1 b

Figura 4.2: Aplicacion del teorema de sustitucion sobre el circuito inicial

Aplicando el teorema de superposicion a la figura 4.2 (b) obtenemos el circuito de la figura 4.3 (b), en donde se
encuentran todas las fuentes del circuito pasivadas menos la fuente de valor “AE”, y por la rama tenemos una

corriente cuyo valor es “Ai”.

I+Al -Al
lj+Al; z -Alj| Z+AZ
. AZ AE=|AZ
Uk+AUk -AUk +
- RALB - RPLB
a b
Figura 4.4 — (a) solo se pasiva la fuente de valor AE y (b) donde se pasiva las fuentes de la red.
Finalmente, en la figura 4.3 (b) se invierte la polaridad de la Unica fuente presente, se cambiaran las polaridades
tanto de las corrientes de ramas como de las tensiones de nudos (Figura 4.4).
Al
Alj | | Z+AZ
| C+ ., .
_ AE=IAZ
AUk
'RPLB

Figura 4.5: Circuito alterado

REGLA NEMOTECNICA: cuando la “impedancia aumenta” la corriente por esa rama tiende a disminuir, por lo
que la polaridad de la fuente debe ser tal que ocasione una disminucién de la corriente por dicha rama. Para el

caso contrario se realiza un analisis similar.

Sobre la base del teorema de alteracidn pueden constituirse otros dos subteoremas que surgen cuando las
variaciones en la impedancia de una rama son extremas, es decir que la mismas varia desde o hacia infinito.
Estos cambios se conocen como extraccidn o insercion de rama. La explicacidon de estos casos particulares se

presenta a continuacion.
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6.6.1.2. Caso particular extraccion de rama
En este apartado procedemos a analizar que sucede cuando en una red activa lineal y bilateral se extrae una
rama, en este caso una impedancia de valor “Z”. Para realizar esto supondremos una alteracidn de la impedancia

“Z” en un valor de “AZ” muy elevado tanto que tiende a infinito, lo cual representa que la rama pasa a

comportarse como un circuito abierto. (figura 4.5).

i i o
I+AI-0
Fa ZHAI=0 Z+AZ=p->
RALE RALE A7 - oo
a b

Figura 4.5- Circuito inicial (a) — Circuito Final (b)
Aplicando el teorema de alteracion en la figura 4.5 (b) obtenemos la figura 4.6 (a) y luego se aplica la

transformacién de fuentes obteniendo asi la figura 4.6 (b).

4l Al

! |z+az=p J ,
thEsing [] Z+AZ=p ]L )V IAZAZ+AZ)

L

RPLE | RPLB
a b

Figura 4.6- Circuito alterado (a) — Circuito alterado con cambio de fuente (b)

Teniendo que: “Z + AZ = p — 00", es equivalente a tener el circuito abierto en esta rama.

I1xAZ
—
Z+AZ AZ—oo

Luego:

Por lo tanto, el circuito resulta el de la figura 4.7.

Al

—

@l

RPLE

Figura 4.7: Circuito alterado para extracciéon de rama

Concluyendo entonces que, para calcular las corrientes y tensiones en una RALB a la cual se le extrae una rama

se debe insertar en la red pasiva de la misma una fuente de corriente en la rama intervenida, cuyo valor es igual
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al de la corriente inicial en dicha rama, pero de sentido opuesto. Podria decirse entonces que esa fuente realiza
un efecto como devolucién de la corriente que circulaba originalmente por la rama nuevamente hacia el circuito.
En consecuencia, dicha corriente se deriva a través de las diferentes ramas modificando el comportamiento del

circuito.

Para ejemplificar la aplicacién se utiliza el mismo circuito presentado durante la explicaciéon del teorema de

alteracion, al cual se le extrae la rama central.

Circuito inicial Circuito final

6A 2A 2A 2A

+ : + . ¢OA
8V 20 40) * 8V 40

Figura 6.6-6: Ejemplo extraccion de rama

Se debe ahora construir el circuito alterado donde como se ha explicado anteriormente solo existe una Unica
fuente donde la misma se encuentra en la rama alterada (en este caso extraida). Para esto debe colocar una

fuente de corriente con igual valor al que circulaba inicialmente por dicha rama, pero en sentido contrario.

Circuito alterado

0A

—

—~
A

4A 40

L

Figura 6.6-7: Circuito alterado ante extracciéon de rama

Considerando lo anterior es posible resolver el problema aplicando el teorema de superposicién entre los

circuitos inicial y alterado.

Circuito inicial Circuito alterado Circuito final

6A 2A A 2A

0A 2
) > > — > ) —
8V 20 40 + 4A 40 = 8V 40
) L } I

Figura 6.6-8: Aplicacion del teorema de extracciéon de rama
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6.6.1.3. Caso particular insercion de rema
En este apartado procedemos a analizar que sucede cuando en una RALB se procede a realizar la insercién de

una rama.

Podemos observar en la figura 4.8 (a) que tenemos a nuestra red y en la figura 4.8 (b) tenemos la red con la

insercién de una impedancia “Z” en los puntos 1-2.
i=0 |, =l
Ge 12
RALE ', RALB |
. | 5 |
Figura 4.8 — Circuito inicial (a) — Circuito alterado (b)

En la figura 4.9 (a) tenemos el circuito equivalente al de la figura 4.8 (a) y en la figura 4.9 (b) tenemos el

equivalente al de la figura 4.8 (b).

i, I+al,
p — 00
» pHAZ=Z AZ - oo
RALB p=w |RALB ;
L | 2 d
a b
Figura 4.9:

Aplicando el teorema de alteraciéon obtenemos

lo que podemos observar en la figura 4.10.

Al
=1
L] prAZ=Z
(T AaE=IAZ
RPLB 433

Figura 4.10: Circuito alterado paso intermedio
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Donde: AZ =7 —p

.. . U
[ =Up/p AE =2+ (Z - p)

Con esto ultimo procedemos a calcular el limite:

. . U .
lim AE = lim [ * AZ = lim —« (Z — p) = —U,
p—

Quedando asi el circuito para realizar el calculo el que se presenta en la figura 4.11.
al .
oo
L
L z
[ e

RPLB | .|

f)

Concluyendo entonces que, para calcular las variaciones en corrientes y tensiones en una red en la cual se le
inserta una rama se debe
e Resolver la red (circuito inicial) calculando la tensidon de vacio Ug entre los puntos donde se desea
insertar la nueva rama.
e Pasivar la red bajo estudio
e Entre los puntos donde se desea insertar la rama se debe incorporar la impedancia en serie con una
fuente de tension de valor igual a la tension de vacio calculada, pero en sentido opuesto.

e Resolver nuevamente (circuito alterado).
o Aplicar el teorema de superposicidn entre ambas resoluciones

Con este teorema se demuestra que la relacion entre excitacidn y respuesta es invariable para un intercambio

entre los puntos de excitacidn y observacion, siempre que no se altere la configuracién circuital.
Este teorema se aplica para redes lineales, bilaterales y pasivas, la Unica fuente es la de excitacion.

Dicho de otra forma, la corriente “I” en cualquier rama de una red producida por una sola fuente de voltaje “E”
en cualquier otra parte de la red, serd igual a la corriente a través de la rama en la cual se localizaba

originalmente la fuente si la fuente, valga su redundancia, se coloca en la rama en que se midié originalmente
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la corriente “I”. En otras palabras, la localizacion de la fuente de voltaje y la corriente resultante pueden
intercambiarse sin que cambie la corriente. El teorema requiere que la polaridad de la fuente de voltaje tenga

la misma correspondencia con la direccidn de la corriente de rama en cada posicion.

Para poder entenderlo se aplica a un ejemplo como el de la figura 11.1.

Se desea calcular la corriente | y luego colocar la R1 R3

fuente de tension E en la rama donde circula I. wa VYWAV—

R, =120 R, =60 + TS

Ry =20 R, =40 E )45\! R2 R4

Se procede a calcular la resistencia total del circuito: ) l |
Ry =Ry + Ry||(R3 + Ry) =15 Q

. 34
Luego se calcula la corriente I: [ = - = 1,5A

El paso siguiente es “quitar” la fuente de tensidn, es decir se aplica un cortocircuito en donde se encontraba

lllll

originalmente y se la coloca en la rama donde se calculd anteriormente la corriente “I”. De esta forma, donde
se encontraba en un principio la fuente de tensidn E ahora deberia circular la corriente que anteriormente se

tenia en la rama donde se encontraban las resistencias R3 y R,.

Como se puede observar se obtiene el circuito de la figura 11.2.

R1 R3
N YAYAYAY
! R4
[ T R2
. _
E
& +

Calculamos Ry:
RT = R4_ +R3 +R1||R2 = 109
Volvemos a calcular I:

Is=—=45A

T
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_ 60x45A

T 120460 15A

Finalmente procedemos a calcularl: I

De esta manera se aplica el teorema de reciprocidad en un circuito cuya fuente de alimentacidn es de tensioén.

A continuacidn, se presenta un ejemplo similar al anterior, pero en vez de tener una fuente de tension se tiene

una fuente de corriente.

R I
1 R3
Sea el circuito de la figura 11.3 calcular la tensién VVVV
en la, y luego aplicar el teorema de reciprocidad. llZ N
R, =120 R, =60 A
' ’ 1o 4A R2 Re S U

Ry =20 R,=40Q

Setieneque: [y =11+,

Como R; + R, = R, entonces se tiene que [; =

12 = 10/2 = ZA
Conestosetiene:U =1; * R, =8V

Ahora se procede a aplicar el teorema de reciprocidad. Al tener una fuente de corriente cuando se la quita de la

rama original es como tener el circuito abierto como se puede observar en la figura 11.4.

En este caso lo que se tiene es que la caida de potencial anterior llamada “U” que se tenia sobre la resistencia

R, ahora deberia estar donde anteriormente se encontraba la fuente de corriente I,.

Ri R3
NVV NV

U R2 < Uy R4 lo 4A

Observando la figura 11.4 se concluye que en la rama donde se encuentra R; ya no puede circular corriente
debido a que se tiene un circuito abierto, y por ende la caida de potencial U es igual a la caida de potencial sobre

la resistencia R,, siendo entonces U = Us,.

De esta ultima conclusidn se tiene el circuito de la figura 11.5
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R3 '
12
+
A
R2S U R4 10 aA
Figura 11.5
R4 4
Procedemos a calcular I} = FRTTRTE Iy = §A
4 2 6

Se procede a calcular la caida de tensién sobre R,
U:U2:R2*11:8V
De esta manera se aplica el teorema de reciprocidad en un circuito cuya fuente de alimentacion es de corriente.

6.6.2.1. Observaciones del teorema de Reciprocidad

El intercambio de excitacién y respuesta tiene una relacién invariable siempre que sea entre una corriente y una
tension y no entre tensiones o corrientes. Esto es debido a que solo en el primer caso no se altera el grafico del
circuito.

e Siambas fueran tensiones la excitacidn es un cortocircuito y la respuesta un circuito abierto.

e Siambas fueran corrientes la excitacidn es un circuito abierto y la respuesta un cortocircuito.
6.6.3.Teorema de Simetria
Se define simetria como la correspondencia exacta en la disposicion regular de las partes o puntos de un cuerpo

o figura con relacién a un centro, un eje o un plano.

Se define eje se simetria a un limite imaginario el cual se delimita en donde se encuentra que la figura o en este

€aso circuito es simétrico.

6.6.3.1. Circuito simétrico
A continuacidn, se presenta un ejemplo el cual se resolverad de la manera convencional y luego aplicando el

teorema de simetria.

Sea el circuito de la figura 6.1, calcular las corrientes en todos sus componentes.
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+ +

O wfs O

Figura 6.1
Ry =R, =2Q R; = 4Q
Resoluciéon convencional:
Aplicando la primera ley de Kirchhoff se tiene que: I = I; + I,
Aplicando la segunda ley de Kirchhoff se tiene: E; — Ry *I; — Rz x I3 =0 (1)
E;, —Ryx1, —R3 x13 =0 (2)
De esto ultimo se concluyeque I, =1, =1 - I3 =21

Reemplazando esto Ultimoen (1): E; =Ry *[ —R3x 21 =0 (3)

Despejando | de (3) obtenemos que: I = B 14
R1+R3*2

Conlocually =1, =14Ael; =24
Resolucion aplicando el teorema de simetria

Lo que se procede a hacer es “convertir” el circuito de la figura 6.1 en un circuito simétrico, y para esto se puede
“dividir” la rama intermedia donde se encuentra Rz en dos resistencias cuyo valor es R3 * 2. De esta forma, el
circuito de la figura 6.2 (a) es equivalente al circuito de la figura 6.1.

Eje de simetria

R, R2 Ry P R

——AAAN AN ——AAAN, : AANN

+ + + : +

ol e ol ke

Figura 6.2
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Como R, = R,, se puede observar que hay simetria en este circuito respecto del eje de simetria en la figura 6.2

(b).

Aplicando el teorema de superposicion en el circuito de la figura 6.2 (b) se obtiene:

— VWV " AAA A ANV AN

Figura 6.3
De esto Ultimo se tiene que: I = —I  con lo cual la corriente por esa rama es igual a cero y virtualmente es
como si el circuito estuviera abierto, teniendo:
R1 R2
—VVVV NV
+ +

O im0

Figura 6.4

Se procede a resolver uno de estos dos circuitos, ya que ambos son iguales.

R1 R2
—VVV ANANN—
( O
+ +
I . 12
‘( "y A ’
Figura 6.5
. E
Se tiene que: I; = — +1: — =14
1 3
11 = 12
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Para calcular I3 se deben sumar las corrientes que pasan por R; * 2, siendo:
13 = 11+12 = 2A

Realizando la comparaciéon con ambas resoluciones es sencillo notar que aplicando el teorema de superposicién

se puede resolver dicho ejemplo de una manera mas simplificada.

Para generalizar este teorema sea la figura 6.6 una red pasiva lineal y bilateral simétrico respecto de su eje de
simetria y cuyas fuentes, en este caso de tension, entre los bornes a-b y c-d sean: V,,,, = V..; = E;, entonces es

un circuito simétrico.

Eje de sim etria
a : c 1
E . * :L .,
: & QO : e
—_|RPLB RPLB | L RPLB ! reLB|__|
b . d :
Figura 6.6

Aplicando el teorema de superposicidn se obtiene:

=

=
-
L

R I r
rReLe | RPLE RPLE = |reLB
a b
Figura 6.7

A simple vista se puede observar que la suma algebraica de las corrientes que circulan por las ramas de enlaces

de los circuitos de la figura 6.7 dan cero ya que son iguales y opuestas.

Si en una rama la corriente que circula por ella es cero, entonces puede ser sustituida por un circuito abierto,

como se puede observar en la figura 6.8.

— %0
. ® _r_;':[:l || . . .,
E [x; - :TtE: - £ —~ - O&
=0
[ |ree & RPLB el _|res|

Figura 6.8

Por lo tanto, la resolucién del circuito original (figura 6.6) se reduce a resolver solamente la mitad del mismo,

qguedando el circuito como se observa en la figura 6.9.
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E—

= IJ~;,_ [:
L RPLB L

Figuras 6.9

6.6.3.2. Circuito asimétrico
Otro caso es cuando se tiene asimetria en el circuito. Para este nuevo caso se presenta el siguiente ejemplo,

igual al anterior pero se invierte la polaridad de la fuente E,.

Figura 6.10

R1:R2:20 R3:4Q
El circuito de la figura 6.7 es el equivalente al de la figura 6.10.

Eje de simetria

<
R4 : > Rz
| €
—AAAM A
. ; -
E1 ) R32< + <R32 C) =2
— ‘ +
Figura 6.11

Se observa en la figura 6.11 la simetria en el circuito, pero como la fuente E, es opuesta a la fuente E;, se tiene

que el circuito es asimétrico.

Aplicando el teorema de superposicion en el circuito se tiene:
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AN — A AAAN—

+ + - -
E2
E R32 < Uy < R3%2 -+ R32 < Uz <R32 C)

Figura 6.12

Observando la figura 6.12 se tiene que las caidas de potencial sobre las impedancias en las ramas centrales son
de igual magnitud, pero de polaridad opuestas, con esto se deduce que virtualmente es como tener un

cortocircuito entre las mismas.

De aqui que U; = —U,, se obtiene:

Ry R2

O O

Figura 6.13

Con resolver uno de los dos es suficiente.

Por ejemplo, se resuelve el circuito de la izquierda y se obtiene:

=554
1= R1 -
Como se puede observar I; = —I,, de esta manera se tiene que I; + 1, = 0.

Para generalizar el caso de asimetria, tenemos la figura 6.14 un circuito simétrico respecto a su eje de simetria,

pero asimétrico respecto a sus fuentes de tension E,, = —E 4.

E1

RPLE RPLE

Figura 6.14

Se aplica el teorema de superposicién (figura 6.15).
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. U (hz
=] En
|:|21 + I;I:? -
RPLE RPLE RPLE RPLB
l'.:'ﬂ ] Jrl:ll.
= ES
Figura 6.15
De esto ultimo tenemos que: Uy, = —Uj, Uy = —Uyy, Usg=—Upy,

De la superposicion de los circuitos de la figura 6.15 resulta que en estos casos las sumas algebraicas de las
tensiones dan cero (figura 6.16 (a)), y su equivalente circuital en dichas ramas es un cortocircuito, ya que lad.d.p

es igual a cero como en un corto circuito como se tiene en la figura 6.16 (b).

- ['V -
3 f & Es
ov
RPLB I RPLB RPLB RPLB
oV

—_—

a b

Figura 6.16

Por lo tanto, la resolucién del circuito original (figura 6.14) se reduce a resolver solamente el circuito como se

observa en la figura 6.17.

Es (J;

Figura 6.17

RPLB

6.6.3.3. Caso general de simetria
Para casos generales, teniendo el circuito de la figura 6.18 una red que es simétrica pero solamente en sus

elementos pasivos.

i - } 2
_

RPLE RPLE

Figura 6.18

Se procede a armar un equivalente del mismo como se observa en la figura 6.19.
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s {1} W} i

RIPLE RPLE

Figura 6.19

Aplicando superposicion:

ls r!_ ls ls !_ L
]J_ RPLE RPLE + (]J_ RPLE RPLE

a b

Figura 6.20 — (a) red simétrica y (b) red asimétrica

Bajo las condiciones de: I[; = I + I y I, = Is — I,, es equivalente al circuito de la figura 6.18.

I1+1,
2

De esto Ultimo resulta que:  [¢ =

I1—1I,
I, =—=
A 2

A continuacidn, se procede a resolver el siguiente ejemplo aplicando el teorema recién mencionado.

Sea el circuito de la figura 6.21, calcular todas las corrientes de los componentes.

Figura 6.21

R1=R2=ZQR3=4Q

Como se vio anteriormente, este circuito se puede representar de la siguiente manera.
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Eje de simetria
Ry = Re
il
ATATAYAY : M

Figura 6.22

Como E; # E, se procede de la siguiente forma.

Figura 6.23

Para que el circuito de la figura 6.23 sea equivalente al de la figura 6.21 se debe cumplir lo siguiente:

E,=E;+E, E,=E;,—E,

De esto ultimo se obtiene que: Eg = @ =7V
Eq =222 =3V

Aplicando el teorema de superposicion al circuito de la figura 6.23 se tiene:

R4 Rz R1 ) Rz
AVAVAVAY e A AAY ] AYAYAYA

R32< | SR3I2 + R32< | <R32

(a) (b)
Figura 6.24

Como se puede facilmente observar se tiene en este caso en la figura 6.24 (a) un circuito simétrico y en la figura

6.24 (b) un asimétrico.
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Se deja para el lector la resolucion final de este ejemplo.

6.6.4.Traslacién de Fuentes

6.6.4.1. Corrimiento de fuentes de tension

Su demostracién se realiza aplicando el método de bucles.

E
——] 1+ -
—()
* * 1
Eth E
Figura 10.1
6.6.4.2. Corrimiento de fuentes de corriente

Su demostracion se realiza aplicando métodos de nudos.

@®

Figura 6.2
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7.SISTEMAS ELECTRICOS TRIFASICOS

7.1. Introduccién
Desde sus inicios, los sistemas de corriente alterna se ha desarrollado de manera trifasica. Es decir, redes que
cuentan con una configuracién trifilar (tres conductores o fases) donde las magnitudes de corriente o tension

de cada una poseen idealmente la misma magnitud y se encuentran desfasadas entre si 120° eléctricos.

Ahora bien, écual es el motivo de esta eleccidon? y épor qué estos sistemas se han consolidado al punto de

convertirse casi con exclusividad en el modo de generacidn, transmisidén y consumo de energia eléctrica?

Las respuestas radican en las ventajas que el sistema trifdsico pose por sobre el monofasico, algunas de las mas
destacadas son:

e Sise cuenta con dos cargas una trifasica y otra monofdsica de igual tensidn y potencia consumida. El
sistema trifasico tiene la capacidad de abastecer la carga con una corriente 43% mas chica. Esto permite
reducir la seccién de los conductores hasta un 50% y por consiguiente producir un importante ahorro
en la construccion de la instalacion.

e La potencia trifdsica es constante en el tiempo, es decir, no posee potencia fluctuante. Esto permite que
el torque eléctrico que da lugar al funcionamiento de los motores sea constante, minimizando
vibraciones y esfuerzos en el rotor.

e Los motores trifasicos tienen la capacidad de arrancar de manera auténoma. No asi lo motores
monofdsicos que necesitan de dispositivos adicionales para lograr el toque de arranque.

En vistas de lo anterior, dominar el funcionamiento de sistemas trifasicos es vital para la formacién de los

profesionales del sector eléctrico, sin importar el drea especifica en la que se desempenien.

7.2.Generacion de un sistema trifasico de tensiones
En apuntes previos se ha presentado como, un campo magnético giratorio, puede inducir una FEM de tipo
senoidal sobre una bobina, dando lugar al generador elemental de corriente alterna. Dado que esos generadores

contaban con tan solo una bobina el sistema de tension resultaba monofasico.

Ahora bien, si a ese mismo generador se le incorporan mas bobinas ubicadas sobre el estator con una
determinada separacion espacial se logra un sistema polifasico donde la cantidad de fases estd dada por el

numero de bobinas.

Para lograr un sistema trifasico el generador debe contar con 3 bobinas, las cuales se ubican equidistantes una

de otra a 120° geométricos. La siguiente figura presenta esquematicamente ese proceso.
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. b
' 1 E0* "
a4 - \
8 4= - — — a
1] \ .
B I--
T
Ll laa® g -p*
Figura 7-1

Al igual que en los generadores monofdsicos la tensién inducida es de tipo senoidal, pero en este caso esta
tension se induce en cada bobina, es decir que se tienen tres tensiones con desfasaje temporal debido a la
separacion espacial establecida en el estator. Coincidente con la distancia geométrica de las bobinas, las

tensiones resultantes presentan también una separacién de 120° eléctricos.

Lo anterior puede visualizarse en la Figura 7-1 donde se aprecia la evolucidn temporal de las tres tensiones (rojo,
azul y verde) inducidas en las bobinas del generados. El desfasaje temporal de 1202 puede medirse entre dos

maximos consecutivos.

En general, un sistema polifasico (de mas de una fase) es simétrico si las magnitudes (corrientes, tensiones) de
cada fase son iguales entre si en médulo y cada una se encuentra atrasada en un mismo angulo con respecto a

su precedente.

Asimétrico

Ew |

Figura 7-2
Debe entenderse como fase a cada una de la partes de un circuito donde se genera, transmite o utiliza una de

la tensiones del sistema trifasico. Tipicamente a cada una de las fases se le asigha un nimero o letra.

El régimen simétrico se obtiene al aplicar un sistema simétrico de tensiones a un circuito en el cual las

impedancias de las fases son iguales entre si.

Se dice que un sistema polifasico es equilibrado si el valor instantaneo de la potencia es constante en el tiempo.

217/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

De acuerdo con lo anterior las expresiones temporales y fasoriales de las tensiones inducidas presentan la

siguiente forma.

Dominio Temporal Plano Complejo

¢,(t)=+2-E-cos(at) — o — E, = E,go2
\ / - T
\ / = —_—
€, (I):\/E-E-CDS mr_z?ﬂ’- II‘I.'II E2 E/ 3
|||' E3=E4_4_E=E4+2_ﬁ
| 3 3

e3(r):\/E~E-cos mr—%ﬁ |

QOrigen de Fases

Figura 7-3

El sentido de giro del rotor define lo que se conoce como secuencia, que define el orden en que se suceden los
fasores, es decir cuales adelantan o atrasan respecto del resto. Suponiendo un sistema trifasico cuyas fases se

denominen con las letras RST en el cual se toma como referencia la fase R, existen dos posibles secuencias. La

secuencia positiva o directa definida como RST y la secuencia negativa o inversa definida como RTS.

La siguiente figura presenta el diagrama fasorial de cada secuencia. Debe considerarse que si bien la secuencia

estd relacionada con el sentido de giro del generador los diagramas fasoriales se han dispuesto con el mismo

sentido de giro para poder compararlos.

\"

\

120 »
G

1206 {' / j
1207
)~ U =Us0°

o

Up=U.20°
v Ug=Uz-120° / Ug=us120°
'/US UT =U£120° //UT UY=U"’-120°

a) Secuencia directa b) Secuencia inversa

Figura 7-4

En un sistema trifasico simétrico la sumatoria de las tensiones de las tres fases en cada instante es igual a cero.
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7.3.Conexionado de fuentes y cargas

Suponiendo que cada bobina del generador tiene disponible sus dos bornes se puede pensar que estas bobinas
representan una fuente de tensidn senoidal individual, donde cada una posee su modulo y desfasaje angular
con la particularidad de que los médulos son todos iguales y estan desfasadas 120° entre si. También se puede
considerar que cada fuente tiene su propia resistencia interna. El hecho de pensar a las bobinas en forma
individual donde cada una se presenta mediante una fuente, permite construir circuitos para luego analizar el

comportamiento de los sistemas trifasicos.

Las fuentes (es decir las bobinas), se pueden vincular entre si de dos maneras posibles, en estrella o en triangulo.

Cada conexién deriva en magnitudes de salida de diferente valor.

Punto NEUTRO de la fuente

Condiciones para que la
Fuente Trifasica sea
SIMETRICA

Figura 7-5

En los sistemas trifasicos, tanto las lineas de transmisién, cables o demandas de potencia también poseen tres
elementos uno por cada fase. En la demanda o carga también se puede establecer una conexién en estrella o

triangulo.
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Usn

Condiciones para que la
Carga Trifasica sea
SMETRIGA =

Figura 7-6

Punto NEUTRO de la carga

—

1=22=23

La siguiente figura presenta las posibles conexiones vistas hasta aqui.

Linea a

1

" fad
|
Sl
-y
s
|
——,—

=

I
m————— e ———
+
|
-
~
5
+
|
<
+

GN
2N

Z
N z
- b
 Reun
b
+ ‘-/& - “ l-’,,‘. - 0\ l-'k - + I:’u -
Figura 7-7
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7.4. Magnitudes de fase y de linea
Tension simple o de fase: es la diferencia de potencial que existe en cada una de las ramas monofasicas de un
sistema trifasico. En otras palabras la tension de fase es la que se puede medir desde cualquier punto hasta el

centro de estrella de la carga o generador.

Figura 7-8

Tension compuesta o de linea: es la diferencia de potencial entre dos conductores de linea.

R -i"

Figura 7-9

Corriente de fase: es la que circula por cada elemento monofasico.

Figura 7-10
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Corriente de linea: es la que circula por los conductores de linea.

=

Figura 7-11

7.5. Relaciéon entre magnitudes de linea y fase

Un sistema simétrico y equilibrado es uno donde tensiones y corrientes en elemento trifasico ya sea activo o
pasivo se cumpla la suposicién de que estas magnitudes poseen la misma amplitud y estan desfasada 120°. En
un sistema como este se pueden aplicar las siguientes relaciones que surgen de la matematica de nimeros

complejos.

La siguiente explicaciéon se realiza utilizado una carga como ejemplo, sin embargo, resulta totalmente valido

también para una fuente o generador.

7.5.1.Conexidén en tridngulo

Sea un conjunto de tres impedancias iguales conectadas en triangulo.

R

De acuerdo con la figura se adoptan los siguientes desfasajes en las corrientes de fase.

Irs =1g, Ist =1Ir, ;5 IR = IFAHQO

Al aplicar la primera ley de Kirchoff en cada nodo se obtiene.
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Ir=Irs—I1R =~/3 Irs £ —30°
Is =Isr—Irs =~31sr £—30°
IT = Itr—Ist =~/311R £ — 30°

Considerando lo anterior se construye el siguiente diagrama fasorial

e
A

Figura 7-12

Notar que en este circuito

Intensidad de linea retrasa 30°
I, = \EIF respecto a la de fase

7.5.2.Conexion en estrella
Sea un conjunto de impedancias iguales conectadas en estrella

*[]]om
S Z N 7
Uy S\ 's \/XL‘\%

e > ’
|
k’ﬂ.

i
W
 ; PO . -

Cl
»

N

Us,

| #
Te— - ———r

De acuerdo con la figura se adoptan los siguientes desfasajes en las tensiones de fase.

Upy=EZ0° Usv =EL—-120° Uy =EZ120°
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Al aplicar la segunda ley de Kirchff sobre cada “malla” conformada por dos conductores de linea.
Ugs =Urv—Usy = EZ0°—E/ —120°=~/3 U gy £30°
Usr =Usy—Umw =EZ—120°-EZ120°=~/3 U sy £30°

Umr=Umnw-Uzyv =EZI120°~E/0°=~/3 Uy £30°

Considerando lo anterior se construye el siguiente diagrama fasorial

Us e
(. N, Ur : Urs

¥ Ust

Figura 7-13

Notar que en este circuito

Tension de linea adelanta 30°

UL = \/EE respecto a la de fase

7.5.3.Conversién estrella-tridngulo
Utilizando las equivalencias demostradas anteriormente es posible realizar la conversién de la representacién
de un elemento. Es decir, pasar de estrella a triangulo o viceversa ya sea que se trate de un generador o cua

carga.

Carga
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ZI.=% ; Z,=32Z

Generador
I
- I
A Zg
utr - £d
s . r_S\I 3
, N /7‘——————__________ il Hv/r—a
= s o U \
24 ' \ 3 r_ TA3
Ust ) O]
_ - ,.-"' il T e Z
(Y5 / D)~ Ust’ 3
o B t _j:.a' - 3 3 ' 300 . ‘_:;-t“.
t i ‘
S
Figura 7-14

7.6. Teorema de fase fundamental

El analisis de sistemas trifasicos implica la resolucién de circuitos con multiples fuentes (multiplos de 3 segun la
cantidad de generadores presentes) junto a posibilidad de contar con numerosas mallas. Eso significa que la
cantidad de tensiones y corrientes a calcular se vuelve significativa. Sin embargo, los sistemas simétricos y
equilibrados tienen la particularidad que al comparar una fase respecto de las otras la diferencia ente las
magnitudes se presenta sélo en desfasaje angular (el cual ademas es conocido), manteniéndose iguales los
mddulos. En funcidn de esto surge la iniciativa de desarrollar una alternativa que permita conocer el estado
(tensiones y corrientes) de una fase resolviendo un circuito monofasico, pudiendo facilmente extrapolar dicho
resultado a las restantes aplicando el desfasaje apropiado. Esta alternativa se logra a través del Teorema de fase

fundamental el cual se presenta a continuacién.

Se considera un sistema trifasico compuesto por un generador real con impedancia interna Zg al cual se vincula
con una carga representada por tres impedancias Z, donde la vinculacidon entre generador y carga se realiza
mediante una linea de transmisién de impedancia Z, Tanto el generador, como la carga se conectan en estrella
y sus centros se vinculan entre si por un cuarto cable con impedancia Zy. Los centros de estrella se han

denominado N en el generador y N’ en la carga. Este sistema se encuentra presentado en la siguiente figura.
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Er, Z 2 i Z
N ES N Zg ZL iS Z Nl
O — F——
| — L
Bz ZL i z

Figura 7-15

Sobre este circuito se considera Zy = Z; + Z;, + Z

Siendo el sistema simétrico y equilibrado la suma de las tensiones de fuente resulta Ex + Eg + E; = 0

Tomando lo anterior se aplica el teorema de Millman para determinar la diferencia de potencial que se

desarrolla entre los centros de estrella es decir sobre la impedancia Zy

Ep  Es  Er
U _ VA A Zr -0
WNET T, 1, 1
VA Zr Zr ZN

Por lo anterior es posible eliminar el conductor de neutro y cortocircuitar los centros de estrella. Tras esto se

construyen tres circuitos independientes (uno por cada fase)

=S Z kR Z
‘©+ - -
Ex=(z,+7,+2)Ix
Esmi_ s Zo yA L F-
L L I :I - -
Es=(Z,+2,+2)Is
B ,c & yA ik Z
{ ) IR  S— | —— . .
il Er=(z,+2,+2)Ir
Figura 7-16
Resultado
I. a ER . _ ES I. E}'
R~ 5 T
Z +Z,+Z Z +Z,+Z Z +Z,+Z
Donde
- - [ 3 [ ]
Ig=1Rs-120° I =1ps-240°
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Asi el sistema trifasico puede ser analizado resolviendo solamente una de sus fases. Se destaca que si el neutro

no existe o esta desconectado el teorema es igualmente valido.

7.7. Potencia en sistemas trifasicos

Como ha sido demostrado en el capitulo de corriente alterna, en sistemas monofasicos la potencia instantanea
tiene un comportamiento oscilatorio senoidal con el doble de frecuencia que la de alimentacién. En los sistemas
trifdsicos en cambio, dado el desfasaje entre las fases la potencia tiene una caracteristica constante, esto se

demuestra a continuacion.

P3 =p,O)+p,(O)+p, ()=, (1)1, (t)+vy, (1), (£)+v, (1) i (f) =
Vst ~IM[coswrcos€ur — @) +cos(t—120) cos(@t —p—120) +cos(@t —240) cos(@t —p— 246’)] :
—VMIM . - , ) " » _
COSP+Cos( 2wt +@) +cosp+cos( 2wt +P—120) +cosp+cos( 20t +—240)| =
~

3'Vef'fef cosp = P = CONSTANTE

Donde los valores de tensidn y corriente eficaces corresponden a magnitudes de fase.

P3F (constante)

A 17('] pb })(
_ P1F (componente
o pulsante)

P1F (componente
Y X X Y X constante)
\./’ (7‘ W Nl N >

Figura 7-17

Por otro lado, segln se observa en la demostracion, la potencia trifasica transferida desde el generador a la
carga es tres veces la potencia transferida por cada una de las fases. Esto permite obtener la potencia trifasica
multiplicando por tres el valor obtenido en la resolucion del circuito de fase fundamental. En este sentido resulta

importante poder distinguir entre valores de potencia monofasica (asociados a una fase) y trifasica.

Por su parte la potencia reactiva puede calcularse operando con el seno del dngulo del desfasaje entre la tension

y la corriente.
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7.7.1.Correccion de factor de potencia
Al igual que para los sistemas monofasicos, el consumo de elevados montos de potencia reactiva produce la
circulacion de altos niveles de corriente los cual impactan principalmente en pérdida sobre los sistemas de

transmisidn y distribucién, es decir en los elementos que vinculan la generacidn con la carga.

Para reducir la potencia reactiva (tipicamente inductiva) consumida por una carga o un conjunto de ellas es
posible compensar o corregir el factor de potencia en éstas. La inclusion de bancos de capacitores conectados
en paralelo con la demanda logran “abastecer” localmente la potencia reactiva requerida por la carga evitando

que la misma deba ser suministrada por lo generadores y por ende trasportada desde un punto lejano.

Figura 7-18

Los bancos de compensacion trifasicos estdn compuestos por tres capacitores que pueden conectarse entre si
en estrella o triangulo. Independientemente de su conexién, cada capacitor aporta un tercio de la potencia

reactiva trifasica requerida para la compensacion.

Mas alla el calculo de la potencia reactiva de compensacién puede realizarse de manera trifasica o monofasica,
esto ultimo mediante la utilizacidn del circuito de fase fundamental. Sin importar desde que perspectiva se
realice el cdlculo, este se encuentra resumido en la siguiente figura, donde Qc es la potencia reactiva de

compensacion.

Figura 7-19
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El valor de la capacidad en Faradios de los condensadores a utilizar depende de su conexidn, existiendo la

siguiente relacion.

o L 4
' :
(:.L‘?\IE_ . Y
Ciri Cin
N A
X/ T
‘ _ |
Cestr  Cestr Ctri
V¢ =Vfase Ve =Vcomp
Cestrella =3 X Ctriangulo

7.8. Ejercicios

Problema 63

Sobre el siguiente circuito calcular las tensiones y corrientes indicadas: Ia Uag Upcz Uaz In

Realizar diagrama fasorial donde aparezcan UaUg Uc Uag Ia

- < ~
Iy
Ua
Uaz
I >
7zl —— 72—

Ug Uap
~ @ [zt } (72 ] ~

Uc Usc2

;@—¢le—|zz}—)

Ua=110V|02 Ug=110V|-1202 Uc=110V|1202 Z;=7Q-3Q Z;=5Q+j4Q
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Problema 64

Tres impedancias Z = 2+j1 Q son conectadas en triangulo al final de una linea de transmisién cuyos conductores
presentan una impedancia ZL = 0,2 +j0,3 Q cada uno. Si los potenciales de linea (o compuesto) en la estacion

generadora son de 2200 V:

a. ¢Cudl esla corriente de linea?
b. ¢Cual es el potencial de linea en la carga?
c. ¢Cudl es el rendimiento energético (en términos de la potencia activa) de la transmisién?
d. Realizar un diagrama fasorial.
Respuesta:

a. IL=1184,1A
b. U0=1528,6V
c. nt=76,92%

Problema 65

Seis resistencias ideales idénticas estan conectadas en dos grupos de tres resistencias a un circuito trifasico. El
primer grupo esta conectado en estrellay el segundo en tridngulo. Si se mide la corriente de linea y el potencial

de fase a neutro (tension de fase), se tienen 40A y 100V respectivamente.

a. Dibujar el circuito
b. Identificar los valores medidos
c. Calcular el valor de las resistencias.

Respuesta: R=10Q

Problema 66

Al final de una linea de impedancia Z, = 2+j1 Q por conductor, estan conectados dos grupos de impedancias: uno
en estrella de Zy = 25+j15 Q y otro en tridngulo de Zp = 45+j15 Q. ¢ Cual es el potencial de linea (o compuesto)

necesario en el generador si se desean mantener un potencial de linea de 2300 V en la carga?

Respuesta: U, =2798 V
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Problema 67

Tres cargas simétricas, dos de ellas en tridngulo y una en estrella, estan conectadas en paralelo a un sistema

trifasico de 519,6V (tensidn de linea). Las impedancias de las cargas por elemento son:

Ziriangulo1 = 6+j3 Q

L ZtriangquZ= 12']6 Q

o Zestrella= z'jz Q

a. ¢Cuanto vale la corriente de linea?

b. ¢Cudl es la potencia total consumida (valor trifasico)?

c. ¢Cual es la expresidon compleja de cada una de las tres impedancias iguales que conectadas en
estrella al sistema, toman la misma corriente y la misma potencia que las tres cargas en
paralelo?

d. Realizar un diagrama fasorial

Respuesta:

a. I1=259,11A

b. Pr=229626,15W

C. Z estrella = 1,14 _j 0,2 Q

Problema 68

Una industria recibe alimentacién a través de un sistema de media tension con valor 15kV entre fases.

Durante la mafiana la industria posee un consumo de 0,253MVA (trifdsico) con un factor de potencia 0,90

inductivo. ¢ Cuanta corriente consume?

Durante la tarde se conecta un horno adicional que consume 45000W, pero la tensidén en la entrada de la planta

se reduce a 14,5kV entre fases ¢ Cuanta corriente consume ahora?

¢Cudl es la variacion de la potencia reactiva consumida entre la mafiana y la tarde?

Calcular el banco de potencia reactiva que debe tener un banco de compensacién capacitiva para llevar el factor

de potencia a 0.98 durante la tarde.
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Problema 69

De acuerdo al circuito mostrado en la siguiente figura y en funcién a los datos presentados en la parte inferior

del mismo:
3x380V
50Hz
R R
M z||zl|z
R
Potencia=6HP
L=50mH
Motor<7=0.8 s Pr=300 W c/u.....cceeeeeeee. Z
r =30
cose =0.85
a. Calcular la corriente absorbida por la instalacion
b. Elfactor de potencia total
c. La bateria de condensadores necesaria para elevar el factor de potencia a 0,85 ind. Indicar la conexién.
d. Lacorriente absorbida por la instalacién después de corregir el factor de potencia.
Respuesta:
a. 1=22,62A
b. cos¢ =0.55ind.
c. Cy=160,14 uF Co=53,38 uF
d. I'=14,64 A
Problema 70

De acuerdo al circuito mostrado en la siguiente figura y en funcién a los datos presentados en la parte inferior

del mismo, determinar:

a. Elrendimiento del motor nw(Calculado como el cociente entre la potencia la potencia util y la potencia
eléctrica consumida)

b. Laimpedancia de la linea Z, = (Ri+jX.)
La tensidn al principio de la linea U;

e U =400V (sistema simétrico en tensiones); Z = 30+j40 Q
e Al principio de la linea se tiene: Pt = 12 kW; cos ¢r = 0,6
e En el motor: Py = 5184 W; cosdm= 0,6

e Pérdida de potencia en la linea: P. =480 W
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CARGA

Respuesta:

a. nw=90%
b. Ri=0,208Q X, =0,277Q
c. U1=418,66V

Problema 71

En el circuito de la figura es: U=160v3 V, P. =480 W y Q, = 480 VAr (pérdidas activa y reactiva de la linea).

2 200 200
A |
“ |
U }
O |
R R R=60Q
R CARGA

Determinar:

a. Impedancia de lalinea ZL (RL, XL)

b. Lareactancia necesaria para corregir totalmente el factor de potencia (en bornes de la carga), indicando
el tipo y conexidn, suponiendo que U se mantiene constante.

c. Latensidn al principio de la linea (U1 valor de linea) antes y después de la correccion.

Respuesta:

da. R|_ =1Q X|_ =1Q
b. Xestreta =40 Q inductancia
c. Antes: U;=292,3V; Después: Ul1=298,6V
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Problema 72

Sobre el circuito de la figura calcular: Uap |2
Calcular Potencia activa, reactiva y aparente, trifasica y monofasica en la carga.

Realizar diagrama fasorial de la corrientes entrantes e internas de las resistencias en triangulo.

a
L.Iab ]_: 13
. 2 Y
C
i
R,
Rl CARGA
R,

Ri=20Q 1,=10A|152 [5=15A|-30°

En muchas ocasiones surge la siguiente pregunta:
¢De ddnde proviene la energia eléctrica que alimenta nuestros hogares?

La respuesta lamentablemente no es facil de formular, ya que requiere un entendimiento de como funcionan
los sistemas de generacion, transmisidn y distribucidn de energia eléctrica, dentro de los cuales nuestros hogares

se encuentran inmersos.
Comencemos con un ejemplo sencillo.

Es un dia de verano con altas temperaturas y se interrumpe el suministro eléctrico en la zona céntrica de la
ciudad. Los propietarios de los comercios de esta drea, ya cansados de esta situacion, han comprado
generadores para poder continuar trabajando. Entonces, cada comercio pone en marcha su equipo. En esta
condicién no hay dudas desde donde proviene la energia, cada comercio se encuentra alimentado por un

generador diferente.
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Comercio 1 Comercio 2 Comercio 3

-,

Complejicemos el ejemplo.

Un dia el generador que alimenta el comercio 1 se queda sin combustible. Entonces, sus colegas de los comercios
2 y 3 proponen vincular las instalaciones y utilizar los generadores 2 y 3 para alimentar los tres locales. En esta
condicidn, ya no esta tan claro desde donde proviene la energia que llega a cada comercio, ya que se ha
establecido una red interconectada con multiples fuentes y consumos. (es importante aclarar que la conexion
aqui plantea es hipotética, ya que en la practica ésta no podria llevarse a cabo dado el modo de funcionamiento
de los grupos electrégenos hogarefios. Los conceptos tedricos para explicarlo exceden largamente los

contenidos de esta materia)

Comercio 1 Comercio 2 Comercio 3

El ejemplo anterior podria considerarse como un estado embrionario de los sistemas eléctricos de media y gran
potencia, en los cuales se cuenta con gran cantidad de fuentes de generacion, muchas de estas distribuidas
geograficamente segun la disponibilidad de recursos primarios. Asi como también existen numerosos focos de
demanda de diferentes caracteristicas, entre ellos nuestros hogares. Muchas veces la produccion de energia 'y
el consumo se encuentran en lugar muy distantes, lo que obliga a transportar la energia desde un lugar a otro.

Ademas, se ha comprobado la efectividad de contar con multiples vinculos que interconectan generacion y
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demanda logrando asi una red enmallada que resulta mas confiable, segura y econdmica en su funcionamiento.

En la siguiente figura se presenta de manera esquematica una red de este tipo.

Consumo domesdco
220 V y 380 V

Subestacion
de diswribucion

TRANSPORTE DISTRIBUCION

GENERACION

Consumo industrial

de 132 kVa 125 K

% : -~

Red de transporte
220 KV y 400 kV

Centrales
de generacioy

Tal como lo presenta la figura anterior, en los sistemas eléctricos pueden identificarse diferentes secciones o

estados.

Generacién: corresponde a un proceso de conversion energética desde una fuente primaria que puede ser
viento, agua, vapor, etc. capaz de hacer girar el eje de un generador donde la energia mecdnica es transformada
en eléctrica. También existen fendmenos que no involucran movimiento como el que se produce en los paneles

fotovoltaicos donde la radiacion del sol es captada y transformada en energia eléctrica.

Figura 7-20: Sistema de turbina y alternador en Central Atucha Il
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Los equipos de generacidn rotativos pueden tener capacidad entre unos cientos de kilo Watt hasta cientos de
Mega Watt (por ejemplo, la unidad de mayor potencia instalada en el sistema Argentino es de 745MW
correspondiente a la Central Nuclear Atucha Il). Los molinos edlicos por su parte suelen tener capacidad de unos
pocos Mega Watt, mientras los paneles fotovoltaicos solo son capaces de producir algunos kilowatts. Por esto,
en la produccidn de energia renovable suelen conformarse parques o granjas donde se conecta un gran nimero
de generadores o paneles a fin de aumentar la capacidad total (por ejemplo, el parque Solar Cauchari localizado

en la provincia de Jujuy es capaz de inyectar 300MW y es el mas grande en la red eléctrica Argentina).

Figura 7-21: Parque Solar Cauchari — Jujuy, Argentina

En lo que respecta a la tension, los generadores operan normalmente en baja (menor a 1000V) o media tension
(entre 1kV y 20kV). No resulta factible la construcciéon de equipos con mayor tensién debido a problemas de

aislacién que implicarian dimensiones muy grandes.

Transmisidn y distribucién: en esta instancia la potencia generada es transportada hasta los centros de consumo.

Para esto se utilizan en su gran mayoria lineas aéreas en configuracidn trifasica. Como regla general cuanto mds
grande el monto de potencia a transferir y mayor la longitud sobre la cual se realiza el transporte, se incrementa
el nivel de tensién. Esto se hace para disminuir las pérdidas derivadas de la circulacién de corriente por los
conductores. Por ejemplo, el sistema troncal de transporte en Argentina utiliza una tensién de 500kV. Un caso
emblematico es el corredor que lleva la produccidn hidroeléctrica de la cuenca del Comahue en Neuquén hasta
el principal centro de consumo que se encuentra en la capital del pais y sus alrededores donde habita el 40% de

la poblacion.
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Cuando las distancias y montos de potencia transferida se reducen también lo hace la tension del sistema, en
particular las redes de distribucién de nuestro pais operan en 13,2kV o 33kV. Si este servicio se realiza en areas
poco pobladas puede implementarse de forma aérea, mientras que en zonas de alta densidad urbana se lleva a
cabo de manera subterranea. Dependiente del nivel de consumo muchas industrias reciben su alimentacién en

media tension.
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Figura 7-22: Red de distribucion subterranea en el centro de Rosario

Finalmente, para abastecer hogares, comercios y fabricas pequefias se realiza distribucién en baja tensién que

utiliza 380V, que es el nivel en el cual funcionan todos los equipos que se utilizan en estos lugares.

Estaciones de transformacidn: como se ha mencionado anteriormente, las instancias de generacién, transmisién

y distribucion trabajan con diferentes niveles de tensidon segun las necesidades del caso o el equipamiento
involucrado. El cambio en los niveles de tensién requiere de un elemento muy importante dentro del
funcionamiento de los sistemas de potencia, el transformador. Estos elevan o reducen el potencial utilizando el
acoplamiento magnético entre varias bobinas, como todos los demas elementos ya descritos, también trabajan

de manera trifasica.

Los transformadores se instalan en estaciones a donde a comenten generadores, lineas y cables por donde entra
y sale la energia. En una misma estacidon puede haber equipos de diferente relaciéon de transformacion y
capacidad. Veamos como ejemplo la Estacidon Transformadora Rosario Oeste (ubicada en Perez es el principal

punto a bastecimiento de todo el sur de la provincia de Santa Fe).
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‘Relacion de‘tfansformacion.500kV/132kV

~_ Relacion de transformacion 500kV/220kV-— = Drtancia 200AAVA .

B

Datancia REEKM/A Q- = Relacién de transformacién-500kV/220kV

\ Datanria 20NN/ A
_

Relacién de transformacion220kV/132kv

Dntanrcia 1ENRV/A

Figura 7-23: Imagen satelital Estacion Transformadora Rosario Oeste

Demanda: el camino de la energia termina en los puntos y elementos donde se consume. En la actualidad existen
dos grandes tipos de equipamiento, por un lado, motores utilizados tanto en industrias (bombas, molienda de
granos, trenes de laminacion, cintas transportadoras) como en hogares (heladeras, lavarropas,
acondicionadores de aire, ascensores), seguin el nivel de consumo los motores pueden ser de tipo trifasico o
monofasico. Por otro, estan los equipos electrénicos, cada vez mas difundidos (computadoras, televisores,

iluminacidn led) estos son en su totalidad monofasicos.
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8. RESONANCIA

De forma genérica la resonancia es un proceso de oscilaciones forzadas de frecuencia tal que la amplitud de
estas sea mdaxima a igualdad de las condiciones restantes. Esta condicién se presenta cuando un sistema

dinamico es excitado con una fuente cuya frecuencia resulta equivalente a su frecuencia natural.

En términos del anadlisis de los circuitos en corriente alterna diremos que un circuito presenta condiciones de
resonancia cuando la parte imaginaria de su impedancia / admitancia resulta nula, por lo que la tensién y la

corriente estaran en fase.

El circuito en serie RLC es tan interesante y al mismo tiempo tan importante que es a la vez un placer y una
necesidad estudiarlo con excepcion al cuidado. Su caracteristica mds obvia, es la de tener baja impedancia para
la corriente a una frecuencia particular y relativamente alta impedancia, para todas las frecuencias que son

significativamente diferentes, tanto mas altas como mas bajas.

C L
U U, v,

Para el circuito de la figura la impedancia se puede escribir de la siguiente manera:
. .1 , 1 .
Z=R+jol—j—=R+j(wL-—)=R+jX (Ec. 1)

Los términos de reactancia estan entre paréntesis. La reactancia inductiva es positiva y la reactancia capacitiva
es negativa. es evidente que hay alguna frecuencia, algun valor de w, a la que estds reactancias individuales
seran lguales y opuestas, haciendo la reactancia total del circuito igual a cero (X=0), asi como U, = —U . Por

definicidn, ésta es la frecuencia de resonancia. Si se llama f; a la frecuencia de resonancia y a 2nfO se le designa

por we tendremos que, en resonancia:

1 1 2 1 11

1
X—a)OL——C—O i O)OL——C—> Wg = —= 7 Wy = E—ﬁ d fo—m (EC.Z)

Dado que, en esta condicién, en la frecuencia de resonancia, el circuito se comporta como resistivo puro, los

rasgos caracteristicos de la resonancia serie seran mas marcados si la resistencia del circuito es pequefia, lo que
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equivale a decir que el circuito cuenta con un alto factor de mérito; este tema sea aborda posteriormente con

mayor detalle.

De la Ec.1, se puede obtener el modulo de la impedancia, siendo,

1Z| = \/RZ + (a)L + ﬁ)z (Ec. 3)

Para analizar el comportamiento de la impedancia total del circuito se plantea la siguiente grafica impedancia

(mddulo) vs frecuencia. En esta figura se muestra:

e laimpedancia o resistencia pura del resistor (1)

e lLaimpedancia o reactancia pura del inductor (XL)

e laimpedancia o reactancia pura del capacitor (XC)

e la parte imaginaria de la impedancia o reactancia total del circuito (X)

e El mddulo de la impedancia compleja de todo el circuito (Z)
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Impedancia

Frecuencia

Del anadlisis de esta figura se ponen en evidencia importantes aspectos del comportamiento del circuito RLC serie

para las condiciones de resonancia y en su entorno:

En resonancia, la impedancia total es R; es un valor pequefio y resistivo puro. Para una frecuencia mayor, el
término wl de la ecuacién (1) va haciéndose mas importante y la impedancia se incrementa rapidamente con la
frecuencia. En tales condiciones, excepto para frecuencias muy cercanas a la de resonancia, laimpedancia tiende
a incrementarse de forma proporcional al incremento de la frecuencia (i.e. con una caracteristica similar a wL).
Cuando la frecuencia es superior a la de resonancia la impedancia total del circuito es de caracter inductivo de
modo que la corriente atrasa a la tension. Cuando es inferior, el término inductivo decrece y se hace
preponderante el efecto capacitivo, de modo que la corriente adelanta a la tension.

La corriente es

U

= D (&4

Cuyo modulo es
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j=—Y (ks

, 24 (o L———2
R?+(w'L ,C)
En resonancia se cumple que

1
@o C

(l)O L =
Siendo @, la pulsacion de resonancia.

Dado que las reactancias capacitiva e inductiva son iguales en modulo, las tensiones de ambos

elementos también lo seran, quedando asi el diagrama fasorial como el siguiente. Con U = Uy

UL

Uc

A continuacidn, se muestra la grafica de la admitancia en funcion de la frecuencia para distintos valores

de resistencias, siendo Ry < R, < R3

mho

Admitancia

‘ .
w pulsacion @
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ParaR =0
_ _ 1
2@ = |at - —]
wC

Entonces, en resonancia,

1
|Z(w)| =0 = wL-—
wC
Realizando la derivada de la funcién
d|Z| 1
—_ =—— —L
d(!) _ (1)0 C
wo—
d|Z| _ . 1 L
do| 7 @,
Wo+

En @, se tiene un punto anguloso.

ParaR # 0

2

1Z(@)| = |R? + (m _ %)

En resonancia la funcién posee un minimo, por lo que, con resistencia no nula,
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El factor de mérito Q se define como la relacién entre la tensidn en bornes de la bobina (o del capacitor) y la

tension en la fuente en resonancia.

Analizando el mismo circuito serie,

] R C L
["IR---- Ug P
-
U 4
En funcién de la tensiéon de la bobina,
. —_— — U . — U U wo L
ULO :](1)0L10:](1)0LE = |ULO|:(‘)OL? = Q:%:% (EC.7)

En funcidn de la tensidn del capacitor, cabe recordar que en resonancia se cumple que U, = U,

P T B 1 _Ug _ 1
Uco = Wclo_ ZCR |UCO|_WCR = Q= U ~ @oCR (Ec. 8)

Por lo que Q depende solo de los componentes del circuito.

Otra definicidn del este factor es la relacion entre la maxima energia almacenada y la energia disipada por ciclo.

Siendo,

méaxima energia almacenada

Q=2nm (Ec. 9)

energia disipada por ciclo

Teniendo en cuenta la energia almacenada en la bobina (de manera equivalente con capacitor) se obtiene

1 2
=LI wo L
Q=27 22 =20 (Ec. 30)
Imax rL R
2 fo

Se muestra a continuacion las graficas de la corriente (modulo y fase) en funcién de la frecuencia para

distintos valores de Q
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AT |
| —q
J b -
f." i\ Q2 - 01
J \\ Q3 gradosao —— Q,
g 60 B Q,
b= 30 7
S w,/
8 or—= : : : !
© / pulsacifm)
-30 ,"
-60 Jl /
W
'/
.5 -90 .
pulsacién w

8.2.3. Energia en resonancia

Dado que la corriente del circuito es i = I;,5 sen (@t) y la tensién en el capacitor es u, = U¢, . cos(@t)

La suma de las energias magnética y eléctrica es:

1 P2 1 2 1 2 2 (— 1 2 20—
W=WM+WE=§L1 +§Cuc=§L1méx sen (wt)+§CUCmax cos“(wt)

Como en resonancia @ = wq

. 1 L
Ademads, como U max = Imax — = IméxJ:
- (l)oC C

W = Wi+ Wy = o L g 2 (wot F2C I = cos2@0) = 2L gy
=Wum E = 5L fmax sen® (wot) o & fmax CCOS (‘U)—z max

Entonces

1

1
W =Wy +Wg ==L I’ = ECUcméxz = constante

2
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En resonancia, la suma de las energias de los campos magnético y eléctrico es constante, lo que significa que la
variacién de la energia del campo eléctrico es compensada con un aumento de la energia del campo magnético

y viceversa; y toda la energia que entrega la fuente de alimentacién se transforma en energia térmica disipada

en la resistencia.

EnergiaenL

R Energiaen C . N - g
1 ity —. | .
1.5 2.5}/ yd /
wt X - - Wt
2 S 4 AN g/
—o.s —0.5 \‘\ ,\\ /;
. -1 \\,_\ ._--/ \\.,_ __//

Corriente en L

Energia total

-2

\/«—— EnergiaenC
i | { ! ' |
- ./ \ /| \«— EnergiaenlL
W i \Vd W
2 4 6 5
-1

8.2.4.Tensidn en la inductancia
Partiendo del mismo circuito serie en analisis, se puede analizar la tensién de la bobina en funcidn del factor de

mérito (analogo para la tension del capacitor)

R C L
]
= — -
UR UC Ur
n'/_i_\\ +
N _/.

—— %L 7 (k. 40)

UL - 1
R+j((1)L—R)
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(L)LIO

ol Ul = ——=—— (Ec.51)

U, | = —2— | = —2__
R2+((1)L—(‘)—C)2 1+Q (w_()_?)

.. ., . . du
Para obtener el maximo de la tension en la bobina, haciendo d—wL = 0, resulta

_ ,ZQZ
w = 2Q2—1w0 (Ec. 62)

Se muestra a continuacidn la grafica de U, en funcién de la frecuencia para 3 valores de R distintos.

modulo UL
R=250Q Q=04 ——m . 0
1.5 |I
R=0707Q Q=0707 ——mmm AN
| 7
R=05Q Q=20 |/
0.5¢ [/
f w

Se puede comparar también las tensiones de los tres elementos y de la fuente en funcién de la frecuencia,

como se muestra a continuacion.

La

Tension

Frecuenda
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8.2.5.Puntos de potencia mitad

Se define el ancho de banda como AB = w, — w1, siendo

’ L
— 2 =
R+ |R +4C

—-TL=R > Fr=—p— (73
L R+ [RZ+4g
Gl—-L =R > @;=—Y "¢ (k. 8a)
@2C 2L

Wy = /o, @y (Ec. 95)

Ademas se cumple que,

@y

QO_AB

Los puntos de potencia mitad con los que se dan para las frecuencias wi y w,, en los cuales se cumple que el

maddulo de la corriente es 70.7% el valor de la corriente en resonancia.

I 1
E = E(EC. 106)

Ademas, teniendo en cuenta la Ec. 15 se obtiene que la potencia para estos valores de frecuencias es la mitad

gue en resonancia, por eso son denominados puntos de potencia mitad.

P I?R 1\2 1\2 1
p—o—lg—R—(z) —(Tz) =2 (Ec. 117)

Médulo de |

|
|
|
|
|
|
|
|
02 |
|
|
|

I
I
I
I
I
I
I
|
|
I
|
| .
Wy | Wo W, Frecuencia

1053.4 10535 10536 1053.7 1053.8 1053.9 1054 1054.1 1054.2 1054.3 10544 10545 10546 1054.7 1054.8 10548
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8.3. Resonancia en paralelo

De manera andloga a lo desarrollado para la resonancia en serie, se analizara el siguiente circuito conformado

por una resistencia y una bobina en paralelo con otra resistencia y un capacitor (pudiendo ser, por ejemplo, el

modelo de dos elementos no ideales, con resistencias internas)

La admitancia de dicho circuito es:

1 1

= = (4R )4 (L - K Ec. 128
T Ry+jX;  Rc—jXc  \R?+x? ' RZ+x2 J\rzixz ~ RZx? (Ec. )
LtiXL c—JXc LtXi ctXc ctXc LtXL

Por lo que existe un w tal que susceptacia del circuito se haga nula vy el circuito se encuentre en resonancia.

(Ec. 139)

En la siguiente figura se muestra el diagrama fasorial en resonancia, donde | es la corriente resultante de la suma

de ambas ramas en paralelo, cabe destacar que la parte imaginaria de las corrientes de las ramas en paralelo

son iguales en modulo y opuestas en angulo, por lo que la resultante esta en fase con la tensién (en concordancia

con que la susceptancia en nula). En el caso ideal en que R = R} = 0, la corriente resultante | seria nula

Analizando la Ec. 19 continuacidon se enuncian algunos casos particulares:

Si Rc = R} entonces Wy =
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. . . ’L . N—
e Siambas resistencias, Rc Yy Ri, son mayores o menores a E entonces existe wy

. . . L . JR—
e Siuna de las resistencias en menory la otra es mayor a /E entonces no existe @,

A continuacidn, se enuncian algunas definiciones necesarias para definir la curva.

e Desintonia relativa: § = Ifo _ ©”% (Ec. 20)
fo Wo

e Desintonia fraccional relativa: a = Q § (Ec. 21)

La curva universal de resonancia es la grdfica del cociente o en funcidén de a, definida de esta manera,
0

independiente de la frecuencia y el valor de la resistencia, es posible aplicarla a cualquier circuito.

Retomando el circuito serie original,

I R C L
Ug Ug LL.-
-
U &
I R
=—>—< conly, = — (Ec. 22)
Iy R+](wL—a)
Aplicando la Ec.20 en la anterior se obtiene
I _ Ro _ 1
o R+.(w_0LC(6+1)2—1> =% e (E¢.23)
N~ ae6+rnC Ro /951

Considerando que para un entorno reducido de @, se puede considerar que

R _
ZarZ=5+1 (Ec. 24)
RO [OF)
Aplicando entonces las Ec.21y 24 a la Ec.23,
I Ro 1 1
- = E—=— Ec. 25
lo 5+1+jQ8(552) T 1+j@8  1+j2a ( )

Y I 1
—=—= (Ec. 26)
YO 10 1+2a

De esta ecuacion se obtienen las siguientes tres graficas

1. Moddulo: Y = L
. ' yo  Vi+4aZ?
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2. Parte Real Re (Yl) = _1+‘1}a2
0
3. Parte Imaginaria Im (YL) = 1:(;2
0
odule Y / Ve Parte real Y / Yo Parte imaginaria Y / Yo
L 7 7
e q

[
)
[
|
e
[
[

Parte real

-0.2

0aly
Parte T\
imaginaria

Se puede relacionar la definicion de puntos de potencia mitad con lo presentado en este apartado.

Calculando el maximo y minimo de la parte imaginaria se obtiene.

Y 2a
d|lIm< dl-——"— 1
(mf) a(-re)
da da 2
Evaluando este valor en las tres curvas se obtiene
re() =3
el— ==
Yo a=i% 2
mE) =3 m) =3
"Wl a2 Tl 172
=2
@l =7
YO a:i% \/Z

1 o
Se concluye entonces que los puntos a = + ~son los puntos de potencia mitad (en los cuales se cumple que el

maodulo sea igual al 70.7% del médulo en resonancia).
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Curva universal de resonancia
11

Considerar: 1 —— Madulo
——Parte Real

¥

7. para circuitos serie
0 . . .

——Parte imaginaria

Z
— para circuitos paralelo
Zp

0,6
0,5

0,4

-3,00 -2,50 -2,00 -1,50 -1,00 0,50 0,40 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50

-0.3

0,4
W — wy
a=Q—— 0,5
Wy
0,6
a (desintonia fraccional relativa)
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8.5. Resonancia en circuitos no disipativos

Los circuitos no disipativos son los reactivos puros. Para los dos primeros casos presentados a continuacion,
serie y paralelo, se puede observar que el comportamiento cambia con el aumento de la frecuencia pasando de
comportarse como capacitivo a inductivo y por un valor de w con la cual la reactancia, para el caso serie, o la

susceptancia, en el caso paralelo, son nulas. A esta frecuencia se la denomina frecuencia de resonancia.

modules X

4
LT C1 .
.
/ 1 2 3 a
2| Reactancia
I|'
—4 |I
II
mScdulo
|
af | .
~ 2t —<——— |Susceptancia
| — CZ2
} .
1 2 — 3 2
/ )
2t / /
“Ar Reactancia

En el dltimo caso presentado se puede observar que el comportamiento tiene distintos comportamientos con
el aumento de la frecuencia. Existen tres frecuencias destacables, dos frecuencias a la cual la reactancia es nula

(Resonancia serie) y una cuya reactancia tiende a infinito (Resonancia paralelo).

L1 mhdilo x
Yy 10 .
B I|
] B |

el |I I
LZ — 4 / —
- § _'_'_,—F'-'-Hf
_'_'_,.-'""-

b R
2
]
[R%]

™

o

_

=

on

| E%]

| %)

in

i
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Problema 1

Encontrar el valor de la frecuencia de resonancia en el circuito de la figura.

Ip L ) "L I '\ Ie
C

Resolucidn
Siendo
u = U, sen(wt)
i = I,sen(wt — ¢)

Las corrientes que circulan por la resistencia y la susceptancia seran
o1 _
iR =5 msen(wt)

i, = (b, — bc)U,,sen (Et — z)
m 2
Entonces
p =ui =u(ig +1i,) =py + s

Siendo

1
Pu=3 . 2sen?(&t)

pr = (b, — bo)UZsen(@t)sen ((T)t - E)
f m 2

Enresonanciap; =0 = b, =b, = @,C = %
0

Por lo que la frecuencia de resonancia es
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Admitancia con G£0 Susceptancia b
mochlo : | P l
) / | Conductancia
& — ".q
— —— T WD
0.5 1 15~_2 25 3
_ & .
-~ : - Admitancia con G=0
yd Susceptancia bL
-4
Problema 2

Encontrar el valor de la frecuencia de resonancia en el circuito de la figura

=R L I,

Partiendo del calculo de la admitancia

Y=———+j@C
R, +jaL ¢

En resonancia la susceptacia es nula por lo que la frecuencia de resonancia es

L—-CR; 1 . CR?
L VIC L

wo =

Problema 3
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Determinar el valor de la capacidad que debe poseer un condensador para que, conectado en serie

con una bobina ideal de 60 pH, conforme un circuito resonante a una frecuencia de 1250 Hz.

Resolucion

1 :;:0,27mF =270 uF

f,=— "~ =C
*Torlic T (o L

Problema 4

En un circuito serie que consta de una resistencia, una bobina y un condensador ideales, se conecta
una fuente de voltaje senoidal de amplitud constante y frecuencia variable. La frecuencia se aumenta
lentamente de 20 Hz hasta por sobre 60 Hz de tal modo que el transitorio producido es despreciable.
Se conecta un vatimetro y un amperimetro obteniéndose los siguientes datos: cuando la frecuencia
alcanza el valor de 25 Hz el vatimetro indica 314,4 W, al aumentar la frecuencia las lecturas del
vatimetro y del amperimetro aumentan, siendo a 60 Hz: 35 Ay 3851 W. Cualquier aumento posterior
de frecuencia reduce la lectura en el vatimetro.
a) ¢Cudl es la frecuencia de resonancia del circuito?

b) ¢Cual es la amplitud del voltaje aplicado?
c) ¢Cuales son los parametros del circuito?

Resolucion

a) Dado que la potencia que mide el vatimetro se calcula como P = I?R, la medicién serd maxima
cuando | lo sea. Esto ocurrira cuando la impedancia del circuito serie sea minima, o sea, cuando la

reactancia inductiva se anule completamente con la capacitiva, estando el circuito en resonancia.
Se concluye, entonces, que la frecuencia de resonancia es de 60Hz.

b) La potencia disipada en resonancia se puede calcular como:

2
Po?xRoR=" - 38W 41010 p:ijup/pxR:uo\/

! (SSA) o también como:

c) La corriente que circula por el circuito a una frecuencia de 25Hz se puede calcular como:
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| F: 3144W o0
R /31440

La impedancia del circuito a 25Hz se expresa:

2
E:Z: R? +| oL - ! :110\/:11(2:
I oC

1 2
988+| WL ——
10A \ wC

Entonces, despejando y teniendo en cuenta que la frecuencia es de 25 Hz:

. 157L |=10,5402
157C

(1)

La otra ecuacion que vincula los valores de Ly C se obtiene para la frecuencia de resonancia:

1 = 60Hz

27[\/@ (2)

Resolviendo el sistema de 2x2 conformado por las ecuaciones (1) y (2) se obtiene:

L=141mH
C =500uF
Problema 5

Un circuito RLC serie con Qg = 250 esta en resonancia a 1,5 MHz. Encontrar las frecuencias a las que la
potencia activa del circuito resonante es un décimo de la potencia en resonancia, permaneciendo el

voltaje de entrada constante.

1 | 1
2 xR="1?xR= 1= |~ ~0316
10 10 ° /10

IO
Ademas se puede escribir:

Lo =Y XV
o =Y, xV

Como el voltaje de entrada se mantiene constante, efectuando el cociente entre (1) y (2) se obtiene:
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<

ho _ Yo _ 316
Y 1

I0 0

Dado que el factor de mérito Qo = 250 (mayor a 20) se puede emplear la curva universal de resonancia

Y
para buscar el valor de Y—lo = 0,316 y asi determinar las frecuencias para las cuales la potencia es un
0

décimo de la de resonancia:

2 (2 0

y sabiendo que Qo = 250 y que la frecuencia de resonancia es de 1,5 MHz, se obtienen los dos valores:

f, =1509Mhz
f, =1491Mhz
Problema 6

Calcular el factor de mérito de la bobina que al disminuir la potencia a un 40% de la resonancia, la
frecuencia varie solo un 3%. Consideramos que la resistencia vista permanece contante ante la

variacion de la frecuencia.

RL

(@)

Resolucién
Recordemos la expresion que vincula el factor de mérito con la variacién de los parametros del circuito

ante la frecuencia

Qo =

S| Q

Donde

. . . VA Re(Z)
a: Puede obtenerse la curva universal de resonancia conociendo ~ O Re(Z0)
0 0
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Suponemos que el circuito se alimenta con una fuente de corriente ideal

P I?Re(Z) _Re(Z) _

— = = =04
P, [I?Re(Z,) Re(Z,)
Por lo tanto, utilizando la curva universal de resonancia
a=0.6
Por otro lado
a) —
5= ° = 0.03
Wy
Finalmente
_a 0.6 ~ 20
Q=5=003"
Problema 7
En el circuito serie de la figura es:
R L c

R=5,1Q L = 65uH C=1,56 nF
Calcular:

a) Frecuencia de resonancia
b) Factor de mérito en resonancia

¢) Impedancia del circuito a una frecuencia de 1% por encima de la de resonancia.

Problema 8

Un circuito paralelo de tres ramas RLC con Qg = 250 estd en resonancia a 1,5 Mhz. Encontrar las

frecuencias a las que la potencia activa es un décimo de la potencia en resonancia, permaneciendo la

corriente de entrada constante.
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Problema 9

En el circuito de la figura determinar:

a) Frecuencia e impedancia de resonancia supuesta o variable.
b) El minimo valor que puede tomar Rc para mantener la resonancia. Se suponen constantes a Ry,

L, C.
C Rc
||
||
L Rl
R.=208,8 Q2; Rc=110C); C=2uF;L=20mH
Problema 10

Se efectuan los siguientes ensayos:

I.  Una bobina no ideal y un condensador ideal se conectan en paralelo y se los somete a la
alimentacion de una fuente de corriente de 5mA eficaces y frecuencia variable, obteniéndose
para wo= 200 rad/s: Umax= 10V con Qo= 200.

sma (T H 7L ——c
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II.  Se conectan dos bobinas iguales a la anterior en el circuito que sigue, encontrandose que a la
frecuencia de resonancia Q = 100.

7L 7L 4nH Cl
— — N
4mH
+
v

Determinar C;

Problema 11
Hallar, si existe, R para que el circuito tenga resonancia. Obtener dicha frecuencia de resonancia.

Donde: X; = 102 X, =50

Problema 12
Hallar, si existe, R, para que el circuito tenga resonancia. Obtener dicha frecuencia de resonancia.

Donde: X; =102 X, =20 R =100
Si se aplica al circuito una tension U = 100V, obtener las corrientes en resonancia y en %

Problema 13
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En el sistema de la figura:

1kQ

S00pF 8K Q

a) Determinar la frecuencia de resonancia a S abierto y la correspondiente impedancia de entrada
al sistema.

b) Al cerrarS, ésubsiste la anterior frecuencia de resonancia? ¢éExiste alguna nueva? Justificar

c) Calcular la o las nuevas impedancias de entrada al sistema.

Una red de transporte de energia eléctrica estd constituida por elementos necesarios para llevar la energia
eléctrica generada en las centrales eléctricas hasta los puntos de consumo a través de grandes distancias. Uno

de los componentes principales son las lineas de transmision.

Una linea de transmisidn de energia eléctrica de alta tensién es basicamente el medio fisico mediante el cual se
realiza la transmisidn de la energia eléctrica. Esta constituida tanto por el elemento conductor, usualmente

cables de acero, cobre o aluminio, como por sus elementos de soporte, las torres de alta tensidn.

Como se vera en materias posteriores, existen varios niveles de tension para transmitir energia. Ademas, hay
varios tipos de modelados de lineas, en este caso vamos a basarnos en el siguiente modelado de linea, cuyo
esquema se muestra a continuacion. En el mismo se muestra que una linea estd conformada por una resistencia,
pardmetro relacionado con el material del cual esté compuesto el conductor. Una reactancia inductiva,
relacionada con la forma del conductor. Por ultimo, dos capacitores que estan relacionados con el aislante que

posee el cable.

Cuando la energia eléctrica se genera en una central, debe ser transportada a través de lineas de transmision

largas para llegar a los centros de consumo. Estas lineas de transmisidn, por lo general, estan compuestas por
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cables y otros componentes eléctricos. En el camino, pueden surgir diversos problemas, uno de los cuales es la

resonancia.

La resonancia ocurre cuando la frecuencia natural de un sistema coincide con la frecuencia de las sefiales
eléctricas que estan siendo transportadas. En otras palabras, es como si una oscilaciéon en el sistema se
"sintonizara" con la frecuencia de la electricidad que fluye a través de las lineas. Esto puede llevar a oscilaciones
no deseadas y problemas graves en el sistema eléctrico, dado que tanto la tensién como la corriente
aumentarian su mddulo conforme se dé la resonancia. Esta condicién tiene posibilidad de ocurrencia al

aumentar significativamente la capacitancia de la linea, por ejemplo, con compensacion.

Dado que la transmision de potencia esta limitada por la impedancia de la linea que comprende tanto a la
resistencia como a la reactancia, los capacitores serie han sido ampliamente utilizados como medio muy eficaz,
para aumentar la capacidad de transmision (disminuyendo las pérdidas y la caida de tension en la linea), ademas
de mejorar la estabilidad de los sistemas de potencia. Esto se debe en parte al hecho de compensar la reactancia
de las lineas. Sin embargo, la compensacion reactiva serie en las lineas de transmisidn de gran longitud podrian

generar problemas de resonancia.

La interaccion entre la compensacién y el entorno del sistema se produce de varias maneras. El capacitor serie,
junto a la impedancia de la linea conforman un circuito resonante, que puede interactuar con otros circuitos

resonantes o sistemas oscilantes.

Estds lineas con la combinacion LC serie, tiene una frecuencia natural wn la cual esta definida por la ecuacién

presentada anteriormente en el apunte

Wy, = |—

LC

Los capacitores serie son aplicados para reducir la reactancia inductiva en las lineas de transmisidn. Los
beneficios de aplicar capacitores serie en una linea de transmision incluye mejorar los margenes de estabilidad,
habilidad de ajustar los niveles de carga de la linea, reducir las pérdidas de transmisidn, y reducir la caida del

voltaje en el sistema durante disturbios severos.

En resumen, la resonancia es un fenémeno importante en sistemas eléctricos de potencia, y su comprensidn es

esencial para mantener la estabilidad y la confiabilidad en la transmisién de energia eléctrica.
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9. FILTROS

La funcidn transferencia (FT) es un definicidn matematica que facilita el estudio de cualquier sistema fisico, ya
sea mecanico, térmico, fluido dindmico o en nuestro caso eléctrico. La particularidad de esta funcién es que
permite estudiar el vinculo que existe entre el estimulo y la respuesta de un determinado sistema. Ademas
permite utilizar el principio de superposicion, si el sistema es lineal, para analizar diferentes estimulos sobre un

mismo sistema.
En concreto la funcién transferencia se define como la relacion entre la entrada y la salida.

Salida

Funcion Tranferencia = —————
f Entrada

De manera esquematica se puede presentar mediante un diagrama de bloques.

Entrada Salida

Sistema Fisico

La importancia de la funcidn transferencia en estudio de filtros es que permite relacionar facilmente las sefiales
de entrada y salida del mismo. Generalmente esas sefales se representan por sus tensiones, aunque también
pueden vincularse las corrientes o porque no la potencia. De aqui en mds nos referiremos directamente a las

tensiones de las sefales intervinientes.

Segun su definicidn la magnitud de la FT es adimensional y sus valores se encuentran en la mayoria de los casos
entre cero y uno. Suponiendo que la sefial de entrada puede modificar su frecuencia de oscilacion. El analisis de
la FT a lo largo de diferentes frecuencias brinda una gran herramienta a la hora de evaluar las caracteristicas
mas relevantes de un filtro, como la banda de paso o atenuacioén, la frecuencia de corte, etc. Parametros que

seran definidos en su momento.
De acuerdo a lo anterior podemos decir lo siguiente, para el caso mas general.

Tensién de Salida v,

" Tensién de Entrada  v;

Veamos un ejemplo del célculo de la FT para un circuito eléctrico.
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L

e R Ao

De acuerdo a lo definido anteriormente procedemos al cdlculo de la funcidn transferencia poniendo a la salida

en funcién de la entrada. Lo hacemos aplicando un divisor de tensién.
v; = V;sin(wt + a;)

vy = Vp sin(wt + ag)

R/L
= V; ¥ ———
Vo = Vit S Y R/L
Por lo tanto:
. Vo R/L
H(jw) ===
o) v; jw+R/L

Considerando aqui, como en el resto del apunte, que los valores de R, Ly C son independientes de la frecuencia,
la FT depende de (jw) por lo que al variar la frecuencia de la tensidn de entrada se modifica el valor de la salida
tanto en magnitud como en desfasaje (temporal o angular) respecto de la entrada. Esto se debe a que la FT es

un nimero complejo adimensional, cuyo modulo y fase dependen de la frecuencia.

Podemos entonces calcular el modulo y la fase de la FT anterior.

|H(jw)| = R/
~ Jo?+ (R/L)?

] —w * L2
0(jw) = arctg (T)

Al médulo de la funcidn transferencia se lo suele llamar ganancia y se lo grafica en funcién de frecuencia junto

al desfasaje angular en lo que se denomina diagrama de ganancia y de fase respectivamente.

Para ser mas claros en la evolucién de los parametros calculados, mostraremos sus respectivos diagramas. Los

valores asignados a R, Ly C pueden ser cualquiera, sin embargo se han seleccionado los siguientes:

R =10Q; L = 5Hy
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Observando el comportamiento del médulo de FT en estudio podemos decir que para frecuencias cercanas a
cero la salida se comporta igual que la entra. Luego medida que la frecuencia aumenta, la salida decae

rapidamente acercando progresivamente a cero cuando la frecuencia tiende a infinito.

La fase por su parte presenta valores muy pequefios (negativos) para un entorno cercano a frecuencia igual a
cero. Dichos valores se vuelven mas negativos cuando la frecuencia aumenta, acercandose al valor -90° cuando

la frecuencia tiende a infinito.

Lo desarrollado hasta aqui es ejemplificativo ya que por ejemplo el diagrama de fase no serd utilizado durante
nuestro estudio de filtros. El impacto de la fase toma importancia en la distorsion de una seiial lo cual es
determinante en el estudio del comportamiento de circuitos de medicidon o sistemas de control. Temas que
seran abordados mas adelante en la carrera. A modo de ejemplo podemos observar la evolucion de la fase de
FT ejemplo. Para frecuencias bajas la fase se encuentra en valores cercanos a cero lo que indica que el circuito
es predominantemente resistivo. Luego la fase disminuye, por ende la bobina comienza a tener impacto dentro
del sistema. Finalmente el angulo tiende a -90°, lo cual permite concluir que la inductancia predomina casi
absolutamente sobre la resistencia para frecuencias elevadas. Esto nos permite apreciar como a medida que la
frecuencia de la tensidn de entrada se modifica también lo hace la impedancia equivalente del circuito, por ende

Su comportamiento.

268/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

El diagrama de ganancia por su parte serd de ayuda a la hora de mostrar como se comporta un filtro de manera
cuantitaba en un determinado rango de frecuencia. Sin embargo nos focalizaremos en darle a nuestro analisis
un caracter cualitativo y conceptual desde la teoria de circuitos. En materias posteriores se incorporaran las

bases matematicas necesarias (Transformada de Laplace) para un abordaje cuantitativo integral de este tema.

Los filtros eléctricos tienen por objetivo eliminar o suprimir sefiales (tensiones o corrientes) cuyas frecuencias
de oscilacion se encuentran dentro de un determinado rango. Eliminar significa evitar que las seiales atraviesen
el filtro y lleguen a la salida. Esto quiere decir que las sefiales en la entrada del circuito podrdn tener diferentes
frecuencias, pero solo alcanzaran la salida aquellas cuya frecuencia sea la deseada por el disefiador, sin embargo,
también existen acciones de filtrado no directamente intencionales, que se producen de manera natural por las

caracteristicas del equipamiento y aun cuando no fueron disefiados especificamente para tal fin.

Vemos en la siguiente figura un esquema de un filtro con sus sefales de entra y salida.

M — Salida

. Ui Filtro Uo -

Entrada

Recordemos que las sefiales en nuestro analisis seran representadas por tensiones.
Existen dos grandes maneras de clasificar los filtros, una de ellas es en funcidn de los elementos constructivos.

Filtros pasivos: estos filtros estdan compuestos por elementos pasivos (resistencias, bobinas y capacitores). Los
elementos que componen el filtro modifican su impedancia con la frecuencia, logrando que en su conjunto el
filtro presente diferentes valores de impedancia ante diferentes frecuencias. La variacién de la impedancia del
filtro permite que solo algunas sefiales puedan atravesarlo y llegar a la salida. En general la maxima ganancia
que logran es igual a la unidad o menor si se coloca una resistencia en serie con la entrada. Existen sin embargo
los filtros resonantes que pueden amplificar la entrada (|[H(jw)| > 1) en rangos acotados de frecuencia y de

manera muy alineal.

Filtros activos: estos filtro estan construidos con amplificadores operacionales principalmente y generan sefiales
en contra fase a las sefiales cuya frecuencia se desea eliminar. Estos dispositivos tienen la capacidad de eliminar
rangos de frecuencia de manera mas precisa similar a los filtros ideales. Ademas mediante un filtro activo es

posible amplificar la sefial de salida en rangos mas amplios de frecuencia.

Para describir el funcionamiento de un filtro es adecuado observar su funcién transferencia. Esta serd maxima

para el rango de frecuencia en el que las sefiales de entrada alcanzan la salida, mientas que sera minima para
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las frecuencias dentro del cual el filtro rechaza la entrada. Dichos intervalos se definen cominmente como

banda de paso y banda eliminada respectivamente.

Lo anterior puede ser ejemplificado con la siguiente grafica.

H(jo) |
1 I
Banda Banda
de paso eliminada

@, 0]
Figura 9-6: Rangos de frecuencia en un filtro.

La funcién transferencia ejemplificada en la Figura 9-6, presenta un valor igual a 1 en la banda de paso y cero en
la banda eliminada. Esto significa que el filtro es ideal o sea que elimina perfectamente las sefiales cuya
frecuencia es mayor a w, mientras que para las de menor frecuencia no se registra atenuacion. Lo que significa
gue la salida es exactamente igual a la entrada en la banda de paso. Debe decirse que no existe en la realidad
un filtro que se comporte de manera ideal. En consecuencia un filtro real registra una atenuacion leve en la
banda de paso y una atenuacién mucho mayor en la banda eliminada. Ademas no es posible apreciar un cambio
brusco entre ambas zonas de trabajo, en cambio la transicién desde una banda a otra serd paulatina. Cuanto

mas complejo el filtro, mas se asemeja su funcionamiento al de un dispositivo ideal.

Lo anterior puede observarse en la siguiente figura, donde se ha graficado la funcién transferencia de un filtro

gue se comporta de manera similar al de la Figura 9-6. El cual se puede construir con filtros de diferente orden.

1.00

a.8v

~IerOFden

4.6l

a.40

a.2u

o L M L M R M :
AHz 48Hz 86Hz 12B8Hz 1608Hz 2068Hz 2408Hz 286Hz 320Hz 3608Hz

Figura 9-7: Comparacién médulo de FT entre filtros de diferente orden.
Queda claro al observar la Figura 9-7 que al aumentar el orden del filtro, su comportamiento se asemeja mas al

de un filtro ideal. El orden de un filtro hace referencia a la cantidad de almacenadores de energia (bobinas y

capacitores) que lo constituyen. En nuestro estudio nos concentraremos solo en los filtros de 1°"y 29 orden.
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Esto se debe a que los dispositivos de orden superior son mas complejos de analizar y disefiar, por lo que se

pierde el caracter intuitivo que se le pretende imprimir a nuestro andlisis.

La figura siguiente contiene la evolucién de la fase de la funcidn trasferencia de los filtros analizados. En ésta
puede observase que el desfasaje angular entre la tensién de entrada tiende a un valor que es proporcional al

orden del filtro. Concretamente -90°xOrden.

—-ad

—-186d

—-206d

—-306d

—hBad
BHz 48Hz 808Hz 128Hz 168Hz 288H

z 248Hz 288Hz 328Hz 368Hz
Frequency

Figura 9-8: Comparacion fase de FT entre filtros de diferente orden.

9.3.1.Frecuencia de Corte
Al definir las bandas de paso y eliminada se hizo referencia a un valor de frecuencia w.. Valor para el cual el
filtro modificaba su comportamiento. A este valor de frecuencia se lo denomina frecuencia de corte y como ya

se dijo separa las bandas o rangos de frecuencia de trabajo.

La frecuencia de corte es facilmente distinguible en un filtro ideal, sin embargo en filtros reales esto no es tan
claro, como puede observarse en la Figura 9-7. Se define entonces a la frecuencia de corte de la siguiente
manera.

) 1
|H(]wc)| = ﬁHméx

Lo anterior significa que en la frecuencia w, la ganancia del filtro serd igual al 70.7% de la ganancia méaxima.
Considerando que la mayoria de los filtros que analizaremos tendran una ganancia maxima igual a la unidad, en

la frecuencia de corte el valor absoluto de las FT sera 0.707.

El valor utilizado para definir la frecuencia de corte puede resultar arbitrario. Sin embargo se puede demostrar
(asi lo haremos) que la potencia transferida a la salida cuando la frecuencia es igual a la de corte es igual a la

mitad de la potencia maxima disponible.
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Pensemos que si la alimentacién de nuestro es filtro es de tipo senoidal también lo sera la salida. Por lo tanto
podemos definir la potencia en bornes de la salida de nuestro filtro, suponiendo que este tiene conectado una

carga resistiva.

Donde U,es el valor eficaz de la tension de salida, mientras que R es el valor de la carga.

Utilizado las expresiones ya presentadas podemos poner a la tensién de salida en funcion de la tensién de
entrada a través del mdédulo de la funcidn transferencia.

_ (HG@)|U?

P
R

Suponiendo constante la magnitud de la tensidn de entrada, el valor maximo de la potencia disponible en la
salida se presenta para el valor maximo del médulo de la funcidn transferencia.
2
p _ (Hméin)
max R
Aplicando la definicién de frecuencia de corte podemos calcular la potencia en la salida para dicho valor de

frecuencia.

1 2

T U.)

(\/E max i =1(Hméin)2
R 2 R

P(jwc) =
Lo que demuestra que la potencia disponible en la salida para la frecuencia de corte es igual a la mitad de la
potencia mdaxima registrada.
] 1
P(w:) = Epméx
Por la definicidn anterior a la frecuencia de corte se la suele llamar también frecuencia de potencia mitad.

Para dar un ejemplo de este parametro caracteristico de un filtro, repetimos la grafica del filtro pasa bajo,
mostrando que todos los filtros mas alld de su construcciéon, han sido disefiados con la misma frecuencia de

corte. Por lo tanto en dicha frecuencia la ganancia alcanza el valor 0.707.
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Figura 9-9: Frecuencia de corte para filtros de diferente orden.

9.3.2.Tipos de Filtros

En las explicaciones y definiciones realizadas hasta aqui hemos utilizado como ejemplo al filtro pasa bajo, sin
embargo existen otros tres tipos de filtros cuyos parametros son similares, pero su funcionamiento es diferente.
Los tipos de filtros se diferencian por la cantidad y ubicaciéon de la banda de paso. La que se describe a

continuacioén es la segunda forma de clasificacién.
Filtro Pasa Bajo

Este filtro deja pasar solo las frecuencias bajas. Se entiende por frecuencias bajas a aquellas que son menores a
la frecuencia corte. Si bien ya se ha trabajado con este filtro, se presenta la respuesta en frecuencia de su funcién

transferencia.

H(jo)

Banda Banda
de paso eliminada

. ®

Figura 9-10: Filtro pasa bajo ideal.
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Filtro Pasa Alto

De manera opuesta al filtro anterior este permite el paso solo de las frecuencias altas, es decir las frecuencias

mayores a la frecuencia de corte. Se presenta a continuacién, la caracteristica de su FT en un filtro de tipo ideal.

H(jo)|

Banda Banda
eliminada de paso

e @

Figura 9-11: Filtro pasa alto ideal.

Filtro Pasa Banda

En este caso la banda de paso se encuentra entre dos bandas eliminadas. Cada una de las bandas de eliminacién
se encuentra en las frecuencias bajas y altas, mientras que la banda de paso se encuentra en las frecuencias
medias. Para ser mds exactos, este filtro cuenta con dos frecuencias de corte, por lo que la banda de paso
corresponde al rango de frecuencia entre los valores de corte. El siguiente es un esquema de su comportamiento

ideal.

|H(jo)|

Banda |Banda| Banda
climinada e pasq climinada

®, O, ®

Cs

Figura 9-12: Filtro pasa banda ideal.
Filtro Banda Eliminada
Como se vio que el filtro pasa alto y pasa bajo presentan caracteristicas de funcionamiento opuestas, lo mismo
ocurre con los filtro pasa banda y banda eliminada. En el altimo caso el filtro permite eliminar frecuencias dentro

de un rengo, que se encuentra entre las frecuencias de corte. Por lo tanto la salida contendra a las frecuencias

de valor nulo e “infinito”, cuestion que no ocurria en el filtro pasa banda.

Se concluye esta etapa con la respuesta de este filtro.
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|H(j o) |
; |
Banda Banda Banda
de paso climi-| o paso
nada
W, W [

Figura 9-13: Filtro banda eliminada ideal.

9.3.3.Respuesta en Frecuencia de Bobinas y Capacitores

Dado que la composicion de los filtro que estudiaremos en detalle, se realiza mediante bobinas y capacitores y
que ademas el comportamiento de cada filtro depende intimamente de la respuesta en frecuencia de estos
elementos. Nos proponemos recordar la dependencia de la reactancia con la frecuencia, para luego poder

interpretar y disefiar los filtros mas eficientemente.
Bobina
Cémo ya se sabe la reactancia y la frecuencia se relacionan de la siguiente manera.
X, = jwlL
Es evidente que la respuesta es en forma de una recta que comienza en el origen para frecuencia nula y que
luego aumenta tendiendo a infinito para frecuencias muy altas. La velocidad de crecimiento depende del valor

de inductancia L. Observemos en la siguiente figura el comportamiento de la reactancia en funcion de la

frecuencia para diferentes valores de L.
XL

80

60

40

20

/"ﬁf 100 150 200 250 300 350 400 450
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 9-14: Respuesta en frecuencia de una bobina.

Capacitor
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Recordando la relacién entre la reactancia capacitiva y la frecuencia:
__1
= "uc
Podemos decir que la reactancia describe una hipérbola asintética al semieje imaginario negativo para las
tendientes a cero y que el mismo comportamiento se obtiene para las frecuencias tendientes a infinito pero
respecto al semieje real positivo. En funcién de lo anterior (como se observa en la Figura 9-15), un capacitor
presenta una impedancia muy grande para frecuencias bajas y en cambio una impedancia muy pequefia para

frecuencias altas.

Xc W

Figura 9-15: Respuesta en frecuencia de un capacitor.

Como ya se ha mencionado serd muy importante tener presente estas evoluciones a la hora de analizar el

comportamiento de los diferentes filtros que se proponen en el apartado siguiente.

9.4. Implementacidn de Filtros
Existen muchas maneras de construir filtros, la complejidad y precisién de su funcionamiento depende
fuertemente de un su aplicacion. En nuestro caso nos interesa focalizarnos sobre las construcciones mas

sencillas, de manera tal de sentar bases para el futuro estudio de dispositivos de mayor complejidad.

Como se comentd con anterioridad los filtros que estudiaremos seran los de primer y segundo orden, los cuales

permiten confeccionar los cuatro tipos de filtros existentes.

En lo que se sigue se presentan los filtros separados por tipos y dentro de cada uno se las diferentes alternativas

disponibles para las complejidad elegida.
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Se presentan a continuacion las diferentes alternativas de circuitos que pueden ser implementados como filtros

pasa bajo.

Primer Orden RL

En este circuito la tension de entrada se encuentra aplicada a una bobina en serie con una resistencia, mientras
gue la salida se encuentra midiendo la tensién que cae sobre el elemento resistivo. Para frecuencias nulas o
mucho menores que la frecuencia de corte la bobina se comporta practicamente como un cortocircuito, por lo
gue no se registra caia de potencian en ella. Asi la tensidon en la salida es igual a la de |la entrada. A medida que
la frecuencia se incrementa la reactancia inductiva aumenta y por lo tanto la caida de tensién en ella, esto
produce una disminucion de la tensién medida en la resistencia y por lo tanto en la salida del filtro. Finalmente
para frecuencias muy altas, mucho mayores a la frecuencia de corte, la impedancia presentada por la bobina se
encuentra en valores muy altos tendientes a infinito por lo que la tension registrada en la resistencia se acerca

a cero lo que anula la salida del circuito.

Se detallan a continuacién los pardametros mas relevantes del filtro.

HCie — R/L
V) =50+ RIL
R/L
H(jw)| = ——u—
Gl w? + (R/L)?
w; =R/L

Primer Orden RC
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En este circuito la tensidén de entrada se encuentra aplicada sobre una resistencia en serie con un capacitor, la
tension de salida se obtiene midiendo la caida de tensidn sobre el capacitor. Para frecuencias bajas, menores a
la frecuencia de corte, la reactancia capacitiva toma valores muy altos por lo que la corriente que circula por el
capacitor es muy pequefia. Es asi que de no existir ningin elemento conectado en bornes de la salida tampoco
circula corriente por la resistencia, haciendo que la salida sea igual a la entrada. En el caso de conectarse un
elemento en la salida, se percibe una caida de tensién en la resistencia lo que reduce la tension de salida
respecto de la de entrada. Se dice entonces que el filtro posee una atenuacién en la banda de paso que depende
del tamafio del elemento resistivo y de la corriente que demanda la carga conectada en la salida. Este andlisis

debe reproducirse siempre que nuestro filtro posea un elemento resistivo conectado en serie con la salida.

Conforme aumenta la frecuencia laimpedancia que presenta el capacitor disminuye, esto aumenta la circulacién
de corriente por la resistencia ya sea que el filtro se encuentre en vacio o con carga en su salida. El aumento de
la caida de potencial en la resistencia reduce la tensién en la salida, efecto que se acentua en las frecuencias

mayores a la frecuencia de corte, hasta que la salida se anula, cuando la frecuencia tiende a infinito.

A continuacidn se presentan las ecuaciones caracteristicas del filtro.

1/RC

HUw) =5 1/Re

1/RC
Jw? + (1/RC)?

w; =1/RC

|H(jw)| =

NOTA: Es importante destacar que los filtros de primer orden solo cuentan con una frecuencia de corte. Existe

una gran similitud en el “formato” de la funcién de transferencia de todos filtros de este orden.

Segundo Orden
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L R

En este filtro la tension de entrada se encuentra aplicada sobre los tres elementos que lo componen conectados

en serie. La salida por su parte se toma sobre el capacitor.

Dado que este circuito es algo mas complejo que los anteriores analizaremos primero su comportamiento en
los extremos del espectro de frecuencia. Para valores bajos de oscilacién de la sefial de entrada, la bobina
presenta una impedancia muy baja mientras que el capacitor una muy alta. Esto produce que no se registre
caida de tension en el inductor ante la pequefia corriente que circula por el circuito, debido al gran valor de la
reactancia capacitiva. En funcidn de esto y ante condiciones de vacio de los terminales de salida, la tensién de
entrada no percibe atenuaciones en la salida. En el extremo opuesto en presencia de frecuencias altas, la
reactancia inductiva es muy grande mientras que la capacitiva se vuelve pequefia, esto produce una alta caida
de tensién en la bobina lo que reduce la tension de salida. Mas aun la tension de salida se ve disminuida por la
caia de tensidn en la resistencia. Finalmente el dltimo factor que favorece a la reduccién de la tension de salida
es que esta se encuentra medida sobre un elemento cuya impedancia tiende a cero para valores de frecuencia

muy grandes.

Dado lo anterior este filtro presenta un comportamiento mucho mejor para frecuencias bajas y altas. En el caso

de frecuencias cercanas a la frecuencia de corte debe realizarse un analisis mas cuidadoso.

Como es sabido este circuito presenta una frecuencia de resonancia en la que las reactancias de la bobina y el
capacitor son iguales y opuestas. En un circuito resonante la tensién del capacitor registra un valor maximo el
cual puede ser mayor a la tension de entrada. Dicho sobre valor depende la relacién entre los valores de R, Ly
Cenlo que denomina factor de calidad. Cuanto mayor sea dicho factor mayor el sobre valor registrado en bornes
del capacitor. Es importante destacar que para valores de factor de calidad menor o igual a 0.707 no existe sobre

valor en la tensidon sobre el capacitor.

La determinacion del factor de calidad serd importante por dos motivos, primero nos permite saber si el filtro
tiene la capacidad de amplificar la entrada y segundo porque incide directamente en el calculo de la frecuencia

de corte.

En funcién de lo anterior podemos decir que dependiendo del factor de calidad, la salida del filtro puede

presentar un determinado sobrevalor en frecuencias menores a la frecuencia de corte. Luego de alcanzar el
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Ive a disminuir a medida que la frecuencia aumenta y nos acercamos a la frecuencia de corte. Esto

7

maximo vue

se aprecia en la figura siguiente.

inae Ry R I e i

RPN i
'

[ R
1
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Figura 9-19: FT de un filtro pasa bajo de segundo orden, con diferentes valores de Q.

La figura anterior exhibe la tension de salida de in filtro RLC para diferentes valores del factor de calidad. Como

a se indicd, para valores de Q iguales o menores a 0.707 no existe sobre valor.

Particularmente en el caso de Q=0.707 la frecuencia de corte es igual a |la frecuencia de resonancia, lo cual facilita

Es por esto que en nuestro estudio solo

considerablemente el disefio y analisis de estos circuitos.

0.707.

consideraremos filtros pasa bajos de segundo orden con Q

= 0)0

SiQ =0.707 = w,

A continuacidn se presentan las magnitudes mas relevantes de este circuito.

2
_ wz)

L2

w?R?

'

|H(jw)l

280/370




Analisis de Circuitos — Material Completo

1L
Q_R C
wy = 1/VLC

Tomando como base los circuitos anteriores se plantean ahora filtros que se comportan como pasa altos. Para
esto se modifica el punto de medicion de la tensién de salida de modo tal que el comportamiento del sistema
sea opuesto al descripto para el caso de pasa bajos. Dada esta ultima caracteristica no se realiza el desarrollo
detallado de cada circuito, quedando esto para el alumno. Sin embargo se presentan los esquemas de cada filtro

junto con las expresiones mas relevantes que permiten su analisis y disefio.

Primer Orden RL

jw

10 = Jo v w7

Hjw)| = ———
= R
w; =R/L

Primer Orden RC

@

Ao

Jjw

HUw) =5 = T7ke
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w
w? + (1/RC)?

|H(jw)| =

w:, =1/RC
Se destaca la similitud en la “forma” de la funcidn transferencia de los filtros anteriores.

Segundo Orden

@)
Py

®
[ 2

A4 L Ue

[ ]

L

1L
Q_R C
wo = 1/VLC

SiQ=0.707 > w;, = wy

En los filtros pasa altos RLC también consideraremos un factor de calidad igual 0.707, durante el disefio.

La caracteristica de la funcion transferencia para filtros ideales se puede ver en la Figura 9-12. Aqui
describiremos dos circuitos que se comportan de manera tal que pueden ser implementados como filtros pasa
banda. Esta clase de filtros tiene la particularidad de presentar dos frecuencias de corte, lo que arroja tres zonas

de trabajo. Para lograr este comportamiento se necesita que los circuitos sean al menos de segundo orden.

Filtro RLC Serie
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|—
@)

L
L

Dado que en este circuito la tensidn de salida se encuentra medida sobre la resistencia, cuyo valor consideramos
gue no cambia con la frecuencia, la salida depende exclusivamente de la corriente que circula por el elemento
resistivo. La mdxima corriente que puede circular por la resistencia se da en el momento en que la bobina y el
capacitor se encuentran en resonancia. Para esa frecuencia las reactancias inductivas y capacitivas se
compensan ente si encontrandose la resistencia sometida a la tensidén de entra. En consecuencia la salida se
iguala a la entrada para la frecuencia de resonancia. Dicha frecuencia se encuentra entonces dentro de la banda

de paso.

Para frecuencias menores o mayores a la de resonancia, la corriente que circula por la resistencia serd menor ya
gue se produce una caida de tensidn sobre las reactancias del capacitor y la bobina. En los extremos, para
frecuencias mucho menores y mucho mayores a la frecuencia de corte, el capacitor en primera instancia y luego
la bobina presentan reactancias muy altas (tendientes a infinito) por lo que la corriente por la resistencia es muy

baja reduciendo la tensién de salida.

Los que siguen son algunos de los pardmetros mas relevantes.

R/L
) = — I/
—w2+ij+LC
R/L
(o) =
W
\/LZ +(LC_w2)
wo = 1/VLC

Como en todo circuito resonante se define el factor de calidad.

1 (L

=R Jc

El factor de calidad afecta directamente a la determinacion de las frecuencia de corte y por lo tanto a

comportamiento del filtro. Esto se presenta en la siguiente figura.
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Figura 9-24: FT filtro pasa banda RLC serie con diferentes valores de Q

Tal como se observa en la figura Figura 9-24 al modificarse el valor del factor de mérito, varia el tamafio de la
banda paso. O sea el rango de frecuencias para las cuales |H(jw)| = 0.707. Las frecuencias de corte se calculan
como sigue. Ademas, a la diferencia entre dichos valores se denomina ancho de banda, magnitud que define el

tamafio de la banda de paso.

B=we— we =

Filtro RLC Paralelo

[ ]
[ ]

R
WY

Ao

L ]
[ ]

Figura 9-25: Filtro pasa banda RLC paralelo.
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Si bien en este circuito solo la bobina y el capacitor se encuentran el paralelo el nombre se ha impuesto con el

objetivo de diferenciarlo del filtro pasa banda serie.

En cuanto a su funcionamiento, la tensidn de salida serd maxima para las frecuencias en las que la impedancia
equivalente del paralelo sea grande y a su vez se registre una pequefia caida de tension en la resistencia. En
funcién de esto el punto maximo se registra en la frecuencia de resonancia, instancia en la que la impedancia
paralelo tiende a infinito. Si ademas el filtro se encuentra en vacio, la salida se iguala a la entrada. En el caso de
contar con un carga, la caida de te potencial producto de la corriente que demanda la carga reduce la tension

de salida.

Para cualquier frecuencia mayor o menor a la frecuencia de resonancia la tensidon de salida se reduce.
Acentudndose el descenso fuera de la banda de paso definida por las frecuencias de corte. Para frecuencias
bajas la bobina presenta una reactancia baja lo que reduce la impedancia del paralelo. Esto reduce la tensién de
salida ya que esta se encuentra siendo medida sobre una impedancia pequefia, ademas el incremento de la
corriente por la resistencia aumenta la caida de potencial en ella, acentuando la reduccidén en la salida. El mismo

razonamiento pude realizare para frecuencias altas en donde el capacitor presenta una reactancia pequena.

Mediante las siguientes expresiones puede disefiarse un filtro de estas caracteristicas.

H(jw) = RC

B=we— we =

RC

NOTA: Como hemos visto hasta aqui los filtros pasa banda poseen cinco pardmetros para su disefio

(wg, Q, we1, Wz, B ). Sin embargo estos no son todos independientes por lo que solo se pueden especificar dos
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de ellos. Una vez elegidos dos de estos parametros el resto quedan fijados por las relaciones existentes. Lo

mismo ocurre para los filtros de banda eliminada.

Intuitivamente podemos pensar a estos filtros como lo opuesto a los filtro pasa banda y de hecho asi es como
funcionan. Por este motivo, al igual que se realizé para los filtros pasa alto, no realizaremos un analisis del
funcionamiento de los circuitos, dejando el mismo para el lector. A su vez, se incorporan todas las expresiones

gue rigen su funcionamiento y permite disefarlos.

Filtros RLC Serie

R
L
A s
C ——
\j \
1 2
)
H(jjw) = LC
— 2+'w5+i
WETJOTTIC
1 2
) c %
|H(jw)| = | |
\/szz 1 22
I2 +(R_‘")
wo = 1/VLC
_1 L
T RC
Weq
Weo

R

B =W~ we =
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Se puede ver claramente que a pesar de que existe una diferencia en la funcién transferencia, los parametros

caracteristicos son iguales a los del filtro basa banda serie.

Filtro RLC Paralelo

@

*
L]

B 1+(1)2+1 _1+<1)2+1
@e1 = ToRC 2rc) T YT 2RC 2RC) " CL
1

Bzwcz_wclzﬁ
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Un circuito de frecuencia selectiva o filtro permite que las sefiales de ciertas frecuencias pasen hacia la
salida y atenua las sefiales de otras frecuencias. La banda de paso estda compuesta por las frecuencias
de aquellas sefiales que se dejan pasar; la banda eliminada esta compuesta por las frecuencias de las
sefiales que atenudan.

La frecuencia de corte, w,, identifica la ubicacién en el eje de frecuencias del punto que separa la banda
de paso de la banda eliminada. A la frecuencia de corte, el mddulo de la funcidn transferencia es igual a
(1/\/E)Hméx-

Un filtro pasa bajo deja pasa las sefiales cuya frecuencia estd por debajo de la frecuencia de corte y
atenua las frecuencias situadas por encima w,. Los filtros pasa bajo de primer orden tienen una funcién

transferencia del tipo:
. wC
Hjw) =—F—
Jw + w,
Un filtro pasa alto deja pasar la sefiales cuya frecuencia sea superior a w. y atenta aquellas cuya
frecuencia esta situada por debajo. Los filtro pasa alto de primer orden tienen una funcidn transferencia
del tipo:
. jo
H(jw) = ———
Jw + w,

Los filtros pasa bajos y pasa altos pueden ser implementados con circuitos de segundo orden. Para
topologias de este tipo trabajaremos solo con circuitos cuyo factor de calidad Q sea igual a 0.707.
Tanto los filtros pasa banda como los de banda eliminada tienen dos frecuencias de corte, w1, W3-
Estos filtros se caracterizan ademas por su frecuencia central (wg), su ancho de banda (f) y su factor de

calidad (Q). Estas magnitudes se definen como:

Wy = /Wc1- W2

B =we— wey
Un filtro pasa banda deja pasar las sefiales cuya frecuencia se encuentra dentro de la banda de paso es

decir entre w w,,. El filtro atenda las sefiales con frecuencias fuera de la banda de paso. Los filtros
cl c2
pasa banda poseen una funcién transferencia del tipo:

, jwp
H =
() —w? + jof + wy?

Un filtro elimina banda atenua las sefales cuya frecuencia esta comprendida dentro de la banda de
eliminaciodn, es decir entre w.; Yy w.,. Mientras que deja pasar las frecuencias que se encuentran fuera
de dicho rango. Los filtros elimina banda tienen una funcién transferencia del tipo:

2

wo? — w?

—w? +jof + wy?

H(jw) =

Si se conecta una carga a la salida de un filtro pasivo, cambian las propiedades de filtrado, alterando la
ubicacién y la anchura de la banda de paso. Si sustituimos una fuente de tensidn ideal por una cuya
resistencia interna sea distinta de cero, también se cambian las propiedades de filtrado del resto del
circuito, de nuevo alterando la ubicacién y la anchura de la banda de paso. Estos dos ultimos temas
seran desarrollados en la ejercitacién practica.
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Problema 1
Disefiar un filtro pasa bajo RL, cuya frecuencia de corte sea de 2kHz. Utilizando una R=5Q calcular:

a) ELvalor de la inductancia L.
b) |H(jw)| a 50 kHz.

Respuesta: a) 0.4mHy; b) 0.04
Problema 2

Determinar el valor del capacitor a utilizar si el filtro pasa bajo del problema anterior se implementa

con un filtro RC.
Respuesta: 15.92 uF
Problema 3

Un filtro pasa alto RL, posee los siguientes elementos, R=5kQ: L=3.5mH. ¢Cudl es el valor de la

frecuencia de corte resultante?
Respuesta: 227kHz
Problema 4

Calcular los elementos que componen un filtro pasa banda paralelo con las siguientes caracteristicas;

frecuencia central 2kHz, ancho de banda 500Hz. Utilizar una resistencia de 250 Q.
Respuesta: L=4.97mHy, C=1.27uF
Problema 5

Un filtro pasa banda se implementa mediante los siguientes elementos: R=14.92 Q, L=3.17mHy,

C=500nF. Calcular los parametros caracteristicos del filtro si este de constituye:

a) Enserie
b) En paralelo

Problema 6

Calcular la pérdida de potencia activa que se registra en los filtros del problema anterior, para la
frecuencia central, cuando el mismo es alimentado por una fuente de 10V (eficaces) y tiene conectado

en la salida una resistencia de 10ohm.
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Problema 7

Determinar cdmo se modifica la funcion transferencia de un filtro pasa alto RL cuando a este se le
conecta una resistencia de carga en su salida. Ademads identificar como varia los pardmetros

caracteristicos del filtro.

Resolucion

Siendo el siguiente circuito:

La tension de salida estd ahora medida sobre el paralelo entre la resistencia de carga y el bobina. Por
lo tanto la impedancia sobre la que se toma la salida del filtro es ahora en todo momento (para todo
el rango de frecuencia) menor que la reactancia inductiva de la bobina. Esto produce que la tension de
salida sea menor comparada con la tensién para la condicidn de vacio. Otro modo de ver la disminucion
de la tension de salida es que al conectar la resistencia de carga, circula una mayor corriente por la

resistencia R del filtro, por lo que aumenta la caida de tensidn sobre ella y esto reduce la tension de

salida.
La funcion transferencia resultante es la siguiente: K
o
JwLR, R, \.
. R, +jwL (R TR/ Kjw
Rt OB (R YR o Ko

R, + jwL R+R,JL

Calculamos ahora el médulo de la FT
Maximo
Kw
|Hjw)| = ——== ~nerikla €07

Jo? + (Kwy)?

Si buscamos el valor de frecuencia tal que se cumpla la definicidn de frecuencia de corte, o sea que el mddulo

de la funcién transferencia sea igual a 0.707 del su valor maximo posible, encontraremos que:
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w. =Ko,

Es evidente que la frecuencia de corte depende del valor de la resistencia de carga. Veamos que ocurre

para dos valores caracteristicos, en primera instancia para R, = oo la constante K — 1, por lo que

*

w." = w.. En el caso de R; = 0 la constante K — 0, por lo que w.* = 0. Esto ultimo indica que a

medida que la resistencia de carga la frecuencia de corte ocurre para valore mas cercanos a cero, lo
cual responde al hecho de que como ya se dijo la reduccién de la impedancia de salida disminuye la

tension de salida en todo el rango de frecuencia.
Problema 9
Utilice un capacitor de 5uF para disefiar un filtro pasa bajo con una frecuencia de corte de 50krad/s.

a) Especifique el valor de la resistencia.

b) Suponga que la frecuencia de corte no puede incrementarse mds de un 5% ¢ Cual es el valor
mas pequeiio de resistencia de carga que podemos conectar en los terminales de salida del
filtro?

c) Siconectamos las resistencia calculada en el apartado anterior, ¢cudl serd el médulo de la
funcion transferencia cuando w = 0.

Problema 10

Utilizando un condensador de 0.5uF se debe disefiar un filtro elimina banda. Calcular los valores de R

y L, si el filtro de implementa con ambas configuraciones disponibles (serie y paralelo).
Considerar que el filtro debe contar con un ancho de banda de 5kHz y Q=10.

Para las dos alternativas anteriores, calcular como varian los parametros caracteristicos de los filtros

(wg; wq; w,), cuando a éstos se les coloca una resistencia de carga de 1kQ en la salida.
Problema 11

Determinar cémo se modifican los pardmetros caracteristicos de un filtro pasa banda serie. Cuando se

encuentra alimentado por una fuente cuya resistencia interna es no nula.
Resolucién

Segln el enunciado podemos representar el sistema de la siguiente manera.
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Rf L C
44WVV4+444JNW0 | .
+
oy @ 7z R s

La forma mads sencilla de trabajar es calculando la funcién transferencia del filtro en conjunto con la
resistencia de la fuente. Por lo tanto la FT sera la relacién entre la tensidon de la fuente y la tensidon de

salida del filtro.

. _ Uy jw(R/L)
H(]O))_;_ y R+Rf 1
—w +]w(T)+R

Buscaremos ahora determinar los pardmetros caracteristicos de todo el sistema. Comenzamos desarrollando la

expresion del médulo de la FT.

w(R/L)

(o) )

|H(jw)| =

Dada la expresidn anterior podemos calcular su valor maximo y la frecuencia para la cual se da dicho valor.
|H(wo)|l = H R
a) = z T ——
0 ™ T R4 Ry

Donde
wo* = 1/VLC

Queda que la frecuencia central del filtro no se ha modificado, sin embargo el valor de la salida para ese punto
en el espectro de frecuencia es ahora inferior, comparado con el que presentaria el filtro se fuese alimentado
con una fuente ideal de tension. En consecuencia se dice que el filtro presenta una mayor atenuacién en la
banda de paso. Esto era de esperarse que ya dicho comportamiento es exhibido por todo los filtros que

presentan una resistencia en serie entre la entrada y la salida.

Calculemos ahora las frecuencias de corte. Estas pueden ser calculadas igualando la el médulo de la funcién

_ R
transferencia a (1/vV2)Hys, 0 sea V2(R+R))

R+R R+RAN* 1
0o = — f o ( g

2L 2L oL
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L_RER, R+Rf2+1
Wez =757 2L CL

Respecto a los valores anteriores podemos decir que:
*
We1 < We1

(‘)CZ* > We2
Por lo tanto:
i} R+ Ry
B :wcz_w61:T>
Respecto de lo anterior podemos decir que el filtro al estar alimentado por una fuente no ideal presenta un
banda de paso mas grande lo que sumado a la mayor atenuacién de la tension de salida en dicho rango el filtro

presenta un cambio menos marcado entre la banda de paso y las bandas de atenuacion. Esto puedo puede ser

cuantificado mediante el cdlculo del factor de calidad del sistema.

_Vic _
_R+Rf_Q

*

Como conclusion podemos decir que cuanto mas grande la resistencia interna de la fuente de alimentacién

menor serd la capacidad de filtrado del circuito.
Problema 12

Un circuito pasa bajo RL se alimenta con una fuente no ideal que posee una resistencia interna Ry.

Siendo los elementos constitutivos del filtro R=127Q y L=10mHy. Determinar:

a) La expresion de la funcidn transferencia.

b) Frecuencia para la que se obtiene el valor maximo del médulo de la FT.

¢) Valor maximo del médulo de la FT.

d) Valor de la frecuencia de corte

e) Calcular el maximo valor que puede tener Rr.para que la frecuencia de corte no varie mas de
un 10% respecto del valor original del filtro.

En telecomunicaciones existe una técnica donde dénde dos sefiales o mas de diferentes frecuencia y amplitud
son montadas sobre un mismo medio de transferencia. Cada sefial tiene sus propias caracteristicas y permite

enviar mensajes diferentes.
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Serial de baja Suma de ambas
frecuencia y mayor sefales
amplitud

oL T,

Zefial de alta \AARAAN i |
. | |||| NN LIkl I )
frecuencia y menor |||||||I||I II|||.| I I TR0 | /1 J
amplitud V V Vil : )

Para que cada sefial pueda ser inyectada en un extremo del medio de comunicacién y capturada en el otro se

requiere del uso de filtros, generalmente de tipo pasa altos y pasa bajo.

Filtro pasa bajo Filtro pasa bajo

W Medio de Y

comunicacion

Filtro pasa alto i ‘ f Filtro pasa alto

NN
||||I|||II| III || ‘l | | III
I|"|I||||||| \| |'||f II'- ".'I |JI |J|I II||"| ||'.| |L|

Los filtros pasa bajo solo pueden ser atravesados por sefiales de menor frecuencia mientras que bloquean las
de mayor frecuencia. Los filtros pasa alto funcionan de manera inversa. Asi se puede emitir o capturar un
mensaje especifico segun la frecuencia de oscilacidon del mismo. También es posible utilizar filtros pasa banda
cuando se transmiten mas de dos sefales. Incluso los filtros pueden ser ajustables, permitiendo modificar la

frecuencia de corte segln el mensaje que se desee emitir o capturar.

Este concepto se utiliza en las lineas eléctricas de alta tensidon y se conoce como OPLAT (Onda Portadora en
Lineas de Alta Tension), donde sefiales de alta frecuencia son montadas sobre la onda de corriente eléctrica para
utilizar los cables de energia como medio de comunicacidn y asi transportar mensajes. Estos, son de diferente

tipo y estdn relacionados con la operacién del sistema eléctrico, entre los mas destacados se encuentran.

e Actuacién de protecciones y teleproteccién

e Estado de interruptores de linea, enclavamiento, comandos de apertura y cierre

e Medicién de variables eléctricas (corriente, tension, potencia, energia)

e Comandos de esquemas automaticos para desconexién de generacidon o demanda
e Mensajes de voz, texto, etc.
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Para que un sistema como este pueda ser implementado se deben instalar sobre la linea de transmisién los
filtros a fin de aislar las sefales de comunicacion de la onda de corriente, asi como también contar con el

equipamiento necesario para emitir y tomar los mensajes.

Linea de
transmision

Trampa de Trampa de

onda Corriente eléctrica Corriente eléctrica onda

gj en alta tension en alta tensién ,—-6;

Acomplador —L_ Tl Sefial de Sefial de Tl__ Acomplador
T~

capacitivo comunicacion comunicacion “ T capacitivo

La trampa de onda funciona como filtro pasa bajo, a través de ella circula la corriente eléctrica de alta tensién,
la bobina que la conforma ofrece un camino de baja impedancia para ondas de baja frecuencia (50Hz o 60Hz).
Al mismo tiempo boquea el paso sefiales de comunicacién que poseen mucha mayor frecuencia (0.3kHz a
3.5kHz). La inyeccidn y captura de sefiales de comunicacion se realiza mediante un acoplador capacitivo que
funciona como filtro pasa alto, es decir ofrece un camino de baja impedancia para sefiales de alta frecuencia. En
general ambos filtros (trampa de onda y acoplador capacitivo) tienen la posibilidad de variar su impedancia para

ser ajustados en funcién de las frecuencias que se utilizan en cada caso.

Cancamo para izar

Anillo Terminal
anticorona
D;spOSIt{t{o Bobina
de proteccion

principal

Tirante Dispositivo

de sintonia

Psdestal

\

R
ey,

Rejilla anti
pajaros

1

Terminal

i

Cruceta

Referencias: https://oss.mx/documentos/documentos-tecnicos-manuales-de-calidad
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10. ACOMPLEMIENTO MAGNETICO

10.1. Introduccion
Cuando la interaccion entre dos bobinas se realiza a través de un campo magnético, se dice que los circuitos
estdn acoplados magnéticamente. La siguiente figura presenta de manera esquematica dos circuitos eléctricos

gue se encuentran arrollados sobre un ntcleo de hierro que colabora con la interaccion magnética ente ellos.

Primario

Nucleo de

chapa
magneética
aislada

Tipicamente toda maquina eléctrica funciona gracias a la interaccion magnética entre dos o mas circuitos, tal es

el caso de transformadores, motores y generadores.

10.2. Conceptos generales
El analisis del acoplamiento requiere de utilizacion de conceptos relacionados a las inductacias que se

presentardn a continuacion.

10.2.1. Autonductancia
Al variar la corriente en un circuito se produce una variacién del campo magnético y como consecuencia una
FEM que se opone a la causa que la produce. Si el circuito magnético es cuasi lineal, la FEM serd proporcional a

la velocidad de variacién del flujo.

Si se considera un conductor arrollado en forma de bobina, la cual pose N espiras y coeficiente de

autoinductancia L, la circulacion de corriente produce un flujo ¢.
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N
Donde
di  d¢ do
UL—La—NaﬁL— E

Si se cuenta con dos bobinas y por una de ellas circula corriente es decir produce un flujo magnético, parte de

ese flujo puede ser captado por la otra bobina. Este flujo que atraviesa la bobina 2 induce una FEM sobre esta.

N1 ! Nz

La tension inducida (FEM) en la bobina depende del flujo que esta abraza y de su cantidad de espiras. Notar que

en la configuracion anterior solé circula corriente por la bobina 1.

dé1,
vz = N =g

Como el flujo ¢;,depende de la corriente de circula por la bobina 1, entonces la tensién en la bobina 2 también

depende de dicha corriente. Se puede escribir:

1y =k *i p i
=k=x*xi > Vio = M—
12 1 L2 dt
Aplicando las consideraciones anteriores se tiene
d¢12 dll d¢12
Vy,=N,——=M— = M=N.
T dt Z di,

M es una constante denominada inductancia mutua. Por su definicién tiene unidad de [H,].

El valor de M depende de la posicidn fisica de las bobinas entre si y del medio en el cual se propaga el flujo

magnético. Si el medio es lineal entonces.

m =N, 22

8}
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Del mismo modo si ahora la corriente circula a través de la bobina 2 se tiene.

w21

N1 - '_ N2z

El valor de M es el mismo si la corriente circula por bobina 1 y la tensidn se induce en bobina 2 o si la bobina 2

es sede de una corriente y se mide la tensién en bobina 1.

Del total del flujo creado por la bobina 1 la porcién concatenada por la bobina 2 depende del posicionamiento

de los ejes de cada arrollamiento.

La relacidn entre el flujo concatenado por la bobina 2 y el creado por la bobina 1 se llama “coeficiente de

acoplamiento” “k”, idem si se invierte excitacidn y respuesta.

= = %

Siendo

121 ¥y $p1=¢, = k=<1

Existen dos casos extremos:

e K=0 cuando los ejes de la bobinas se encuentras perpendiculares
e K=1 cuando los ejes se encuentras paralelos

Multiplicando los valores de M para cada bobina y considerando un medio lineal resulta

M? = N1¢,21 *NZ@
) L1
Aplicando la definicidn de k se tiene
M2:N1k>|i¢2* Zkﬁi(pl

Reordenando los términos y reemplazando
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Nz*¢2*N1*¢1

%) L

M? = k?

En funcidn de los coeficientes de autoinductancia
M? = k?L,L, = M=kJL,L,

10.3. Analisis de circuitos acoplados

Se toman dos circuitos eléctricamente independientes pero acoplados magnéticamente de acuerdo a la

siguiente.
: (i i) :
R1 i _ 2 R
AN f ) AN
ATA { VYV
il Ll M
vi () L1 = L2 (1) v2
¥ \ h

Es sabido ya, que el acoplamiento magnético produce la induccidon de FEMs (tensiones) sobre una y otra bobina
donde la tensién inducida depende la corriente circulante por la bobina opuesta y del valor de inductancia
mutua. Esto hace que dicha tensién inducida deba ser considerada al construir las ecuaciones de Kirchhoff, tal

como se presenta a continuacion.

di di
Ry +L—t+M—2=v
1%1 ldf dt 1
di di
Ryi,+L,—2+M-—L=y
272 2 dr dt 2

di - . . . ., . .
El factor M% puede ser aditivo a sustractivo dependiendo de la interaccion entre los flujos magnéticos. Dado

gue en el circuito anterior los flujos circulan por el ndcleo en sentidos opuestos entonces el efecto de la tension
inducida por la bobina 2 sobre el circuito 1 es sustractivo, ocurriendo lo mismo con la tensién inducida por la

bobina 1 enla 2.

di di
Rii,+L,~—L1-M-"Z=v
th T di 1

di di
Ryi,+L,—=-M—"t=v
2 ¥l di 2

Si las fuentes de alimentacién son de tipo senoidal entonces las ecuaciones anteriores se transforman en:
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(R1+jWL1)II_j‘UMI =V

(Rz +jzer2)12—jwMI:, =V,

Que en forma general puede escribirse

ZyL+Z,,1, =7,

La impedancia mutua resulta Zp=Zyn

Los circuitos no estan acoplados conductivamente, pero si hay transferencia energética, por lo que decimos que

tienen “acoplamiento magnético”

10.3.1. Corriente Natural

Se consideran ahora dos circuitos acoplados magnéticamente pero donde solo el circuito 1 posee fuente de

alimentacién. Ademas, el circuito 2 posee una llave que permite anular la circulacién de corriente por el mismo.

Ri It - o  R:
[ & — - — -_— L
‘U‘H |::.-1-x: |_1 -’ B auiil M . { ] _. LE | ' S
]_ X ) )

Con S abierto se tiene
(Rf"'fWLJ)IJ =V;

Mientras que al cerrar Sy permitir la circulacién de corriente por el circuito 2 se produce la interaccién magnética

induciéndose tensiones en ambas bobinas.

R, +jalL I.—jzﬁMi=I:’
1 141 2=V

Siendo que en el circuito 2 no existe fuente de alimentacidn, la corriente serd producto de la tensidn inducida
por la bobina 1. En consecuencia puede pensarse que en el circuito 2 existe una fuente dependiente, cuyo valor

depende de la corriente que circula sobre el circuito 1.
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Tz R2
C YW
g jwl2
o ijTz

10.4. Bornes homoélogos

Dos bornes pertenecientes a dos elementos acoplados magnéticamente se llaman homdlogos y se sefialan con

marcas iguales de acuerdo a la siguiente regla:

Para un mismo sentido de las corrientes respecto de los bornes homdlogos los flujos magnéticos de autoinduccion

y de induccion mutua se suman.

Bornes
- homologos
™ ?/” o .
|1 | m— \
e a]| \
0 (I —
L1 D e (] *\r_z
D
) qd |
[ 1s =—
e .
i |2
fia

10.4.1. Determinacién de bornes homdlogos
Métodos de la pila
Si al cerrar S el instrumento (galvandmetro) deflexiona hacia la derecha la homologia de terminales es la

indicada. Al abrir S tiene que forzar el movimiento hacia la izquierda

o]
— ‘,"- ‘,‘lllf . 7 '-—.- . -.I'll‘l‘l'.l‘
Sy ] ,-. gl M -n.: ) ':fR;
T 1 +—F Y

Método con fuente de alterna

Con conexidnen 1: Vs =V1 - V>

Con conexiénen 2: V. = V1
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Si Vs < V. Homologia coincide con la indica

Si Vs > V. Homologia no coincide con la indicada

- v )
Np=— F\
RS = e

10.4.2. Conexionado de bobinas en serie
Hasta aqui se ha considerado que las bobinas si bien comparten el circuito magnético eran eléctricamente
independientes. Sin embargo, existe la posibilidad que compartan también el circuito eléctrico, estando por

ejemplo conectadas en serie.

Conexion aditiva

(R, + ja L, +jzer)}+(R2 +ij2+jzaM)}:[}
o Diagrama fasorial
(R, +R,)+ jao(L,+L,+2M)|I=U

I :ff:éj"_'ﬂﬁz

“ 1 1 .
¢, =Li+Mi ¢, =L,i+Mi
L,=L+L,+2M &

Conexion sustractiva
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l L1+ R L R

* T AN A SERI At A

L Ay LI VWA —

da . o« C
-\ \.-‘ - a-/zM

(R1+ij1—jzaM)}+(R2 +jw L, —jzarM)}=[.]
(R, +R,)+ jo(L,+L, —ZM)]}= U

I =£=¢1f¢2

e
1 1 [

Diagrama fasorial

¢, =Li—Mi ¢, =L,i—Mi

L,=L+L,~2M

10.4.3. Conexionado de bobinas en paralelo
Para el analisis de bobinas en paralelo debe utilizarse el hecho de ambas comparten la misma diferencia de

potencial.

Las ecuaciones de este circuito resultan

joL L+ joMI;=U
joMI+jwL,I,=U ‘
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I, = 77 U= ( Y
—@’LL,+@’M w(L,L,-M?)
. ) L —M .
@\L,L,-M?)
- . L +L,—2M * LL,—M’
I=I+],=—;j 22" 22 U —— L,=—""——
7oL, -1 Y L+L,-2M

10.5. Sustitucién equivalente

10.5.1. Acoplamiento inductivo concordante

1 2 Up=Z11+Z 1>
Un=2Z,1:+Zy 1]

—_—
B

ITi+1>-13=0

N
-
| —
| I
1
[
=
¥
| —
L o=
[
P
iy
L ]
ra

Las corrientes |1 e [z, resultan :

1w vz
s Ij=I3-1> Z [ :|?.2
3 I>=13-11 -Zu’i —‘ .
Sustituyendo y agrupando
. . ) Sintetizando D .
M
Uiz =(Z;-Zy )1+ Zy, I3
. . . ———— 13
Un=(Z,-Zy )1+ Zy I3 .
3
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10.5.2. Acoplamiento inductivo discordante

1 2 Up=2Z,11-Z,; I
L ] [ ] . . .
i Ik Un=2,1-2y i
Z1 LA y In+1:-13=0
) Las corrientes 11 e |2,
resultan
v a3 I;=I;-1>
‘ L] L] L
3 I>=13-1Ip
Sustituyendo y agrupando
. . . Sintetizando
Up=(Z,+Z, ) I1-Zy, I3
——
L] L] L] -
Un=(Z,+Zy)1-Zy I3 3
Ejemplo de desacoplamiento
Z
AJR Desacoplando "
o
‘\\ {f
g ._If \ e — 2B /7 \\‘\b—ZBc
2 e 2 N\ 7R 4/ 2
y ‘\j{ z: /} N\ Zs
/ ‘\\ / Y h{;u‘" X
/'f ZCA\\ trff ZEC ‘n\ Zac {/ i\\_\ZEﬂC
; 7 s
Cd‘ Trmremnn \\ i 'ZAC i / —] — A BI
L A 7. ® i A ¢ Zae | Ze | Fc \’\:\Q\
F et -Zec N
C B
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10.5.3. Circuitos ramificados con inductancias mutuas

(R +R;)+j|l oL, +mL;— S | Ri+jlaoL;- L 17|+
@ C; @ C;

+jo M, J-joM,Ji=E;-E;

U, I J: 1 I .
"y - "y -|:R3+j[zerj —Eﬂh—[[& +R, )+ j[ij-mC +-E|'L:]J_j]+

3 3

+jo M, Ji-joM,Ji=E;—E>

—_fﬂTMMJJ—jﬂM_;qJJ+[R4 +.JT-EL4]:E4

Ee
@ JeMz2ad2
(_:;J;; T jaMisdi éi
* T
L1 W Mz4 — jaMiad2 jeoMizdi
00 (R0 o, L1 Lz P
M'l? Ra
" Ve ) R
R1 C3 Rz jaMud { jewM24J3
i L3 Ja R \ Rz
E1 £, Ez2 Eq
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Problema 73

En los siguientes circuitos magnéticos determinar los bornes homoélogos, calcular U1, U, Us vy

potencia entregada por la fuente.

a)
M13
EE%) L1 — T ( N
e\wa MBW 9 h -3
d
alala
N\
L2
]
R C
b)
M3
B d
+ | D
Q Mle q | Me3
D d
|7 — 7

]

R C
E =50+ 0 o =1rad/s L3=4H M13=3H

C=05F R=6Q M12 = 1H

L1=8H L2=6H M23=2H
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Resolucion

Como primer paso se encuentra la homologia de bornes y se la expresa en el circuito.

_oMs
L A e & — o — =P
D
+ d D
E D L1 Le L3
D M1 e MP3 D
N_|1 7 e N
I B I
: i

El segundo paso consiste en plantear la ecuacidn de la Ley de las tensiones de Kirchhoff en el bucle,

teniendo en cuenta las inductancias mutuas:
.. ) 1 )
E= I[Ja)(l‘l -M, - M13)+ R+ Ja’(l—z -My, - Mzs)_ J E—i_ Ja)(Ls -M; - Mzs):|

E

| =
. . 1 .
I:Ja’(L1 -M,, - M13)+ R+ Jw(l-z -M,, - M23)_ J oC + Ja’(l-s -M,; - Mz3)}

E

[ = -
ﬁdg+L[+g—2MB—2M%—2Mn)+R—j;é}

50v£0°

j1x(8H +6H +4H —2x3H — 2x2H —2x1H )+ 602 — | !
1x 0,5F

| =577 - j385=6932—-337°A
|*=577 + j3,85=693,337° A
S =VI* =500°V x6,93/33,7° A = (2884 + j1923VVA

U, =Ix joll, -M;, ~M, )= (-15,4 + j23,08 V
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U, =Ix joll, -M,, —M,, )= (-1155 + j17,31V

U, =Ix jo(l, —M;; —M,;)=(3,85 - j577 V

Problema 74

Calcular la potencia activa entregada por la fuente.

E=12+4j0 L2=15mH f=159 Hz
C =400uF R1=3Q M=5 mH
L1=10 mH R2=20Q

C

N Re

| | D M

+ /\
F 1 D P o
D
D q
R1

Resolucion

El primer paso es determinar los bornes homdlogos y establecer los sentidos convencionales de las

corrientes.

Re

R1

Luego se efectua el desacoplamiento utilizando fuentes dependientes:
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L1 Le
Ie
|1
+ +
3 joMI2 joMI1
+

R1

Re

Y se plantea una ecuacion para cada malla, quedando el sistema de 2x2:

|'1(Rl + j(a)Ll —%n —E-joMxl, (1)

[, =-dM- )
R, + jol,

Reemplazando (2) en (1):

2nn 2
I, Rl+j(w|_l—ij :E—|1x&
@C R, + jol,

Se despeja el valor de la corriente por la fuente:
I, =(0.863-j1573)A
Y la potencia compleja vale:
|,* = (0,863 + j1,573)A =1794,613° A

S =VI,*=12./0°V x1794.,613° A = (10,356 + j18,876 VA

Por lo tanto, la potencia activa entregada por la fuente es de 10,356 W.

Problema 75

Hallar la potencia activa que entrega el generador y la que absorbe la carga. Calcular el rendimiento de

la transmision.
R1=4,4Q L1 =55 mH E=10V
Cl=76 uF C2=42,1uF Mab=268 mH

La =725mH Lb=106 mH w= 1000 rad/s
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Ra=5,10Q Rb=0,5Q

Rc=120Q Lc =450 mH

RI L1 te
——c
Rc
-+ Lo /M?.b\ Lb
=0 ]
Lc
Ra R
CARGA
Problema 76
Plantear las ecuaciones de bucles del siguiente circuito.
TR
R1 R3
N a B N D q .
£l D U D Le d L3 E
d D Mie d D M3 (] D
I P DR
C1

Problema 77

Calcular la tensién en bornes del interruptor abierto

L1=7mH L2=12mH M12 =4Mh L3 =2mH L4=1mH M34=1mH R=2
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L4

L3

[

Lt

D
Le D

> Mle

C

1
T

Problema 78

©

4+J4 (1000 rad/s>

Hallar la configuracién en estrella equivalente tendida entre los nudos A, By C del siguiente esquema.

A

Problema 79

Determinar los bornes homologos del circuito de la figura si cuando se cierra el interruptor aparece en

los bornes A-B una tensidn con la polaridad indicada. Justificar

L1

% M
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Problema 80

En el circuito de la figura el voltimetro mide una tensiéon V1 cuando el interruptor se encuentra en la
posicion 1 y V2 cuando se encuentra en la posicidon 2. Determinar homologia de terminales si las

mediciones arrojan como resultado que V1>V2.

Problema 81

Indicar cual de las conexiones es la de mayor impedancia. Demostrar.

a)

— M2 T

rl L1 e Le

— M2 T

~1 L1 ~o Le
WAAM‘\/WM‘
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b)

R1 Re R1 R2
L1 Le L1 Le

314/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

11. CIRCUITOS MAGNETICOS

La mayoria de maquinas eléctricas (generadores, transformadores, motores, etc.) cuentan con componentes
magnéticos capaces de producir y canalizar flujos de gran valor. Se utilizan sobre estos dos tipos principales:
materiales magnéticos blandos y duros. Los primeros se utilizan en aplicaciones en las que el material debe
magnetizarse y desmagnetizarse con facilidad, como en los nucleos de los transformadores, rotores y
estatores de generadores y motores. Por otro lado, los materiales magnéticos duros se emplean en
aplicaciones que requieren imanes permanentes que no se desmagneticen con facilidad como motores y

generadores sincronos sin escobillas.

Se pude decir entonces que en estos equipos se utilizan materiales ferromagnéticos para intensificar o

establecer el flujo magnético en una determinada parte del espacio. Llamaremos circuito magnético al

conjunto de dispositivos destinados a crear y encauzar un campo magnético en una determinada parte del

espacio.

Un circuito magnético elemental puede apreciarse en la siguiente figura. Este sistema esta conformado por
un objeto cerrado de material ferromagnético, rodeado por un arrollamiento de N vueltas de un hilo

conductor aislado sobre el cual se establece una corriente | a través de una fuente de tension externa.

_|> .................................... P Material
P ferromagnético
g
P
Uf N C_ P
P
G < Arrollamiento
i errreerrrrsererrmsererrrse i 1

La corriente | en el arrollamiento provocara la aparicidon de un vector de intensidad de campo magnético H.

La relacion entre estas magnitudes puede calcularse mediante la ley de Ampere, calculada sobre la trayectoria

cerrada de longitud medial.

trayectoria media l
campo medio H

¢H-dl=N ————= NI=HI (1)

La intensidad de campo magnético H provoca en el material la aparicion de un vector induccién magnética B.

La induccion magnética se puede expresar seguln las siguientes expresiones:

B = pH = poprH 6 B = poJ + poH

Donde:
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— u: permeabilidad magnética
— Mo= 41t 107 Tm/A: permeabilidad magnética del vacio
— MW permeabilidad relativa del material (para un estado magnético especifico)
— J: vector de imantacion, también denominado intensidad de magnetizacién (M)
Finalmente se calcula flujo magnético @ presente en un circuito magnético a partir de la integral de area.

seccién de area S
induccion magnética media B

&= [[B-dS ®=BS (2)

Combinando (1) y (2) se tiene la expresidn:

NI
¢ =— (3)

Entre los valores que caracterizan los circuitos eléctricos y magnéticos existe una analogia formal que permite
introducir, para los circuitos magnéticos, una serie de conceptos analogos a los que sirven para describir los
fendmenos de los circuitos eléctricos. Partiendo de la ecuacion (3) se plantea la ley de Hopkipson o analogo

magnético de la ley de Ohm:

Fmm  Analogia U
R "R
Donde:
—  @: Flujo magnético - Analogo a la corriente eléctrica |
— Fmm = NI: Fuerza magneto-motriz = Analogo a la tensién o diferencia de potencial U
— R= E: Reluctancia magnética - Analoga a la resistencia eléctrica R

A partir de esto se puede hacer una equivalencia entre el circuito magnético anterior con uno eléctrico de la

siguiente forma:

I o
—

C) N o

—

c
=
Z
a)
UUUUU

Asi, gracias a la similitud de las formulas, el conjunto de los elementos que canalizan el flujo, pueden
compararse a un circuito eléctrico del mismo esquema y tratarse como tal en los calculos. Debe tenerse en
cuenta que no se trata, sin embargo, mas que una analogia matemadtica ya que los fendmenos fisicos

involucrados son completamente diferentes.
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Finalmente debe tenerse en consideracion que la intrinseca relacién no lineal entre el campo magnéticoH y

la_induccién magnética B restringe los métodos a aplicar en la resolucion de tales circuitos magnéticos,

haciéndose necesario aplicar métodos graficos o computacionales para la resolucion de los mismos.

11.1.2.1.  Circuito serie

Si el recorrido de las lineas de campo de un circuito i -

— N
e = ) — = N
magnético se encuentra con zonas de propiedades = 2
sae . . . <“~~~
magnéticas y geometrias diferentes, la reluctancia total del B
- . . NQll||1 3
circuito puede descomponerse en una serie de reluctancias T
parciales de forma tal que la reluctancia total es igual a la CNN_D 4
suma de las reluctancias parciales (de forma analoga a un e =)
- _J
circuito eléctrico). En el circuito de la figura, se cuenta con 4
reluctancias (1 a 4) conectadas en serie.
11.1.2.2.  Circuito paralelo
En otros casos, el flujo magnético total del circuito magnético ' - = N
toma distintos cambios parciales. Cada uno de estos circuitos »)
. . . - a
parciales tiene un recorrido cerrado, utiliza una parte de las ‘\-D
) [OR O,
lineas de campo totales y conduce sélo una parte del flujo N < g = =
=
magnético total, de forma que la suma de los flujos de todos d 1 2 3
N\~
los circuitos magnéticos parciales es igual a flujo total. En este
- . . . \ ~
caso los circuitos parciales estan en paralelo, la permeancia

total es equivalente a la suma de las permeancias de los circuitos magnéticos parciales.

11.1.2.3.  Dispersion y entrehierro
Aunque la elevada permeabilidad magnética de los materiales ferromagnéticos hace que la mayor parte de las
lineas de campo queden conducidas por los circuitos magnéticos realizados con tales materiales, el aire y, en
general, los materiales amagnéticos no actuan como “aislantes magnéticos” y una pequefa parte de las lineas
de campo se “escapan” del circuito magnético, circulando fuera del él. Asi el flujo total @, (generado por las
bobinas o un iman permanente) constara de un flujo Util @ y un
flujo de dispersion ®q 0 de fuga que no participa en el circuito

ferromagnético.
D= O+ Py

El coeficiente de dispersién o de Hopkinson v es un pardmetro

gue toma valores 1,1 a 1,3 y se define mediante:

317/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

L@ D+

VS )

- O=vP

Como se observa en la figura en algunos casos es preciso incluir un parte de material amagnético dentro del
circuito magnético, la cual se denomina entrehierro. Normalmente estos estan formados por aire. Las lineas
de campo, en su paso por el entrehierro, sufren una expansion que aumenta la seccion a través la cual circula
el flujo magnético. En este apunte, salvo que se indique expresamente lo contrario, se despreciara esta

expansion y se supondra la misma seccidn que la del material ferromagnético.

Se aprecia que el enterhierro queda en serie con el camino ferromagnético. Ya a que la permeabilidad de los
materiales ferromagnéticos es mucho mayor a la del aire, suele ser una primera aproximaxién en la resolucién,

depreciar la reluctancias del ferromagnético y contemplar sélo la reluctancia del entrehierro.

Segun su comportamiento frente a la exposicion de campos magnéticos, los materiales se clasifican en:

— Diamagnéticos (d): reaccion débil, negativa y repulsiva de un N

material a un campo magnético aplicado; un material B
diamagnético tiene una pequeiia susceptibilidad magnética

negativa. iu_p Ju 0

— Paramagnéticos (p): reaccion atractiva, positiva y débil de un

material a un campo magnético aplicado; el material ,U”
paramagnético tiene una pequeila susceptibilidad
magnética positiva. H
— Ferromagnéticos (f): creacion de una magnetizacion muy

grande en un material cuando se somete a un campo magnético aplicado. Después de que se suprime
el campo aplicado, el material ferromagnético retiene significativamente de la magnetizacion.

Por sus propiedades, dentro de la ingenieria eléctrica, resultan de gran interés los materiales ferromagnéticos

(Hierro, Cobalto, Niquel y aleaciones). En estos materiales la relacidon entre el campo magnético H y la

induccién magnética B no tiene una expresion analitica exacta, de modo que se la representa, para cada

material ferromagnético, en formas de curvas de imantacion o magnetizacion determinadas

experimentalmente.
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O L B S B e A modo ilustrativo se muestra en la figura siguiente nueve curvas de
magnetizacion de materiales ferromagnéticos diferentes,

mostrandose aqui sélo el comportamiento del primer cuadrante

o
w
L]
'_
o 1.Hoja de acero, 2.Acero al silicio, 3.Acero de crisol, 4.Acero al
1.0F 5 tungsteno, 5.Acero magnético, 6.Hierro de crisol, 7.Niquel, 8.Cobalto,
L 6 — i .
081 > 9.Magnetita
ot 471 :
04l /. 8 :
L/ 9 E
02F E

0 2I0 I 4ID I 6'0 I 8I0 I1{I)[)I‘150I14I10I 160

H Amperes-vueltas / pulgada Los metales ferromagnéticos adquieren grandes magnetizaciones
cuando se colocan en un campo magnetizante, y permanecen en la condicidn magnetizada a un menor grado
después de que se suprime el campo de magnetizacidn. Se considerara el efecto de un campo aplicado H sobre
la induccion magnética B de un metal ferromagnético durante la magnetizacion y desmagnetizacién, como se

muestra en la grafica de B en funcion de H de la figura siguiente.

Primero, se desmagnetiza un metal ferromagnético como el hierro. Después, se aplica un campo magnetizante
a la muestra y se sigue el efecto del campo aplicado sobre la induccién magnética. Cuando el campo aplicado
aumenta desde cero, B crece desde cero a lo largo de la curva OA hasta que la induccién por saturacion se
alcanza en el punto A. Después de reducir el campo aplicado hasta cero, la curva de magnetizacion original ya
no se vuelve a trazar y ahi permanece una densidad de flujo magnético conocida como induccién remanente
B, (punto C). Para disminuir la induccion magnética hasta cero, debe aplicarse un campo inverso (negativo) de
la cantidad Hc, que recibe el nombre de fuerza coercitiva (punto D). Si el campo aplicado negativo se aumenta
todavia mas, a la larga el material alcanzara la induccion por saturacion en el campo inverso en el punto E.
Cuando se suprime el campo inverso, la induccion magnética
volvera a la induccion remanente en el punto F y luego de la
aplicacion de un campo positivo, la curva B-H continuara el
trayecto FGA para completar un circuito. Una aplicacion

adicional de los campos aplicados inverso y directo para la

inducciéon por saturacion, producira el ciclo repetitivo de H

D O G
ACDEFGA. Este circuito de magnetizacion se conoce como ciclo

de histéresis, y su drea interna es una medida de la energia
perdida por el trabajo realizado por medio del ciclo de

magnetizacidon y desmagnetizacidn (tipico ante una circulacion E

de corriente alterna).
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La parte de la curva situada en el segundo cuadrante, limitada por la induccion remanente B, (H=0) y la fuerza

coercitiva H. (B=0) se llama curva de desmagnetizacion y se utiliza para el calculo de imanes permanentes.

Un material magnético blando se magnetiza y desmagnetiza con facilidad, mientras que un material

magnético duro es dificil de magnetizar y desmagnetizar. En un

L . Lo CICLOS DE HISTERESIS
principio, los materiales magnéticos blandos y duros eran

fisicamente blandos y duros. En la actualidad, sin embargo, la | |
dureza fisica de un material magnético no indica necesariamente
si es magnéticamente blando o duro. Los materiales blandos FA
: H H
como las aleaciones de hierro con 3 a 4 por ciento de silicio que se LJ
utilizan en los nucleos de transformadores, motores vy
generadores tienen ciclos de histéresis reducidos con bajas
fuerzas coercitivas. Por otro lado, los materiales magnéticos Mag”béggzgqe”te Mag”ézﬁarg”e”te

utilizados en los imanes permanentes tienen ciclos de histéresis

anchos con fuerzas coercitivas altas.

Suponiendo un circuito magnético elemental formado por una bobina de N espiras arrollada sobre un nicleo de
seccion S, longitud media |, volumen V y reluctancia R fabricado con un material de permeabilidad magnética
K. La bobina esta recorrida por una corriente i que produce una fuerza magnetomotriz Fmm y sus espiras
atravesadas por un flujo @, lo que hace que la bobina tenga unos enlaces de flujo total . L es la inductancia

de la bobina. Todas estas magnitudes se relacionan entre si de la siguiente manera:

V=51 f%&:% T =N-i=H-I
ns

La energia magnética Wy, almacenada en el sistema vale:

L]

W, = [ﬁH dB}dV = ﬁHdB} (§-1) = ?(H 1)(S - dB) = [ d®

VLo 0 0

ol L] b4
Wy = [(N-i)dd = [i(N-db) = [id¥
0 0 0

@ W
W, = [o7 dP = [id¥
0

Obteniéndose andlogamente una funcién matematica la coenergia magnética que suele usarse en el campo de
magnetismo:
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oF i
W= [@d = [Wdi
0 0

Las siguientes figuras muestran la curva Flujo — Fuerza MagnetoMotriz de un circuito magnético lineal y alineal

y las areas que definen Wm y W'm

@ D

5
@ ol 77777777
0
7 700
% 7
ALY
AN Wa
Z
7 ALINEAL
- 7
En medios lineales se verifica que: _ 72
q Wm:“.r'm:lq;&q:):l;.ﬁ'(pgzl"ﬁ_
2 2 R
_ 1 1 Li
L=N—}’P7‘:N1 - “‘!m_“ﬂm_aﬁﬁq):a(\l)_
De donde se puede expresar: !
; ' 1.2
“’m =W m = ; Li

(medios lineales)
A través de otra operatoria matematica

iError! No se encuentra el origen de la referencia., también considerando permebilidad constante como sucede

en el caso de un entrehierro se encuentra

1 . . . .
W = ER(DZ en total correspondencia con la encontrada mediante trabajos virtuales.

11.1.5. Fuerzas - Principios de los trabajos virtuales
Del mundo real es evidente que en un circuito magnético como el de la figura aparece sobre la pieza mévil una
fuerza horizontal f que tiende a “acercar” dicha pieza o de otra forma reducir la distancia x, y que provoca

entonces un torque o par M que tiende a reducir el angulo 6.

Existen diversos caminos para calcular la fuerza f X
y torque M siendo uno de ellos el principio de los
1 r () = =
trabajos virtuales. Supongamos que la fuerza f 5 5
- . . + ./
provocara un movimiento diferencial en la « g
T—
o : . P
direccién de x (o de forma equivalente, un giro " b N 0
[~
diferencial de 6) y que este movimiento realiza D
. <
de forma que se mantiene constante el valor de - \\D
flujo. Esto no significa que se va a mover, pero si \
Pieza fija

supone un movimiento ficticio (virtual) de esta
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manera los valores de f y M se pueden calcular a partir de la variacidn que se presentaria en la energia magnética

almacenada en los mismos:

f =- a‘Wrm M = - a‘IWm

9Ix d=cte 96 D=cle

Si el movimiento virtual se realizara de forma que la corriente de la bobina permaneciera siempre constante, se

deduce que fy M se puede obtener a partir de las variaciones de coernergia magnética:

1-‘ = 4 a\;VIIII M = 4+ aw11]!

dx J0

i=cte i=cle

Aplicando este principio sobre un sistema lineal (o linealizado en su punto de operacidon) se deduce que:

R _ N )
fo-dedf_1 g2 dfl)_1pdb
2 dx 2 dx | 2 dx
2 ) - ( \' 2
Mz—l¢‘ﬂ=lﬁf‘i|#J=li‘£
2 de 2 de (=& 2 de

Considerando que el electroiman de la figura previa se encuentra cerrado es posible calcular la fuerza
“portadora” o de “sujecién” considerando que la reluctancia del entrehierro se ve afectada sélo en la distancia

X, sin afectarse la superficie.

_ _lg2 L _ _Bs
- f= 2(15 HoS - f= 2uo

x dR 1
_ &

T oS dx oS

Se encuentra asi una ecuacion de la fuerza muy utilizada que sélo resulta valida cuando el volumen del

entrehierro es mucho menor que la del material magnetizado y se ignoran los efectos de punta.

Cuando un material ferromagnético se ve sometido a la accién de un campo variable en el tiempo, en su interior
se produce fenédmenos fisicos que conllevan un gasto de energia que, finalmente, se acaba convirtiendo en calor.
La potencia correspondiente a dicha energia, naturalmente activa, se la denomina Pérdidas Magnéticas. De

forma general el gasto de energia se divide en dos fendmenos, la histéresis y las corrientes de Foucault.
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11.1.6.1. Pérdidas por histéresis
Los cambios de tamafio y las rotaciones de los dominios magnéticos que se producen en el interior de un
material ferromagnético sometido a una excitacion magnética variable, conllevan el gasto de una energia debido
al fendmeno de histéresis magnética. Formalmente el trabajo

desarrollado en un ciclo de histéresis puede obtenerse cOmo: e, encerrada por el

M

riclo de histérecic

Wh= §H-dB

Esta energia finalmente se acaba transformando en calor.

Desarrollando matematicamente la expresién se obtiene que la e
energia desarrollada durante un ciclo y por unidad de volumen de

material ferromagnético es proporcional al area encerrada dentro

By

del ciclo de histéresis.

De esta forma, si la excitacién magnética estd variando de forma periddica con un periodo de T segundos, lo que
equivale a una frecuencia de f=1/T [Hz], la potencia perdida por histéresis en una pieza de material

ferromagnético de volumen Ve, vale:

Ve * Area del ciclo
PH = T

= Vg - Area del ciclo - f

Esta expresidon no depende de la forma en como varia la excitacion en el tiempo, sino sélo de su frecuencia, del
volumen del material ferromagnético y de sus propiedades magnéticas (de las que depende el area de su ciclo
de histéresis. La férmula de Steinmetz es una relacién empirica que permite obtener las pérdidas por histéresis

de una pieza de material ferromagnético:
Py =Vpe ky By~ f

El coeficiente de Steinmetz ky y el exponente de Steinmetz a dependen del material ferromagnético y se
obtienen experimentalmente. a toma valores entre 1,5 y 2,5, siendo 1,6 su valor mas habitual. En el acero al

silicio Kn toma valores entre 100 y 200.

11.1.6.2.  Pérdidas por corrientes de Foucault
Los materiales ferromagnéticos son metales y, por consiguiente, son conductores eléctricos. Por lo tanto,
cuando se ven sometidos a un flujo variable en el tiempo se inducen fuerzas electromotrices (fems) en ellos, que
dan lugar a la circulaciéon de corrientes en su interior. Estas corrientes inducidas en la masa del material

ferromagnético se denominan corrientes parasitas (Eddy currents) o corrientes de Foucault.
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El material ferromagnético presenta una resistencia eléctrica, por lo que la circulacién de las corrientes de
Foucault da lugar a pérdidas por efecto Joule (I?R). Para reducir este tipo de pérdidas se aumenta la resistencia

gue presentan las piezas de material ferromagnético construyéndolas no de forma maciza (como la fig. a) sino

mediante el apilamiento de multiples chapas delgadas,
aisladas entre si colocadas de forma tal que su plano sea

paralelo al de las lineas de campo magnético (fig. b). Esta

disposicion aumenta la longitud del recorrido y disminuye la

a)
seccion neta, incrementando asi la resistencia eléctrica total
a la circulacion de las corrientes parasitas.
Para una condicién similar al caso de la fig. b, donde campo
magnético B variable atraviesa un paquete de chapas de
material ferromagnético y que la induccidn magnética B varia )

de forma sinusoidal:
B = Bycos (2rft)

Planteando la integral de las pérdidas producidas por un hilo diferencial de corriente que circula por un

diferencial de resistencia, se encuentra que las pérdidas por corriente de Foucault se pueden calcular segun:
— . .q2.4-B2 .f2
Pp=Vge kp-a“ 0 By f
Donde:

e Ve Volumen del material ferromagnético
2

. . . . . . A
o k¢ Coeficiente del recorrido de la corriente que para bajas frecuencias vale s

e a: Espesor de las chapas de material ferromagnético

e o: Conductividad eléctrica (inversa de la resistividad) de | material ferromagnético
e Bw: Valor maximo de la induccién magnética

f: Frecuencia de la variacién de B

11.1.6.3.  Pérdidas magnéticas totales
Conforme se deduce de los resultados previos, las pérdidas totales en el hierro resultan la suma de una

componente por histéresis mas otra por corrientes de Foucault:
Ppe = Py + Pp = VFe'(kH'BI%,I'f'l'kF'aZ'O-'BI%I'fZ)

Se destaca, que fijadas las caracteristicas intrinsecas del material, las pérdidas en el hierro sélo dependeran de

la frecuencia y del valor maximo de la induccion magnética.
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11.2. Circuitos excitados con una fuente de corriente continua

Si se hace circular una corriente continua sobre un arrollamiento que abraza un circuito magnético, se
establecera un flujo magnético constante (en el tiempo) sobre el mismo. Las relaciones que se establezcan entre
las variables eléctricas y magnéticas se pueden relacionar mediante la Ley de Hopkinson previamente enunciada

y, naturalmente, las caracteristicas de los materiales presentes.

Si se cuenta con una bobina alimentada con una tensidn continua V, por ella circulard una corriente continua

I=U/R (ley de ohm), independiente de la reluctancia R, o sea independiente del circuito magnético. Por otra

parte, el flujo va a depender de las caracteristicas magnéticas y de la resistencia de la bobina, tal como se

obtiene de la Ley de Hopkinson:

_J’mm_ NV

R R R
Para poder explicar los conceptos de forma aplicada, se presentan a continuacion los célculos requeridos sobre

ejemplos elementales tomando distintas condiciones conocidas e incégnitas.

11.2.1. Ejemplo 1 — Circuito magnético homogéneo
Caso A: Tomando la caracteristica B-H del material y las caracteristicas constructivas del circuito se desea

calcular la corriente necesaria para operar con un nivel de induccién magnética B =1 Tesla.

Caso B: Tomando la caracteristica B-H del material y las caracteristicas constructivas del circuito se desea calcular

el flujo @ del circuito si el bobinado es recorrido por una corriente de 2,5 A.

i = pEE——) 14
- N L — EEm=—
* [« L 1
e S\ L L 08 4
v R N = £ /
> @ 06 /
_ @ anl l 0,4
D 100 0,75 /
& ') 0,2
L ) 140 0,875 .
200 1 0 100 200 300 400 500 600
) 330 1,125 H[A-v/m]
Datos constructivos: 620 125

e Seccién S =4cm?
e longitud total del circuito magnético /=20 cm

e Cantidad de espiras (vueltas) N = 30

Resolucion Caso A
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Partiendo de un nivel objetivo de induccion magnética B, el valor de campo magnético H requerido se

encuentra directamente relacionado con el material, el cual resulta de la curva del mismo H= 200 Av/m.

. , . . Hl 200 Av/m 0,2 m
Siendo asi la corriente requerida: [ = ~ = # =1,334

Resoluciéon Caso B

Para el Caso B, considerando un material homogéneo, el proceso de resolucion es reciproco. Se calcula

inicialmente la fuerza magnetomotriz (Fmm) generada por la corriente indicada.
Fmm = NI =30-2,54A="75Av
Por otra parte se obtiene la funcion @ = ® (Fmm) a partir de la curva B = B(H).

Finalmente, el flujo solicitado se determina directamente (interpolando) de la curva obtenida, ingresando desde

el eje de las abscisas. El valor objetivo resulta entonces @ (75Av) = 458uWb

Las relaciones entre el flujo ® y la fuerza magnetromotriz Fmm con la induccién magnética B y el campo

magnético H para tal punto de operacion se obtienen, respectivamente, de las caracteristicas constructivas.

Nota: “Av” corresponde a la abreviacion AMPERE - VUELTAS

600
FMM[AvV] | @ [uWb]
H [A-v/m] B [T] —
=Hx¢ =BxS 500 Es=mas
—0 0 -__-.----..-‘ﬂr--.l—l
0 0 400 1
75 0,625 15 250 g i
100 0,75 20 300 S 300 ]
140 0,875 28 350 200 :
200 1 40 400 / A
100
330 1,125 66 450
375 1,144* 75 458* 0
0 20 40 60 80 100 120
620 1,25 124 500
* Valor interpolado FMM [A-v]

140

11.2.2. Ejemplo 2 — Circuito magnético con entrehierro (no homogéneo)
De modo analogo al ejemplo anterior se desean resolver los casos Ay B considerando que el circuito magnético

cuenta ahora con un entrehierro (e).

Caso A: Tomando la caracteristica B-H del material y las caracteristicas constructivas del circuito se desea

calcular la corriente necesaria para operar con un nivel de induccién magnética B = 1 Tesla.
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Caso B: Tomando la caracteristica B-H del material y las caracteristicas constructivas del circuito se desea calcular

el flujo @ del circuito si el bobinado es recorrido por una corriente

de 90 A.

Datos constructivos:

e Seccion S=4cm?

e longitud total del circuito magnético /=20 cm

e Cantidad de espiras (vueltas) N = 30
e Entrehierro e = 0,2 cm. Considerar que es suficientemente pequefo, de modo que S. = S.

e Material seguin curva adjunta

2 Curva del Material
1,8 ot H[A-v/m]  BI[T]
16 20 0,04
14 7/ 40 0,29
_ 1’? / 60 0,68
= 80 0,88
0,8
160 1,15
0,6
04 300 1,46
0.2 CURVA DEL MATERIAL - o0 165
0 } | } 1200 1,8
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 2000 1,85
H[A-v/m] 3000 1,87

Resolucidon Caso A

El circuito magnético en cuestion puede representarse por un equivalente conforme a la siguiente figura. En
el mismo se considera que todo el flujo generado por la fuente de FMM (NI) se cerrara a través del camino

magnético, el cual presenta un solo flujo y distintas reluctancias R1

en base a las caracteristicas fisicas del mismo. \/\/\/\

. o] e
Considerando Se =S, resulta B, = B = 5= 1,0T o
Tomando la caracteristica del material y considerando que en el Re
entrehierro vale la permeabilidad del vacio, se obtienen H, = +

#E = 795775%y Hy ~ 116% (obtenido de la curva B-H del Fmm

0
material)

De esta forma, la caida de potencial magnético total se puede
plantear como:

Fmm=N-I=H,-l;+H,1,

A A
= H{-li;+H,"l, = 795775E +0,002m + 116;- 0,2m = 1591,54v + 26,2 Av = 1614 Av

Hi'li+Hele

Por ultimo la corriente total requerida resulta - I = =53,824
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Resolucion Caso B

Siendo que el material no es lineal la resolucidn de este caso no puede hacerse de forma directa. Una opcién es
representar la curva del elemento completo (ferromagnético mas entrehierro) y resolver de forma grafica. La

otra opcién, adoptada aqui, es resolver de forma iterativa tal como lo haria un programa de calculo.
En primera instancia, la FMM se calcula directamente con la corriente y nimero de espiras.

Fmm = NI =30-904 = 2700 Av

Asimismo la reluctancia del entrehierro resulta: R.= Ls = 3.978.874 Av/Wb

Ho

Como primera aproximaciéon podemos suponer que el camino del ferromagnético es practicamente despreciable
frente al entrehierro (o sea R; << R.) de modo que practicamente toda la FMM caera en el entrehierro. Esta

condicion nos dara un flujo maximo ya que no considera la caida en la reluctancia del ferromagnético.

— PASO1-RiD0-® = Opuy = jr:’;—e"‘=e;78,6uwm>

Conociendo ahora una primera aproximacién del flujo previsto, se puede calcular la caida de potencial
magnético que se presentaria en esta condicién y a partir de alli estimar un nuevo valor de flujo. Para realizar

esto se calcula la tabla @ — FMM en base a la curva B-H, la longitud y seccion del material.
— PASO 2 - R, tal que @ = 678,6 uWb

Interpolando la curva @ — FMM se tiene que para ese nivel de flujo la caida en el ferromagnético es: H; - l; =
150 Av. De esta forma se tiene entonces otra aproximacion, considerando ahora que en el entrehierro la caida

sera Fmm — H;-l; = 2550 Av

800

700 —— e

600 —
500 /
= 400
Y
2300
°
200

100 l

0

0 50 100 150 200 250 300
FMM [A-v]

Fmm-— Hq'ly

— PASO 3 - Recélculode @ = = 641 pyWb
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De forma analoga se ingresa nuevamente a la curva y se obtiene un nuevo valor de la caida de potencial para tal

nivel de flujo (H; - l; = 103 Av), con este valor se vuelve a calcular un flujo. Este proceso se repite hasta que

los sucesivos pasos no tengan un impacto relevante en el resultado.

— PASOS SIGUENTES

A modo de resumen la siguiente tabla muestra los resultados obtenidos para los siguientes pasos. Notese que

a partir del tercer paso los resultados no varian apreciablemente.

teracion| MM | HIK1 | Hexle o

[Av] [Av] [Av] | [nWb]
0 2700 0 2700 | 6786
1 2700 150 2550 | 640,9
2 2700 103 2597 | 652,7
3 2700 111 2589 | 650,7
4 2700 110 2500 | 650,9
5 2700 | 110,2 | 2589,8 | 650,9

700

690
680 /
670

660
/

g 650 e
Z 640
€ 630

620 /
610 /

600 /

50 100 150
FMM [A-v]

. . - . . ., @
Finalmente se encuentra que el flujo solicitado es de 650,9 uWb lo que equivale a una inducciéon B = 5=

1,6T

El siguiente circuito magnético consta de tres ramas, una de ellas cuenta con un entrehierro (e) mientras que

otra cuenta con un bobinado (NI). Se desea determinar la corriente continua a inyectar en el bobinado para

establecer un flujo magnético en el entrehierro de 0,1Wb. Calcular también todos los flujos magnéticos

presentes en el circuito. Considerar que el espesor del entrehierro (e) es suficientemente pequefio, pudiendo

considerarse que la seccion del mismo es idéntica a la del tramo 3.

(+

TRAMO 1

A TRAMO 3

s

[ITRAMO 2

Resolucidn

Datos:

(] S1=53=0,1m2
e S;=0,2m?

° K1=1m
o £z=0,5m

o l=1,2m

e =0,001lm

®.=0,1 Wb

N =100 vueltas

Material segtin curva adjunta Ej2
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El circuito magnético en cuestion puede representarse por un equivalente conforme a la siguiente figura. En
el mismo se considera que todo el flujo generado por la fuente de FMM (NI) se cerrara a través del camino

magnético, el cual presenta distintas reluctancias en base a las caracteristicas fisicas del mismo.

En estas condiciones se pueden plantear

directamente las siguientes ecuaciones: R1 R3
b1 @3
Tmm:NI:Hzlz‘l‘Hlll
= Hi-y=N-1-H,-1, (1
1 4 271 (1) R2 (O]
Tmm=N'I=H2'12+H3'l3+He'le
= H3'l3+He'le=N'I_H2'l2 (2) mz Re
+

Asimismo considerando S. = Ss, resulta B, =

By=2=10T Fmm
S3
Considerando la caracteristica del material y
considerando que en el entrehierro vale la
permeabilidad del vacio, se obtienen H, = % = 795775%y H; = 116% (obtenido de la curva B-H del
0

material)

De esta forma, la caida de potencial magnético de la rama 3 resulta segtn (2):

= H;-l3+H,-l,=795775-0,001 +116-1,2 =935 Av

Juntando (1) y (2) se tiene entonces: H3 - I3+ H, - l, = H;-l; =935Av = H; =9354/m
De donde, tomando la caracteristica del material se obtiene: B; = 1,738 T

Resu|tand0: (pl = Bl - 51 = 0,1738 Wb V' (pz = (pl + (p3 = 0,2738 Wb

Luego, a partir de &, se determina B, = % = 1,369 T obteniéndose de lacurvaB-H > H, = 262%
2

Asi se obtiene la fuerza magnetomotriz Fmm =N-1=H, 1, + H;-l; = 262-0,54+935-1 = 1066 Av

Finalmente a partir del niimero de espiras se obtiene la corriente requeridal = 10,66 A
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Considerando que el circuito magnético se alimenta con una tension alterna v(t) = \/ZVcos(a)t) en la

bobina se presentara una diferencia de potencial asociada a

I(t)
la resistencia Ry, por ley de Faraday, a la variacién del flujo ¢ —_ .

. +
observado en cada una de las N espiras.

e
nnlnn
|
UUUUU

D=ri+ ¥ _pi+n Ex
v(t) = Ri+ Z-=Ri+ N-7-

Despreciando inicialmente el efecto de la resistencia

(condicion razonable en las maquinas eléctricas), se puede escribir que

o= N2 o {0 V2

It — ¢ = MV -sen(wt) = ®pax - Sen(wt)
. V2., V2 1 _ N-F-
Siendo d)MAX = Na)V = N2nf = Naadf V= 4‘,4‘4 N f d)MAX

En funcion de esto se encuentra que cuando un circuito se alimenta con corriente alterna, el flujo depende de
la tension y de la frecuencia, sin que influyan las caracteristicas del nucleo (no interviene la reluctancia). Sin
embargo, dado a que el flujo y la corriente se relacionan mediante la ley de Hopkinson, para obtener el flujo
@ debera circular una corriente proporcional a la reluctancia. Es decir, el valor de la corriente va a depender
de las propiedades magnéticas del circuito; justo lo contrario al caso en el que el circuito magnético se

alimenta con tension continua.

Las ecuaciones previamente presentadas muestran que la tension y el flujo (integral de la tensidn) se
encuentran desfasados 90°. Por otra parte, si suponemos que el circuito magnético no tiene pérdidas en el
hierro la corriente que circula por la bobina se dedica inicamente a generar flujo y por lo tanto debe estar en
fase con él y ser proporcional a él (dentro del rango de la linealidad del material). De esto se deduce que el
diagrama fasorial que relaciona estas magnitudes es presentado a continuacién, donde se aprecia que es

similar al de una bobina ideal sin resistencia, valiendo un circuito equivalente como el adjunto.

La reactancia de la bobina equivalente esta relacionada con su Vv I
ry L
inductancia: n
Noé N&  NFmm _ NNi
X,=2nfL, siendol, =—=—=—=—-——=——
H f H K i i i R i R [ Vv
L = ,uNZS
kT
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Asi en un circuito magnético sin pérdidas en el hierro y con resistencia despreciable, alimentado con corriente

alterna sé6lo consume potencia reactiva

Supongamos ahora que la bobina sigue teniendo una resistencia R practicamente nula pero las pérdidas en el
hierro Pre ya no son despreciables. Estas pérdidas, que se producen en el nicleo magnético debidas a la
histéresis y las corrientes parasitas, exigen que la bobina consuma una potencia activa del dominio eléctrico
que luego se transformaran en calor. Asi la corriente de magnetizacion total estara asociada a una
componente reactiva (previamente presentada) y una componente activa (pérdidas), haciendo que su fase

resulte menor a 90° (respecto a la tensidn de alimentacion).

Ip,, =1cosp 1,=1Iseng

La componente magnetizante (l,) es la que genera el flujo y por lo tanto es paralela a éste y sélo consume
potencia reactiva. La componente de pérdidas (lrre) s paralela a la tensién por lo que consume potencia activa

que tiene que tener un valor igual Pe..

De modo que se deduce que el circuito eléctrico equivalente de un circuito magnético alimentado con

corriente alterna y que contempla las pérdidas magnéticas puede ser representado por la figura siguiente.

En este aparece la reactancia de

magnetizacion (X,), calculada como se Fe

indica en el apartado anterior y la O
resistencia de pérdidas en el hierro R¢.

de valor tal que:

2
RFe= U/PFe
)

Siendo las pérdidas totales en el

hierro: Pr, = Vio - (ky *BY - f+ kp-a? -0 B - f?)

Circuito magnético con dispersion, resistencia y pérdidas en el hierro
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Finalmente se considera aqui que la bobina del circuito magnético cuenta con resistencia R apreciable y que
ademas el flujo total @, de la misma se conforma por un flujo atil ® y una componente de dispersion @4 que

no se cierra por el material magnético.

i )
Se puede definir una reactancia de dispersion (leakage) Ld y = r,s\—(b—>—\
\
una reactancia de dispersion Xd: 5 S AT| o g
N c |, o ‘*(l)d
. Yd No v el
X4 = 2nfL, siendoL; = —=— R ITH ;,\;\
q \ )
, - /
h:/
= e,
¢ =

De esta forma se puede construir un el circuito equivalente
mas detallado, conforme se presenta en la siguiente figura. Donde la R corresponde a la resistencia 6hmica

del bobinado y los restantes componentes se obtienen conforme a lo presentado previamente.

En los materiales ferromagnéticos la permeabilidad p no es constante y se por lo tanto la corriente | no varia
de forma sinusoidal en el tiempo. Sin embargo, esta corriente se puede sustituir por otra corriente sinusoidal
equivalente que tiene el mismo valor eficaz y que origina las mismas pérdidas en el hierro. Esta corriente

equivalente es la que, de manera implicita, se utiliza al aplicar un circuito equivalente como el presentado.
11.4. Ejercicios
Problema 1

a) Tomando la caracteristica B-H del material y las caracteristicas constructivas del circuito se desea
calcular la corriente necesaria para operar con un nivel de induccién magnética B =1,2 Tesla.

b) Calcular el flujo magnético establecido en el circuito magnético.
c) Indicar el valor de tensiéon v para establecer la corriente requerida
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: ey 75 0,625 4
—_ e 100 0,75 " =82S
+ é 140 0,875 . gl
T 200 1
S\ | ]| 0,8 o/
v R N S5 330 1,125 £ /
P 620 1,25 =0 /
- C‘~~ ] 0,4 /
\D 2, 02
- . ,
0 100 200 300 400 500 600
H [A-v/m]
Datos constructivos:
e Seccién S =4cm?
e longitud total del circuito magnético /=20 cm
e Cantidad de espiras (vueltas) N = 30
e Resistencia del bobinado R =4 Q
Problema 2
Tomando la caracteristica B-H del material y las caracteristicas ; — ——————

constructivas del circuito se desea calcular el flujo @ del circuito si el

bobinado es recorrido por una corriente de 54 A.
\!

Datos constructivos:

e Seccion S =4 cm?

e longitud total del circuito magnético /=20 cm

e Cantidad de espiras (vueltas) N = 30 Curva del Material
e Entrehierroe =0,2 2 H [A-v/m] B [T]
cm. Considerar 1,8 e 20 0,04
que es 16 40 0,29
suficientemente L4 / 60 0,68
pequefio, de - l'i / 80 0,88
modo que Se = S. @ g 160 1,15

e Material segin 0,6 300 1,46
curva adjunta 0,4 600 1,66

0.2 CURVA DEL MATERIAL - 1200 1,8

’ 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 2000 1,85

H [A-v/m] 3000 1,87

Problema 3

El siguiente circuito magnético consta de tres ramas, una de ellas cuenta con un entrehierro (e) mientras que
otra cuenta con un bobinado (NI). Se desea determinar la corriente continua a inyectar en el bobinado para

establecer un flujo magnético en el entrehierro de 0,05Wb. Calcular también todos los flujos magnéticos
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presentes en el circuito. Considerar que el espesor del entrehierro (e) es suficientemente pequefio, pudiendo

considerarse que la seccién del mismo es idéntica a la del tramo 3.

ﬁ e 3 Datos:
t1 o}

. $1=53=0,1m?
. S2=0,2m?

B “ T EZ . f1=1m
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Problema 4

Considerando que el circuito magnético de la figura se alimenta con una tensidn alterna:

v(t) = V2 %220 * cos(314t)

a) Tomando una condicidn inicial ideal, calcular el niimero de espiras N requerido para que el mismo
opere con un ®max =1T.

b) Adoptando una Seccidon S = 1 cm2 y una permeabilidad relativa u, (Fe)= 30.000, obtener la reactancia
y corriente de magnetizacion.

c) Obtener la resistencia equivalente para representar las pérdida de histéresis y por corrientes de
Foucault (Total 10W).

d) Considerando un coeficiente de Hopkinson v=1,1 obtener la reactancia de dispersion.

e) Construir el circuito eléctrico equivalente del circuito magnético contemplando adicionalmente una
resistencia del bobinado R=1 Q

f) Calcular la corriente total de magnetizacién y el potencial en la rama de magnetizacién.
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Tal como se adelantd previamente, los imanes permanentes se constituyen de materiales ferromagnéticos
duros. Estos materiales presentan un alto magnetismo remanente Br por lo que mantienen una magnetizacion
M elevada en ausencia de campo magnético externo y, por lo tanto, estos materiales son capaces de generar
una induccién magnética por si mismos, sin necesidad de que ninguna causa externa genere una excitacion H.
Asimismo, para que el material no pierda facilmente su magnetizacion, interesa que su campo coercitivo Hc

tenga un valor absoluto elevado.

En la siguiente figura se identifica la curva de desmagnetizacion la cual, como se presenta a continuacion,

corresponde a la zona de trabajo de un iman permanente.

Curvade
desmagnetizacion

La siguiente figura muestra un circuito magnético simple que cuenta con un iman (materia ferromagnético duro),

material ferromagnético blanco y un entrehierro. El imdan tiene una longitud I y una seccién S y el entrehierro

tiene dimensiones & y Ss respectivamente. Material ferromagnético blando
r Y
. - . Im4 = R
Dado que la permeabilidad magnética del material T 5 2
A N D B.\H .
fa: . . \ /7 ms Pme\im Entrehierro
ferromagnético blando es muy superior a la del entrehierro i II \ -
., . . l | /\y \\ $ /‘l’.s. Bs, Hy
y a la del imdn, la supondremos de valor practicamente m l\/ 5 \¢
\ J dm \
infinito (Ure — ©°). Asi, sea cual sea el valor del flujo Bee, €l ity \ S,
. . ” Tl N
campo Hee serd nulo en el material ferromagnético blando \_ 2

por lo que su caida de potencial magnética Hee X lre resultara

nula.

El entrehierro se ve atravesado por el flujo util ®s, lo que hace que su induccién sea Bs y su campo Hs El iman

tiene un flujo de dispersidon ®am y un coeficiente de Hopkinson vm por lo que el flujo total que lo atraviesa es:

(Dm = (Ds + (de = vmq)ﬁ

336/370



Analisis de Circuitos — Material Completo

La induccién y campo en el iman son B y Hm respectivamente. La relacidén de estas dos magnitudes viene dada
por la curva de desmagnetizacidon de material ferromagnético duro con que estd fabricado el iman. Operando la

ecuacion previa se tiene:

Sm
Bm'Sm:Um'Bé"Sg il B5:[ S]Bm
Umos

De esta relacidn se deduce que para conseguir un valor de induccién Bs en el entrehierro no es necesario que el
iman tenga una induccién B, de igual valor. Ajustando adecuadamente las secciones se puede lograr un mayor

nivel de induccién en el entrehierro respecto a la de operacién del iman.

Por otra parte, la caida de potencial magnético total se puede plantear como (ignorando la caida Hr X Ir):

s M Lo M
Fmm=Hpy lp+Hs6=0 - H,=-—Hy Bl
> H H_
Este resultado es muy importante, siendo necesario destacar que: _ | Ho [

e Sino hubiera entehierro (6=0) el campo del iman Hp, seria nulo y segun la curva de desmagnetizacion su
induccion Bn, seria maxima, igual a valor de magnetismo remanente B;.

e Al existir un entehierro, hace que en el iman aparezca un campo negativo Hm y que la induccion sea
menor al remanente B, Asi se encuentra entonces la razén por la que en circuitos con imanes
permanentes se trabaja sobre el segundo cuadrante del ciclo de histéresis o curva de desmagtenizacidn.

La permeabilidad magnética en el entrehierro es practicamente igual a la del vacio y su reluctancia se obtiene

directamente como:

B H Hy = D9 R 6
§ = Hotls — Hg=— = 5§ =
0 Uo UoSs

Combinando esta ecuacidn con la del circuito magnético completo previamente calculadas:

B
Hy ol +-2-6=0- By=— "2 H_
Ho 5
Ho 55 l 1
Bm = — I:Umgglm] Hm - Bm = — [Umiﬁ—s] Hm
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La expresion previa indica que la relacién entre B,, y Hn, es lineal y por
lo tanto es la ecuacidn de una recta, denominada recta de entrehierro

o recta de carga (RC).

En resumen, la geometria y constitucidn del circuito magnético hacen
que la relacién entre B, y Hm sea lineal; mientras que, por otra parte,
las caracteristicas magnéticas del iman hacen que, al menos
inicialmente, la relacion de estas dos magnitudes sea la
correspondiente a la curva de desmagnetizacidn. Siendo que ambas
condiciones se deben cumplir simultdneamente, el circuito trabaja en

el PUNTO DE OPERACION o de FUNCIONAMIENTO M, obtenido como

B
RC A
BI’
M¥———— Bm
:
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
|
. >
-He Hmn (o) H

la interseccién de la curva de desmagnetizacidn y la recta de carga RC del circuito magnético.

En la figura siguiente se muestra el caso del circuito
magnético en estudio, donde inicialmente el entrehierro
es nulo y el circuito funciona en el punto A con una
induccion remanente Br. Seguidamente el entrehierro se

aumenta hasta un valor 6 al que corresponde la recta de

carga RC. Esto hace que el punto de operacién se mueva a
lo largo de la curva de desmagnetizacion y pase a ser el

punto M (interseccién). Si ahora se vuelve a anular el

entrehierro, el circuito no regresa al punto A inicial, sino al

punto C, donde la induccidn va a ser inferior a la remanente B, que habia en el punto A.

B
B
RC o
A
M= >6" RR
istérosis loca
Hu
Ha
8
g %
"

En efecto, debido al fendmeno de la histéresis no se obtiene el mismo valor de la induccién para un mismo valor

de campo magnético si la historia previa del material es distinta. Mientras que el campo del material Hm ha ido

haciéndose cada vez mas negativa el punto de funcionamiento se ha ido desplazando a lo largo de la curva de

desmagnetizacidn, ya que ese es el sentido que le corresponde a esta curva. Si el entrehierro varia ciclicamente

entre 0y 6 lo que sucede es que el iman recorre un pequeno ciclo de histéresis local entre los puntos M y C. Este

ciclo es muy estrecho y se lo suele sustituir por una recta que une los puntos M y C que se denomina recta de

retroceso o de retorno (RR).

Se puede demostrar que la recta de retroceso es paralela a la tangente de la curva de desmagnetizacion en el

punto A (Br). En cada caso la recta de retroceso se inicia en el punto de la curva de desmagnetizacion (M) a

partir del cual se ha empezado a disminuir el valor absoluto del campo Hm. Este punto de inicio de la recta de

retroceso y que pertenece a la curva de desmagnetizacién se denomina punto base.
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En resumen, si se parte de un punto de funcionamiento inicial B
. .. RC1 ‘ Recta tangente
sobre la curva de desmagnetizacidn (donde el campo Hm en el g] B\ _
rl A\
iman es negativo) y se aumenta el valor absoluto de Hm, el nuevo B
punto de operaciéon estard también sobre la curva de RC2 M1 ~Bm1

desmagnetizacidon. Pero si desde el punto de operacion se
disminuye el valor absoluto de la excitacion Hm, el nuevo punto M2
de funcionamiento se encontrara sobre la recta de retroceso

cuyo punto base es el punto inicial.

Tomando el punto inicial M1 si se aumenta el entrehierro 6:> 6,

> H

. . , 3 Hme Hmi H
se pasara a una condicion M2. Alli la recta de retroceso es otra He m2 Hmi Hm O

por lo que si se vuelve al valor original del entrehierro el nuevo punto sera M’1. Si ahora se modifica el valor del

entrehierro entre 8;y 6, el punto de operacion se movera entre M’1y M2,

Partiendo nuevamente desde una condicién donde el circuito opera
en un punto M si el entrehierro se aumenta hasta un caso limite, RC A
practicamente infinito, el punto de operacidn decrecerd hasta la B
condicién D, donde la induccion Bm resulta nula y el campo alcanza la M¥———— B
condicién de fuerza coercitiva H.. Esto equivaldria a extraer el iman

permanente del circuito magnético de una maquina eléctrica.

Si ahora se reestablece el valor original de entrehierro, el nuevo

punto de funcionamiento M’ estara sobre la recta de retroceso cuyo
w\l_ ——RR

—

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|
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|
punto base es D resultando resultara mucho menor al caso inicial. Es D —1— " \|Bm
© L L > H
decir, el iman se ha desmagnetizado. Por lo tanto, hay materiales -H; Hm H'm

ferromagnéticos que sufren una fuerte desmagnetizaciéon al aumentar el entrehierro y que hay que tener la

precaucion al desmontar-montar maquinas construidas por estos elemento.

Este problema resulta menos importante en imanes ?
construidos con materiales cuya curva de RC /B/r//
desmagnetizacion es casi recta, como ocurre con M_—RR
materiales modernos basados en tierras raras: ///‘T[M::::::::B‘:
Samario-Cobalto y neodimio-Hierro-Boro. En este //// ii
caso la curva de desmagnetizacion y la recta de //// ié

d i

... . D7
retroceso son casi coincidentes y en consecuencia los o
puntos de funcionamiento M y M’ estan muy

cercanos.
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11.5.2.1.  Producto energético mdximo

En el apartado anterior se obtuvo la relacién entre Bm y Hm, a partir de las mismas se deduce que

l, 1
By Hpy = —[v ﬂ—]H z
Por otra parte se obtiene:
6 s D Rs
H, =— 85 = — e (DS
m .uolm .uolm Ss lm
Combinando estas expresiones se obtiene:
I, 1 Rs ) HAs >
B, H, =—-|vy &+ —| | — ®; = -]V D5
" " " Sm '%6 ‘rm " I'm Sm
Rs 5
By - Hp Z—Vm7¢8

En la expresién anterior Vm es el volumen del iman y el producto BmHm se denominal el producto energético o
producto de energia. De esta relacion se deduce finalmente que:
V.o=1 -8 = g2
m = !m " Om = ~Vnm (B H ) 5
m m
Asi, se encuentra que si se tiene un circuito magnético con un entrehierro de dimensiones determinadas y por
consiguiente con un valor fijado de reluctancia Rs y se desea conseguir que, mediante un iman, el flujo
magnético en dicho entrehierro sea @, dicho iman tendra un volumen minimo si se trabaja con el valor

maximo del producto de energia BmHm.

En la figura se muestran las hipérbolas que grafican BH=cte. La
hipérbola tangente a la curva B-H del material define el (BmHm)max,
punto donde la densidad de energia que puede almacenar el iman es
maxima. Esto significa que, de una parte, en la fabricacién de un iman
interesa utilizar un material cuyo producto energético maximo (BmHm)

max S€a el mas grande posible y, por otra parte, interesa disefar el

circuito magnético de forma que el iman trabaje en el punto de la curva

de desmagnetizacién donde es maximo el producto energético del material con el que se ha construido.

Por esta razoén los fabricantes de materiales ferromagnéticos incluyen en sus catalogos las especificaciones de
producto energético maximo, ya que es una magnitud importante en la eleccién del material y en el disefio de

los dispositivos con imanes permanentes.
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Finalmente, a partir de lo aqui presentado respecto al comportamiento de un material ferromagnético, podemos
decir que las caracteristicas mas importantes para la seleccidn de un material para usar en imanes permanentes
son:
e Alta remanencia, cuanto mayor es la remanencia mayor es el flujo magnético que puede crear un iman.
e  Alta coercividad, cuanto mayor es la coercividad es mas dificil que el iman se desmagnetice.
e  Alto producto (BH)max, cuanto mayor es este valor, se requerira menos material para producir un dado
flujo magnético en un circuito.
11.5.2.2.  Fuerzas
En el disefo de un iman permanente aplicado para la sujecidon de un elemento ferromagnético resulta relevante

el calculo de la fuerza del mismo en al menos dos puntos:

La fuerza de sujecion estard dada por la ecuacidn previamente obtenida:

0

29

Bs %S

Fsujecién =
Donde Bs, sera lainduccion resultante para la condicion de entrehierro nuloy S el area de la seccion de agarre.
Idealmente el B para esta condicidn seria el remanente Br, considerando nula la caida de potencial magnético

en el hierro y suponiendo que la recta de retorno y la de desmagnetizacién son coincidentes.

Por otra parte, la fuerza de arranque del dispositivo dependerd de la longitud maxima prevista en el entrehierro
o de forma equivalente la distancia mdxima de disefio. Esta distancia, establecerd una reluctancia del entrehierro
que definird la recta de carga RC. El cruce de esta recta de carga con la recta de recuperacion RR definira el punto
de operacién del circuito magnético, es decir Bmy Hm.

219

E arranque =

A partir de estos valores y suponiendo que la superficie del entrehierro no se altera significativamente, se

calcula, de forma similar la fuerza de arranque.

Entrehierro cerrado

RC
r
M ~RR
B il ~4Bm
M- .
) Bm
A |
7~ ‘\
o I
-~ |
e |
> I
4 I
-~ |
> i \‘
pZ-" i
“ |
~e - > H
_HC HmHm
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12. TRANSITORIOS

12.1. Introduccién

Por su definicién un fendmeno transitorio es algo pasajero, temporal o que no dura para siempre. En la fisica el
transitorio es el proceso durante el cual un sistema cambia de un estado a otro. Existen muchos ejemplos este
tipo de procesos se presentan continuamente en vida cotidiana, es el caso de un vehiculo que encontrandose
en reposo acelera hasta una velocidad determinada por ejemplo 100km/h manteniéndose en dicho valor
durante mucho tiempo. Ligado a la electricidad quizas el ejemplo mas grafico sea el proceso de carga un

capacitor que fue descripto durante el Capitulo 1 de la materia.

Los fendmenos transitorios se evalian segln el desempefio de las magnitudes que caracterizan al sistema bajo
analisis, posicion, velocidad, caudal, temperatura, presién, etc. En el caso de circuitos eléctricos la tensidn y la
corriente son las variables predilectas, aunque también puede hablarse de campo eléctrico, magnético,

potencia, etc.

Para identificar el transitorio es importante conocer los estados extremos (de partida y de llegada) entre los que
se mueve la variable bajo analisis. De forma general se puede decir que una variable se encuentra dentro de un
transitorio cuando la misma presenta una determinada variacién en el tiempo. Fuera del transitorio es decir,
cuando la variable no cambia de valor en el tiempo, se dice que el sistema se encuentra en estado estacionario.
Por ejemplo, un péndulo al que manualmente se lo desplaza desde su punto de equilibrio hasta una determinada
posicion para luego soltarlo dejando que este evolucione libremente. Es conocido a esta altura, que el péndulo
describe un movimiento armdnico simple, oscilando alrededor de su punto de equilibrio hasta detenerse. Si en
este experimento se monitorea la posicion de la masa que conforma el péndulo, ésta presenta un

comportamiento como el que sigue.

Estado Transitorio Estado

estacionario estacionario

/\\/
T

Figura 12-1: Posicidon en el tiempo de un péndulo que evoluciona libremente
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Dado que se conoce el punto inicial y final del movimiento, es facil identificar el transitorio dentro de la figura
anterior. Como se ha mencionado el fendmeno puede ser analizado desde diferentes perspectivas, como por

ejemplo evaluando también la velocidad de la masa, la cual se presenta a continuacidn.

Transitorio

Estado Estado

estacionario estacionario

'
1
]
I
'
|
1
|
1
'
I
'
|
'
|
1
1
1
1
'
1
'
|
I
'

AN
VA

Al igual que el péndulo, en los circuitos eléctricos también se presentan procesos transitorios cuando éstos
cambian repentinamente de un estado a otro, en particular cuando dichos circuitos poseen almacenadores de
energia (bobinas y/o capacitores). En el primer apunte de esta materia (“Introducciéon y Modelado”) se ha
presentado como estos almacenadores responden ante cambios bruscos en su entorno. La bobina se “resiste”
a un cambio brusco en la corriente que la circula, al tiempo que el capacitor lo hace con la tension entre sus
bornes. Esta oposicidn, hace que en presencia de almacenadores la corriente o tension de un circuito no pueda

variar a saltos dando origen a los transitorios que son foco de este documento.

Desde hace ya mucho tiempo, el analisis del comportamiento de sistemas fisicos de cualquier tipo (térmicos,
fluido dindmicos, mecanicos, eléctricos, etc) se realiza mediante la manipulaciéon de un modelo matematico que
representa al sistema bajo estudio. Este modelo vincula, a través de ecuaciones, las expresiones que definen el

desempeiio de los elementos que lo componen.

Los modelos matematicos se clasifican en diferentes tipos, una de ellas se basa en la relacion estimulo/respuesta
que presentan los elementos constitutivos, en particular cuando para determinar la respuesta se requiere
conocer no solo el valor actual de la viable sino también su valor pasado, se dice entonces que el modelo es de
caracter dindmico. Este el caso de sistemas con almacenadores de energia, donde su representacion requiere

de la utilizacidon de ecuaciones diferenciales.

Una Ecuacidn diferencial es una expresion matematica que relaciona una funcion con sus derivadas, donde la
incégnita es precisamente la funcion. En sistemas fisicos esta ultima representa una magnitud especifica

mientras que las derivadas se asocian a sus razones de cambio.
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Las ecuaciones diferenciales tienen la siguiente forma

d™f (x) d" " f (x) 4 df (x)

- - a., _ ..+a
Todxn -l gxn-1 L odx

+aof(x) = F(x)

Donde f(x)es la incégnita de la ecuacién y n el orden de la ecuacién dado por la derivada mas alta. Por ejemplo
si f(x) representa la posicion de una particula en el tiempo, la primer derivada es la su velocidad y la segunda
la aceleracion. Por su parte, F(x) corresponde otra funcién conocida que depende la misma variable,

normalmente en sistemas fisicos esta funcion representa el estimulo al cual se ve sometido el sistema.
Toda ecuacion diferencial tiene una solucion del tipo

f(x) = Yy(x) + Ye(x)

Donde Yy (x) corresponde a la respuesta natural o libre, en ésta solo intervienen los elementos propios del
sistema. En circuitos eléctricos la primera respuesta se debe a los elementos pasivos (resistencias, bobinas y
capacitores). Hallar esta respuesta requiere contemplar los factores que se encuentran del lado izquierdo de la

ecuacion, es decir de la resolucidn de la siguiente expresion.

d"fe) AW df ()
nTam T gt T Mg

+apf(x)=0

La respuesta natural depende del orden la ecuacién y de la composicidén de la misma, asi se tienen los siguientes

ejemplos, que se presentan a titulo informativo.

Si %ix) — f(x) = 0 entonces Yy (x) = ke**con k y A real
L dAf(x)
Si ———+ f(x) = 0 entonces Yy(x) = acos(x) + b sen(x) conay b reales

Por su parte Yz (x) representa la respuesta forzada es decir la que le imprime el estimulo al sistema, ésta se debe
a las fuentes ya sea de tensidon o corriente, pudiendo ser también continuas o alternas. Esta respuesta tiene la

misma “forma” que la funcion estimulo, tal como se presenta a continuacion.
Si  F(x) = cte entonces Yz (x) = A con A constante
Si  F(x) = a sen(x) entonces Yz(x) = b sen(x) conay b real

La demostracién de cada una de las soluciones antes presentadas no es motivo de este curso quedando la misma
a cargo de las materias de analisis matematico, sin embargo, se presentan de manera ilustrativa para que
alumno cuente con la base tedrica necesaria para comprender el enfoque matematico que el analisis de

transitorios requiere.
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12.3. Ecuaciones basicas de circuitos eléctricos

En funcién de los conceptos volcados en el apartado anterior, en el analisis de transitorios se requiere la
construccion de las ecuaciones diferenciales que conforman el modelo matematico el cual representa el
comportamiento del circuito eléctrico bajo estudio. En este sentido se resumen a continuacién las ecuaciones
basicas que se derivan del funcionamiento de cada elemento, estas ecuaciones ya han sido introducidas en el

primer apunte de la materia (Introducciéon y modelado).

i
——\W\ r
| R |
I [
I [
I u [
I =
u(t) =i(t) xR
1
—_—
| [TETHN |
| L |
| |
| [
| u --._l
| . -
w(t) =L di(t)

dt

Debe recordarse que la corriente en la bobina no puede variar a saltos, esto significa que la bobina se opone a

cambios bruscos en la corriente que la circula.

1
u(®) = £+ q(®

du(t)
dt

i(t) =C =

En este caso la tensidn sobre el capacitor no puede presentar saltos, el condensador se opone a cambios bruscos

en la tensidn entre sus bornes.
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A continuacidn se realiza el desarrollo del andlisis matematico de circuitos serie constituidos por una resistencia

y un almacenador de energia (capacitor o bobina) alimentados por una fuente de tension de corriente continua.

Sobre el siguiente circuito se aplica la segunda ley de Kirchhoff considerando la evaluacion instantanea de la

corriente.

R ) L
| it P,
iV v (EEEEN

‘”\,“ .f .‘\. N1
+

di(t)
=F
dt

i(t)*xR+L
De la aplicacién de la segunda ley de Kirchhoff surge la expresion de la ecuacién diferencial de la corriente. En
consecuencia la evolucién temporal de dicha variable resulta de la resolucién de la misma.
Segun lo definido previamente se tiene:  i(t) =Iy(t) + B

Donde Iy (t) es del tipo ke’t; al tiempo que A surge de la resolucidon de la ecuacion caracteristica, k depende las
condiciones iniciales, es decir del valor inicial de la corriente, mientras que B es una constante que representa
la respuesta forzada y que se debe al tipo de alimentacidn con la que cuenta el circuito, que al ser de corriente

continua no depende del tiempo.

Para la construccién de la ecuacidn caracteristica se debe anular el estimulo (la fuete) y remplazar la funcién
incégnita (en este caso i(t)) por la variable A, la cual se debe elevar a una potencia igual al nimero de derivada.

Luego A resulta de la resolucién de la ecuacidn.
Aplicando lo anterior:

R
R+A°+L+x2'=0 = R+L*x1=0 = /1=—z

Con lo anterior la expresion de la corriente toma la siguiente forma:

_R,
i(t)=ke 1" +B

Para determinar la constante B se debe reemplazar la misma en la ecuacion diferencial, del siguiente modo.

dB
B*R+L—=E
dt

Dado que B es una constante su derivada es nula por lo cual la expresidn anterior queda:
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BxR=E B E
* = = = —
R

Resta Unicamente determinar la constante k. Esta depende del valor inicial de la funcién cuya expresién
temporal se intenta determinar. En consecuencia, la misma surge de aplicar la expresién en t=0 e igualarla a su

valor inicial.

R
l(t)|0=ke_z*0+%=k+%=10 = k=10_g

De lo anterior la expresion temporal de la corriente en un circuito RL con alimentacién constante resulta

_ E\ R E
l(t):(IO—E>*e L +§

Se presenta a continuacidn la grafica de la expresion anterior para tres condiciones posibles.

— I, >E/R
I, <E/R

Figura 12-3: Respuesta cualitativa de la corriente en un circuito RL

Observando la figura anterior se aprecia que independientemente del monto inicial de la corriente, ésta tiende
siempre al mismo valor. Este ultimo es E/R que se corresponde con la corriente que circula al considerar a la
bobina como un cortocircuito. Esto se debe a que si se analiza la expresidn de la tension en bornes de la bobina,
éste depende de la derivada de la corriente, entonces a medida que transcurre el tiempo y la corriente se acerca
a su valor final, su derivada se reduce tendiendo indefinidamente a cero, lo cual anula la tensién en bornes de

la bobina convirtiéndola en un cortocircuito.
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Al igual que en caso anterior se comienza aplicando la segunda ley de Kirchhoff

R C

+ i %47
= ()

. 10, _
l(t)*R-l-Efl(t)dt—E

La resolucion de una ecuacién de tipo integral como la anterior no es sencilla por lo cual para facilitar el trabajo
se propone derivar miembro a miembro la misma. Al realizar este método, se anula la integral quedando en
dicho término sdlo la funcién i(t) mientras que del lado derecho siendo la fuente una constante su derivada es

nula.

Luego de derivar se tiene

di(t)
dt

1
R+—=xi(t) =0
* C*l()

De acuerdo con lo anterior, la ecuacion diferencial presenta estimulo nulo por lo cual la expresiéon de la corriente

depende solo de su respuesta natural, es decir.
i(t) = ket

Para la obtencidn de A se debe resolver la ecuacidn caracteristica.

1
R —_= = —_-—
A * +C 0 => 2 RC

Por lo tanto
_1,
i(t)=ke RC

Por su parte

1
i)y =kerR®=1, > k=1,

Finalmente se tiene

_1,
i(t)=1I,e RC
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Mas alla de lo anterior, en la mayoria de los casos las condiciones iniciales de un circuito que cuenta con un
capacitor, se encuentran dadas por la tension inicial del mismo. En cuyo caso, la corriente inicial se determina
de la siguiente manera.

E_vCO

I, =
0 R

Se presenta a continuacién la evolucidn de temporal de la corriente acorde a la expresién calculada.

T _10>0
Ih <0

Figura 12-4: Respuesta cualitativa de la corriente en un circuito RC
Otro enfoque de interés para el analisis de circuitos RC es determinar el comportamiento de la tensién en bornes
del capacitor. Para esto es posible reescribir la 2da ley de Kirchhoff pero en términos de dicha tensién tal como

se muestra a continuacion.

i(t)*R+lji(t)dt=E = i(t)*R+u(t)=E = C*dL(t)*R+u(t)=E
C ¢ dt ¢

Tras la aplicacion del método de resolucidn ya presentado anteriormente, la expresion temporal de la tensidn
en bornes del capacitor resulta.
_1,
U (t) = (ugco —E)e RC +E

Se observa entonces que el comportamiento de la tensidn en el capacitor de un circuito RC es andlogo a la

corriente de un circuito RL. Se presenta a continuacion la respuesta cualitativa.
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— uco>E

Ucog < E

Figura 12-5 Respuesta cualitativa de la tensidn del capacitor en un circuito RC

Segln se observa la tensidon en bornes del capacitor tiende siempre al mismo valor, que no es otro que la tension
de la fuente E, es decir que el capacitor se carga siempre a la tensién de la fuente. Para justificar este fenémeno,
se puede analizar la ecuacién diferencial donde se observa que la tensién en bornes de |a resistencia depende
de la derivada de la tensién en el capacitor. Entonces a medida que esta ultima tiende a su valor final, la
magnitud en la resistencia tiende indefinidamente a cero. Podria decirse entonces que el capacitor tiende a
comportarse como un circuito abierto, que impide la circulacién de corriente y que por ende adopta entre sus

bornes la tension de la fuente.

12.5. Circuitos con dos almacenadores de energia

En este caso se realiza un analisis similar al anterior pero sobre circuitos RLC serie alimentados por una fuente

de tension de corriente continua.

R L C

i(t U
M —— 8 s |
TR

!

it)*R+1L d;(f) + %J i(t)ydt =E

Dada la presencia de la bobina y capacitor dentro del mismo circuito la ecuacién que representa el
comportamiento de la corriente en el mismo es tipo Integro-diferencial (es decir cuenta con derivadas e
integrales). Ya se ha comentado anteriormente que las ecuaciones con presencia de integrales resultan mas

dificultosas para su resolucién por lo que se propone derivar la misma a fin de simplificarla.
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di(t) d?i(t) 1
T *R+LW+E i(t)=0

Tras derivar la ecuacion, ésta es completamente diferencial y en particular de segundo orden. Su resolucién se

lleva adelante mediante su ecuacidn caracteristica, la cual presenta la siguiente estructura.
5 1
AcxL+AxR + il 0

Encontrar el valor de A requiere resolver una ecuacidn cuadratica, pudiendo la misma contar con las siguientes

opciones.

Valores de 4., Ecuacion i(t)
R2 — 4€_L >0 A1, reales distintos AeMt + Betat
2 4L . . ]R A t
R?% — i < 0 | 21,2 complejos conjugados | eReI[4 sen (Im(A) * t) + B cos (Im(A) * t)]
4L
R2 — - = 0 Ay, reales iguales Ae* + Btett

En cualquiera de las tres opciones las Unicas incégnitas son las contantes A o B, las cuales dependen de las
condiciones iniciales del circuito. En este caso al contar con 2 almacenadores de energia se deben aplicar
simultdneamente el estado inicial de la bobina (valor de la corriente) y del capacitor (valor de la tension en sus

bornes).

Se presenta a continuacién el valor de las contantes A y B para cada caso segun las condiciones iniciales del

circuito.

Valores de 4, ., CélculoAyB

A+B=IO

Aq., reales distintos
12 AlA + AzB - E - UCO - loR

B = IO
A1,2 complejos conjugados Ao E — v — IoR — BRe(4)
- Im(A) = L
A = IO

A1, reales iguales B=E—v—I,R— 14
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En funcién de lo presentado hasta aqui la respuesta de la corriente en un circuito RLC puede tener

comportamientos totalmente diferentes segin la combinacién de sus componentes y sus condiciones iniciales.

La siguiente figura presenta los tres casos tipicos al considerar condiciones iniciales nulas, Ip =0y v =0

Illlllr \‘II' — Al * 2.2 € |Re|

Al;z :aijw

Figura 12-6: Respuesta cualitativa de la corriente en un circuito RLC — Condiciones iniciales nulas

Al analizar la figura anterior se observa que independientemente del transitorio la corriente tiende siempre a
cero, esto se debe a la presencia del capacitor el cual se carga hasta alcanzar la tension de la fuente los cual

impide la circulacidn de corriente. Los comportamientos transitorios pueden clasificarse en tres:

e Subamortiguado (roja) la respuesta es oscilatoria y se debe a la interaccién entre bobina y capacitor.

e Sobreamortiguado (azul) la respuesta es no oscilatoria

e (ritico (verde) igual al anterior pero con un amortiguamiento tal que reduce el tiempo del transitorio al
minimo. Esta es la respuesta que permite llegar mas rapido desde el estado inicial al final.

Caracteristicas de comportamiento
Independientemente del tipo de respuesta que surja, es posible identificar aspectos caracteristicos que

permiten comparar las respuestas entre si. Estos factores son:

e Sobrevalor: Es la maxima diferencia entre el valor de la variable monitoreada y su estado final.

e Porcentaje de rebase: es el sobrevalor escrito en términos porcentuales respecto del valor final

o Tiempo de respuesta: es el tiempo necesario para que la variable ingrese sin volver a salir en un rango
cercano al valor final, tanto exceso como por defecto. El rango queda definido en funcién de las
necesidades.

e Tiempo de crecimiento: es el tiempo que le toma a la variable crecer desde el 10% hasta el 90% del valor
final. Puede sin embargo luego caer por debajo del 90%.

Las caracteristicas anteriores se presentan en la siguiente figura
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Sobrevalor

Valor final

Tiempo de establecimiento

(La variable ingresa en la banda +/- 5%)

Tiempo de crecimiento

Figura 12-7: Factores caracteristicos de una curva

12.6. Circuitos alimentados por fuentes de corriente alterna
Hasta aqui el analisis de los fendmenos transitorios se ha desarrollado sobre circuitos cuya alimentacién es de
tipo constante. Sin embargo, existe también la posibilidad de realizar un analisis similar para sistemas de

corriente alternar y en particular en aquellos donde la alimentacidn es de tipo senoidal.

12.6.1. Circuito RL
Al igual que para los sistemas ya analizados, la respuesta de todo circuito eléctrico se encuentra compuesta de

dos componentes, una de cardcter libre y otra de tipo forzada.
Respuesta (t) = Respuesta libre (t) + Respuesta forzada (t)

En todo circuito la respuesta libre se extingue con el transcurso del tiempo por lo que luego un cierto tiempo
puede considerarse que soélo queda la respuesta forzada. En un circuito alimentado por una fuente de tensién
senoidal del tipo v(t) =V sen(wt + @), la respuesta forzada no es otra que las magnitudes de tensidn y
corriente vistas durante el desarrollo del médulo “Circuitos de Corriente Alterna” dentro de esta misma catedra.

En particular para la corriente, dicha respuesta presenta la siguiente expresion:
() = I sen(wt + a — @)

Im(2)
Re(Z)

Doénde: I = %; @ = arctan siendo Z la impedancia total del circuito

La respuesta libre por su parte depende de los elementos pasivos del circuito. En sistemas que cuentan con un
Unico almacenador de energia esta respuesta presenta una expresion del tipo exponencial descendente

amplificada un por una constante tal como ha sido presentado anteriormente.
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En funcion de lo anterior, la evolucién temporal de la corriente en el sistema bajo analisis toma la siguiente

forma:
i(t) = Ax e’ + [ sen(wt + a — @)

Los valores concretos que componen la expresién anterior quedan supeditados a la constitucién propia del

circuito.
1= R
L
V wlL
A=]y,————+sen (a — arctan—)
JR? + (wL)? R

Nota: Siendo que se trata de un analisis temporal la corriente inicial I, es un valor instantaneo.

Segun se observa en las férmulas anteriores la presencia del transitorio, el cual depende de la existencia de la
respuesta natural y ésta del valor de la constante A, la cual puede adoptar un valor nulo eliminando el transitorio.
En cuyo caso la transicién entre el estado inicial y el final es inmediata. Anular la constate A requiere una
combinacion particular entre el valor inicial I y los pardmetros del circuito. A continuaciéon, se expone un

ejemplo de dicha condicién.

Se supone el caso de un circuito RL donde la condicidn inicial de la corriente es nula. Por ende anular la constante

A requiere hace cero el argumento de la funcién trigonométrica senoidal, es decir.

. wlL
Silp=0]A=0 & a=arctan7=go

La expresidn anterior implica que definido el circuito, la presencia del transitorio depende del dngulo de

desfasaje de la tension de alimentacién.

En un circuito que posee un interruptor que permite o no el paso de la corriente, el angulo de la tensidn puede
ser controlado modificando el instante de tiempo en el cual se cierra el interruptor. La siguiente figura contiene

la comparacion cualitativa entre dos caso con y sin transitorio.
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R
-
~
S
e
\
——"//
\
,f—”"”—’///

Figura 12-8: Evolucion de la corriente en un circuito RL al modificar el instante de cierre del interruptor.

12.6.2. Circuito RC
En el punto anterior se ha desarrollado la expresidén de la corriente en un circuito RL. En caso de circuitos RC
resulta mas adecuado trabajar sobre la tensidon en el capacitor ya que esta es la variable que no puede

modificarse a saltos y cuyo valor inicial determina el comportamiento del sistema.

Nuevamente se adopta una fuente de alimentacion senoidal del tipo v(t) = V sen(wt + «). Para un circuito
RC la corriente final en el mismo serd if(t) =1 sen(wt+ a + ¢) (notar que adelanta a la tensién de

alimentacién)

Considerando la expresién de la corriente se calcula la correspondiente a la tensidn sobre el capacitor la cual

atrasa 90° respecto de la corriente.
T
ve(t) =1*|X,] sen(wt +a+¢ _E)

Al igual para la corriente en el circuito RL, la tensién en el capacitor también posee una respuesta natural que

se extingue en el tiempo y que se suma a la respuesta forzada para determinar la expresién completa de la

tension.
T
v (t) =AxeM 4+« |XC|sen(wt+a+<p—§)
Donde:
1= 1
- RC
Vmax 1 1 T
A= vco_ﬁ*m*sen <a+arctanﬁ—§)
R2+(5¢)
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Problema 1

Un circuito RL con R=30 Q y L =10 hy es alimentado por una fuente de 90 V de tensién continua a
través de una llave S, que se cierra en un tiempo al que designamos como “cero” (Considerar a la

inductancia sin energia previa).
Encontrar:

1. Las ecuaciones de i(t) y vi(t)
2. Llacorriente i(t) para t=0,2s
3. Eltiempo para el cual vg(t) = vi(t)

S 30 0 1-La ecuacidn diferencial para el circuito dado y que se representa
Wy en figura 1 es:
VR
- w 10 hy (1) LE+Ri=U
- lio= t
di ]
10—+4+30i =90

dt

i(t)
O utilizando un operado D = d/dt y dividiendo por 10.

Figura 1 (D+3)i=9

La solucién completaes i=iy+ ir= Ae*+ k (2)

Parat=0 i=1i,=0
Luego: A= —k
Ecuacidén caracteristica: LA+ R =101+30=0=> A =-3

Termino independiente: supongo que k es solucidn de la ecuacion diferencial i(t) = k

10%(k)+30k=90:>30k=90:>k=3

Finalmente la expresion de la corriente es: i=3(1—e3) (3)

La tension en la inductancia se calcula mediante la expresién

(4)

Resultando | v; = 90 e~ 3t

2- Reemplazando en (3) al tiempo por 0,2 s se obtiene el valor de la corriente en el tiempo pedido.
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i=1,35A

3 —la expresidn de la tensidn en la resistencia es

vrR() =Ri=90(1— e3t) (5
Igualando (4) y (5) se tiene
VL = VR

90e7 3t =90(1— 73

t=0,23s

Problema 2
Para el circuito del problema 1, graficar las siguientes funciones:

e Corriente en el circuito i(t)
e La potencia en la resistencia R
e La potencia en la inductancia L
Mostrar que la energia almacenada en el campo magnético de la inductancia es igual a la integral de la

potencia en la inductancia desde 0 a infinito.

La corriente es la indicada en la Fig. 2, realizada a partir de la expresién (2) i(t) =3 (1 — e™3%), cuya

grafica resulta:

2.5

0.5

0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
t(s)

Figura 2

La potencia instantdnea se define p=vi, siendo para cada elemento:
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pr = Vgi=270(1— e 3?2
pL=v,i=270(1— e 33t

Y sus graficas son las indicadas en la Figura 3

300 ! ! !

250 Lo et A ]

200

W)

150

f (o]0 )] E—

50 -

t(s)

Figura 3
Loa potencia final disipada en el circuito es de 270 W.

La energia de estado estacionario en el campo magnético es:

2
W,=1~5=45W

Y la energia total entregada a la bobina, deberd ser igual al valor calculado previamente, que resulta

de integrar la potencia entregada a la bobina desde “0” a “©°”,

W:f pLdtzf 270 (e 3t — e ) dt =45 W
0 [
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Problema 3

10002

S
0s .2 T
posee energia almacenada en forma previa, la llave pasa a 1
w %

En el circuito de la Figura 4, en el que la inductancia no

0.

la posicion 1 en un tiempo que designaremos como “0”. L

100V %} 60V
Luego de 500 ps pasa a la posicidn 2. Encontrar la expresion
i)
Figura 4

de la corriente para ambos intervalos y graficar la funcidn.

L=0.4Hy

Al pasar la llave en la posicion “1” la ecuacion resulta:

_ di
100 i + 0,4 — = 100
dt

La solucién completa es.
i= C e 250t + 10

La condicion inicial estd dada por la corriente en t =0 que es i) =0, luego la corriente es:

i=10(1— 2500 valida para 0 <t < 500 us (5)

Alos 500 ps lallave pasa a la posicién “2” donde la tensién aplicada es 60V con la polaridad inversa,

la ecuacidn que rige el comportamiento del circuito es:

_ di
100i + 0,4 — = —60
dt*
Obteniéndose i= C,e 250t — 06
Donde t*=t—t, con t =500 ps.
Se puede escribir i= C,e2500=tY _ 06 (6)

La condicidn inicial esta dada el valor que toma la corriente a los 500 ps de la ecuacién (5).
i(so0ps) = 0,1175 A
Siendo este el valor empleado para encontrar la constante C; en (6), obteniéndose:

i = —0,6+0,7175 e~250(t=t") parat > 500us, t' =500us (7)
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La grafica de evolucion de la corriente es la indicada en la figura 5.

==
08 “’— Pt
4""
-
,f
0.6 »
’l
Wl 0<t<0,5ms
4
~ 04 I o]
4
< 7S R R b o
7’

0.2 o

Corriente
o

-0.2 \

0.4 \\
\

-0.6
0 2 4 6 8 10 12

Tiempo t(ms)
Figura 5

Obs.: ======Es|a evolucién de la corriente si “S” no hubiera pasado de “1” & “2”.

Problema 4
o ] ] S 300
En el circuito de Figura 6 en t=0 se cierra la llave AWy
—
VR
encontrar la evolucidon de la corriente, siendo la _*
E=100V (° PO =
inicial del condensador 1000 microcoulombs.
it)
. Figura 6
El problema puede ser resuelto mediante tres
alternativas:
Alternativa 1
Se plantea la ecuacién integro diferencial en funcién de la corriente
. 1 .
3001+—fldt=100 (8)

50-10~6

Al derivar la Ec. 8 se transforma en una expresion diferencial clasica.

di
300 — =0 0 (300D +

1
+ — —]i=0
dt T 50- 10-6 50 - 10-6)1

La solucién completa resulta:

i(t) — Cl e ~66.67t (9)

Ils"

’

50 UF\LVC Carga
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La carga inicial del condensador qo nos permite determinar la condicidn inicial en tensién
Veo= qo/C =20V

La que participa juntamente con la fuente externa para hacer circular la corriente en el sentido indicado

en la figura.

La corriente para t =0 se calcula mediante la expresion:

im0y = | —2=2| = 0,267 4

(10)

i(t) = 0.267 e 6667t

Alternativa 2
Se plantea la ecuacién 8 en términos de carga, para lo cual se considera:

_4q

T

Efectuando los remplazos correspondientes se tiene:

dq 1 _
300 o0 4= 100 (11)
’ 1 —
6 (300D + ——) q =100

La solucién completa es:

q(t) = C;-e7 %' + 5- 1073
La constante C; puede calcularse a partir del valor de la carga qo.
q(t) = —4- 1073 - e7%6¢7t 4 5. 1072 (12)

Como verificacion, si se deriva la expresion (12) respecto del tiempo, la misma debe coincidir con la
expresion (10).
Alternativa 3
Consiste en plantear la ecuacion diferencial de la figura 6 usando como variable la tension en el
capacitor.

Vp+ v =E
Siendo i =Cdvc/dt resulta

6 dUC
dt

300-50-10" +ve =100 0 (300:50-107¢D + 1)y, = 100 (13)
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Resolviendo

v(t) = C, e %567t + 100

Siendo la condicidn inicial la calculada precedentemente vci) =20V, resulta

ve(t) = —80 e~%667t + 100 (14)

De la ecuacién (14) pueden opbtenerse la (10) y la (12), mediante:

dvc
dt

[ =

y q="Cuvc (15)

Las graficas de i(t) y v(t) se indican en figuras 7a, 7b.

1280

gau

Lau

ay

Bs 18ms 28ms 3Bms Lbms 5 8ms 68ms 78ms 88ns 98ms
« U{C1z1)

3a6mA

288mA

188mA

i1}

ds 18ms 28ns 38ns 4Bns 58ms 6Bns 7 8ms 86ms 98ms
o I{R1)

Figura 7b
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Problema 5

En lafigura 8 se representa un circuito serie RLC, con C=100pnF, L=0,1Hy, R=100Q, al que se le aplica
una tesién continua de 50V al cerrarse la llave S en un tiempo que designaremos como t=0.
Encontrar la expresidon de la corriente y la tensidon en la inductancia en funcién del tiempo. La
inductancia posee una energia de campo magnético inicial nula y la tensién en el capacitor es de 100V

con la polaridad indicada.

o0 =0 Othy

i Ay
L — =
WR WL .
=50 - VoD — 100 UFlvE
=50 () +
ift)
Figura 8

Al cerrar lallave S, se puede plantear la ecuacion integro-diferencial

di 1
1—+ 100i+ ———— | idt =
0, dt+ 00i+ 100.10—6jldt 50
Derivado se obtiene
01d2i+100di+ ! i =0
T dt ' 100-10-6 '

0,1 D2 + 100 D —) =0
( + 100 - 106/ °

Las raices de la ecuacidn caracteristica son:
D; =-887 y D;=-113
Luego la corriente es
[ = C1 e—887t + CZ e—113t

La determinacion de las constantes se efectia de acuerdo al siguiente procedimiento, se hace notar

gue nos haran falta dos ecuaciones para la determinacién de las dos constantes C1 y Ca:

19) Calcular el valor de la corriente en el tiempo en el que se da la condicidn inicial correspondiente a

la inductancia.

(15)
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i(0)=0=CleO+Czeo

29) La segunda ecuacién se obtiene de la condicidn inicial correspondiente a la tensién inicial del

condensador en t=0. Planteamos la ecuacion de malla correspondiente.
Uc(o) + vL(O) + UR(O) =50

Resultando Vi0) = 50 — V(o) — Ve(o) = 150

i
Vo) =L d—;]t=0 =0,1(—887 - C;e°—113 - C, %) =150 (16)
De (15) y (16) se obtiene: C1=-1,94 y C=1,94

La corriente en el circuito resulta:

i = —1,94 ¢ 897t 4 1,94 ¢ =113t 17)
Y la tensidn en la inductancia

v, = 1720 7887t — 220 e~113¢ (18)
Problema 6

50 1S 50
En el circuito de la figura 9 la llave “S” —Q Q
permanecié en la posicion “1” un tiempo ZI
suficientemente largo. En un tiempo que E=50V <> 50UF 0,1hy
asignamos el valor t =0 pasa a la posicidon T
“2” . Encontrar la evolucién temporal de la
i(t)

corriente para t>0. El condensador de 50uF Figura 9

no posee carga inicial.

Con la llave en la posicién “1” después de un tiempo suficientemente grande podemos considerar ya
extinguido el transitorio y la corriente tendrd un valor constante de 0.5A (la inductancia se considera
un cortocircuito). Esta corriente serd la condicidn inicial en la inductancia para la nueva configuracion

(la llave en la posicién 2)

La ecuacion diferencial es:

01 % 5054t f1dt—0
" de 'T50 - 10- =
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d?i di 1
0,1 =—+50 —

de? 2t 5010 "

Siendo la ecuacion caracteristica
@1D2+SOD+ 1 )'—0
’ 50- 10-6) '

Las raices de la ecuacion caracteristica son: D1 =-250+j371 y D, =-250-j371

Notar que la parte real de las raices es negativa, esto asegura que la solucidn natural se extingue en el

tiempo.

La corriente resulta:

i =e 250t (C; cos371t + C, sin371t) (19)
Calculo de las constante de |la ecuacion (19)
Calculo de la condicidn inicial para la inductancia
Para t=0 i0)=0.5A luego C1=0.5

Para la otra condicidn inicial, la tensién en el condensador vc) = 0 nos permite encontrar el valor de

C2, para ello se plantea la segunda ley de Kirchhoff con t=0.
Vr© F Vo) + V) =0

vL(O) = _UR(O) = —R io = _25V

di

Siendo L —
dtle=0

= VL(0)

Debemos calcular la derivada de i respecto de t y luego evaluarla en t=0

di

Frie —250 e7259¢(0.5 cos 371t + C,sin371t) + e~259¢(—0.5-371 sin371t + C, 371cos371t)
di 25

—|  =-250e°00.5+0)+e°(0+371C,) = —— = —250

dt t=0 0'1

C>;=-0.34

La solucién del problema resulta:

i = e 250t(0.5 cos 371t — 0.34 sin371t) (20)
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Problema 7

En el circuito de figura 10, calcular la
evolucién temporal de la tension en el
capacitor y su tiempo de respuesta al
1% . Asumir que las condiciones iniciales

de L y C son nulas.

E=80V (*

R=12 L=2hy
L -
ve $ —
i(t)
Figura 10

— C=40 mF

En este caso el planteo de la ecuacién diferencial se hara en base a la tensién en el capacitor.

L di
dt

i 2
Siendo i =c ¢ y 4L
dt dt dt?
Se tiene
Lo L +rRe 2 4y, = gov
dt? ac ' UCT
Reemplazando numericamente se obtiene:
_3 dva _3 dvc
80-10 > +480-107° ——+ v, = 80
dt t
0 (80-1073D%?+480-1073D + 1)v. = 80
Las raices de la ecuacidn caracteristica son: D1 =-3+j1,87 y

La tension v¢(t) serd

ve =80+e7 3 (C; cos1,87t+C, sin1,871t)

+Ri+v, =80V

D,

Para el calculo de las constantes €C; y C, se recurre a las condiciones iniciales.

Para t=0, vco) =0 obteniéndose C;=-80

Para la aplicacion de la segunda condicidn inicial i) =0, se tiene:

i=C

dv.
dt
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i =40-1073 e 3[-3(C, cos 1,87t + C, sin 1,87t) + (—1,87 C, sin 1,87t + 1.87C, cos 1,87t)]

ioy=0=40-10"3[-3"(-80) + 1.87 - C;] - C, = —128.34

Por lo tanto

(21)

v, = 80 + e~ 3t(—80 cos 1,87t — 128.34sin1.87t)

Tiempo de respuesta [Tr]

Es el tiempo necesario para que la respuesta permanezca dentro de un porcentaje determinado de su
valor final. En este caso se pide el tiempo de respuesta para que la sefial permanezca dentro de una

banda de *1% de su valor final, el cual es de 80V.
La funcion respuesta ve(t) puede ser acotada por la expresién:
v; =80 (1+e73)
Bebiéndose buscar el tiempo para el cual
ve < 80,8V y ve > 79,2V

Resultando

Tr=1,53s

Problema 8

En el circuito de figura 11, calcular la evolucién

s 0,4hy 3000 Q
temporal de la corriente después de cerrarse la /T
iLo=0
llave “S” . Hallar el tiempo para el cual se
E=50V vco=0 =—— 200 uF
produce el maximo en la corriente. T
Rta.: i(t) = 0,0167 e~ %67t — 0,0167 e~ 7498¢
i(t)
t =1,1ms Figura 11

Problema 9

En la red de la figura, la llave “S” se cierra en t=0. Obtener la expresion de i(t) y realizar su grafica para

la condicion C2=C1y q2=3q1 .
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[y}

Cz gz
it}
. 1 1 c+cC
Rta.: i(t) = (Q—Q) — et con A=—-ate
C]_ CZ R R Cl'Cz
2q; ——at
ParaC;,=C, y q,=3q i(t) = —C—; e RCi
=
Problema 10

En el circuito de figura 13, la llave “S” permanecio en la posicion “0” un tiempo prolongado, en un
tiempo al que consideramos como t=0 pasa lallave s a la posicién “1” y alos 500us se lleva ala

posiciéon “2” . Obtener la evolucion temporal de la corriente i(t) y graficarla.

S

02 100Q

0
1

soy + 100V

200 = T 0.2hY

i(t)

+

Figura 13

Rta.: i(t) = 0,5 (1 — e300 0<t<500us
i(t) =1 — 0,89 ¢~500(t=500) t > 500us
Problema 11

En el circuitomostrado en la figura 14, la llave “S” en la posicion “1” un tiempo suficientemente
grande y luego pasa a la “2”. Determinar para esta nueva condicion:
1. Laevolucién temporal de la corriente

2. Laenergia disipada por cada resistencia
Figura 14
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O
Rta.: i(t) = —0,25 e~ 625 12 200

E=1w.s ]
400uF

4)

i(t)
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