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Los premios consistirdn en tratados de extensi6n cultural o libros de especia-
lizaci6n.

Las soluciones deben ser entregadas al Instituto en redaccién clara y en hojas
distintas para cada cuesti6n, problema o ejercicio. En cada hoja deberd sefialarse
el nombre del autor; los alumnos de la Facultad indicardn el afio de estudios que
cursan en la misma, y, los de primer afio, ademds, la escuela media de la cual
provienen. Estos elementos serdn tenidos en cuenta para el juicio, conjuntamente
con el valor intrinseco de las soluciones y la forma expositiva de las mismas, d4n-
dose por la Direccién la m4xima importancia a la disposicién por la cual se compa-
rardn s6lo alumnos de igual preparacién.

INDICE
—Sobre ciertos sistemas de ecuaciones lineales y sus determinaciones
(RAFAEL LAGUARDTA) o sies vinisistols siariscain s siooiare R T D e DN Ok pag. 129
—Una propiedad caracteristica del eireulo (Luls A, SANTALG) ... » 142

—Valoraciones aproximadas de n! para grandes valores de n. Apli-
caciones (B. LEVI) .. cicio v aivisoinia o s sroiniasl Golaeiniaivaisunsaisionnas » 148

=—=Solucion: det o Icuestion s ING S 6 e it ool e L e s e e » 155

—TResultado del coneurso entre los solucionistas de problemas pro-

puestos en el afio” segundo (1942) .............oiiiiiiien » 161
—Ejercicios y Problemas - Soluciomes ...................oiiian » 162
—Ejercicios y Problemas - Propuestos ..................000.... > 182

» 184

—(HORLIOTION vieverae o o o s /atslahoR R R S R L oVeiler srapol i isien sl ks kowseiwionats



B0 Nt D O i
EN MEMORIA DEL PROFESOR |

Nan S ORGE: & LOUREIRC%

SOBRE CIERTOS SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES Y SUS DETERMINANTES

1. — La resolucién de un sistema de ecuaciones lineales con
igual ndmero de incégnitas es bien conocida. Sin embargo es inte-
resante estudiar algunos tipos particulares que se presentan fre-
cuentemente en las aplicaciones de fisica y de ingenieria, en los
cuales se pueden dar condiciones simples para asegurar la solubi-
lidad, determinar los signos de las soluciones y calcular éstas por
aproximaciones sucesivas.

Cuando un sistema tiene una sola solucién lo llamaremos deter-
minado, teniendo en cuenta, si es homogéneo, la solucién nula.
En cualquier otro caso diremos que no es determinado, pudiendo ser
indeterminado o incompatible.

Vamos a dar en primer término algunos criterios para reconocer
si es determinado un sistema de la forma

Zailxl_—_bi (isl=1)2)-'-xm)) [1]
l

cuybs coeficientes verifican las desigualdades
Q; =+ 0 ) [ 2]
Iaiilgzlaﬁl (G *9. [3]
j

Como la propiedad no depende de los términos b; podemos li-
mitarnos a considerar el sistema

Zaaxl=0. [4]
i

Designemos con (&, &, ..., E,) una de las soluciones y supon-
gamos

lEJ'ISl&hl (j=1:2;-'-;m)' [5]

: 129
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De ay & = ——E ar; & se deduce
i

lam &l < Bla&l<&lXla] G £h). 6]
; i

2. — 87 en [3] estd excluida la igualdad el sistema es determinado.
Basta probar que [4] s6lo admite la solucién nula. Si hubiera otra,
serfa & F0 y de [6] resultaria | a;,| < 2 |a; |, en tanto que por
hip6tesis debe ser | a;;, | > 2 | @;;| . El resultado puede enunciarse
asi:

Un determinante cuyas filas satisfacen la condicion

lazil>2lai:il (.7;1:7'); [7]

es distinto de cero (Y). Veremos més adelante (§8) que en el caso
particular de elementos reales y ;>0 el determinante es positivo,
lo que generaliza un teorema de LuciEN L#vy segin el cual un de-
terminante con

a5, <0, a; >0, '|ag] >Zaij G+
J
es positivo o negativo segin que sea m par o impar (2).

3. — Diremos que el sistema es simple‘cuando no contiene como
parte propia otro sistema con tantas ecuaciones como incégnitas.

Para que el sistema, supuesto simple, sea determinado, es sufi=
ciente que alguna de sus ecuactones satisfaga la condicion [7].

Basta probar que [4] sélo admite la solucién nula. Si hubiera
otra, serfa | a,, | < 2 | @;; | por las razones adelantadas en el § 2.
Luego, por [3], | a;, | = 2 | a;;|. Pero esta igualdad sélo es com-
patible con

o =—X a8  (G£h)
i

(1) Reemplazando a; por a; — 3 e igualando el determinante a cero, se tiene
una ecuacién en 3 que desempefia un importante papel en diversas teorfas. El
teorema permite acotar sus raices, pues éstas deberdn verificar algunas de las
desigualdades |a;— 3| < 2 |a;;| (§ ¥ 7), de donde

min (Jas | —2Z Ja;]) S [3] < méx (Jaz | +Z]ap]) GF9).
J J

(®) L. Livy, Sur la possibilité de U équilibre électrique, Comptes Rendus de I’Aca~
démie des Sciences, Parfs, CXIII, 1881, pp. 706-708. g
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cuando @,; =0 para toda incégnita z; tal que |§;| < |&,|. Por lo
tanto, si se toma el grupo de las incégnitas de mayor médulo, a
cada una de ellas le corresponde una ecuacién que sélo contiene
esas incognitas y cuyos coeficientes verifican la igualdad | a,, | =
2 | a; |- Se formarfa asf un sistema parcial que deberfa coincidir
con el propuesto, por ser éste simple, resultado absurdo porque el
sistema dado contiene por hipétesis alguna ecuacién que satisface
la condicién [7].

4. — Cuando todas las ecuaciones de un sistema simple homo-
géneo verifican la igualdad

Iaii|=2|aﬁ| (el (8]

se prueba como en el § 3 que las incégnitas de mayor médulo de-
terminan un sistema parcial que debe coincidir con el propuesto;
por lo tanto todas las incégnitas tienen el mismo médulo, el cual, si
es distinto de cero, podré suponerse igual a la unidad. Considerando
entonces la igualdad X a,, §, = 0, observemos que multiplicar a,,
por &, es girar el vector representativo del primer complejo un
cierto d4ngulo dado por el argumento -del segundo. Como el vector
a,, tiene una longitud igual a la suma de las longitudes de los a,,
(¢ =+ p), los giros deben ser tales que todos los a,,&, queden situa-
dos en oposicién al vector a,,, .

Para calcular la eventual solucién de médulo 1, podri procederse
como sigue: para cada p se abate a,, sobre el semieje real nega-
tivo, y todos los a,, (¢ F p) sobre el semieje real positivo; estas
rotaciones estdn representadas por los complejos

€ = _Epp/[ L o -‘;pq/l Gpq | (¢ ﬂ:'p) [9]

y tendrdn que ser proporcionales (con factor de proporcionalidad
de médulo 1) a &, &, ‘

Por supuesto, para distintos valores de p deben encontrarse resul-
tados concordantes; de lo contrario el sistema s6lo admite la so-
lucién nula ().

(*) El resultado puede expresarse asi: la condicién necesaria y suficiente para
que haya una solucién no nula es que siendo p, ¢, r tres indices distintos cuales-
quiera las razones

Opq Agp Gpr Ogp

s
Gpp Gqq App Aqr
sean respectivamente reales positivas y reales negativas (o nulas).
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Suponiendo en particular los coeficientes reales, para reconocer
la existencia de soluciones no nulas basta cambiar los signos de los
elementos principales en la matriz del sistema y observar luego si
en todas las filas las variaciones de signo se producen en los mismos
lugares.

5.— Cuando el sistema no es simple, contiene necesariamente
uno o méas sister-as simples sin incégnitas comunes dos a dos, se-
parados los cuales puede quedar todavia un sistema residual. Este
tiene més incoégnitas que ecuaciones y lo mismo sucede con cual-
quier sistema contenido en él.

Supongamos que en el residuo se atribuyen valores numéricos
a las incognitas de los sistemas simples. Se obtiene un sistema
R, de tantas incégnitas como ecuaciones, el cual, como vamos
a ver, posee una solucién determinada que depende de los valo-
res adoptados. En efecto, R: no puede contener ningin sistema
simple cuyas ecuaciones verifiquen todas la igualdad [8] porque al
atribuir un valor a una incégnita disminuye el segundo miembro
de la desigualdad [3]. Luego, por el criterio del § 3 todos los sis-
temas simples de R; son determinados. Una vez resueltos y susti-
tuidas las soluciones en el residuo de R, se obtiene un nuevo sis-
tema R que estd4 en las mismas condiciones que R;. El proceso
termina cuando R, es simple o s6lo contiene sistemas simples, los
cuales, como ya se explicd, son determinados.

El razonamiento precedente muestra que el sistema es incompa-
tible, indeterminado o determinado, segin que sus sistemas simples
verifiquen una de estas tres condiciones: a) alguno es incompatible;
b) todos son compatibles, pero alguno es indeterminado; ¢) todos son
determinados. Cuando sé6lo interesa reconocer si el sistema es deter-
minado o no, basta aplicar a los sistemas simples los criterios de los

§3y4
Damos a continuacién algunos ejemplos que pueden orientar al lector:
a) 521—3$5+2$1=7, $1+xz=5, 4z3+2x4'—'$s'—‘139=1:,
B3 +6xs +2x6+20=2, 81 +17Tx5— 727 =5, 323—2x4—5x =0,
521 —Ta5—122;=0, 22 + o —4 2+ Tas=4, 2s3—204+ 22— 52 = 11:

incompatible.
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b)) —z—2u+t+w=1 6y—>bu++1llv=3 565y—2z+3v=2,

424+3y—72=0, —2z+3u+5w=4, 5z+3u-+2w=>5:
determinado.
) a2+ (—14+iV3)y+iv=0, iz+ @3 +)z—u=0,
4iz+(—V3 —d)y+20=0, (A+iV3)y+W3 —d)z+4u=0,
2x+(1—i\/3)y—4iv=6;

indeterminado.

6. — El caso especial de un sistema cuyos coeficientes satisfacen
las condiciones .

aii>0; aijso ('L:i:]); ZadZO (i7j7l=1727"-)m) [10]
l

es interesante porque se presenta a menudo en las aplicaciones,
por ejemplo, en electricidad, en el estudio de los estados de equi-
librio de los conductores y en el cdlculo de redes de distribucién.

Para que un sistema simple del tipo [10] sea determinado es mece-
sario y suficiente que contenga alguna ecuacién con X a; > 0. El
criterio permite reconocer ficilmente si un sistema compuesto, del
tipo [10], es determinado o no.

7. ——‘Vamos a demostrar el teorema del § 3 por un procedimiento
que, en el caso particular caracterizado por la férmula [10], sumi-
nistra informaciones adicionales que utilizaremos més adelante. Su-
pongamos que los coeficientes del sistema [1] verifican las des-
igualdades [2] y [3], pero que es precisamente

laii|>2|aa‘| (J % 1) [11]

para algunos valores de ¢. Permutando los indices, si es preciso,
puede admitirse que esto sucede en la primera ecuacién. Para eliminar
z; de las demdés basta multiplicar por ai toda ecuacidén que tenga
a; £ 0 y restarle la primera, previamente multiplicada por a;.
Es de sefialar que la ecuacién transformada 2 a’; x; = b,. satisface
también la desigualdad [11]. En efecto, es

’
a = Q;; Qi — Q15 Q41
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de donde
Xldolslan[Ylagl+ laalFlay| (G +1,9);
i i
pero
Ylajlslosl—laal v Flay| <lau|—|au| G#1,9);
por lo tanto

Yldyl <lasaul—lanay| < |as|*0. [12]
i

Como el sistema es simple hay algin a,; £0 (z > 1) y por con-
siguiente, una vez eliminada 21, el sistema formado por las m — 1
iltimas ecuaciones contendra alguna que verifique la desigualdad
[11]. Esto permite reiterar el proceso y transformar el sistema en
otro equivalente:

YAaXi =B (=) [13]
l

cuyas incoégnitas son las primitivas, tomadas en cierto orden. Por
[12] es 4;; + 0, lo que prueba que el sistema es determinado.

Queremos sefialar que en el caso particular de un sistema a coefi-
cientes reales que satisfacen las condiciones

a; >0, az= Y |a;] (G #9), [14]
J

con exclusién de la igualdad para ciertos valores de 7, se tiene 4,,>0
porque en la igualdad a';=a;au1 — auai; es a; = |aa| y au> |ail.

Por tltimo, si se supone ademéds a;; <0 (¢%j) y b; =0, se
deduce B; =0 y, por lo tanto, X; = 0.

8. — A continuacién enunciaremos varias proposiciones sobre de-
terminantes que vienen a expresar con otras palabras los resultados
obtenidos més arriba al dar criterios para reconocer si un sistema
posee una sola solucién. Como es natural las propiedades pueden
establecerse también directamente introduciendo algunos cambios
sin importancia en las demostraciones.

Consideramos exclusivamente determinantes cuyos elementos sa-
tisfagan las desigualdades [2] y [3]. Puede suceder que sea a; = 0
cuando se atribuye a 7 ciertos valores especiales y a j los demés.
En tal caso diremos que el determinante es compuesto, observando
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que por la regla de LAPLACE es un producto de dos menores com-
plementarios, uno de los cuales es el menor principal definido por
los valores que el indice ¢ puede asumir. Cuando el determinante
no es compuesto diremos que es simple.

Un determinante compuesto es un producto de menores princi-
pales, todos simples, salvo uno a lo sumo, que es ciertamente dis-
tinto de cero. Por lo tanto, para saber si el determinante es nulo
basta examinar sus menores simples.

Para que un determinante simple sea distinto de cero basta que
alguna de sus filas verifique la desigualdad [7]. Si esto no sucede,
las normas indicadas en el § 4 permiten decidir si se anula.

En particular cuando los elementos de un determinante simple
verifican las relaciones [10], la condicién necesaria y suficiente
para que se anule es que todas sus filas verifiquen las igualdades [8].

Observemos por tltimo que un determinante a elementos reales
que verifican las relaciones [14] no puede ser negativo. Precisamente:
es nulo o positivo segin que contenga o no un menor principal cuyas
filas verifiquen las igualdades [8]. Estas conclusiones se aplican
en particular al tipo [10].

9. — Volviendo a los sistemas lineales vamos a completar los
resultados del § 6 y a dar algunas referencias sobre los signos de
las soluciones, en la hipé6tesis que los coeficientes verifican las des-
igualdades [10] y los términos conocidos son ntmeros reales de
un mismo signo. Para fijar las ideas tomemos

aii>07 aij—<=0 (7/75.7)’ Zailzoybizo (i’jll7=1’2!""m) [15]
1

Designemos con (&, &, ..., §,) una solucién real y supongamos
£, =<§ (=12 ...,m). La ecuacién
Z a2 = by, [16]
1

da origen a la desigualdad

Eh Z app = bh > 0. [17]
l

Si se supone que [16] contiene efectivamente alguna incognita con
valor mayor que §,, la desigualdad se hace més estricta:

Ehz app > bh > 0. [18]
l
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Estas férmulas permiten distinguir si es indeterminado o in-

compatible un sistema simple cuyas ecuaciones verifican las igual-
dades

Yai=0 G=12..,m [19]
i

En el primer caso siempre hay alguna solucién real. Por [17], debe
ser b, = 0; ademds [18] es absurda, lo que muestra que [16] sélo
contiene incognitas iguales a &,. Asi, pues, las ecuaciones correspon-
dientes a las incégnitas minimas forman un sistema homogéneo
que debe coincidir con el propuesto, por ser éste simple. Reciproca-
mente, si el sistema dado es homogéneo, por lo visto en el § 4, es
indeterminado, con todas las incognitas iguales a un mismo niimero
arbitrario. Resumiendo:

Un sistema simple del tipo [15] cuyas ecuaciones verifican las
igualdades [19] es indeterminado o incompatible segim que sea homo-
géneo o no. /

Este criterio y el del § 6 permiten discriminar sin célculos, por
simple examen, si un sistema compuesto es incompatible, indeter-
minado o determinado.

Las f6rmulas [17] y [18] también permiten reconocer los signos
en la solucibén, forzosamente real, de un sistema simple y deter-
minado. Supongamos que es &, <0. Por [17] es b, = 0; ademds
[18] es absurda y, como més arriba, se concluye que el sistema es
homogéneo. Pero entonces todas las incognitas son nulas. Resu-
miendo:

La solucién de un sistema simple y determinado del tipo [15] consta
sélo de ceros o sélo de nimeros positivos (> 0), segin que el sistema
sea homogéneo o mo.

Cuando el sistema se supone determinado y del tipo [15], pero
compuesto, las soluciones de los sistemas simples componentes no
contienen ntimeros negativos. En tal caso el sistema Ry, definido en el
§ 5, es también determinado y del tipo [15]. Las condiciones, pues, se
repiten y la conclusién vale para Rs, R;, ... R,. Luego, la solucién
del sistema dado mo contiene mumeros negativos (Y). Si alguno de
ellos es nulo, las férmulas [17] y [18] muestran, como mé4s arriba,
que existe un sistema parcial homogéneo con tantas incdgnitas
como ecuaciones. Por consiguiente: cuando los sistemas simples son

(1) Las Gltimas lineas del § 7 sugieren otra demostracién de esta propiedad.
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no-homogéneos, la solucién consta exclusivamente de nimeros posi-
tivos (> 0) (V).

10. — También se presentan con frecuencia sistemas que satis-
facen la relacién [2] y la desigualdad

las| = ¥ | ail C#j;1,5=12...m), [20]

que es aniloga a [3]. Tales sistemas estdn vinculados a los que
hemos considerado hasta ahora y, para averiguar si son determi-
nados, basta aplicar los criterios que hemos dado mé&s arriba al
sistema que resulta de permutar a,; con a;. Esta operacién no ha-
ce perder a un sistema su cardcter de simple, lo que permite es-
tablecer sin dificultad criterios andlogos a los expuestos en los
§ 3 y 6. Sin embargo es de sefialar que no todas las propiedades
dadas anteriormente son susceptibles de una extension semejante:
asi, por ejemplo, a un sistema indeterminado puede corresponder
un sistema incompatible.

Aquf nos limitamos a dar una demostracién de que la solucién
de un sistema simple y determinado que satisface las condiciones

a;>0, a;;j<0 (i#j), Ea,,-zO', ;=0 (i,5,1=1,..,m), I[21]
:

(1) Es posible dar diversas interpretaciones fisicas de las conclusiones prece-
dentes. Un ejemplo interesante es el de las redes eléctricas a corriente continua.
Designemos con zj, el potencial del nudo Pp y con gpr la conductancia que vincula
los nudos Pj y Py. La corriente que se dirige del primero al segundo es gpr(xp — 21),
¥, si se supone que en P, se consume una corriente de intensidad 75, basta aplicar
a ese nudo la primera ley de KIRCHHOFF para obtener i + 2 gnk (wp— 7K) = 0.

k

En éste sistema simétrico del tipo [10] los coeficientes verifican las igualdades [19].

Para que sea simple es necesario y suficiente que la red no pueda descomponerse
en dos redes desconectadas; en tal caso las corrientes consumidas deben ser nulas
y las tensiones resultan indeterminadas e iguales (§ 9).

Si se suponen conocidos los potenciales de ciertos nudos que llamaremos puntos
de alimentacién, disminuye el ntimero de incégnitas y también el de ecuaciones,
pues basta tomar una de éstas para cada uno de los nudos restantes. Se tiene
entonces X a;; > 0, a menos que la ecuacién corresponda a un nudo que no estd
unido directamente a ningtn punto de alimentacién. Decir que el sistema es sim-
ple equivale a decir que la red no puede ser descompuesta en partes que no ten-
gan nudos comunes, salvo eventuales puntos de alimentacién. En tal caso los
potenciales estdn determinados, (§ 6); ademds, cuando los puntos de alimenta-
cién estdn al mismo potencial, basta consumir corriente en uno de los nudos
para que baje en todos la tensién, pues, suponiendo por sencillez que dicho poten-
cial es nulo, todas las £ son negativas (§ 9).
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consta solo de ceros o sélo de nimeros positivos, segin que el sistema
sea homogéneo o no (1).

Puede suponerse & < & = ... 86, =0 £ Bori S viv & Gay
con lo que, sumando las p primeras ecuaciones, resulta

» P D
Zzaijgj=z€j2 aij=zbi7
i=1j i i=1 i=1

de donde
Y4 Y4 » m b4
YHXoa=Ybh— ¥ X a.
iem B i=1 j=p+1 i=1

Examinando los signos de los dos miembros se observa que el pri-
mero no es positivo, en tanto que el segundo no es negativo. Por
consiguiente ambos son nulos, lo que permite concluir que es

b, =a; =0 C=p i 3>0h

vale decir que las p primeras ecuaciones son homogéneas y sélo
conticnen las p primeras incoégnitas. Tal cosa no puede suceder,
a menos que sea p = m. Pero, por otra parte, si el sistema dado
es homogéneo, todas las incégnitas son nulas.

11. — En determinados casos es conveniente buscar la solucién
de un sistema lineal con tantas ecuaciones como incégnitas por
aproximaciones sucesivas, por ejemplo, cuando el ntimero es gran-
de y no es preciso conocer exactamente la solucién (2). Si los coefi-
cientes a;; son distintos de cero, lo més simple es llevar el sistema
a la forma

xi=2a,~ja}j+6,~ (i;j=1;2,-":m) [22]
J

poniendo a; =0, «; = —a;/a;; adoptar luego la aproximacién

(1) La demostracién estd iaspirada en una andloga que, con otro objeto, da el
Dr. B. LevI en su libro Sistemas de ecuaciones analiticas en términos finitos, dife-
renciales y en derivadas parciales, de inminente publicacién.

(?) El problema, puesto de tal manera, pero con vistas diferentes de la
nuestra, ha sido tratado en varias oportunidades por diversos autores. Ver,
por ej.: H. HoreLLING. Some New Methods in Matriz Calculation. Annals of
Mathematical Statistics. Vol. XIV (1943).
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inicial (&1, &2, - ..y Epmo), ¥ calcular las siguientes por medio de la
férmula

a1 = ; %j &in + 61 [23]

Cuando se sabe que el proceso converge, basta pasar al limite
para obtener una solucién. Sélo hay interés en efectuar los cilculos
cuando ella es tnica; en ese sentido puede ser til el siguiente cri-
terio:

Sz el sistema [1] satisface las condiciones [2] [3] o [2] [20], basta
que sea distinto de cero el determinante

lall l _Ialzl —|a1m|
— | an | laen | ... —|am]| [24] :
= dpr | o | | Gy |

para que exista una solucion determinada y hacia ella converjan las
aproximaciones sucesivas, independientemente de los valores iniciales.

a) Supongamos que el sistema es homogéneo y satisface las
condiciones [2], [3]. Tomemos ;o= méx. | E;gl, 0 py1 = 2, | @i | M-
Poniendo Aw;, = v; ,4;— 7;, resulta

Anin T ZI %5 l A'{}j,n—l . [251
J

Pero m;; =3 | a; | m0 = 02 | @] < i, por la condicién [3].
Luego, An; <0, y, por la férmula [25], Av;, < 0, de donde resulta
la convergencia de 7,,. Los limites son necesariamente nulos porque

deben constituir una solucién del sistema y;= Z | @;; | y;, cuyo

7
determinante es distinto de cero. Como por otra parte se tiene por
induccién

I Ein | = Min, [26]

resulta probada la convergencia del proceso. Ademés el sistema es
determinado, pues si admitiera una solucién propia, toméndola
como punto de partida, todas las aproximaciones coincidirian con
ella y &, no tendria limite cero.
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b) Supongamos que el sistema es homogéneo y satisface las
condiciones [2], [20]. Poniendo «; = 1 ——Z | ol ¥ o,= Znin, re-
sulta % ¢

c"n+1=z zlaijlnjn=znjnz‘aijl=Z(1_°‘j)'ﬂjn=°'n_zajnjn
s 3 J % J 1]

De ahi 0 <a;7;,<0,— 0,41, lo que muestra que la sucesién ¢, es
mondtona decreciente. Existe entonces lim ¢, > 0 y por consiguiente
es lim n;, = 0, siempre que a; no sea nula. Como el determinante [24]
es distinto de cero, necesariamente hay algin valor de j con esa
propiedad; para probar que para fodo j es lim n;, = 0, supongamos
que s6lo lo sea para j <p < m. Si en la desigualdad

Nign+l = l %jn I Nn 2 0

se supone j < p, h > p, como 1, tiende a cero y 7, no, se deduce
;3 = 0. Como por otra parte para j > p es necesariamente «; = 0,
el menor principal formado por las dltimas m — p filas y columnas
satisface la condicién |a;;| = Z[a,-,,[ lo que, en virtud de lo visto

]

en el § 8, significaria que el determinante [24] es nulo. Este absurdo
prueba que para todo j es lim 7;, = 0 y, como subsiste la desigual-
dad [26], también lim §;, = 0. Demostrada de esta manera la con-
vergencia del proceso, se prueba, como en el caso a), que el sistema
es determinado. w

¢) Supongamos por ultimo que el sistema no es homogéneo.
Hay una solucién tnica (&, &, ..., £,) porque ya se demostrd en
a) y b) que el sistema homogéneo correspondiente es determinado.
Si se adopta arbitrariamente la aproximaciéon de partida y se cal»
culan las siguientes por la férmula [23], resulta

&— Eignrs = X} o (55— &)
J
¥, por lo que se vi6 en a) y b), lim (§,— §; .4, = 0.

12. — Si se supone en particular que el sistema satisface una de
estas dos condiciones:

Iais'l>2|ai]'| (i’j=172:"wm) [27]
J

Ia'iil>2|aijl (7'.7.7.=1:2:"°)m))- [28]
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es facil probar directamente, sin apoyarse en las conclusiones de los
apartes anteriores, que el sistema tiene una solucién determinada
hacia la cual convergen las aproximaciones sucesivas. Ademis es
facil acotar el error.

Consideremos en primer término el caso [27]. Si el sistema es

homogéneo, poniendo k = méxz la;;] <1, @, =méx ||, se tiene
i
| By aial = 2 |;&,| <ka,, de donde a,y; < ka,. Por lo tanto

J
lim §;, = 0. Esto prueba no sélo que el proceso converge, sino
también, como se vi6 en el § 11, a) que el sistema es determinado.
El caso del sistema no homogéneo puede tratarse como en el § 11,
¢) o de este modo: poniendo A, =§; ,11— &, ¥ §,= mix el
es B,1q < kB,; la serie X8, es, pues, convergente, y también la suce-
sién de término general

n—1
E= bt Y, Aln,
h=0
El error que se comete al detener el cdlculo en AE; ,_; estd aco-
tado por estas desigualdades:

k
1—k

| G— Gl < X 1 A&l < bua B+ R+ ...) = Bt
h=n

Sea ahora el caso [28]. Si el sistema es homogéneo, poniendo
k=méx ¥ |yl y e, = X | &4l se tiene
i i

°n+1=Zlgi,n+1|szzlaﬁ§jn|=Zl£jn|2|“ij|5k0n-
% % J J v

De ahi limos, = 0 y por lo tanto lim §;, = 0, lo que prueba que
el proceso converge y que el sistema es determinado. Si el sistema
no es homogéneo se razona como en el § 11, ¢) o de esta manera:
poniendo v, = ¥, | A&, | es 1,44 < kv, conlo que converge &, y
: k

1—k

el error cometido, como més arriba, no supera a Yrts

RAFAEL LAGUARDIA.
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UNA PROPIEDAD CARACTERISTICA
DEL CIRCULO

1. PRELIMINARES. — Un conjunto de puntos del plano se llama
convexo, cuando el segmento que une dos cualesquiera de ellos
estd formado por puntos pertenecientes al conjunto. Todo conjunto
convexo estd limitado por una curva tal que cualquier recta del
plano sélo puede tener comunes con ella uno o dos puntos o todo
un vtnico segmento, lo cual puede tomarse como definicién de
curva convexa. A un conjunto de puntos convexo més la curva que
lo limita lo llamaremos figura convexa.

Una figura convexa puede ser limitada, es demr situada toda ella
a distancia finita (por ejemplo un circulo), o zlimitada, extendién-
dose hasta el infinito, por ejemplo la parte de plano comprendida
entre los lados de un 4ngulo.

Un teorema notable sobre figuras convexas, enunciado por HELLy
y demostrado por Ravon (1) y KONiG (%), es el siguiente, que enun-
ciamos s6lo para el caso del plano, aunque es general para n dimen-
siones:

« 87 un namero finito de figuras convexas del plano es tal que cada
3 de ellas tienen punto comun, existe un punto comun a todas ellas ».

Este teorema, cuando las figuras convexas son limitadas, es vilido
también para un ntmero infinito de ellas. Si son ilimitadas y en
ndmero infinito podria no ser cierto, debido a que los puntos co-
munes a todas las figuras estuviesen en el infinito. Por ejemplo,
considerando todos los semiplanos situados a la derecha de las ver-
ticales trazadas por los puntos de abscisas 0, 1, 2, 3, ..., que son
figuras convexas, cada 3 de ellos tienen puntos comunes, y sin em-
bargo no hay ningtin punto comtn a todos los semip'anos. Sin
embargo es facil ver, y se deduce de las demostraciones citadas en (%)

(¥) J. RapoN, Mengen konvexer Korper, die einen gemeinsamen Punkt enthallen,
Mathematische Annalen, Vol. 83, 1921, p. 113.

(?) D. Konia, Ueber konvexe Kérper, Mathematische Zeitschrift, Vol. 14, 1922,
p- 208.
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y (®), que el teorema sigue siendo vilido con tal de que una sola
de las figuras convexas del conjunto sea limitada, aunque las infi-
nitas restantes sean ilimitadas.

Adn suponiendo todas las figuras ilimitadas, si los puntos comunes
a 3 particulares de ellas (por ejemplo Ki, K, Ks) estdn todos a
distancia finita, el teorema todavia es vailido. En efecto, basta
afiadir al conjunto considerado la figura D formada por estos puntos
comunes, la cual es convexa, puesto que la interseccién de figures
convexas sigue siendo convexa. Entonces, cada 3 figuras seguirdn
teniendo puntos comunes, puesto que si una de ellas es la D, se puede
sustituir por las K, K,, K3 de las cuales es la interseccién, y las
5 figuras resultantes tendrdn punto comin ya que el teorema es
valido mientras el nimero sea finito.

El anterior teorema de HELLY ha sido utilizado por C. V. Ro-
BINSON (3) para demostrar la siguiente propiedad -caracteristica
del circulo:

« Bl ctrculo es el dmico dominio simplemente conexo con el cual se
podrd cubrir cualquier conjunto de puntos del plano siempre que se
puedan cubrir cada 3 puntos del mismo ». '

Nuesto objeto en esta nota es demostrar un teorema que en cierto
modo tiene un aspecto « dual » de éste de RoBinson. Nos limita-
remos a figuras convexas, tanto por simplicidad como por ser para
ellas que el teorema puede tener un méximo interés.

2. ENUNCIADO DEL TEOREMA. — Sea K una figura convexa limi-
tada. Se llama recta de apoyo de K, a toda recta que tiene por lo
menos un punto comtn con K y deja a esta figura toda de un mismo
lado. Las rectas de apoyo coinciden con las tangentes en los puntos
en que éstas existen. Llamaremos tridngulo que contiene a K a
todo tridngulo con el cual se pueda cubrir totalmente la figura K.

Con estas definiciones el teorema que queremos demostrar consta
de las dos partes siguientes:

a) Si un circulo C puede estar contenido en todo tridngulo que
contiene a la figura convexa limitada K, puede también estar conte-
nido en K.

b) La tmica figura del plano que goza de ila propiedad anterior,
es decir, que de la condicion de poder estar contenida en todo tridngulo

() C. V. RoBiNSoN, A characterization of the disc, Bulletin of the American
Mathematical Society, Vol. 47, pdg. 818, 1941.
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que contenga a una figura convexa K, cualquiera que ésta sea, se de-
duzca que puede también estar contenida en K, es el circulo.

3. DeEmosSTRACION. — a) Consideremos el contorno de K orien-
tado, con lo cual las rectas de apoyo también quedarin orientadas;
supongamos, por ejemplo, que esta orientacién haga que la figura K
quede siempre a la izquierda de las rectas de apoyo. Sea r el radio
del circulo C' que suponemos puede estar contenido en todo tridn-
gulo que contenga a K. A toda recta de apoyo asociemos la recta
paralela a ella situada a distancia r y del mismo lado que K. Consi-
deremos el conjunto de todos los semiplanos situados a la izquierda
de estas rectas paralelas. Cada 3 de estos semiplanos tienen punto
comtn. En efecto, si las 3 rectas de apoyo correspondientes forman
un tridngulo que contiene a K (fig. 1), el centro del circulo C de
radio r que por hipbtesis estd contenido en él, dista de los 3 lados
> r y por tanto pertenece a los 3 semiplanos. Si el tridngulo formado
por las 3 rectas de apoyo correspondientes no contiene a K, los 3
semiplanos tienen todo un sector ilimitado de plano en comin

(g 2).

Fia. 1. Fia. 2.

Consideremos 3 rectas de apoyo particulares que formen un tridn-
gulo que contenga a K (fig. 1). La interseccién de los 3 semiplanos
correspondientes serd un tridngulo situado a distancia finita. Por
consiguiente, teniendo en cuenta el teorema de HELLY y sus amplia-
ciones al caso de figuras ilimitadas recordadas en el n° 1, se deduce
que todos los semiplanos considerados tendran por lo menos un
punto comin. Este punto distard de todas las rectas de apoyo de K
una distancia > r y por tanto serd centro de un circulo de radio r
contenido en K. Queda, con esto, probada la primera parte del
teorema. :
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b) Sea B una figura que goza de la propiedad anterior, es decir,
que si puede estar contenida en todos los tridngulos que contengan
a cualquier figura convexa K, puede también estar contenida en K.
Vamos a demostrar que B debe ser un circulo. Para ello vamos a
demostrar que si B no fuera un circulo, existiria una figura convexa,
precisamente un circulo, que no puede contener a B y que sin em-
bargo todos los tridngulos que la con-
tienen pueden contener a B.

Si B no es un circulo, considere-
mos el circulo de menor radio que
contiene a Bj; sea C este circulo y O
su centro (fig. 3). Si B no coincide
con C, habri alguna recta de apoyo
de B, por ejemplo la A/, situada a
menor distancia de O que la tan-
gente paralela A al circulo C; sean
M', M los pies de las perpendicula-
res trazadas desde O a A/, h.

Sobre el circulo C tomemos dos puntos N, P simétricos respecto
a la recta MO y tales que NOP = 120°, Tracemos por N y P las
tangentes a C. Si R, S son los puntos en que estas tangentes cortan
a la tangente en N quedard formado un tridngulo equildtero QRS
que contiene a C. .

La recta de apoyo &/, paralela a h, forma con las mismas tangentes
a C en N y P otro tridngulo equildtero QR’S’ cuyo circulo inscrito
serd de radio menor que el del circulo C. Sea C’ este circulo y O’ su
centro. Si los puntos de tangencia de C’ con los lados QN y QP
son N’ y P’ el 4ngulo N’O’P’ valdri también 120° y el arco N’ P’
queda exterior a C y por tanto sus puntos distan de O una dis-
tancia mayor que OM.

Supongamos ahora un tridngulo cualquiera circunserito a C’ y
que contenga a C’ en su interior. Dos de los puntos de tangencia
de sus lados deben distar un arco igual o menor que 120° y por
tanto podremos colocarlos sobre el arco N'P’. El tercer lado distara
de O una distancia igual o mayor que OM’ (puesto que M’ es el
punto de C’ méis préximo a 0). Por tanto podremos girar el con-
junto de C’ y su tridngulo circunscrito alrededor de O de manera
que el tercer lado mencionado pase a ser recta de apoyo de B o
quede exterior a B. En cuanto a los dos primeros lados, por distar
de O mis que el radio OM de C, siempre quedan exteriores a B.

Fia. 3.
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Por tanto B puede ser contenido en el interior del tridngulo consi-
derado. Como este tridngulo es cualquier tridngulo circunscrito a
C’, resulta que, seguin la hipétesis, B debe poder ser contenida en
C’. Pero como C’ tiene radio menor que C esto contradice el hecho
de haber supuesto que C era el circulo de menor radio que con-
tiene a B. Resulta, pues, que C no puede ser distinto de B, o sea,
que esta dltima figura es un circulo.

4. OTrROS PROBLEMAS. (Y) — a) El teorema anterior lleva consigo,
de manera natural, el preguntarse: si en lugar de un circulo consi-
deramos otra figura convexa plana @, ino serd posible determinar
para ella un nimero n tal que si @ puede estar contenida en todo
poligono convexo de n lados que contenga a K, también @ pueda
estar contenida totalmente en K? En el caso estudiado @ es un
circulo y n = 3. s

No sabemos si hay figuras especiales para las cuales esto sea
posible. Hay, sin embargo, casos en que no existe ningin ntdmero n
que cumpla la condiciéon anterior. Consideremos, por ejemplo, el
caso de ser @ un cuadrado. Vamos a demostrar que, cualquiera que
sea m, siempre se puede construir una figura convexa K tal que el
cuadrado @ pueda estar contenido en todo n-gono convexo que con-
tenga a K, y que sin embargo no pueda estar contenido en K.

Para la demostracién necesitamos un sencillo lema. Suponga-
mos sobre una circunferencia 7 puntos. Supongamos también la
misma circunferencia dividida en v arcos iguales de amplitud «

y
cada arco como parte de un grupo formado por 4 de ellos, cuyos
puntos medios estén situados en los extremos de dos didmetros

2w
<seré o = . Tomemos que v sea multiplo de 4 y consideremos

: ¢ y
perpendiculares. El ndmero de estos grupos sera < Entonces,

4 2n
que hay algin grupo de 4 arcos en las condiciones dichas, tal
que ninguno de ellos contiene ningun punto de los » dados sobre
la circunferencia. Es decir: dados » puntos cualesquiera sobre una.

y ™
con tal de que sea — > n (o sea a < "—) estaremos seguros de

. . v . 5 kg
circunferencia, siempre existen 4 arcos de amplitud o« < T

(*) Relacionado con estos problemas y el anterior, ver L. M. BLUMENTHAL,
“Some imbedding theorems and characterization problems of distance geometry’”
Bulletin of the American Mathematical Society, Vol. 40, pdg. 321, 1943.
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cuyos puntos medios son extremos de didmetros perpendiculares
Yy que no contienen ninguno de los n puntos. Este es el lema que
queriamos demostrar.

Sentado el lema, supongamos un cuadrado A;4,4;4, que repre-
sentaremos por . Tracemos una circunferencia C que tenga el
mismo centro que @ y tal que deje a los vértices A; exteriores y de
manera que los puntos de contacto de las tangentes a C desde 4; de-
terminen arcos de amplitud « < 2—7;— Decimos que el circulo C
es el ejemplo buscado de figura convexa tal que no puede contener
a @ en su interior y sin embargo @ puede colocarse en el interior
de cualquier poligono convexo de n lados que contenga a C.

En efecto: 1° Que C no puede contener a @ es evidente. 2° De los
poligonos convexos de n lados que contienen a C bastars considerar
los circunscritos; cualquier n-gono circunscrito a C, segin el lema,
puede colocarse, por rotaciéon alrededor del centro, de manera que
sus puntos de contacto queden todos fuera de los 4 arcos o deter-
minados por las tangentes a C desde los vértices 4;; en esta posicién
queda @ contenido en él.

b) Otra pregunta natural es la siguiente: jexiste un ntmero
n tal que del hecho de saber que dos figuras convexas P y @ son tales
que cada una de ellas pueda estar contenida en el interior de todo
poligono convexo de » lados que contenga a la otra se pueda deducir
que P y @ son congruentes?

Es fécil ver que la respuesta es negativa. Tomemos por P un
circulo y por @ el mismo circulo m4s la parte de plano comprendida

entre su circunferencia y dos tangentes tales que el arco comprendido
2T

entre sus puntos de contacto sea a < s Es evidente que el
circulo P puede colocarse en el interior de cualquier n-gono que
que contenga a Q. Viceversa, dado un poligono de = lados que con-
tenga a P, consideremos el homotético circunscrito; sobre la ecir-
cunferencia de P tendremos los 7» puntos de contacto y por ser

2 . P
ay<s o habr4 un arco de amplitud « sin ninguno de ellos; colo-

cando @ sobre P de manera que este arco coincida con el arco sobre
el cual se construyé el tridngulo curvilineo que diferencia @ de P,
resulta @ contenido en el interior del n-gono circunscrito. Sin em-
bargo Py @ no son congruentes.

Luis A. SaNTALG.
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VALORACIONES APROXIMADAS DE n! PARA
GRANDES VALORES DE n. APLICACIONES

Para el objeto indicado en el titulo sirve de costumbre la férmula
de STIRLING, la cual expresa que
1 1
n = 1 n 4 —
e ) 2 el ks 2
e2n >nl> 42z

V2=

er e

Raramente la demostracién de esta férmula se encuentra en los
tratados elementales de cédlculo por la razén que-de las muchas de-
mostraciones que se poseen las unas, con resultados aun més com-
pletos, se vinculan con teorias analiticas més elevadas, otras més
clementales exigen sin embargo algunos céleulos y algunos conoci-
mientos sobre series (1). Nos proponemos ofrecer algunas conside-
raciones del todo elementales que llevan, si no a esta misma férmula,
a otras practicamente equivalentes, dando a continuacién alguna
interesante aplicacion de las mismas (2).

Se sabe que, para cualquier % fijo, que en lo sucesivo supondre-
mos positivo,

. <n+1>n+'°
i [ =¢

n>ew n

(*) Véase, por ej., PINCHERLE: Gli elementi della teoria delle funzioni analitiche,
Cap. XVIII (Bologna———Zanichelli, 1932), donde la férmula se vincula a las
funciones eulerianas; GoursaT: Cours d’Analyse, T. I, donde la férmula se obtiene
por una transformacién de integrales; Cesaro, Corso d’analist algebrica (Torino —
Bocea, 1894), donde se utilizan algunos simples cdlculos con la serie logaritmica.
Un célculo muy parecido se encuentra también en H. C. PLumMMmER: Probability
and frequency, London, Macmillan,. 1940. Ver también B. Levi: Analisi algebrica
¢ infinitesimale, Cap. XIII (Bologna, Zanichelli, 1937).

(%) Tampoco pretendemos que, por su naturaleza elemental, las mismas o an4-
logas consideraciones no se encuentren ya en la bibliografia que no est4 en nuestro
conocimiento, ni creemos, por la misma razén, merezca el argumento una bisqueda
bibliogréfica més detenida.
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Con mayor precisibn notamos que

n+1 z 1 1 1 1

—entk =

n n_n+k—2(n+'k)2—6(n+lc)3—
2k—1 6 k2—1
2 (n + k)2 6 (n+ k)

Evidentemente, al menos para grandes valores de 7, esta serie
tiene el signo del primer término no nulo y decrece en valor absoluto
al crecer n; por lo tanto:

Para\vaéores bastante grandes de n la expresion (

n+1yw
, al
n

: ; ’ . il .
crecer n, tiende mondtonamente a e, decreciendo si k > 51 Y creciendo

: 1l
Stk e < ==
2
Consideremos ahora la razén

(e i S e i 1]
m+4yﬂﬂ'nwk_(n+1)’

por lo dicho serd

1
>e! para k < —
2
| < el » b= —1—
2

En otros términos:

i
Para kb < 5

(n+ 1)! - n ! =
(n + 1)n+1+k nrtk

)

luego, por recurrencia,

(n + N) ! < n ! N
(n + N)TL+N+k nn-l-k
1
Para k > o
! ! | |
iRl < & e1; luego o < Bl e~V |

(n + 1)n+1+k nn-l-k ('ﬂ + N)n+N+k nn+k
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En los segundos miembros 7 tiene un valor fijo (bastante grande),
mientras N se entiende positivo cualquiera; puede darse a las dltimas
férmulas una forma maés simple indicando con ¢; un nimero tal que,
en los dos casos respectivamente

n! n!

= e < cres"
nntk L 4 nntk L3 4

si, después de esta posicién, se llama n al anterior n 4+ N, las des-
igualdades precedentes expresan que si '

0§_k1<i$k2
2

Cpmitle® < nl < ¢ nth e [2]

donde ¢, ¢;, son constantes positivas determinables experimen-
talmente para un valor particular de n y validas entonces para todos
los valores mayores.

2. — Podemos enunciar el mismo resultado diciendo que las ra-
zZones
nl en nlen
nn-{-k: 2 nntke

al crecer m, respectivamente crecen y decrecen, tendiendo luego

a limites. Se ve inmediatamente que, excluyendo el caso % = s

il
estos limites son, respectivamente, « y 0. En efecto, para k& > 2 de

1
cy nrt e n>nl
2

se obtiene, dividiendo ambos miembros por n"**e™"
nl e 1
<Sic n—(k—z); 13']
nntk Y

1
para k < —, indiquemos con k' otro valor cualquiera tal que

1
Ic<k’<—2—;de

Cp Mt e < nl
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—n

dividiendo los dos miembros por n"t* ™" se obtiene

nlen
nn+k’

> cp nk—k, 3]

Al tender n a o los segundos miembros de [3’] y [3"] tienden
respectivamente a 0 y 0.

1 1
3.— Para k = ) sabemos solamente que n! e® :n" 3 tiende

a un limite que podria ser finito o 0. La férmula de STIRLING enun-
ciada al principio dice que este limite es \/ﬂ y es claro que tal
valor no puede obtenerse por consideraciones tan elementales como
las anteriores. Pero, una vez que sabemos que el limite existe, po-
dremos determinarlo teniendo en cuenta la férmula de WaLLis,
siendo las dos afirmaciones del todo equivalentes (1). Esta férmula
dice en efecto que ‘

24 n+4+1 n!4

lim = [4]
n—>wo (20)12(2n 4+ 1)

Pongamos por brevedad

-

nlen

—@lto) o U lim n);
e SUCREE S 10

sustituyendo en [4]

o (2n) e=2n (2m)2n+ § )

nl =g () e—nnn+i , (2n)!

se tiene
s :
ro= lim —F OGRS
—>% ¢ (2n)2 2n+1 2
luego
l=+2x.

(*) La deducci6n siguiente es conocida; ver, por ej.: B. Levr: I. ¢.; PLUMMER:
l. c. — Wallis vivi6 de 1616 a 1703; Stirling de 1696 a 1770. ;
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4. — Damos a continuacién una interesante aplicacién de las
simples conclusiones del n. 2. Se trata de calcular (V)

lim e—n(l +n+"72+ ...+L_l);

para eso notamos que

2 n—
1=cnen =e—"(1 +n+%.+...+—”_l—>

(n— 1)1
+e—n(n_n+__nn+l —|—...—|————-n‘2n—1 )
n! (n4 1) 2n—1)!
n2n n2n+1
= 5
i ((2n>!+<2n+1>1+ ) 2

Indicaremos los tres términos en que hemos dividido el tltimo
miembro por A, B, C. El tltimo se escribe

C=et

1 - ' L
(2n)!< 5 2n + 1 s en+1)@2n+2 s &

<(i)n (2 n)2n (1+l+l+,,,); (6]
4 e (2 n)! 2 4

para n —> oo, tiende a 0 porque tienden a 0 en el dltimo miembro
el primer factor y el segundo (por [3"’]), mientras el tercero vale 2.

Comparemos ahora los términos A, B; cada uno de los paréntesis
se compone de n términos, de valores crecientes en A y decrecientes
en B; el tltimo término en A es igual al primero en B. Poniendo
ademds en factor este término se obtiene:

il | nn—1 (1+n-;1+(n—1)(n———2) i

(n—1)! 72
" (n—l)!)
nn—1
. nn-1 n nz
B e ( e e

nr-1
= (n+1)...(2n—1)>

(1) Este limite fué propuesto como tema para resolver en la Revista de la
Unién Matemética Argentina. Una solucién del mismo ha sido dada por J.
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Yy se ve en seguida que los términos del segundo paréntesis son
todos mayores que los homélogos del primero, siendo las diferencias
crecientes (1).

Se sigue
2n—1 —n pn2n
0<B—A< nen P X <e—n_=
2n—1)1 2n—1)!
n 2
=2n _e_ _(zi)_n_ [7]
4 ezn (2n)!

e n
Nuevamente aqui (T) tiende a 0 como un exponencial; por

e n
lo tanto también 2 n (T) tiende a 0; el otro factor tiende a 0 por

[3"]; tenemos luego, por [5], [6], [7]
1'=im (A +B) , 0=1lm(B—A4),

n—> o 4 n—> ®
m. A = lim. B =%;

es decir

lim.e'"(l +n—|—n_2+ +L_l_) =_1.,
2 2

n—->w (n—l)'

BARRAL S0UTO en la Revista mencionada (Vol. IX, pag. 67, 1943). La de-
mostracién, sin embargo, es relativamente complicada, a comparacién de los
recursos elementales utilizados aqui. EIl limite considerado puede deducirse co-
mo easo particular de otros conocidos, pero siempre con procedimientos elevi-
dos. V. por ej. PoLya y SzEGo, Aufgaben und Lehrsitze aus der Amnalysis,
Bd. I. Absch. II, 210, p. 80. Berlin - Springer - 1925.

(*) En efecto:

n n—z 22
— = — > 0.
n+1 n n(n + 7)
Luego:
n n—1 n n n—1 n—2
—— >0, 5 — . =
n 41 n n+1 n+4+2 n n

etc.
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Las férmulas precedentes permiten puntualizar algo més acerca
del orden infinitesimal de la diferencia

1 n? ni-1 1
— |1 .t . F—)=——A4
2 ¢ < +n,+ 2 2 i (n—l)!) 2

En efecto, [5], [6], [7] pueden escribirse
A= t=5 "B—d =g

2n n 2
Gy, Bty BN Lt DN (BN
4 ) e (2m)! 4 e (2 n)!

luego

Por [3"] el tltimo miembro tiende a 0 del mismo orden que

(i)nn%+’< (e 52 e)ﬂ;
4 4

donde ¢ y 0 pueden elegirse arbitrariamente pequefios.

B. LEvI.
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SOLUCION DE LA CUESTION N° 6

El enunciado de la cuestién era el siguiente:

Extender la solucién del problema N° 20 al caso en que, en lugar de un ex4-
gono se pidiera un n-gono regular (para n cualquiera) del cual cuatro lados con-
secutivos pasan por cuatro puntos dados, desarrollando la discusién aludida en la
N. de la Red. (pdg. 194 del fasc. 4, afio II) para algtn valor de n distinto de 4.

1. — La solucién dada al problema N©° 20 en la nota de la re-
daccién se extiende a la construccién de un poligono regular de.
un ntmero cualquiera de lados permitiendo inferir que dados en
el plano en un orden determinado 4 puntos existen siempre dos y sélo
dos poligonos regulares de n lados tales que las rectas de 4 lados conse-
cutwos pasan ordenadamente por los puntos dados.

Scan, en efecto, LMNP los puntos dados; suponiendo existir
el poligono, los lados por M y por N forman entre si el 4ngulo

. 6
(1_ _,;) w; los lados por L y por P forman el 4ngulo (1——7{) g

ademds estos dos 4dngulos tienen misma bisectiiz. Resulta que si
si sobre los segmentos MN y LP se describen arcos capaces de los
dichos 4ngulos bastard unir los puntos medios de los arcos que
completan las respectivas circunferencias; la recta obtenida cortari
ulteriormente la circunferencia sobre MN en el correspondiente
vértice del poligono y la ciccunferencia sobre LS en el punto comin
a las prolongaciones de los lados por L y P.

Sin embargo es necesario agregar las observaciones siguientes:
1o Al desplazarse los puntos LMNP sobre los lados respectivos
puede ocurrir que, en sentido estricto, los dngulos considerados
se transformen en sus suplementarios; por esta razén dijimos de
cortar las circunferencias y no los arcos. 2° Sobre cada uno de los
segmentos M N, LP pueden trazarse dos arcos capaces de los 4ngulos
respectivos; combindndolos dos a dos se obtendrian 4 casos; pero
es facil ver que dos de estas combinaciones no resueleven el pro-
blema porque, elegido el arco sobre M N, habri siempre que elegir
el arco sobre LP en modo que los sentidos MN y LP determinen
sobre las curvas cerradas formadas por ellos y los arcos respectivos
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el mismo sentido de rotacién (*). A este respecto una consideracién
6
particular merecen los casos de n = 5 y n = 4 en los que (1—7)

resulta negativo; para dar sentido geométrico a la construccién
tendrd que sustituirse este dngulo por su valor absoluto, pero los
sentidos de rotaciébn pasarin a ser inversos.

2. — Vamos a resolver ahora el problema desde el punto de vista
analitico discutiendo las condiciones de posibilidad en el sentido
restringido, es decir, para que pueda encontrarse un poligono tal
que los puntos dados sean efectivamente interiores a 4 lados con-
scecutivos en un orden prefijado.

Consideraremos el caso del exdgono; para cualquier otro valor
de n podri repetirse, salvo sencillas modificaciones, un razona-
miento anilogo.

Suponiendo por el momento conocido el poligono que resuelve
el problema introduzcamos un sistema de ejes cartesianos ortogo-
nales auxiliares, que llamamos (z’ y’), del siguiente modo: se toma
el eje de abscisas congruente con uno de los lados del exdgono y
como origen se toma el punto (dado) que se supone contenido en
dicho lado. El sentido de los ejes se puede elegir de tal modo que
los tres puntos restantes dados tengan ordenada positiva y por lo
menos dos de ellos abscisa positiva o nula. Denominamos con P,
el punto coincidente con el origen y con Pi, P3 y P4 los restantes
de tal modo que

¥ <y <y (1]

Entonces las ecuaciones de las rectas coincidentes con los lados que
pasan respectivamente por los puntos Pi, P;, Ps y P son

y =0, Y —y' =—\3 (@ —a),

(2]
y—y' = \/?(x'——mg’), o Y =0

(*) Puede reconocerse este hecho observando primero que (por lo menos para
n > 6, en consecuencia de la observacién que sigue) la regla vale cuando los pun-
tos LMNP son internos a los lados respectivos; si luego se hacen desplazar estos
puntos, cada uno sobre la recta que le corresponde, se ve que un cambio en el
sentido de rotacién podrfa eventualmente ocurrir sélo cuando uno de los puntos
atraviesa el vértice del dngulo considerado; pero una compensaci6n se realiza
entonces porque el vértice pasa entonces del arco capaz de cierto dngulo al arco
que con él completa la circunferencia.
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Los vértices del exdgono se obtendrin como puntos de intersec-
cibn de esas rectas

[ V3 o —y
Q‘ ( E )
V3 (@ + ) + oy’ — ' VB (@' —a) s + oy
Q= ( — ’ (3]
243 2

A

bt \/_3-1'3' + ' —y A ’
LQS—( \/? ) y4>~

Para que los lados Q1 Q: y Q: Qs sean iguales bastard que la orde-
nada de Q: sea igual a ¥4 :2 o sea

V3 (o — ) +ys’ + =4, [4]
con lo que las expresiones [3] se transforman en

[ \/-3—552’—1112’
T e, 5 0
ol )
Qz = ( \/?(.’123’ o .’152') + ys’——y2' 2 ﬂ)
2v3 0

L st(M : y4l>.

A

5]

V3

Observamos ademés que el lado del exdgono vale evidentemente

i

’
ls = —yzL:sen60° L

_\/? % [6]

Ahora bien, hasta aqui hemos razonado con un sistema de ejes
coordenados no completamente determinado puesto que si bien el
origen coincide con el punto Pi, su orientacién depende del exa-
gono que se trata de construir. Para determinar ésta, y por lo
tanto resolver el problema, imaginemos otro sistema de ejes orto-
gonales (z y) tal que su origen coincida con P; pero su eje de abs-
cisas pase por P, de P; hacia Ps, y el eje de ordenadas dirigido
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hacia el lado de P;. Siempre en la hip6tesis de que la solucién exista
se tendra evidentemente

(T2y T3, Y3, Y1) >0 2 =0 2SO0 ys <ys. [7]
Ademés la recta

&——T3 Xy — X3

Yy—Yys Ys—Ys ’
que pasa por los puntos Ps y P4, cortari al eje  en un punto de abs-
cisa mayor que x:; se encuentra ficilmente que dicha condicién se
expresa por
T3 Xy

Y3 Yu

22 (Ya—ys) < (7]

Llamando « el dngulo que forman entre si los respectivos ejes
de ambos sistemas de coordenadas, las férmulas de pasaje de uno
al otro serdn g

8]

2’ =xcosa—ysen a

y' = xsen a 4 y cos a.

Aplicando esta transformacién en la [4] y teniendo en cuenta
que y» = 0 se obtiene mediante un sencillo célculo

V3 @—a) —y s
T2+ 23— 2 — V3 ys

tg o« = [9]

Esta expresién se satisface para dos valores de o situados en cua-
drantes opuestos; pero la indeterminacién sec resuelve observando
que tal como hemos tomado los ejes &’ y = el 4agulo « verifica la

condicién
0° < a < 607,

luego cuando la solucién existe es tunica.

En resumen, si el problema admite solucién, el procedimiento
analitico para resolverlo es el siguiente:

Dados los cuatro puntos, que se consideran en un orden deter-
minado, se adopta un sistema de ejes cartesianos ortogonales cuyo
eje de abscisas pase por los dos primeros; una primera condicién
de posibilidad del problema es que se verifiquen las condiciones
[7] y [7’]. Entonces la expresién [9] y las [5] y [6] (transformadas
mediante [8]) resuelven el problema.
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3. — Condiciones de posibilidad.

De las expresiones [5] y [6] se deduce que las condiciones para
que los puntos P, y P, pertenezcan precisamente al perimetro de
un exagono se expresan del siguiente modo:

.r ( \/? x' — y2' o y4’ \/.?3. x' — yzl
V3 V3 ) V3
- =5 [10]
L \3 243

A estas condiciones, que estdn referidas a un sistema de ejes cuya
determinacién depende todavia de la construccién del poligono
buscado, nos proponemos darles una forma que dependa preferen-
temente de los datos del problema y posiblemente invariante, es
decir, que no dependa del sistema de ejes elegidos.

Desarrollando las expresiones [10] y transforméndolas mediante
[8] se obtiene

<30

[y4—\/§ 2z + x4)] sen « . cos « + [3 xz——\/?%] cos? a +
+ (@2 + 4) sen? a < 0 [11]

[V3 (ma— ) —ysl cos e + [V3 s + 22— 2] sen « < 0

Ahora bien, hemos visto que (° < « < 60°, luego debe ser tg o> 0,
y por lo tanto el numerador y denominador de [9] tienen el mismo
signo. Si este signo (= 1) lo designamos con ¢ entonces podremos
escribir

J' %(\/? (22— @5) — s + ys) = sen
[12]

[ %(xz+ 23— 22—\ 3 ys) =cosa

donde

(= V[\/_{S— (xz—xs)—ys +y4]2 ol [xz R x3—x4~—-\lT3- ys]2

Bastard sustituir estas expresiones [12] en las desigualdades [11]
para obtener las condiciones equivalentes a las [10] expresadas en
el sistema de ejes (xv), intrinseco con los datos del problema.
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De estas expresiones podremos pasar a otras independientes del
sistema de ejes por cuanto se pueden expresar las diferencias entre
las coordenadas de los puntos P; considerando como vectores los
lados de la poligonal P; P: P; Ps. Teniendo en cuenta que

x=y =y =0
escribiremos [11] y [12] en la forma

[(y4 — Y1) — \/_?; (2 (2 — 1) + (xa— xl))] sen o . cos o +
+ I3 (22— 1) —\/? (y4—-y1)] cos? o+ [(.’152—.’131) -+ (x4—-x1)] sen?a< 0

[\/? (xz = xs) = (yz-—ya)] COS o — [\/? (yz—y3) = (m——xs)] sen o <0
%[\/? (xz— 1173) + (y4— ys)] = sen «
% [(x2— x1) + (xs—x) + \/_3— (Y2 — ya)] = COoS Q.

Bastard ahora notar que si P, y P, son dos puntos cualesquiera
cuyas coordenadas, en el sistema (xy), indicaremos respectiva-
mente con (X,Y,) y (X, Y,), valen las relaciones

(et X (Fe— T

X,— X, =
a b IPz—Pll
ﬂ(Ya—'Yb)= (Pa_Pb)/\(P2—P1)
|

(n versor normal al plano)

y mediante ellas las condiciones anteriores resultardn expresadas
en forma independiente del sistema de ejes elegido.

Las condiciones [10], que hasta aqui hemos transformado, expre-
san que los puntos P; y P: son internos a los lados respectivos.
Otras dos condiciones tendrdn que obtenerse anilogamente para
los puntos Ps y Ps; pero una vez que las primeras condiciones han
tomado forma intrinseca, es decir independiente de toda eleccién
de ejes, nos bastard observar que recorriendo el exdgono en sentido
inverso los puntos Ps P; P; P, toman respectivamente el lugar de
P, Py P3 Py. Por lo tanto para obtener las condiciones que faltan
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bastard, una vez escritas las condiciones intrinsecas precedentes,

efectuar en ellas la sustitucién de indices (i g 3 ‘i)

La solucién anterior pertenece, salvo detalles, al Ing. PEpro E. ZADUNAISKY;
otras menos completas fueron enviados por el Ing. S. FreiBErG (Tucumén) y
C. KRUGER, alumno de la Facultad de Ciencias Mateméticas, etc. de Rosario.

RESULTADO DEL CONCURSO

ENTRE LOS SOLUCIONISTAS DE PROBLEMAS PROPUESTOS
EN EL ANO SEGUNDO (1942)

En aplicacién de lo dispuesto en el art. 4 de la ordenanza de institucién del
Boletin del Instituto de Mateméticas « Mathematicae Notae » (ver Afo I, pig. 4),
el Director del Instituto ha tomado en consideracién las soluciones enviadas hasta
el 1o de julio de 1943 haciendo al sefior Decano las propuestas correspondientes,
que fueron aceptadas con la resolucién siguiente:

« Expte. 660-1-1943. — Rosario, 13 de Julio de 1943. — Vista la propuesta
que formula el sefior Director del Instituto de Matemdatica, Dr. Bepro LEvi, el De-
cano resuelve:

Art. 1°— Adjudicar al estudiante de la Facultad sefior ABRAHAM BENDER el
premio afio 1942, consistente en los libros que oportunamente indicard el sefior Di-
rector del Instituto.

Art. 2° — Adjudicar el premio para las personas que mo son estudiantes de la
Facultad, por el mismo afio 1942, a los sefiores ingenieros SALOMON FREIBERG ¥
ERNESTO SALEME, consistente en tres volumenes de las publicaciones del Instituto.

Art. 8°— Dichos libros y volimenes seran encuadernados en cuero por cuenta
de la Facultad.

Art. j° — Comuniquese, sGquese copia, eic., tome conocimiento Contaduria y dése
cuenta al H. Consejo Directivo.

Firmados: Cortfs Pra, Decano. — Luis Avwmf, Secretario ».
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
SOLUCIONES

Ne 29. — Dadas dos esferas exteriores una a la otra, encontrar sobre la parte
exterior del segmento que une sus centros el punto tal que la suma de las 4reas
de los casquetes esféricos vistos desde él, sea un médximo. Tratar el mismo pro-
blema en el plano, considerando dos circulos en lugar de esferas.

SoLucioN. — Llamando h a la altura de un casquete esférico, es
sabido que el 4rea estd dada por la férmula 2z R h. Sean R y r
los radios de las dos esferas dadas e indiquemos por d la distancia
entre sus centros O, O;. Sea X el punto incéghita situado entre
O y 0,, y pongamos OX = z. La altura h del casquete visto desde
X sobre la esfera de centro O se calcula ficilmente recordando que
en un tridngulo rectdngulo un cateto es medio proporcional entre
la hipotenusa y su proyeccién sobre la misma. Aplicando este teo-
rema al tridngulo formado por OX como hipotenusa y cuyos ca-
tetos son la tangente desde X y el radio que va al punto de con-
tacto, se tiene

R? = x(R—h) de donde h=R—£—~
Z

El casquete de la esfera de centro O visto desde X valdrd segin

esto
8 =2z R (1_£>.
T

Andlogamente el casquete de la esfera O; valdrd

Se=2w7r2|1— < :
d—zx

La suma de ambos es, por tanto,

S(z) = 27 B? (1—3)4-2”2 (1_ r )

T d—=z
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Para hallar el miximo de esta suma, escribiremos que la derivada
debe anularse, o sea

2xR 2%
22 (d— )

Sa) = 1]

Quitando denominadores y ordenando queda la ecuacién de se-
gundo grado

(RP—1r®) 22— 2 R*dz + d* R? = 0.

. B °2
Suponiendo R > r, e =c¢ <1, las raices de esta ecuacién se

expresan por

R e DL NI (1 L

1—¢8 g 1—¢d

la primera solucién corresponde a un punto situado en la prolon-
gacién de 00,. Esta solucién debe corresponder a un minimo del
drea de la suma de los casquetes, puesto que a medida que el punto
se aleja dicha suma aumenta. La segunda solucién en cambio es la
que resuelve el problema, pues corresponde a un punto interno al
segmento 00, (y externo a las dos esferas) y nos da, efectivamente,
un méximo, puesto que la derivada primera se ve ficilmente que
pasa de positiva a negativa, o también se puede ver observando,
tras un célculo no muy largo, que S”(zs) < 0.

En el caso de R =r la ecuacién pierde el término cuadrado y

tiene la sola solucién z = id, que corresponde todavia a un mg-
2

ximo.

Para el caso del plano, eon las mismas notaciones anteriores, la
suma de las longitudes de los arcos de circunferencia vistos desde el
punto X vale

L(z) =11:R——2Rarcsen—R—+wr—~—2rarcsen
X d—jx

Para hallar el méximo, escribiremos que la derivada se anula, o
sea,

" A 2 R? r 272 A
) = VT B A i e




— 164 —
Quitando denominadores esta ecuacién se puede escribir
RP(d—z)V({d—a)?—1r =rz\a?—R?,
o bien, elevando al cuadrado y ordenando convenientemente
Bld—ar—ra=r il (d—z'—re)

El primer miembro, que es una diferencia de cuadrados, se puede
escribir como producto de una suma por diferencia, con lo cual
la ecuacién se puede escribir

[RRd—2z)—nr2?] [RR(d—2)2+r2s*— R} =0.
El primer factor tiene las rafces

Rd

L E S el 3
3 R +r 13]

El segundo factor es una ecuacién de segundo grado cuyo diseri-
minante es R?r? (R* 4+ r*—d?) < 0 y por tanto tiene sus raices
imaginarias.

Las tnicas soluciones son, pues, las [3]. Es fécil ver que ellas co-
rresponden a los puntos en que se encuentran las dos tangentes
comunes interiores y las dos exteriores. La primera solucién, signo
+ en [3], corresponde a un maximo, puesto que efectivamente se
ve facilmente que para z proximo a R el primer sumando en [2]
es mucho mayor que el segundo, y por tanto la derivada primera
es positiva; en cambio para x préximo a d — r la derivada se hace
negativa. La segunda solucién, signo — en [3], corresponde a un
minimo puesto que al alejarse el punto aumenta la suma de las
longitudes de los arcos.

Puede notarse que el punto que resuelve el problema de méaximo
para la suma de los arcos de dos secciones meridianas del sistema
de dos esferas no es el mismo que resuelve el problema de miximo
para la suma de los casquetes para las esferas, salvo en el caso en
que R = r. Esto se explica ficilmente observando que el drea ge-
nerada por la rotacién de un arco de longitud dada serd tanto menor
cuanto es mayor la curvatura. En efecto, comparando los resul-
tados obtenidos en el caso del plano y del espacio, se nota, de acuer-
do con esta observacién, que pasando del plano al espacio ese punto
se aleja de la esfera mayor aproximdndose a la menor.

Esta solucién ha sido enviada por el Sr. Gumo O. G. LisErgE, alumno de la
Facultad de C. Mateméticas de Rosario.
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Ne 34, — Demostrar las identidades
4 L3 2%
sen — = gsen — - sen —
9 9

SorLuciéN. — Aplicando la férmula

sena+senb=2sena+bcos a;b, 11
resulta
b 2w T
sen — 4 sen —— = 2 sen — cos — . [2]
9 6 18
Pero
1 T (11: 4z 4
7008 —— =reosif———-—= = gen— .
18 2 9 9

sen — = sen 30° = —
2

Sustituyendo estos valores en [2], resulta la primera parte del pro-

blema.
Para demostrar la segunda identidad, observemos que haciendo

la suma de los quebrados y aplicando [1] se tiene

T T
1 ! e TR T
+ = :
3 2T 3T 3]
gen — — sen—— SelE=—_gofle=—
7 7 7
Se tienen ademés las identidades
3z ) 3=«
c0s — = ¢0S [ —— ——) = sen ——
7 7




— 166 —

v sustituyendo estos valores en [3] resulta, después de simplificar,
la segunda identidad del enunciado del problema.

Esta solucién ha sido enviada por el Sr. Mateo F. MAriNkovIicH, alumno de
la Facultad de C. Mateméticas de Rosario. Otras soluciones andlogas se han re-

cibido del Sr. ABrauam H. BENDER, de Rosario, y del Ing. S. FreiBERG, de Tu-
cumén.

Ne 35. — Demostrar que si un tridngulo ABC es rectdngulo en A, la bisectriz
del dngulo HAM que forman la mediana AM y la altura AH es también bisectriz
del dngulo A del tridngulo y reciprocamente, si esta condicién se cumple, el dngulo
A es recto.

Soruci6éN. — Llamando MAB = «, HAC = @, todo se reduce
a demostrar que « = 8. Se observa que § = B por ser ambos com-
plementarios del 4ngulo C. Ademés, por ser el tridngulo rectdngulo,
el vértice A se encuentra sobre la circunferencia descrita con centro
M y radio M B; por tanto el tridngulo MAB es is6sceles y « = B.
Luego « = 8 y por consiguiente si 4ng. RAM ='4ng. RAH, tam-
bién 4ng. RAB = 4ng. RAC. Indicamos con R el punto en que la
bisectriz del dngulo HAM corta al lado BC.

El reciproco se demuestra facilmente recordando que la bisectriz
de un angulo A de un tridngulo cualquiera y la perpendicular en el
punto medio M del lado opuesto, se cortan sobre la circunferencia
circunscrita al iridngulo; esto es evidente puesto que ambas rectas
deben cortar a la circunferencia en el punto medio del arco BC.
Sentado esto y supuesto que la bisectriz del dngulo HAM lo sea
también del 4ngulo 4, tracemos la perpendicular a BC en su punto
medio M y sea A’ el punto en que ella corta a AR. Segtin lo dicho
los cuatro puntos ABA’C estdn sobre la circunferencia circunsecrita
al tridngulo (higase la figura). Entonces 4ng. HAR = dng. RA'M
por alternos internos entre paralelas y por tanto 4ng. RA'M =
= ang. MAR, o sea, MA = MA’. El punto medio M de CB esti
por tanto en la perpendicular en el punto medio de la cuerda AA’
y por consiguiente es el centro de la circunferencia circunscrita.
El tridngulo ABC es, por tanto, rectidngulo.

Esta solucién es anédloga a la enviada por los Sres. Jost Lawoz y Gumo O.
G. LisErrE, alumnos de la Facultad de C. Matemdticas de Rosario. Otra so-

lucién trigonométrica ha sido enviada por el Sr. Mario Jost GiraLpi, alumno
de la misma Facultad.

Ne 37. — Dibujar y estudiar la curva representada en coordenadas polares por
la ecuaci6n
e’ a’cos20 =0.
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Transformar dicha ecuacién en coordenadas cartesianas, ya tomando como
ejes el eje polar y la perpendicular en el origen, ya tomando como ejes las tangentes

en el origen.
Escribir la ecuacién diferencial del haz de curvas que corresponde al variar el

pardmetro a.

Ejes de simetria.
Evidentemente el doble signo define dos curvas giradas entre
si de un 4ngulo = : 2 pero idénticas porque cos2w cambia de signo

al incrementar © en « : 2. .
Por lo tanto sblo consideramos la ecuacién

p2—a%cos 2w = 0.

Si en ella se reemplaza w por — w el valor correspondiente de p
no cambia; luego el eje polar es un eje de simetrfa. Tampoco varia
el valor de p si se cambia © por = — v; luego la perpendicular al
eje polar en el origen también es eje de simetria. Entonces para

~
obtener la curva basta hacer variar o entre 0 y Sy obténer los

restantes puntos por simetria. En realidad, como los valores de p
s6lo son reales para » comprendido en los intervalos

5
4

T T
— TS0 = ] = = (1) S
4 4

basta con hacer variar o entre

T
0Oy — -
y4

Radio de curvatura.
Su valor viene dado por

(% + o2)'he
o? it o

|
|
|
i

y teniendo en cuenta la ecua-
cién de la curva se obtiene, mediante un sencillo cilculo,
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El valor méximo de p se obtiene para o = 0, es decir, ¢, = @,
y por lo tanto el valor minimo del radio de curvatura sers

Rmz’n = _q" ’
3

que corresponde al punto en que la curva corta al eje polar; ademés
por razones de simetria el centro de curvatura correspondiente se
encontrara sobre dicho eje.

Puntos dobles.

Transformemos la ecuacién de la curva en coordenadas carte-
sianas tomando como ejes el eje polar y la perpendicular en el origen.
Teniendo en cuenta la identidad cos 2w = cos?w — sen?w se ob-
tiene de inmediato la ecuacién

@ + g —at @ —y) = 0 ]

que, siendo una cuértica, puede contener a lo sumo 3 puntos dobles.

Se ve en seguida que es punto doble el origen porque la ecua-
cién [I] no contiene términos de grado menor que 2. Por otra parte
la recta del infinito corta la curva en los puntos (22 + %)%= 0, es
decir doblemente en los puntos ciclicos, lo cual demuestra que
éstos también son dobles, siempre que en ellos la curva no sea tan-
gente a la recta impropia.

Para comprobar estos hechos pasamos a coordenadas homogé-
neas; los puntos dobles serdn aquellos que satisfacen el sistema

f=@+pr—a@—y =0

ﬂ =4z @+ y?) —2a?z22 =0
Jx

::_f =4y @ +y?) +2aty2? =0.
y

Se obtiene x = 0, y = 0, 2 = 1 (es decir el origen); ademés z = 0,
x = =+ 1y (es decir los dos puntos ciclicos).

Siendo el niimero de puntos dobles igual al méximo posible la
curva es unicursal, es decir que puede ponerse en correspondencia
algebraica biunivoca con los puntos de una recta o una coénica.
En nuestro caso cada valor de o define un punto de la curva y un
punto correspondiente sobre una circunferencia con centro en el
origen.
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Puntos de inflexion.

Vamos a demostrar que la curva tiene 6 puntos de inflexién,
es decir 2 en el origen y otros 2 por cada punto ciclico.
En efecto, el haz de rectas con centro en el origen es definido
por
Yi=Az

y reemplazando en la ecuacién de la curva se obtiene
gl PP —at P (I — ) =0

que se satisface para 2% = 0, cualquiera que sea A, es decir, todas
las rectas que pasan por el origen cortan dos veces la curva en di-
cho punto, lo cual estd de acuerdo con el hecho de que el origen es
punto doble. Pero se observa ademés que las rectas correspondien-
tes a A = =+ 1 cortan la curva en el origen 4 veces; esto demuestra
que cada una de las rectas y = & 2 es tangente en el origen a la
curva; se infiere de aqui que la curva pasa por el origen con dos
ramas, tangentes cada una a una de estas rectas. Si ahora conside-
ramos las intersecciones de una de estas rectas con la curva, una
sola de ellas podrd ser interseccién de la recta con la rama que no
le es tangente; por consiguiente las tres restantes deben constituir
la interseccién de la recta con la rama tangente, la cual, por lo tan-
to, tiene en este punto una inflexién.

Para los puntos ciclicos el razonamiento es anilogo. En efecto,
el haz de rectas con centro en uno de dichos puntos es definido por
la expresiéon

x +1y = cz,

en coordenadas homogéneas. Eliminando y entre ésta y la ecuacién
de la curva se obtiene

(c—a¥)ctt—2c (22— )z +2(2c2—a?) 2222 =0

que admite la solucién 22 = 0, es decir dicho punto es doble. Pero
aquellas dos rectas del haz en que ¢ = +a:+/ 2, es decir 2¢2—a’=0,
cortan la curva 4 veces. Deducimos como antes que por este punto
ciclico pasan dos ramas de la curva, cada una de las cuales tiene en
€l una inflexi6n.

Intersecciones de las curvas.
(@ + g —a @ —y) 2 = 0
@+ 422+ a2 (a2 —y?) 22 = 0.
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Observamos que de la primera curva, que es la que hemos estu-
diado, se pasa a la segunda, girada de un dngulo = : 2, sustituyendo
el coeficiente a por za. Se deduce inmediatamente que en el origen,
ademés de tener ambas curvas un punto doble, tienen las dos tan-
gentes de inflexién comunes. Significa entonces que las curvas
tienen en el origen 8 puntos comunes.

En cada punto ciclico la segunda curva tendrd también un punto
doble pero las tangentes no se superponen con las de la primera
curva porque los coeficientes de direccién son ahora ¢ = =+ ia:4/2.
Por lo tanto en cada punto ciclico las curvas tendridn una intersec-
ci6on multiple de multiplicidad 4.

Por consiguiente se obtienen 16 puntos de interseccién (distintos
o confundidos), como requiere el teorema de Bezout.

Ecuacion diferencial del haz de curvas.

Derivando [I] respecto a « (considerando y funcién de z) se ob-
tiene
2@+ (@+yy)—a®@—yy) =0.

Si ahora eliminamos a entre las dos expresiones resulta la ecuacién

buscada
3 2
(i) _|_[3(_x_)—1]y'———3£=0.
Yy Y Yy

Notamos que ésta es una ecuacién de las llamadas homogéneas,
de acuerdo con el hecho que, en nuestro caso, el haz de curvas es
homotético respecto al origen de coordenadas.

Esta solucién es debida al Sr. Ing. Pepro E. Zapunaisky. Otra solucién se
ha recibido del Sr. Guipo O. G. LisseRre alumno de la Facultad de Ciencias
Matemdticas de Rosario.

Ne 38. — Un punto M, de masa m;, estd colgado por medio de dos hilos de los
cuales uno, de longitud [;, estd fijado por la otra extremidad en un punto O; el
otro, de longitud 5, después de pasar por una polea P puesta en plano horizontal
con O, sostiene otro peso M. de masa me. La distancia OP es igual a d.

Se pide determinar: 1°) La posicién de equilibrio. 2°) Las ecuaciones del mo-
vimiento del sistema.

1°) Posicién de equalibrio.

Aplicando el principio de los trabajos virtuales, si suponemos
un desplazamiento virtual invertible del sistema tal que M; su-
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fra un desplazamiento 3 M; normal al vinculo I; podemos escri-

bir
mig X8M,+meg XM, =0

y siendo
(Z=POM1, 8M1=l180{, l22=l12+d2—'2dl10084,

se obtiene facilmente

my gl cos a— Phgbdsen o da = 0. [1]
'\/l12 +d2—2dl1008 [°4

Se obtiene asi la ecuacién de tercer grado

ma \2
SNES 5
. coszcx+<m2) — =0, [2]

2d1, m ) 2L

cos® a —

Si al primer miembro lo llamamos f(cos «) se tendrd evidentemente
=0 <o, JOFEs 0 tsglss ginfie) > 0.

Por lo tanto la ecuacién, cualesquiera que sean los valores de las
constantes, tiene sus tres raices reales, pero de ellas s6lo dos son
posibles, pues la tercera sale del intervalo (— 1, 4+ 1). De estas dos
raices una es positiva y la otra negativa. Como valor correspon-
diente de « habrd que tomar, para la primera raiz, « en el primer
cuadrante y para la segunda en el tercer cuadrante. En efecto, si a
estuviera contenido en el 2° o 4° cuadrante ambos términos del
primer miembro de [1] tendrian el mismo signo y por lo tanto su
suma no podria ser nula.

En conclusién, si el vinculo I, estuviese constituido por una barra
indeformable, cualesquiera sean los valores de my, ms, I y d, el sistema
admatiria dos posiciones de equilibrio. Pero, si tenemos en cuenta
que, segin ¢l enunciado del problema, el vinculo estd constituido
por un hilo deformable, evidentemente s6lo es posible el equilibrio
con « en el primer cuadrante; vamos en efecto a determinar las ulte-
riores condiciones teniendo en cuenta que el vinculo no es entonces
bilateral. ,

En la posicién de equilibrio el hilo debe estar tenso, y esta con-
dicién se expresa mediante el principio de los trabajos virtuales,
admitiendo como desplazamientos virtuales todos los que mantie-
nen invariable la longitud del hilo o bien lo acortan y poniendo
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la condicién que para todos ellos el trabajo virtual sea negativo o
nulo.

Eligiendo como parimetros que determinan el punto M, las
coordenadas polares («, L), para expresar el trabajo virtual se
debe afiadir al primer miembro de [1] el término

(d cos o — 1) ma 30,
VU2 +d>—2dl cos « :

,g(mlsen o+

Por cuanto la [1] debe satisfacerse para las condiciones particu-
lares de los desplazamientos sobre la circunferencia, este twltimo
término debe ser < 0 para d3i; <0, o sea

(d cos a—1;) ms
VIiZ+ d2—2dlcos a

3]

m; sen o +

Estudiemos los distintos casos que pueden presentarse.
St li>d
Para que se verifique la [3] debe ser

(d cos a— 1) me
Vi2+d>*—2dlcos

m; Sen o =

Mediante un sencillo cdlculo se llega a la expresién

ma2

| cota—[1— (22 e +

l12+d2[1+(
2dl,
+i_|_[1__(ﬂ)2] b 0,

2Z1 my 2d

y teniendo en cuenta [2] se obtiene

_[ _(ﬂ>2]cm+[1_(_m_2)2] d +[1_(r%_2)2]l_i“20,
my my 2 l1 nmy 2d
o bien
[ ——(mz)g]cosas[l—(ﬂ)jw' [4]
my my 2dl1

La expresién (d? + 1?) : 2 dl; es mayor que la unidad, por lo tanto
la desigualdad [4], y por lo tanto también la [3], s6lo serdn posibles
en el caso en que me < m;.

cos® o —
my




— 173 —

Intuitivamente se ve, en efecto, que en la hipétesis de ms > m;
el peso M correrd hasta detenerse contra la polea, dejando pen-
diente el hilo I; si fuese ms = m; se tendria un equilibrio indife-
rente en todas las posiciones de la vertical de la polea que distan
hacia abajo de un segmento igual o menor que /12— ¢? , siempre
quedando pendiente el hilo ;.

St L=<d

Demostraremos que, para la solucién con « en el primer cua-
drante, se satisface la [3] cualesquiera sean los valores de m; y ma.
En efecto, el primer miembro de dicha desigualdad se puede escribir

l
dms (cos o— —dl—)

mi L2+ d?—2dlcos

sen o +

Por otra parte de la [1] se tiene

coS o dms
sen @ mi\ L2+ d>—2dlcos «

y reemplazando en la expresién anterior se obtiene

l
1 =2 "eos o

l d
sen a + i (cos a—;l) = e

sen o sen «

valor que resulta positivo solamente cuando « estd en el primer
cuadrante, ya que hemos supuesto I < d. En estas condiciones se
satisface la [3] independientemente de los valores que toman m,
Y mo.

En conclusién, s el vinculo b estd constituido por un hilo deformable
hay una posicion de equilibrio con « en el primer cuadrante bajo las
siguzentes condiciones:

st l1 >d me < My

S my y ms cualesquiera.

En el caso de I, > d y me = my hay, como hemos visto, todo un
segmento de posiciones de equilibrio indiferente; en el caso de I, = d
y me > my no hay posicién de equilibrio dependiente de las condi-
ctones mecdnicas, stno solamenie que el peso M, se detiene conira
la polea por el obstdculo material de ésta.



— 174 —

2°) Ecuacién del movimiento.

Para este sistema de un solo grado de libertad en que la variable
independiente es el dngulo « las ecuaciones de Lagrange se reducen

a una sola,

d /oT oT

i (—) il 15
dt \ da da »

donde, como es sabido, T es la energia cinética del sistema y @ el
coeficiente de 3« en la expresion [1] del trabajo virtual.

Si se supone que el vinculo I, gira con velocidad angular %, la
energia cinética del sistema vale, teniendo en cuenta que l? = ;2 +
+ & —2dl; cos «,

e m1112&2 +—’IZI/2_ dlz 2=
2 2 di¢
_ om i o My o 1,2 d2 sen? « )
2 2 24+ d>*—2dlicos a

-

Reemplazando en [5] se obtiene

[m1 12 4 me 12 d? sen? « ] 2 d ( ma l; d? sen? « ) .

P — 2 dilooiies R 5 7 o
me 1y d sen «
V@ +12—2dl cos «

[6]

= g(m1 ly cos a —

que es la ecuacién diferencial del movimiento.

Considerando esta ecuacién en proximidad de las condiciones de
equilibrio vamos a distinguir los casos de equilibrio estable e in-
estable.

Pongamos

a = o+ ¢

donde «p es el valor cocrespondiente al equilibrio y ¢ un desplaza-
miento lo suficientemente pequefio para que sean despreciables los
términos en que aparezca elevado al cuadrado asi como el pro-
ducto €% del desplazamiento por la aceleracién. Considerando el
movimiento a partir de una velocidad inicial nula, podemos ade-
més suponer, por lo menos para un intervalo de tiempo suficiente-
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mente corto, que también la velocidad ¢ sea pequefia y &% des-
preciable. Obtenemos entonces la ecuacién

[m1 L+

me Iy d* sen? ag o
@2+ 12—21 d (cos ap— e sen ozo)]

me dsen ag + mad e cos o
= g| m cos ag— My € sen ayp— A7l

V&2 + L2—2dl; (cos ap— e sen ap)

Por otra parte, debido a las aproximaciones hechas, se puede
escribir

1 I gt 2d 1l sen ag #
1+ 21 d sen a 3 2~ 12—21 dcos a
d? + 12— 21 d cos a
1 i ol dl; sen o .
[1 i 21, dsen a s]"' d2 4+ 12— 21 dcos a
d*+ 12— 21 dcos a

y reemplazando en [7] y teniendo en cuenta [1]

[ml L+

ms by d? sen? g ]e "

a2+ 12— 21 dcos o [8]
ma d COS ag ms l; d? sen? o

N2+ @ —2dhcosns | (@+ii—2hLdeos ao)"*] )

= —g[mlsenao +

El coeficiente de ¢ es positivo; si se considera la posicién de equi-
librio con «o en el primer cuadrante el coeficiente de ¢ en el segundo
miembro es negativo, luego se tiata de una posicién de equilibrio
estable, ya que la velocidad disminuye al aumentar . La [8] es
en este caso la ecuacién diferencial de un movimiento arménico.

Por el contrario, si se considera la posicién de equilibiio con ap
en el tercer cuadrante (caso del vinculo I, indeformable) el coefi-
ciente de e es positivo. En efecto, dicho coeficiente se puede escribir

—g[ Mme d COS o
ViE+ d2—2dl cos a

L @
+ misen o (1 + b 7 ]
my (llz + d>—2d l1 COS ao) :
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ademds de la [1] se obtiene

dl cos ap ma Iy d? sen o

l12 + d*—2d l1 COS Qo - my (112 + a>—2d l1 COS {Zo)l/z

y 1eemplazando en la expresién anterior resulta

me d cos ap dl; cos ap
——g[ +musenao |1+ ]
V024 d?-2dlicos o L2+ d*—2dl; cos ag

dl; cos ag

Como cosag < 0 el término ti
om %o el tér T @ —2dLoos o es negativo

pero menor que la unidad en valor absoluto. Por lo tanto, como
también senag < 0, el coeficiente de e resulta positivo y en con-
secuencia se trata en todos los casos de una posicién de equilibrio
inestable.

Esta solucién es del Sr. Ing. PEpro E. ZapuNaIskY, del Instituto de Matemdtica
(Rosario); otra menos detallada fué enviada por el Sr. Ing. S. FrREIBERG, de la
Facultad de Ingenieria de Tucumén.

Ne 39. — Demostrar que cualquiera que sea el ndmero 7, el nimero
N =11n(n 4+ 2) +1 no puede terminar en ninguna de las cifras 2, 3, 7, 8.

SoLucioN. — Siendo
Nan+2)+1=10nnm+2) +nn+2) +1,
la tdltima cifra de N es la misma de

nn+2)+1=n4+2n+1= 1+ 1)%

Por otra parte es conocido que los cuadrados de nimeros enteros
s6lo pueden terminar en las cifras 0, 1, 4, 5, 6, 9; por tanto estd
demostrado el enunciado.

Con respecto a la dltima observacién, basta notar que la dltima
cifra de un cuadrado es la misma del cuadrado de la dltima cifra
de la base y que terminan con la misma cifra los cuadrados de n
y de 10 — n; por lo tanto las ultimas cifras de los ndmeros cua-
drados son las de los cuadrados de 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Han enviado soluciones de este problema los sefiores ABRAHAM H. BENDER,
alumno de la Facultad de C. Mateméticas de Rosario, e Ing. S. FREIBERG, de la
Facultad de Ingenieria de Tucumén.

El Sr. BEnDER, después de poner n» = 10 d + u, donde » es una cifra, observa
que todo se reduce a verificar el enunciado para n = u; basta luego experimentar
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sobre las 10 cifras; el método se aproxima, pues, a lo expuesto, siendo sin embargo
menos analitico. El Sr. FREIBERG examina el problema en sentido directo, propo-
niéndose determinar, si es posible, soluciones enteras de la ecuacién indeterminada

1llnn+2)+1=10m+p(p =2,3,7,8).

La demostracién que esta ecuacién no tiene soluciones enteras depende esencial-
mente de la anterior observacién sobre la Gltima cifra de los nimeros cuadrados.

Ne° 40. — Sean n ndmeros positivos a;, as, ... , a, ligados por la relacién

a @203 ... Gy = 1.
Demostrar que el valor minimo del producto
IT+a)d+a)@+as)... A+ an)

es 27",

SoruciOéN. — Resolveremos el problema méis general siguiente.
Sean n ndimeros ai, as, a3, ..., a, ligados por la relacién

a0z ...0, = C

donde ¢ es una constante positiva. Demostrar que el minimo del
producto P = (1 +a:)) (1 +a2) ... 1 + a,) es P = (1 + a)*, sien-
do a la raiz enésima de ¢, es decir, el valor comin de las variables
a; cuando todas sean iguales entre’ si.

Sea P uno cualquiera de los productos mencionados que no tenga
todos sus factores iguales; entre ellos habrd necesariamente un
factor 1 + a, mayor que 1 + a y otro factor 1 4+ a, menor que
1 4+ a. Veamos lo que sucede al sustituir uno de estos factores

a,a,
por 1 4+ a y el otro por 1 + —2—1 , dejando inalterados los demés

factores de P.
Tal sustitucién no altera al producto @i a:as ... a,. Respecto
al nuevo producto P’ se observa que

(1+a’) <1+M‘) =1+apaq+a+——apaa

a a
1
=0+4+a) 1+ aq)—;(ap—a) (a—ag)< (1 +4+a,) A+ ap-
Por tanto el nuevo producto P’ serd menor que P. Si P’ sigue

conteniendo factores desiguales, aplicaremos el mismo procedimien-
to, el cual permite sustituir un nuevo factor por (1 4 a) y dis-
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minuir el valor del producto. Asi siguiendo, después de aplicar la
misma operaciébn un numero finito de veces (a lo sumo n—1
veces), llegaremos al producto con todos los factores iguales. Este
producto serd, por consiguiente, menor que cualquier otro. Es lo
que se queria demostrar.

Esta solucién ha sido enviada por el Sr. EpisoN FAraH, de la Universidad de
Sdo Paulo (Brasil).

N. pE A R. — El problema, méis particular, del enunciado, se
demuestra més simplemente recordando que la media aritmética
de dos ntimeros es siempre igual o mayor que la media geométrica.
Esto permite escribir para cada a;

‘—“;f‘izva.

Multiplicando estas desigualdades para z =1, 2,...,n, y te-
niendo en cuenta que el producto de las a; se supone igual a 1, se
obtiene (1 +a) (1 + a2) ... (1 + a,) = 2" lo cual demuestra la
proposicion del enunciado.

Neo 41. — Calcular el volumen limitado por las superficies z = 22 + 2, y = a2
y los planos y =1, 2 = 0.

SoruciéN. — Vemos que la curva de ecuacién y = 2? es simé-
trica respecto el eje y.
Luego podemos poner que

174 1 Vy
—=/dy/ (x? 4+ y?) dzx.
2 0 0

La primera integral vale

Vu 1o 53
/(x2+y2)dx=~y2 +y2
0 3
y sustituyendo en la integral doble queda'.l
V - A 2 2 2 % 44
LA - +2d=[—2+—- 2] i
g /0(3y y)y it A S

Por tanto el volumen buscado vale

88
105
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Esta solucién ha sido enviada por el Sr. Guipo O. G. Lisergg, alumno de la
Facultad de C. Matemdticas de Rosario.

Ne 44. — Resolver la ecuacién de quinto grado
4+ 5ax*+5a2x+2b=0.

Soruci6N. — Descompongamos la incégnita 2 en dos sumandos
haciendo = w + ». Elevando al cubo tendremos

=

w+ 3utv +3uv+ 03
w4 vr+3uvw+v) =uw+v*+3uv.,

de donde
w+v¥=*—3uv.x.
Elevemos ahora la expresién para & a la quinta potencia, lo que
nos da
=

wHS5uto+ 10wt + 10u203 + 5uvt 4 05 =
=uw+ o5+ 5uv @+ ) + 10w (u + v).

Reemplazando en este resultado u® + v® por 2* —3uv .2y u+ v
por x tenemos

25 =W+ v5) +5uv (@ —3uv.z) +10ur?.x =

=buv.®*—5utv?.x+ (w409,
o bien

P—5buy. 2+ outet.a— (ut 4 of) = 0.

Para que la Gltima ecuacién sea idéntica a la propuesta es nece-
sario y suficiente que

—b5uv =5a . — (U5 +v°) =20,
es decir,

&
u+1 =—2b , wuv

=—a.

Elevando a la quinta potencia la segunda de estas relaciones
se llega al siguiente sistema:

w4+ 00 =—20 ud b = — ab
)

con las incégnitas u® y v® que verifican evidentemente a la ecuacién

P +2b.y—a® =0.



— 180 —

De suerte que
w=—b+VA , ¥ =——b—\/f,

siendo A = b% + a®.
Para u y v tendremos

5

u=&—b+\/K et =\/—b—\/-A_.

Teniendo en cuenta la relacién wv = a, la incoégnita v puede ser
representada también bajo la torma

a
P 5—————— .
: V—b+ VA
Ahora la férmula ¢ = v 4+ » nos suministra todas las rafces de
la ecuacién dada eligiendo en ella convenientemente los valores
de los radicales exteriores, lo que nos .da
[

xo=i—b+VKV+J—b—vx
@ = m7—b+\/K +94\7—b—VK
PV—b+ VA + o :/—b—\/K

L2

T3 = 0 :/-—b+ VA +m2\7—b—V‘A‘

L 24 = m4\/——_b+\/_A= +w\/—b——\/K
o si se quiere
[

5_'_—__= a
xg =¢'—b+'\/A T
V—b+ VA
1 =0)\/—b+V—A——5__——24—a—_:— /
V—b+ VA
h $2=0)2¢—b+\/K—'1—w3____—a—__
V—b+ A
x3=m3\/—b+\/f——-,————_w2_a____
V—b++A
wa

o =m4\/—b+\/K—5————____=
L - V—b+va
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Esta segunda forma de las raices demuestra que para la reso-
lucién de la ecuacién propuesta es necesario adjuntar al dominio
de racionalidad un radical cuadrado y un solo radical de indice

cinco.
La letra w que figura en las férmulas anteriores representa rafiz

primitiva, de quinto grado de la unidad. Se sabe que

E" =%(—1+\/5 +ivV10+2v5 )
{ m2=%( —F +iV10—2v5 )
m3=-i—( VB —ivV10—2v5)
m‘=i—(—1+\/5—1\/10+2\/3)

L

Esta solucién es debida al Prof. Dr. SErG10 SispANov, de Asuncién (Paraguay).
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
PROPUESTOS

59. — Demostrar que cualesquiera que sean los ndmeros po-
sitivos @, y, 2z se verifica

w

z Y 2
Y+ z +x+z +x+y23'

60. — Siendo a, b, ¢ los lados de un tridngulo cualquiera y h,, Ay,
h, las alturas, demostrar que tiene lugar la desigualdad

3 (ab 4 be + ca) = 4 (hg hy + hy he + b, hy) ,

valiendo el signo igual dnicamente para los tridngulos equilé-
teros.

61. — Se da un tridngulo ABC. Desde un punto cualquiera P
tomado sobre el lado AB se traza la perpendicular PQ a AC; se
trazan las rectas BQ y CP que se cortan en el punto M. Se pide el
lugar geométrico del punto M cuando P recorre la recta indefini-
da AB.

Caracterizar esta curva por alguna propiedad; por ejemplo, de-
terminar los puntos del infinito. Considerar eventuales casos excep-
cionales.

62. — Supongamos una curva plana C con una asintota «. Si se
transforma la figura por inversién respecto un punto O del plano
no contenido en la asintota, ésta se transforma en un circulo y la
curva en su inversa, la cual pasa por O. Demostrar que el circulo
transformado de la asintota es el circulo osculador a la curva trans-
formada en el punto O. (Si el centro de inversion esta sobre la asin-
tota la curva transformada tiene en O un punto de inflexién).

C. A. Larsant, Bulletin de la Soc. Matheni. de France, Vol. 23, 1895.
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63. — Sea f(x) una funcién con derivadas hasta el orden n 4 p
(m=1,p=1) en un entorno « del punto z = a y supongamos que
n 4+ p sea el orden de la primera derivada de f(x) tal que

lim f®+9 (z)
z>a

sea finito y diferente de cero.
Con estas hipétesis demostrar que

puesto f(a+h) =7 (@) +hf (@ + ... +%f"‘> (@ + 1 6,)

es lim0n=[ pl ]%
h>0 m+1)®n+2)...(n+p)

{Cémo habra que modificar la proposicién si se supone que
f®*P (1) existe pero no tiene limite determinado para z — a?

Este problema ha sido indicado por el Sr. Epison Faran, de la Facultad de
Filosoffa, Ciencias y Letras de la Universidad de Sao Paulo, Brasil.

64. — Se considera un sélido homogéneo constituido por un he-
misferio terminado por un cono recto construido sobre el circulo
méximo. Se pide la altura que debe tener el cono para que el cuerpo,
puesto en plano horizontal apoyado sobre su parte esférica, quede
en equilibrio indiferente.

Resolver el mismo problema suponiendo que la parte no esférica
sea un semielipsoide de rotacién y que, en esta parte, la densidad
varfe con la distancia a la base segin una ley determinada (por
ejemplo, disminuyendo proporcionalmente a esta distancia).
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CUESTIONES

10. -— Conociendo con exactitud las longitudes de los lados de un
poligono plano y los valores de los 4ngulos con un error posible
< ¢, se pide acotar el error en el drea del poligono.

Esta cuestién ha sido sugerida por el Ing. Sr. Jost MAssERa, de la Facultad de
Ingenieria de Montevideo, Uruguay.

11. — Se tiene una sucesién infinita de variables casuales i,
X2, X3, ... que toman valores en el intervalo 0 — 1. Siendo k < 1
un ndmero fijo del mismo intervalo, jcudl es la probabilidad de

T
que el producto infinito II % sea < il
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