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ALGUNAS NOTICIAS ELEMENTALES DE TEORIA DE 
LOS NUMEROS

1.-Damos a continuación algunas noticias elementales so­
bre un argumento muy conocido, pero no particularmente por 
nuestros alumnos, por no entrar en los programas de curso. 
La oportunidad nos viene ofrecida por el deseo de que puedan 
ellos aprovechar plenamente la lectura del artículo que sigue del 
Prof. Uspensky; pero el interés cultural es mucho más amplio.

«Teoría de los números» no expresa, por el significado de 
las palabras, nada diferente de «aritmética»; y en efecto, mien­
tras Legendre, al publicar en 1798 su célebre Essai sur la Théorie 
des Nombres, forjaba el nombre que muy pronto fué general­
mente aceptado por esa rama de'la matemática, casi contemporá­
neamente, en 1801, Gauss publicaba otro tratado fundamental 
sobre los mismos argumentos con el título aparentemente más 
modesto Disquisitiones arithmeticae. La diferencia entre aritmética 
y teoría de los números, que puede justificar la necesidad de 
un nombre nuevo, está en que esta segunda poco se ocupa de la 
práctica de los cálculos, sino que, considerando los números por. 
sus mutuas dependencias, estudia sus propiedades de cierta ma­
nera con el mismo espíritu que la geometría estudia las propie­
dades de las figuras.

Y, como la geometría, en cuanto ciencia abstracta, se fun­
da esencialmente sobre ciertas propiedades elementales atribuidas 
a las figuras geométricas por medio de los postulados, se sigue 
que en la teoría de los números estos últimos, más bien que 
como los instrumentos para contar o para medir, aparecen como 
un sistema de entes realizando ciertos postulados. Y no siempre 
estos postulados son los mismos para diferentes capítulos; co­
mo regla general, puede decirse que lo esencial es que dichos 
postulados y los teoremas que de ellos se derivan puedan ínter-
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pretarse en propiedades de los números enteros, tal como los 
estudia la aritmética (x).

2. - Sabemos, p. ej. que los números enteros, de cualquier ma­
nera que quieran pensarse definidos(2), constituyen un sistema den­
tro del cual están definidas dos operaciones: adición y multipli­
cación; en los elementos de aritmética se define la segunda por 
la primera; despreciemos por un momento esta derivación: que­
dan todavía ciertas propiedades que de por sí permiten adelantar 
mucho en las deducciones; tales por ej. las propiedades forma­
les o algebraicas que sirven de fundamento al álgebra literal. 
Todavía más arraigada en la naturaleza numérica (y sin embargo, 
como vamos a ver, no estrictamente vinculada a la formación cíe 
los números por acumulación do unidades) es la posibilidad de 
clasificar los números por múltiplos y submúltiplos, números 
primos entre sí y números primos absolutos. Hay todo un 
amplio capítulo de propiedades, multiplicativas de los números 
que se fundan esencialmente sobre la descomposición única en 
factores primos.

Es fácil ver, recorriendo un tratado de aritmética, que el 
fundamento del cual se origina esta descomposición es el lla­
mado procedimiento de Euclide¿ (o de las divisiones sucesivas) 
para la determinación del máximo común divisor de dos números; 
y este procedimiento supone únicamente las propiedades si­
guientes :

Io. Los números están clasificados en «niveles» de manera 
que dos tienen el mismo nivel o uno de ellos tiene nivel inferior 
al otro (para los números enteros el nivel es la relación de ma-

(!) El punto de vista aquí adoptado, reflejando el desarrollo histórico, es 
intermedio entre el más antiguo, cuando la teoría empezó a desenvolverse 
de la simple curiosidad por las propiedades de los números enteros, muchas 
observadas, en un principio, experimentalmente y de maravillosa belleza; 
y el más moderno en el cual el natural interés para los números, como nos los 
da el uso cotidiano, parece desaparecer, concentrándose en cambio sobre las pro­
piedades de abstractas generalizaciones definidas únicamente por un grupo de 
hipótesis. En el mismo sentido puede verse: B. Levi. Introdwttme dll’analisi 
matemática. — Parma, 1916.

(2) Es decir sea que sus propiedades elementales se piensen adquiridas por 
via medio experimental como en los libros más antiguos, o bien que se quiera 
fundamentar la teoría sobre bases más estrictamente lógicas, como Grassmann, 
Dedekind, Peano, etc.
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yor y menor entre números). Los niveles menores que uno cual­
quiera son en número finito.

2o. Está definida una operación de división (determina­
ción de cociente y de resto) por la cual el resto tiene .siempre 
nivel inferior que el divisor.

Hemos usado la palabra «nivel» para indicar el concepto en 
su máxima generalidad; en las aplicaciones tomará nombres 
diferentes, como cota, módulo, norma, etc.

lie aquí la realización que nos interesa inmediatamente:
Consideremos el conjunto de los números complejos a+ib 

con a y b enteros racionales (positivos o negativos) (3); los lla­
maremos números enteros complejos o números enteros de Gauss. 
Definamos como «nivel» la norma a2-\-b2. Nótese que tienen en 
general la misma norma por lo menos 8 números que se obtie­
nen dando a a y a b en todos los modos posibles los signos + 
y — y permutándolos entre sí (ese número puede disminuir sólo 
en casos particulares — igualdad de valores absolutos de a y b 
o valor 0 de ellos— por identificación de algunos de los nom­
brados) ; pero otros pueden tener la misma norma, al existir nú­
meros c, d, distintos de a, b y tales que c2 + d2 — a2 + b2; las so­
luciones posibles de esta ecuación son siempre en número finito; 
se sigue que los enteros complejos de determinada norma son en 
número finito. Además las normas posibles < a2 + b2 son en nú­
mero finito; por tanto, asignado un número cualquiera, es fi­
nito el número de los enteros complejos de norma (nivel) menor 
o igual. El valor mínimo de la norma de números 7~0 es 1 y 
pertenece a los 4 números

(3) Para evitar confusiones conviene llamar' “números enteros naturales” 
los números que nos da la primera intuición con la operación de “contar”; 
se,incluye ordinariamente el 0; los números enteros con signo (positivos y ne­
gativos) se caracterizan ordinariamente con el adjetivo de racionales o reales. 
Conforme con las observaciones preliminares que anteceden, habrá que con­
siderar otros enteros, según las nociones que se quieren desarrollar, y que se 
puntualizaran en su oportunidad.

Débese notar que la teoría elemental del máximo común divisor a la cual 
hemos anteriormente hecho referencia, se desarrolla ordinariamente, en los tra­
tados, para los números naturales. Pero el lector puede darse cuenta en seguida 
que ella puede repetirse para los enteros racionales palabra por palabra; la 
sola diferencia está en la definición del resto que será conveniente determinar 
según lo dicho en la nota siguiente.
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1-1 i -i. (1)

que, por las razones que se dirán, se llaman unidades.
De lo dicho resulta en seguida que las condiciones enunciadas 

en Io. están realizadas.
Definamos ahora una operación de división como sigue: 
Dados dos números c-\-id, formemos

m in — (a ió) (c — id) ;

sea

— c2 + d2 — (c + id) (c — id)

y
+ n = fq + s,

donde e, /, r, s son enteros racionales (positivos o negativos) y 
| r ¡ <-i q, | s | <¡ ~q (4). Pongamos finalmente

h+Ík = (a + ib) — (e + i/) (o-f-id). (2)

Se verifica fácilmente que

(Ti + ifc) (c — id) = (m + in) — (e + i/) q = r + is;

luego, tomando las normas del primero y último miembro, se 
obtiene

(Ti2 + /t2) (c2 + d2) = r2 + s2 < q2 + -^ q2 =-| q2,

/i2 + /c2<-|-í-

Se sigue que la igualdad (2) (que siempre se puede construir

(4) e f r s corresponden a cocientes y restos de la división por q, con la 
variante solamente que, mientras en la definición elemental de la división, 
cociente y resto se suponen positivos y el resto menor que el divisor, al supo­
nerlos, como aquí, de signo conveniente, puede siempre imponerse al resto la 
condición que su valor absoluto sea menor o igual que la mitad del divisor.
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con valores unívocamente determinados de e, f, h, k) define bien 
una operación de división entre los números n + ife, c + id, en la 
cual el resto h + ik tiene siempre nivel menor que el divisor 
c + id.

Los números enteros racionales pueden considerarse como 
casos particulares de los enteros complejos, cuando la parte ima­
ginaria es 0. Si, poniendo

<z=zíz4-iO, b = b + iO,

se aplica la anterior definición para formar el cociente y resto de 
a/b = (a + i0)/(6 + iO), se encuentra la definición ordinaria, con 
la sola diferencia, aludida ya en la nota (4), de tomar como 
resto el entero positivo o negativo que realiza las condiciones

a — bq + r,

Por lo que dijimos, podemos ahora aplicar a los enteros de 
Gauss el procedimiento de las divisiones sucesivas; los sucesivos 
restos tienen normas decrecientes (cada una menor o igual que la 
mitad de la anterior); y pues estas normas son todas números 
enteros positivos, se llegará finalmente a un último resto 0. Un 
razonamiento conocido permite afirmar que el resto anterior es el 
máximo divisor común de los números de partida.

Debe aquí hacerse la observación siguiente: es posible que el 
penúltimo resto (último -/= 0) tenga norma 1 o tenga norma = 1. 
En este segundo caso este resto es una de las unidades (1); .pero 
se observa que

1:1 = 1, 1:—1=—1, l:i = —i, 1:—i = i;

se sigue que las unidades son divisores de todos los números (la 
división por una unidad reduciéndose a la multiplicación por la 
misma o por otra); decir que una unidad es divisor común de los 
números dados es enunciado vacío de sentido propio. Por lo con­
trario un número de norma ~/-l no es divisor de cualquier nú­
mero, porque puede ser divisor solamente de números cuya norma 
sea múltiplo de la suya. Resulta por tanto natural la definición 
siguiente: decimos primos entre si dos números enteros com-
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piejos cuyo máximo común divisor, determinado con el pro­
cedimiento de Euclides, sea una unidad: cualquier unidad es en­
tonces divisor común y no hay otros. Si el máximo común di­
visor, determinado con el procedimiento de Euclides, no es una 
unidad, son divisores comunes de los dos números todos los 
divisores do ese máximo común divisor, salvo un multiplicador 
unidad arbitrario; en particular el m. c. d. obtenido directamente 
con las divisiones puede sustituirse por el producto del mismo por 
una unidad cualquiera.

3. - Una consecuencia inmediata de la posibilidad de aplicar 
el procedimiento de Euclides es la extensión de la teoría de las 
fracciones continuas; en particular se extiende igualmente el 
análisis indeterminado de primer grado con el teorema: condi­
ción necesaria y suficiente para que tenga solución entera la 
ecuación indeterminada

Ax + By — C

es que C sea divisible por el m. c. d. de A y B. (A, B, C, x, y 
son aquí números enteros complejos; podrían ser elementos de 
otro sistema cualquiera para el cual se realizaran las condiciones 
Io. y 2o. del n. 2).

Que la condición sea necesaria es inmediato; para demos­
trar que es suficiente basta mostrar que, si D es el m. c. d. de A 
y B, existen números ce y p tales que

Aa + B$=:D. (3)

Escribamos la sucesión de igualdades que expresan el 
procedimiento de Euclides:

A=N0, B = N1

+ N± = N2Q2 + N3, ..., (4)

Np_2=Np_1Qp_1 + Np, Np-! =NPQP+D.

Multiplicando la penúltima igualdad por Qp y restando la 
última se obtiene

Np-2Qp — p_t {QpQp-i +1) — D.
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Si esta igualdad se sustituye al grupo de las dos últimas 
(4), se reduce en uno el número de esas igualdades sin cambiar la 
forma; las dos últimas igualdades del nuevo sistema serán

y se eliminará entre ellas Np_± al multiplicar la primera por 
(QpQp-i + 1) y restar la segunda. Resulta

reducciones sucesivas, quedando finalmente una relación de la 
forma

AM^=BP±D;

bastará poner a = |3 = P (donde el signo 4z es mis"
mo que figura delante de D) para realizar (3).

4. - Llamamos número primo de Gauss a cada número en­
tero complejo que sea divisible únicamente por sí mismo y por 
las unidades; a continuación vamos a demostrar que existen 
infinitos números primos. De inmediato se nota lo siguiente: dado 
un número A, si no es primo, todos sus divisores, que no sean 
el mismo A multiplicado por una unidad, tienen norma inferior 
a la norma de A ; los números que realizan esta condición son 
en número finito; se puede luego imaginar de compararlos uno 
después de otro con A con el procedimiento del m. c. d. Si 
ninguno de estos números tiene divisores comunes con A (que 
no sean unidades), A es primo; si alguna vez se obtiene un m. 
c. d. que no sea unidad se puede repetir el procedimiento po­
niendo este m. c. d. en lugar de A; no es posible que en este 
procedimiento de descenso se encuentren siempre nuevos divisores 
que no sean unidades, porque esto significaría una ilimitada des­
composición de A en factores, y, de no ser estos unidades, el 
producto de sus normas debe dar la norma de A. Se infiere de 
esta observación que existen números primos y cada número que 
no sea unidad ni sea número primo es producto de números pri­
mos. Finalmente se aplica inalterado el razonamiento que se hace 
ordinariamente para los números enteros racionales para con-



cluir que la descomposición en factores primos es única —salvo 
factores unidades.

Hagamos todavía las observaciones siguientes: si un número 
entero n + i6 se descompone en factores, el número conjugado 
■a — ib es el producto de los factores conjugados; en particular 
un número entero racional tiene como factores enteros comple­
jos conjugados dos a dos.

Se sigue que un número entero racional primo p, o bien es 
también primo como entero complejo, o bien se descompone en 
dos factores primos conjugados entre sí; en efecto la norma de 
p es p2 y, si p se descompone en factores, debe ser p2 el producto 
de las normas de éstos. En el caso que p = p + iO, considerado co­
mo entero de Gauss, fuese producto de dos factores, cada uno de 
estos tendría pues por norma p; y no puede haber ulterior des­
composición.

Recíprocamente un número primo complejo tiene nece­
sariamente por norma un número primo racional; en efecto esta 
norma se expresa por ti ti (indicando con el guión arriba la re­
lación de conjugado); si ella se expresara como producto de dos 
números racionales, determinando los divisores comunes a n y 
a cada uno de éstos se obtendría una descomposición de ambos 
números en factores, no unidades; análogamente operando con tc.

Sea Tt=a-]-ib; y sea p la norma; se tiene

ti ti = a2 + b2 — p,

y resulta p descompuesto en la suma de dos cuadrados; reci­
procamente, si un número p puede expresarse como suma de dos 
cuadrados, se descompone por* eso en el producto de dos enteros 
complejos conjugados. Por tanto los números primos complejos 
son únicamente: Io los números primos racionales (si existen) no 
descomponibles en suma de dos cuadrados; 2o los dos factores 
(conjugados entre sí) de los primos racionales (si existen) des­
componibles en la suma de dos cuadrados.

Existen efectivamente los dos tipos, porque, por ej.:

2 = l + l = (l + i)(l-i), 5 = 1 = 4 +(1+ 2i) (l — 2i), 

pero 3 no es suma de dos cuadrados.
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Se observa, en general, que un número impar, si es suma 
de dos cuadrados, éstos deben ser respectivamente par e impar; 
el primer cuadrado será múltiplo de 4; el segundo será de la 
forma (2fc+ l)2 = 4fc(fc +1) +1; por tanto el número consi­
derado será de la forma 4m + l (m entero positivo); se sigue 
serán números primos complejos todos los números primos ra­
cionales de la forma

3, 7, 11, 19, 23, ...

5. - Para demostrar que recíprocamente ningún número im­
par de la forma 4m + l puede ser primo complejo, hagamos 
la observación siguiente: es fácil ver que, si p es un número pri­
mo racional, el polinomio

O~l)O~2)... (x-(p-l))

tiene todos sus coeficientes múltiplos de p, salvo el primero que 
es 1 y el último que es (p —1)1 = — 1 (mod p) (teorema ae 
Wilson); la proposición equivale al teorema de Fermat que 
afirma que, si x es entero, no múltiplo de p, xP-1 — 1 = 0 (mod 
p) (5). Vale luego (para cualquier x entero racional o complejo) 
la igualdad

xP-1 — 1 + mult. p = (x — 1) (a? —2) .. . (#—(p —1)).

Pongamos x = i; si p = 4m + l, íp-1 = (i4)zn = l; por tanto, 
en esta hipótesis ,se tiene

(i-l) (i —2) ... (i-(p-l) = Z<p (5)
(3) En efecto, desarrollando el producto, sea

(x—1) (x—2) .... (x—(p—1)) — at xp~2 + a2 xp~3+... + (p—1) ! ;

por el teorema de Fermat, se tiene

xp~l = 1 (mod p) para x — 1, 2, ..., p—1 ;
se sigue

«i xp~2 -f- a2 xp~3 4- ... + [.(p—1)! 4-1] = 0 (mod p) 
para los mismos p—1 valores de x. Se aplica entonces el razonamiento mismo 
por el cual, en álgebra se demuestra que un polimonio de grado p—2 no puede 
ser 0 para p—1 valores de la variable si no son 0 todos los coeficientes, para 
inferir que todos los coeficientes tendrán el factor p.
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donde K es un número entero complejo. Si p fuese primo, en 
cuanto entero de Gauss, tendría que ser divisor de alguno de los 
factores del primer miembro; pero así no ocurre (6); por lo tanto 
la hipótesis es absurda.

Nótese que la demostración, a pesar de ser, en la forma ex­
puesta, simplemente existencial, ‘se cambia en constructiva por un 
pequeño complemento. En efecto, si p, número primo racional, 
considerado como complejo de Gauss, deja de ser primo, ya 
observamos que sólo puede componerse de dos factores conjuga­
dos; y estos deberán ser divisores cada uno de un (distinto) 
factor del primer miembro de (5); hay por tanto, entre estos 
factores, dos cuyo módulo es múltiplo de p. Estos módulos 
son los números de la forma

¿2 + l (l<U<p-l); (6)

hay luego entre estos números dos (y no más)/de la. forma £p; 
el coeficiente 5 es necesariamente <¡p — 1.

Se infiere luego la proposición: si p es número primo ra­
cional de la forma 4m + l, entre los números de la forma 
5p—1 (l<?<¡p — 1) hay dos que son cuadrados', lo cual se 
enuncia también en la forma: — 1 es resto cuadrático de p (es 
decir, resto de la división de un cuadrado por p).

Si l es la base de uno cualquiera de estos dos cuadrados, el 
máximo común divisor entre p y l — i es uno de los factores 
primos de p.

6. - Consideremos finalmente un número entero racional cual­
quiera : supongámoslo descompuesto en sus factores primos raciona­
les; podrá haber un factor de la forma 2^, un cierto número de 
factores primos de la forma 4m+l, un cierto número de fac­
tores primos de la forma 4m+3. Supongamos primero que 
estos últimos se presentan todos con exponente par; reuniendo 
todos estos factores, el número considerado tomará la forma

p2.. .

(e > 0, p números primos de la forma 4m +1) ;

(fl) Porque deberían ser múltiplos de p la parte real y el coeficiente de i; 
o, más simplemente porque la norma de tal factor debería ser múltiplo de p2.
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cada uno de los factores p¿, por el teorema anterior se expresa 
como suma de dos cuadrados; lo mismo, si e>0, puede ponerse 
2 = 1 + 1. Notemos además que un producto de sumas de dos 
cuadrados se expresa a su vez en la misma forma, porque

(a2 + ó2) (c2 + d2) = a2c2 + b2d2 + b2c2 + a2d2
= (ac^E bd}2 + (6c ad}2:

se sigue que el producto 2£ • • • se expresa (generalmente de
varias maneras) como suma de cuadrados. Bastará multiplicar 
por /V2 los dos términos de la suma para obtener análoga des­
composición del número N2 23 p± p2 • ...

Las conclusiones serían opuestas si, en la descomposición 
del número propuesto en sus factores primos racionales, se pre­
sentaran factores de la forma 4m + 3 con exponente impar,, 
porque si se supusiera que un número tal pudiera expresarse 
como suma de dos cuadrados, después de eliminación de los 
factores cuadráticos racionales comunes a los dos términos se 
obtendría una expresión de la forma

y, en la descomposición en factores primos complejos de cada 
uno de los factores del segundo miembro, no podría obtenerse 
ningún factor primo racional.

De todo lo que precede se resume la conclusión siguiente:
Los números enteros se dividen en dos clases infinitas: los 

que pueden expresarse como suma de dos cuadrados (es decir 
para los cuales existen soluciones de la ecuación indeterminada

x2-[-y2 = n (7)

y los para los cuales tal expresión no existe. La descomposición 
del número en sus factores primos (racionales) nos permite dis­
tinguir, por una regla simple, a cual de las dos clases pertenece; 
un pequeño refinamiento del razonamiento anterior permite tam­
bién determinar, para cada número dado, el número de las po­
sibles expresiones en suma de dos cuadrados, teniendo en cuenta 
que esta expresión es única (cuando posible) para los números 
primos.
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Queremos notar que estas propiedades se demuestran tam­
bién, con procedimientos clásicos aunque posiblemente más largos 
de lo elegido en las páginas anteriores, sin salir del campo de los 
puros números naturales. Además, con razonamientos más o 
menos análogos, pueden estudiarse representaciones con otras for­
mas (por ej. la x2+2y2').

7.-¿Qué puede decirse si en la ecuación indeterminada 
(7) agregáramos más términos, y consideráramos una de la for­
ma, por ej.,

ax2 + by2 + cz2 =.. .=n?

Esta pregunta ha tenido contestaciones muy interesantes. 
Un teorema clásico y cuya primera demostración definitiva per­
tenece a Lagrange, afirma que todo número entero puede expre­
sarse como la suma de ú cuadrados; es de esta representación 
que trata el artículo que sigue del Prof. Uspensky, por lo que 
se refiere al número de las representaciones posibles. De la po­
sibilidad de la representación, después de Lagrange se han dado 
del teorema muchas demostraciones; a continuación vamos a ex­
poner una muy simple debida a Landau(7).

Notemos primero que basta demostrar el teorema para los 
números primos, porque un simple cálculo algebraico debido a 
Euler permite afirmar que, si dos números p, q son expresables 
como sumas de 4 cuadrados, lo mismo ocurre para su producto. 
Se tiene en efecto

p.q = (aj + a22 + a32 + «?) (fei2 + V + V + 6?) =
(«A +a2b2 + a3b3 + <?A)2 + (ax62 - «A + — aí^z)2 (8)

+ (.«A — «A — a3b3 + aj62)2 + («A +«2fo3 — a3b2 — a^bj2 

como se verifica simplemente desarrollando los cálculos algebrai­
cos.

Si ahora p es un número primo, vamos a demostrar que 
existe un multiplicador m<p tal que mp es la suma de cuatro 
cuadrados. Luego, aplicando la misma igualdad anterior, demos-

(7) Edmund Landau (1874-1937), Vorlesungen uber ZMentlieorie (Hirzelr 
Leipzig, 1927), 1er. vol., p. 107.
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tramos que, clel conocimiento de un tal m, se puede determinar 
otro n<m tal que np es la suma de cuatro cuadrados. Aplicando 
repetidamente el procedimiento se llegará finalmente al multipli­
cador 1 y quedará demostrado que el mismo p es la suma de 
cuatro cuadrados.

Para encontrar el primer multiplicador m, hace Landau la 
simple observación que si p es primo, entre p + 1 números cua­
lesquiera hay siempre dos cuya diferencia es múltiplo de p (o, 
brevemente, congruentes respecto el módulo p). Los (p+l)/2 

números son incongruentes entre sí, 

cualquiera que sea a; se sigue que los dos grupos de números 

x2 y —(1+y2) para 0<£, y< - forman en total p + 1 nú­

meros entre los cuales hay por lo menos dos congruentes mod p, 
necesariamente pertenecientes a grupos distintos; si se siguen lla­
mando x e y los valores correspondientes de las variables, resulta

x2 + y2 + l2 = mp;

pero |a>|< (p-l)/2, |y|^ (p-l)/2;
luego #2+y2 + l<; (p—l)2/2 +1 < p2;
por lo tanto m<p.

(Se nota que los términos de la suma son tres solamente; el 
cuarto será O2; por otra parte, habría podido elegirse diferente­
mente el valor de a, con tal solamente que fuese <7 para reali­
zar la última desigualdad; poniendo cc = 2 se habría obtenido 
x2 + J2 +12 +12; poniendo ct = 5 se habría obtenido ¿c2+-y2+- 
l2 + 22).

Sea pues

mp =x±2 + x22 + z32 + x±2; (9)

puede suponerse m impar, porque, si fuese m par, deberían los 
valores x¿ agruparse en cuplas de la misma paridad; podría por 
lo tanto suponerse que son enteros

^3+^4
-------------2 2 /3 2 2
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y resulta

™ p=yi2 + y22+y32+yí2-

Si m es impar, cualquiera que sea xk puede determinarse un yk. 
congruente a xk respecto el mod m y de valor absoluto Seá-J 
tiene entonces

?12 + y22 + J32 + yt2 = xi2 + x22 + x32 + XÍ2 = 0 (mod m) 

y?+y22 + y»2+y¿ < m2;

luego

yc+y^ + ys2+y¡2=nm (n<m). (io)

Multiplicando (9) por (10) y teniendo en cuenta (8) se obtiene 

m2np=z12 + z22 + + zí2>

donde las zk se forman con las xk y las yk como los términos 
del segundo miembro de (8) se forman con las ak y bk. Pero, 
en consecuencia de xk~yk (mod ni), cada una de estas zk es 
múltiplo de m (8); pueden luego dividirse los dos miembros por 
m2 ,y, poniendo zk=^mtk, resulta

np — -f- ¿22 ¿32

obteniéndose el resultado que se había anunciado.
8. - El teorema demostrado se extiende, como anteriormente lo 

hemos aludido en forma de pregunta, a otras representaciones de

(?) E11 efecto se tiene

xh yk~xk vh - <-xh —yh'>yk—(~xk—yk'> yk ;
‘se sigue que son divisibles por m cada uno de los cuadrinomios de la forma 

y k—xk yh-\-xi yj —x. y., que forman los tres últimos por ser la 
suma de los 4 cuadrados divisible por m2, debe pues ser todavía di visible por 
m2 el primero.
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los números^or formas con coeficientes no todos 1 (9); se extiende 
también a la representación por formas de todos los grados. Se 
considera probable que el problema no fuese desconocido a Dio- 
fantes (principios del siglo IV): de cualquier modo reaparece 
en el siglo XVII (Descartes, Fermat) y en el siglo XVIII, al 
principio con simples afirmaciones de carácter más o menos ex­
perimental, luego con demostraciones parciales; la primera de­
mostración completa para la suma de 4 cuadrados es, como di­
jimos, de Lagrange (1736—1813), pero precedida por la relación 
(8) de Euler (1707—1783) y seguida por otra demostración del 
mismo Euler que, un poco menos simple, no se aleja de la que 
hemos referido de Landau. En el siglo XIX las demostraciones 
han sido muchas y por caminos distintos.

Todavía en el siglo XVIII fue Waring (10) principalmente 
que enunció varias proposiciones análogas y, en particular, afir­
mó que para cada exponente n existe un número finito 7V(n) tal 
que cualquier número entero positivo se puede expresar como 
suma de V(n) n-mas potencias positivas o menos. La primera de­
mostración del teorema con tal generalidad se debe a Hilbert (n) 
sin embargo sólo en forma existencial, sin la concreta determi­
nación del número N(n); con la demostración de existencia no 
resulta difícil la determinación de una cota para esc número; 
difícil es por lo contrario la determinación de un valor certero, 
tal que no pueda ser ulteriormente rebajado.

B. Levi
INSTITUTO DE MATEMÁTICA (ROSARIO).

(9) Véase por ej. L. E. Dickson - Modern elementary Theory of numbers 
(Chicago - Uníversity Press - 1939).

(10) Medítationes Algebrícete (1782).
(n) David Hilbert - (1862-1943). — Ver Bcweís für die Darstellbarkeit der 

ga/nzen Zahlen durch eine feste Anzahl n—ten Potenzen. — Gottinger Nachrichten 
— 1909 y Mathematische Annalen. Vol. 67 - 1909.



UNA NUEVA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 
DE JACOBI

1. Cada número positivo entero puede representarse como 
suma de cuatro cuadrados enteros, es decir, la ecuación diófán- 
tica

n = x2 + y2 + z2 + i2

cualquiera que sea el número entero positivo n queda satisfecha 
por números enteros x, y, z, t. Al contar el número de las solu­
ciones admitimos para x, y, z, t valores positivos, negativos y 
nulos, y además consideramos dos soluciones x, y,z,t y x', y', zf, t’ 
como distintas siempre que no se verifique

x'=x, y' = y, zf = z, tf = t.

Convenido esto, tenemos el célebre teorema descubierto por 
Jacobi: Llamando a la suma de los divisores del nú­
mero n, y N al número de todas las soluciones de dicha ecua­
ción, será

7V = 8o(n)

si n es impar, y

N = 24&(ni)

si n = 2am, siendo a>0 y m impar.
Para el número de las soluciones primitivas, donde los va­

lores de las incógnitas son primos entre sí, tenemos las elegantes 
fórmulas de Eisenstein. Indicando con M este número y 
llamando generalmente por p a los divisores primos de n, se tiene, 
si n es impar,

#=8nn(l + —)
V p/
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donde el producto se extiende sobre todos los divisores primos de 
n. Hay fórmulas análogas para n par.

Las fórmulas de Eisenstein se deducen fácilmente del teo­
rema de Jacobi, y recíprocamente, éste aparece como un coro­
lario fácil de aquéllas. Hay muchas demostraciones del teorema 
de Jacobi, algunas enteramente elementales y bastante sencillas. 
La nueva demostración, sencilla también, que vamos a exponer en 
esta Nota, es muy curiosa por cuanto ella establece una afinidad 
íntima entre el teorema de Jacobi y las representaciones del cua­
drado de un número por la suma de tres cuadrados.

2. Consideremos la ecuación diofántica

x2 + y2 = uv

con cuatro números enteros incógnitos, x, y, u, v. Como 

x2 + y2 = (¿r + iy' (x — iy)

se descompone en dos factores complejos enteros se + iy y x — iy, 
es muy natural hacer uso, en la discusión que sigue, de los nú­
meros enteros complejos de Gauss.

De la ecuación

(x + iy) (x — iy) = uv

se deduce
íc+iy v a

u x—iy p

donde a y p son enteros complejos sin otros divisores comunes 
que unidades complejas ¿1, ¿i. Por ello existirán otros dos 
números complejos enteros Y y P tales que

x + iy = «Y, x — iy = p 8

IZ = PY, V=:ab.

Por ser x,y números enteros reales, tendremos, llamando 
generalmente aQ al número complejo conjugado de a,

«Y = Po&o
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de donde, llamando e = (ct, ¡30) 
piejo de cc y |30, sigue 

el máximo común divisor com-

ct = eA, y — r\B 

|30 = eB, (50 = q/í,

siendo todavía e,q, A,B números complejos enteros. Como u 
debe ser un número real, tendremos que satisfacer la condición

' PY = PoYo

que se reduce a

eoU = Po­

pero, siendo a y |3 números primos entre sí, lo mismo sierá 
para e y e0, y, por consiguiente, q será divisible por e, es decir

Como también

tendremos

es decir que k debe ser un número entero real. 
De ese modo tenemos, finalmente,

x + iy = fca¡30, u = 7í|3|30, v = kaa0

con a y ¡3 enteros complejos primos entre sí, mientras que k 
es un número entero real. Es fácil ver que para una solución dada 
x, y, u, v, los correspondientes números a y |3 serán determinados 
salvo unidades complejas y k será determinado completamente.

En efecto, de las ecuaciones

kapQ = k'k p p0 = fc'P'P'o



sigue en seguida

a a'

y como «' y p', lo mismo que a y p, no tienen divisores comunes, 
es preciso que sea

a' = ea, P' = ep

siendo e una unidad compleja; pero entonces es k~k'. De tal 
manera vemos que todas las soluciones de la ecuación

X2 _j_ y2 ~- uv

se hallarán, cada una exactamente cuatro veces, mediante las 
fórmulas

x + i y = Zr<xop, u — 7ípp0, v = fcctcc0,

tomando para « y p todos los pares de enteros complejos primos 
entre sí, y para k un número real entero arbitrario. Buscando 
soluciones primitivas donde x, y, a, v no tienen divisores comu­
nes, es preciso tomar A: = + l. En efecto, el máximo común di­
visor de los números

ap0—aop
2

es el mismo que el de los números

ap0—a0P pp0, cta0

y este último divide al máximo

«Po, %p,

que es la unidad, como se halla 
común divisor de los números 
muías precedentes es igual a k.

común divisor de los números

pp0, aa0

fácilmente. Por ello el máximo 
x, y, u, v hallados por las fór-



Consideremos ahora la otra ecuación diofántica

4x2 4y2 + z2 = t2,

y busquemos todas sus soluciones con t positivo. Como z y l 
tienen la misma paridad, la sustitución

t—z
U==~2~’ V~~~2

transformará dicha ecuación en

x2 4-y2 ~ uv

que ya hemos discutido completamente. Según dicha discusión, 
tendremos necesariamente

ar + iv = A’ap0, u = kpp0 v = 

de donde

ír + iy=:7¿ap0, t = /c(PP0 + «%), z —fc(PP0 —

con a y p enteros complejos primos entre sí, y k entero , real 
positivo. De este modo cada solución se hallará precisamente 
cuatro veces. Es preciso tomar fc = l cuando deseemos solu­
ciones primitivas, es decir, aquellas en que x, y,z no tienen di­
visores comunes.

3. Sea t, impar y positivo, un número dado.. Según lo 
dicho, todas las soluciones primitivas de la ecuación

t2 = 4#2 + 4y2 + z2,

y cada una cuatro veces, serán halladas con la ayuda de las fór­
mulas precedentes tomando k = l y buscando todas las soluciones 
de la ecuación

¿ = aa0 + PP0

en números complejos enteros a y p primos entre sí, que es lo 
mismo que buscar todas las soluciones de la ecuación



— 85 —

¿=a2 + 62 + c2 + d2

en números enteros ordinarios, tales que los números complejos 
u + 6i y c + di sean sin divisores comunes. Sea P(í) el número 
de tales soluciones, y Q(¿) el número de todas las representa­
ciones primitivas del cuadrado impar t2 por la forma ternaria 
4a?2 +4y2 + z2. Según lo dicho

p(0=4Q(0-

En el párrafo siguiente vamos a demostrar de una manera 
bastante sencilla que

Q(í)=2ín(i- (=1)5:) =27?(í),

donde el producto se extiende a todos los divisores primos de t. 
Tenemos por tanto finalmente

P(t)=8R(f).

Ahora vamos a buscar una expresión explícita para el nú­
mero M(í) de todas las representaciones primitivas de t como su­
ma de cuatro cuadrados.

Sea

l ~a2 + 62 + c2 + d2

una representación tal y sea e el máximo común divisor de 
a-\-bi y c + di, determinado salvo una unidad compleja. Enton­
ces t es divisible por ee0 mientras que e no es divisible por ningún 
número entero real, excepto la unidad. Poniendo

a + 6i =:e(a' +6'i), c + di =e(c' + d'i)

logramos una representación del número f/ee0,

J_=<z'2 + 5'2 + ^2 + ¿'2

E80

con <z' + 6'i y c' + d'i primos entre si. Recíprocamente, de una 
representación parecida, poniendo
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+ 6i = e(a'+ &'i), c +=

se ¿educe una representación

¿ = a2 + 62 + c2 + rf2,

donde a-\-bi y c + di tienen el máximo común divisor e y 
además a, b, c, d no tienen divisor común. En efecto, supuesto 
que a,b,c,d sean divisibles por un número real gr > 1, tendremos 

e(«' +6'¡) =0, e(c' + d'i) ==0 (mod.gr),

de donde

t e[«' + 6'í)5 + (c' + ¿'i)q] = O (mod. g),

cualesquiera que sean los números enteros complejos £, q. Pero, 
como a' + b'i y c' + d'\ son primos entro sí, se pueden tomar 
5 y q de tal modo que

(«' + 6'i)5 + (c' + d'i)q = 1;

se sigue entonces

e=0 (mod. g),

en contra de la hipótesis.
Se deduce de las observaciones precedentes que el número de 

todas las representaciones primitivas de t por una suma de cuatro 
cuadrados vale

donde la sumatoria se extiende a números complejos £ no aso­
ciados, sin divisores reales y cuyas normas dividen t.

La función numérica fí(¿), pudiéndose descomponer en 
factores, en cuanto, siempre que t y t' (enteros impares) sean 
primos entre sí,
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7?(tt') =fi(r) . 7?(t'),

es fácil ver que

también se podrá descomponer en factores de la misma forma, de 
modo que bastará valuarla cuando t sea una potencia de un nú­
mero primo, o sea, t — pa. El número primo p = 3 (mod. 4) que­
da primo en la teoría de los números complejos. Entonces la 
suma precedente se reduce a un término, correspondiente a e = 1, 
y vale

7?(p«)=pa(1 + l).

Al contrario, el número primo p = l (mod. 4) se descom­
pone en dos factores complejos primos

P — 71 . Tí'

y e podrá tomar los valores siguientes

e —■ 1, 71, 7t2, . . ., 71a, 7l', Ti'2, . . 7í'a

y por lo tanto

M(í) = 8in(l+-^)

es decir la misma expresión que en el caso p~3 (mod. 4).
De este modo logramos por fin la fórmula de Eisenstein 

27 7?(£í) = fí(p“) + 2ñ(p^) +... +2B(1) = 
Veeo'

donde el producto se extiende a todos los divisores primos de t.
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4. Nos queda por mostrar cómo puede lograrse la expre­
sión precedente de Q(t).

A este objeto vamos a utilizar un teorema de Liouville se­
gún el cual la suma

extendida a todas las soluciones de la ecuación diofántica

t2 ~ + 4y2 + z2 (a)

con z impar y positivo, vale

t—i *

(-1)^í.

Este teorema es un corolario fácil de la fórmüla bien cono­
cida de la teoría de las funciones elípticas

^=71% 9-2

pero puede ser también obtenido de una manera enteramente 
elemental por medio de otras identidades aritméticas de más sen­
cilla demostración descubiertas por el mismo Liouville (x).

Para nuestro propósito es preciso introducir también la 
suma

Sr(í)=^(-l)-

extendida solamente a soluciones primitivas de la ecuación (a). 
Es claro que

G(0=j;9(Á)

llamando d a todos los divisores de t. Recíprocamente, de la fór­
mula bien conocida de inversión de Móbius (2) resulta

(*) Acerca de las identidades de Liouville y de unas cuantas aplicaciones 
de ellas, véase ‘ ‘ Elementary Number Theory” por J. V. Uspensky y M. A. 
Heaslet, New York, 1939.

(2) La función aritmética de Móbius es definida por ser p (d) = 0
si d es divisible por un cuadrado; en caso contrario vale + 1 ó — 1 según el 
número de los factores primos de d es par o impar (en particular para d = 1 
M(l) =1).



— 89 —

/ ¿ X Í_1S(0^+)=(-l)Tí2(-l)T^=

= (-1;“2-1 n (i - í—Lt\,
v p 7

donde el producto se extiende a todos los divisores primos de t' 
Ahora digo que en la ecuación

t2 = 4x2 + 4y2 + z2

siendo x, y, z números sin divisores comunes, x será par o 
impar según sea í = l (mod. 4) o í = 3 (mod. 3). Supongamos 
que con t = l (mod 4) sea x impar. Entonces el número posi­
tivo t — 2x de la forma 4zi + 3 será divisible por una potencia 
con exponente impar de un número primo r = 3 (mod. 4). Como 

(í — 2a?) (t + 2x) = 4y2 + z2

serán y y z ambos divisibles por r, y por consiguiente también 
í + 2a?. Pero entonces x contendrá el factor r, lo que es imposible. 
De la misma manera se demuestra que con í = 3 (mod. 4), x 
será impar.

A causa de la definición misma de g(t), ello significa que

/ —i 
(-1) 2 .9(0 

<
representa el número de las soluciones primitivas de la ecuación 
(a) con z positivo, es decir la mitad del número total de esas 
soluciones, que hemos designado con Q(í).

Por consiguiente

p—i

Q(0=2zn(i—2-)?
\ P / 

como habíamos anunciado.

J, V. Uspensky

Stanford University (California, U. S. A.).



ALGUNOS TEOREMAS SOBRE LAS SERIES DE 
TERMINOS POSITIVOS CON APLICACION A 

LA GENERALIZACION DE UN TEOREMA 
DE FATOU SOBRE LA CONVERGENCIA 

ABSOLUTA DE LAS SERIES 
TRIGONOMETRICAS

Introducción

Consideremos una serie trigonométrica

(1) a- + («1 eos x + sen x} + ... + (an eos nx + bn sen nx~) + ...

Un teorema elemental dice que, si las dos series de coefi­
cientes, y 2£bn son absolutamente convergentes, la serie tri­
gonométrica (1) converge absolutamente cualquiera que sea .r. 
Todavía, la serie trigonométrica (1) puede converger absoluta­
mente para un cierto valor x0 de x, o para una infinidad .(no 
muy complicada) de valores de x, sin que las dos series de coe­
ficientes <£bn sean absolutamente convergentes. Un ejem­
plo, indicado por Riemann, es el de la serie trigonométrica de 
senos JE’senn!# que converge absolutamente en los puntos x= 
V 71 ’ (P Y 7 números enteros cualesquiera) que forman un con­

junto numerable denso. Cuando, empero, los coeficientes de la 
serie trigonométrica satisfacen una oportuna condición suplemen­
taria, esa serie no puede converger absolutamente en un punto 
sin converger absolutamente en todos los puntos. Un teorema 
de este género es debido a F a t o u (x); este teorema dice que., 
si una serie trigonométrica de cosenos JSan eos nx converge ab­
solutamente en un cierto punto xQ y si sus coeficientes satis­
facen la condición suplementaria: |aij = |<z21 = • • • 2^|lCrnl= • • • en“

(*) Ver Fatou [1] o Tonelli [2], p. 26 y Zygmund [3], p. 134.
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tonces la serie 2an es absolutamente convergente, lo que implica 
la convergencia absoluta de la serie ¿San eos nx para todos los 
valores de x. Para las series trigonométricas de senos J?6nsen6a? 
existe un teorema análogo, con la restricción de que xQ no sea 
congruente con cero, módulo tc. Este teorema de Fatou pue­
de ser obtenido como caso particular de los teoremas Ia o 
del presente artículo. Un teorema más general que el de F á- 
tou(2) dice que, si una serie trigonométrica de cosenos J£an eos nx 
converge absolutamente en un cierto punto x0 y si la sucesión 
(|an|) de los valores absolutos de sus coeficientes es de variación 
acotada (§ 7), entonces la serie J£an converge absolutamente y, 
consecuentemente, la serie trigonométrica converge absolutamente 
para todos los valores de x. Este teorema puede ser obtenido 
como caso particular del teorema II del presente artículo.

§ 1. Comenzaremos demostrando el siguiente lema:

Lema I. Sea s1,s2,...,sn,... una sucesión fijada de nú­
meros reales ¡>0. La condición necesaria y suficiente a que debe 
satisfacer la sucesión (sn) para que la convergencia de la serie 
^AnSn implique, sin otras condiciones para la sucesión Ap 
A2,. . ., An,... de números reales >0, la convergencia de ¿An, 
es que

(2) lím. inf. sn>0.

Demostración: Para demostrar que la condición es suficiente, 
supongamos satisfecha (2); de ahí resulta que existe un número 
b>0 y un entero N>0 tales que para n = N, A’ + l, ...
Entonces, como 

siendo p un entero >0 arbitrario, de la convergencia supuesta de 
la serie J£Ansn resulta la convergencia de la serie ^An.

Para demostrar que la condición (2) es necesaria, suponga­
mos que (2) no sea satisfecha, esto es, que

(2) Este teorema más general no está enunciado en Zygmund, loe. cit., pero 
la misma demostración, debida a Saks, que Zygmund da del teorema de Fatou 
sirve para justificarlo.
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(3) lím. inf. sn = 0
n—> 00

y mostremos que, entonces, es posible construir una serie particu­
lar £An de términos j>0, divergente, tal que SÁnsn sea conver­
gente. Sea Ejl + e2 + • • • + en 4“ • • • una serie particular de tér­
minos >0 convergente (por ejemplo, sea en=^-). De (3) resulta 

que podemos construir una sucesión conveniente n1<n2<...< 
<7ip<. .., creciente de enteros positivos tales que

(p = l,2,...).

Construida esta sucesión (np), pongamos An = l para n = nx, 
n2, np, ... y An = 0 para los valores enteros positivo^
eventualmente restantes de n. Es claro que la serie 2An de tér­
minos í>0 así construida es divergente y que la serie 2Ansn es 
convergente; ello muestra la necesidad de (2).

El lema que acaba de ser demostrado es un caso particular 
del lema siguiente, que se demuestra de manera análoga y que 
nos limitaremos a enunciar:

Lema Io. Sean sl9 s2,.. .,sn,... y rp r2,..., rn,... dos suce­
siones fijadas de números reales í>0. La condición necesaria y 
suficiente a que deben satisfacer las sucesiones (sn) y (r^) para 
que la convergencia de la serie 2Ansn implique, para AlfA2,..., 
An,... números reales ^0, la convergencia de la serie ^Anrn es 
que:

(I) Los valores enteros positivos del índice n que anulan rn 
anulan también, excepto eventualmente un número finito de 
ellos, snt

(II) En caso de existir una infinidad de valores enteros po­
sitivos del índice n que no anulan rn, entonces

lím. inf. -->0,
n—>00 f* n

n variando según la sucesión de valores para los cuales rn>0(3).

(3) El lema I es caso particular de Io, pero, recíprocamente, Io puede ser 
inmediatamente demostrado como caso particular de I.
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§ 2. Demostraremos ahora el siguiente lema:
Lema II. Sea Xp X2,.. .,Xn,... una sucesión fijada de nú­

meros reales ^0 tal que la serie sea divergente. Sea tam­
bién a^>a.2^>.. .^an^... otra sucesión fijada, monótona no- 
creciente de números reales. Para que la serie £anXn sea conver­
gente es necesario y suficiente que:

(I) La serie de términos no-negativos

(&n &n

sea convergente, donde — Xx + X2 + ... + Xn.

(II)

Demostración. Para demostrar que la condición es suficiente, 
supongamos (I) y (II) satisfechas y mostremos que -SunXn con­
verge. Consideremos, para ello, la identidad

N TV—1

(4) ^arj\n - —(an ic?n_i_i) <5n -|~ ay <3^,
i i

donde N es un entero positivo cualquiera, obtenida aplicando la 
transformación de Abel a la suma que figura en el primer 
miembro. El primer término del segundo miembro tiende a un 
límite finito cuando N—>go, en virtud de (I); en cuanto al se­
gundo término, observemos que

«iV = (aN — “'«¥+2) + • • •

en virtud de (II), de donde
00

aN (ap — Gp; 
A

siendo convergente la serie del segundo miembro en virtud de 
(I), y, por la misma razón tiende a cero cuando N —+&. Lo mis­
mo sucede pues para el primer miembro. Luego, en virtud de 
(4), la serie ^anXn es convergente. De (4) concluimos, además, 
que:

lím. an=±0.

00 00

2;«nXrt = 2:(an-<in+1)
1 1



Para demostrar que la condición es necesaria, supongamos 
JTtfnXn convergente. Primeramente es necesario que todos los an 
sean í>0, pues en caso contrario, existiría un número b>0 y un 
entero positivo N tal que crra<—b para n = N, N +1,. ... Luego, 
de la divergencia de la serie JS*Xn, resultaría, contrariamente a la 
supuesto, la divergencia de la serie 2anXn. De (4) obtenemos 
ahora:

N—1 N 00 ¿V 00

■E (an - an+i) an ^a„Xn < ^a„X„, aN oN J/a„Xn ZanXn. 
1 11 11

La primera de estas relaciones muestra la necesidad de (I) 
y la segunda, una vez que <5n—>go cuando n —><», la necesidad 
de (II).

§ 3. Habiendo demostrado los lemas precedentes, podemos 
enunciar y demostrar el siguiente teorema:

Teorema la. Sea Xl5 X2, •. .,Xn,. . . una sucesión fijada de 
números reales ^0 tal que la serie sea divergente. La condi­
ción necesaria y suficiente a que debe satisfacer la sucesión (Xn) 
para que la convergencia de la serie J£anXn implique, para la su­
cesión monótona no creciente = • • • = an = • - • d-e húme­
ros reales > O, la convergencia de la serie ^San, es que

/r\ 1* ’ 4? ^1+^2+- • -+Xn

(5) lim. mi.------------------->0 (4).
n—>00 n

Demostración. Para demostrar que la condición es suficiente, 
supongamos (5) satisfecha y J7«nXn convergente y mostremos 
que 2an converge. De la convergencia de £a„Xn resulta, por el 
lema II, la convergencia de la serie JSAncn/n y an—->0, donde 
An = n(an — an^ y °n==^i + X2 + ... +Xn. Teniendo en cuenta 
(5) y aplicando el lema I, resulta la convergencia de la serie 2¡An, 
esto es, de la serie Sn(an-an^. Este hecho, reunido a an—>0, 
implica, nuevamente por aplicación del lema II, la convergencia 
de JS<zn.

(4) Dada una sucesión (\n), los límites de indeterminación de la sucesión 
(-|~kra )/n) se denominan límites de indeterminación de Cesaro de- 
la sucesión dada. El teorema exige pués que el límite inferior de Cesaro de la 
sucesión (kn) sea > 0. Así enunciado, el teorema es semejante al lema I.



Para demostrar que la condición (5) es necesaria, designe­
mos con SAn una serie arbitraria de términos ¡>0. Si <SAn<sn/n 
fuese convergente, como —>00, la serie 2An/n, por el lema I. 
será convergente. Poniendo:

evidentemente =• • • = = • • • y °n 0 cuando n —> °°.
Entonces la convergencia supuesta de J£Ancín/n, esto es, de

(an — «n+1) <sn y el hecho de an—>0 cuando n—>co implica, 
en virtud de llema II, la convergencia de la serie £anXn; esta con­
vergencia, por hipótesis, implica la convergencia de nueva­
mente por el lema II podemos afirmar que la serie a^),
esto es, la serie JEAn es convergente. E11 resumen, la convergencia 
de ^Anan/n involucra, cualquiera que sea la sucesión (Azi) de 
términos ¡>0, la convergencia de 2!An; esto muestra, en virtud 
del lema I, la necesidad de la condición (5).

El teorema que acaba de ser demostrado es un caso particular 
del teorema siguiente, que se demuestra a partir do los lemas Io 
y II, y que nos limitaremos a enunciar:

Teorema Ia0. Sean Xt, X2,. . ., Xn,.. . y ^2,. .<n,.. . dos 
sucesiones dadas de números reales >0, tales que y
sean divergentes. La condición necesaria y suficiente a que deben 
satisfacer las sucesiones (Xn) y (<n) para que la convergencia de 
la serie £anXn, cuyos coeficientes son números reales positivos 
no crecientes (a1 >a2 ... > tzn> ... > 0),. involucre la conver­
gencia de la serie 2an^n, es que:

lím. in1f.

§ 4. Con el objeto de dar una aplicación interesante del teo­
rema la, demostremos la proposición que sigue:

Lema III. Sea nvn2,.. .,np,... una sucesión dada monó­
tona creciente de números enteros positivos. La condición nece­
saria y suficiente a que debe satisfacer la sucesión (np) para que 
la convergencia de la serie .Sa^ implique, cualquiera que sea la 
sucesión . .>an'^ ... monótona no-decreciente de nú­
meros reales >0, la convergencia de la serie J£an, es que
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(6) lím. sup. 
n—>00

np

P
< + GO-

Demostración. Consideremos la sucesión (Xn) definida por: 
Xn = 1 para n = n1,n2,... np,... y Xn = O para los valores en­
teros positivos de n eventualmente restantes. Estamos evidente­
mente en un caso de aplicación del teorema la. La condición 
necesaria y suficiente buscada es:

lím. inf.-----—— >0
p->00 ^p-J-1---- 1

de donde inmediatamente sigue (6).

§ 5. Para dar al teorema la una forma equivalente, tal vez 
más natural en este género de cuestiones, demostremos ahora 
el lema que sigue:

Lema IV. Sea X1? Xp.., Xn, una sucesión dada de números 
reales ^0. Si esta sucesión es acotada superiormente, para que

(7) lím.itf. Xi+X2+---+^.>0)
n—>00 ri

es necesario y suficiente que exista una sucesión nl3 n2,.. .,np,... 
monótona creciente de enteros positivos tal que se realicen con­
juntamente

(8)

y

(9) .

Demostración. Para demostrar que la condición es suficiente, 
supongamos que exista una sucesión (np) que verifique (8) y (9). 
De (9) resulta que existe un número &>0 y un entero P>0 ta­
les que Xn¡>b para p = P, P + l, .... Podemos entonces escri­
bir:

(10) ^Xfc>^Xn¿>(p-P + l)b para n>nP,

lím. sup. — < + oo 
n—>CO P

lím. inf. X„ >0.
—>00
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donde p designa el mayor valor entero positivo de k para el pual 
por tanto

np^n<np±v

De (8) resulta que existe una constante conveniente A>0 
tal que nk^Ak para k = l, 2,será luego

n<4(p + l);

y de (10) resulta

1 «x (p-P+l)& b— -SXe>——ttt;—re para Tt>npn x k A(p+1) “A(P+1) F K

de donde sigue (7) (5).
Para demostrar que la condición es necesaria, supongamos 

(7) satisfecha. Resulta que existe un número A>0 y un entero 
A'>0 tales que

(11) -n para n = ./V, 7V + 1,....n

Determinado este A, sea b>0 un número fijo <A (por ej.? 

sea <5 =—). Como
2 7

lím. sup. Xn > lím. inf. — > A > 8,
Ti—>00 n—>00 n

resulta •

(12) lím. sup. Xn>b.
n—>00

Indiquemos con el menor valor entero positivo de n tal 
que Xn>b; este valor existe en virtud de (12) y Xn<b para 
n<nv Indiquemos con n2 el menor valor entero de n>n1 tal 
que Xn^b; este valor n2 existe en virtud de (12) y Xn<b para

(5) En la demostración de que la condición es suficiente no entra la hipó- • 
tesis de ser acotada superiormente la sucesión (\n).
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^i<n<n2. Prosiguiendo así indefinidamente, lo que es posible 
en virtud de (12), llegamos a construir una sucesión (np) monó­
tona creciente de enteros positivos tales que \np b y Xn < b para 
np < n < np^. Podemos escribir

&(np - P) < bnp

donde p es un entero positivo arbitrario; sea L un número mayor 
que todos los Xn; se sigue

1 UP 1 n
—^Xn<b + — ^x^b + fí-.

i np i np

Por otro lado, si P designa un entero positivo tal que np^l\T 
para p — P, P + l, .. ., aplicando (11) será

pL ~A < b + — para p > P,

de donde

np P
p A—b para p^P.

Como, por la definición de los np queda demostrado
que se realizan conjuntamente (8) y (9) (6).

Observemos que, si en el enunciado del lema suprimimos la 
condición de ser la sucesión (Xn) acotada superiormente, la exis­
tencia de la sucesión (np) es solamente suficiente (ver (5)) pero, 
en general, no es necesaria. Un ejemplo es el de la sucesión (Xn) 
definida así: Xn = 2n +1 si n es un cuadrado perfecto y Xn = 0 
en caso contrario; esta sucesión satisface la condición (7), pero 
es imposible determinar una sucesión (np) que verifique (8) y 
(9)-

§ 6. Habiendo demostrado el lema anterior, podemos darle, 
en el caso en que la sucesión (Xn) es acotada superiormente, una 
forma equivalente al teorema la:

(c) En la demostración de que la condición es necesaria no entra la hipó­
tesis de ser ^0 los Xn.
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Teorema Ib. Sea X1? X2,.. .,Xn,... una sucesión dada de nú­
meros realeSí>0 tal que la serie ^Xn sea divergente. Si esta su­
cesión es acotada superiormente, la condición necesaria y sufi­
ciente a que ella debe satisfacer para que la convergencia de la 
serie J£anXn involucre, cualquiera que sea la sucesión a± ^a2^... 
^an>.... monptona no-creciente de números reales ^0, la con­
vergencia de la serie £an, es que exista una sucesión nlf n2,..., 
np,... monótona creciente de enteros positivos tal que

(13)

y también

(14)

lím. sup.
p—> 00

< + oo

lím. inf.
p—>00

xn >0.

Demostración. Es suficiente comparar los enunciados del 
teorema la y del lema IV para justificar el teorema anterior. 
La demostración de la suficiencia de la condición puede también 
ser hecha de la siguiente manera: supongamos que exista la 
sucesión (np) citada y que la serie 2an\n sea «convergente; la 
serie SaUpXnp es también convergente; en virtud de (14) y apli­
cando el lema I, podemos afirmar que la serie es convei'-
gente; finalmente, en virtud de (13) y aplicando el lema III, 
inferimos que la serie 2an es convergente, lo que demuestra 
la suficiencia de la condición. Antes de concluir este párrafo, ob­
servaremos que existe un lema análogo al lema IV y un teo­
rema análogo al teorema Ib tales como el lema Io es análogo al 
lema I y el teorema Ia0 análogo al teorema la; por ello, deja­
remos de lado sus enunciados.

§ 7. Diremos, como es usual, que una sucesión «j, u2, 
an,... de números reales es de variación acotada todas las veces que la' 
serie <27'('Un — an_|_i), formada con las diferencias do dos términos 
consecutivos, sea absolutamente convergente.

Demostremos, previamente, el siguiente lema:
Lema V. Sea clf c2,.. cn,. . . una sucesión dada de nú­

meros reales ¡>0. La condición necesaria y suficiente a que debe 
satisfacer la sucesión (cn) para que, cualquiera que sea la serie

1
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convergente <SAn de términos ^0, la serie 2cnAn sea también 
convergente, es que

(15) lím. sup. cn< + oo. 
n—>00

Demostración. Para demostrar que la condición es suficiente, 
supongamos (15) satisfecha y 2HAn convergente. De (15) resulta 
que existe un conveniente número C^>0 tal que cn<C para 
n = 1,2,...; de la desigualdad cnAn < CAn válida para n = 1,2, 
. .., concluimos la convergencia de J£cnAn.

Para demostrar que la condición es necesaria, supongamos 
que (15) no es satisfecha, esto es, que

(16) lím. sup. cn = + oo, 
n—>00

y mostremos que entonces es posible construir una serie conver­
gente JEAn de términos 2:0 tal que <ScnAn sea divergente. De 
(16) resulta que podemos elegir una sucesión creciente n1<n2< 
< ... < np < .•.. de enteros positivos, tales que

cnp^P (p = l,2,. . .). i

Construida esta sucesión (np), pongamos An^=l/p2 para 
p==l,2,... y An = 0 para los valores enteros positivos de n 
eventualmente restantes. Es claro que la serie JEAn de términos 
^>0 así construida es convergente y que la serie J£cnAn es diver­
gente; esto muestra la necesidad de la condición (15).

Demostremos ahora el siguiente lema:
Lema VI. Sea nlfn2,...,np,... una sucesión dada monó­

tona creciente de enteros positivos. La condición necesaria y su­
ficiente a que debe satisfacer la sucesión (np) para que la con­
vergencia de la serie <San? implique, cualquiera que sea la suce­
sión alfa2,.. .,an,... de variación acotada y de términos rea­
les >0, la convergencia de la serie 2an, es que

(17) lím. sup. (nppi — zip) < + ao.

Demostración. Para demostrar que la condición es suficiente,
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supongamos (17) satisfecha y JEanp convergente. Sea H>0 un 
número tal que n^ —np<H para p = l, 2,.... Podemos escri­
bir, aplicando la transformación de Abel

W1 W2
= (^£4-1 np) &np (np+l 1) (^/í+1 ak)>

nP nP

donde p designa un entero positivo arbitrario; de ahí

"H-i-1 W1
| dj{ |,

nP nP

de donde
"p+l—1 OO 00

SanéHSanf +HS lafc+i—afcl’ 
«! 1^1

relación que demuestra la convergencia de la serie San.
Para demostrar que la condición es necesaria, supongamos 

que (17) no es satisfecha, esto es, que

(18) lím. sup. (Hp^ —np) = + oo,
p—>00

y mostremos que entonces es posible construir una serie particu­
lar San de términos >0, divergente, tal que la serie Sanp y la 
sucesión (an) sean, respectivamente, convergente y de variación 
acotada. Teniendo en cuenta la relación (18) y aplicando el lema 
V, podemos construir una serie particular SAn de términos 2^0, 
convergente, y tal que 2{np^1 — np') Ap sea divergente. Cons­
truida esta serie, definamos la sucesión (un) de la siguiente ma­
nera: «n = 0 para n = npn2,. • .,np,... y an = Ap para np<n<^ 
< nP+i, p= 1,2,... (para n < n1 pondremos también an = 0). 

Es claro que la sucesión (on) así definida es de .variación aco­
tada, pues ^\an — antí\=22!An, y que sus términos son >0; que 
la serie <Sanp es convergente, pues sus términos son nulos; final­
mente que la serie 2an es divergente, pues 2£(np+1 — np — 1) Ap 
también es divergente. Esto muestra la necesidad de la condi­
ción (17).

Este lema es, para las sucesiones de variación acotada, el



análogo del lema III para las sucesiones monótonas no-cre­
cientes.

§ 8. Habiendo demostrado los lemas precedentes podemos 
enunciar y demostrar el siguiente teorema:

Teorema II. Sea XlfX2,. • -,Xn, • • • una sucesión dada de nú­
meros reales ^>0 tal que la serie £Xn sea divergente. La condi­
ción necesaria y suficiente a que debe satisfacer la sucesión (Xn) 
para que la convergencia de la serie ^anXn involucre, cualquiera 
que sea la sucesión al9a2,..., an,... de variación acotada y de 
términos reales ^0, la convergencia de la serie £an, es que exis­
ta una sucesión nlfn2,. . .,np,... monótona creciente de enteros 
positivos tal que
(19) lím. sup. («p+1 — np)< + ^ 

p—>CO
y
(20) lím. inf. Xn >0.

p—>00

Demostración. Para demostrar que la condición es suficiente, 
supongamos que exista una sucesión (np) que verifique (19) y 
(20) y que <SanXn sea convergente. La serie £anp \ip es tam­
bién convergente. Teniendo en cuenta (20) y aplicando el lema 
I, podemos afirmar que £anp es convergente; finalmente, en vir­
tud de (19) y aplicando el lema VI, podemos concluir que la 
serie £an es convergente, lo que demuestra la suficiencia de la 
condición.

Para demostrar la necesidad de la condición, supongamos 
que no existe una sucesión (np) que verifique (19) y (20), y 
mostremos que entonces, es posible construir una serie particular 
£an de términos 2^0, divergente, tal que la serie 2anXn y la su­
cesión (an) sean, respectivamente, convergente y de variación 
acotada.

Antes, para ello, demostremos que, dados arbitrariamente un 
número b>0, un entero L>0 y un entero K>0, existen dos 
enteros M y N tales que:

(I) L<M<N, (II) N — M>K, (III) Xn<b paraM<n<V.

En efecto, consideremos los valores enteros positivos del ín­
dice n para los cuales Xn^b. Se pueden presentar dos casos:
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Io) Para valores suficientemente grandes del índice n, esto es 
para n > n0, la desigualdad Xn > <5 no se satisface; en este caso 
basta tomar M = L + n0 y N = L + n0 + K -|-1. 2o) Existe una 
infinidad de valores enteros positivos de n para los cuales Xn b; 
en este caso indiquemos con nt, n2,..., np-,... esos valores de n 
ordenados de manera creciente. Como, por hipótesis no existe 
una sucesión (np) que verifique simultáneamente (19) y (20), y 
la sucesión (np) que acaba de ser considerada evidentemente sa­
tisface (20), podemos afirmar que ella no satisface (19), esto 
es, que:

lím. sup. (np+.1-np)= + co. 
p—>00

De esta relación resulta que existe un valor de p, sea ti, tal 
que nn>L y — nn>K. Como Xn < 8 para np<n< n^, 
basta tomar M = y Ar = n7T+1.

Demostrado esto, asociemos a cada entero positivo p dos 
enteros positivos Mp y Np tales que:

(I) Mp>Np_1, (II) Np—Mp>p, (III) Xn capara Mp<n<Np, 

para p = l,2,... (donde No = O'), lo que es posible en virtud de 
lo que acabamos de verificar. Definamos la sucesión (un) de la

siguiente manera: an = —------ para. Mp<n<Np y
p(7Vp-Mp-l)

p = l, 2, y nn = 0 para los restantes valores enteros positi­
vos del índice n. Es claro que la serie de términos ¡> 0 asi 
construida es divergente, pues la contribución de sus términos an. 
cuyos índices n verifican Mp<n<Np, vale

P»« P=1.2.'..;

es claro también que la serie 2anXn es convergente pues los úni­
cos términos que contribuyen en esa serie son aquellos cuyos ín­
dices n verifican la desigualdad Mp<n<Np para p —1,2,... 
y esas contribuciones, en virtud de (III), son <l/p2; finalmente,, 
la sucesión (an) es de variación limitada, pues los únicos térmi­
nos que contribuyen en la serie — an-4-il son l°s í116 corres­
ponden a los valores de n — Mp o = Np — l para p —1,2,... y
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esas contribuciones, en virtud de (II) son <¡l/p2. Esto muestra 
la necesidad de la condición.

Es interesante observar que el teorema II es semejante al 
teorema Ib, salvo en el detalle de que en este último es esencial 
suponer que la sucesión (Xn) es acotada superiormente. Aquí 
también cabe una observación idéntica a la hecha al final del 
§ 6.

§ 9. Para aplicar los teoremas la, Ib, II a la demostración 
de los teoremas sobre series trigonométricas recordados en la in­
troducción, es necesario verificar la condición

n Icosa?l + |cos2íc|+.. .-Heosnx\lim. mi.---------------------------------------->0,
n—>00

para el teorema la; o que existe un número b>0 suficiente­
mente pequeño tal que la sucesión (np) de los valores enteros 
positivos de n que verifican |cosnrr|>b, para cada x fijado, 
satisfaga (13) o (19) para el teorema Ib o II, respectivamente (y 
hechos semejantes sustituyendo coseno por seno y excluyendo 
los valores de x congruentes con cero, módulo ti). Todas estas 
condiciones son fácilmente verificadas. Comparando las demos­
traciones del teorema de F a t o u dadas en T o n e 11 i, loe. 
cit., y en Zygmund, loe. cit., vemos que la primera se re­
laciona con los teoremas dados aquí, mientras que la segunda, 
debida a Saks aunque simple, es completamente de otro tipo.

Las proposiciones aquí enunciadas sobre series de términos 
positivos también pueden ser dadas como relativas a convergencia 
absolutas de series cualesquiera. Ellas pueden ser generalizadas 
para integrales tomadas en intervalos infinitos.
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SOLUCION A LA CUESTION N«. 8

La cuestión N°. 8, propuesta en el Año III, pág. 122, decía:

Sea un triángulo ABC y E, F, G tres puntos situados respectivamente 
sobre los lados AB, AC, BC. Entre todas las homografías planas que tienen 
como puntos unidos los vértices A, B, C y transforman en si mismo el inte­
rior del triángulo, determinar la que transforma el triángulo EFG en otro 
de área máxima y calcular esta área.

Solución. Sea L el punto en que la recta determinada por 
E, F corta al lado BC. Pongamos, para abreviar

(BCGL) = — k (1)

habiendo puesto el signo menos para que k, dato del problema, 
sea positivo. Se observa que si en lugar de considerar la recta EF 
se hubiera considerado la GE y se indicase con M el punto en 
que corta a la prolongación de AC (no dibujado en la figura).

sería también (CAFM)= — k; en efecto, proyectando la cua­
terna (BCGL) desde E sobre AC se obtiene (ÁCMF), que es 
igual a (CAFJf) y por tanto, puesto que las razones anarmóni-
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cas se conservan por proyección es (C A F M') = (B C G L) = — k. 
Lo mismo si se considerase la cuaterna formada por A, B, E y 
el punto en que FG corta a AB.

Una homografía que cumpla las condiciones del problema 
queda determinada, dando sobre los segmentos AB y AC los puntos 
E' y F' respectivamente homólogos de E y F. Estos puntos son, 
pues, las incógnitas del problema, que hay que determinar por 
la condición de que el área del triángulo E' F' G' sea máxima.

El punto G' queda determinado si se conocen E' y F', puesto 
que, llamando L' al punto en que la recta E'F' corta a BC, debe 
ser (puesto que B, C son puntos unidos de la homografía)

(BCG'L') = (BCGL)=-/c 
o sea

G'B 1 L'B
&c~~k77c

condición que determina G'.
El teorema de Menelao aplicado al triángulo ABC cor­

tado por la transversal E'F' da

pe (3}
L'C ‘ F'A ’ E’B ’ w

De (2) y (3) se deduce

G'B F'C E'A
G'C ’ F'A‘ E'B ’ ( )

Para operar únicamente con segmentos positivos, pongamos

BG'=-G'B = m, CF'=-F'C=n, AE'=-E'A = p (5) 

y también, como es costumbre,

BC=a, CA~b, AB~c‘, (6)

m, n, p, a, b, c son todos números positivos.
Con estas notaciones, la expresión (4) se puede escribir

m n p — k(a — irí)(b — n) (^c — p')~ 0. (7)



Llamando T al área del triángulo ABC, el área del triángulo 
E'F'G' vale

t = T —^-[p(b — n) sen A + m(c — p) senB + n(a — m) senC]. (8)

El problema se reduce a buscar el máximo de r, considerada 
como función de las variables m,n,p las cuales están ligadas por 
la relación (7). Podemos seguir el método clásico llamado de los 
multiplicadores de Lagrange(*), que da como condiciones ne­
cesarias para que t sea máximo o mínimo que las derivadas par­
ciales de la expresión

sean nulas, o sea,

(9)

<p = T + X[mnp — k(a~ m) (b — rí) (c — p)]

(<z — m) sen C +

-|—— psen A + X [mp + fc (<z — m) (c — p)] = 0 
2

(6 — n) sen A +

4- - - m sen B + X [mn + k (a — m) (b — n)] = 0.

dcp 1
dm 2

1
dn 2

dcp 1
dp 2

(10)

c/zi/i
— (b — n) sen A + m sen B + 2X----- = 0.

c—p
(*) Ver por ej. B. Levi. Analisi Matemática algébrica ed infinitesi/male, 

Bologna, 1937, pág. 463.

Teniendo en cuenta (7) estas condiciones se escriben

— (c — p) sen B + n sen C + 2X —_0 
a—m
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Dividiendo estas ecuaciones por abe y poniendo

m n p
--- = X, — = Y, ----= Z9 
a--------b * c

sen A senB senC 2Xp, - u,
abe p

el sistema (10), junto con la ecuación (7) se escriben

(I) y(l-x)-(l-x) (1-z) +cryz = 0

(II) z(l — y) — (1 — y) (l — #) + azx == o

(III) ¿e(l—z) — (1 — z) (1 —y) -¡-axy = 0 -

(IV) xyz-k(l-x) (1 — y) (1 — z) =0.

(12}

Entre las soluciones de este sistema, con las incógnitas x, 
y,z,a, deben encontrarse las que resuelven el problema.

Con las notaciones (11) y según (8), el área del triángulo 
E'F'G' se escribe

T = T - — a&cp [z(l - y) + ®(1 - z) + y(l - x)]. (13}

En el sistema (12) se observa que la hipótesis # = 1 (y aná­
logamente las y = l, z = l) lleva consigo, por la (IV), y = 0 o 
z = 0. Pero x = l, y = 0 oz = 0, dan en (13) t = T —^-6csenA=0- 

o sea corresponden a un mínimo de r.
Podemos por tanto suponer 1 y por simetría

y 7~ 0,1, 2" 7“ 0,1. Entonces, multiplicando la ecuación (I) de 
(12) por x y dividiendo por 1 — x queda, aplicando (IV),

xy — x(l — z') + Zca(l —y) (1 —z)=0.

Teniendo en cuenta (III) esta ecuación equivale a

(a/c — 1) (1 — z) + (a2/f + l)y — 0, (14)'



— 109 —

que es lineal en y, z. Procediendo análogamente se obtienen 
otras dos ecuaciones que son iguales a la (14) por permutación 
circular de las o sea,

(afc —1) (1 —x*) + (a2k + l)z = 0
(15) 

(aZc — 1) (1 — y) + (a2k + 1)# = 0.

Al resolver el sistema de ecuaciones lineales (14), (15) res­
pecto x, y, z por la regla de C r a m e r , se observa que resulta 
x~y~z y por tanto la ecuación (IV) de (12) da

de donde

x —---------
3 ,-----

Este es el valor de x que resuelve el problema. Es decir, 
la homografía que, cumpliendo las condiciones del enunciado, 
transforma el triángulo E F G en otro de área máxima, es la 
determinada por los puntos E', F', G' tales que

BG'  CFf  AEf 
HC ~~CA~^B

^k

l+i^

El hecho de que al valor de x dado por (16) corresponde 
ef ectivamente un máximo del área de E' F' G' se deduce obser­
vando que, puesto que el área de los triángulos E' F' G' no puede 
superar a la del triángulo total ABC, un máximo existe cier­
tamente, el cual, por tanto, debe corresponder a una solución del 
sistema (12); pero para las demás soluciones hemos visto que 
el área es cero.

El área máxima del triángulo transformado valdrá, según 
(13),

t = T —~ab c p x (1 — x) =T
[l_3

(18)
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Observemos que cualquiera que sea el valor positivo 5 se 
verifica

1
4 (19)

puesto que esta desigualdad equivale a (5 — l)2J>0 y por tanto 
en (19) el signo de igualdad vale únicamente para 5 = 1. 

Por tanto de (18) se deduce

es decir: Cualquiera que sea el triángulo EFG, siempre existe 
una homografía, en las condiciones del enunciado del problema, 
que lo transforma en otro de área igual o mayor que T/4. 
siendo T el área del triángulo ABC.

El mínimo de estos máximos valdrá 1/4 T, el cual corres­
ponde al caso de valer en (19) el signo de igualdad, o sea, al caso 
de ser k = 1; según el significado (1) de k, esto quiere decir vque 
las rectas AG, BF, CE son concurrentes. En tal caso, todos los 
triángulos E'F'G' transformados, cualquiera que sea la homo-

grafía, gozan de la misma propiedad 
de que las rectas AG', BF', CE' son 
concurrentes y el triángulo de área má­
xima será el formado uniendo los pies 
de las medianas, cuyo área es efecti­
vamente 1/4 T.

Se observa que la solución x = y 
= z, dado el significado (11) y (5) de 
x,y,z, tiene la siguiente interpretación 
geométrica (fig. 2):

Siendo x~BG' : BC, trazando por G' la paralela al lado
AC hasta que corte en P al lado BA, será BP : BA — BG' : BC~
— x. Por otra parte, trazando por F' la paralela a BC hasta cor­
tar al lado AB, el punto P± de intersección debe ser tal que
BP± : BA — CF' : CA~~y. Por tanto, si x — y, debe ser P = Pr
Esto significa que si E' F' G' es un triángulo solución, las rectas 
trazadas por cada dos vértices paralelamente al lado del triángulo
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ABC que contiene al otro, concurren sobre el tercer lado del 
triángulo ABC.

De otra manera: Los vértices E', F', G' del triángulo trans­
formado de área máxima son vértices no consecutivos de un 
hexágono de Pascal (E', Q, G', P, F', R) inscrito en el triángulo 
dado ABC y cuyo eje es la recta del infinito.

Además, con las notaciones de la fig. 2, tomemos un siste­
me de ejes oblicuos cuyo origen sea B y los ejes 5, q los lados 
BC y BA respectivamente. Las coordenadas del baricentro de un 
triángulo cualquiera se obtienen tomando la media aritmética de 
las coordenadas homologas de sus vértices. Por tanto las coorde­
nadas del baricentro del triángulo ABC de vértices A(0,c), Z?(0,0), 
C(a, 0) son

(19)

Para hallar las coordenadas del baricentro del triángulo 
transformado de área máxima E'F'G', observemos que por ser 
los triángulos BPG' y RF'C iguales, es BG' — RC y de la 
misma manera BP — E'A. Por consiguiente las coordenadas de 
F' son = BR = a — RC — a — BG', qt = BP; las de E' son H2 — 0. 
q2 = c— BP y las de G' son ^3 = BG', q3 — 0. Luego las coor­
denadas del baricentro del triángulo E'F'G' serán

?l+?2+?3 a Hl+^+ns c
3 3 3 3

o sea, las mismas del triángulo ABC.
Por tanto: El triángulo transformado de área máxima tie­

ne el mismo centro de gravedad que el triángulo ABC.
Esto viene a ser la generalización al caso del plano, del re­

sultado obtenido para el problema análogo considerado sobre la 
recta (Ver Mathematicae Notae, Año Tercero, pág. 107, Ejer­
cicio N°. 16).

Luis A. Santaló

rosario, instituto de matemática.



EJERCICIOS Y PROBLEMAS
SOLUCIONES

N27 — Se considera la ecuación

x* + («a 4-P)^+(7«-p^3 — 0
donde a, p. 7, o son números reales y a un parámetro. Se pide caracterizar los va­
lores de a para los cuales la ecuación tiene las tres raíces reales. Presentándose una 
distinción de casos según los valores de los números a, p, 7, o dar ejemplos 
numéricos.

Solución. —Si las tres raíces son reales, los coeficientes de 
la ecuación son también reales; por lo tanto deberá ser real el 
valor de a.

Recordarnos ahora que, dada una ecuación de tercer grado 
x3 -\-px -\-q = 0, la condición para que sus tres raíces sean rea­
les es

En la ecuación propuesta q tiene la forma de un cubo; por 
lo tanto esta condición se simplifica en

(ya + í))2^ —(cw + p), (1)

es decir

3Y2a2 + (6Yb + ]/4a)a+3b2+í/43^0. (2)

Hay que buscar los valores de a para los cuales el trinomio

T(a) =3y2a2 + (6yb +Í4a)a + 3b2 W (3)

toma valores negativos. Para ello hay que ver el signo del dis­
criminante, que salvo un factor numérico positivo, se escribe

A = a2 -¡- -^^'(bcí — yP) .
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Si A>0, la ecuación T(«)=0 tiene dos raíces reales av a2. 
Como para a —>co, según (3), es T(a)>0, resulta que el inter­
valo de valores de a para los cuales es T(«) ^0, es el a±<^a ^a2. 

Si A = 0, la ecuación T(a)= 0 tiene una raíz doble a = a0 y 
para otro valor cualquiera de a es T(a) >0. Si A<0 las raíces de 
T(>a) son imaginarias y para todo valor de a es T(n)>0.

En resumen : Para, que la ecuación del enunciado pueda te­
ner las tres raíces reales debe ser A 2^0. En este caso, si las 
raíces de T(a)—0 son al3a2 (puede ser a1 = a2) el intervalo de 
valores de a para los cuales las tres raíces sd^i reales es 
«i ^a2.

Se pueden observar algunos casos particulares. Para ct=O, 
el signo de A es el opuesto al de 3 y por tanto existirá un inter­
valo de valores de a al que corresponden raíces reales de la 
ecuación dada solamente en el caso de ser 3^0.

Para y = 0, a~/=0, es A = cc2>0. La ecuación T(a)=0 se 
reduce a primer grado con una sola raíz ax; por otra parte, en 
este caso se puede razonar directamente sobre (1) que se reduce a

3&2<_ y4(cia + p)

de donde resulta inmediatamente

U1 — -------------- .

La gráfica de valores T, a es una recta y se ve que es T < 0 
para todos los valores a^a±.

Si Y —0, ct = O las tres raíces de la ecuación cúbica dada 
serán reales si 3b2 + /4P<¡0, como se deduce de (2). El pará­
metro a desaparece de la ecuación.

Esta solución es debida al Agrim. Guido O. G. Liserre, de la Facultad 
de C. Matemáticas de Rosario.
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N.° 57 — Demostrar que siempre se pueden trazar n rectas que corten a 
una figura convexa del plano de manera que la dividan en

n2 -|- n -|- 2 
2

regiones.

Solución.— Dada un área cualquiera siempre pueden tra­
zarse n rectas que se cortan dos a dos dentro de esa área. Basta 
trazar primero en el plano n rectas cualesquiera que se corten 
dos a dos en puntos distintos; existe entonces un círculo bas- 

_ , _ n(n—1) _tante grande como para contener todos los ---------  puntos de

intersección. Nótese después que dentro de una área dada se puede 
siempre colocar un círculo de radio suficientemente pequeño; 
hágase entonces la figura transformada de las primeras n rec­
tas por la homotecia que transforma el primer círculo en el se­
gundo. Se obtendrán nuevas n rectas que se cortan dos a dos 
en puntos distintos dentro del circuito pequeño, y por tanto dentro 
de la área dada.

Sentado esto, demostraremos por inducción el teorema pro­
puesto en el ejercicio: si una figura convexa K se corta con 
ninguna recta (n = 0) resulta una región solamente; luego para 
n = 0 el teorema está realizado. Supongamos ahora trazadas n 
rectas que se corten dos a dos dentro de K; suprimiendo una que 
llamaremos a quedan n — 1 rectas en las mismas condiciones; 
supongamos demostrado que K resulta dividida por ellas en

(n-l)2+(n-l)+2_ n2—n+2
2 " 2

regiones. Colocando entonces nuevamente la recta a, notamos que 
cada vez que ella corta una de las n — 1 rectas precedentes, pasa 
de travesar una región a travesar a una siguiente; la recta a 
atraviesa luego n regiones, dividiendo cada una en dos. El 
número total de las regiones resulta por lo tanto

n2—n+2 n2+n+2
+ n—2—

El razonamiento demuestra también que este número es el

y
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máximo posible por cuanto la figura K es convexa, porque la 
recta a no puede cortar a los contornos de las regiones preexis­
tentes en más que n — 1 puntos sobre las rectas precedentes 
más 2 sobre el contorno de K.

Una resolución algo incompleta de este problema fué enviada por el señor 
Agr. Guido O. Liserre de Rosario.

N o 58 — Se supone dado un cono circular recto y una cuerda del círculo 
base. Por esta cuerda se trazan los dos únicos planos que son paralelos a algún 
plano tangente del cono. Sean a2 estos planos. Se pide:

l9 Expresar en función de la distancia x de la cuerda al centro del círculo 
de la base, las áreas , S2 de las secciones (segmentos de parábolas) del 
cono por los planos oq, a2.

29 Determinar x de manera que el valor absoluto de la diferencia —S2
tenga un valor dado S.

39 Encontrar el valor de x para el cual el área de la sección mayor 
deviene máxima.

Solución.— Se supone el cono del problema representado en 
proyección apoyado por su base en el plano horizontal de pro­
yección y de tal manera que la cuerda AB del círculo base sea 
perpendicular al plano vertical de proyección (0.

Sea V el vértice del cono y O el centro del círculo base. 
La proyección vertical de la cuerda AB es un punto E; por 
este punto trazamos las paralelas a las dos generatrices del con­
torno aparente del cono en proyección vertical; sean EF y EG 
estas dos paralelas, que llamaremos respectivamente y ó2- La 
proyección vertical del cono en las condiciones tomadas es un 
triángulo CVD. La altura VO del cono la llamaremos h; al 
radio OB del círculo de la base lo llamaremos R y a la genera­
triz VD la llamaremos g. La perpendicular OH bajada desde 
el punto O a la cuerda AB es x; a la semicuerda BH la lla­
maremos a.

Con estas notaciones, del triángulo rectángulo BOII se de­
duce

a — ]R2 — x2.

(’) Una representación en forma de proyección de Monge no tiene en 
realidad importancia para el problema y el lector puede trazarla a su gusto. 
Por lo tanto se omite la figura, k. de la r.
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Los triángulos CEF y CVD son semejantes, luego

dedon* 6*=á(fi_í’)-
Análogamente, considerando los triángulos semejantes DGE

segmentos de parábola formados por los dos 
por AB y son paralelos a CV y'DV conocemos 
la semibase a. El área del 'segmento de pará- 
semibase a se sabe que vale ba. Por tanto

y DVC resulta

De los dos 
planos que pasan 
los ejes 6p b2 y 
bola de eie b v

^1 =4 | (R-X)

^2 = 4 (7? + X)

2°. Para determinar x de manera que el valor absoluto de 
la diferencia — leng& un valor dado S, como ^2>-S'1, 

s==4 % x

elevando al cuadrado y poniendo por brevedad 
resulta la ecuación bicuadrada

x± — R2x2 + c = 0,

tenemos

de donde,
9S2/?2

C~ 16a2 ’

cuyas soluciones son

Prescindiendo de las soluciones negativas, resulta que el pro­
blema tiene dos o ninguna solución, según sea 4c </?4 o 4c >7?4 
es decir 3S < o >2gR.



3o. Para encontrar el valor de x para el cual el ¡área de la 
sección mayor, que es la sea máxima, observemos que
dicha área será máxima cuando lo sea (7? + x)2 (R2 — x2) — 
(fi+ íc)3(7? —¿r). Escribiendo que la derivada debe ser nula, 
se tiene

3(7? + x)2 (R — x) — (7?4-.r)3 = 0.

Dividiendo por (7? + ít)2, puesto que sólo interesan 
ciones positivas, resulta 7? — 2a? = 0, o sea

solu-

Por la naturaleza del problema se ve que a este valor de x 
corresponde efectivamente un máximo, lo cual se puede ver tam­
bién hallando la derivada segunda de (7? + a?)3 (7? — x') que es

4(7? + x) (R — 2x) + 4(7? + x)2

y para x = R/2 toma el valor 97?2>0. ’

Esta solución es debida al Agrim. Guido O. G. Liserre, de Rosario.

N.° 64 — Se considera un sólido homogéneo constituido por un hemisferio 
terminado por un cono recto construido sobre el círculo máximo. Se pide la 
altura que debe tener el cono para que el cuerpo puesto en plano horizontal 
apoyado sobre su parte esférica quede en equilibrio indiferente.

Resolver el mismo problema suponiendo que la parte no esférica sea un 
semielipsoide de rotación y que en esta parte la densidad varíe con la distancia 
a la base según una ley determinada (por ejemplo disminuyendo proporcio­
nalmente a esa "distancia).

Para que el sistema quede en equilibrio indiferente es fácil 
ver que el centro de gravedad del mismo deberá coincidir con 
el centro de la esfera cuya mitad estamos considerando.

Además es evidente que el baricentro del sistema y los de la 
semiesfera y del cono (o semielipsoide) están alineados precisa­
mente sobre el eje de simetría común. Podemos entonces definir 
el baricentro del sistema como el punto respecto al cual, supues­
tas concentradas las masas de la semiesfera y del cono (o
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semielipsoide) en sus respectivos baricentros, sus momentos está­
ticos son iguales y de signo contrario.

Caso del cono

Ponemos
radio de la semiesfera = r,
altura del cono = ft.

La densidad no interesa por suponerse la misma en todo 
el cuerpo.

Sabemos que el baricentro del cono se encuentra a una dis­
tancia de la base igual a 1/4/?.; el baricentro de la semiesfera 
se halla a 3/8 r del plano diametral coincidente con la base del 
cono. Podemos entonces escribir 

o

y se obtiene

Caso del semielipsoide

En este caso llamamos h a la longitud del semieje mayor. 
Consideremos un .sistema de coordenadas cartesianas ortogo­

nales (x, y) tales que el eje y coincida con el eje de simetría del 
cuerpo y el origen de coordenadas coincida con el centro del 
hemisferio.

Si designamos con pr la densidad de un estrato elemental 
situado a la altura y respecto al baricentro, con pL la densidad 
en el extremo superior del semielipsoide y con p¿ la densidad 
uniforme de la semiesfera, se tendrá, puesto que la densidad dis­
minuye linealmente con y

Pe— pi .
Py = Pl-------- y = pe~h>

habiendo puesto

k~ h ■
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La masa de dicho estrato vale pues

dm = nx2. dy. pY = nz2(pe — ky') dy

donde x e y están ligados por la ecuación de la sección meri­
diana del elipsoide 

de donde

Además el baricentro del estrato se halla evidentemente so­
bre el eje de simetría del cuerpo; concentrando en él la masa 
del estrato la expresión del momento respecto al origen será

o

y el momento total del semielipsoide es

La integración se efectúa fácilmente desarrollando el pro­
ducto bajo el signo de integración; teniendo en cuenta entonces
el valor de k = se obtieneh

6Q (^Pe + 8pi)

Igualando finalmente al momento estático de la semiesfera, 
que es
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se obtiene

A=rl/n^z.
I' ^Pe“r8pi

Esta solución pertenece al señor Adolfo Daghetto, alumno de la Escuela 
Industrial de la Nación, Rosario.

El mismo problema puede evidentemente estudiarse supo­
niendo otras distribuciones de densidad; vamos a tratar el caso 
en que se suponga una disminución de densidad proporcional al 
cuadrado de la distancia al baricentro, el cual nos ha conducido a 
una discusión interesante.

Si indicamos con p la densidad del semielipsoide en el ba­
ricentro, la densidad de un elemento situado a la distancia d 
del centro de gravedad será

P<Z = p(l - ^2) = p(l - k(x2 + y2))

donde k es una cierta constante dada.
La densidad ya no es ahora uniforme en cada estrato ho­

rizontal; consideramos entonces como masa elemental genérica la 
de un anillo de radio x situado en un plano horizontal a la al­
tura y con respecto al baricentro del cuerpo. En cada uno de 
estos anillos la densidad es uniforme y todos tienen su respec­
tivo baricentro sobre el eje de simetría del cuerpo.

La masa del anillo elemental será

dm = da? dy

= 2na?p(l — k(x2 + y2)) dxdy;

y, supuesta concentrada la masa en su propio baricentro, el mo­
mento estático respecto al baricentro del cuerpo será

dM = 2rap(l — k(x2 + y2)) dx . dy . y

que podemos escribir

dM = — 7tp(l — k(x2 + y2)) d(a?2) d(y2),
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y el momento total del semielipsoide será

~ 7ip(l — k(x2 + y2)) d(a?2) d(y2), 

o

=i ”p^! í1 “&) -1r> (1 - W) (1 “>) J W)

= I -

(2—kr2) 
~~2~ h2- r2(l-\-kh2—kr2')

~2
kr2(r2—2h2)

1
12 7tpr2[(3 — kr2) h2 — khX\

Por otra parte recordamos que 
semiesfera es

el • momento estático de la

Igualando finalmente se obtiene la ecuación bicuadrada

que vamos a discutir.
Poniendo h2 = X se tiene ’

kX2 - (3 - kr2)X + 3 r2 = 0. (1)

Recordemos ahora la expresión de la densidad

p</ = p(i-^2);
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si imponemos la condición de que en todos los puntos del cuerpo 
la densidad sea positiva debe verificarse que en todos los puntos 
del elipsoide sea fcd^<l, y para ello es necesario y suficiente 
que

kr2< 1 (2)

kh2<l o sea X<4-. (3)

La desigualdad (2) nos asegura también que ambas raíces 
de la ecuación de segundo grado son positivas. Dichas raíces 
resultan ser

y por lo tanto la condición (3) es

3-/cr2i |/ (3-/rr2)2-12 x
~~2k <k

o sea T

Puesto que por la condición (2) es 1 — kr2 > 0 esta desigual­
dad es imposible en el caso de tomar el signo + o en otras pala­
bras una de las raíces de (1) necesariamente no verifica la con­
dición (3). La otra raíz correspondiente al signo —, verifica la 
condición (3) si

1 - kr2 < y (3 - 7rr2)2 -12^ fcr2 

o sea

(1 - Zcr2)2 < (3 - fcr2)2 -12^ ¿r2 (4)



y efectuado operaciones resulta

P+3pe (5)

Esta desigualdad expresa no sólo la condición para que la 
raíz cumpla la condición (3) sino también que ella sea real, 
puesto que es sólo una simplificación de la (4) cuyo segundo 
miembro es el discriminante de (1) y el primero es un cuadrado, 
ciertamente positivo.

En resumen, por el hecho de imponer la condición de que el 
cuerpo tenga en todos sus puntos densidad o masa positiva, el 
problema admite una solución única y siempre que se verifique 
la desigualdad (5).

Observamos todavía que es susceptible de una cierta inter­
pretación física la suposición de que el cuerpo pudiera tener una 
cierta parte de densidad o masa negativa. En efecto, basta ima­
ginar el cuerpo sumergido en el seno de un fluido; el principio 
de Arquímedes expresa entonces que el cuerpo se comporta como 
si, no existiendo el fluido, su densidad fuese en cada punto igual 
a la diferencia entre la densidad efectiva y la del fluido. Esta 
diferencia resultará entonces negativa en los puntos donde la den­
sidad real es menor que la del fluido en el miémo nivel.

En este caso el problema puede tener dos soluciones, debien­
do verificarse solamente que las raíces X de (1) sean reales y 
positivas. Debe ser entonces

3 — fcr2>0, (3 —ir2)2 —12 —e Zcr2>0
P

Finalmente si se supone pe = p la (5) se transforma en

¿r2 < -i-.

Un caso límite es el de- suponer además que en el vértice del 

semielipsoide la densidad es nula para lo cual debe ser k — 

= La ecuación (1) se transforma en



— 124 — 

-27¿2 + 4r2 = 0

que tiene la solución única 

7¿ = r]/2

verificándose entonces

N.° 62— Supongamos una curva plana C con una asíntota a. Si se trans­
forma la figura por inversión respecto de un punto O del plano, no contenido 
en la asíntota, ésta se transforma en un círculo y la curva en su inversa, 
la cual pasa por O. Demostrar que el círculo transformado de la asíntota es 
el círculo osculador a la curva transformada en el punto O. (Si el centro de 
inversión está sobre la asíntota la curva transformada tiene en O un punto 
de inflexión).

Solución. — El teorema que se ha propuesto demostrar no di­
fiere esencialmente de las observaciones contenidas en los últimos 
párrafos (n. 13 a 16) del artículo: Definición y condiciones de 
existencia de la tangente y el círculo osculador en un punto de 
una curva, (Math. Notae, Año 11, p. 11 a 34); pero, precisa­
mente en conexión con las consideraciones desarrolladas allí, es 
conveniente agregar un análisis más detallado.

Supongamos, según la hipótesis del enunciado, que una cur­
va F sea la transformada de otra F' por inversión respecto un 
punto O; y supongamos que E' posea un punto en el infinito que 
llamaremos Ix; en esta condición F pasa por O y tiene por 
tangente en O la recta OIX. Si, para definir el círculo osculador 
en O a T aceptamos la definición que en el artículo citado se 
llamó III, es decir se llama círculo osculador al límite de un 
círculo variable, tangente en O a F, y que corta E en otro 
punto variable A, que se hace tender a O, podemos hacer las 
observaciones siguientes:

El haz de los círculos tangentes en O a E (o, lo que es lo 
lo mismo, a OIoo) corresponde por la inversión al haz de rectas 
paralelas por el punto Ix. Por la inversión, al punto A variable 
sobre F corresponde el punto A' variable sobre F', y mientras A 
tiende a O, A' tiende a 1^. Condición necesaria y suficiente
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para que el círculo por A en el haz considerado tienda a un 
límite determinado es que la recta A'IW tienda a un límite de­
terminado; y este límite será precisamente la asíntota de E' co­
rrespondiente al punto 1^.

Un razonamiento análogo habríase podido hacer eligiendo 
para el círculo osculador la definición llamada IV en el artícu­
lo citado, donde el círculo osculador es el límite de los círculos 
que pasan por 0 y por dos puntos de E que se hacen tender a 
O; como caso particular podrían considerarse los círculos tan­
gentes a E en un punto variable (tendiendo a O) y que pasan 
por O; en todos estos casos la condición de existencia del círcu­
lo osculador en O a E equivale a la condición que las rectas 
que unen dos puntos arbitrarios de E' o las rectas tangentes a 
E' en un punto arbitrario tiendan a la asíntota cuando dichos 
puntos tienden a 1^; y el círculo osculador es siempre el 
transformado de la asíntota por la inversión.

Las cosas pasan en un modo un poco diferente cuando se 
eligiera para el círculo osculador la definición llamada V, es 
decir se considerara el límite de los círculos que pasan por tres 
puntos de E, haciendo luego tender estos tres puntos separada­
mente al punto O. En este caso, a dichos círculos correspon­
den por la inversión todavía círculos que cortan a E' en tres 
puntos que tienden a 1^ (y sólo excepcionalmente podrían es­
tos círculos cambiarse en rectas por pasar por O el círculo co­
rrespondiente); no se puede entonces asegurar que estos círcu­
los tengan por límite la asíntota. Por lo tanto, no se puede ase­
gurar que, por existir la asíntota de I? en I,, la curva F tenga 
círculo osculador determinados en O según la definición V.

Para mostrar como este hecho pueda ocurrir, considerá­
remos un ejemplo.

Supongamos que la curva E' tenga por ecuación

eos x 
y^^x2AA (1)

ella tiene evidentemente por asíntota la recta y = l y esta tie­
ne por inverso el círculo x2 + y2 — y = 0 de radio 1/2, tangente 
en el punto (0,1) al círculo fundamental de la inversión, que su­
ponemos de radio 1. Se podría escribir fácilmente la ecuación 
de la curva E, pero no tiene interés. Si en (1) ponemos
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(2)

esto es
p ir2 yAr2Jr2-|-l . 1____

1 “ 8 H 2 y/w+i

y cuyo centro tiene por coordenadas

? TC Tí
X — /í'Tl---------- , KTt , A* 71 4- —•

2 . 2
obtenemos 3 puntos para los cuales pasa un círculo cuyo radio 
R se calcula fácilmente de la ecuación 

r^y/^+i l
L s ¿y/cM+iJ

Este círculo corta luego la recta que une el centro al punto O 
en el punto más próximo a 0 a una distancia que, para grandes 
valores de k es de orden >0,28/rrc.

Si fc—>qo, los 3 puntos (2) tienden al c», y también crece 
ilimitadamente el radio RW. Los 3 puntos correspondientes 
por la inversión tienden a O; pero el círculo considerado, a 
partir de un cierto k, es todo exterior a la circunferencia de 
centro O y radio 1; y por tanto su inverso queda interior a 
esta circunferencia estrechándose siempre más hacia el punto O.

Si el punto O está sobre la asíntota, los razonamientos- 
subsisten, sólo que la inversa de la asíntota no es más un círcu­
lo, sino la misma asíntota, la cual por tanto tendrá comunes, 
con la curva E por lo menos tres puntos confundidos en O, 
resultando luego en los casos ordinarios una inflexión.

Si las ecuaciones de las curvas consideradas tienen las de­
rivadas necesarias, la proposición del problema se demuestra 
también fácilmente por cálculo analítico. Supongamos por co­
modidad coordenadas polares con polo el punto O y origen de 
los argumentos la dirección de la asíntota. La ecuación de F/ 
sea p = p(co) y llámese por generalidad h la constante de in-

O Nótese que se tiene aquí un ejemplo de un círculo cuyo radio tiende a oo 
sin que la circunferencia tienda a una recta, porque de tal circunferencia en­
tran en consideración puntos cuya distancia angular queda finita.



inversión; la ecuación de F será r==p” • La expresión del ra­
dio del círculo osculador en coordenadas polares es

(r2+r'2) 3/2 •
r2+2r'2—rr"9

que para el punto O, r = 0, se reduce a

2 2p2

Es sabido que, llamando <p al ángulo que forma la tangen­
te a una curva p = p(co) dada en coordenadas polares con el 
radio vector correspondiente al punto considerado, vale

(3)

Por tanto, sustituyendo en (3),

2p tg cp

Hay que hallar el límite de esta expresión cuando <»—>0, o 
sea, p—>c». En este caso el ángulo cp tiende al ángulo ,que for­
ma el radio vector con la asíntota, que es igual a co. Además, 
llamando b a la distancia de O a la asíntota a, tenemos

P,-.

Por tanto, considerando sólo el valor absoluto, 

k

Pero la inversa de 
k diámetro D = y por

osculador encontrado.

la asíntota « es una circunferencia de 
tanto su radio es igual al del círculo

Si el punto O está sobre la asíntota, es 6 = 0, y por tanto 
Rq— qo, lo cual prueba que el punto O es de inflexión para 
la curva transformada.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
PROPUESTOS

76. Sea un determinante de orden n en el cual sea nulo el 
primer elemento de la fila de orden A + 1 (0<ú<n), sean 
nulos los 3 primeros elementos de la fila de orden fr + 2; en ge­
neral sean nulos los primeros 2r — 1 elementos de la fila de or­
den 7i + r (r<ín —ú). Todos los demás elementos se suponen 
literales y no nulos. Determinar el número de términos no nulos 
del desarrollo.

77. Sea el determinante, llamado circulante,

al \a2 a3 . • • an

#2 ^4 . . «£

«3 «4 «5 • .. a2

dn ... '^n—1

donde cada fila se obtiene como permutación circular de la 
anterior. Demostrar que sustituyendo todos los elementos de una 
fila cualquiera por una constante k, el valor del determinante 
obtenido es siempre el mismo cualquiera que sea la fila sustituida.

78, Siendo a, [3, y tres ángulos positivos tales que ct4-(3 + y = 
demostrar que se cumple siempre la relación

sen a . sen ¡3 . sen y < .
o

79. Sea un triángulo ABC. Sobre la prolongación del lado 
BC se da un punto L. Trazando una recta variable por este 
punto L, sean E, G los puntos en que corta a los lados AC y 
AB respectivamente. Se pide determinar esta recta de manera 
que el triángulo determinado por los puntos E, G y otro punto M 
elegido sobre BC sea máximo.

80. Encontrar la ecuación de la. familia de las trayectorias 
ortogonales de las curvas que realizan la ecuación diferencial

3y2—x2 . 3x2—v2 ,~--------ay---------- -— dx = 0.
y *

i
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