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ALGUNAS NOTICIAS ELEMENTALES DE TEORIA DE
LOS NUMEROS

1.-Damos a continuacién algunas noticias elementales so-
bre un argumento muy conocido, pero no particularmente por
nuestros alumnos, por no entrar en los programas de curso.
La oportunidad nos viene ofrecida por el deseo de que puedan
ellos aprovechar plenamente la lectura del articulo que sigue del
Prof. Uspensky; pero el interés’ cultural es mucho més amplio.

«Teoria de los nameros» no expresa, por el significado de
las palabras, nada diferente de «aritmética»; y en efecto, mien-
tras Legendre, al publicar en 1798 su célebre Essai sur la Théorie
des Nombres, forjaba el nombre que muy pronto fué general-
mente aceptado por esa rama de‘la matematica, casi contempora-
neamente, en 1801, Gauss publicaba otro tratado fundamental
sobre los mismos argumentos con el titulo aparentemente mas
modesto Disquisitiones arithmeticae. La diferencia entre aritmética
y teoria de los niimeros, que puede justificar la necesidad de
un nombre nuevo, estd en que esta segunda poco se ocupa de la
practica de los calculos, sino que, considerando los nimeros por.
sus mutuas dependencias, estudia sus propiedades de cierta ma-
nera con el mismo espiritu que la geometria estudia las propie-
dades de las figuras.

Y, como la geometria, en cuanto ciencia abstracta, se fun-
da esencialmente sobre ciertas propiedades elementales atribuidas
a las figuras geométricas por medio de los postulados, se sigue
que en la teoria de los ntmeros estos ultimos, més bien que
como los instrumentos para contar o para medir, aparecen como
un sistema de entes realizando ciertos postulados. Y no siempre
estos postulados son los mismos para diferentes capitulos; co-
mo regla general, puede decirse que lo esencial es que dichos
postulados y los teoremas que de ellos se derivan puedan inter-
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pretarse en propiedades de los numeros enteros, tal como los
estudia la aritmética (1).

2. - Sabemos, p. €j. que los ntimeros enteros, de cualquier ma-
nera que quieran pensarse definidos(2), constituyen un sistema den-
tro del cual estin definidas dos operaciones: adicidn y mullipli-
cacién; en los elementos de aritmética se define la segunda por
la primera; despreciemos por un momento esta derivacion: que-
dan todavia ciertas propiedades que de por si permiten adelantar
mucho en las deducciones; tales por ej. las propiedades forma-
les o algebraicas que sirven de fundamento al &lgebra literal.
Todavia méas arraigada en la naturaleza numérica (y sin embargo.
como vamos a ver, no estrictamente vinculada a la formacién de
los ntimeros por acumulacién de unidades) es la posibilidad de
clasificar los nimeros por muiltiplos y submultiplos, ntmeros
primos entre si y nameros primos absolutos. Hay todo un
amplio capitulo de propiedades multiplicativas de los nimeros
que se fundan esencialmente sobre la descomposicién tnica en
factores primos.

Es facil ver, recorriendo un tratado de aritmética, que cl
fundamento del cual se origina esta descomposicion es el lla-
mado procedimiento de Euclides (o de las divisiones sucesivas)
para la determinacién del maximo comun divisor de dos ntimeros;
y este procedimiento supone unicamente las propiedades si-
guientes:

10. Los ntmeros estin clasificados en «niveles» de manera
que dos tienen el mismo nivel o uno de ellos tiene nivel inferior
al otro (para los nimeros enteros el nivel es la relacion de ma-

(') El punto de vista aqui adoptado, reflejando el desarrollo histérico, es
intermedio entre el mis antiguo, cuando la teoria empez6 a desenvolverse
de la simple curiosidad por las propiedades de los ntimeros enteros, muchas
observadas, en wun principio, experimentalmente y de maravillosa belleza;
vy el mids moderno en el cual el natural interés para los ntimeros, como nos los
da el uso cotidiano, parece desaparecer, concentrindose en cambio sobre las pro-
piedades de abstractas generalizaciones definidas Gnicamente por un grupo de
hipétesis. En el mismo sentido puede verse: B. LEVI. Introduzione all’analisi
matematica. — Parma, 1916.

(*) Es decir sea que sus propiedades elementales se piensen adquiridas por
via medio experimental como en los libros més antiguos, o bien que se quierd
fundamentar la teoria sobre bases mis estrictamente logicas, como Grassmann,
Dedekind, Peano, ete. g
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yor y menor entre ntiimeros). Los niveles menores que uno ‘cual-
quiera son en numero finito.

20. Estd definida una operacién de divisién (determina-
cién de cociente y de resto) por la cual el resto tiene siempre
nivel inferior que el divisor.

Hemos usado la palabra «nivel» para indicar el concepto en
su maxima generalidad; en las aplicaciones tomard nombres
diferentes, como cota, mddulo, norma, etc.

He aqui la realizacién que nos interesa inmediatamente:

Consideremos el conjunto de los niimeros complejos a4-1ib
con ¢ y b enteros racionales (positivos o negativos) (3); los lla-
maremos numeros enteros complejos o niimeros enteros de Gauss.
Definamos como «nivel» la norma a2+ b2. Notese que ticnen en
general la misma norma por lo menos 8 niimeros que se obtic-
nen dando a a y a b en todos los modos posibles los signos --
y — ¥y permutandolos entre si (ese nimero puede disminuir sélo
en casos particulares —igualdad de valores absolutos de a y b
o valor O de ellos — por identificaciéon de algunos de los nom-
brados); pero otros pueden lener la misma norma, al existir nv-
meros ¢, d, distintos de a,b y tales que ¢2-}d2—=a2+ b2; las so-
luciones posibles de esta ecuacion son siempre en ntmero finito;
se sigue que los enteros complejos de determinada norma son en
ntmero finito. Ademés las normas posibles << a2+ b2 son en ni-
mero finito; por tanto, asignado un ntmero cualquiera, es fi-
nito el numero de los enteros complejos de norma (nivel) menor
o igual. El valor minimo de la norma de numeros /-0 es 1 y
pertenece a los 4 nlmeros

(?) Para evitar confusiones conviene llamar’ ‘‘mfimeros enteros naturales’’
los ntimeros que nos da la primera intuicién con la operaciéon de ‘‘eontar’’;
se incluye ordinariamente el 0; los ntimeros enteros eon signo (positivos y ne-
gativos) se caracterizan ordinariamente con el adjetivo de racionales o reales.
Conforme con las observaciones preliminares que anteceden, habri que con-
siderar otros enteros, segn las nociones que se quieren desarrollar, y que se
puntualizaran en su oportunidad.

Débese notar que la teoria elemental del miximo comun divisor a la cual
hemos anteriormente hecho referencia, se desarrolla ordinariamente, en los tra-
tados, para los ntmeros naturales. Pero el lector puede darse cuenta en seguida
que ella puede repetirse para los enteros racionales palabra por palabra; la
sola diferencia estd en la definiciéon del resto que serd conveniente determinar
segin lo dicho en la nota siguiente.



Lotonglin; e 1. sl (1)

que, por las razones que se dirdn, se llaman unidades.
De lo dicho resulta en seguida que las condiciones enunciadas
en 1°. estan realizadas.
Definamos ahora una operacién de division como sigue:
Dados dos numeros a-ib, ¢ id, formemos

m+in=(a+1ib) (c—id);
sea

g=c24+d?=(c+id) (c—id)

m=eq+r, n=fq+s,

donde e, f, r, s son enteros racionales (positivos o negativos) y

| §%— g/ |#= %q (4). Pongamos finalmente
h+ik = (a+1ib) — (e +if) (c4id). (2)
Se verifica facilmente que
(h+ik) (¢ —id) = (m +in) — (e +if)g=r+is;

luego, tomando las normas del primero y ultimo miembro, se
obtiene

(h2+lc2> <c2+d2):r2+s2§%q2+%q2:_}2__q .
1
h2+k2§—2—‘1-

Se sigue que la igualdad (2) (que siempre se puede construir

(*) e f r s corresponden a cocientes y restos de la divisién por g, con la
variante solamente que, mientras en la definicién elemental de la divisién,
cociente y resto se suponen positivos y el resto menor que el divisor, al supo-
nerlos, como -aqui, de signo conveniente, puede siempre imponerse al resto la
condicién que su valor absoluto sea menor o igual que la mitad del divisor.
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con valores univocamente determinados de e, f,h,k) define bien
una operacion de division entre los ntimeros a +ib, ¢+id, en la
cual el resto h-ik tiene siempre nivel menor que el divisor
¢-id.

Los nuameros enteros racionales pueden considerarse como
casos particulares de los enteros complejos, cuando la parte ima-
ginaria es 0. Si, poniendo

a=a-+10, b=05b+10,

se aplica la anterior definicién para formar el cociente y resto de
a/b= (a+10)/(b+10), se encuentra la definiciéon ordinaria, con
la sola diferencia, aludida ya en la nota (4), de tomar como
resto el entero positivo o negativo que realiza las condiciones

Por lo que dijimos, podemos ahora aplicar a los enteros de
Gauss el procedimiento de las divisiones sucesivas; los sucesivos
restos tienen normas decrecientes (cada una menor o igual que la
mitad de la anterior); y pues estas normas son todas nameros
enteros positivos, se llegara finalmente a un ultimo resto 0. Un
razonamienfo conocido permite afirmar que el resto anterior es el
mdximo divisor comun de los numeros de partida.

Debe aqui hacerse la observacién siguiente: es posible que el
pentltimo resto (ltimo-/=0) tenganorma /-1 o tenga norma = 1.
En este segundo caso este resto es una de las unidades (1); pero
se observa que ;

lgll=db o il s =ll= =l 1= 8=

se sigue que las unidades son divisores de todos los nameros (la
divisién por una unidad reduciéndose a la multiplicacion por la
misma o por otra); decir que una unidad es divisor comun de los
numeros dados es enunciado vacio de sentido propio. Por lo con-
trario un ntmero de norma /=1 no es divisor de cualquier ni-
mero, porque puede ser divisor solamente de niimeros cuya norma
sea multiplo de la suya. Resulta por tanto natural la definicion
siguiente: decimos primos entre si dos ndmeros enteros com-
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" plejos cuyo mdximo comun divisor, determinado con el pro-
cedimiento de Euclides, sea una unidad: cualquier unidad es en-
tonces divisor comGn y no hay otros. Si el maximo comén di-
visor, determinado con el procedimiento de Euclides, no es una
unidad, son divisores comunes de los dos ntumeros todos los
divisores de ese maximo comin divisor, salvo un multiplicador
unidad arbitrario; en particular el m. c. d. obtenido direclamente
con las divisiones puede sustituirse por el producto del mismo por
una unidad cualquiera.

3.-Una consecuencia inmediata de la posibilidad de aplicar
el procedimiento de Euclides es la extensién de la teoria de las
fracciones continuas; en particular se extiende igualmente el
analisis indeterminado de primer grado con el teorema: condi-
cin necesaria y suficiente para que lenga solucidn entera la
ecuacién indeterminada

A.’I)—[—By-‘:c

es que C sea divisible por el m. c. d. de A y B. (A, B, G, =, y
son aqui nameros enteros complejos; podrian ser elementos de
olro sistema cualquiera para el cual se realizaran las condiciones
1olegi20, del 'n. ' 2).

Que la condicion sea necesaria es inmediato; para demos-
trar que es suficiente basta mostrar que, si D es el m.c.d. de A
y B, existen ntimeros o y B tales que

Aa+BB=D. (3)

Escribamos la sucesién de igualdades que expresan el
procedimiento de Euclides:

A:NO, B:N1
No=NiQs+N;, Ny =N:Q;+N;, ..., 4)
Np_2 :Np—lQp—l "[— NP, NP_]_ :NPQP +D.

Multiplicando la pentliima igualdad por Q, y restando la
ultima se obtiene

Np—zQp :Np-—l (Qpr—l H 1) s
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Si esta igualdad se sustituye al grupo de las dos ultimas
(4), se reduce en uno el niimero de esas igualdades sin cambiar la
forma; las dos ultimas igualdades del nuevo sistema seran

Np—s = Np-—zQp—z ¥ Np—l: Np—zQp :Np-—1<Qpr—1 +1) =B

y se eliminara entre ellas N,_; al multiplicar la primera por
(QpQp—i +1) y restar la segunda. Resulta

Np—3(QpQp-1+1) =Np5(QpQp—1 Op—3 +Qp+Qp—s) + D-

Se ve ahora claramente como se aplica el procedimiento de
reducciones sucesivas, quedando finalmente una relacion de la
forma

AM =BP 1-D;

bastard poner a=-4-M, =P (donde el signo - es el mis-
mo que figura delante de D) para realizar (3).

4.-Llamamos numero primo de Gauss a cada numero en-
tero complejo que sea divisible iinicamente por si mismo y por
las unidades; a continuacién vamos a demostrar que existen
infinitos nimeros primos. De inmediato se nota lo siguiente: dado
un nuimero A, si no es primo, todos sus divisores, que no sean
.el mismo A multiplicado por una unidad, tienen norma inferior
a la norma de A; los nimeros que realizan esta condicién son
en nimero finito; se puede luego imaginar de compararlos uno
después de otro con A con el procedimiento del m.c.d. Si
ninguno de estos numeros tiene divisores comunes con A (que
no sean unidades), A es primo; si alguna vez se obtiene un m.
c. d. que no sea unidad se puede repetir el procedimiento po-
niendo este m. c. d. en lugar de A; no es posible que en esie
procedimiento de descenso se encueniren siempre nuevos divisores
que no sean unidades, porque esto significaria una ilimitada des-
composicién de A en factores, y," de no ser estos unidades, el
producto de sus normas debe dar la norma de A. Se infiere de
esta observacion que existen nimeros primos y cada ntimero que
no sea unidad ni sea nimero primo es producto de nimeros pri-
mos. Finalmente se aplica inalterado el razonamiento que se hace
ordimariamente para los nimeros enteros racionales para con-
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cluir que la descomposicién en factores primos es tnica —salvo
factores unidades.

Hagamos todavia las observaciones siguientes: si un namero
entero a--1b se descompone en factores, el nimero conjugado
a—ib es el producto de los factores conjugados; en particular
un ntimero entero racional tiene como factores enteros comple-
jos conjugados dos a dos.

Se sigue que un numero entero racional primo p, o bien es
también primo como entero complejo, o bien se descompone en
dos factores primos conjugados entre si; en efecto la norma de
pes p?y, si p se descompone en factores, debe ser' p? el producto
de las normas de éstos. En el caso que p=p + 10, considerado co-
mo entero de Gauss, fuese producto de dos factores, cada uno de
estos tendria pues por norma p; y no puede haber ulterior des-
composicion.

Reciprocamente un ntimero primo complejo = tiene nece-
sariamente por norma un numero primo racional; en efecto csta

norma se expresa por n7n (indicando con el guion arriba la re-
lacion de conjugado); si ella se expresara como producto de dos
numeros racionales, determinando los divisores comunes a 7 y
a cada uno de éstos se obtendria una descomposicién de ambos

nimeros en factores, no unidades; andlogamente operando con =.
Sea m=a-+1b; y sea p la norma; se tiene

n;:a2—{—62:p,

y resulta p descompuesto en la suma de dos cuadrados; reci-
procamente, si un niimero p puede expresarse como suma de dos
cuadrados, se descompone por, eso en el producto de dos enteros
complejos conjugados. Por tanto los ntimeros primos complejos
son unicamente: 1° los nimeros primos racionales (si existen) no
descomponibles en suma de dos cuadrados; 2° los dos factores
(conjugados entre si) de los primos racionales (si existen) des-
componibles en la suma de dos cuadrados.
Existen efectivamente los dos tipos, porque, por ej.:

2=141=(14i)(1—i), 5=1=4+(1+2i)(1—2i),

pero 3 no es suma de dos cuadrados.
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Se observa, en general, que un numero impar, si es suma
de dos cuadrados, éstos deben ser respectivamente par e impar;
el primer cuadrado serd multiplo de 4; el segundo sera de la
forma (2k+1)2=4k(k+1)+1; por tanto el nitmero consi-
derado sera de la forma 4m+41 (m entero positivo); se sigue
serdn niumeros primos complejos todos los nimeros primos ra-
cionales de la forma 4m +-3:

ShTer iy 10,083 i5n

5.-Para demostrar que reciprocamente ningun niumero im-
par de la forma 4m -1 puede ser primo complejo, hagamos
la observacion siguiente: es facil ver que, si p es un niimero pri-
mo racional, el polinomio

(z—1) (x—2)... (z—(p—1))

tiene todos sus coeficientes multiplos de p, salvo el primero que
es 1 y el ultimo que es (p—1)!=—1 (mod p) (teorema ae
Wilson); la proposicién equivale al teorema de Fermat que
afirma que, si & es entero, no miltiplo de p, 2P-1—1=0 (mod
p) (°). Vale luego (para cualquier x entero racional o complejo)
la igualdad

zpl—14mult. p=(x—1)(z—2)...(x—(p—1)).

Pongamos x=1i; si p=4m+1, ir1= (i¥)m=1; por tanto,
en esta hipotesis ,se tiene

k- o Ly e SRR 8 (5)

(®) En efecto, desarrollando el producto, sea
(z—1) (=—2) ... (—(p—1)) = 2P 146, P24 @, 227994 L (p—1)!
por el teorema de Fermat, se tiene

zP~1=1 (mod p) parate =1, 2, ..., p—1 ;
se sigue

(et m”“3+ vee 4+ [p—1)!'41]=0 (mod p)
para los mismos p—1 valores de z. Se aplica entonces el razonmamiento mismo
por el cual, en 4lgebra se demuestra que un polimonio de grado p—=2 mno puede
ser 0 para p—1 valores de la variable si no son 0 todos los coeficientes, para
inferir que todos los coeficientes tendrdn el factor p.
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donde K es un ntmero entero complejo. Si p fuese primo, en
cuanto entero de Gauss, tendria que ser divisor de alguno de los
factores del primer miembro; pero asi no ocurre (¢); por lo tanio
la hipotesis es absurda. ,

Nétese que la demostracién, a pesar de ser, en la forma ex-
puesta, simplemente existencial, 'se cambia en constructiva por un
pequeiio complemento. En efecto, si p, ntimero primo racional,
considerado como complejo de Gauss, deja de ser primo, ya
observamos que sélo puede componerse de dos factores conjuga-
dos; y éstos deberan ser divisores cada uno de un (distinto)
factor del primer miembro de (5); hay por tanto, entre estos
factores, dos cuyo moédulo es multiplo de p. Estos moédulos
son los ntimeros de la forma

B+l (1slsp—1); ‘ (6)

hay luego entre estos nimeros dos (y no mas) de la.forma Zp;
el coeficiente & es necesariamente <p—1.

Se infiere luego la proposicion: si p es numero primo ra-
conal de la forma 4m+1, enire los numeros de la forma
Ep—1 (1=t<p—1) hay dos que son cuadrados; lo cual se
enuncia también en la forma: —1 es resto cuadrdtico de p (es
decir, resto de la division de un cuadrado por p).

Si [ es la base de uno cualquiera de estos dos cuadrados, el
maximo comtn divisor entre p y [—i es uno de los factores
primos de p.

6. - Consideremos finalmente un ntmero entero racional cual-
quiera: supongédmoslo descompuesto en sus factores primos raciona-
les; podrd haber un factor de la forma 2%, un cierto ntmero de
factores primos de la forma 4m -1, un cierto ntmero de fac-
tores primos de la forma 4m 3. Supongamos primero que
estos ultimos se presentan todos con exponente par; reuniendo
todos estos factores, el niimero considerado tomari la forma

N22¢p, ps...

(¢=0, p: ntmeros primos de la forma 4m+1);

(®) Porque deberian ser multiplos de p la parte real y el coeficiente de i;
0, mis simplemente porque la norma de tal factor deberia ser mdltiplo de p*.
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cada uno de los factores p;, por el teorema anterior se expresa
como suma de dos cuadrados; lo mismo, si € >0, puede ponerse
2=1-+1. Notemos ademés que un producto de sumas de dos
cuadrados se expresa a su vez en la misma forma, porque

(az L bz) (02 oL d2) =a2c? - b2d2 - b2c? a2d?2
= (ac+bd)? + (beF-ad)?:

se sigue que el producto 2¢ p, p, ... se expresa (generalmente de
varias maneras) como suma de cuadrados. Bastard multiplicar
por N2 los dos términos de la suma para obtener analoga des-
composicion del numero N223p,p,....

Las conclusiones serian opuestas si, en la descomposicion
del ntimero propuesto en sus factores primos racionales, se pre-
sentaran factores de la forma 4m 43 con exponente impar,
porque si se supusiera que un ntGmero tal pudiera expresarse
como suma de dos cuadrados, después de eliminacion de los
factores cuadraticos racionales comunes a los dos términos se
obtendria una expresion de la forma

A2+ B2=(A+iB) (A—iB) (A,B primos entre si);

y, en la descomposicion en factores primos complejos de cada
uno de los factores del segundo miembro, no podria obtenerse
ningun factor primo racional.
De todo lo que precede se resume la conclusion siguiente:
Los numeros enteros se dividen en dos clases infinitas: los
que pueden expresarse como suma de dos cuadrados (es decir
para los cuales existen soluciones de la ecuacién indeterminada

22 +y?=n (7

y los para los cuales tal expresion no existe. La descomposicion
del numero en sus factores primos (racionales) nos permite dis-
tinguir, por una regla simple, a cual de las dos clases pertenece;
un pequefio refinamiento del razonamiento anterior permite tam-
bién determinar, para cada ntimero dado, el numero de las po-
sibles expresiones en suma de dos cuadrados, teniendo en cuenta
que esta expresion es Gnica (cuando posible) para los nimeros
primos. :
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Queremos notar que estas propiedades se demuestran tam-
bién, con procedimientos clasicos aunque posiblemente mas largos
de lo elegido en las péaginas anteriores, sin salir del campo de los
puros numeros naturales. Ademds, con razonamientos méis o
menos analogos, pueden estudiarse representaciones con otras for-
mas (por ej. la x242y?).

7.-¢Qué puede decirse si en la ecuacién indeteyminada
(7) agregaramos mas términos, y consideraramos una de la for-
ma, por ej.,

ax? —f—~by2 L ez2=— =N

Esta pregunta ha tenido contestaciones muy interesantes.
Un teorema clasico y cuya primera demostracién definitiva per-
tenece a Lagrange, afirma que todo numero entero puede expre-
sarse como la suma de 4 cuadrados; es de esta representacion
que trata el articulo que sigue del Prof. Uspensky, por lo que
se refiere al nimero de las representaciones posibles. De la po-
sibilidad de la representacion, después de Lagrange se han dado
del teorema muchas demostraciones; a continuacién vamos a ex-
poner una muy simple debida a Landau (7).

Notemos primero que basta demostrar el teorema para los
numeros primos, porque un simple célculo algebraico debido a
Euler permite afirmar que, si dos ntimeros p,q son expresables
como sumas de 4 cuadrados, lo mismo ocurre para su producto.
Se tiene en efecto

P-q=(a;®+a? +a3? +a,%) (b2 + by? + b2 + b,%) =
(ayby +asby +agbs + a,b,)? + (asby — asby o azb, — a,b3)* (8)
+ (aybg— @b, — agb, +a;by)? + (a;by +asbs — agby — asby)?

como se verifica simplemente desarrollando los célculos algebrai-
Cos.

Si ahora p es un nGmero primo, vamos a demostrar que
existe un multiplicador m <p tal que mp es la suma de cuatro
cuadrados. Luego, aplicando la misma igualdad anterior, demos-

(") EbpMUND LANDAU (1874-1937), Vorlesungen dber Zahlentheorie (Hirzel,
Leipzig, 1927), ler. vol., p. 107, ‘
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tramos que, del conocimiento de un tal m, se puede determinar
otro n <<m tal que np es la suma de cuatro cuadrados. Aplicando
repetidamente el procedimiento se llegara finalmente al multipli-
cador 1 y quedard demostrado que el mismo p es la suma de
cuatro cuadrados.

Para encontrar el primer multiplicador m, hace Landau la
simple observacién que si p es primo, entre p-+1 ntimeros cua-
lesquiera hay siempre dos cuya diferencia es miltiplo de p (o,
brevemente, congruentes respecto el médulo p). Los (p+1)/2

p—1 ‘

o

hd

cualquiera que sea a; se sigue que los dos grupos de ntmeros

nimeros o2 para 0=z =<

son incongruentes entre si,

2* y —(1+y2) para Oz, y= P_;l forman en total p+1 nu-

meros entre los cuales hay por lo menos dos congruentes mod p,
necesariamente pertenecientes a grupos distintos; si se siguen lla-
mando z e y los valores correspondientes de las variables, resulta

w2+y2+12:mp:

pero z|=(p=1)/2,  |yl=(p—1)/2;
luego 2+y241<(p—1)2/2+1<p?;
por lo tanto m <p.

(Se nota que los términos de la suma son tres solamente; el
cuarto sera 02; por otra parte, habria podido elegirse diferenle-
mente el valor de o, con tal solamente que fuese <<7 para reali-
zar la ultima desigualdad; poniendo a=2 se habria obtenido
22 +y2+412412; poniendo a=5 se habria obtenido 22 y2--
12 4-22). :

Sea pues

mp=x,%+x,% 4 32 + x,%; (9)

puede suponerse m impar, porque, si fuese m par, deberian los
valores x; agruparse en cuplas de la misma paridad; podria por
lo tanto suponerse que son enteros

Xy tTy XX X3y T3ty
A e T B e R (e

=
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y resulta

m
T b e D A

Si m es impar, cualquiera que sea x; puede determinarse un y.
m
congruente a x;, respecto el modm y de valor absoluto <<--. Se

P

tiene entonces
vi2+y2+y2+yl=x24+22+22+22=0 (modm) :
Y2 +y:2 + 357+ y2 <m;
luego
Yty tyi+yl=mn (n<m). - (10)
Multiplicando (9) por (10) y teniendo en cuenta (8) se obtiene
m2np=2z,2 4 2,2 4+ 2.2 | 2,2,

donde las z;, se forman con las x; y las y, como-los términos
del segundo miembro de (8) se forman con las a;, y b,. Pero,
en consecuencia de x,=1y, (mod m), cada una de estas z; es
multiplo de m (8); pueden luego dividirse los dos miembros por
m? )y, poniendo z;,=mi;, resulta

np =t + ;2 + 132 4 1,7,

obteniéndose el resultado que se habia anunciado.

8. - El teorema demostrado se extiende, como anteriormente lo
hemos aludido en forma de pregunta, a otras representaciones de

(") En efecto se tiene

Ty Y2y Yy = (2, —Jh)?/k"—(mk_‘./k) Y, 5
‘se sigue que son divisibles por m cada uno de los cuadrinomios de la forma
Ty Y —, Yy + 2 Y; — % ¥;, que forman los tres fltimos #z; por ser la
suma de los 4 cuadrados divisible por m? debe pues ser todavia divisible por
m? el primero. 5 i
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los nimeros®por formas con coeficientes no todos 1 (°); seextiende
también a la representacién por formas de todos los grados. Se
considera probable que el problema no fuese desconocido a Dio-
fantes (principios del siglo IV): de cualquier modo reaparece
en el siglo XVII (Descartes, Fermat) y en el siglo XVIII, al
‘principio con simples afirmaciones de cardcter mas o menos ex-
perimental, luego con demostraciones parciales; la primera de-
mostracion completa para la suma de 4 cuadrados es, como di-
jimos, de Lagrange (1736—1813), pero precedida por la relacién
(8) de Euler (1707—1783) y seguida por otra demostracion del
mismo Euler que, un poco menos simple, no se aleja de la que
hemos referido de Landau. En el siglo XIX las demostraciones
han sido muchas y por caminos distintos.

Todavia en el siglo XVIIT fué Waring (19) principalmente
que enuncié varias proposiciones andlogas y, en particular, afir-
mo que para cada exponente n existe un namero finito N(n) tal
que cualquier nimero entero positivo se puede expresar como
suma de /V(n) n-mas potencias positivas o menos. La primera de-
mostracion del teorema con tal generalidad se debe a Hilbert (11
sin embargo solo en forma existencial, sin la concreta determi-
nacion del nimero N(n); con la demostracion de existencia no
resulta dificil la determinacion de una cota para ese numero;
dificil es por lo contrario la determinacién de un valor certero,
tal que no pueda ser ulteriormente rebajado.

B. Leui

INSTITUTO DE MATEMATICA (ROSARIO).

() Véase por ej. L. E. DicKsoN - Modern elementary Theory of mumbers
(Chicago - University Press - 1939).

() Meditationes Algebricac (1782).

(') DAvip HILBERT - (1862-1943). — Ver Beweis fiir die Darstellbarkeit der
gamzen Zahlen durch eine feste Anzahl a—ten Potenzen. — Gottinger Nachrichten
— 1909 y Mathematische Annalen. Vol. 67 - 1909.



UNA NUEVA DEMOSTRACION DEL TEOREMA
‘DE JACOBI

1. Cada ntmero positivo entero puede representarse como
suma de cuatro cuadrados enteros, es decir, la ecuacion di6fan-
tica

n==x2 - y¥ L ZEE8

cualquiera que sea el numero entero positivo n queda satisfecha
por nuimeros enteros z,Y,z,t. Al contar el nimero de las solu-
ciones admitimos para z,y,z,t valores positivos, negativos y
nulos, y ademaés consideramos dos soluciones x,y,z,ty «’,y, 2, t'
como distintas siempre que no se verifique

=g =l et

Convenido esto, tenemos el célebre teorema descubierto por
Jacobi: Llamando o(n) a la suma de los divisores del nu-
mero n, y N al nimero de todas las soluciones de dicha ecua-
cion, serd

N =8a(n)
si n es impar, y
N =240(m)
si n=2%m, siendo a>0 y m impar.
Para el numero de las soluciones primitivas, donde los va-
lores de las incognitas son primos entre si, tenemos las elegantes
formulas de Eisenstein. Indicando con M este ntimero y

llamando generalmente por p a los divisores primos de n, se tiene,
si n es impar,

| 4
M=8n11(1+ p)
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donde el producto se extiende sobre todos los divisores primos de
n. Hay formulas analogas para n par.

Las formulas de Eisenstein se deducen facilmente del teo-
rema de Jacobi, y reciprocamente, éste aparece como un coro-
lario facil de aquéllas. Hay muchas demostraciones del teorema
de Jacobi, algunas enteramente elementales y bastante sencillas.
La nueva demostracion, sencilla también, que vamos a exponer en
esta Nota, es muy curiosa por cuanto ella establece una afinidad
intima entre el teorema de Jacobi y las representaciones del cua-
drado de un numero por la suma de tres cuadrados.

2. Consideremos la ecuacion diofantica
24 y2=uv
con cuatro numeros enteros incognitos, ,y,u,v. Como
2?+y?=(z +1y, (x—1y)

se descompone en dos factores complejos enteros z +iy y x—iy,
es muy natural hacer uso, en la discusién que sigue, de los ni-
meros enteros complejos de Gauss.

De la ecuacién

(2 4iy) (2 —iy) =ur
se deduce

zHiy v a

u z—iy B

donde o y B son enteros complejos sin otros divisores comunes
. y . p J- . . i

que unidades complejas 41, --i. Por ello existirin otros dos

numeros complejos enteros y y B tales que

z+iy=ay, z—1y=p>
z =By, v=ad.

Por ser z,y ntGmeros enteros reales, tendremos, llamando
generalmente @, al namero complejo conjugado de a,

ay = [3060
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de donde, llamando &—=(«,B,) el méximo comun divisor com-

plejo de a y B, sigue

BOZSB, 60:11/1,

siendo todavia €,n,A,B nameros complejos enteros. Como u
debe ser un ntimero real, tendremos que satisfacer la condicién

SRR =T
que se reduce a
8011 S STlO.

Pero, siendo o« y B ntmeros primos entre si, lo mismo sera
para € y €, y, por consiguiente, n sera divisible por e, es decir

N=iloe Wbk

Como también

tendremos

es decir que k& debe ser un nimero entero real.

De ese modo tenemos, finalmente,
z+iy =ka,, u=kpB, v=kaa,

con « y B enteros complejos primos entre si, mientras que %
es un namero entero real. Es facil ver que para una solucién dada
x,y,u,v, los correspondientes niimeros o y B seran determinados
salvo unidades complejas y & serd determinado completamente.

En efecto, de las ecuaciones

kaB, =k a8,  kBBy=KBP,
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sigue en seguida

y .como o’ y f’, lo mismo que « y B, no tienen divisores comunes,
es preciso que sea

e Bpa—eB

siendo e una unidad compleja; pero entonces es k=Fk’. De tal
manera vemos que todas las soluciones de la ecuacidg

x2 +y2 =uv

se hallaran, cada una exactamente cuatro veces, mediante las
formulas

Py Rdp. % u—hpB, = v—Fkod,,

tomando para o y 3 todos los pares de enteros complejos primos
entre si, y para k& un namero real entero arbitrario. Buscando
soluciones primitivas donde x,y,u,v no tienen divisores comu-
nes, es preciso tomar k=—--1. En efecto, el miximo coman di-
visor de los ntimeros

“Bo—aoB aBo+aoB

2 £ _—'"2'*’—: BBO: Qo
es el mismo que el de los ntimeros
aBy—aB
a’BO; 5 B S BBO’ CL(LO

2
y este ultimo divide al maximo comun divisor de los numeros
oy, %oB. BBy, @y
que es la unidad, como se halla ficilmente. Por ello el maxime

coman divisor de los ntmeros x,y,u,v hallados por las for-
mulas precedentes es igual a k.
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Consideremos ahora la otra ecuacion diofantica
dx2 - 4y2 422 =12,

y busquemos todas sus soluciones con ¢ positivo. Como z y 1
tienen la misma paridad, la sustitucion

2 t—z
u=—

R
2 2

transformara dicha ecuacién en
@2 |- y2 =—up

que ya hemos discutido completamente. Segun dicha discusion,
tendremos necesariamente

x+1iy =kaBy, u=FkpR, v=kaa,
de donde
41y =kaBy, t=k(BBy + aay), z=Fk(BBy— aay)

con o y B enteros complejos primos entre si, y %k entero 'i.real
positivo. De este modo cada solucién se hallara precisamente
cuatro veces. Es preciso tomar k=1 cuando deseemos solu-
ciones primitivas, es decir, aquellas en que x,y,z no tienen di-
visores comunes.

3. Sea t, impar y positivo, un namero dado. Segin lo
dicho, todas las soluciones primitivas de la ecuacion

2=4x2 1 4y2 4 28,

y cada una cuatro veces, seran halladas con la ayuda de las for-
mulas precedentes tomando k=1 y buscando todas las soluciones
de la ecuacién

t =0y 4 BBy

en numeros complejos enteros « y B primos entre si, que es lo
mismo que buscar todas las soluciones de la ecuacién
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t=a2 b2+ c2}d?

en numeros enteros ordinarios, tales que los nimeros complejos
a+bi y c+di sean sin divisores comunes. Sea P(t) el niimero
de tales soluciones, y Q(t) el ntimero de todas las representa-
ciones primitivas del cuadrado impar ¢ por la forma ternaria
4% 4 4y2 422, Segun lo dicho

P(t) =40Q(t).

En el parrafo siguiente vamos a demostrar de una manera
bastante sencilla que

o (1— CUF) 2
0 2tH(1‘ - ) =2R(t),

donde el producto se extiende a todos los divisores primos de t.
Tenemos por tanto finalmente

P(t)=8R(t).
Ahora vamos a buscar una expresién explicita para el ni-

mero M(t) de todas las representaciones primitivas de £ como su-
ma de cuatro cuadrados.

Sea
t=a?+ b2+ ¢ +d2
una representacion tal y sea & el méaximo comun divisor de
a+bi y c+di, determinado salvo una unidad compleja. Enton-

ces t es divisible por ee, mientras que € no es divisible por ningin
numero entero real, excepto la unidad. Poniendo

a+bi=e(a 4 b)), c+di =¢(c+dM)

logramos una representacién del ntmero ¢/es,

i:a’2+b’2+c’2+d’2

gg,

con a4 b1 y ¢+d’i primos entre si. Reciprocamente, de una
representacién parecida, poniendo
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a-+ bi=¢(a’ + bi), c+di=¢e(c +d1i)
se deduce una representacion
t=a? b2 1?1 d2,

donde a+bi y c+di tienen el maximo comin divisor & y
ademas a,b,c,d no tienen divisor comin. En efecto, supuesto
que a,b,c,d sean divisibles por un nimero real ¢ >1, tendremos

e(a + b'1) =0, g(¢’+di) =0 (mod.g),
de donde
cgfa+bi)E+ (¢ +di)n]=0 (mod.g),

cualesquiera que sean los nimeros enteros complejos &,n. Pero,
como @+ b1 y ¢ +d'i son primos entre si, se pueden tomar
€ y n de tal modo que

(o’ +b1)E + (¢ +d'i)n=1;
se sigue entonces
=0 (mod.g),

en contra de la hipétesis.

‘Se deduce de las observaciones precedentes que el numero de
todas las representaciones primitivas de ¢ por una suma de cuatro
cuadrados vale

Mo=xr()=8xR(-)

€€

donde la sumatoria se extiende a numeros complejos € no aso-
ciados, sin divisores reales y cuyas normas dividen t.

La funcion numérica R(t), pudiéndose descomponer en
factores, én cuanto, siempre que © y t' (enteros impares) sean
primos entre si,



g
R(+v) =R(7) . R(7),

es facil ver que
=r(h)

€€

también se podra descomponer en factores de la misma forma, de
modo que bastara valuarla cuando ¢ sea una potencia de un na-
mero primo, o sea, t=p*. El nimero primo p=3 (mod. 4) que-
da primo en la teoria de los némeros complejos. Entonces la
suma precedente se reduce a un término, correspondiente a e =1,
y vale

R(p“)Z,p“(lJr—ll;)-

Al confrario, el nimero primo p=1 (mod.4) se descom-
pone en dos factores complejos primos

D —= Tl
y & podra tomar los valores siguientes
n'e

b 9 YAy
8—1,7[,7'{ 5---,7‘:(1;7[97[2"--:

y por lo tanto

S R(Z)=R(p%) +2R(p") +... +2R(1) =
880
IR TR U iy W Lal] 1
= pr—p™ 1+ 2(p*t— p*?) +... +2=pr( -l—;)

es decir la misma expresion que en el caso p=3 (mod.4).

De este modo logramos por fin la férmula de Eisenstein
M(t)=81i(1 +l)
p

donde el producto se extiende a todos los divisores primos de i.
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4. .Nos queda por mostrar cémo puede lograrse la expre-
sién precedente de Q(t).

A este objeto vamos a utilizar un teorema de Liouville se-
gin el cual la suma

G(t)==(~1)*

extendida a todas las soluciones de la ecuacién diofantica
12 =422 1 4y2 | 22 (a)

con z impar y positivo, vale

t—1 »

(—1)7¢

Este teorema es un corolario facil de la formula bien cono-
cida de la teoria de las funciones elipticas

9, =9, 9,9

pero puede ser también obtenido de una manera enteramente
elemental por medio de otras identidades aritméticas de més sen-
cilla demostracion descubiertas por el mismo Liouville (1).

Para nuestro propésito es preciso introducir también la
suma

g() == (=1)*

extendida solamente a soluciones primitivas de la ecuacién (a).
Es claro que

G(t) == (ﬁ)

llamando d a todos los divisores de . Reciprocamente, de la fér-
mula bien conocida de inversién de Mobius (2) resulta

(*) Acerca de las identidades de Liouville y de unas cuantas aplicaciones
de ellas, véase ¢‘Elementary Number Theory’’ por J. V. USPENSKY y M. A.
HEeAsLET, New York, 1939.

(*) La funcién aritmética p(d) de Mdbius es definida por ser p(d) = 0
si d es divisible por un cuadrado; en caso contrario vale 41 6 — 1 segfin el
ntimero de los factores primos de d es par o impar (en particular para d =1
LR (L5 =) '
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0300 6 (4) =1 Frz PO

p;l
:(_1;%‘311(1_-&),

donde el producto se extiende a todos los divisores primos de #.
Ahora digo que en la ecuaciéon

12 =422 { 4y2 4 22

siendo x,y,z nGmeros sin divisores comunes, & serd par o
impar segin sea t=1 (mod.4) o t=3 (mod.3). Supongamos
que con t==1 (mod 4) sea x impar. Entonces el niimero posi-
tivo t—2x de la forma 4n -3 sera divisible por una potencia
con exponente impar ‘de un niimero primo r=3 (mod. 4). Como

(t—2z) (t+2x) =4y + 22

seran y y z ambos divisibles por r, y por consiguiente también
t--2x. Pero entonces x contendra el factor r, lo que es imposible.
De la misma manera se demuestra que con {==3 (mod. 4), =
serd impar. )

A causa de la definiciéon misma de g(t), ello significa que

t—1
(=12 g()

representa el numero de las soluciones primitivas de la ecuacién
(a) con z positivo, es decir la mitad del ntmero total de esas
soluciones, que hemos designado con Q(t).

Por consiguiente

Q(t)=2tm (1 __(“_1)1),

como habiamos anunciado.

J. V. Uspensky

STANFORD UNIVERSITY (CALIFORNIA, U. S. A.).



ALGUNOS TEOREMAS SOBRE LAS SERIES DE
TERMINOS POSITIVOS CON APLICACION A
LA GENERALIZACION DE UN TEOREMA
DE FATOU SOBRE LA CONVERGENCIA
ABSOLUTA DE LAS SERIES
TRIGONOMETRICAS

INTRODUCCION

Consideremos una serie trigonométrica

(1) ?+('a1cosm+b1senx)+. ..+ (apcosnx+b,sennx) 4 ...

Un teorema elemental dice que, si las dos series de coefi-
cientes, Xa, y Xb, son absolulamente convergentes, la serie fri-
gonométrica (1) converge absolutamente cualquiera que sea z.
Todavia, la serie trigonomeétrica (1) puede converger absoluta-
mente para un cierto valor x, de x, o para una infinidad  (no
muy complicada) de valores de z, sin que las dos series de coe-
ficientes Xa, y Xb, sean absolutamente convergentes. Unejem-
plo, indicado por Riemann, es el de la serie trigonométrica de
senos Xsennlx que converge ahsolutamente en los puntos »=

P 7, (p y q nameros enteros cualesquiera) que forman un con-

junto numerable denso. Cuando, empero, los coeficientes de la
serie trigonométrica satisfacen una oportuna condiciéon suplemen-
taria, esa serie no puede cenverger absolutamente en un punto
sin converger absolutamente en todos los puntos. Un teorema
de este género es debido a Fatou(1); este teorema dice que,.
si una serie trigonométrica de cosenos Xa,cosnx converge ab-
solutamente en un cierto punto x, y si sus coeficientes satis-
facen la condicién suplementaria: |a,|=|a,|=...=|a,|=... en-

(*) Ver FArou [1] o ToNELLI [2], p. 26 y ZYGMUND [3], p. 134.
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tonces la serie Xa, es absolutamente convergente, lo que implica
la convergencia absoluta de la serie Xa,cosnx para todos los
valores de x. Para las series trigonométricas de senos b, sen bz
existe un teorema analogo, con la restriccion de que x, no sea
congruente con cero, modulo n. Este teorema de IFatou pue-
de ser obtenido como caso particular de los teoremas I, o I,
del presente articulo. Un teorema més general que el de Fa'-
tou (2) dice que, si una serie trigonométrica de cosenos Xa, cos nx
converge absolutamente en un cierto punto z, y si la sucesion
(la,|) de los valores absolutos de sus coeficientes es de variacion
acotada (§ T), entonces la serie Xa, converge absolutamente Yy,
consecuentemente, la serie trigonométrica converge absolutamente
para todos los valores de x. Este teorema puede ser obtenido
como caso particular del teorema II del presente articulo.

§ 1. Comenzaremos demostrando el siguiente lema:

Lema I. Sea sy,s5,...,8,,... una sucesion fijada de ni-
meros reales =0. La condicién necesaria y suficiente a que debe
satisfacer la sucesion (s,) para que la convergencia de la serie
S A, s, implique, sin otras condiciones para la sucesién Aj,

Ay, .. A,, ... de nimeros reales =0, la convergencia de XA,
es que ;
2) liny. ipt,. 8. >0,

n—> 00

Demostracién: Para demostrar que la condicion es suficiente,
supongamos satisfecha (2); de ahi resulta que existe un nimero
93>0 y un entero N >0 tales que s,=d para n=N, N+1, ...
Entonces, como

N--p 1 ¥+r 1 «
EAné —6‘“ ZAnsn§ g ZAnsn
N N il

siendo p un entero =0 arbitrario, de la convergencia supuesta de
la serie X'A,s, resulta la convergencia de la serie J'A,.

Para demostrar que la condicién (2) es necesaria, suponga-
mos que (2) no sea satisfecha, esto es, que

(*) Este teorema més general no esti enunciado en ZyeGMUND, loc. cit., pero
la misma demostracién, debida a SAKS, que ZYGMUND da del teorema de FArou
sirve para justificarlo.
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(3) fin i =20

n— QO
y mostremos que, entonces, es posible construir una serie particu-

lar XA, de términos =0, divergente, tal que X A_nsn sea conver-
gente. Sea € +¢€,+...+¢€,} ... una serie particular de tér-

] . 1
minos >0 convergente (por ejemplo, sea &, = %) De (3) resulta

que podemos construir una sucesién conveniente ny<<n,<...<:
RS creciente de enteros positivos tales que

Sn, =€p Pr=ar e
Construida esta sucesién (np), pongamos A, =1 pard n=hj,

Py, A gl y A,=0 para los valores enteros positivos

p’
eventualmente restantes de n. Es claro que la seric’ XA, de tér-
minos =0 asi construida es divergente y que la serie J'A.s, es
convergente; ello muestra la necesidad de (2).

El lema que acaba de ser demostrado es un caso particular
del lema siguiente, que se demuestra de manera aniloga y que
nos limitaremos a enunciar:

Lemaily. Sears;, 85, . 585 0 v PP ai s - HOBISUCH-
siones fijadas de niimeros reales =0. La condicion necesaria y
suficiente a que deben satisfacer las sucesiones (s,) y (r,) para
que la convergencia de la serie X A.s, implique, para Ay, A,,. . ..
Ap, ... numeros reales =0, la convergencia de la serie X A,r, es
que:

(I) Los valores enteros positivos del indice n que anulan r,
anulan también, exceplo eventualmente un nimero finito de
ellos, s,,

(I1) En caso de existir una infinidad de valores enteros po-
sitivos del indice n que no anulan r,, entonces

5, TASR S
limaint—— —~0
n—» 0 rn

n variando sequn la sucesion de valores para los cuales r, >0 (3).

(®) El lema I es caso particular de I, pero, reciprocamente, I, puede ser
inmediatamente demostrado como ecaso particular de I.



it T30 N

§ 2. Demostraremos ahora el siguiente lema:

Lema IL. Sea \,\y,...,\,,... una sucesidn fijada de nii-
meros reales =0 tal que la serie I\, sea divergenie. Sea lam-
bién a,=a,=...=a,=... ofra sucesién fijada, mondtona no-

creciente de nimeros reales. Para que la serie Xa,\, sea conver-
gente es necesario vy suficienle que:
(I) La serie de términos no-negativos

1

= (an —an-[—1) On
sea convergente, donde op=X\;+Xs+...+\,.

(II) lim. a,=0.

n—»> Q0

Demostracion. Para demostrar que la condicién es suficiente,
supongamos (I) y (II) satisfechas y mostremos que Xa,\, con-
verge. Consideremos, para ello, la identidad

N N—-1
(4) %‘an/ n :Zl(an _'an—l—l) Op + AN Oy,

donde [V es un entero positivo cualquiera, obtenida aplicando la
transformacion de Abel a la suma que figura en el primer
miembro. El primer término del segundo miembro tiende a un
limite finito cuando N — o, en virtud de (I); en cuanto al se-
gundo término, observemos que

ay = (ay —anyy) + (AN —avge) +- - -

en virtud de (II), de donde
ay SN éf (ap—@piy) Ops

siendo convergente la serie del segundo miembro en virtud de
(I), y, por la misma razon tiende a cero cuando N — . Lo mis-
mo sucede pues para el primer miembro. Luego, en virtud de
(4), la serie Za,)\, es convergente. De (4) concluimos, ademas,

que:

(o0} [ee)
%‘an)\n — %‘ (g TG0
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Para demostrar que la condicién es necesaria, supongamos
Zap\, convergente. Primeramente es necesario que todos los a,
sean =0, pues en caso contrario, existiria un nimero >0 y un
entero positivo N tal que a,<—®% para n=N,N-+1,.... Luego,
de la divergencia de la serie X'\, resultaria, contrariamente a lo
supuesto, la divergencia de la serie Xa,\,. De (4) obtenemos
ahora:

N—-1 N e} N o
¥ o
‘T (an _an+1) On g?‘ln)‘n = %‘anxn’ ayoy = ‘l‘:an)‘n = ?an)‘n'
La primera de estas relaciones muestra la necesidad de (I)
y la segunda, una vez que o,— o cuando n—, la necesidad

de (II). -

§ 3. Habiendo demostrado los lemas precedentes, podemos
enunciar y demostrar el siguiente teorema:

Teorema Ia. Sea X\, \y,...,\,,... una sucesion fijada de
nimeros reales =0 tal que la serie X\, sea divergente. La condi-
cion necesaria y suficiente a que debe satisfacer la sucesion (\,)
para que la convergencia de la serie Xay\, implique, para la su-
cesion mondtona no creciente a;,=ay=... =a,=... de nume-
ros reales =0, la convergencia de la serie Xa,, es que

(5) lim. inf.
n—» Qo

Mt Pa g
: |

Demostracién. Para demostrar que la condicion es saficiente.
supongamos (5) satisfecha y Xa,)\, convergente y mostremos.
que Xa, converge. De la convergencia de Za,\, resulta, por el
lema II, la convergencia de la serie X'A,0,/n y a,—0, donde
A,=n(a,—@py) ¥ 6,=X\;+X;+...+ X\,;. Teniendo en cuenta
(5) y aplicando el lema I, resulta la convergencia de la serie I 4,,
esto es, de la serie Zn(a, —ay,). Este hecho, reunido a a,—0,
implica, nuevamente por aplicacion del lema II, la convergencia
de Za,.

(*) Dada una sucesién (j,), los limites de indeterminacién de la sucesién
(424 ...+ ) /n) se denominan limites de indeterminacién de CESARO de
la sucesién dada. El teorema exige pués que el limite inferior de CEsAro de la
sucesi6on (h,) sea > 0. Asi enunciade, el teorema es semejante al lema I.
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Para demostrar que la condicion (5) es necesaria, designe-
mos con J'A, una serie arbitraria de términos =0. Si I A,c,/n
fuese convergente, como o,— o, la serie JA,/n, por el lema I.
sera convergente. Poniendo:

An ArH—l
O, ...
n nt-1 :
evidentemente a;=a,=>...=2aq,=... y a,—0 cuandon—».

Entonces la convergencia supuesta de XA,c,/n, esto es, de
S (ap—a,y4) 0, y el hecho de a,— 0 cuando n— o implica.
en virtud de llema II, la convergencia de la serie Ja,)\,,; esta con-
vergencia, por hipétesis, implica la convergencia de Xa,; nueva-
mente por el lema Il podemos afirmar que la serie Xn(a,—a,, ).
esto es, la serie I A, es convergente. En resumen, la convergencia
de X'A,0,/n involucra, cualquiera que sea la sucesién (A,) de
términos =0, la convergencia de J'A,; esto muestra, en virtud
del lema I, la necesidad de la condiciéon (5). _

El teorema que acaba de ser demostrado es un caso particular
del teorema siguiente, que se demuestra a partir de los lemas I,
y II, y que nos limitaremos a enunciar:

Bpapema ln, S50 Ky Al T K iner Yo lys By s Brprsnp H08
sucesiones dadas de nimeros reales =0, tales que I\, y XC,
sean divergentes. La condicidn necesaria y suficienie a que deben
satisfacer las sucesiones (\,) y (¢,) para que la convergencia de
la serie Xa,\,, cuyos coeficientes son numeros reales positivos
no crecientes (a;=a,=...=a,=...20), involucre la conver-

gencia de la serie Xa,Cy, es que:

lim. inf M\

: 22 0.
nsow  Gytlot. .. +Tp

§ 4. Con el objeto de dar una aplicacién interesante del teo-
rema la, demostremos la proposicién que sigue:

Lema III. Sea n,n,,.. . Mp, ... una sucesion dada mond-
tona creciente de nimeros enteros positivos. La condicion nece-
saria y suficiente a que debe salisfacer la sucesién (n,) para que
la convergencia de la serie Zay, implique, cualquiera que sea la
sucesion a;=a,=...=a,=... mondtona no-decreciente de ni-
meros reales =0, la convergencia de la serie Xa,, es que
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(6) lim. sup. p’g<<+oo.

n—00

Demostracién. Consideremos la sucesion (\,) definida por:
Ay=1 para n=ng,n,,...0p ... ¥ Ay=0 para los valores en-
teros positivos de n eventualmente restantes. Estamos evidente-
mente en un caso de aplicacion del teorema Ia. La condicién
necesaria y suficiente buscada es: :

lm.inf. — 2 _~0
p—o  Mpy—l

de donde inmediatamente sigue (6).

§ 5. Para dar al teorema Ia una forma equivalente, tal vez
mas natural en este género de cuestiones, demostremos ahora
el lema que sigue:

Lema IV. Sea \,\,,..,\,, una sucesion dada de nimeros
reales = 0. Si esta sucesion es acotada superiormente, para que

: D P AP S
(7 lim inf, =T S
n—>» Q0 n
es necesario y suficienle que exista una sucesion ny, Ny, ..., N, . ..

mondtona creciente de enteros positivos tal que se realicen con-
juntamente

(8) ~ lim. sup. e PO
n—0o 14
Y
) GRS lim. inf. A, >0.
p—>co

Demostracidn. Para demostrar que la condicién es suficiente.
supongamos que exista una sucesién (n,) que verifique (8) y (9)-
De (9) resulta que existe un nimero >0 y un entero P >0 ta-
les que \, =% para p=P, P+1, .... Podemos entonces escri-

bir:
(1)  I\=3\,=(p—P+1)d  para n=np,
1 B
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donde p designa el mayor valor entero positivo de k para el .cual
n,=n; por tanto
np=n<npy.
De (8) resulta que existe una constante conveniente A >0
tal que n, <Ak para k=1,2,...; serd luego

n<A(p+1);
y de (10) resulta

3012 >(p—P+1)?> d
B 1 A(p+1) —A(P+1)

de donde sigue (7) (5).

Para demostrar que la ‘condicién es necesaria, supongamos
(7) satisfecha. Resulta que existe un namero A>0 y un entero
N >0 tales que

Lﬂ'L%Mﬂlgzs ik i L

v

para n=np

(11)

Determinado este A, sea >0 un némero fijo <A (por ej.,

sea b:é). Como

D S W S = §
lim. sup. X\, =lim. inf.—l-l-—i-—ngA o10)
" n—00 n— 00 n
resulta
(12) lim. sup. \,>5.
n—»Q0

Indiquemos con n; el menor valor entero positivo de n tal
que A\, =3; este valor n, existe en virtud de (12) y \,<<d para
n<ny. Indiquemos con n, el menor valor entero de n>n, tal
que \,=b; este valor n, existe en virtud de (12) y X\, <<d para

(°) En la demostracién de que la condicién es suficiente no entra la hipé- -
tesis de ser acotada superiormente la sucesién (3, ).
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ny <n<ny. Prosiguiendo asi indefinidamente, lo que es posible
en virtud de (12), llegamos a construir una sucesiéon (n,) mono-
tona creciente de enteros positivos tales que X\,, =9 y X, <d para
n,<<n<ny. Podemos escribir

"p

P
%‘)‘n _%")\nk - E)(n'p s p) = 6”P
donde p es un entero positivo arbitrario; sea L un niimero mayor
que todos los \,; se sigue

1 % 1 L
23X b 2oy kel
np 2 np 1 np

Por otro lado, si P designa un entero positivo tal que np=N
para p=P, P+1, ..., aplicando (11) sera

I ,
A<6+p— para p=P,
p

de donde

np i

p<A—§ para p=P.

Como, por la definicién de los ny, J\n,, >0, queda demostrado

que se realizan conjuntamente (8) y (9) ().

Observemos que, si en el enunciado del lema suprimimos la
condicién de ser la sucesién ()\,) acotada superiormente, la exis-
tencia de la sucesién (n,) es solamente suficiente (ver (%)) pero.
en general, no es necesaria. Un ejemplo es el de la sucesion (\,)
definida asi: \,=2n-+1 si n es un cuadrado perfecto y \,=0
en caso contrario; esta sucesion satisface la condicién (7), pero
es imposible determinar una sucesién (n,) que verifique (8) y

(9).

§ 6. Habiendo demostrado el lema anterior, podemos darle,
en el caso en que la sucesién ()\,) es acotada superiormente, una
forma equivalente al teorema Ia:

(°) En la demostracién de que la condicién es necesaria no entra la hipé-
tesis de ser =0 los hn.



SN0 Sk

Teorema Ib. Sea \{,X,,...,\,,... una sucesion dada de nu-
meros reales, =0 tal que la serie I\, sea divergente. Si esta su-
cesion es acotada superiormente, la condicidon necesaria y sufi-
ciente a que ella debe satisfacer para que la convergencia de la
serie Za,\, involucre, cualquiera que sea la sucesion a;, =a, =

=a,=... mongtona no-crecienle de nimeros reales =0, la con-
vergencia de la serie Xa,, es que exista una sucesion ny,n,,.. .,
n,, ... mondtona creciente de enteros positivos tal que

’ nD
(13) lim. sup. = <4

p—>00 U
y también
(14) lim. inf. X, >0.

p—>00 P

Demostracion. Es suficiente comparar los enunciados del
teorema Ia y del lema IV para justificar el teorema anterior.
La demostracion de la suficiencia de la condicion puede también
ser hecha de la siguiente manera: supongamos que exista Ia
sucesién (n,) citada y que la serie Za,\, sea convergente; la
serie Zap )\, es también convergente; en virtud de (14) y apli-
cando el lema I, podemos afirmar que la serie Xa,, es conver-

gente; finalmente, en virtud de (13) y aplicando el lema III,
inferimos que la serie Xa, es convergente, lo que demuestra
la suficiencia de la condicién. Antes de concluir este parrafo, ob-
servaremos que existe un lema analogo al lema IV y un teo-
rema analogo al teorema Ib tales como el lema I; es andlogo al
lema I y el teorema Ia, anilogo al teorema Ia; por ello, deja-
remos de lado sus enunciados.

§ 7. Diremos, como es usual, que una sucesién a,,a,,...,
a,, ... de nimeros reales es de variacidn acotada todas las veces que la
serie X'(a, —a,y,), formada con las diferencias de dos términos
consecutivos, sea absolutamente convergente. \

Demostremos, previamente, el siguiente lema:

Lema V. Sea ¢y, ¢y,...,¢,, ... una sucesion dada de nu-
meros reales =0. La condicion necesaria y suficiente a que debe
satisfacer la sucesién (c,) para que, cualquiera que sea la serie
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convergente XA, de términos =0, la serie Zc,A, sea también
convergenle, es que
(15) lim. sup. ¢, <+.
n—> Q0

Demostracion. Para demostrar que la condicién es suficiente.
supongamos (15) satisfecha y XA, convergente. De (15) resulta
que existe un conveniente ntmero C=0 tal que ¢,=C para
n=1,2,...; de la desigualdad c,A,<CA, vélida para n=1,2,
..., concluimos la convergencia de Zc,A,.

Para demostrar que la condicién es necesaria, supongamos
que (15) no es satisfecha, esto es, que
(16) lim. sup. ¢,=+4,

n—»> Q0
y mostremos que entonces es posible construir una serie conver-
gente J'A, de términos =0 tal que Xc,A, sea divergente. De

(16) resulta que podemos elegir una sucesién creciente n; <n, <
<...<n,<... de enteros positivos, tales que

cnpgp (p=181 . L. 5

" Construida esta sucesién (n,), pongamos A,,P =1/p? para
p=12,... y A,=0 para los valores enteros positivos de n
eventualmente restantes. Es claro que la serie A, de términos
>0 asi construida es convergente y que la serie J¢,A, es diver-
gente; esto muestra la necesidad de la condiciéon (15).

Demostremos ahora el siguiente lema: :

Lema VI. Sea ny,n,,...,n,, ... una sucesion dada mono-
tona creciente de enteros positivos. La condicién necesaria y su-
ficiente a que debe salisfacer la sucesion (n,) para que la con-
vergencia de la serie Za,, implique, cualquiera que sea la suce-
sion ay,@ay,. . .,0q,, ... de variacion acotada y de términos rea-
les =0, la convergencia de la seric Xa,, es que

(17) lim. sup. (nppy—ny)<+.

p—> 00

- Demostracion. Para demostrar que la condicién es suficiente,



—101 —

supongamos (17) satisfecha y Za,, convergente. Sea H>0 un
ntimero tal que np_l_l—np_S_H para p=1,2,.... Podemos escri-
bir, aplicando la transformacién de Abel

npyq1—1 np41—2
2a,= (nP+1 o nP) anp +2(nP+1 £ 1) (ak+1 T ak)’
n, "p

donde p designa un entero positivo arbitrario; de ahi
np +1—1 "p—l—l_l

Zan éHanp +H2]'ak+1—ak"
n "P

P

de donde
n1—1 © ©
EanéHZa'np +HE !ak-i-l_‘ak]’
n 1 1

relacion que demuestra la convergencia de la serie Xa,.

Para demostrar que la condicién es necesaria, supongamos
que (17) no es satisfecha, esto es, que

(18) lim. sup. (n,,—n,) =+,

p—>
y mostremos que entonces es posible construir una serie particu-
lar Xa, de términos =0, divergente, tal que la serie Zanp y la

sucesién (a,) sean, respectivamente, convergente y de variacion
acotada. Teniendo en cuenta la relacion (18) y aplicando el lema
V, podemos construir una serie particular A, de términos =0,
convergente, y tal que X(n,.—n,) A, sea divergente. Cons-
truida esta serie, definamos la sucesién (a,) de la siguiente ma-
nera: @,=0 para n=n;,Ns,...,Np,... Y G =A, para n,<n<
<npy, p=1L12,... (para n<n; pondremos también a,=0).

Es claro que la sucesién (a,) asi definida es de variacién aco-
tada, pues X'l|a, —a,,|=23A,, y que sus términos son =0; que
la serie Za, es convergente, pues sus términos son nulos; final-
mente que la serie S'a, es divergente, pues Z(n,y—np,—1) 4,
también es divergente. Esto muestra la necesidad de la condi-
cion (17).

Este lema es, para las sucesiones de variacion  acotada, el
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anilogo del lema III para las sucesiones mondtonas no-cre-
cientes.

§ 8. Habiendo demostrado los lemas precedentes podemos
enunciar y demostrar el siguiente teorema:

Teorema II. Sea X\, X,,...,\,,... una sucesién dada de ni-
meros reales =0 tal que la serie I\, sea divergente. La condi-
cidn necesaria y suficiente a que debe satisfacer la sucesion (X\,)
para que la convergencia de la serie a,\, involucre, cualquiera

que sea la sucesion ay,a,,...,qa,,... de variacion acotada v de
términos reales =0, la convergencia de la serie Ja,, es que exis-
ta una sucesion ny,n,,...,np,. .. mondtona creciente de enteros
positivos tal que '
(19) lim. sup. (n,, —n,) <+
p—> 0 .
Y
(20) lim. inf. X\, >0.
iz
p—>©

Demostracion. Para demostrar que la condicion es suficiente.
supongamos que exista una sucesién (n,) que verifique (19) y
(20) y que Xa,\, sea convergente. La serie Za,, \,, es tam-
bién convergente. Teniendo en cuenta (20) y aplicando el lema
I, podemos afirmar que Za,, es convergente; finalmente, en vir-
tud de (19) y aplicando el lema VI, podemos concluir que la
seriec. Xa, es convergente, lo que demuestra la suficiencia de la
condicion. ]

Para demostrar la necesidad de la condicién, supongamos
que no existe una sucesi6n (n,) que verifique (19) y (20), y
mostremos que entonces, es posible construir una serie particular

El;n de términos =0, divergente, tal que la serie Zt_zn)\n y la su-

cesidn (a,) sean, respectivamente, convergente y de variacién
acotada.

Antes, para ello, demostremos que, dados arbitrariamente un
nimero >0, un entero L>0 y un entero K >0, existen dos
enteros M y N tales que:

() L<M<N, () N—M>K, (IIl)\,<b paraM <n<N.

En efecto, consideremos los valores enteros positivos del in-
dice n ‘para los cuales \,=5. Se pueden presentar dos casos:



— 103 —

10) Para valores suficientemente grandes del indice n, esto es
para n>n,, la desigualdad \,=9% no se satisface; en este caso
basta tomar M =L+n, y N=L+n,+ K- 1. 20) Existe una
infinidad de valores enteros positivos de n para los cuales X, =5;
en este caso indiquemos con ny, n,. . -sNp, . . . esos valores de n
ordenados de manera creciente. Como, por hipétesis no existe
una sucesién (n,) que verifique simultineamente (19) y (20), y
la sucesién (n,) que acaba de ser considerada evidentemente sa-
tisface (20), podemos afirmar que ella no satisface (19), esto
es, que:

lim. sup. (npﬂ—np) =elem
p—> 0

De esta relacion resulta que existe un valor de p, sea =, tal
que n,>Ly n, —n,>K. Como X,<d para n,<n<ngy,
basta tomar M =n_y N=n_,,.

5

Demostrado esto, asociemos a cada entero positivo p dos
enteros positivos M, y N, tales que:

1
(I) M,>N,_,, (IT) N,—M,>p, (III) )\n<;para M, <n<N,

para p=1,2,... (donde Ny=0), lo que es posible en virtud de
lo que acabamos de verificar. Definamos la sucesién (a,) de la

o o :
siguiente manera: @,— —————
i p(N,—M,—1)

p=1,2,...; y a,=0 para los restantes valores enteros posili-

para. M,<n<N, y

vos del indice n. Es claro que la serie Xa, de términos =0 asi

construida es divergente, pues la contribucién de sus términos a,.
cuyos indices n verifican M, <n<N,, vale

1

]_ I
—_—— el
T T

(IV,, = ‘Mp = 1>
es claro también que la serie Xa,)\, es convergente pues los tni-
cos términos que contribuyen en esa serie son aquellos cuyos in-
dices n verifican la desigualdad Mp<n<Np Batal 10D 15
y esas contribuciones, en virtud de (IIT), son <1/p?; finalmente.

la sucesién (a,) es de variaciéon limitada, pues los tnicos térmi-

nos que contribuyen en la serie 3 |a, ——En_l_ll son los que corres-
ponden a los valores de n=M, o =N,—1 para p=1,2,... Y
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esas contribuciones, en virtud de (II) son <1/p?. Esto muestra
la necesidad de la condicion.

Es interesante observar que el teorema II es semejante al
teorema Ib, salvo en el detalle de que en este Gltimo es esencial
suponer que la sucesion (\,) es acotada superiormente. Aqui
también cabe una observacién idéntica a la hecha al final del

§ 6.

§ 9. Para aplicar los teoremas Ia, Ib, Il a la demostracién
de los teoremas sobre series trigonométricas recordados en la in-
troduccién, es necesario verificar la condicion

: COS & cos2x|-+. ..+ |cos nx
lim. inf. | [+ i —'_J____,[,, >0,

n— 00 n

para el teorema Ia; o que existe un numero d>0 suficiente-
mente pequefio tal que la sucesién (n,) de los valores enteros
positivos de n que verifican |cosnz|>d, para cada z fijado,
satisfaga (13) o (19) para el teorema Ib o II, respectivamente (y
hechos semejantes sustituyendo coseno por seno y excluyendo
los valores de x congruentes con cero, médulo w). Todas estas
condiciones son facilmente verificadas. Comparando las demos-
traciones del teorema de Fatou dadas en Tonelli, loc.
cit., y en Zygmund, loc. cit., vemos que la primera se re-
laciona con los teoremas dados aqui, mientras que la segunda,
debida a Saks aunque simple, es completamente de otro tipo.

Las proposiciones aqui enunciadas sobre series de términos
positivos también pueden ser dadas como relativas a convergencia
absolutas de series cualesquiera. Ellas pueden ser generalizadas
para integrales tomadas en intervalos infinitos.
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SOLUCION A LA CUESTION No. 8

La cuestién No. 8, propuesta en el Aiio III, pag. 122, decia:

Sea un tridngulo 4BC y E, F, G tres puntos situados respectivamente
~ sobre los lados 4B, AC, BC. Entre todas las homografias planas que tienen
como puntos unidos los vértices 4, B, C y transforman en si mismo el inte-
rior del tridngulo, determinar la que transforma el tridngulo EFG en otro
de 4rea mixima y calcular esta area.

SoLuciON. Sea L el punto en que la recta determinada por
E, F corta al lado BC. Pongamos, para abreviar

(BCGL)=—Fk (1)

habiendo puesto el signo menos para que k, dato del problema,
sea positivo. Se observa que si en lugar de considerar la recta EF
se hubiera considerado la GE y se indicase con M el punto en
que corta a la prolongacién de AC (no dibujado en la figura).

Higeail;

seria también (CAFM)=—k; en efectp, proyectando la cua-
terna (BCGL) desde E sobre AC se obtiene (ACMF), que es
igual a (CAF M) y por tanto, puesto que las razones anarmoni-
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cas se conservan por proyeccion es (CAFM)=(BCGL)=—kF.
Lo mismo si se considerase la cuaterna formada por A4, B, E y
el punto en que FG corta a AB.

Una homografia que cumpla las condiciones del problema
queda determinada, dando sobre los segmentos AB y AC los puntos
E’ y F’ respectivamente homologos de E y F. Estos puntos son,
pues, las incognitas del problema, que hay que determinar por
la condicion de que el area del tridngulo E’ F’ G’ sea maxima.

El punto G’ queda determinado si se conocen E’ y F’, puesio
que, llamando L’ al punto en que la recta E'F’ corta a BC, debe
ser (puesto que B,C son puntos unidos de la homografia)

(BCG'L')=(BGGL)y=—Fk
O Sea
G'B L'B
@c-*Tc @)

condicién que determina G'.
El teorema de Menelao aplicado al tridngulo ABC cor-
tado por la transversal E’F’ da

I'B F'C EA

LC FAEE " (3)
De (2) y (3) se deduce

G'B F'C FA

GG FA EB - © )

Para operar unicamente con segmentos positivos, pongamos
BG'=—G'B=m, CFF'=—F C=n, AFP=—FA=p (5)

y también, eomo es costumbre,
BC =a, CA=b, AB=c; (6)

m,n,p,a,b,c son todos nimeros positivos.
Con estas notaciones, la expresién (4) se puede escribir

mnp— k(a—m) (b—n) (¢c—p)=0. )
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Llamando T al érea del tridngulo ABC, el éarea del triangulo
E'F'G’ vale

g=T= %[p(b—n) sen A +m(c—p)sen B+n(a—m)senC]. (8)

El problema se reduce a buscar el méximo de t, considerada
como funcién de las variables m,n, p las cuales estan ligadas por
la relacién (7). Podemos seguir el método clasico llamado de los
multiplicadores de Lagrange (*), que da como condiciones ne-
cesarias para que T sea maximo o minimo que las derivadas par-
ciales de la expresion

p=v+\[mnp—ka—m) (b—n)(c—p)]

sean nulas, o sea,

dp .1 (9)
%—_—E(c—p)senB—l—
—}-olnsenC—}—)\[np—f-k(b—n)(c—p)}:O
0 1
—()—:—:——é—(a—m)senC—l—
1
—|—-2—psenA—{—)\[mp—|—k(a—m)(c——p)]:O
g ol
o ?(b—n)senA—{—

—{——}msehB—{—X[mn—{—k(a—m) (b—n)]=0.

Teniendo en cuenta (7) estas condiciones se escriben

— (¢—p) sen B+ nsen C 42\ anf; =20
—(a— m)senC+psenA-l—2)\ bmp —0 (10)
—(b—n)sen A + msen B + 2\ %:0.

(*) Ver por ej. B. LEvL. Analisi Matematica algebrica ed infinitesimale,
Bologna, 1937, pag. 463.
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Dividiendo estas ecuaciones por abc y poniendo

m n p
i e R

(11)

senA senB senC 2\ ‘

== b = ; :p, e

¢ P

o

b

a

el sistema (10), junto con la ecuacién (7) se escriben

M y(1—a) = (1—2) (1—=) + ayz=0
(1) 2(1—y)—(1—y)(1—z)+oazx=0

(12)
(IIT) z(l—2)—(1—2)(1—y)+axy=0
(IV) zyz—k(l—x) (1—¥) (1—;):0.

Entre las soluciones de este sistema, con las incognitas .
¥,z,a, deben encontrarse las que resuelven el problema.

Con las notaciones (11) y segln (8), el area del triangulo
E’'F’G’ se escribe

=T~ abep[:(1—p) +a(l—2) +y(1-a)  (13)

En el sistema (12) se observa que la hipétesis =1 (y ané-
logamente las y=1, z=1) lleva consigo, por la (IV), y=0 o

2=0. Pero 2=1, y=0.,02=0, dan ep:(13) r:T—-%bcsenAzO'

o sea corresponden a un minimo de .

Podemos por tanto suponer z-/-0,1 y por simelria
y7/-0,1, 2z/-0,1. Entonces, multiplicando la ecuaciéon (I) de:
(12) por x y dividiendo por 1—=z queda, aplicando (IV),

zy—x(l—2)+ka(l—y)(1—2)=0.
- Teniendo en cuenta (III) esta ecuacién equivale a

(ake—1) (1—2) + (a2k+1)y=0, (14)
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que es lineal en y,z. Procediendo andlogamente se obtienen
otras dos ecuaciones que son iguales a la (14) por permutacion
circular de las z,y,z, o sea,

(ak—1) (1 —2x)+ (a2k+1)z=0
(15)
(ebk—1) (1—y)+ (a2 +1)x=0.

Al resolver el sistema de ecuaciones lineales (14), (15) res-
pecto x,y,z por la regla de Cramer, se observa que resulia
x=y=2z y por tanto la ecuaciéon (IV) de (12) da

de donde

(16)

17k

Este es el valor de z que resuelve el problema. Es decir,
la homografia que, cumpliendo las condiciones del enunciado,
transforma el tridngulo EF G en otro de area maxima, es la
determinada por los'puntos E' F',G’ tales que

LAY e D i
B ch 45, Gl

1+Vk

El hecho de que al valor de x dado por (16) corresponde
efectivamente un mdximo del area de E’F’G’ se deduce obser-
vando que, puesto que el area de los tridngulos E’ F’ G’ no puede
superar a la del tridngulo total ABC, un maximo existe cier-
tamente, el cual, por tanto, debe corresponder a una solucion del
sistema (12); pero para las demés soluciones hemos visto que
el 4rea es cero.

El 4rea maxima del tridngulo transformado valdra, segin

(13),

4

t:T_gabcpm(l—x)zT[l—a_J;_
i

I | (18)
%) ]

e
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Observemos que cualquiera que sea el valor positivo £ se
verifica

£ 1

(1+8)2 4

IA

(19)

puesto que esta desigualdad equivale a (§—1)2=0 y por tanto
en (19) el signo de igualdad vale Gnicamente para &=—1.
Por tanto de (18) se deduce

o
%
[

.T,

es decir: Cualquiera que sea el tridanqulo EF G, siempre existe
una homografia, en las condiciones del enunciado del problema,
que lo transforma en otro de drea igual o mayor que T/4,
siendo T el drea del tridngulo A B C.

El minimo de estos maximos valdra 1/4T, el cual corres-
ponde al caso de valer en (19) el signo de igualdad, o sea, al caso
de ser k—=1; segtn el significado (1) de k, esto quiere decir que
las rectas AG, BF, CE son concurrentes. En tal caso, todos los
triangulos E’ F’G’ transformados, cualquiera que sea la homo-
grafia, gozan de la misma propiedad
de que las rectas AG’, BF’, CE’ son
concurrentes y el tridngulo de area ma-
xima sera el formado uniendo los pies
de las medianas, cuyo érea es efecli-
vamente 1/4T.

Se observa que la solucién z=y
=z, dado el significado (11) y (5) de
x,v,z, tiene la siguiente interpretacion
geomélrica (fig. 2):

Siendo =BG’ : BC, trazando por G’ la paralela al lado
AC hasta que corte en P al lado BA, serda BP : BA=BG’ : BC=
=x. Por otra parte, trazando por F’ la paralela a BC hasta cor-
tar al lado AB, el punto P, de interseccién debe ser tal que
BP,: BA=CF’: CA=y. Por tanto, si z=y, debe ser P=P,.
Esto significa que si E’F’G’ es un tridngulo soluci6n, las rectas
trazadas por cada dos vértices paralelamente al lado del triangulo
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ABC que contiene al otro, concurren sobre el tercer lado del
triangulo ABC.

De otra manera: Los vértices E’, F’,G’ del tridngulo trans-
formado de drea mdxima son vérlices no consecutivos de un
hexdgono de Pascal (E',Q,G’,P,F’, R) inscrito en el tridingulo
dado ABC y cuyo eje es la recla del infinito.

Ademas, con las notaciones de la fig. 2, tomemos un siste-
me de ejes oblicuos cuyo origen sea B y los ejes &,n los lados
BC y BA respectivamente. Las coordenadas del baricentro de un
tridngulo cualquiera se obtienen tomando la media aritmética de
las coordenadas homologas de sus vértices. Por tanto las coorde-
nadas del baricentro del tridngulo ABC de vértices A(0,c), B(0,0),
C(a,0) son

E::_‘g, T\:.—. (19)

Para hallar las coordenadas del baricentro del triangulo
transformado de area maxima E’F’G’, observemos que por ser
los triangulos BPG’ y RF'C iguales, es BG'=RC y de la
misma manera BP—=FE’A. Por consiguiente las coordenadas de
F’ son £, =BR=a— RC=a— BG’, n,=BP; las de E’ son §,=0.
ng=c—BP y las de G’ son &;=BG’, n3=0. Luego las coor-
denadas del baricentro del tridngulo E’'F’G’ seran

e Bttty

a
3 3

> :"11‘{"‘12—5—"13 o ¢
3 3

L

o sea, las mismas del triangulo ABC.

Por tanto: El tridngulo transformado de drea mdxima tie-
ne el mismo centro de gravedad que el tridngulo ABC.

Esto viene a ser la generalizacion al caso del plano, del re-
sultado obtenido para el problema anéalogo considerado sobre la

recta (Ver Mathematicae Notae, Afio Tercero, pag. 107, Ejer-
cicio No. 16).

Luis A. Santalo

ROSARIO, INSTITUTO DE MATEMATICA.



EJERCICIOS Y PROBLEMAS

SOLUCIONES

N.c 27 — Se considera la ecuacién

4 (aa+B)z4 (7a4-3)° =0
donde «, 8, y, 3 son niimeros reales y a un parametro. Se pide caracterizar los va-
lores de a para los cuales la ecuaci6én tiene las tres raices reales. Presentdndose una
distincién de casos segtn los valores de los ntmeros a, B, 7, 3 dar ejemplos
numéricos.

SoLuciON, — Si las tres raices son reales, los coeficientes de
la ecuacién son también reales; por lo tanto deberd ser real el
valor de a. ‘

Recordamos ahora que, dada una ecuaciéon de tercer grado
34 px+q=0, la condicién para que sus tres raices sean rea-
les es

q2 p3
T

En la ecuacién propuesta ¢ tiene la forma de un cubo; por
lo tanto esta condicién se simplifica en

(Yat+8)2 < — 2 (atp), &)
es decir
3y2a? + (6Yd + J4a)a +352 4 V4B <0. (2)

Hay que buscar los valores de a para los cuales el trinomio
T(a) =3v%a? + (610 +14a)a 352 + 4p (3)

toma valores negativos. Para ello hay que ver el signo del dis-
criminante, que salvo un factor numérico positivo, se escribe

A=o2 | %—VEY(&& —YB).
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Si A>0, la ecuacién T'(a) =0 tiene dos raices reales ay, a,.
Como para a — o, seglin (3), es T(a)>0, resulta que el inter-
valo de valores de a para los cuales es T(a) <0, esel ¢y <a =a,.

Si A=0, la ecuacién T'(a) =0 tiene una raiz doble a=gq, y
para otro valor cualquiera de a es T(a)>0. Si A<<0 las raices de
T(a) son imaginarias y para todo valor de a es T(a)>0.

En resumen: Para que la ecuacién del enunciado pueda te-
ner las tres raices reales debe ser A=0. En este caso, si :las
raices de T(a)=0 son ay,a, (puede ser a;=a,) el intervalo de
valores de a para los cuales las tres raices son reales es
QG =a=a,.

Se pueden observar algunos casos particulares. Para o =0,
el signo de A es el opuesto al de B y por tanto existird un inter-
valo de valores de a al que corresponden raices reales de la
ecuacion dada solamente en ‘el caso de ser B=0.

Para Y=0, 0-0, es A=a2>0. La ecuacién T(a)=0 se
reduce a primer grado con una sola raiz a,; por otra parte, en
este caso se puede razonar directamente sobre (1) que se reduce a

362 < — J4(0a +B)
de donde resulta inmediatamente

_ 3%4y4p
Lo e g
o

La grafica de valores T,a es una recta y se ve que es T <0
para todos los valores a=<ay.
Si Y=0, =0 las tres raices de la ecuaciéon ctbica dada

seran reales si 352 4 Tflﬁgo, como se deduce de (2). El para-
metro a desaparece de la ecuacion.

Esta solucién es debida al Agrim. Gumo O. G. LISERRE, de la Facultad
de C. Matematicas de Rosario. !
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N.o 57 — Demostrar que siempre se pueden trazar n rectas que corten a
una figura convexa del plano de manera que la dividan en

n 4 n 4 2
2

regiones.

SoLUCION.— Dada un 4rea cualquiera siempre pueden (ra-
zarse n rectas que se cortan dos a dos dentro de esa area. Basta
trazar primero en el plano n rectas cualesquiera que se corten
dos a dos en puntos distintds; existe entonces un circulo bas-

n(n—1)
2

tante grande como para contener todos los puntos de

interseccion. Notese después que dentro de una drea dada se puede
siempre colocar un circulo de radio suficientemente pequefio;
hégase entonces la figura transformada de las primeras n rec-
tas por la homotecia que transforma el primer circulo en el se-
gundo. Se obtendrian nuevas n rectas que se cortan dos a dos
en puntos distintos dentro del circuito pequeiio, y por tanto dentro
de la area dada. :
Sentado esto, demostraremos por induccion el teorema pro-
puesto en el ejercicio: si una figura convexa K se corta con
ninguna recta (n=0) resulta una regién solamente; luego para
n=0 el teorema esti realizado. Supongamos ahora trazadas n
rectas que se corten dos a dos dentro de K; suprimiendo una que
llamaremos a quedan n—1 rectas en las mismas condiciones;
supongamos demostrado que K resulta dividida por ellas en

,(,n—l,),z,—h (r—1)42  wb
2 N

regiones. Colocando entonces nuevamente la recta a, notamos que
cada vez que ella corta una de las n— 1 rectas precedentes, pasa
de travesar una region a travesar a una siguiente; la recta a
atraviesa luego n regiones, dividiendo cada una en dos. El
nimero total de las regiones resulta por lo tanto

n?—n+4-2 il i n24-n-42
2 e

El razonamiento demuesira también que este ntimero es el



— 115 —

maximo posible por cuanto la figura K es convexa, porque la
recta a no puede cortar a los contornos de las regiones preexis-
tentes en mas que n—1 puntos sobre las rectas precedentes
mas 2 sobre el contorno de K. '

Una resolucién algo incompleta de este problema fué enviada por el seiior
Agr. Guipo O. LisErrE de Rosario.

N.o 58 — Se supone dado un cono circular recto y una cuerda del circulo
base. Por esta cuerda se trazan los dos finicos planos que son paralelos a algfin
plano tangente del cono. Sean a, a. estos planos. Se pide: '

' 1° Expresar en funcién de la distancia z de la cuerda al centro del cireulo
de la baée, las areas X, , ¥, de las secciones (segmentos de pardbolas) del
cono por los planos a, a,- !

2¢ Determinar z de manera que el valor absoluto de la diferencia X,—X,
tenga un valor dado S.

3¢ Encontrar el valor de # para el cual el area de la seccién mayor
deviene méxima. (

SoLucI6N.— Se supone el cono del problema representado en
proyeccion apoyado por su base en el plano horizontal de pro-
yeccion y de tal manera que la cuerda AB del circulo base sea
perpendicular al plano vertical de proyeccion (1).

Sea V el vértice del cono y O el centro del circulo base.
La proyeccion vertical de la cuerda AB es un punto E; por
este punto trazamos las paralelas a las dos generatrices del con-
torno aparente del cono en proyeccién vertical; sean EF y EG
estas dos paralelas, que llamaremos respectivamente b; y b,. La
proyeccion vertical del cono en las condiciones tomadas es un
tridngulo CVD. La altura VO del cono la llamaremos h; al
radio OB del circulo de la base lo llamaremos R y a la genera-
triz VD la llamaremos g. La perpendicular OH bajada desde
el punto O a la cuerda AB es z; a la semicuerda BH la lla-
maremos a. :

Con estas notaciones, del tridngulo rectangulo BOIH se de-
duce

a=JR2—x2.

(*) TUna representacién en forma de proyeccién de Monge no tiene en
realidad importancia para el problema y el lector puede trazarla a su gusto.
Por lo tanto se omite la figura. N. DE LA R. ‘
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Los triangulos CEF y CVD son semejantes, luego

By gof god 9
—= = . = I — e
e R de.donde  b,: o (R—z)

Analogamente, considerando los tridngulos semejantes DGE
y DVC resulta

i
:—R(R—l—w).

De los dos segmentos de parabola formados por los dos
planos que pasan por AB y son paralelos a CV y'DV conocemos
los ejes b,, b, y la semibase a. El area del ‘segmento de para-

bola de eje b y semibase a se sabe que vale —3— ba. Por tanto

21__44,1,,:3__"_( R—z)YRz2—z2,
3 3 R
4 2 /Re— 72
T, =g ba=5 5 (R+a)|R

20, Para determinar x de manera que el valor absoluto de
la diferencia X, — X, tenga un valor dado S, como X,>J%,
tenemos

S:22_ 21:%%QWR2—$2

de donde, elevando al cuadrado y poniendo por brevedad
__ 9S2R2

= 16q2 , resulta la ecuacién bicuadrada

—R2x2 { ¢c=0,

cuyas soluciones son

_, 1/R*+VR*—4¢c
[ e

Prescindiendo de las soluciones negativas, resulta que el pro-
blema tiene doso ningunasolucién, segin sea 4c <Rt o 4c>> Rt
es decir 3§ < o >2¢gR.
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30, Para encontrar el valor de x para el cual el rea de la
seccion mayor, que es la X, sea maxima, observemos que
dicha 4area serd maxima cuando lo sea (R4 x)2(R2—ua2)=
(R+2)% (R—x). Escribiendo que la derivada debe ser nula.
se tiene

3(R+x)2(R—x)— (R+x)3=0.

Dividiendo por (R+x)%, puesto que so6lo interesan solu-
ciones positivas, resulta R —2x—0, o sea

0

o
Por la naturaleza del problema se ve que a este valor de z
corresponde efectivamente un maximo, lo cual se puede ver tam-

bién hallando la derivada segunda de (R+x)3 (R—x) que .es
4(R+z) (R—2x) +4(R+x)?
'y para x=R/2 toma el valor 9R2>0. -

Esta solucién es debida al Agrim. Guipo O. G. LISErRRE, de Rosario.

N.0 64 — Se considera un sélido homogeneo comnstituido por un hemisferio
terminado por un cono recto construido sobre el circulo méiximo. Se pide la
altura que debe tener el cono para que el cuerpo puesto en plano horizontal
apoyado sobre su parte esférica quede en equilibrio indiferente.

Resolver el mismo problema suponiendo que la parte mo esférica sea un
semielipsoide de rotacién y que en esta parte la densidad varie con la distancia
a la base seglin una ley determinada (por ejemplo disminuyendo proporcio-
nalmente a esa distancia).

Para que el sistema quede en equilibrio indiferente es facil
ver que el centro de gravedad del mismo debera coincidir con
el centro de la esfera cuya mitad estamos considerando.

Ademés es evidente que el baricentro del sistemaylos de la
semiesfera y del cono (o semielipsoide) estin alineados precisa-
mente sobre el eje de simetria comn. Podemos entonces definir
el baricentro del sistema como el punto respecto al cual, supues-
tas concentradas las masas de la semiesfera y del cono (o
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semielipsoide) en sus respectivos baricentros, sus momentos esta-,
ticos son iguales y de signo contrario. '

Caso del cono

Ponemos

radio de la semiesfera=r,
altura del cono=nh.

La densidad no interesa por suponerse la misma en todo
el cuerpo.

Sabemos que el baricentro del cono se encuentra a una dis-
tancia de la base igual a 1/4h; el baricentro de la semiesfera
se halla a 3/8r del plano diametral coincidente con la base del
cono. Podemos entonces escribir

1 1 1 4 3
el 2 S then M el Gzt
37rrh.4‘h g Thidight
y se obtiene
h=rys.

Caso del semielipsoide

En este caso llamamos h a la longitud del semieje mayor.

Consideremos un.sistema de coordenadas cartesianas ortogo-
nales (z,y) tales que el eje y coincida con el eje de simetria del
cuerpo y el origen de coordenadas coincida con el centro del
hemisferio.

Si designamos con p, la densidad de un estrato elemental
situado a la altura y respecto al baricentro, con p; la densidad
en el extremo superior del semielipsoide y con p; la densidad
uniforme de la semiesfera, se tendra, puesto que la densidad dis-
minuye linealmente con y

p_
Py=P1— ehply:Pe“ky’

habiendo puesto

ke Pers
k= =
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La masa de dicho estrato vale pues
dm=mnz?.dy.py,=n2?(p,— ky) dy

donde z e y estan ligados por la ecuacién de la secciéon meri-
diana del elipsoide

i

z2 | g2
i T g .
de donde
2 42
o= ( s hz)

Ademas el baricentro del estrato se halla evidentemente so-
bre el eje de simetria del cuerpo; concentrando en él la masa
del estrato la expresion del momento respecto al origen sera

2
ydm=yar2 (1— %) (po— ky) dy

y el momento total del semielipsoide es
h 2]
AR L Yi5. i
M_ﬂrﬁy@_h?)(pe - ky) dy.

La integracion se efectua facilmente desarrollando el pro-
ducto bajo el signo de integracién; teniendo en cuenta entonces
el valor de k="P2F" g6 obtiene

h
nir2h?2 :
M= 60 (TP T 891)‘

Igualando finalmente al momento estatico de la semiesfera,
que es

nrép,

M= 3
g %

Ob‘p

Rzl
nrs . grpez

lQ[;—a
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se obtiene

h—=r V—Epe e

7pe“l’891

Esta solucién pertenece al sefior ApoLFO DAGHETTO, alumno de la Escuela
Industrial de la Nacién, Rosario.

- El mismo problema puede evidentemente estudiarse supo-
niendo otras distribuciones de densidad; vamos a tratar el caso
en que se suponga una disminucién de densidad proporcional al
cuadrado de la distancia al baricentro, el cual nos ha conducido a
una discusiéon interesante.

Si indicamos con p la densidad del semielipsoide en el ba-
ricentro, la densidad de un elemento situado a la distancia d
del centro de gravedad seré

pg=p(1 —kd?®) =p(1 — k(21 y2))

donde k es una cierta constante dada.

La densidad ya no es ahora uniforme en cada estrato ho-
rizontal ; consideramos entonces como masa elemental genérica la
de un anillo de radio x situado en un plano horizontal a la al-
tura y con respecto al baricentro del cuerpo. En cada uno de
estos anillos la densidad es uniforme y todos tienen su respec-
tivo baricentro sobre el eje de simetria del cuerpo.

La masa del anillo elemental sera

dm =p2nx dz dy
=2nzp(1 —k(x2 4 y2)) dedy;

Yy, supuesta concentrada la masa en su propio baricentro, el mo-
mento estatico respecto al baricéntro del cuerpo sera

dM =2nzp(1 — k(2 + y2)) dz.dy. y

que podemos escribir

AM = mo(1— k(4 y2)) d() (),
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y el momento total del semielipsoide sera

2<1——>

5 “P(l —k(2® +y?)) d(2?) d(y%),

:%np—/;ﬂ —ﬁg ——é—r‘i(l;—%) k"2(1"%;—22)y2]d(y2)

1 ' 1+kh2—kr?
=57 /[7(2 o +h2 S
Al ey :
(2h4 ) ]d\yz)
1 = [r2(2—kr2) he_ r2( 1—1—ki;2—lcr2) ho kr2(r26—2h2) h2]

2 )

1
=15 npr2[ (3 — kr2) h2 — kh4)

Por otra parte recordamos que el- momento estatico de la
semiesfera es

np,rt

M= .
4

Igualando finalmente se obtiene la ecuacion bicuadrada

— (38— kr?) h2+3p—; r2=0,
que vamos a discutir.
Poniendo h2=X se tiene -
X2 (3—kr)X +3 % re=0. (1)

Recordemos ahora la expresion de la densidad

Pa—p(l— kd2);
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si imponemos la condicién de ‘que en todos los puntos del cuerpo
la densidad sea positiva debe verificarse que en todos los puntos
del elipsoide sea kd?<1, y para ello es mecesario y suficiente
que -

kre<1 ()

<l osea X< 3)

La desigualdad (2) nos asegura también que ambas raices
de la ecuacién de segundo grado son positivas. Dichas raices
resultan ser

8—krot V(S—lcr2)2—12 Pefep
e s P
ok

y por lo tanto la condicién (3) es

8—krot- V (3—Fkr2)2—12 %"kr?
ok

O Ssea : v

=

=

1— k2 iV(s — kr2)2 — 1295 ker? <0.

Puesto que por la condicién (2) es 1 —kr2>0 esta desigual-
dad es imposible en el caso de tomar el signo + o en otras pala-
bras una de las raices de (1) necesariamente no verifica la con-
dicion (3). La otra raiz correspondiente al signo —, verifica la
condicion (3) si

1—kr? < V(s — kr?)2— 12% er
O Ssea

(1—kr?)2 < (3 —kr2)2 — 12%? r? (4)
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y efectuado operaciones resulta

20" g baarle
kr? <——— 5
P+3pe )

Esta desigualdad expresa no sélo la condicién para que la
raiz cumpla la condicién (3) sino también que ella sea real,
puesto que es solo una simplificacién de la (4) cuyo segundo
miembro es el discriminante de (1) y el primero es un cuadrado,
ciertamente positivo. :

En resumen, por el hecho de imponer la condicién de que el
cuerpo tenga en todos sus puntos densidad o masa positiva, el
problema admite una solucién tnica y siempre que se verifique
la desigualdad (5).

Observamos todavia que es susceptible de una cierta inter-
pretacion fisica la suposicion de que el cuerpo pudiera tener una
cierta parte de densidad o masa negativa. En efecto, basta ima-
ginar el cuerpo sumergido en el seno de un fluido; el principio
de Arquimedes expresa entonces que el cuerpo se comporta como
si, no existiendo el fluido, su densidad fuese en cada punto igual
a la diferencia entre la densidad efectiva y la del fluido. Esta
diferencia resultard entonces negativa en los puntos donde la den-
sidad real es menor que la del fluido en el midmo ‘nivel.

En este caso el problema puede tener dos soluciones, debien-
do verificarse solamente que las raices X de (1) sean reales y
positivas. Debe ser entonces

3—kr2>0, (3—kr2)2—12i;8kr2>0
Finalmente si se supone p,=p la (5) se transforma en

kr? <

<] -

Un caso limite es el de-suponer ademés que en el vértice del

semielipsoide la densidad es nula para lo cual debe ser k:% =

1 b
= —-. La ecuacién (1) se transforma en

X
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—2h2+4r2=0

que tiene la solucién unica

verificaindose entonces

N.c 62— Supongamos una curva plana C con una asintota . Si se trans-
forma la figura por inversion respecto de un punto O del plano, no contenido
en la asintota, ésta se transforma en un circulo y la curva en su inversa,
la eual pasa por O. Demostrar que el circulo transformado de la asintota es
el ecirculo osculador a la curva transformada en el punto O. tSi el centro de
inversién esti sobre la asintota la curva transformada tiene en O un punto
de inflexién).

SoLuciON. — El teorema que se ha propuesto demostrar no di-
fiere esencialmente de las observaciones contenidas en los ultimos
parrafos (n. 13 a 16) del articulo: Definicidn y condiciones de
existencia de la tangente y el circulo osculador en un punto de
una curva, (Math. Notae, Afio 11, p. 11 a 34); pero, precisa-
mente en conexion con las consideraciones desarrolladas alli, es
conveniente agregar un analisis mas detallado.

Supongamos, segun la hipotesis del enunciado, que una cur-
va I' sea la transformada de otra I” por inversiéon respecto un
punto O; y supongamos que I’ posea un punto en el infinito que
llamaremos I, ; en esta condicion I' pasa por O y tiene por
tangente en O la recta OI,. Si, para definir el circulo osculador
en O a I'| aceptamos la definicién que en el articulo citado se
llamo6 III, es decir se llama circulo osculador al limite de un
circulo variable, tangente en O a I, y que corta I. en otro
punto variable A, que se hace tender a O, podemos hacer las
okservaciones siguientes:

El haz de los circulos tangentesen O a Il (o, lo que es lo
lo mismo, a OI,) corresponde por la inversiéon al haz de rectas
paralelas por el punto /. Por la inversién, al punto A variable
sobre I' corresponde el punto A’ variable sobre 17, y mientras A
tiende a O, A’ tiende a I,. Condicién necesaria y suficiente
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para que el circulo por A en el haz considerado tienda a un
limite determinado es que’la recta A’[, tienda a un limite de-
terminado; y este limite serd precisamente la asintota de IV co-
rrespondiente al punto I,

Un razonamiento analogo habriase podido hacer eligiendo
para el circulo osculador la definicién llamada IV en el articu-
lo citado, donde el circulo osculador es el limite de los circulos
que pasan por O y por dos puntos de I. que se hacen tender a
O; como caso particular podrian considerarse los circulos tan-
gentes a Il en un punto variable (tendiendo a O) y que pasan

~por O; en todos estos casos la condicién de existencia del circu-

lo osculador en O a L. equivale a la condiciéon que las rectas
que unen dos puntos arbitrarios de I7 o las rectas tangentes a
I? en un punto arbitrario tiendan a la asintota cuando dichos
puntos tienden a I,; y el circulo osculador es siempre el
transformado de la asintota por la inversion.

Las cosas pasan en un modo un poco diferente cuando se
eligiera para el circulo osculador la definicién llamada V, es
decir se considerara el limite de los circulos que pasan por tres
puntos de I, haciendo luego tender estos tres puntos separada-

“mente al punto O. En este caso, a dichos circulos correspon-
den por la inversion todavia circulos que cortan a IV en tres
puntos que tienden a I, (y sélo excepcionalmente podrian es-
tos circulos cambiarse en rectas por pasar por O el circulo co-
rrespondiente) ; no se puede entonces asegurar que estos circu-
los tengan por limite la asintota. Por lo tanto, no se puede ase-
gurar que, por existir la asintota de I en/,, la curva I' tenga
circulo osculador determinados en O segun la definicién V.

* Para mostrar como este hecho pueda ocurrir, considera-
remos un ejemplo.

Supongamos que la curva I tenga por ecuacién

oS

y:V—52+—1_+1; (1)

ella tiene evidentemente por asintota la recta y=1 y esta tie-
ne por inverso el circulo x2+y2—y=0 de radio 1/2, tangente
en el punto (0,1) al circulo fundamental de la inversién, que su-
ponemos de radio 1. Se podria escribir facilmente la ecuacion
de la curva I, pero no tiene interés. Si en (1) ponemos
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P

T
z=kn—— , kn , kn4— (2
T g (2)
oblenemos 3 puntos para los cuales pasa un circulo cuyo radio
R se calcula facilmente de la ecuacién

TR 1 1
(2) = ) Tl

esto es
b n2yken241 1
“af 8 2 Vk2n2L1
y cuyo centro tiene por coordenadas
o e 1k [m2VERne 1 ___1__]
Tos=kn o« . Yol (1) [ S 2 yken?H1

Este circulo corta luego la recta que une el centro al punto O
en el punto mas proximo a O a una distancia que, para grandes
valores de k es de orden >0,28 In.

Si k—> o, los 3 puntos (2) tienden al o, y también crece
ilimitadamente el radio R(1). Los 3 puntos correspondientes
por la inversién tienden a O; pero el circulo considerado, a
partir’ de un cierto k, es todo exterior a la circunferencia de
centro O y radio 1; y por tanto su inverso queda interior a
esta circunferencia estrechandose siempre mas hacia el punto O.

Si el punto O estd sobre la asintota, los razonamientos.
subsisten, solo que la inversa de la asintota no es mas un circu-
lo, sino la misma asintota, la cual por tanto tendra comunes
con la curva I por lo menos tres puntos confundidos en O,
resultando luego en los casos ordinarios una inflexion.

Si las ecuaciones de las curvas consideradas tienen las de-
rivadas necesarias, la proposicion del problema se demuestra
también facilmente por célculo analitico. Supongamos por co-
modidad coordenadas polares con polo el punto O y origen de -
los argumentos la direccién de la asintota. La ecuacion de I
sea p=p () y llamese por generalidad h la constante de in-

(*) Notese que se tiene aqui un ejemplo de un ecfreulo cuyo radio tiende a oo
sin que la circunferencia tienda a una recta, porque de tal circunferencia en-
tran en consideracién puntos cuya distancia angular queda finita.
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inversion; la ecuaciéon de I’ serd r=— . La expresion del ra-
dio del circulo osculador en coordenadas polares es

(r2+r’2)3/2 d
oy reLore_ppt’

que para el punto 0, r=0, se reduce a
__ he’
= o

Es sabido que, llamando ¢ al ingulo que forma la tangen-
te a una curva p=p (w) dada en coordenadas polares con el
radio vector correspondiente al punto considerado, vale

A P
t it = 7%
8 o

Por tanto, considerando sé6lo el valor absoluto,

R= k g (3)
2ptge . g
Hay que hallar el limite de esta expresion cuando ©—0, o
sea, p— . En este caso el angulo ¢ tiende al.angulo que for-
ma el radio vector con la asintota, que es igual a ®. Ademas,
llamando b a la distancia de O a la asintota «, tenemos

lim (p tg ) =1lim (p tg ) =1lim (p sen w) =b.

w—0 o—0 o—0
Por tanto, sustituyendo en (3),

k
Ro——%‘.

Pero la inversa de la asintota o es una circunferencia de
o k ; y ‘
diametro D:—l)-y por tanto su radio es igual al del circulo

osculador encontrado.

Si el punto O esta sobre la asintota, es b=0, y por tanto
Ry= =, lo cual prueba que el punto O es de inflexion para
la curva transformada.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
PROPUESTOS

76. Sea un determinante de orden n en el cual sea nulo el
primer elemento de la fila de orden h+1 (0<h<n), sean
nulos los 3 primeros elementos de la fila de orden h+2; en ge-
neral sean nulos los primeros 2r —1 elementos de la fila de or-
den h+r (r=n—~h). Todos los deméas elementos se suponen
literales y no nulos. Determinar el nimero de términos no nuios
del desarrollo.

T7. Sea el determinante, llamado circulante,

a, a, ag a,
ds d; a a,
ds a0 a,
a, a; Qap a1

donde cada fila se obtiene como permutaciéon circular de la
anterior. Demostrar que sustituyendo todos los elementos de una
fila cualquiera por una constante k%, el valor del determinante
obtenido es siempre el mismo cualquiera que sealafila sustituida.

78, Siendo «, B, y tres dngulos positivos tales que o+ By =

bl . °»
— » demostrar que se cumple siempre la relacién

“

i
sena.senB.senygg—-

79. Sea un tridngulo ABC. Sobre la prolongacion del lado
BC se da un punto L. Trazando una recta variable por este
punto L, sean E, G los puntos en que corta a los lados AC y
AB respectivamente. Se pide determinar esta recta de manera
que el tridngulo determinado por los puntos E, G y otro punto M
elegido sobre BC sea méaximo.

80. Encontrar la ecuacién de la. familia de las trayectorias
ortogonales de las curvas que realizan la ecuacion diferencial

2_ ;2 D22
3y2—x dy_sx LA,
¥ x

7 —0
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