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EL POSTULADO DE ARQUIMEDES

DE EUCLIDES A GALILEQO: CONCEPTOS MODERNOS

1. — La discusién del quinto dia en el Diidlogo de GALILEO
« Discorsi e dimostrazioni matematiche itorno alle due nuove scien-
ze appartenenti alla meccanica e ai movimenti locali » trata la re-
solucién de unas dificultades que el autor finge hayan encontrado
los interlocutores reflexionando sobre los razonamientos hechos en
los dias anteriores, aplicando la teoria euclidiana de las proporcio-
nes. Queremos nosotros también tomar la misma oportunidad para
desarrollar, sobre la misma teoria, algunas reflexiones histéricas y
conceptuales,

Empezamos con recordar algo sobre la evoluciéon del significado
de las palabras «numero» y « magnitud». Los griegos llamaron
nimero solamente al nidmero nmatwral (y atn > 1); para ellos los
nimeros servian para contar y no para medir; la medicién de las
magnitudes estaba sustituida por la comparacién bajo el concepto
de razon (logos) a la cual se asignaba, cuando la necesidad se pre-
sentaba, una representacién segmentaria; esta representacién se
extendia también a los ntimeros cuando se los consideraba bajo el
concepto de la razén. La prueba mas inmediata de este orden con-
ceptual se encuentra en la sucesién de los argumentos de los libros
de los Elementos de geometria de EucLipes; el libro V trata la
teoria de las proporciones entre magnitudes; el VI da las aplica-
ciones geométricas de esa teoria y solo con el libro VII empiezan
los llamados libros aritméticos (VII, VIII, IX).

Nuestras presentes concepciones sobre los ntmeros derivan del
mayor interés que, a partir de la edad media y después por el
desarrollo de las ciencias fisicas, tuvieron las cuestiones de medi-
cién sobre las cuestiones més abstractamente conceptuales y geo-
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métricas (*). El mismo desarrollo del algebra como sistema formal
de operaciones llevé en el siglo XVII a considerar los ntmeros
irracionales como algo sobre los cuales era permitido razonar por
analogia con lo que rigurosamente estaba demostrado para los ra-
cionales. La teoria rigurosa dé los nimeros reales es solo obra de
fines del siglo XIX (?).

La didéactica moderna ha intentado regularizar la evolucién del
concepto del ntimero con el método de las sucesivas extensiones:
numeros enteros, racionales, reales...; reglamentando estas exten-
siones con el principio llamado de conservacion de las propiedades
formales. Considerada la cosa desde el punto de vista de la logica
pura, puede observarse que extender un concepto no tiene sentido
16gico, porque ese extender significa cambiar; tampoco los nimeros
enteros siguen siendo los ntimeros enteros cuando se los piensa
como niumeros racionales, porque pierden las caracteristicas que
les resultaban de la limitada divisibilidad. No es pues exagerado
decir que, desde el punto de vista estrictamente 1légico, EucLIDES
y ARQUIMEDES resultan en este campo mucho més iigurosos que

(1) Paun TANNERY concluye un muy curioso estudio sobre ciertos manus-
critos medievales (Une correspondance d’écolatre du XI siécle - Paris - 1900),
notando que «...en thése générale 1’avance de 1’arithmétique sur la géometrie
subsistera pendant le moyen-age et méme pendant la Renaissance, jusqu’ai
moment ow les mathématiciens auront enfin le moyen d’étudier, dans decs
traductions 1intellégibles, les travaux d’Archimede et d’Apollinius. C’est en
cela que le génie grec apparait, dans 1’humanité, comme une exception qui n’a
point d’analogue ».

Para darse una idea de esa diferente actitud puede ser atil notar que ARr-
QUIMEDES, ya mucho mis interesado por cuestiones numéricas que EUCLIDES,
nos dejé, como razém aproximada de la circunferencia al didmetro 22: 7 ; sin
cambiar esencialmente el método de ecaleulo, METIUS (1571-1635) ecalcula ia
misma razéon en la forma 335: 113, en decimales exacta hasta la sexta cifra;
LupoLr (1649-1711) ecalcula la misma razén con 36 cifras decimales.

(2) NEWTON expresa en su Arithmetica universalis: « Entendemos por ni-
mero, no tanto un grupo de unidades, sino la razén abstracta de una magnitud
cualquiera a otra del mismo género que consideramos como unidad »; pero, con
diferencia de lo que ocurre en la teoria de las razomes y de las proporciones
desde EucLIDES hasta GALILEO, para nada se preocupa de definir lo que debe
entenderse por esa palabra «razén» y los razonamientos de la Arithmetica
universalis se desarrollan solamente sobre ntimeros racionales o sobre trans-
formaciones algebraicas formales. EULER, cerca de un siglo después, no se
conduce diferentemente.
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nosotros. GALILEO es posiblemente el ultimo matematico que se °s-
fuerza en conservar el mismo espiritu.

2. — Define EucrLipEs la proporcionalidad entre magnitudes:
« Se dice que dos pares de magnitudes homogéneas tienen la misma
razon cuando, comparando equimiltiplos cualesquiera de los prime-
ros elementos de los dos pares, con equimiltiplos cualesquiera de
los segundos elementos, resultan siempre los primeros equimiltiplos
conjuntamente mayores o conjuntanente menores o conjuntamente
iguales @ los segundos. La igualdad de razones se llama propor-
cion (1), En férmulas, la proporeién (?)

A—-B=C-=+D

significa que, si m y m representan ntmeros naturales cualesquiera,
segun sea

mA>nB , mA=nB , mA<nB

(1) In eadem ratione magnitudines dicuntur esse, prima ad secundam et
tertia ad quartam, quando primae et tertiae aeque multiplices, secundae et
quartae aeque multiplices, juxta quamvis multiplicacionem, utraque utramque
vel una superant, vel una aequales sunt, vel una deficiunt comparate inter se.
Ipsae autem eamdem rationen habentes magnitudines proporcionales vocentur.

Noétese que los términos griegos aparecen més inmediatamente expresivos:
logos — razén; analogia — proporcién; TARTAGLIA, en su traducecién italiana
de EUCLIDES, se esfuerza en mantener la forma etimolégica griega llamando
« proporeién » a la razén y « proporcionalidad » a la proporeién.

(?) Para representar la razén entre dos magnitudes he elegido el signo —- en
vez de : con el objeto de atraer la atencién del lector sobre el hecho que no
queremos pensar en una divisién, sino que hay que estar exactamente al sen-
tido declarado en el texto. El uso de signos para representar operaciones no
se encuentra en los antiguos, y particularmente para operaciones que no sean
algebraicas es relativamente reciente. En tratar de operaciones sobre magni-
tudes se usa ordinariamente un simbolismo que se deja entender como si se
obrara sobre ntimeros; el hecho no es casual porque la interpretacién numé-
rica es a menudo subrepticiamente admitida cuando no es explicitamente enun-
ciada; eso querfamos evitar. A la verdad el signo <+ mno es mejor que : a
este respecto; pero tiene la ventaja de ser en el dia de hoy casi completamente
olvidado como signo de divisién.

Al contrario usamos el signo = y no :: como ocurre muchas veces para re-
presentar la proporcién, porque EUCLIDES habla efectivamente de igualdad en-
tre razones. ;
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es también, correspondientemente,
mC>nD , mC=unD , mC<nD .

GaLiLeo define el movimiento uniforme (ecuabile): « Liamo
movimiento uniforme aquel para el cual en tiempos tguales cuales-
quiera los segmentos recorridos por el cuerpo sow iguales », y hace
notar como aclaraciéon la importancia de la clausula «en tiempos
iguales cualesquiera », muy analoga en efecto a la condicién de
arriba «si m y n representan nGmeros naturales cualesquiera ». De
la definicién de GALILEO resulta inmediatamente la proporcionalidad
de los espacios a los tiempos segtin la definicién euclidiana.

Examinando los comentarios en varias de las ediciones de los
Elementos de Euclides por los sabios del Renacimiento resulta evi-
dente lo dificil que resultaba eso de tener que considerar miltiplos
seglin ntimeros cualesquiera (1) ; y se explica este estado de &nimo
en cuanto se tenga en cuenta lo arriba observado que, consciente
o inconscientemente, el método euclidiano apareciera como una
inatil traba mientras la medicién por nUmeros parecia resolverlo
todo.

Al principio del quinto dia de los Discorst los interlocutores se
reencuentran después de varios afios desde que habian oido las de-
mostraciones geométricas de (GALILEO sobre los principios de la me-
canica, y durante este tiempo cada uno por su cuenta habia tenido

(*) La publicacién de ediciones de los Elementos de EUCLIDES empieza a
fines del siglo XV con la edicién latina (traducida del &drabe) de CAMPANO,
publicada en Venccia en 1482, y con otra traducida del griego por BARTOLOME
ZAMBERTI, veneciano, publicada en Paris en 1516. Sobre estas ediciones fué
redactada la traduccién italiana de NicoLO TARTAGLIA (Euclide Megarense phi-
losopho. .. diligentemente rassettato et alla integrita ridotto - in Venetia
1565). (Notese la equivocaciéon de TARTAGLIA en cambiar EUCLIDES, matemé-
tico, con otro filésofo cerca de un siglo anterior). Para nuestras comparacio-
nes hemos podido utilizar esta edicién y la edicién latina de CrLAvio, de poco
posterior. (Euclidis Elementorum libri XV ete., autore Christophoro Clavio,
Bambergensi - Romae 1575). Por respecto a la definicién de « proporeién »
TARTAGLIA reprocha a CAMPANO de no haber entendido la definicién de EucLI-
DES. CLAVIO se extiende en explicaciones con muchos ejemplos numéricos, que,
por lo dicho, estin propiamente en contra del espiritu euclidiano. En ningtn
caso los AA. ponen en evidencia la importancia fundamental de la condicién
que deban considerarse todos los miltiplos.
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oportunidad de reflexionar sobre el argumento; y precisamente
plantean la cuestién :

« SAGREDO. —. . .; Quién tendré ingenio tan feliz como para tener
la certeza de que cuando las magnitudes son proporeionales, los equi-
miultiplos concordaran siempre? ...Ya EucLibes en las definiciones
anteriores habia expresado que la proporcién (razén) entre magnitu-
des era tal relacion o comportamiento entre ellas por cuanto se refiere
a la cantidad. Siluego el lector ya tiene concepto de qué es la propor-
cién entre dos magnitudes, le resultarsd muy dificil de entender que
esa relacion o comportamiento que tiene la primera magnitud a la
segunda sea semejante a la relacién o comportamiento entre la ter-
cera y la cuarta, cuando aquellos equimiltiplos de la primera y de
la tercera se concuerdan siempre en dicha manera con los equimul-
tiplos de la segunda y de la cuarta en ser siempre mayores, o me-
nores, o iguales (%).

‘

SALVIATI. — Como quiera que eso’ sea, me parece este de Eu-
clides més bien un teorema por demostrar que una definicién de
anteponer. Mas, como me encontré con tantas personas de ingenio
que han encallado en este lugar, me esforzaré en secundar con la
definicién de las proporciones (razones) el concepto general de los
hombres atn no eruditos en geometria, y me explicaré como si-
ety S5

Como se ve en estas palabras, el obstéculo estaba precisamente
en poner de acuerdo la definicion de EucLiDES con lo que se creia
ser un concepto universalmente adquirido; esto es, la razén entre
dos magnitudes como algo identificable intuitivamente. Es, como
dijimos, el concepto de ntimero real sobre el cual han trabajado sin
mayor recelo los algebristas de los siglos X'VII hasta el XIX.

3. — Est4 aqui la superioridad del espiritu légico griego a la
cual se refiere TANNERY con las palabras citadas. Para EucLibpes la
razén (logos) entre dos magnitudes es bien una idea primitiva (*) :

(1) Notese esa insistencia sobre la dificultad que constituye la palabra
« siempre ».

(2) Ratio est duorom magnitudinum homogenearum secundum quantitatem
inter se queedam habitudo.
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« La razon es una cierta manera de ser (') de dos magnitudes ho-
mogéneas la una con respecto a la otra, segin la cantidad », y de
esta manera de ser se tenia una representacion tipica en la manera
de ser de dos segmentos; pero solo por un criterio bien definido
puede asignarse a un determinado par de magnitudes una razén
perfectamente determinada abstractamente, sin que haga falta de
una regla para identificarla en dicha representacion. (En nuestra
actual teoria de los ntmeros reales dicha regla se encuentra en la
representacion aproximada por racionales; volveremos a continua-
cién sobre esta observacion).

No nos parece facil decidir con certeza hasta qué punto GAa-
LILEO participara en la corriente ambigiiedad acerca del coneepto de
proporcionalidad y hasta qué punto sélo concediera una seudointui-
¢ién por objeto didactico; sin embargo queremos anotar lo siguiente:

Entre las magnitudes que se presentan necesariamente a GALILEO
v que estin fuera del campo geométrico hay la wvelocidad; para
nosotros es un numero real que no puede determinarse sino por
medio de una division efectuada entre ntimeros, medidas de espacio
v de tiempo. Desde el principio del tercer dia, GALILEO habla de la
velocidad en el movimiento uniforme como de una magnitud que él
representa por medio de un segmento sin una definiciéon precisa, y
no puede caber duda de que la determinacién practica de veloci-
dades se hiciera al tiempo de GALILEO por divisién, como hemos dicho,
entre medidas de tiempo y de espacio. Sin embargo, en ¢l cuarto dia,
después de haber estudiado el movimiento uniformemente acelerado,
propone GALILEO claramente el problema de darle a la velocidad una
representacién objetiva y tangible:

« SALVIATI:. . .No podemos hablar en modo determinado acerca
de los movimientos y sus velocidades o impetus, ya sean ecudbiles
o naturalmente acelerados, sin determinar antes la medida que que-
remos usar para medir esas velocidades, como también la medida

(1) Puede ser curioso notar que TARTAGLIA, equivocando sobre la- palabra
«cierta » dice: « La proportione (razén) & la convenientia certa de due quan-
titd...», con lo cual le cambia el sentido de « algunay en «segura», « fir-
me », y se esfuerza en explicar que con eso quiere EUCLIDES significar que la
razén entre dos magnitudes estd determinada, aun cuando no sea comocida por
nosotros. Evidentemente TARTAGLIA pensaba por ej. en la razén entre el dii-
metro y la circunferencia que no se conoce numéricamente.
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del tiempo. En cuanto a la medida del tiempo tenemos la comiin-
mente aceptada dondequiera, de las horas minutos y segundos, etc.,
y pues para la medicién del tiempo tenemos esa admitida por todos,
solo nos falta establecer una para las velocidades que sea entendida
y aceptada por todos; es decir que sea la misma para todos. Con-
veniente para este objeto ha juzgado el autor, segin lo ha
expresado, ser la velocidad de los cuerpos que caen naturalmente,
cuyas velocidades, en todas las partes del mundo crecen en la misma
medida. De manera que el grado de velocidad que (por ej.) adquiere
una bola de plomo de una libra al bajar verticalmente, partiendo
del reposo, un segmento igual a la altura de una pica, siempre es
el mismo en todos los lugares, y por tanto es en todo adaptado
para senalar la cantidad del impetu derivante de la caida natu-
ral... Para determinar y representar cada impetu y velocidad
particular, no encontré el autor ninguna manera més acomodada
que de servirse del impetu que va adquiriendo el mévil en el mo-
vimiento naturalmente acelerado, del cual cada momento adquirido,
convirtiéndose en ecuabil conserva la velocidad inalterada...», Si-
gue GAuiLEO explicando, al aplicar las leyes del movimiento natu-
ralmente variado, que la precisa representaciéon de las velocidades
se obtendri con fijar sobre una recta vertical un segmento unidad
v elegir como representacion de cada velocidad particular el seg-
mento medio proporcional entre el dicho y el segmento de la caida
de un cuerpo a la cual corresponde, como velocidad terminal la
velocidad que se trata de representar.

La historia nos dice que nunca se adopt6 practicamente la re-
presentacién de las velocidades como aqui la propone GALILEO, ni
tampoco es suponible que él mismo lo entendiera en decir que no
encontraba ninguna manera méas acomodada. Lo que vemos en el
pensamiento explicado aqui por GALILEO es que ninguna magnitud
es definitivamente entendida y representada sino cuando esta re-
presentada por un segmento, el cual segmento tiene precisamente el
mismo lugar de nuestro ntmero real, sin pasar por el artificio de
la ilimitada aproximacién por nimeros racionales ().

(1) Véanse a este respecto las consideraciones légicas acerca de la mnocidn
de «ntimero real » que expresé, ademéis que en otras oportunidades, en La
nocion de dominio deductivo, etc. (Publicaciones del Institute de Mateméti-
cas de Rosario, Vol. II, Fase. 9).
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4.— En la misma discusién del quinto dia, GALILEO enfrenta otra
cuestién critica. En las ediciones de los Elementos de EucLipEs que
circulaban entre los estudiosos se encontraba, en el sexto libro,
una definicién en la cual se habla del producto de dos razones.
Nunca Eucripes definié este producto; ni aplica EUucLIDES esa de-
finicién. Resulta facil sospechar tratarse de una interpolacién; asi -
lo observa GGALILEO v no puede darsele prioridad a ese respecto, por-
que la observacién se encuentra igualmente en CLAVIO. Los comenta-
rios de TArTAGLIA y de CraAvio indican tratarse, aun en este lugar,
de una extension arbitraria de hechos conocidos para los numeros
racionales a las razones consideradas implicitamente como los « ni-
meros reales todavia no definidos », Cierra GALILEO el discurso con
lo que podria muy bien ser el principio de una teoria geométrica
de los ntmeros reales: « Si los términos de una razén no son seg-
mentos, imaginémoslos representados por segmentos proporcionales »
el producto de dos razones entre segmentos es la razén entre los
rectangulos cuyos lados son los antecedentes y cuyos lados son los
consecuentes de las dos razones: « pero la formacién de los rectan-
gulos con segmentos en Geometria corresponde precisamente a la
multiplicacién de los miimeros en Aritmética, ete ».

Lo que falta todavia en esta teoria euclidiana de las razones es
el postulado de continuidad que podemos enunciar en.la forma:
Dada una sucesién creciente (o decreciente) de magnitudes perte-
necientes a una determinada clase de magnitudes homogéneas, si
existe una magnitud de la clase que supera a todas (es inferior a
todas), existe una minima (méxima) entre las magnitudes que no
son menores (mayores) de ninguna magnitud de la sucesién.

Sin este postulado tampoco se puede demostrar generalmente
que dadas tres magnitudes existe la cuarta proporcional; y esta
proposicién no se encuentra en efecto en el V libro de EucrLipes ().

La fecha de publicacién del didlogo de GALILEO sobre la meca-
nica es 1638; en 1642 falleci6 GALILEO; en 1658 un discipulo de
GALILEO, ALFONSO BoOrELLI, publicaba un nuevo libro de Geometria
con el titulo: Euclides restitutus, sive prisca geometrig elementa,
brevius et ficilius contexta, in quibus precipue proportionum theo-

(') Solamente en el sexto, tratdndose de la proporcionalidad entre segmen-
tos, esa cxistencia resulta probada por la efectiva construecién.



— 117 —

riae nova, firmiorique methodo promuntur, es decir « EUCLIDES re-
construido, o primeros elementos de geometria, compuestos en forma
més breve y facil, en los cuales principalmente se presenta la
teoria de las proporciones con método nuevo y mas firme». La
novedad de Borelli consiste precisamente en el abandono de la
arquitectura logica de EucLipes, para dar paso a la supuesta in-
tuicién. En cuanto a la teoria de las proporciones, que en la obra
de Borerni forma el libro III, el A, vierte largos comentarios
para demostrar una incongruencia de Eucripes al no haber respe-
tado, en el analisis del concepto de razén, el orden natural: entero,
parte (alicuota), partes (quebrado), irracional; el irracional es
todavia algo intuido, pero la comparacién de los irracionales se
hace a través de racionales mayores y menores; la existencia de
la cuarta proporcional en el caso de razones irracionales estd pos-
tulada ('). Esta tendencia aritmetizadora estd, como deciamos, en
el espiritu del tiempo y la encontramos, por ejemplo, en el mismo
BoreLLI desde el principio del libro en cuanto acepta como intuitiva
la nocién de longitud de una linea y como definicion de la recta la de
tener, entre dos puntos cualesquiera, minima longitud; el ejemplo le
lleca en verdad de ARQUIMEDES; p-er6 los libros de ARQUIMEDES no
tenian miras elementales y didacticas. El tratado de geometria de
LEGENDRE (1? edicién 1794 - 12* 1823) que dominé en las escuelas du-
rante la maxima parte del siglo XIX, sigue los mismos conceptos.
Puede ser interesante reproducir algunas palabras escritas por Dz-

(*) En los comentarios de CLAVIO se aprende que la insercién de este axio-
ma dentro del sistema de EUCLIDES debe remontarse més o menos al mismo
tiempo de la propia introduccién de los Elementos en la cultura europea sin
que pueda establecerse el autor. Dice en efecto CLAVIO al concluir los eomen-
tarios a las Definiciones del libro V: « Unos intérpretes de EUCLIDES se sir-
ven en este libro y en otros, donde se trata de proporciones entre magnitudes,
de un cierto axioma que, ecomo lo expresamos a continuaciéon, hemos juzgado
no ser indatil. Ello es como sigue: Si cierta proporeién (razén) tiene una mag-
nitud con respecto a otra, e igual tendrd alguna otra magnitud con respecto
a cualquier 'otra magnitud propuestay. Igualmente se reencuentra enunciado el
axioma en las varias ediciones de un rehacimiento de EucLiDEs muy difundido
en el siglo XVIII, por TACQUET, hasta que se llega. con LEGENDRE a estimar
indtil enunciarlo, por considerarse la teoria de las proporciones exclusivamente
aritmética. ’
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LAMBRE en 1814 a propésito de una nueva ediciéon de las obras de
EvucrmEes (1) :

« Le mérite principal est dans la marche rigoureuse qu’il a
suivie dans toute ses démonstrations; on pourrait dire cependant
que cette méthode méme a trouvé plus de proneurs que d’imita-
teurs... Mais sans nous déclarer exclusivement les admirateurs
d’une maniére passée de mode, nous dirons que cette maniére a des
avantages précieux, en méme temps qu’elle a des inconvénients gra-
ves; qu’elle forme un langage aujourd’hui peu connu et qui mérite
de 1’8tre davantage;... On ne serait écouté de personne aujour-
d’hui (?) si 1’on proposait de commencer 1’étude des mathématiques
dans EucLIDE; mais on dira une chose vraie en assurant que tous
géométre fera trés-bien de lire une fois en sa vie EucLIDE en entier,
pour avoir une idéee nette de ce genre de démonstrations, et se
mettre en état de 1’employer dans 1’occasion.»

%

5.— Damos a continacién un resumen del conterido esercial
de la teoria de las proporciones segiin KEuUcLIDES, con algunos co-
mentarios,

(1) Rapport de MM. Delambre et Prony, sur une édition grecque, latine cf
francaise des quinze livres des Eléments et du livre des Dommées d’Euclide,
par M. Peyrard. Paris, le 21 février 1814. Esta relacién estd insertada al prin-
cipio de dicha edicién (Les Ouevres d’Euclide, en gree, en latin et en frangais,
d’aprés un  manuscrit trés-ancien qui  était  resté imcomnu  jusqu’d nos
jours, par F. PEYRARD - Paris 1814); ver pag. XXXV -XXXVI. — Es-
ta edicién es todavia una de las méas apreciadas y a eila se refieren prin-
cipalmente nuestras citaciones de EUCLIDES anteriores y siguientes que dames
en latin; la razén es que la traduccién es literal, casi interlineal, y por lo
tanto mas préxima al texto en tanto que no podemos usar el griego. Otra
edicién mas reciente y considerada de mayor autoridad, de la cual no dispo-
nemos directamente en la presente redaccién fué publicada por HEIBERG ¥y
MEeNGE (Teubmer - Leipzig - 1883-1896). Sobre esta otra edicién est4d redac-
tada la traduccién italiana en « Gli elementi d’Euclide e la critica antica ¢
moderna, editi da FEDERIGO ENRIQUES col concorso di diversi collaboratori,
(Bologna - ZANICHELLI - 1925-1936 - libros I a XIII) a la cual nos referiremos
también cuando se presentard el caso.

(2) EucLibEs — o mejor dicho el riguroso espiritu euclidiano — volvié de
moda, tal vez en modo pasajero, a final del mismo siglo XIX; 1y, posible-
blemente, le correspondié un periodo de brillo cientifico,
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Ya hemos recordado las definiciones euclidianas de razin (lo-
gos) (n. 3) y de proporciéon (analogia) (n. 2), y decimos que 'a
definicién de razén no significa en verdad nada o casi nada; sélo
dice que la palabra razén representa cierta idea primitiwa; nada
se puede concluir sobre una idea primitiva si no se la caracteriza
por medio de ciertos postulados. Estos postulados estan presentados
por EucLiDEs como « definiciones »; las més evidentes son las que
establecen relaciones entre razones (igualdad y desigualdad); la
igualdad es la proporeiéon que ya hemos recordado; la desigualdad
se define anédlogamente: « Cuando entre los equimiltiplos (de la
primera y tercera magnitud y de la segunda y cuarta) alguno es
tal que el de la primera sobrepasa al de la segunda mientras el de
la tercera nmo sobrepasa al de la cuarta, decimos que la razom de la
primera magnitud a la segunda es mayor que la razén de la ter-
cera a la cuarta». En simbolos, decimos que

A+—B>C-=D
cuando existen enteros m ,n tales que se realizan las desigualdades.
mA >nB , mC <anD ,

Pero EucLipES antepone otro postulado que caracteriza las mag-
nitudes para las cuales esté permitido hablar de razén:

«8Se dice que umas magmitudes tiemen razon entre si, cuando
cada una puede ser multiplicada en modo de superar cualquier
otra ». Es necesario notar que no se habla aqui de dos magnitudes,
sino indeterminadamente de « magnitudes» (), lo que hemos inten-
tado manifestar con el articulo wnas; debe entenderse por tanto,
todas las magnitudes de una clase de homogéneas, Es, este postulado,
el que se acostumbra llamar postulado de Arquimedes; pero que, se-
gun el mismo ArRQUIMEDES, debe remontarse a tiempo méas antiguo del
mismo EucrLmgs, atribuyéndolo a Eupoxio, contemporaneo de ARis-
TOTELES. Lias noticias que tenemos de Eupoxio son todas de segunda
mano, pero nos dicen que deriva de él la teoria de las proporciones
de EvucuipEs y el método de exhaustién. En cuanto a la forma exacta

(1) Rationem habere inter se magnitudines diecantur, quae possunt multipli-
catae sese superare. :
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del enunciado no podemos separar el mérito que pueda haber tenido
BucLes. Importa al contrario notar que, leyendo los comentarios
del Renacimiento, debemos concluir que aquellos ccmentaristas tal
vez no hubieran entendido su exacto sentido. Parece redescubrirlo
GALILEO al principio del quinto dia que anteriormente hemos recor-
dado; y precisamente, para explicar el descubrimiento, también él
se refiere a ArRQUIMEDES: « Superai finalmente la difficoltd quando,
nello studiare le maravigliose Spirali di ARCHIMEDE, incontrai nel
bel principio del libro una dimostrazione simile alla predetta del
nostro Autore ». Lo cual demuestra que mas influye sobre el pen-
samiento un ejemplo o una analogia que un preciso enunciado. Para
nuestros razonamientos futuros nos conviene reproducir el enunciado
de ArQuivmEDES; dice ARQUIMEDES en el tratado De lineis spirali-
DusREE

« Pero anteponemos, como ocurre em otras obras geométricas
aquellas cosas que tienen alguna utilidad para las demostraciones 5
Admito luego, como proposiciones establecidas, unas que ya se en-
cuentran en otros libros divulgados, es decir:

LEMA I. — El exceso de lineas desiguales y de espacios des-
iguales, del cual la mayor magnitud excede a la menor, aiadido
a st mismo repetidamente, puede exceder a cualquiera de las dos
cantidades que se quierem comparar entre ellas ».

Como se ve, ARQUiMEDES declara explicitamente que la propo-
sicion era adquirida al dominio de los geémetras; pero una dife-
rencia esencial con el enunciado de EucLDES estd en que éste habla
de magnitudes en general y pone el postulado como condicién para
que dentro de determinada clase de magnitudes homogéneas pueda
hablarse de razén; en vez ARQUIMEDES se refiere a determinadas
clases de magnitudes (longitudes y areas) y reconoce que a ellas
se aplica el postulado (). Desde el punto de vista redaccional

(1) Traduzco de la edicién latina: Archimedis Opera quae extant per Davide
Rivaltum a Flurantia - Parisiis 1615,

(2) En este sentido se justifica el nombre de postulado de ARQUIMEDES con
respecto a las teorias geométricas. (Ver a continuacién, N° 8). La denomina-
cién fué usada primeramente por O. STOLZ en la memoria Zur Geometrie der
Alten, insbesondere iiber cin Awiom des Archimedes (Math. Ann. 22 - 1883).
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podria observarse que el enunciado de ARQUIMEDES es menos com-
pleto que aquel de EucLipEs porque en lugar de referirse a todas
las magnitudes de una clase homogénea, se refiere a cierto exceso
de lineas desiguales, ete., vale decir que el enunciado estad preven-
tivamente preparado para cierta determinada aplicacién.

6. — Establecida la definicién de la proporcionalidéd o igual-
dad de razones, los problemas que se presentan consisten en mos-
trar: 1° que el cuarto proporcional respecto de tres magnitudes
dadas, en cuanto exista, es tnico; 2° que las relaciones de igual
y mayor definidas arriba para las razones realizan las propiedades
que por costumbre reconocemos a los signos = y > (en particular,
que si dos razones no son iguales, siempre una es mayor de la otra).
Evucripes resuelve estos problemas con la demostracién de las pro-
posiciones siguientes :

(Prop. VII). — Magnitudes iguales tienen la misma razén res-
pecto a una misma magnitud, y una dada magnitud tiene la misma
razén respecto a magnitudes iguales.

(Prop. VIII).— Dadas dos magnitudes desiguales, la mayor
tiene, respecto a una dada magnitud, razén mayor y una dada
magnitud tiene, respecto a la menor, razén mayor.

(Prop. IX).— Las magnitudes que tienen respecto a una mis-
ma magnitud la misma razén, son iguales entre ellas y las magni-
tudes respecto a las cuales una misma magnitud tiene la misma
razén, son iguales.

(Prop. X).— Si dos magnitudes tienen razones diferentes res-
pecto a una misma, la que tiene razén mayor es mayor; y si una
dada magnitud tiene razones diferentes respecto a otras dos, aque-
lla que corresponde a la razén mayor es menor.

La primera (VII)' es inmediatamente evidente, porque, si
A = B, se realizan conjuntamente las relaciones homdlogas en

md ZnC , mBZ aC .

Sea ahora 4 > B ; y sea C otra magnitud homogénea con las
anteriores; formamos D = A — B ; existe un namero entero m tal
que

mB>C , mD.>C;
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existe igualmente un ntmero entero n tal que
nC>mB , (n—1)C < mB .
Se tiene entonces

mA =m(B-+ D) =mB-+mD >mB-+C = nC,

es decir
md > nC > mB,

lo cual demuestra la prop. VIIIL.

Las proposiciones IX y X son las inversas de las anteriores
v siguen de ellas por una muy conocida proposicién de légica.
De la demostracion de la prop. VIII resulta incidentalmente que
la definicién de la razén mayor, en la cual se pedia solo que, siendo
el multiplo de la primera magnitud mayor que el miltiplo de la
segunda, fuese el equimiltiplo de la tercera < del correspondiente
multiplo de la cuarta, se puede ahora precisar pidiendo que en
lugar de < sea precisamente <, con lo cual se adquiere la com-
pleta simetria entre las relaciones > y <, aplicadas a las razones.

Las demas proposiciones del libro V de Euclides establecen las
conocidas propiedades de las proporciones, de inversion, compo-
nendo, dividendo, permutacién (en el caso de magnitudes todas
homogéneas), ete... Seria perder tiempo detenerse en considerarlas
separadamente ; el lector deseoso puede dirigirse a los textos citados.
Nos contentaremos con unos ejemplos y algunas observaciones.

(Prop XIV).—Si cuatro magnitudes homogéneas son propor-
cionales y la primera es mayor de la tercera, la segunda es mayor
de la cuarta; si iguales, iguales, si menor, menor.

En efecto, por la prop. VIII, de 4 > C sigue

A—+—B>C—+—B ;
luego, si A+~B=C-=1D ,
C+—D>C-=+B,

Y, por la prop. X, B> D .
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Analogamente para los demés casos.
Se sigue facilmente la permutabilidad de los términos medios
de una proporeiéon (prop, XVI); en efecto, se tiene primero (1)

A+-~B=mA+mB , C-=D=nC-+-nD ;
si pues A-B=C-=D ,
sigue mA +— mB = nC +—nD ,

por lo cual, aplicando la prop. XIV, se realizan en cada caso con-
juntamente las relaciones homologas

mAZaC , mB3Z aD .
Siendo m y m enteros arbitrarios, resulta la proporcién
A+~C=B-=+D

(Prop. XX).— Si dos magnitudes tienen respecto a una misma,
respectivamente, razones iguales a las de otras dos magnitudes a
una misma, la primera es mayor, igual o menor a la segunda segin
es la cuarta mayor, igual o menor a la quinta (*). En simbolos, si

A=-B=C—+D , E=~B=F-—=—D,
se realizan conjuntamente las relaciones homélogas
A sl T, Sl

En efecto, por la prop. VIII, se realizan conjuntamente las
relaciones homoélogas

AZE , A-BZE—+B ;

AV

(*) Observe el lector que en los pasajes siguientes muchas cosas admitimos
cuya demostracién resultari indudablemente féAcil imitando los demis razona-
mientos que expresamos mis completamente. EUCLIDES proporciona estas de-
mostraciones en las proposiciones intermedias que aqui no se exponen porque
no es objeto nuestro dar por completo la teoria euclidiana de las proposiciones,
sino sefialar la marcha fundamental del razonamiento.

(*) Hemos alterado un poco la traduccién de este enunciado para hacerlo un
poco mis rapido, en cuanto no interesa aci la versién literal.
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por lo tanto también

U Der=p
de donde, por la prop, X, sigue la tesis.

(Prop. XXII). — Si varias magnitudes tienen, respecto a una
misma, razones iguales a las de otras magnitudes en igual ntmero
respecto a una otra, las primeras magnitudes son ordenadamente
proporcionales a las otras. En simbolos, si las magnitudes 4, B,
C, D, E, F realizan la hipétesis de la prop. XX, sigue

A—-E=C—+—F .

En efecto, indicando con m ,n,p nimeros enteros cualesquie-
ra, de las proporciones de la hipdétesis siguen las otras:

.

mA +—nB =mC-=-nD | pE -+ nB=pF-+nD ;

por la XX, se realizan luego conjuntamente las relaciones homélogas
md z pE , mC Z pF ,

de donde la proporcién enunciada.

Es necesario detenerse un momento en admirar la elegancia y la
sencillez, juntas al rigor 16gico de estas deducciones de Eucnipes. La
prop. XX es solo una preparacién para la XXII. Pero esta, en cuan-
to para las magnitudes se admita una representacién numérica o seg-
mentaria (en cualquier caso una representacién sobre una tnica
clase de magnitudes homogéneas) resulta inmediatamente de la XVI,
porque, admitiendo que todas las magnitudes consideradas fuesen
homogéneas, la hipétesis de las prop. XX, XXII se escribe, por XVI,

A—-C=B+D , E-~F=B-+D .
luego
A+—-C=E-—+F ,

Y, nuevamente por XVI,

A+—E=C—=F .
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Teniendo que evitar la representacién numérica o equivalente,
resultaba necesario seguir un camino que entrara mas profunda-
mente en la esencia de la definicién,

No todas las demostraciones en las ediciones de los Elementos
que por razones bibliograficas, por derivar de manuscritos mas an-
tiguos, se consideran como mads autorizadas, satisfacen a estas con-
diciones de rigor, y lo que es mas singular se trata de irregularida-
des aisladas y discordantes de las proposiciones vecinas y facilmente
reducibles a la pureza del texto restante. La suposicién que se
trate de alteraciones — puesto que no se conoce algin texto con-
temporaneo de EUCLIDES — es mas que justificada. Por ejemplo la
redacecién aceptada como clsica de la demostracién de la proposicién
XVIII, la que enuncia la propiedad del « componendo », pide subrep-
ticiamente de admitir la existencia de la cuarta proporcional respec-

to de tres magnitudes dadas ('), mientras que esto puede evitarse

con solo imitar la demostracion de la proposicion anterior (prop.
XVII), que enuncia la propiedad del « dividendo ». Una observacién
semejante se debe hacer para la prop. V (que tratando solo de una
propiedad de miultiplos creemos inttil enunciar) -donde se hace una
divisién en partes iguales de una magnitud, mientras en todos los
deméas casos (ecomo anteriormente hemos visto) se procede tinica-
mente por multiplicacion,

7. — En el libro VI EvucLDEs trata la teoria de la proporeio-
nalidad de las magnitudes geométricas, (segmentos y sectores de
circulo). Esta teoria, basada esencialmente sobre el llamado teore-
ma de TuHALES (%) difiere solo en detalles secundarios de la que
es corriente en los tratados modernos de geometria elemental, si no
es propiamente en la demostracién de esta primera proposicién. En
los tratados modernos se demuestra en efecto, como lema prelimi-
nar, que segmentos iguales sobre una recta son proyectados para-
lelamente a una direceién fija sobre otra recta cualquiera en seg-
mentos iguales. Lia demostraciéon se consigue con la sola teoria de
la igualdad de los tridngulos y el teorema directo de THALES se

() Y ya anotamos que dicha existencia no estd afirmada en las postulacio-
nes de EUCLIDES.

(%) Nétese que toda la terminologia que atribuye nombres a los teoremas
es absolutamente moderna y fundada sobre bases muy poco seguras.
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sigue inmediatamente por la definicién de la proporcionalidad, Para
demostrar el teorema inverso hay que aplicar la unicidad de la
cuarta proporcional y luego el postulado de ARQUIMEDES.

EucLipEs se refiere a la equivalencia de los triangulos. Demues-
tra como lema preliminar que triangulos o paralelogramos de igual
altura son proporcionales a las bases, como directa aplicacion de
la definicién de proporcionalidad, en cuanto se sabe que tridngulos
(o paralelogramos) de igual altura, si son equivalentes, tienen tam-
bién igual base; y demuestra luego el teorema siguiente, en todo
equivalente al teorema de THALES:

Si en un triangulo se traza una recta paralela a uno de los
lados, ella corta proporcionalmente los demas lados; y si dos lados
de un triangulo estdn cortados proporcionalmente, la recta que une
a los puntos de division es paralela al tercer lado.

La demostracién de la primera parte se desarrolla como sigue:
Sea ABC el triangulo y DE paralela al lado BO (D y E internos
respectivamente a los lados AB, AC); unamos BE y CD y consi-
deremos los pares de tridngulos ADE , DEB y ADE, DEC. Por

el lema recordado,

A ADE :DEB = AD : DB
ADE :DEC = AE : EC
D = pero por ser paralelas BC y DE ,
DEB = DEC ;
B C  lueeo AD :DB = AE : EC.

Para la demostracién de la segunda parte, se razona inversa-
mente; de la hipétesis de la proporcionalidad entre los segmentos,
mediante las proporciones anteriores se concluye que

ADE : DEB = ADE :DEC .

EucLEes concluye que DEB = DEC y luego DE paralela a BC .
En el texto griego no se dice porqué de la tltima proporcién deba
seguir la igualdad (equivalencia) de los tridngulos; pero la prop. IX
del libro V ensefia que si una proporcién tiene los antecedentes
iguales, también los consecuentes son iguales. Esta proposicién de-
pende del postulado de ArQuimeDEs. Tanto en la teoria moderna
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como en la euclidiana se puede reducir a este Gnico punto la apli-
caciéon del postulado de ArRQUIMEDES en cuanto se refiere a la pro-
porcionalidad de los segmentos y la semejanza de los poligonos ().

Cuando encontramos demostraciones diferentes, no hay razén
a priori para preguntarnos porqué el autor haya adoptado una
determinada. Sin embargo, en el caso presente la pregunta esta jus-
tificada no solamente por la consideracién que el método hoy dia
mas en uso aparece mas elemental por apoyarse sobre el solo
fundamento geométrico de la teoria de la igualdad sin intervencién
de la nocién de equivalencia, y que tenemos otros ejemplos en los
cuales EucLipes ha dado la preferencia a un camino mas largo para
evitar el uso de conceptos méas adelantados; debemos notar ademas
que ese razonamiento mas elemental debia de presentarse natural-
mente al propio EucLipEs en cuanto, en el mismo libro VI encon-
tramos, para otro objeto, figuras que sugieren claramente las que
sirven para la demostracién del lema preliminar segin el camino
moderno (*). Nos parece justificada la hipétesis que la demostra-
cién elegida apareciera a EucLipes verdaderamente mas acabada.
Notamos en efecto que: 1° La nocién de equivalencia aparece en
la obra de EucLiDES como algo de primordial (3) siendo usada desde
el Libro I. 2° Eucuipgs, en la consideracién de la equivalencia de
los tridngulos, no hace caso del postulado de ArQUiMEDES, donde
nosotros vemos la necesidad (ver mas adelante n. 10), 3° Después
de haber enunciado en el libro V el postulado de ARQUIMEDES, no
como una reconocida propiedad general de las magnitudes, sino co-
mo una condicion para que ciertas magnitudes tengan razén, Eu-
CLIDES no enuncia explicitamente que esta condicién se eumpla para
los segmentos; y notamos arriba que, posiblemente, lo que debe re-

o

(1) Hay otros lugares en los libros siguientes de los Elementos de EUCLIDES,
en donde el postulado vuelve a ser necesario,

(2) Por ej., en la demostraciéon de la prop. IV del libro
VI (que afirma la proporcionalidad de los lados homélogos
en triingulos equifingulos) se presenta la figura de al lado, 4
cuyo parentesco con la que sirve para la demostracién del
lema resulta evidente, cuando tan solo los segmentos BC,
CE, alli arbitrarios, se hagan iguales. < = 5

(*) Se sabe que EucLIDES llama igualdad a la equivalencia y las figuras igua-
les, segin la igualdad geométrica, son, para él, iguales y semejantes, iguales
y de igual forma. i
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conocerse a ARQUIMIDES es esta explicita enuneciacién en forma de
admision.

Debemos concluir que hay aqui, en el procedimiento de EucLi-
DES, una verdadera laguna, debida probablemente a cierto caracter
de mayor intuicién que él juntara a la nocién de area, que lo llevara
a ser menos cuidadoso en los razonamientos con ella relacionados.
En este caso el camino elegido por EucLipEs se explicaria por el
deseo de reducir las postulaciones axiométicas.

Notese ademas que el método de EUCLIDES, en rigor, no se com-
pleta tampoco con admitir, como lo dijimos arriba, la unicidad de
la cuarta proporcional, para las areas (consideradas como magni-
tudes). Aun cuando, siguiendo €l razonamiento euclidiano, se haya
concluido que las areas de los triangulos DEB , DEC son iguales,
para deducir, con el mismo EUCLIDES y con todos sus comentaristas e
intérpretes, que las rectas DE , BC son paralelas, hay todavia que
salvar la distancia entre el concepto de area como magnitud y como
figura geométrica. Por todos se demuestra en efecto ese paralelismo
por reduceién al absurdo, en cuanto, de no realizarse, se llegaria a
la conclusion que un tridngulo puede ser equivalente a una parte
del mismo. Admitir que esa conclusién deba declararse absurda por
un hecho de intuicién no es laguna menor que aquellas anterior-
mente senaladas (ver n. 10) ().

(1) La duda que aqui se manifiesta consiste en lo siguiente: Al considerar
las 4reas como magnitudes, se admite sin mis que sumas de freas iguales son
iguales y que un Area es mayor que otra cuando es suma de ésta y de un
drea mas; pero ino podria ocurrir que componiendo varias Areas en orden di-
ferente se llegara a formar figuras contenidas una en la otra como parte?
La experiencia nos dice que no es; pero, si no se llega a demostrarlo, habra
por lo menos que enunciarlo como postulado. Lo cierto es que Ia demostracién
se consigue efectivamente, como veremos; pero ella estd condicionada al hecho
del preciso sentido geométrico que se da a la palabra « parte». En la teoria
de los conjuntos se demuestra que ya bastaria generalizar convenientemente la
nocién de la descomposicién de un area en partes para que el absurdo aludido
se realizara. (Ver por ej. F. HAUSDORFF - Bemerkung iber den Inhalt von Punkt-
mengen - Math. Annalen. Bd 79-1914).

Por cuanto se refiere propiamente a la geometria, pertenece a A.DE ZOLT
haber primero puesto de relieve esta laguna en todas las teorfas de la equiva-
lencia de hasta entonces, (Principii della eguaglianza di poligoni, preceduti da
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8. — Podemos encarar bajo otro punto de vista el deseo de
reducir las postulaciones que hemos atribuido a Eucrmes, El
preciso estudio ‘de la estructuracién del libro VI de EucLDES
(o, para quien no quiera referirse al texto euclidiano, tan solo un
examen somero de la teoria de la semejanza geométrica en cualquier
libro elemental) deja ver que la aplicacién a los segmentos de la
definiciéon general de la proporcionalidad por miultiplos (o por
miltiplos y submultiplos en las trataciones posteriores) tiene un
papel del todo secundario. Bastaria por ejemplo admitir que, exis-
tiendo una conveniente teoria preliminar de la equivalencia entre
tridngulos, a reparo de las criticas expresadas tltimamente acerca
de la teoria euclidiana, se aceptara como definicién de la proporcion
@ :b=c :d entre segmentos que « existen dos tridngulos de igual
altura y de bases @ y b tales que otros dos tridngulos respectiva-
mente equivalentes y de igual altura (diferente si es necesario de
la anterior) tienen por bases ¢ y, d». En este caso la demostracién
euclidiana del teorema inverso de THALEs resultaria innecesaria, y
podria « restituirse » sin alteraciones todo el sexto libro de EucrLipEs.

El inconveniente de un tal procedimiento esté precisamente en el
inciso ezistiendo una conveniente teoria preliminar de la equivalen-
cia entre triangulos; como hemos advertido,” nosotros tememos, con
la teoria de la equivalencia, escrupulos que no afectaban a Eucui-
DES; tales como la distineién entre equivalencia por sola suma (lla-
mando equivalentes dos polizonos cuando pueden componerse como

alcuni. cenni critici sulla teoria della equivalenza geometrica. Milano, 1881;
para la resoluciéon de la dificultad, remitimos a mas adelante (n. 10-11).

Agregamos todavia una observacién acerca del teorema de THALES.

En los comentarios (de M. T. ZAPELLONI) en la edicién italiana, por ENRI-
QUES, de los Elementos de EUCLIDES, se nota que la forma moderna de enunciar
y demostrar ese teorema se encuentra por primera vez en el Tratado de Geo-
metria Elemental de AmIor que sucedié al de LEGENDRE y compartié eon él la
preferencia en ‘as escuelas de Francia e Ttalia por mucha parte del siglo XIX

Ja 13* ed. francesa es de 1865; la primera italiana trad. por G. Novi— es
de 1868) y se admite que en ello haya influido una preferencia del A. hacia
los conceptos de la geometria proyectiva. Si, como no sabriamos interpretar
diferentemente, se ve esta influencia en el detalle de considerar la correspon-

dencia entre dos puntuales establecida por proyeceién paralela, merece notar
que el enunciado, en esta misma forma, ya se encuentra en los Eléments de
Géometrie de LEGENDRE. Por lo que dijimos, el mérito conceptual de la nueva
demostracién es mucho mayor.
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sumas de los mismos poligonos parciales, diferentemente ordenados)
o por suma y diferencia; y como el interrogante de si, segiin una
u otra definicién, no pudieran una parte de un poligono y el po-
ligono total resultar equivalentes.

Vamos a mostrar como es posible realizar, por otra via, el
programa propuesto de hacer la teoria de las proporciones entre
segmentos y de la semejanza de los poligonos independiente de la teo-
ria general de las proporciones y del postulado de ArRQUIMEDES ().

*

9. — Aceptamos la definicién euclidiana: Dos triangulos se dicen
semejantes cuando tienen los mismos dngulos (*) ; los dngulos igua-
les se dicen homdlogos; los lados y los vértices igualmente dispuestos
respecto a los dngulos homdlogos se dicen también homdlogos.

Diremos que cuatro segmentos ¢, b, ¢, d estan relacionados
por la proporeiéon

dazbi=tc d

cuando los pares a,c y b,d son los catetos de dos tridangulos rec-
tangulos semejantes, siendo catetos homdlogos a y b, ¢ y d. La
misma definicién se puede evidentemente enunciar también diciendo
que, st sobre dos rectas ortogonales OX | OY se llevan los segmentos
OA=a, OB=0b (sobre OX), OC=c, OD =d ( sobre OY) las
rectas AC y BD resultan paralelas.

Esta definicién significa luego tomar por definieién el propio teorema de
THALES aplicado a un par de rectas ortogonales y a segmentos a partir del

(*) El n. que sigue es la reproduccién de una breve Nota que publiqué en
1903 en un periédico matemético muy poco conocido (B. Levi: Teoria geo-
metrica delle proporzioni fra segmenti, indipendente dal postulato d’Archime-
de. Supplemento al Periodico di Matematica - Livorno, 1903). Pocos aiios antes
(1898) D. HiuBerr habia publicado en sus Grundlagen der Geometrie una pa-
recida, pero menos elemental.

(*) En verdad EvcrLibes (Libro VI, Def. I) define figuras rectilineas se-
mejantes; entonces se encuentra obligado a pedir, ademas de la igualdad de
los fdngulos, la proporcionalidad de los lados. Esto no es necesario cuando se
trata de tridingulos, porque cada triingulo estd determinado por sus angulos y
un lado. Y no hablar de proporcionalidad de los lados es necesario para noso-
tros, que todavia no la hemos definida.
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punto de interseccién; es importante motar que mno seria posible aceptar por
definicién el teorema de THALES en su forma general porque nada permite
por ahora afirmar que la condicién de proporcio-

nalidad no cambiaria al variar el 4ngulo de las y
dos rectas; la demostracién de esta invariancia F
es nuestro principal asunto (1).

D

A razén de la unicidad de la paralela
a una recta a partir de un punto dado, si- €
gue que uno cualquiera de los cuatro tér-
minos de una proporcion estd determinado 0 2 BSES ¥
en los otros tres.

Sigue también que la proporcién @ :b =c :d equivale a
bria=d:cyac:d=a:b , d:c=b:a.

TeEOREMA I. —Dea :b=c:dya:e=c:fsiguedb :e=d :f ;
porque si AC y BD son paralelas y AC, EF son paralelas, lo son
también BD y EF . ;

TroreMA IT (componendo). — St a :b =c :d, se sigue

a+b:a=c+d:c.

Y
£ En efecto, 1lévese sobre la recta OX los
segmentos
D. G
. OA=a , OB=AE =1
(a |
: y sobre la OY los segmentos
@G- BT B0 ek 0C=c¢c , OD=CF=4d .

Por la hipétesis las rectas AC, BD son paralelas. Tracemos por A
la paralela a OY , y por E la paralela a AC ,BD ; sea G el punto
de interseccién. El tridngulo AEG es igual a OBD ; luego
AG = 0D = CF y CAGF resulta un paralelégramo; es decir que la
recta GF es la misma EG paralela a AC .

(') Noétese que tratamos aqui de razonar exclusivamente en el plano. En el
caso de admitir el recurso a razonamientos en el espacio, la independencia
do la definicién de la proporcionalidad del dngulo entre las rectas, en el caso
de aceptar como definicién el propio teorema de THALES, resulta fAcilmente
al cortar un triedro por medio de planos paralelos.
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La misma demostracién se puede leer en orden invertido, con-
cluyendo que si a+b :a=c-+d :c, se sigue a :b =c :d, es de-
cir, si m>a, y m:a=mn:c, sigue que n>c y m—a :a4=
=mn—c :c¢ (dividendo).

TreorEMA II1. — St sobre los lados OX , OY de un dngulo recto,
los puntos M ,N y P, Q estin sobre una circunferencia, se tienen
las proporciones (*)

OM : 0P = 0Q : ON
OM :0Q = OP : ON

En efecto, por las propiedades de
los 4ngulos inseriptos en una circunfe-
rencia, se tienen las igualdades

N\ N\ GBS TN N\
0QM = ONP , OMP = OQN ;

luego los triangulos OQM y ONP y los tridngulos OMP , OQN son
semejantes, estando escritos ordenadamente los vértices homélogos.

Trorema IV. — Inversamente, si vale una de las anteriores pro-
porciones, los puntos M, N, P., Q estin sobre una circunferencia
y vale por consecuencia la otra proporcién. Porque, si los puntos
M, N, P, @ no estuvieran sobre una circunferencia, el cireculo por
MNP cortaria la OY en otro punto Q" y seria OM : OP = 0Q’ : ON ;
pero ya se observé que el cuarto proporcional respecto de tres seg-
mentos dados estd univocamente determinado, luego 0Q’ = 0Q, con-
tra la hipotesis (*). HEste teorema IV nos da en seguida que en una
proporcion entre segmentos, se pueden permutar los términos medios.

TEOREMA V., — Sia :b=c:d,e:f=c:d,siguea :b=c:f ;
basta en efecto permutar los medios en las proporciones de la hipéte-
sis y, después de aplicar el teor. I, permutar los medios nuevamente.

(*) Por precisién hay que observar que @’ esti sobre la misma semirrecta
OY sobre la cual estd P, porque, siendo MN una cuerda del circulo, O es
punto exterior.

(*) En la figura leer P en lugar de E.



— 133 —
TeorREMA VI.— 8¢ @ :b=c¢:d, e:f=c:d, sigue
a-te:bh+f=rc:d.

Basta en efecto aplicar el componendo o el dividendo a la propor-
cion @ : b = e : f y aplicar nuevamente el teorema anterior.

TeorEMA VII. — En triangulos semejantes dos lados homdélogos
y las alturas correspondientes forman wna proporcién. Supongamos
en efecto, para fijar las ideas, que las alturas sean interiores a los
triangulos; dividen los dos tridngulos en dos pares de tridngulos
rectangulos semejantes (por igualdad de dngulos) ; se sigue que los
segmentos en que los lados estdn cortados son proporcionales a las
alturas; basta pues aplicar el teorema anterior.

En el caso de que las alturas fuesen externas a los triangulos
basta razonar por diferencia de segmentos, en vez que por suma.

TeorREMA VIII (el llamado de THALES). — St los lados OX , 0Y
de un dngulo cualquiera son cortados por dos rectas paralelas res-
~ pectivamente en los puntos A y B, C y D, wale la proporcion:

04 :0C=0B :0D. x

En efecto los tridngulos OAB,
OCD son semejantes (igualdad de
angulos). Tracemos las alturas
AE | CF ; por el teorema anterior
tenemos

1
i ‘\
OB :0D = AE :CF. 0] E A BF cEEDEY

Por otra parte, sea sobre 0Y, 04’=0A, OC" = 0C ; los
tridngulos 0AA4’, OCC’, isésceles y con el mismo 4ngulo en el
vértice, son semejantes y todavia AE y CF son sus alturas; luego

04’ .00’ = AE :CF .

Por el teorema V y sustituyendo a OA’, OC’ sus iguales 04,
OC , se obtiene la tesis.

El teorema inverso de THALES sigue inmediatamente por la
unicidad de la cuarta proporcional.
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Queda al lector averiguar que con lo dicho toda la teoria de
la semejanza geométrica puede seguir, aplicando solamente las mo-
ciones de la igualdad y sin apelar mayormente a la teoria general
de las proporciones.

10. — Concluimos con algunas observaciones sobre la teoria de
la equivalencia de los poligonos. El teorema fundamental es el que
afirma que tridngulos (o paralelogramos) de igual base e igual
altura son equivalentes.

Cuando se define la equivalencia exclusivamente por suma, la
demostracion se desarrolla en la manera siguiente: Si dos paralelé-
gramos tienen un lado comin y el lado opuesto con un punto comin
(a lo menos) tienen una parte (trapecio o triangulo) comtn; las par-
tes no comunes son dos triangulos iguales. Luego los dos parale-
logramos son equivalentes.

A 8

Si dos paralelégramos tienen un lado comin y cada uno el
lado opuesto sobre una misma recta paralela a dicho lado, st se
admite el postulado de ArRQUIMEDES, se puede intercalar entre los
dos una sucesién de paralelégramos, todos con el mismo lado comun
y los lados opuestos por lo menos con un punto comin para cada
dos paralelogramos sucesivos. Se agrega que, si dos poligonos son
equivalentes (por suma) cada uno a un mismo tercero, las dos
descomposiciones a las cuales estd sujeto este tercero para averiguar
las dos equivalencias, se superponen determinando una descomposi-
cién en partes menores las cuales, convenientemente ordenadas, for-
man los dos primeros. Resulta que los sucesivos paralelégramos son
todos equivalentes y por tanto son equivalentes los paralelégramos
dados, respectivamente, primero y tultimo de la sucesion.

Como ya hemos sefialado, EUCLIDES no sigue este camino, sino
que dice: el paralelégramo ABDC se obtiene de la figura ABFC
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sustrayéndole el triangulo BDF ; el paralelégramo ABFE se obtie-
ne de la misma figura ABFC sustrayéndole el triangulo AEC ;
pero los dos-triangulos son iguales, luego ete.

Con esta demostracién se evita completamente el postulado de
ARQUIMEDES, pero se viene a admitir dos definiciones de la equi-
valencia, por suma y por diferencia. El inconveniente no es exclu-
sivo para la demostracion euclidiana, en cuanto él ya existe en la
simple definicién por suma, por no estar demostrado que dos po-
ligonos que resulten equivalentes por cierta determinada regla de
descomposicion no puedan resultar no-equivalentes siguiendo otro
procedimiento de divisién en partes.

La anterior teoria nos permite resolver ambas cuestiones; la
solucién es favorable, como se podia esperar, a la consistencia de la
nocién de area y al concepto euclidiano de la independencia de
esa nocion del postulado de ArRQUIMEDES. Pero el razonamiento que
va a llevarnos a esa conclusién es una prueba mas de que el pro-
blema existia y merecia ser considerado (1).

Si en un tridngulo se trazan dos al-
turas, los tridngulos rectangulos que ellas
forman con las bases correspondientes son
semejantes; se sigue que, indicando con b ba
a,b estos dos lados y con hg, hy las co-
rrespondientes alturas, vale la proporeién

aib — hp ol a

Fijamos una vez para siempre un segmento % . Dado un trian-
gulo cualquiera del cual un lado y la altura correspondiente sean
a 'y hq, construyamos el segmento s tal que

6 :u=3S8:hg.

- (') Salvo variantes insignificantes, que hacen sin embargo méas ligera la
exposicién, lo que vamos a deeir reproduce las ideas de G. VERONESE (Dimos-
trazione della proposizione fondamentale dell’equivalenza delle figure. Atti del
R. Istituto Veneto, 1894-95), y de D. HiLsERT (Grundlagen der Geometrie,
1899). Mas 0 menos en el mismo tiempo de la demostracién de VERONESE
aparecieron otras en Alemania (SCHUR, 1892; RAUSENBERER, 1893); en Fran-
cia (GERARD, 1895); en Italia (LaAzzeri, 1895). El principio fundamental es
siempre el mismo, variando los particulares de la realizacién. Véase por ej.
también una Nota al final del T. I del tratado de Geometria elemental de
HApAMARD (1903).
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Por el teorema I del n. 9, si b y &y son otro lado y la altura
correspondiente del mismo tridngulo, tendremos también

b:u=s:hy.

Se sigue que el segmento s est4d determinado en cuanto esta
dado el triangulo, no dependiendo del lado que se elige para deter-
minar la proporcion ; el segmento s podra llamarse drea del tridngulo.

Dividiendo el lado @ en la suma de dos segmentos: @ = m -+ n
y uniendo el punto de divisién con el vértice opuesto, el tridngulo
se divide en dos, con la misma altura h, ; llamando s; y s» sus
areas, se tiene

MWW =81 : g, NS S5l ;

luego por el teorema VI y IV,
@ :u=81+ 85 :hg,
de donde s1Fsa=s.

Coneluimos que, st un tridngulo se divide en partes por medio
de rectas que pasen por un vértice, la suma de las dreas de las par-
tes es 1gual al drea del tridngulo total.

Como aplicacién de esta observacién vamos a demostrar que si
en cualquier modo un triangulo se diwide en partes triangulares,
la suma de las dreas de las partes iguala al drea del triangulo. Una-
mos en efecto un vértice del tridngulo con todos los vértices de
los triangulos de la descomposicion (1) ;
estas rectas determinan una division del
tridngulo dado en partes triangulares ana-
logas a las consideradas arriba. El area del
tridngulo es igual a la suma de las areas
de estas partes.

Dentro de cada una de estas partes trian-
gulares, los lados de los tridngulos de la
descomposiciéon dada determinan una divi-
sion en cuadrangulos (eventualmente trian-

(1) En la figura estin representados solamente dos tridngulos de la supuesta
descomposicién, con el objeto de aclarar los casos que la construecién puede
presentar,
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gulos) cuyos vértices estdn todos sobre los dos lados constituidos
por las transversales. :

Por otra parte, para cada uno de los tridngulos de la descom-
posicién dada existe entre las transversales trazadas una que pasa
por un vértice dividiendo en dos dicho tridngulo; igualmente el
area del tridngulo resulta igual a la suma de las 4reas de estas dos
partes triangulares. Entre las demés transversales podri haber al-
gunas que entran dentro de uno u otro de los dos tridngulos par-
ciales, y estas lo dividen en partes cuadrangulares (eventualmente
triangulares) cuyos vértices estdn todos sobre los dos lados que no
pertenecen a dicha primera transversal.

Tanto por la consideracién de la descomposicién del tridngulo
principal, como por la consideracién de la descomposicion de los
tridngulos parciales, estamos pues conducidos a figuras como las
siguientes :

Estas muestran dos posibilidades: o bien el lado opuesto al
vértice O pertenece a un triangulo de la subdivisién, o bien per-
tenece a un cuadrangulo; pero, en este caso bastard trazar una
(cualquiera) de las diagonales de ese cuadrangulo para reducirse
al caso anterior. Separando aquel tridngulo, viene a descomponerse
la figura en dos tridngulos y, por la proposicion antes demostrada,
su area es la suma de las areas de estos dos. Aquel que contiene
el vértice O puede todavia presentarse dividido por transversales,
pero presentando exactamente la misma disposicién anterior y podréa

luego separarsele un nuevo triangulo, y asi siguiendo hasta haber
considerado todas las transversales,

La construccion lleva pues a una descomposicién del triangulo
propuesto en cierto niimero de triangulos menores, los cuales, con-
venientemente agrupados constituyen los tridngulos de la descom-
posicién dada y en cada caso, la suma de las areas de los tridngulos
componentes produce el area del triangulo compuesto. De aqui
resulta la proposiciéon enunciada.

Sea dado ahora un poligono cualquiera; siempre puede pen-
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sarselo descompuesto en tridngulos; la proposicion demostrada nos
da que de cualquier modo se haga esta descomposicion, la suma de
las areas de los triangulos componentes tiene siempre el mismo valor.
Basta observar que sobreponiendo dos distintas descomposiciones se
obtiene una divisién del poligono dado en partes que, diferentemente
agrupadas, constituyen las partes de la primera y de la segunda
descomposicion. La tltima divisién puede siempre suponerse com-
puesta por triangulos, bastando, cuando haga falta, subdividir los
poligonos que la componen por medio de diagonales. Tanto el area
del poligono total, como las areas de sus partes se formaran entonces
como sumas de las areas de estos tltimos tridngulos (*).

Estd por tanto justificada la definicién siguiente: lUamamos
drea de un poligono la suma de las dreas de um cualquier sistema
“de tridangulos en que el poligono esté descompuesto. Esta area es
independiente del modo de la descomposicion. Si un poligono se
descompone de un modo cualquiera en poligonos, sw drea es igual
a la suma de las dreas de los poligonos parciales. Por consiguiente
también si un poligono se obtiene sustrayendo de otro poligono algu-
na parte poligonal, el area del primer poligono es la diferencia entre
la del poligono total y el area de las partes suprimidas.

(*) Como aclaracién, queremos ir en contra a una observacién que el lector
podria proponer; esto es que la critica de DE ZorT recordada al final del n. 7
Y que, con la demostracién anterior hemos dicho de descartar, solo parece
haberse desplazado de las dArcas a los segmentos. Asi es efectivamente; pero,
para los segmentos admitimos como uno de los postulados fundamentales de la
geometria que la suma goza de la propiedad conmutativa y asociativa. Este
postulado puede enunciarse de varios modos; por ej., admitiendo como idea
primitiva la de los dos sentidos de un segmento, se enuncia frecuentemente
que un segmento, cuando se lo considera en un sentido, es igual al mismo con-
siderado en el sentido opuesto; se pueden entonces deducir por demostraciéon
las aludidas propiedades de la suma. En los 10 afios entre la observaciéon de
DE Zour y las demostraciones de SCHUR y VERONESE se admitié andlogamente,
para la suma de las Areas un postulado de DE ZoLT (segin otros de STOLZ)
que se admite todavia casi siempre en los tratados elementales, por sencillez
didiietica. La demostracion reduce pues el postulado de DE ZoLT a otro que,
por otras razomes, ya se habia admitido (y esto solo ya es una ventaja); y
lo mas importante es que el grado ‘de intuicién para la permutabilidad de ios
segmentos sobre la recta es mucho mayor que tratindose del desplazamiento y
composicién de figuras sobre el plano.
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Tiene ahora sentido tomar como definicion de la equivalencia
de los poligonos: Llamamos equivalentes dos poligonos cuando
tienen la misma drea. De lo dicho resulta que poligonos que sean
sumas o restas de poligonos equivalentes son equivalentes, En par-
ticular poligonos que se obtengam por reunién y substraccion de
poligonos iguales son equivalentes.

Ademas, si dos poligonos son equivalentes, nunca. podra acon-
tecer que por medio de una sucesién de operaciones de descompo-
sicibn en partes, desplazamiento de estas, adjuncién de otros ‘po-
ligonos y sustraccién de los mismos, partiende de uno de ellos se
llegue a construir un nuevo poligono contenido como parte en el
otro. Se contesta asi en modo definitivo y con la negativa a la
pregunta si, dando a la equivalencia el sentido ordinario de la geo-
metria elemental (por suma o por suma y resta) pueda un poligono
resultar equivalente a una parte del mismo.

11. — Vamos a demostrar que reciprocamente, si dos poligonos
son equivalentes en el sentido de temer la misma drea, se puede de-
termimar une sucesion de un mumero fimito de operaciones consis-
tentes en descomposicion en partes, adjuncion de poligonos y sustrac-
cién de los mismos, reunion, la cual lleva de uno al otro poligono.

Notamos en efecto primero que un tridngulo dado se transforma,
por medio de una sucesién de dichas operaciones en otro de altura
fija w (y, necesariamente, la base correspondiente igual al area).
Con una segunda operacién anéloga se obtiene que un angulo de
la base sea uno asignado como se ve inmediatamente en las figuras
siguientes :

Si ahora consideramos un poligono cualquiera, descompoéngaselo
en tridngulos; por medio de las operaciones indicadas, estos tridn-
gulos se transforman en otros de altura constante w y con &ngulos
de la base elegidos en modo de poderlos reunir en un tridngulo
Gnico de la misma altura w ; la base de este tridngulo sera el area
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misma del poligono, Si son dados dos poligonos equivalentes por
tener, segtin la definicién dada, igual &rea, se podran luego dispo-
ner las cosas en modo que los dos tridngulos obtenidos con esta
construceiéon sean iguales. Para realizar la proposicion enunciada
bastara, partiendo de uno de los poligonos llegar hasta el tridngulo
correspondiente y luego recorrer en orden inverso las operaciones
de la otra transformacion.

Teniendo presente que, en el caso de que los segmentos realicen
el postulado de ArQUimMEDES, la construceién recordada en el n. 10
asegura que paralelogramos (y por consecuencia tridngulos) (') equi-
valentes de igual base se transforman uno en otro por sola descom-
posicién en partes (equivalencia por suma) resulta también de la
anterior demostracién que entonces poligonos equivalentes cuales-
quiera son equivalentes por sola suma.

Al contrario, al no realizarse para los segmentos el postulado
de ArQUiMEDES, es posible mostrar que poligonos (y tan solo pa-
ralelégramos) pueden tener igual 4rea sin ser equivalentes por sola
suma, No seria conveniente entrar aqui en tales particulares ().

12. — Concluiremos con una observacién de cardcter didactico.

El procedimiento consistente en hacer corresponder a cada po-
ligono un segmento-area atin antes de haber acabado una teoria
de la equivalencia geométrica podria hacer pensar en una forma
de exposiciéon de la teoria de la equivalencia que en la sustancia
es la' misma adoptada por LEGENDRE y que parece hoy encontrar
nuevamente algfin favor. Aldmitiendo la aritmética como anterior
a la geometria, se postule que a cada poligono corresponda un
niimero y se postulan las propiedades de esa correspondencia.
(En verdad LEGENDRE es mis sincero y mas rapido y no postula
nada confiando para todo en una seudo-intuicién). Contra esta
costumbre cabe notar que el mismo hecho de que aquella corres-
pondencia se establezea con una determinada construccién e implique

(1) Recuérdese que un triingulo se transforma en paralelogramo de altura
mitad eon un simple transporte del tridingulo cortado en él por la recta que
une los puntos medios de los lados. g

(2) Ver por ej. los citados Grundlagen der Geometrie (Fundamentos de la
Geometria) de HILBERT: citamos la primera edicién de 1899; recordamos, por
comodidad del lector, que ademis de esta primera edicién, otras siete hizo el
autor, y el libro fué traducido en varios idiomas.
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una demostracién de invariancia indica la inconveniencia del pro-
cedimiento, porque indica que las postulaciones podrian ser con-
tradictorias, si no alcanzara dicha construccién y dicha demostracién.
La razén es atin mas profunda; como hemos notado, los niimeros
reales constituyen un continuo lineal, idéntico en substancia con
la propia recta o, si se quiere ser méas preciso, con la abstracecién
de cierto grupo de propiedades axioméaticas de la recta. Si uno
quisiera aplicar a las areas un procedimiento anilogo tendria que
encontrarse delante de una nueva concepcién que nada aseguraria
a priori que fuese idéntica a la de los ntimeros reales.

El procedimiento de definir la equivalencia por propiedades
geométricas de composicion y de descomposicién plantea el problema
de asegurar que un poligono no puede resultar equivalente a una
parte suya; la cosa es cierta, como resulta de los desarrollos de los
nos. 10-11, pero la demostracion se considera ordinariamente dema-
siado escondida para que sea didicticamente conveniente, Creemos
que, cuando la mateméatica no esté en condicién de resolver los proble-
mas, ya hace mucho en proponerlos; siempre habra ventaja sobre
el engafio de la falsa intuicién.

B. Levr
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