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SOBRE LAS
MEDIAS ARITMETICO - GEOMETRICAS
DE GAUSS

POR

J. V. USPENSKY

1.-En tiempos ya bastante lejanos de nuestra época y pre-
cisamente entre 1795 y 1801 el gran matemaético aleméan Gauss,
saliendo de un algoritmo simple y muy natural, desarrollé una
extensa teoria que liga dicho algoritmo con las funciones elip-
ticas y modulares descubiertas por el mismo Gauss casi en el
mismo tiempo, adelantindose asi en muchas décadas al desarro-
llo histérico de la ciencia matematica. Mas, lo que puede pare-
cernos muy curioso a nosotros acostumbrados a la publicacion
ripida tan comln en nuestros tiempos, Gauss nada hizo co-
nocer de sus hondas indagaciones, tanto sobre funciones elipti-
cas como sobre el algoritmo de las medias aritmético-geométricas
y funciones modulares, fuera de la aplicacion de dichas medias
al céalculo aproximado de las integrales elipticas, argumento que
no habia sido desconocido antes a Lagrange y a Legendre. Todo
lo que nos queda de las investigaciones de Gauss sobre las me-
dias aritmético-geométricas son fragmentos contenidos en sus
papeles péstumos, algunos bastante largos y con deduccién com-
pleta, otros noticias cortas con enunciaciéon de resultados, pero
sin indicacién de la via que pudiera conducir a ellos. Que las-
tima! Y cudnto habria adelantado la ciencia matematica si Gauss
hubijera publicado sus investigaciones sin demora, y cuanto nos-
otros, sus descendientes y admiradores, gozariamos de su pro-
pia exposici6on maestra!

No podemos adivinar porqué Gauss dejé de publicar des-
cubrimientos tan importantes y lo tnico que podemos sospechar
es que él mismo veia claramente la vinculacion de lo que era



conocido con cosas muchos mas importantes que él deseaba acla-
rar para si mismo. Tal fué su costumbre también en otras oca-
siones. En su carta a Laplace de fecha enero 30 de 1812, Gauss
dice: «J’ai dans mes papiers beaucoup de choses dont peut-étre
je pourrai perdre la priorité de la publication: mais soit, j'aime
mieux de faire murir les choses». A pesar de que nos falta la
completa exposicion, es posible con la ayuda de los fragmentos
que se hallan en los papeles de Gauss, desarrollar una teoria
méas o menos completa de las medias aritmético-geométricas, lo
que serd el objeto del presente estudio.

No reclamamos nada para nosotros y lo tnico que deseamos
es presentar, siguiendo fielmente a Gauss y supliendo lo que
hace falta en sus apuntes, una teoria no muy conocida, atil y
hermosisima, a los jovenes matematicos de los paises hispano-
americanos para que vean que verdaderas joyas han salido de
las manos de los clasicos y cuanto ellas contrastan con cosas
estériles tan en boga en nuestros tiempos.

La presente memoria estd dividida en tres partes. En la
primera trataremos de las medias aritmético-geométricas sélo
para numeros reales positivos, luego en la segunda considerare-
mos el mismo algoritmo para los ntimeros complejos y en la
lercera veremos la relacion que tiene este algoritmo con las fun-
ciones modulares.

Hay que advertir que en.la literatura existen exposiciones
semejantes. Ver por ejemplo una memoria de von David (1)
donde el lector hallara otras referencias. Pero creemos que nues-
tra exposicion es mas conforme al espiritu de los fragmentos
dejados por Gauss.

PARTE PRIMERA

2.-Sean a y b dos ntmeros positivos. Tomando sus 1ne-
dias aritmética y geométrica

ik s
alz%é ;10by = tab

() L. voN DAvID. Arithmetisch-geometrische Mittel und Modulfunktionen
Journ. fiir die reine und angewandte Mathematik, 159 (1928), p. 154-170.



tendremos otros dos nimeros positivos a; y b,. Luego, tomando
medias aritmética y geométrica de a; y by

=l e
2o S b2:V‘11 by,

tendremos un nuevo par de numeros positivos a, y b, y conti-
nuando asi indefinidamente formaremos dos sucesiones de ni-
meros positivos

iy d, .. (1)
B 03, 05, .. (2)

los términos de las cuales obedecen a la ley general

an+bn

2

Unqy = s bm.l:]/an bn. (3)

Como el algoritmo es simétrico respecto a los ndimeros
a y b podemos, sin restriccion alguna de la generalidad, supo-
ner a=b. Entonces las sucesiones (1) y (2) serin decreciente
y creciente respectivamente y tendremos ademés a,=>b, En
efecto, de (3) sigue inmediatamente

Aty — bniy =

e o ()

de modo que apy;=0b,,,; cualquiera que sea n. Ademéas

b, e
a.—a— ——é~§ Grl e — b= (V ) V b,) i/b,, =0,

que demuestra lo enunciado. De (4) se deduce

frays (an— bn)? <an—bn an—bn, _an—bp
oL TR SRV TR S S e

Uoesie

de donde concluimos que

a _bn/\a;b

n 2n
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y asi la diferencia a,—b, tiende a cero al crecer n indefini-
damente. Se sigue que las sucesiones (1) y (2) tienden al mis-
mo limite al cual llamamos la media aritmético-geométrica de
a y b; la designaremos coun el signo M(a,b) de manera que

M(a,b)=lima,=1lim b, (n—x).
De la definicion misma se percibe inmediatamente que
1o M(b,a)=M(a,b) .
20 M(\a,\b)=X\M(a,b)
cualquiera que sea el ntmero positivo \. =
80 - M(a,b)=M(asby=M(as, bs)=¢..
4° ap>M(a,b)>b,.

Esta tltima desigualdad nos permite juzgar con qué apro-
ximacién podemos calcular M(a,b) deteniéndonos en los térmi-
nos a, y bn.

Conviene introducir también las cantidades auxiliares po-
sitivas ¢, ¢y, ¢y, poniendo en general

PP ] o
c.2=a2—b,2.

De las férmulas (3) resulta

i an_y—bn_4
A 2
para n=1 y como
ot an_1+bn_.1
R 2 3
tendremos
4 ap Cn — Cn_12, (5)

donde se ve que la convergencia del algoritmo es rapidisima a
menos que la razén b:a sea demasiado pequefia. Sean por
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ejemplo a=10, b=1. Entonces ayudindonos de la maquina
para calcular hallamos con muy poca labor reteniendo sélo
doce cifras decimales

a,=55 b, = 3,162277660168

a,=4,331138830084 b, =4,170434885108

a,=4,250786857596 b, —4,250027349232

a,=4,250407103414 b, =4,250407086449
a5 =4,250407094932 = b,

Por lo tanto el valor a\proximado de M(10,1) con doce ci-
fras decimales es

M (10, 1) =4,25040709432.

Para las cantidades ¢y, ¢y, €5, ... que necesitaremos a conti-
nuacién encontramos los valores siguientes

Cl — 4,5

¢, =1,168861169916
¢; =0,080351972488
¢, = 0,000379754182
¢5—0,000000008482.

3. - Considerando @ y b come variables positivas su media
aritmético-geométrica M(a,b) serd una funcién definida para
valores positivos de a y b. Pero podemos extender la defini-
ci6n al caso en que una u oltra variable (o ambas) toman el
valor cero. En efecto en caso que 6=0 hallamos inmediata-
mente

y por consiguiente

M(a,0) = M(0,a) =0.

Asi la funciéon M(a,b) puede considerarse definida para
todos los a=0, b=0. Sean a y b acotadas superiormente por



un namero positivo p. Entonces de las desigualdades del pa-
rrafo precedente sigue que

|a, —M(a, b)! <%, by — M(a, b)|<~g;,

donde se ve que a, y ba tienden uniformemente al limite M (a, b)
en tanto que 0=a<<p,0=b<p, y, como a, y b, para un valor
dado de n son funciones continuas de a y b, ser& M (a,b) vna
funcién continua de a y b en el dominio de su definicién. Si-
guiendo a Gauss vamos a demosirar que ella es también dife-
renciable.

En tanto que @ y b sean positivos seran a, y bn eviden-
temente diferenciables cualquiera que sea n. Tomando diferen-
ciales logaritmicas de ambos miembros, de las relaciones

an+bn

an+1 = '—_2 )

bn‘H, = ]/(}’n bn

resulta

dan_H Ly dan+dbn dbn_H _l(% o dbn)

iy Dt coc v a0 i L SN
de donde, poniendo por brevedad,
da, = dby, day® db;
T D AT G n’ 774___4—:971,5
an bn an br
resulta
ap—Qniq
e 6
Gty Dty (6)
frnia=Jn+ gnts- (7)

Tomando en (6) sucesivamente n=0,1,2, ..., se deduce fa-
cilmente

gn::kniﬁ_
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otro nimero positivo cualquiera tenemos

log a, — (log a,), :and—a y

a
o

Aqui al crecer n indefinidamente el primer miembro tien-
de al limite

log M(a,b) —log M(a..b)

mientras el segundo miembro, dado que P, tiende uniforme-
mente a P, tiene por limite

fre
a

de modo que

log M(a, b) —log M(ag, b)= f P%.

Como la derivada respecto la variable a de la integral del se-
gundo miembro existe y vale P:a, la derivada de log M(a,b)
existird también y valdra

dlogM(ab) P
da it §

De la misma manera se halla

dlogM(ab) Q
0b Ty

y por fin

~dM(a,b) da db ;
e P T ©)

Las series que expresan P y Q pueden presentarse bajo
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una forma mis sencilla. Como

g ghaa bl L ufa bR 4 Cit1?

il s : :
Qg d o ac—b= ¢

resulta para k, una expresion muy sencilla

022 an Cn2
Itn:4 .*,..7_:411
02 Cyat N Oty 2 c?

y por lo tanto tendremos las series elegantes y de convergencia
rapidisima

1
(10)
)—- c2—2c —4c,2—8cg2—...
1 3

pero podemos hacer uso de ellas sélo cuando a=/=b.

4.-Llegamos al punto capital de la teoria: a la deduc-
cién de la ecuacion diferencial de segundo orden cuyas soluciones
dependen de las medias aritmético-geométricas.

El procedimiento de Gauss para establecer esta ecuacion
es algo complicado pero ingeniosisimo. Aprovechando la ex-
presién simplificada para k, tenemos

Cn2

gn=2" 90

c?
o bien

day, _dbn i cn? (da db)

an bn e R
lo que se escribe también asi
i anl. ¢k a
dlog — =—dlog—=A
2nep? o8 bn 2 08 b

Siendo
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la suma de (14) y (15) y teniendo en cuenta que
b,?.k12:an b",
hallamos
&

1 it
) i dlog b, dlog =g d (Kdlog [ cn).

Pero como (ver (5), § 2)
cn?=40a,4 Cpy
tenemos

| 1 ,
dloge¢,= 3 dlogap, + = dlog cp1q

lo que, sustituido en la expresion precedente de D, y teniendo
en cuenta (15), (16) donde n se cambia en n+1, nos dard

Dp= Dn-l-l-

De tal manera logramos en fin la ecuacion

—Al\—dlogandlogbn—% d (i—dloganbn ) =

=t

d (i dlog ab) SHESLA )

:%dlogadlogb— N

2
Hasta este punto el rezonamiento era puramente formal.
Ahora supongamos que a, y b, sean funciones positivas de

una variable z y que no se verifique a=2>b para ningln valor
de = que consideramos. Supongamos también que

dz

il a

no se anula. Entonces integrando (17) entre los limites z, y 2,
siendo x, un numero fijo, se encuentra
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delogandlogbndx__l_ dlog anbn 1(leogcilz)0:

dx 2 dx 2 dz
5 dloga dlogh dlogab 1 ,  dlogab
_fQ dx _m i ?O dz {"2_(“_(*117 )0°
%o

Por lo que ha sido demostrado en el péarrafo 3,

dlogan Pn da Qn db

dx a dz ' b dz

tiende al limite

P da 0 d dlog M(a,b)
ade b d dx
uniformemente en x y lo mismo vale para

dlog by
dz

de modo que tendremos en el limite

F dlog M(a,b), > dlog M(a,b) dlog M(a,b)
fQ(—dw—) chinl dz +(Q' dx )0:

%0

2 dx

: dloga dlogb 1 jdlogab 1, dlogab .
— diz=t-L10) ) 3
fO dz dz % 2 dx +2 ( )0

Ahora basta tomar la derivada con respecto a x para ha-
llar la ecuacién diferencial

dlogM(‘a,b‘))2_i

dlog M(a.b)
Q ( dz d:c(Q tdac e

_Odloga dlogbd 1 d( dlogab

2 dx “dx

dx dx 2udx ) Tk
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la que se reduce a la ecuacion lineal

Q %-%.Q’%—A =01
poniendo
1
= M(ab)

Sea primero a=1, b=2 y supongamos 0<zx<1. En-
tonces

Q=—z(1—2?), A=—x
de modo que

bl
T M(1z)

55

es una solucién particular de la ecuacion lineal
s VB el
(w—;c?)}aﬁ—{—(l—sﬁ)E——a‘p:O. (18)

Sea después a=1+4x, b=1—2z siendo 0<xr<l. En-
tonces
Q=22 1%y A=20
y la funcion
1

T T T B

satisface la misma ecuacion (18). Por cuanto ey =1,
M(1,0)=0 las dos soluciones

1 1
M(14z,1—x) M(1,x)

no pueden ser proporcionales; por tanto son independiente y
cualquier otra solucién continua en el intervalo 0 <z <<1 sera
de la forma






M4z, 1—x) M(1,j1—2®) 2
1.3,° 185"
+ (50

que tiene lugar para —1<xz<1. Por la importancia que tic-
ne este desarrollo daremos una segunda deduccion, o mas bien
una verificacién también debida a Gauss.

Consideremos la funcién

2
=1 L
j

s (o (o (-

definida por una serie convergente para z>1. Es facil veri-
ficar que ella satisface a la ecuacién diferencial

z(x2—1)y"+ (8a2—1)y 4z y=0.
Ahora pongamos

f1pi
=
9

~

Al

y consideremos ¢(z) como una funcion de ¢ Entonces ella
puede desarrollarse en serie de potencias decrecientes de ¢, em-
pezando por el término 2¢(~1 y por cierto convergente para
valores de ¢ bastante grandes. Ella satisface a la ecuacién
diferencial '

dz d
e—1) S iEun+1) T+ —1) y=o.

Buscando como antes soluciones de ésta ecuacién en serie
de potencias decrecientes de t hallamos que todas ellas son de
la forma

G+ (%) s 3 (;—i) o ® i

con C constante. Para la solucion particular que consideramos
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tiende al limite 1 creciendo & indefinidamgente, se ve que

Biw) = Hmdiie 2 =1,

7n—> 0

Luego

1
m:f(m):F(w)cp(x)

L 12 183N
:xl—l—(—g—) :c3—[—(-é~'-4—) (E5-+‘...
para z.>1; poniendo x=4y1 se deduce

1 ISR 1.8\?
By =Lt () 7 ) e

para 0<y<1 lo cual queriamos hallar.

6.-Del desarrollo que hemos obtenido se deduce sin di-
ficultad ninguna la famosa expresion debida a Gauss de una
integral eliptica completa de la primera especie. Por medio
de la integral definida bien conocida

/o
2 L dw~~1'3'5"'(2n~_1)
. Sl e e )
0
la serie
o 1.8+ 1
1--(— 24 e
3) *+ G3) - =
se escribe
/o
Sl 1 .
?/ (1—}——2—.70256112@4—%2904 sento+...)do.
0
Pero

1

TR &
1»+é—x~ser1-@+ézx4sell4@+..._VW
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y por eso

/s

b __f de
2M(1, Vl——m2) % Vl—x2sen2cp )
0

Tendremos una férmula mas simétrica y elegante poniendo

a 2__h2
|/1——x2:?,w2:a ob 5
au

resulta

T/ d 2
% 7 ,
H— =, g,
Va2cos?p--b2sen2p  2M(a,b) G
0

Se ve que el célculo aproximado de tales integrales que
se encuentran a menudo en las aplicaciones se reduce a un
célculo aritmético sencillo y de rapida convergencia.

La integral eliptica completa de segunda especie

/s
b= [Va2 cos? ¢ + b2 sen? ¢ do
0

expresa la longitud de una cuarta parte de la elipse con se-
miejes @ y b. Su calculo numérico depende de las derivadas
de la media aritmético-geométrica y todavia es comodo aun-
que un poco méas complicado. Tomando la derivada de F. res-
pecto a b se obtiene

/s
oF f sen?p do

ob (a%cos2p--b2sen2q)?/2’
0

Pero, puesto por brevedad

R —=a2cos? ¢ + b2sen? ¢,

se tiene
en od il 1 (cos?
sen ¢ c;)qu:___ S‘en(Pdcosc?:ysenfpcos.cp____ cos2o 5
R3/2 b2 Ri/2 b2 R1/2 b2 | Rue






2c,? = 2,732472 869075
deg?= 25825 757931
8cf= 1 153706

2cy? + deg? + 8e,? = 2,758299 T80T12

{ 2
DY 30,25
| ~ 2,758299 780712
— 2¢,% — deg? — ... --27,491700 219288

(a+b)*
4

T
ML) 0,369563 736299
E = 10,156993 54503

releniendo diez cifras decimales.

7.-Sea E(e) la longitud del cuarto de la elipse con semi-
ejes 1,e. A consecuencia de (20) tenemos

e 7 sy s BB dlogM(l,e)r
E“')_{ZM(La) R i

0 bien

d 1 g 2F
% o W — DR
A=)Te ML) ~Miie) =

la cual 6s una ecuacion diferencial lineal de primer orden para
1 -
M(ie) Integrandola hallamos

i
st g ) SRl S 2 [E(z)—V1-a?
ML)~ Vet alimer 8 & ' ali—es f P

€

con cierta constante C. Haciendo aproximar ¢ a 1 se ve fa-
cilmente que todos los términos salvo el primero tienden a li-
mites finitos, mientras éste creceria indefinidamente si no fuera
C=0. Por lo tanto
1
e Ly L2,
M(le) = G 2V 1—x2
€
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Pero geométricamente es claro que
1<E(z)<l+=

y ello significa que la integral
1

E(z)—V1—x2 e
lf zV1—z2 -

(S

al aproximarse € a cero tiende al limite finito
1

-/'E('a:)———l/l—ac2 Gair

zV1—a2
0

Luego podemos escribir

i
M(le) = o € i n+h<8)

con h(e) infinitésimo para ¢ infinitésimo, y de aqui se deduce
facilmente

lim M(1,¢) log l.—_——

e—0 € 2
lo que sera de gran provecho en el parrafo que sigue.

8. - Para ‘terminar la primera parte de este estudio vamos
a deducir una férmula que tendrd mucha importancia en lo
sucesivo y que tiene puntos de contacto con los calculos ante-
riores. Empecemos por demostrar que

M(a,, cs) :zlnM(a, &)

En efecto, si aplicamos el algoritmo de las medias aritmé-
tico-geométricas empezando con los términos

S Lk ans ol Yo ek an_y—byy
e N TR A o TS S
: —



T
los términos siguientes serin

g g ok v ripei e RS
L e e

2 s

4

luego
1
ﬂ/[(an, C"> = EM(an_l, C, ._1)

de donde la férmula mencionada sigue inmediatamente por in-
duccién. De la ecuacion

¢ =40, Ciiq

se deduce

OF Claan G Jﬁu_?i_lﬂam
City Cit+1 Cit1 iy G Qi V Cipq

y, tomando logaritmos,

log ftif =log 3 + l log !
13

Bei oy 2 Civy

Ahora basta multiplicar ambos miembros por

M(azc;) M(ayy,coq) 1 M(a,c)
M(a;, b))~ M(ayy, byry) 2 M(a,b)

para hallar

M<ai:0i)1 da; _ M(a,c) | @  M(aiy, Csta) 1o da;y,

Mo, b)) € ¢ 2iM(a,b) © gy ' M(azy, bys) © G

es decir

M{(a;y, cpn) Ko 40y M(a;, c;) log 4a;
M(ayy,b4) ° crr M{a b)) &
. Moyl a;
T
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y sumando para los valores de ¢ entre un i fijado y m—1
(m>1)

M(a,,. c,,) o 4a,, M(a,c) [ i 4q;

M(a,, b)) © ¢, Mabla % —
1 a; 1 a; 1 a
e NS e L '"*1].
2 Ba,, o 2 Uirg am—18 am

‘Suponiendo que m crezca indefinidamente y teniendo en
cuenta que

Hedll, ™y g m_ % gt M (a,B)
ar Cop=?)

mientras M(a,,, b,) =M(a,b) resultard

7 M(a,c)__ll Ayl a; 11 Qg

E1 [T L SRR R s e

para i namero entero positivo cualquiera. En particular to-
mando =0,

it LD T il e B v S8
2 M(a,c) g €% ga2
1 a il a
L Tt o et L (22
4 o8 as 8 8 a, )

Por otro lado haciendo crecer i indefinidamente resulta -

s _x Mo
¢ 2 M(a.c)

lim % log (23)

Estas son férmulas importantisimas de las cuales haremos
mucho uso en adelante.

Tomando en (22) a=1, b=y1—¢?, c=¢ y haciendo apro-
ximar & a cero se vé facilmente que

2O ) A
1 S LoVl 2 a0 SOV 0 SO o Ve L R g
E‘mu{ Witas o’
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Teniendo en cuenta que, por una relacion anterior se liene
también
v 2 1
lnn{ Lol (log—+A)}:
e—>0 M (1 8) n 8

resulta para la constante A introducida en el parrafo prece-
dente el valor siguiente

L Ea:) J1—x2

r)1—a?

dz =log 4.

9.-Cuando la razon b:a es muy pequeiia la conver-
gencia del algoritmo aplicado a los numeros a,b no sera bas-
tante rapida y al contrario serd rapidisima la del algoritmo
aplicado a los ntimeros a,c. Sean

As—a, B —c; G :._—b :
Ay 1 hg C1=VA12—B12
Ay, By , Go=) A2—B,?

términos del nuevo algoritmo. Cambiando b y ¢ se deduce
de la féormula (22)

bl ]. 4.4 1 Al ]. Ao 7
== —_—— R — = —... 2
oM (a,b) Mm@h%b R T ](4>

lo que proporciona un medio excelente para calcular la integral
eliptica completa de primera especie, puesto que la serie en
corchetes converge répidamente para pequefios valores de la
razon b:a y bastan muy pocos términos para alcanzar gran
aproximacion. -

Podemos también transformar la férmula (21) que sirve
para calcular la integral eliptica completa de segunda especie
haciendo uso de un teorema que Gauss transcribe repetidas ve-
ces y al cual él llama Theorema elegantissimum.

En el parrafo 4 hemos obtenido la féormula

1l Gn i a
—_— o oo
onb e IO TRE
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Poniendo

1 : Qap 1 an
Op = /}I(l == —) l()gf" g;M((ln, Cn) log —c;l‘ =ZTG;M(a, C) IOg'c—n‘.

Cn

la podemos escribir

d (M_(‘(’I"T)Qn) < --ﬁdlog T

Sean solo b y ¢ variables pero
b2+c2:a2

constante. Integrando la foérmula precedente entre los limites
b, y b tenemos \

a a bn2
n s n \ :___f n ’_~
M(a,c) " (M(a, T Se

0

donde, haciendo crecer n indefinidamente y recordando que

B T
hm Cl)u:-é"
hallamos
n M(a, b) o fM(a b‘; i
2 M(a, o4 b

y después de diferenciar respecto a b

M(a,b) M(a, b)2 a
1 e .
M(a,c) c? o b
o bien
M(o,b)

2 a
n—c2M(a, b)M(a,c) dlog—.

llgM( ) 5
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Teniendo en cuenta que
bdb+ecde=0

podemos efectuar las derivaciones y obtenemos el «Theorema
elegantissimum » :

1 dlogM(a,b) _|__1_ 0log M(a,c) R

‘b 0b c Jc " nb2c?

M(a,b) M(a,c)

del cual se deduce por medio de las féormulas (10)

ci2+2c2+4e2+...+C24+2C2+4C2 ...

at 2
:?—-?M(a{ b)M(a,c) .

Ahora eliminando la suma
C2+2¢c2t4c21 ...
de la formula (21) logramos por fin la expresién deseada de E':

(a—c)2+2b2
2M (a,b) [ 4

E=M(a,c) + +2C2 +4Cyt+... | (2)

de convergencia rapidisima en el caso de que sea pequeiia la
razon b :a. Aplicando las férmulas (24) y (25) al caso a=10,
b=1 hallamos los mismos ntmeros que antes pero con mu-
cho menos trabajo.

STANFORD UNIVERSITY (CALIFORNIA, U. S. A.).

(siguen las partes IT y IITI)



UN TEOREMA SOBRE REPRESENTACION
GONFORME

Por

Luis A. SANTALG

1. Introduccidn. — Supongamos una correspondencia entre
los puntos del plano z,y y 105 del plano XY definida por las
ecuaciones

X=X v =X oy (12D

donde las z,y y las X, Y son coordenadas cartesianas rectan-
gulares.

Las ecuaciones (1.1) definen una transformacién del plano
z,y en el X)Y. Supondremos que las funciones X(z,y), Y(x,y),
que definen la transformacion, admiten las derivadas parciales
de primero y segundo orden, siendo estas tltimas . conlinuas.
De esta manera, a una curva del plano x,y que tenga radio de
curvatura determinado en uno de sus puntos, le correspondera
otra curva también con radio de curvatura determinado en el
punto homélogo.

Cuando el 4ngulo que forman entre si dos dlreccwnes
cualesquiera del plano z,y es igual al que forman las direccio-
nes transformadas en el plano XY se dice abreviadamente que
la transformaciéon «conserva los dngulos» o que es conforme.

Las condiciones necesarias y suficientes para que la trans-
formacion (1.1) sea conforme se sabe que son (1)

AR TR G R O g s GO )

1) Ver por ej., E. GoursAr, Cours d’ Analyse Mathématique, tomo I,
P s
(5* Ed.), pag. 642.
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De estas ecuaciones se deduce que se verifica

X0 ok

==Y, (1.3)

o bien

X e Yori LY (1.4)

Para que la correspondencia entre los puntos de los entornos
de dos puntos homologos P y P’ sea biunivoca, el jacobiano
de (1.1) para el punto P debe ser distinto de cero, lo cual,
segin (1.3) o (1.4) equivale a las condiciones

X2+ X 20, V2 LV B0, (1.5)

Como las ecuaciones (1.4) se deducen de las (1.3) con
solo cambiar Y en —Y, en todo lo que sigue vamos a suponer
que se cumplen las condiciones (1.3). El caso en que las ecua-
ciones que tuvieran lugar entre las funciones (1.1) que defi-
nen la transformacién conforme, fueran las (1.4), se reduciria
al anterior por una simetria del plano X,Y respecto el eje X
y todas las conclusiones que vamos a obtener subsistirian igual-
mente.

De (1.2) y (1.3) se deducen las siguientes relaciones que
mas adelante utilizaremos

Xxx_’_ny:O’ Yx£+Yyy:0 (16)

2. Enunciado del teorema. — Supongamos una transforma-
cion conforme definida por las ecuaciones (1.1) que cumplen
las condiciones mencionadas en el n°. 1. Sea un punto P del
plano z,y y sea P’ el punio correspondiente del plano XY.

Consideremos una curva cualquiera y del plano z,y que
pase por P y tenga en este punto curvatura determinada; sea
Q el centro de curvatura de vy en el punto P. La curva Y
transformada de y por la transformacién (1.1) tendrd un cen-
tro de curvatura Q’. El teorema principal que vamos a demos-
trar en esta nota es el siguiente:

La correspondencia enire los puntos Q, centros de curva-
tura correspondientes al punio P de las curvas v del plano x.y
que pasan por este punto, y los puntos Q’, cenltros de curvatura



de las curvas transformadas y' del plano X,Y, correspondientes
al punto P’ transformado del P, es una proyectividad entre los
planos z,y y X.Y.

Una vez demostrado este teorema, deduciremos de él al-
gunas consecuencias.

3. Demostracion. — Sin restringir la generalidad podemos
suponer que el punto P es el origen (x=0,y=0) del plano
z,y ¥y que el punto transformado P’ es el origen del plano X.Y.

'Supongamos una curva y definida por las ecuaciones para-
métricas

z=2(t), y=y(1) (3.1)

que pase por el origen (es decir, para t=0, es =y=0). Su
curvatura en el origen vale

1 :v’y”—:c”y’ ‘
T (@ryR)n G

~ donde los acentos indican derivadas tomadas en el origen ¢==0.
Llamando ¢ al 4ngulo que forma la tangente a la curva
en el origen con el eje x, se tiene

4

y ;
tan ¢ = — :
an a:’ o 8)

y las coordenadas §,1n del centro de curvatura de la curva (3. 1)
en el origen serén

E=—-rsen9="r o POV y' (22 +y?)
(xl2+y!2)1/2 x 1/ xuy
(3.4)
5 ’2_1 a’2
il == — % bl )

(w’2+y’2)1/2 x'y"—z"y’

La curva transformada de la (8.1) tiene por ecuaciones
paramétricas

X = X(x(1), y(1)), Y =Y(2(0), y()) (3.5)
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siendo, por hipotesis X=0, Y =0 para t=0. Para hallar las
coordenadas de su centro de curvatura correspondiente al origen
X=0, Y=0, aplicaremos las formulas (3.4). Para ello se
observa que

= Ay |

X =Xk 2 X o ¥+ Xos v X oL X, ¥
Y=Y:o'+Y,y (3.6)
G AT LR e N TR N e B R R

De aqui se deduce, teniendo en cuenta (1.2)
X?2+Y?2=H(z?+ y?) ‘ (3.7)
habiendo puesto, para abreviar,
5 SR e e (3.8)

y siendo, por tanto, segtin (1.5) y (1.3), H=-=0.
Ademés, verificando operaciones y teniendo en cuenta las
relaciones (1.3), se tiene

XY XY = (X Xy X, Xoy) (224 y2) &
+ (Xy Xoy— X Xyy) (22 4+ 92) '
+H(z y"—a"y). (3.9)

De (8.7) y (3.9) aplicando (3.4) se obtiene que las coor-
denadas del centro de curvatura de la curva transformada de
(3.1) son '

A, BN
XY= X"Y' - CACEBNH

21:

(3.10)
_ X(X24Y?)  nEtmn
WYXy A+BntH




=y .
habiendo puesto

m=RY =HX, n=HY,~—HX;

(3.11)

A== Xy X <4 XXy

B=X X, =X, X,y

Todos estos valores se refieren al punto t=0 (=0, y=0).

Los coeficientes m, n, A, B, H son constantes que depen-
den de las funciones X(x,y), Y(z,y) que definen la transfor-
maciéon (1.1) pero no de la curva particular x=2x(t), y=y(¢)
que se transforma. Fijado el punto £=0,y=0 la corresponden-
cia entre los centros de curvatura & n de las curvas que pasan
por él y los centros de curvatura & n; de las curvas transfor-
madas en el punto homoélogo, estd definida por las ecuaciones
(3.10). Como estas ecuaciones son las de una proyectividad,
el teorema queda demostrado (2).

La proyectividad (3.10) es de una forma particular. Pa-
ra caracterizarla geométricamente supongamos por un momento
superpuestos los planos & n y £, n,. Llamando ¢ al 4ngulo
que forman los radios vectores que unen el origen O con dos
puntos correspondientes Q(&,n) y Q'(Eyny) se tiene

VR
tan ¢ — & 5 EYJ
A 1
LiEE
o bien, segun (3.10),
s g
t =— a2
an ¢ e ( )

(*) La transformacién conforme (1.1) se puede suponer representada por
una funcién de variable compleja w = f(2), siendo z — x4 iy, w = f(2)
= X (2,y) + i Y (2,y). Las condiciones (1.3) son entonces las clasicas condi-
ciones de monogeneidad de Cauchy-Riemann. Entre los coeficientes que figuran
en (3.10) y los médulos de las derivadas de f(z) hay las siguientes relaciones

H=[’R[, 42+ B =[]

las cuales se obtienen inmediatamente teniendo en cuenta (3.11) y recordando
que es

P () S XS RPER 0 (0) = = X, AR
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que nos dice que este angulo de giro es constante, como debia
ser por tratarse de una transformacién conforme, y ademas nos
da una interpretacion geométrica del cociente n/m.

En cuanto a la distancia del punto Q' al origen, se tiene

(m24n?) (E24n?)
(AE+Bnt-H)? ~

RE—E 2 L'n 2=

Pero la distancia del punto Q a la recta A§+Bn+H=0

es
. JAELBLH|
~ YAziBz
por consiguiente
m24n2 1
J1
R= V T (3.13)

siendo rz2—E%2 412,

Es decir: Para pasar del punto Q(%,n) al correspondiente
Q’(€4.my) definido por la proyectividad (3.10), hay que girar
el radio vector OQ de un dngulo constante ¢ definido por (3.12)
y maultiplicar la longitud del radio vector r=0Q por un fac-
tor dado en (3.13) que es inversamente proporcional a la dis-
tancia de Q a la recta fija A+ Bn+H=0.

Segtin (3.11) y (3.8) se debe observar también la relacion

me -+ n2=H3. (3.14)
,

4. Unos invariantes conformes para curvas tangentes. —

a) Supongamos ftres curvas tangentes en un punto P. Sean Q,
Qs Q; sus centros de curvatura corrrespondientes al punto P,
que suponemos distintos, y que estaran sobre la normal a las
curvas en P. Segun el teorema demostrado, para cualquier
transformacion conforme, los centros de curvatura Q'y, Q' Q'
de las curvas transformadas formaran con P’ (correspondiente
a P) una cuaterna cuya razon doble tiene el mismo valor que

(P0,Q; Q).

Llamando R;=PQ; a los radios de curvatura de las curvas
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primitivas y R;=P'Q’; a los de las curvas transformadas, se
tien‘e pOI‘ tanto (O, RL'R?’RS):(O’ R’I’R’Z’R,3)’ O Ssea

Ry(Ry—R,) _ Ry(R'y—R?)
R(RR) Ry (R Ry

Introduciendo las curvaturas x;=1/R; en lugar de los ra-
dios de curvatura, se tiene, mas simplemente,

4 ’
o S

i AT ’
%1—‘)(2 n 1—% 2

Por consiguiente:

Dadas tres curvas tangentes en un punto, y siendo x; los

valores de sus curvaluras en el mismo, la expresion
K%y

(4.1)

%y—Xg
es invariante por transformaciones conformes.

b) Si en lugar de tres curvas tangentes se consideran cua-
tro que sean también tangentes en el punto P y representamos
POr %, %y, %3, %, a sus curvaturas en este punto, segin (4. 1),
también serd invariante por transformaciones conformes la ex-
presion

b Sy i ke B0 U S

" (4.2)

QeI e B N 0 8 X

Esto quiere decir que si las curvaturas de las curvas trans-

formadas se representan respectivamente por »’;(i=1,2,3,4),
se verifica

’ ’
LisSora XageXio

1 ’
'X«s—%4 n 3—% 4
O Ssea

Koo e

’ il Al T
n 1 K 2 K 3—% 4
Por consiguiente: Dada una transformacién conforme cual-
quiera y un haz de curvas tangentes en un punto a una misma
recta, la razén
R4—%,

(4.3)

¥ ’
%1—%2
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entre las diferencias de las curvaturas en el punto de contacto
de dos curvas del haz, anles y después de la transformacion,
tiene el mismo valor cualquiera que sea el par de curvas del
haz que se considere.

5. Casos particulares. — Como casos particulares del teo-
rema general se pueden citar:

I. Considerando todas las rectas que pasan por un punto,
sus centros de curvatura en el mismo estan sobre la recta del
infinito y como por una proyectividad las rectas se transforman
en rectas, resulta: ‘

Las curvas transformadas. por una transformacién confor-
me de todas las rectas que pasan por un punto, tienen sus cen-
tros de curvatura correspondientes al punio comun sobre una
recla. \

II. Como la inversién es una transformacién que conserva
los dngulos y ademés transforma los circulos en circulos, se tiene

Dado un conjunto de circulos que pasan por un punito, al
transformarlos por una inversién cuyo ceniro no sea el punto
comiin, se obliene olro conjunto de circulos cuyos cenlros re-
sultan del conjunto de los centros primitivos por una proyec-
tividad.

6. Algunas consecuencias. — Supongamos un conjunto de
curvas que pasan por un punto que supondremos el origen de
coordenadas del plano &,n. Siendo r el radio de curvatura
de una curva general del conjunto, queremos hallar aquellas
curvas para las cuales el radio de curvatura de la transformada
por la transformacion conforme (1.1) vale Ar,.siendo X\ una
constante dada. (Los radios de curvatura se sobrentiende que se
consideran tomados en el origen y en su punto transformado).

Segtin (3.10) el cuadrado del radio de curvatura de la
curva transformada vale

_ () (22409)
g12+"112— (AE—!’BY]—IH)‘?

y si debe ser £§,24-n2=X2r2=2X2(52+n2) se deduce

MAE+Bn+H)— ym2+n2=0 (6.1)
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Es decir: Las curvas del conjunto tales que, siendo r su
radio de curvatura, el de la transformada vale \r, son aquellas
cuyo ceniro de curvatura estd sobre la recta (6.1).

La recta (6.1) estd determinada excepto en el caso de
ser A=B=0. En este caso, segin (3.14) y (6.1) si x=VH,
para cualquier curva del conjunto se cumple la condicién de
que la razon entre el radio de curvatura de su transformada y
el suyo propio vale X\; en cambio, si X-/=Y H, no hay ninguna
curva del conjunto para la cual se cumpla dicha propiedad.

En particular, para A=, se tiene: Las curvas del con-
junto tales que sus transformadas tienen radio de curvalura in-
finito, son aquellas cuyo centro de curvatura se encuenira sobre
la recta A%+ Bn-+H=0.

Supongamos, en particular, un conjunto simplemente in-
finito de curvas que pasan por un punto, que suponemos el ori-
gen de coordenadas del plano &,n. El lugar geométrico de los
centros de curvatura de estas curvas en el origen serd uma cur-
va K. Por una transformacién conforme cualquiera, la curva
lugar geométrico de los centros de curvatura de las curvas
transformadas, serd una curva K’, transformada proyectiva de
K. El dltimo teorema se puede enunciar entonces:

El nimero de puntos del infinito de la curva K', lugar
geomélrico de los centros de curvatura de las curvas transfor-
madas, es iqual al nimero de puntos de interseccion de la curva
K con la recta A€+Bn+H=0. En consecuencia, dicho ni-
mero nunca puede superar al nimero mdximo de puntos en que
la curva K puede ser cortada por una recta.

7. Caso particular considerado por Ringleb. — El teorema
principal del n°. 2 contiene como caso particular el siguiente
teorema demostrado por F. Ringleb (3): :

Supongamos un haz de curvas que pasan por un punio P
y tienen ‘en él la misma curvatura. Las curvas lransformadas
de este haz por una {ransformacidn conforme lienen sus centros
de curvatura correspondientes al punto comun P’ sobre una cd-
nica, la cual tiene P’ como foco.

(*) 7F. RINGLEB, Ueber das Verhalten der Krimmung ebener Kurven bei
konformer Abbildung, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vereinigung,
Vol. 45, 1935, pag. 57. .
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La primera parte de este teorema es una consecuencia in-
mediata del teorema del n°. 2. En efecto, si las curvas tienen
la misma curvatura en P, sus centros de curvatura en este punto
estaran sobre una circunferencia K de centro P y, por tanto,
los centros de curvatura de las curvas transformadas estarin
sobre una curva K’ transformada proyectiva de una circunfe-
rencia, o sea, sobre una coénica. ,

Para ver que esta conica tiene por foco el punto P’ traus-
formado del P se puede proceder analiticamente del siguiente
modo. Llamando, como en el n°. 2, 9 al ingulo que forma la
tangente a una curva general del haz con el eje x y siendo r
el radio de la circunferencia K, se tiene, siendo P y P’ los
origenes de coordenadas de los planos respectivos,

E—=—rsend, n=rcos?d.

Segtn esto, poniendo R2=%2 +n,2, de (3.10) se deduce

o ym24nir 1
i (—A sen 9+B cos 9)r+H 5

que serd la ecuacién en coordenadas polares de la curva K’
Introduciendo el 4ngulo auxiliar o tal que A=—asenc,B=a
cosa, a2=A24 B2, la ecuacion (7.1) se puede escribir

R V”‘;;L"?” o (7.2)
1+ 57 cos(Y—a)

que pone de manifiesto que K’ es una cénica con un foco en
el origen, que es el punto P’, y excentricidad ar/H.

Para demostrar que P’ es un foco de la conica K’ se
puede proceder también sintéticamente (). En efecto, la pro-
yectividad (8.10) conserva los &ngulos entre las direcciones de
vértice P. Por tanto si la involucién de rectas conjugadas de
vértice P respecto de K es la involucién rectangular, lo mismo
ocurrird con la involucion de rectas conjugadas de vértice P’
respecto de K’. Como los focos de las conmicas estin carac-
terizados por ser los tUnicos puntos del plano cuya involucién
de rectas conjugadas es la rectangular, se deduce, de manecra

(‘) Esta elegante demostracién sintética me ha sido indieada por el Dr.
B. Lavi.
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més general que en el caso considerado por Ringleb, que si
K es una coénica con un foco en P, la curva K’ es otra coOnica
con un foco en el punto P’.

Para ver si la conica K’ es una elipse, hipérbola o para-
bola, bastara ver el nimero de sus puntos del infinito. Por tan-
to, segun el Gltimo teorema del n°. 6, habra que ver el ntimero
de puntos de interseccion del circulo £24-1n2=r2, que es la
curva K, con la recta A%--Bn-+H=0. Estos seran ninguno,
uno o dos segun que la distancia de la recta al origen sea mayor,
igual o menor que r, o sea, segin que sea (?)

e S
VAR B < P, (7.8)

Al mismo resultado se llega observando que la conica de
ecuacion (7.2) es elipse, ‘pardbola o hipérbola, segin que su

B ar :
exoentr1c1dadﬁ sea menor, igual o mayor que uno.

8. Una aplicacion a la cartografia. — Supongamos en el
espacio unos ejes coordenados ortogonales xy, x,, 3 y referida
a ellos una superficie de revolucion cuyo eje sea el x;. Sus ecua-
ciones paramétricas seran de la forma :

T =g(%3) cos @, Ty =g(T3)sen @, Ty=1;. (8.1)

El cuadrado del elemento de arco de la superficie vale
ds? =dx,2 4 dr,2 4+ dxs?, o sea, segin (8.1),

1+4g

92

’2
ds?=g¢2 ( dx,? + dcp2) (8..2)
indicando con un acento la derivada.

Consideremos la representacién de la superficie sobre un
plano z,y definida por las ecuaciones

(®) Segtin lo dicho en la mnota (?), las condiciones para que la curva K’
sea elipse, pardbola o hipérbola, cuando la transformacién conforme estd dada
por una funcién analitica de variable compleja w — f(2), equivalen respectiva-
mente a

[£2@ > |77@)], @)= |F77@)], [F7 @] <rif ()]

entendiendo las derivadas tomadas en el origen z — 0.
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e
=0, y:'/—-} 14(;92(1.'133. (8. 3)
’ .

Esta representacion se sabe que es conforme, es decir, que
conserva los angulos. En efecto, el cociente entre los elementos
de arco ds de la superficie y dS del plano (dS2=dx?+ dy?)
es igual a g(x3), es decir, depende del punto, pero no de la
direccion por él; por tanto, en el entorno del punto, los tridn-
gulos infinitesimales, por tener sus lados proporcionales, seran se-
mejantes y por consiguiente tendran los angulos iguales. Enelca-
so particular de ser la superficie una esfera (g(x;) =V R2—x,?),
la representacion (8.3) es la conocida proyeccién de Mercator
de la esfera sobre el plano.

La importancia de la representacién (8.3) es que los me-
ridianos de la superficie, ¢ —cte., vienen representados por rec-
tas paralelas al eje y y los paralelos, x;=cte., por las rectas
paralelas al eje .

Se llaman curvas loxodrdmicas de una superficie de re-
volucion a las curvas que cortan a los meridianos bajo un an-
gulo constante. Siendo la representacién (8.3) conforme y ha-
biéndose los meridianos transformado en rectas paralelas, se de-
duce que en la representacion (8.3) las loxodrémicas se re-
presentan por rectas.

Cualquier representacién conforme de la superficie (8.1)
sobre un plano, puede considerarse como obtenida mediante una
nueva representaciéon conforme de la primera representacion
(8.3) sobre otro plano. Por consiguiente, como las loxodromi-
cas que pasan por un punto, en la representaciéon (8.3), son rec-
tas y por tanto sus centros de curvatura estian sobre una recta
(la del infinito), aplicando el teorema fundamental del n°. 2,
se tiene la propiedad:

En cualquier representacion conforme de una superficic de
revolucién sobre el plano, las loxodrémicas que pasan por un
punto estdn representadas por curvas cuyos centros de curvatu-
ra correspondientes al mismo punto estdn sobre una recla.

En particular, siendo la esfera una superficie de revolucion,
el teorema anterior es aplicable a cualquier mapa que represente
la esfera sobre el plano conservando los angulos.

ROSARIO, INSTITUTO DE MATEMATICA.
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. ACERCA DE LA SUCESION [cos na}, nj— o

de una carta al Director por
RALPH P. BOAS, Jr.

Dear Dr. Levi:

I have been reading your note (1) on a theorem of W. H.
Young, in which you show that no sequence {cos n;x} can con-
verge uniformly in a set of positive measure. I observe that

the word «uniformly» can be omitted. For, by a lemma of

Steinhaus (see Zygmund, Trigonometrical Series, p. 268)
we have almost everywhere
lim |cos nj, x|=1.
k> oo
If cosnz— f(x) in E of positive measure m(FE), then
lim cos? njx =[f(z)2=1
k—> oo
almost everywhere in E; hence

lim | cos? njxde=m(E).
k= oo

On the other ha’nd,
lim [ cos? n;x de =lim (l + ot cos 2n :1:) = 2 m(E)
s : 2y 1R . 2

k—> oo, Ie—» o0

B

since f cos2mrdr is a Fourier coefficient of the caracte-
]

ristic function of E, so that its limit is zero.
Sincerely, yours

Ralph P. Boas, Jr.

Agradecemos al Sr. Boas la anterior observacion particular-
mente interesante por el modo de su obtencion y esperamos presen-
tar en una nota sucesiva alguna generalizacién en la misma direccion.
Desde otro punto de vista otra demostracién de la posibilidad
de omitir la palabra «uniformemente» en nuestro enunciado pri-
mitivo se obtiene aplicando un teorema de Egoroff segin el cual
si una sucesion de funciones converge en un conjunto de puntos
de medida >0, converge uniformemente en algtin conjunto par-
cial cuya medida difiere de la anterior tan poco como se-quiera.
(Cfr. p. ej. Titchmarsh — Theory of Functions).

C.y L
~ (®) Ver CorLAR y LEvi, Consideraciones sobre uma proposicién de W. H.
Young. Math. Notae. Afio IV, p. 145.



BREVE NOTA BIBLIOGRAFICA SOBRE EL
PROBLEMA N.o 50

por

Pepro E. ZADUNAISKY

El enunciado del problema era:

Se sabe que son pocos los tipos de ecuaciones diferenciales que se saben
integrar en térmings finitos; a veces, sin embargo, una sustitucién afortunada
permite reducir una ecuacién dada a un tipo conocido. Estudiar el resultado
de una sustitucién de la forma £— f () en las ecuaciones’lineales con coe-
ticientes constantes y hacer aplicacién a la integracién de las ecuaciones del tipo

a1 4az)r y) 4 a,(1faz)r—1yr—1 4 ... L an—1(L+a2)y’ +a,y =0

siendo los coeficientes a y a constantes,

1.-Esta cuestion ya estd estudiada en varios tratados; el
lector puede por ejemplo consultar:

B. Levi.— Analisi matematica algebrica e infinitesimale.
(Zanichelli, 1937), p. 419.

C. Jordan.— Cours d’Analyse. (Gauthier - Villars, 1915),
vol. 3, pag. 179.

E. Goursat.— Cours d’Analyse. (Gauthier-Villars, 1933),
vol. 2, pag. 462.

J. Dienger. — Die Differential -und Integralrechnung.
(Stuttgart, 1868), Vol. 2, pag. 100.

La sustitucion indicada £=f(x) permite escribir

dy gy L dy oy (1)
T de flx)’ dE2 de? flzlE dmEleET

Si en una ecuacion diferencial, respecto la variable &,
se hace pues esta sustitucion se pasa a otra ecuacién diferencial
respecto a x que se sabrd resolver si se conoce la resoluciéon
de aquella y viceversa.

Se demuestra por ejemplo que en la ecuacién lineal a coe-
ficientes constantes
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n dn—r ¥y

0, 8 o) @
la | sustitucion
E=log (z+K) (K constante) (3)
conduce a la ecuacién
;S; Aij(x+ K)ni ((11’;;}_'—! =0(x) (A;constantes). (4)

Ahora bien, la ecuaciéon propuesta puede evidentemente es-
cribirse en la forma

):L‘, q; an—i (%"T' P )n—i dn—iy =1 (5)

i==0 den—i

y ésta no es sino la ecuacién homogénea correspondiente a (4),
sl se pone

Syt
Ai =aq; ane, [\ :——Ul—.

Por lo tanto mediante la sustitucion inversa de (3), es decir po-
niendo en nuestro caso

(%——{—m):e&, ‘ 2 (6)

nuestra ecuacion se transforma en la homogénea correspondiente
a (2) cuyos coeficientes C, se pueden calcular.

Sin embargo, para la resolucién de la ecuacién propuesta,
este cilculo no es necesario. En efecto, la ecuacion transformada
admite integrales de la forma y=e¢. Por lo tanto (5) admi-
tird soluciones de la forma

y=(5+2)". ™

Los exponentes r se obtienen observando que al sustituir



(7) en (5) resultara
1 r n—1
(—-I-a:) [an-I-Zaian—ir(r—l) (r—2)... (r—n—{-i—[—l)]:(),
4 i—0
La solucion general de la ecuacién propuesta es por lo tanto
1 71 1 g 1l ™
y=n(C+2)" +vo (L +2)" +.. (S +2)

donde Yy,Yy,...Yn son constantes y los exponentes r son las
raices de la ecuacion de grado n
n—1
an+ =2 a;onir(r—1) (r—2)... r—n+i+1)=0. (8)
i=0
En el caso de haber raices multiples o bien imaginarias las
consideraciones a hacer son anilogas a las habituales en la teo-
ria de las ecuaciones lineales. En el tratado de Dienger que
hemos mencionado se consideran los distintos casos posibles.

2.-Hemos visto que no era necesario el célculo de los coe-

- ficientes C, de la ecuacion homogénea correspondiente a (2)

que resulta al efectuar en (5) la sustituciéon (6). Sin embargo,

por presentar dicho célculo un cierto interés vamos a efectuarlo.
Se tiene

dy dyde _dy 1 dy

dr~ dt dz  dE d=  dg’
dE

ﬂz—x— ¢ (d_y e~€) :(ii&(dy e‘ﬁ)e"&-(dﬁ—d—y) e 2,

de? do \dE dg dgz  dg

, dvy
Vamos a obtener una féormula general para 3pv. 00 el ar-
tificio siguiénte: indiquemos con d el simbolo — con la con-

dg
vencion de operar sobre polinomios en d con las reglas ordi-
narias del élgebra y que, después de efectuados los calculos una

; et dp
potencia cualquiera dP deberd sustituirse por d—EyP
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: Las férmulas precedentes se escriben entonces

dz2
Y (@—d)ere=P,e,

dy Ve TR ;
a;—-d.e —Ple 53 T

donde P; y P, representan los polinomios

Vamos a demostrar por induccién que serd en general

j;{zpve-vz, Py=d(d—1)...(d—v+2) (d—v+1); (9)

supongamos en efecto ya realizada la igualdad para v—1; ten-
dremos entonces '

dvy  d: d
dx{ =45 (Pa @) = o (P 1) 8
=[d.P, e ™ Vs—(v—1)P,_ e "-1E] ek
es decir
dvy . o
(lxv:(d_v+1) P, e

En esta formula segin lo supuesto
P,i=d(d—1)...(d—v+2);

por lo tanto sustituyendo resulta (9). ’

El producto P, se puede desarrollar segin una férmula
muy conocida en los Elementos de Algebra (ver p. ej., B.
Levi, loc. cit., pag. 5, o bien J. Rey Pastor.-Elementos
de Andlisis Algebraico (Madrid, 1939), pag. 150); se obtiene

v—1
P,=d 3 (—1)kS,,, _;dv1*
k—0
donde Sj ., ; indica la suma de todos los productos de % fac-
tores que se pueden formar con los numeros 1,2,3,... (v—1),
SiendO SO«'V—'1:1'
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Todavia podemos escribir

P 3 (1) Sy, dv-k;
k=0
ahora
dvy v—1
dx.v = 6""5150(— l)k Skrv—l dvk

y reemplazando en (5)
n—1 n—i—1
Sy (—— 1)" Skn_i—1 dn—ik + a, =0.
k=0

=0

Para pasar de esta forma a la del primer miembro de (2)

+ hacemos el cambio de subindices

= e
con lo que obtenemos
“n—1 r .
5 ()5S pn g gen]dran=0  (10)
r=0 8=0

donde la expresion en corchetes es el coeficiente C, que bus-
cabamos.

Para obtener la ecuacion caracteristica de (10) basta, se-
gun una regla conacida, sustituir el simbolo d por una varia-
ble r; el resultado serd evidentemente el mismo que si, después
de sustituir (9) en (5), sin éfectuar célculos, se cambiara for-
malmente d por r. Se obtiene entonces evidentemente la (8).



EJERCICIOS Y PROBLEMAS
SOLUCIONES

N.o 53 — Dados n nimeros a,, @, as..... , @y se hacen las medias aritmé-
ticas de los n grupos de m-1 némeros formados con ellos. Se repite la opera-
cién con estas m medias y asi sucesivamente. Demostrar que los sucesivos gru-
pos de n nameros tienden a la media aritmética de los ntimeros dados. Aplicar
esta observacién para demostrar que la media aritmética de n nfimeros posi-
tivos es mayor o igual que su media geométrica.

SOLUCION.— Llamese Ai’ al grupo de n—1 nameros que se
obtiene suprimiendo @; en el grupo a;a,...an y llamese M; y
G; las medias respectivamente aritmética y geométrica de los
grupos A;; llamense finalmente M y G las medias aritmética
y geométrica de los ntimeros dados.

Se tiene

a,+ag+...+an=nM
(n—1)M;=nM —aq; (1)

>

luego
(n—1)2XM;=n*M —Za;—=n*M —nM=n(n—1)M,
ZML':I'LM.

Concluimos por tanto que las medias aritméticas de los gru-
pos A; forman un nuevo grupo de n numeros cuya media arit-
mética es la misma M del grupo dado.

Anélogamente se demuestra que las medias geométricas de
los grupos A; forman un nuevo grupo de numeros cuya media
geométrica es la misma G del grupo dado.

La (1) puede escribirse también

.|
T S A T AR
M, —M 1(M a);
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llamando luego d a la maxima distancia de los @; a la media
M y A ala méaxima distancia de los M; a la misma media, sera

e

n—1

Si ahora sobre los nameros M; se repiten las mismas ope-
raciones hechas sobre las g;, a cada nueva operacion la méxima
distancia de los numeros obtenidos a la media M se reduce en
la razén 1:(n—1) respecto la anterior. Para que el problema
propuesto tenga sentido hay que suponer n=3; las distancias
dichas resultan luego sucesivamente menjores o iguales que

g ey

ld, 1 Ui =
2

4 on

y tienden a O; lo cual demuestra la primera parte del enun-
ciado.

Supongamos ahora todos los a; positivos y, llamando
a;;==M;, indicamos con M; —=a;, las medias aritméticas for-
madas con los grupos de n—1 nameros a;;, como las M; con
los a;; andlogamente definimos las M;, =a;;, formadas por me-
dio de las a;, y asi sucesivamente. :

Finalmente indiquense con G;; las medias geométricas de
n—1 nGmeros a; anilogas a las G; definidas anteriormente
respecto de las @;; notese también que, tratdndose aqui Gnica-
mente con ntmeros positivos, si dos grupos de n nimeros son:
tales que cada término del primer grupo es mayor o igual que
un correspondiente término del segundo, la media aritmética y
la media geométrica del primer grupo son mayores o iguales
respectivamente que las del segundo grupo.

Notamos ahora que si a@;,a, son dos nimeros positivos

49— (5720
de donde
Sirtds = V"1‘ﬂ2

2
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es decir que la media aritmélica de dos numeros posilivos es
mayor o igual que la media geoméirica y supongamos que la
propiedad analoga se haya averiguado para las medias de n—1
nameros; se tendra luego en general

Gij=Mij=a;j

Llamemos G; a la media geométrica de los a;j; sabemos
por una observacion anterior que es también la media geométrica
de los G;j; de la ultima desigualdad se tienc luego, tomando
medias geomeétricas de los primeros y ultimos micmbros,

Gi§Gj+1°

Las G; forman luego una sucesion no decrccienie; pero
se ha mostrado que las a;; tienden a M al creer j; luego tam-
! ) J s}
bién las G; tienden a M no decreciende es decir que serd cier-
ta la desigualdad

G=M

para n numeros positivos si lo es para n—1; puesto que se
encontr6 que eclla es cierta para n=2, se siguc por induccion
que lo cs para cada n.

En el razonamienio se nota que si una sola vez en la su-
cesién de las desigualdades se encontrara el signo < (con ex-
clusion de =) también en la conclusién final deberd ponerse
ese signo. Volviendo al caso de dos numeros solamente, a; y a,
se nota que el signo = sc presenta Gnicamente para a; ==ay;
por la observacién anterior, se siguc que en el caso de tres ni-
meros a,ds,a; podra presentarse a la conclusion el signo =
solo cuando @,=a,, a;=a;, a,=a;. Procediendo asi por in-
duccién matematica se completa todavia la proporcion demos-
trada en la forma: la media geomélrica es menor que la arit-
mélica exceplo cuando todos los numeros son iguales.

N.o 75— TUna losa plana homogénca de forma dada tiene trazada una
lirca cerrada (que podria ser el borde). Se quiere sostenerla por tres colum-.
nas en puntos de dicha linea; uno de estos puntos estd asignado. Se pide de-
terminar la posicién de los otros dos de manera que las tres columnas resulten
igualmente cargadas.
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Desde luego, la resolucién del problema solo puede ser grafica en sentido
amplio si no se especifica la forma geométrica de la losa y de la linea.

Se pide considerar y resolver geométricamente el caso en que la losa es
circular y la linea un paralelogramo con un vértice en el punto asignado.

Discusion.

SoLUCION. — Sea K la linea cerrada, S el centro de gravedad
de la losa y M el punto asignado.

Para que el equilibrio se verifique es necesario que la re-
sultante de las reacciones de las columnas esté aplicada en el
baricentro de la losa.

Si el peso de la losa se designa con P cada reacciéon vale
P :3. Una de ellas sabemos que estd aplicada en M; entonces
las otras dos tienen por resultante una fuerza vertical de inten-

sidad 2 3 due pasa por un punto O situado en la prolonga-

cion de la recta MS y a una distancia K; de S. Hallado O el

problema se reduce a encontrar dos puntos sobre la linea dada
K tales que estén alineados y sean simétricos respecto de O.
En el caso general, en que no esti dada alguna propiedad geo-
méltrica caracteristica de la curva K, se puede proceder del mo-
do siguiente:

Se traza la curva simétrica de K con respecto a O, lo cual
se puede obtener en general por puntos.

Se observa que la curva K, asi obtenida es igual a la K
y se transforma en ésta mediante un giro de un angulo = al-
rededor de O. Por lo tanto si la curva K fuese dada en coorde-
nadas polares en la forma p=f(®) la ecuacién de K, seria
p=f(0+mn).

Ahora bien, si K y K, se cortan en un punto F se cortarin
también en el simétrico de F respecto a O. Por lo tanto las
dos curvas se cortan en un namero par de puntos asociados en
pares de simétricos respecto a O; cada uno de estos pares si
existen proporcionan una solucién del problema.

En particular si la curva K es convexa, para que existan
tales intersecciones es condici6n necesaria y suficiente que el
punto O haya resultado interior a K.

En efecto, si el punto O fuese externo a K, pasaria por O
alguna recta r que no corta K; la curva simétrica de K respecto
O estaria toda, respecto de esta recta, en el semiplano opuesto -
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al que contiene K; por lo tanto las dos curvas no podrian tener
puntos comunes. Si O estuviera sobre K el mismo razonamiento
podria repetirse eligiendo como r la tangente en O a K; las
dos curvas tendrian entonces comun so6lo el punto O, que con-
taria como doble en el naimero de las intersecciones, pero no
podria corresponder a las condiciones mecanicas. Si al con-
trario O es interno a K, dos casos todavia pueden presentarse:
o que O no sea centro de simetria de K o bien que se tal. En
este segundo caso K, coincide con K y el problema tiene infi-
nitas soluciones, pudiéndose elegir como otros puntos de apoyo
de la losa dos puntos cualesquiera de K que sean simétricos
respecto a O y ninguno coincida con M. En el primer caso
pasa ciertamente por O alguna recta que corta K en dos puntos
de partes opuestas y no equidistantes de O; sea r la recta, A
y B dichos puntos y OA <OB. Los puntos A’ y B’, simétricos
de estos respecto O estarn respectivamente A’ interno al seg-
mento OB y B’ externo al segmento OA de la parte de A;
por tanto K,, que contiene A’ y B’ pasa del interior al exterior
de K y corta K.

En el caso particular propuesto, es decir: losa de forma
circular y linea K, un paralelogramo con un vértice en el punto
asignado, se determina sin dificultad el punto O. Es facil ver
que la figura simétrica del paralelogramo dado K sera oiro pa-
ralelogramo K, igual y de lados respectivamente paralelos a los
de K. Por lo tanto K y K, se cortaran solo en dos puntos; es
decir que la solucién si existe es tnica, salvo el caso excepcional
de que O se superponga con el centro del paralelogramo dado
en cuyo caso como ya hemos dicho en el caso general K y K,
se superponen y el problema tiene infinitas soluciones. Notamos
todavia que en este caso particular basta para que haya infinitas
soluciones que el punto O pertenezca a uno de los seg-
mentos cortados por el paralelogramo sobre las dos rectas pa-
ralelas a los lados del paralelogramo por el centro del mismo.

Finalmente notamos que dichas dos rectas dividen el pa-
ralelogramo en cuatro regiones y segiin que el punto O quede
contenido en una de ellas, los dos puntos buscados se encontra-
rin sobre los lados del paralelogramo K a los cuales pertenece
parcialmente el perimetro de dicha region.

Estas consideraciones asi como la determinacién de los dos
puntos pedidos pueden hacerse en forma sencilla refiriendo la



R

figura a un sistema de ejes coordenados con origen en el punto
asignado y dirigidos segun los lados del paralelogramo.

Esta solucién pertenece, salvo algunas modificaciones en la reaaceién, al
Sr. ApoLro DAGHETTO, alumno de la Escuela Industrial de la Nacién, Rosario;
otra solucién fué enviada por el Sr. M. GRILL, alumno de la Facultad de Cien-
cias Mateméticas de Rosario.

N.o 78 — Siendo o, B, y tres angulos positivos tales que a—l—B-}—T:—g-,

demostrar que se cumple siempre la relaeién

/

sen ¢ sen § sen 1<

»| =

SoruciON. —Se trata de hallar el maximo de la funcién
U(a,B.y) =senasenBseny donde las variables estan ligadas por

la relacién a+B+y= o sea, sen(a+p+7v)=1.

kL
2 3
Por consiguiente hay que extremar

¢ =senasenfBseny—\[sen(a+pB+7v)—1]

cuyas derivadas parciales, igualadas a cero dan las ecuaciones:,

(())%:senacosBsenY—loos(a—{—B—l—Y):O (1)
dp
EB—:cosasenBsenY—kqos(a—[—ﬁ—l—Y):O (2)
J9
O—Y:senas\enﬁcosy——)\oos(a +B+7v)=0. e B

Notamos que el maximo buscado corresponde .necesariamen-
te a valores de sena,senf3,seny no cero; con estas condiciones

de (1) y (2) deducimos

cosasenf3—senacosB3=0

o sea sen(o—fB)=0, de donde a=3p.
De igual forma demostrariamos que a=1Y," lo que nos dice
que el extremo de la funciéon U(q,B,y) se halla para a=p3=1.
Falta demostrar que este extremo corresponde a un maxi-
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mo. Llevemos sobre dos ejes de coordenadas rectangulares los
valores de o y B como abscisas y ordenadas respectivamente.
Haciendo el grafico de la funcion U=U(q,B, —7-12———0.—[3) se
L
2
B=0), =0 y para—B(a=0,| =L2), también U=0. Ade-

obtiene: para el punto O(«¢=0,8,=0), U=0, para A(e=

mas para todos los puntos del contorno del tridngulo ABO es
U=0, mientras que en el interior del tridngulo la funcion U
es positiva, pues los senos de angulos menores que n son positi-
vos. Con esto y observando que el sistema (1), (2), (3) tiene
la solucién unica a«=p=vy se deduce que el extremo hallado
es un maximo., Como para o=B=y= o es U=1§ , se dedu-

6

ce la desigualdad del enunciado.

Esta solueién ha sido enviada por el Sr. MILTON AGUSTIN QUIROGA, alum-
no de la Escuela de Ingenieria de San Juan. Otra solucién ha sido enviada
por el Sr. Morsfs GRILL, alumno de la Facultad de Ciencias Matemiticas de
Rosario.

N. de la R. —La discusiéon habria tenido que ser més larga

si no se hubiera supuesto implicitamente «,(,y positivos y por
T o

tanto comprendidos entre 0 Y5 La propiedad enunciada es

cierta sin esta condicion y la demostracion se logra con simples
transformaciones trigonomeétricas; en efecto, se tiene

sen a sen 3= é[cos(a —B) —cos(a+B)]
1
sen o sen sen Y= 5 [cos(a—B) —seny]seny.

Suponiendo por un momento «—f3 constante y Y variable,
seny=ux, se sabe que la expresion [cos(a—B)—x]x, donde la,
suma de los factores es constante, para valores reales de z, tie-

1
ne por mAaximo ICOSQ (a—B).

Dejando ahora variar o—f3, se obtiene el maximo maxi-
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morum para cos(o—B)=1; se sigue que 3 es el maximo

de la expresion propuesta.

N.o 80 — Encontrar la familia de las trayectorias ortogonales de las
curvas que realizan la ecuacién diferencial

kol R o il
y x o

SorucioN. — Siendo las trayectorias ortogonales de una fa-
milia de curvas aquellas que cortan a las mismas en angulo recto,
resulta que las trayectorias ortogonales buscadas deben verifi-
car la ecuaciéon diferencial que se obtiene reemplazando en la

propuesta 3—2; por — E ‘Queda por tanto la ecuacién diferencial

dy
(8y2—ax?) xdx 4 (322 —y2) ydy=0. (1)

Es facil comprobar que se trata de una expresion diferen-
cial exacta. Por tanto, integrando desde un punto fijo z,y, a
un punto general z,y, se obtiene

z Yy
[Ere—etadet [(Ba—y)yay=0
D Yo

O sea

(=) —A g S — (2 P a =

Pasando todos los términos constantes a un mismo miem-
bro e indicando con una sola letra \ el conjunto de todos ellos,
la ecuacion de la familia de trayectorias buscada se puede es-
cribir

(22 —y2)2—4a2y2=A\

También se puede llegar al mismo resultado mediante el
paso a coordenadas polares. Poniendo z=pcosq, y=psenq,
la ecuacion (1) se reduce facilmente a

d
—p:tan4cpdcp
2
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94.-Sea una esfera de radio R y una recla r cuya dis-
tancia al centro O d: la csfera sea a. Sea X el plano determi-
nado por r y el centro de la esfera. Por r se trazan planos que
forman con X un 4ngulo variable © y se consideran los conos
de vértice O y base las secciones de estos planos con la esfera.
Se pide determinar © de manera que el volumen del cono co-

rrespondiente sea maximo.

95.-Sea la elipse ——+ —1. Por cada cuerda paralela

b‘)
al semieje b como diametro se describe una circunferencia y por
el centro de la elipse se trazan las tangentes a la misma. Se
pide hallar la ecuacién de la curva lugar geométrico de los pun-
tos de contacto y demostrar que el area que ella encierra vale

I'= 2716(]02 2 — b)

Sc aconseja el célculo en coordenadas polares.

CUESTIONES

18.-19. Cualquier transformacion conforme se puede apro-
ximar alrededor de un punto por una transformacion cuadra-
tica (conforme, no necesariamente birracional). En base a ecsta
observacién se invita a estudiar desde un punto de vista alge-
braico las proposiciones demostradas por L. A. Santalé con
consideraciones de geometria diferencial en el articulo: Un teo-

- rema sobre representacién conforme de este mismo fasciculo.

20. De las proposiciones de ese articulo se deduce facil-

‘mente que si un sistema de curvas que pasan por un punto P

tienen circulos osculadores en este punto que forman un haz,
las curvas transformadas por una transformacion conforme tie-
nen igualmente por circulos osculadores en el punto P’, corres-
pondiente a P, los circulos de un haz. Dada la transformacion
conforme y el punto P (y por tanto P’) resulta definida entre
los planos una nueva correspondencia puntual en la cual se co-
rresponden los segundos puntos bases de los haces dichos.

Se pide estudiar tal correspondencia y su relacién con la
correspondencia proyectiva estudiada por Santalo.
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