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Resumen

Calculo IV es una materia en la que podremos acercarnos a la modelizaciéon
de problemas de la fisica, ingenieria y diversas areas que presentan un grado mayor de

dificultad que los vistos en cursos anteriores de Célculo.

Comenzaremos el recorrido con los conceptos de Sucesiones y Series. En esta unidad,
desarrollaremos nociones béasicas de Sucesiones y Series y aprenderemos a trabajar de
modo mas abstracto. Luego, a lo largo de la materia, veremos como utilizar estas nuevas

y poderosas herramientas.

Seguimos con un capitulo dedicado a las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias o, mas
familiarmente, EDQO’s. Ustedes ya han utilizado estos conceptos en Fisica I. Ejemplo
de esto es la segunda Ley de Newton que es la que utilizaron para obtener, de modo
practico, ecuaciones de movimiento. Aqui, desarrollaremos el marco teorico en el que se
basaron para obtener sus resoluciones. En esta unidad aprenderemos a resolver algunos
tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias, primero en forma gréfica ...por lo tanto se-
ra util el repaso de herramientas computacionales!!!! Luego, analizaremos diversos casos
particulares de EDQO’s y obtendremos “soluciones clasicas”... ;qué serd eso de “soluciones

clasicas™?

Finalmente, cerramos este recorrido con Ecuaciones en Derivadas Parciales. Estas ecua-
ciones son un poco mas complejas pero el abanico de probleméticas que permiten modelar
son mas que interesantes: distribucion de temperatura y masa, vibraciéon de una cuerda o
una viga, el problema del dique poroso, finanzas cuantitativas, crecimiento de una masa

tumoral, etc.

A esta altura, es importante hacer énfasis en que el manejo conceptual se lograra pau-
latinamente. Cada unidad comenzara con simples ejercicios un poco mecanicos. A la par,
se trabajara utilizando herramientas computacionales para terminar la materia con la
modelizacion de un problema (sera un trabajo de desarrollo en grupos) que se resolvera
utilizando TODOS los conocimientos adquiridos en ésta y en las materias ya cursa-

das.



Capitulo 1

Sucesiones y Series

1.1. Sucesiones

I. Definiciones

Vamos a comenzar esta seccion con un ejemplo. La resoluciéon de problemas no siempre
es factible a partir del Calculo diferencial o del Calculo integral, entonces aparece el

poderoso Calculo numérico. Consideremos la siguiente situacion:

Ejemplo 1
El tamano critico de un reactor nuclear estéd determinado por una ecuacién de “criti-

calidad” cuya version, simplificada, es la ecuacion no lineal:

tg(0.12)=9.2¢"

La solucion que tiene significado fisico es la raiz positiva mas pequena y que pertenece

al intervalo (3,4).

Como vemos, no es factible “despejar” la variable independiente. Entonces, una vez
hecho un grafico (que es siempre una primera opciéon para ver que tiene sentido el pro-
blema planteado), el esquema a seguir para hallar el valor aproximado de la raiz de la

ecuacion seria acercarnos poco a poco. El procedimiento se describe mediante el siguiente



algoritmo:

Paso 1: Establecemos la funcion auxiliar f(z) = tg(0.1 z) — 9.2 e y damos un intervalo

[a, b] contenido en el dominio de la ecuacion tal que

fla) - f(b) <0.

En este caso, el intervalo seria el [3,4]. En efecto: f(3) = —0.1487, f(4) = 0.2543.

Luego, sabemos por

el Teorema de Bolzano, que existe una raiz de esta funcién en [3,4] [1]

;Por qué podemos afirmar esto '? Verificamos graficamente esta afirmacion:

Y

f(x)
0.5

-0.5

a+b

Paso 2: Establecemos p; = 5

0.5

-0:5

Paso 3: Evaluamos f(p;). ;Vale 07
Si la respuesta es SI, terminamos...problema resuelto.

Si la respuesta es NO, analizamos dénde hay un cambio de signo: jen [a,p;] 0 en
[pl) b] ?

Si repetimos el proceso,

'Responder todas estas preguntas que veas a lo largo del Apunte es esencial.
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;la intuiciéon qué nos dice?

ihallaremos el valor del cero de la ecuaciéon dada?

Este método es muy conocido, tiene nombre y se llama Método de Biseccion. Antes

de ahondar en detalles, nombres y definiciones, trabajemos en el ejemplo propuesto:

Ejercicio 1
Considerando el ejemplo anterior:

1. Continta el procedimiento y repitelo 6 veces.

2. Haz un grafico ubicando los puntos obtenidos (1, p;), etc.

Un ejemplo de script, realizado con Scilab, para obtener las sucesivas aproximaciones

numéricas de la raiz buscada es el que sigue:

///Método de Biseccion
//Intervalo de-busqueda [a,b]
=3; b=4;
//definicion de la funcion:
function y=f(x)
y=tan(x/10)-9.2%exp(-x)
endfunction

for i=1:20
p(i)=(a+h)/2;
aux=f(a)*f(p(1))
if (aux<0) then, b=p(i);
end
aux=f (b)*f(p(i))
if (aux<0) then, a=p(i);
end
end //for
//listado de las soluciones aproximadas:
P
//valor de la fc en estas soluciones aproximadas:
fip)
plot(p, . ")
xlabel ("Iteracion")
ylabel("Aproximacion -de-la-raiz")

legend('$p_1i%");



Notan que le hemos puesto que realice 20 iteraciones, podria continuar y continuar...usual-
mente, se termina cuando se logra una tolerancia o margen de error. A continuacion,
se muestran la salida grafica y un listado donde figura, en la primera columna, la lista
de sucesivas aproximaciones, y en la segunda, el correspondiente valor que asume la

funcion.

-=Salida=[p,flp)] o o o
Salida =
354 @

3.5 0.0872126

3.25 -0.019775

3.375 0.0361198 345

3.3125 0.0088121 o

3.28125 -0.0053163 =

3.206875  0.0017886 o 34

3.2800625 -0.0017536 £ N

3.2029688  0.00002 E

3.2010156 - 0.0008662 £ 335

3.2010922 -0.0004229 s

3.2024805 -0.0002014 E P

3.2027246 -0.0000907 33 @ 6 0 00060 00 6 6 o o

3.2028467 -0.0000353 o

3.2029077 -0.0000077

3.2929382  0.0000062 325 ©

3.202923  -0.0000007

3.2929306  0.0000027

3.2020268  0.000001 22 T T T ‘ T T T T ‘ T

3.2029249 0. 0000EO1 o 2 4 5] 8 10 12 14 16 18 20 22

3.2920239 -0.0000003 teracicn

Si quisiéramos mas exactitud, tendriamos que seguir iterando, es decir, repetir el

algoritmo dado hasta lograr la precisiéon deseada.?
Ahora, notamos que esto que hemos hecho es parte de algo mas...pasemos a formalizar

estos descubrimientos?®.

Observacion 1. Recuerda que este “grafico” formara un conjunto de puntos en el plano

y NO UNA CURVA!!!!!

{Qué observas en los graficos? ;Cémo se comportan los puntos graficados?

;Parecen tener un patréon?

2Es buen momento para comenzar a utilizar herramientas graficas como GeoGebra o cualquier otra
virtual. También comenzar a implementar tus PROPIAS rutinas en Scilab, MatLab, Octave u otras

(Ver seccion Anexo - A).
3Para mayor informacion, podés hallarla en [1-3] entre otros libros
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Definicién 1. Si a cada numero natural n se le asocia un namero real a,, entonces se dice

que el conjunto ordenado

{ay,a9,a3,...,a,,...}

define una sucesiéon infinita o simplemente sucesion.

Nota. Una sucesion puede notarse de cualquiera de las siguientes formas:

1. {a1,a9,a3,...,an,...},

2. {an}nen, donde a, es el elemento genérico y A puede ser N o un subconjunto
infinito del conjunto de los naturales (por ejemplo A = {9, 10,11, ...}) o los naturales

inclusive el 0 (Ny),

3. o simplemente {a,}, o {a,} cuando no necesitamos explicitar el conjunto de los

subindices. Esta notacion es la que utilizaremos en los teoremas por comodidad.

Ejemplo 2
Veamos algunos ejemplos sencillos de sucesion y el uso de la notacion:

1. ;Cuél serfa la expresion para el elemento genérico?

{1,0,1,0,1,0,...}

2. Aqui el elemento genérico es a,, = 2", n € Ny, entonces la sucesion es:

{1,2,4,8,16,...,2",...}

3. Dada la sucesién { ! }
n—>5

n=>6

jcudles serfan los primeros 4 elementos de esta sucesion?

4. Una sucesion, se dice alternada o alternante, cuando el signo de sus elementos

alterna entre positivo y negativo. Por ejemplo:

(2} i)




5. {1,1,2,3,5,8,...} esta sucesion es llamada de Fibonacci (Matemaético italiano,
naci6 en 1179). ;Cudl seria la expresion para el elemento genérico a,,? La expre-

sién que obtenemos se dice que esta definida “por recurrencia”.

Observacion 2. Para profundizar el ejemplo anterior, es intere-

sante ver el video del Dr. Eduardo Saenz Cabezén para ver en

donde aparece naturalmente una sucesion de Fibonacci y ade-

mas, la relacion entre los elementos de la sucesion de Fibonacci

y la llamada razén aurea (https://www.youtube.com/watch?

v=yDyMS1iKsxI).

Observacion 3. Ahora revisemos un detalle importantisimo en la definicién de sucesio-

nes.
., Cual te parece que es la diferencia entre los siguientes conjuntos?

{1,0,1,0,...,1,0,1,0,...}  {1,0,1,0,...,1,0,1,0}.

Efectivamente, uno es una sucesion y el otro no. ;Por qué?

Podemos pensar a los elementos de una sucesion {a,},, como el conjunto imagen de

una funcién f definida como:

f:ACNy—>R

n— f(n)=a,.

Ejemplo 3
Veamos como es esto de pensar a una sucesion como imagen de una funciéon de variable
natural (Ver en la seccion Anexo - A mas herramientas). En este caso, usamos

GeoGebra pero antes vimos las lineas de codigo para hacerlo con Scilab.


https://www.youtube.com/watch?v=yDyMSliKsxI
https://www.youtube.com/watch?v=yDyMSliKsxI

GeoGebra Calculadora grafica < #

f*N = R .o R il
no— fm=5 .

n=1 — a =1/2; zﬂ)

n=2 — ay=1; :

n=3 — az=3/2; .

Observacion 4. A tener en cuenta

A partir de ver a una sucesiéon como una funcién, es que obtendremos importantes
resultados sobre las sucesiones. Este es un buen momento para recordar (antes de con-
tinuar) lo visto en Cdlculo I y II sobre limites y sus propiedades. En especial cuando
pretendamos utilizar la regla de L’ Hopital. ;Por qué? ;Cuéales son las hipotesis

que se necesitan para poder usar esta regla?

Definicién 2. Diremos que una sucesion {a,} es convergente si existe L € R tal que

lim a, = L.
n—oo

Maés atin, diremos que la sucesién converge a L. En cambio, si L = oo, L = —00

0 no existe, diremos que la sucesion es divergente.

Ejemplo 4
Veamos cémo aplicar la definiciéon anterior:

1
1. {— es una sucesion convergente y converge a 0 pues
n
neN

1
lim — = 0.
n—oo M,

2. {e"} es divergente pues

lim e" = 0.
n—oo



3. {0,1,0,1,---} es divergente. ;Cémo lo demostrarias con lo visto hasta aca?

Por otro lado, jcual seria la ley para el elemento genérico? Una forma es:

De paso...hay otras formas de escribir al elemento a,,, ;verdad?

4. Veamos el Ejemplo 2-(4), jesta sucesion es convergente? Si...ipor qué?

II. Algunos resultados sobre convergencia

Lema 1. Sea f una funcion a variable real tal que

lim f(z) = L.

T—00

Entonces la sucesion {a,}, con a, = f(n) ¥V n €N, es convergente y converge a L.

Ejercicio 2

. iy . In(n) y
Consideremos la sucesion cuyo elemento genérico es a,, = —=, n € N. ;Esta sucesion
n

es convergente o no?

Resolucion: Como vemos, estamos ante el caso de una indeterminacion del tipo 2. Y

no podemos eliminarla mediante trabajo algebraico...;entonces? Utilizo el Lema anterior:

l
defino la funcién auxiliar f(z) = M y ahora podré aplicar con tranquilidad la regla
de L’ Hopital:
1 1
tim ) g YT L
z—00 T z—00 1 00 L

In(n)

Luego, podemos afirmar que la sucesion { } es convergente y converge a 0. W
n

Si ahora recordamos la definicién formal de limite de una funcién f cuando z tiende

a infinito, podemos reformularla para el caso de sucesiones.
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Definicién 3. Dada una sucesion {a, },-, convergente a un nimero L, podemos escribir
de manera formal que:

lima,=L & Ve>0 dngeN/ |a,—L| <e Vn>ny. (1)

n—o0

Es decir que: Para cualquier € > 0 (por muy pequeno que sea), existe un nimero natural
no tal que todos los elementos de la sucesion a partir de a,, en adelante deben pertenecer

al intervalo (L —e, L +¢).

Veamos graficamente esta definicion:

iy, a’?t”—l-l a”-i]""r:‘ a?!-lﬁ‘?
— 00— 0—0—0—00—0©
L—e L L+e

En otras palabras podemos decir que, si la sucesion es convergente, los elementos de la
misma se “acumulan” alrededor del valor L. Ademas, por la propiedad de desigualdad

triangular y la expresion (1), resulta que:
lani1 — an| < |aps1 — L|+|a, — L] <2e VYn >ng.

Luego tenemos, que a partir de cierto ng, la distancia entre dos elementos sucesivos de
una sucesion convergente es tan pequena como se desee, por lo tanto queda demostrado

el siguiente resultado:

Teorema 2. Dada una sucesion {a,},., convergente entonces vale que:

lim |a, 41 — a,| = 0.
n—oo

Ejercicio 3
Consideremos la sucesion cuyo elemento genérico es a,, = (—2)", n € N. ;jEsta sucesion

es convergente o no lo es?

11



Resolucion: NO, no lo es pues

lm |(=2)"*' = (=2)"] =3 lm 2" =cc #0. W

n—oo n—o0

Teorema 3. Algebra de los limites para sucesiones

Sean las sucesiones {a,} y {b,} ambas convergentes y tales que

lim a, = Ly Yy lim b,, = Lo,
n—oo n—oo

entonces vale que:

~

. {a, +b,} es una sucesion convergente y converge a Ly + Lo,
2. {a, — by} es una sucesion convergente y converge a Ly — Lo,
3. {c.a,} es una sucesion convergente y converge a c.L1, V ¢ € R,
4. {an.b,} es una sucesion convergente y converge a Lj.Ls,

4

L

n s 1 .

5. {b—} €S una sucesion convergente Yy converge a L—, S Lg 7£ O,
n 2

R

{aP} es una sucesion convergente y converge a LY, sip >0 y a, >0 VnéeN.

Teorema 4. §i lim a, = L y f es una funcion continua en L, entonces
n—oo

lim f(a,) = f(L).

n—o0

. En qué teorema se basaria la demostracion de este teorema (4)7

Teorema 5. De compresion

Sean las sucesiones {an}, {bn} v {cn}, tales que verifican:
1. a, <b, <c,, YV neN y n>ng (para algin ng € N.)

2. lim a, = L = lim c,.
n—oo n—oo

Entonces, se tiene que:

lim b, = L.

n—o0

12



Aplicando el teorema anterior y la siguiente propiedad del valor absoluto

VzeR, —[z| <z < |z

se obtiene el resultado que figura a continuacion:

Teorema 6. Sea {a,} una sucesion, entonces:

lm |a,| =0 = lim a, =0.
n—o0 n—o0

Ejercicio 4
cos(n)

Consideremos la sucesion cuyo elemento genérico es a,, = ——=, n € N. ;Esta suce-
n

sion es convergente o no lo es?

Resoluciéon: Sabemos que
—1<cos(n) <1 VneN (iporqué?)

Entonces

1 1
—— = cos(n) < —  VneN(esas?)
n n n

y como % tiende a 0 cuando n tiende a oo, obtenemos que

., cos(n
lim L =0.
n—oo n
Es decir que, de acuerdo al Teorema (5), la sucesion es convergente. |

Definicion 4. Sea una sucesion {a,}.

1. Diremos que es una sucesion creciente si

ap < Qpi1 VN

2. Diremos que es una sucesion decreciente si

Qp > Qpy1 VN

13



3. Diremos que es una sucesion a,, es acotada superiormente si existen M € Ry

ng € N tal que

a, <M Vn, n>ng.

4. Analogamente, diremos que es una sucesion acotada inferiormente si existen

m € Ry ng €N tal que

a, >m Yn, n>nyg.

Observacion 5. Cuando hablemos del caracter de una sucesion, nos referiremos al hecho

de que sea convergente o divergente.

Si bien no lo demostramos, es sencillo visualizar el siguiente teorema que utiliza estos

nuevos conceptos:

Teorema 7. Sea una sucesion {a,}.

1. S la sucesion es creciente y acotada superiormente, es convergente.

2. Si la sucesion es decreciente y acotada inferiormente, es convergente.

Basados en este teorema (7), podemos formalizar los resultados que obtendremos en el
ejercicio que sigue. En Célculo II, se trabajo con Sumas de Riemann y asumimos que si
f era una funciéon continua o seccionalmente continua, esta suma tenia limite cuando n
tendia a infinito. Y, més atun, sabifamos a qué era convergente. Veamos ahora cémo usar

las nuevas herramientas de anélisis:

14



Ejercicio 5
Otro ejemplo de sucesiones que conocimos en Calculo II, son las Sumas de Rie-

mann(en ese momento no les dimos nombre de sucesién pero lo son).

Consideremos nuevamente la funcion f(z) = 2%, z € [1,3]. Seann € Ny h = =1,
entonces definimos los puntos x; = 1+ -h,7 = 0,...n que establecen una particion

del [1, 3]. Sean las sucesiones cuyos elementos genéricos se establecen como:

an = hlf(zo) + ...+ flena)] v bn=hlf(z1) +... + f(n)]

. Te acordas qué significado dabas a las sucesiones definidas con estos elementos

genéricos?

Grafica los primeros 500 elementos de ambas sucesiones. ;Qué podés adelantar sobre

el caracter de ellas? Compara con el valor del area bajo la curva de f para x € [1, 3].

III. Ejercicios sugeridos

1. Siuna pelota es lanzada desde una altura h, en medio segundo llega al suelo y rebota
llegando, en otro medio segundo, hasta las tres cuartas partes de la altura anterior,

y este proceso se repite indefinidamente:
a) Escribe la altura que alcanzara luego de 1s,2s,3s,...,ns.

b) ;Qué ocurre a largo plazo? Es decir si n tiende a oco. jPodés escribir ahora

TODO el conjunto que describen las alturas alcanzadas?

2. Pensando en la posicion de la aguja de un reloj que marca las horas:

a) Escribe la posicion (en radianes) que marca la misma luego de 1h, 2h, 3h,-- -,

nh. (horas)

b) ;Qué ocurre a largo plazo?

3. Escribe los 5 primeros elementos de la sucesion cuyos elementos genéricos se descri-

ben a continuacion. ;A partir de qué ng € Ny tiene sentido cada uno de ellos?

15



sen(n Z
a) a, = (n3)

1++vn—1

2n

b) b, = ent2,

c) ¢, =In(n) —In(n —3),

va- (-

e) ar =2, ag = 1; py1 = Gy — GQp1, N = 2,

recurrencia.)

4. Halla la ley del elemento genérico a,, en cada caso y grafica los primeros 20 elementos:

a) {5,8,11,14,17,...}

b) {1,-1/2,1/4,—1/8,...}

c) {0,2,0,2,...}

5. Determina el caracter de la sucesion {a, } segin la definicion de su elemento genérico

a, en cada caso. De ser convergente, di a qué converge.

a) a, " , YV on>2 g9) a, = sen(n %), V n>0,
n® —1 ( |
2n — 1)!
3n+2 - S
b) an=—-, ¥ 120, h) an Gt 1) Vo on>1,
C) an:€ﬁ7 VvV n>3, Z) an:n+17 v on>0,
en
d) a, =n cos(2), vV on>1, 6n2 + An
J) a, = TR vV n>0,
e) ap =In(n+1)—In(n), V n>1,
nd +4
f) a, =27" cos(n 7), vV n>0, k) an = In(n? + 2) V n>0
6. Sea la sucesion definida por:
1
ar=1, a1 =3-—— n=12....
Qp

Dibuja mediante algtin graficador los 100 primeros elementos de esta sucesion.

(Esta sucesion esta dada por



a) {Podrias decir, mirando el grafico, que esta sucesion es creciente? 4

b) (Se verifica que a,, <3 V n > 17 Demuéstralo formalmente utilizando inecua-

ciones.
¢) Ahora demuestra que la sucesion es convergente y halla el valor al cual converge.

7. Anualmente se mide el tamafno de una poblacion de peces que vive en un medioam-
biente sin alteraciones externas. Se ha notado que esta medicién puede modelarse

mediante la siguiente expresion:

Pn
a+ pn

Png1 = , neNy (2)

donde p,, es la poblacién de peces después de n anos, a y b constantes positivas
(b > a) que dependen de las especies y el medio ambiente. Supongamos que la

poblacion al inicio (ano 0) es py > 0.

a) Demuestra que si p, es convergente a L puede ocurrir que L = 0 (es decir que
la poblacién se extingue), o que L =b — a.

b) Demuestra que p,.1 < ~ Dn-

¢) Utilizando el item anterior prueba que si a > b entonces nlggo Pn = 0.

d) Sia<bypy<b—a realiza con un software una grafica de la sucesion para

distintos valores de pg, a, b y responde las siguiente preguntas:
1) ;Crece o decrece la sucesion?

2) (Es acotada superiormente o/y inferiormente? ;Cuél es la cota? Es decir,

cudl es la cota mas ajustada?
3) {Podés determinar si converge o diverge?
4) (El caracter de la sucesion depende los valores elegidos para pg,a y b?
e) Repite lo realizado en el item anterior pero ahora b — a < py.

f) Con lo visto anteriormente concluye lim p, =b—a si a < b.
n—oo

4La demostracion formal del ejercicio 6 implica la utilizacién del Principio de induccién matematica

que no se estudia en la actualidad en las carreras de Ingenieria.
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g) Ahora, observa con atencion todo el ejercicio y analiza en conjunto todo el
trabajo hecho. Podés entonces corroborar los resultados y hacer un anélisis de
como afectan las condiciones de la especie y su medioambiente (esto significan

los parametros a y b) para su subsistencia.

8. a) Estudia la monotonia de las siguientes sucesiones trabajando algebraicamente

o mediante funciones auxiliares a variable real:

1) an:2n7 vneNU 6) Cp = Sn, VnENO
. n+1
N a,=1+=, VneNlN 1
) an=1+—, Vn 7 do= -, VneN,
3) an:1—§’ Vn € N. 8) a :n+2 Vn € N
n "o —1’ '
2n —1
4) a, = , Vn€N. 9) a, = , VneN.
n n?+1
8n ™
5) b, = , Y Np. n= — .
) 1+ 2n n € Ny 10)@ E Vn € Ny

b) Con la ayuda de un graficador, determina si las sucesiones anteriores son aco-

tadas superiormente (inferiormente) o ambas.

¢) Utiliza el Teorema (7) del apunte de clases para determinar cuéles de las suce-

siones del ejercicio (8a) son convergentes.

Ejercicios extras sugeridos de la seccion 11. 1, 72ed. Stewart [3|: 3, 5, 6, 7, 8, 12, 13,
14, 23, 25, 26, 27, 29, 30, 34, 35, 37, 38, 45, 47, 53, 65, 71.

Repaso Conceptual

1. Decide si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. En ambos casos, justi-
fica.
a) Si lim a, = L, entonces lim ag, 1 = L.
n—oo n—oo
b) Si{a,}y {bn} son divergentes, entonces {a, + b,} es divergente.

c¢) Si{a,} y {b,} son divergentes, entonces {a,.b,} es divergente.

18



d) Si {a,} es decreciente y a,, > 0 para todo n, entonces {a,} es convergente.

2. Da un ejemplo para demostrar por qué no podemos afirmar nada sobre el carécter

de la resta de dos sucesiones {a,} y {b,} divergentes.

Para resolver numéricamente (Proyecto de Laboratorio con computadora)

Otro método para hallar la raiz de una ecuaciéon no lineal es el Método de Newton.

Su descripcion es la siguiente:

Sea una funcion f en [a,b], y f'(z) # 0 en [a, b], un punto de arranque xy € [a,b] y una

tolerancia (tol > 0).

Utilizando la ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto de coordenadas
(x0, f(z0)) y hallando su interseccion con el eje z, se define una aproximacion de la raiz

buscada y la llamamos x:

2 = 1o — f(xo).
(o)
En general, establecemos:
n = dn — 5 N
T = i,y S
Como se observa en la gréfica:
fix)
y=/(x)
f(z,)
L~ >
— Tyt I'n X
H_/
f(@n)
f'(xn)

. Por qué tiene sentido este procedimiento? ;Siempre podemos dividir por f’(x,)? En

general, cuando utilizo la computadora, aplico este criterio de finalizacion:
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Normalmente no obtenemos toda la sucesién sino una cantidad suficiente de elementos

de ella. Decimos que la aproximacién es suficientemente buena si se satisface que:

|Tp 1 — 2| < tol

|f (Zn41)] < tol

Entonces, detenemos el proceso y el programa retorna el valor de x,,.1 como respuesta.
Esto es pues al utilizar la computadora intervienen procesos de truncamiento y errores de

representacion interna de la computadora...;y por qué més? .

Ahora...generamos una sucesiéon con este método...

jesta seria convergente?

.Y a qué seria convergente? ;Dependeria del punto de arranque zy?

Teorema 8. Convergencia Local del Método de Newton
Sea f una funcion C*[a,b] y sea p € (a,b) tal que f(p) =0y f'(p) # 0.

Entonces existe un intervalo J C (a,b) tal que si xg € J y

xn-i-l:xn_f,(x )7 n €N
n

resulta que

lim z,, = p.
n—oo

Si definimos E,, = p — x,, (error en el paso n-ésimo), entonces el orden de conver-

gencia del método es cuadratico pues

oy Brr _ ")
11m = — .
n—oo L2 2 f'(p)
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Ejercicio 6. Laboratorio para de resolucién numérica

Redactar el script y comparar sus resultados con el obtenido para el Ejercicio 1 de
esta seccion. ;Qué diferencia notas? ;Hay uno que te parezca mas veloz en cuanto a

convergencia?

.Se verifica el teorema para este ejemplo? La sucesiéon generada con este método

tan conocido, jes convergente? ;Y converge a la raiz de la ecuacién en cuestion?

1.2. Series Numéricas

Comenzaremos conociendo acerca de la Paradoja de Zenon

El tema principal de esta seccion tuvo su inicio hace mas de 2400 anos, cuando el filésofo
griego Zenén de Elea (495-435 a. C.) precipité una crisis en las matemaéticas antiguas al
establecer una serie de ingeniosas paradojas. Una de ellas, a menudo llamada la paradoja

del hipédromo, se puede describir de la siguiente manera:

Un corredor de carreras nunca llega al final del trayecto en un hipodromo, porque debe
recorrer la mitad de la distancia antes de cubrir el todo. Es decir, habiendo cubierto la
primera mitad del trayecto, todavia tiene la segunda mitad ante él. Cuando se cubre la
mitad de esto, aun queda un cuarto. Cuando se cubre la mitad de esta cuarta parte, queda

una octava parte y asi sucesivamente, hasta el final.

Zenon se referfa, por supuesto, a una situacion idealizada en la que el corredor debe
considerarse como una particula o punto que se mueve desde un extremo de un segmento

de linea al otro.

Formulemos la paradoja de otra manera: Supongamos que el corredor comienza en el
punto x = 0 y corre hacia la meta marcada x = L. Si al corredor le lleva T" unidades de
tiempo llegar a la mitad de la distancia, le llevaria T'/2 correr la mitad de la distancia que
le falta (es decir L/2), T'/4 la mitad de la mitad restante (L/4) y asi sucesivamente. Como

entre dos nimeros reales SIEMPRE existe otro niimero real...SIEMPRE podremos pensar
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en recorrer la mitad del tramo restante de camino. O sea que deberia darse la siguiente

igualdad:

o al menos eso es lo que pensariamos que debe darse pues en toda carrera sabemos que
hay un corredor que la gana llegando a la meta...;no? Segtun Zenon, esto seria imposible,

al menos en un tiempo finito pues tenemos infinitos subintervalos del hipédromo que

recorrer.

Veremos como sigue esta historia....

I. Definiciones y ejemplos clasicos
Consideremos la sucesion {a,} y pensemos en una nueva sucesion definida como si-
gue:

So = a1 +a2,

S, =a1+az+as—+...+ an,

\

Es decir: {s,} es una sucesion para la cual, el elemento genérico es

n
Sp = E ag .
k=1

Definicién 5. A la sucesion recién definida {s,}, la llamamos “sucesion de sumas par-

ciales”. El elemento genérico s, es la suma parcial n-ésima de los elementos de la sucesion

{an}
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Ejemplo 5

Dada la sucesion {%}neNO, halla los 5 primeros elementos de la sucesiéon de sumas

parciales.

Resoluciéon: Comenzamos viendo los elementos que conforman esta sucesion:

{2} _{222222 }
[ en, L0 10217 30 41 51

Entonces, los elementos de la sucesién de sumas parciales pedidos son:

;

52:a0+a1:2—|—%:4,
<33:a0+a1+a2:4+1:5,

1 16
S4=ao+&1+a2+a3:5+§:§,

16 1 65
55——a0+a1+a2+a3+a4——3+ﬁ—_E. [ |
\

Observacion 6. Notar que s; es el primer elemento de la sucesion (en este caso, ag), So

es la suma de los 2 primeros elementos (en este caso, ag y a1) y asi seguimos.

[e.9]
Definicién 6. Dada la sucesion {ay, }nen, llamamos Serie al simbolo g an

n=1

Observacion 7. Si queremos ser més rigurosos con la definicion, deberiamos escribirla asi:

Dada la sucesion {a,}52,,, llamamos Serie al simbolo

Es decir que seria la forma abreviada de escribir

(o]
E Ap = Qpg + Qpoy + Apyp + -0

n=ng
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Esto significa que tanto las sucesiones como las series no estan obligadas a que el
subindice comience en 1, sino que el elemento en la posicién 1, puede ocurrir para un
valor de subindice natural cualquiera. El mismo comentario, aplica a toda la unidad. La
sumatoria puede comenzar con el primer elemento de la sucesion {a,} o comenzar por el

elemento en la posiciéon 500...Jo importante es que tiene infinitos términos.

Ejemplo 6

Serie armonica

Como su nombre lo indica, se origina en la sucesiéon armoénica {%}

i1—1+1+1+1+ iy
R R R

Definicién 7. Sea una sucesion {a,}. Diremos que:

oo
1. la serie Z a, converge si existe S € R tal que| lim s, = S.
n—oo
k=1

WE
S

I

N

En este caso, decimos ademés que la serie converge a .S, por lo tanto:

e
Il
—

oo
2. la serie E ar, es divergente si la sucesion {s,} es divergente.
k=1

Observacion 8. En adelante, cuando se hable de “caracter de una serie”, se hablara

sobre si ésta es convergente o divergente.

A modo de ejemplo, consideremos algunas series famosas y su caracter:

24



Ejemplo 7

| =

o
Serie armonica: E
k=1

Esta serie es divergente, ;por qué? Veamos:

Resolucion: Consideremos la funcion f(z) = %, si z > 1 se tiene que f(z) > 0y

recordando el concepto de area bajo una curva y las Sumas de Riemann, supongamos que
n = 4 (para fijar ideas). Resulta que el area bajo la curva y = %, para x € [1,5], puede

acotarse de la siguiente manera:

Entonces, si n es un natural cualquiera, podemos generalizar lo anterior obtenien-

do:

1+1+1+ +1>/n+1 de =In(n+1)
Sn: — — - > — — .
2 3 n 1 x

Entonces, aplicando limite en ambos miembros de la inecuacién, resulta que:

lim s, = lim In(n + 1) = co.
n—oo n—o0

Luego, como la sucesion de sumas parciales {s,} es divergente, resulta que la serie
o

: 1 .
armonica E z es divergente. |
k=1
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Ejemplo 8

Serie geométrica:

[e.e] o
E ar" = E ar™!
n=0 n=1

Aqui a y r son constantes en R. Ademas r € R se llama razoén de la serie.

Ejercicio 7

. Cuéndo podemos decir que una serie geométrica es convergente? Y siloes ... ja qué

converge?

[e.9]

Zar”:a+ar+ar2—|—...+ar”—|—...

n=0

Si ya resolviste el ejercicio anterior, ahora podemos resolver el ejercicio siguiente.

Ejercicio 8

Consideremos la serie geométrica:

L Es convergente?

Resolucion: la respuesta es si pues la razon r es % y es menor que 1 en valor absoluto.

= 1

A qué converge esta serie?

o0

S-S o S

n=4
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Ejercicio 9
Muestra que el corredor, en la paradoja de Zenoén, efectivamente demoraria 27" unida-

des de tiempo en terminar la carrera.

Ejemplo 9

Serie telescopica: Es de la forma

NE

(bn — bn+1> donde {b,} es una sucesion.

S
Il
—

En el siguiente ejemplo vemos una serie que, si bien no luce como telescopica, con unos
pocos pasos algebraicos, podemos re-escribirla como una serie telescopica (sera util ir a
leer sobre este tema en Anexo-B y resolver los ejercicios propuestos). También veremos

que es factible conocer su caracter y tal vez...;su suma? A ver...

Ejercicio 10

o0

Muestra que la serie E
n=1

1

—— es telescopica, ademés analiza su carécter.
n(n+1)

Resolucion: Resulta que si es una serie telescopica pues podemos re-escribirla con el
formato dado en la definicion aplicando el método de descomposiciéon en fracciones simples

(ver Anexo - (B)):

Entonces, la sucesion de sumas parciales seréa:
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Como s, — 1 si n — 00, tenemos que la serie es convergente y podemos escribir

que:

- 1
Zn(n+1) =1L .

n=1

Este procedimiento puede generalizarse y con ello obtener un teorema mediante el cual
es posible establecer el caricter de una serie telescopica y en caso de ser convergente,

hallar su suma.

Teorema 9. Si existe L € R tal que la sucesion {b,} converge a L, entonces la serie

telescopica converge y converge a by — L.

Ejercicio 11

Muestra la afirmacion anterior.

Ejercicio 12

= n
LEs convergente la serie Z ln( )?
— n+1

Recordar que ln(#) =In(n) —In(n+1).

Si bien el Teorema (9) anterior es muy cémodo, su demostracion es sencilla yyyyy nos

provee una forma de demostrar el caracter de series telescopicas generalizadas. Veamos
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el procedimiento mediante un ejemplo:

Ejercicio 13

oo

2
., Qué ocurre con la serie Z CESCE 3)?
n n

n=0

Siguiendo el procedimiento realizado en el ejercicio anterior es que podremos demostrar

su caracter. Esta es una generalizaciéon del concepto de serie telescopica.

II. Resultados de convergencia

Teorema 10. Sean > a, y > b, dos series convergentes. Entonces vale la propiedad de

Linealidad.

V Y (an+0) =>a, + > b,

v Y (cay) =c> a, dondec€R esuna constante cualquiera.

., Qué ocurre cuando las hipodtesis del teorema no valen? Veamos el siguiente ejerci-

cio.

Ejercicio 14
Muestra que la suma de una serie convergente y otra divergente es divergente.

LY qué sucede con la suma de dos series divergentes?

Teorema 11. Si ) a, converge, entonces

lim a, =0
n—oo

Observacion 9. El reciproco del Teorema 11 no siempre vale. Considerar la serie armoénica

como ejemplo. En efecto
1

oo
. , . 1 .
lim a, = lim — =0, sin embargo, E — es divergente.
n—oo n—oo M 7 n

n—=
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Observacion 10. Si es muy 1util, en cambio, el contrareciproco del Teorema 11, es decir:

lim a, #0 = Z a, es divergente.
n—oo

Antes de continuar, debemos hacer un alto y definir el concepto de Integrales Impro-

pias. Esto se desarrolla en Anexo - C.
Teorema 12. Sea f una funcion seccionalmente continua, positiva y decreciente sobre el
intervalo [1,00) y sea a, = f(n),¥Yn € N. Entonces

1. > a, es convergente <= floo f(z) dx es convergente.

2. Y a, es divergente <= [~ f(z) dx es divergente.

Consideremos otra serie famosa: la p-serie.

o0

1
Definicion 8. Una p-serie es de la forma Z P e R —{1}.

n=1

Obviamente, p # 1, pues en ese caso ya sabemos que la serie es la serie armonica.

Ejercicio 15
Muestra cuando una p-serie es convergente y cuando es divergente utilizando el Teo-

rema 12 y también el concepto de integrales impropias.

Resoluciéon: Veamos algunos pasos a seguir...ustedes lo completan.

. . 1 :
1. Utilizaremos en el Teorema 12 la funcion f(z) = — Esta funcién es continua en
x
su dominio (por ser una funcion potencia), es positiva pues x > 0 y es decreciente

pues
f'(z) = —p 2P~ es una funcion negativa para todo x > 0.
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2. Evaluamos la integral definida:

r

, r>1, p # 1!
1

r 1 xlfp
— dr =
P I—p

3. Una vez aplicado Barrow, debemos aplicar limite en el extremo superior r para

obtener el cardcter de la integral impropia:

"1 1
- d:tzl [rlfp—l} — 77 (%)
1 X —D N

7—00

Claro...esto depende del valor de p.

a) Sip <0, {5} ={n""} es una sucesion positiva y estrictamente creciente,

-~ la serie 07 = diverge.

Otra forma de concluir lo mismo, utilizando el Teorema 11, seria:

lim n™ " # 0.
n—oo
b) Sip =0, {5} = {1}, ;qué podemos decir de la serie ) >, 1?7 Diverge, jpor

qué?

Ahora veamos si podemos utilizar el criterio de la integral para los restantes
casos: ; f(x) = = satisface las hipotesis del teorema?

¢c) Si0<p<l — 1-p>0 =r"7? — oo,

T—00

Y mirando (x), se tiene que

o0
1
/ — dx
1 TP
es divergente. Luego, la serie diverge.

. _ 1_p
d)Sip>1 —- 1-p<0 =r — 0,

7—00

1
p—1

/ f(x) dx es convergente y converge a
1
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oo
la serie E — converge sip>1. [ |
n
n=1

Ahora que ya conocemos algunas series y su caracter, es decir, si son convergentes o

no y cuando, las utilizaremos para poder analizar el caracter de otras series.

Importante: no siempre podremos saber a qué converge una serie...a veces

nos contentaremos con sélo conocer su caracter.

Teorema 13. Sean Y a, y > b, dos series. Supongamos que a,, >0 y b, >0 V neN.

1. criterio de comparacion:

a)

St a, <b, VneN .
= Zan también es convergente.

y >.b, es convergente

b)

Si a, <b, VneN . .
= Z b, también es divergente.

Yy >.a, es divergente

2. criterio de comparaciéon del limite:

a) Si existe c € RT

b)

n—0o0 by, = Zan también es divergente.
Y Z b, es divergente
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Observacion 11. En el teorema T'13 — 2a se tiene que ¢ no puede ser 0 o co. jPor qué te

parece que no podemos afirmar nada?

Ejercicio 16

Analiza el carédcter de las siguientes series utilizando el teorema anterior.

— 3 = 1 = n 4 4"
1. 2. — 3.
;2n+1 ;56"<n) gnw
Resolucion item (1) Notemos que 2" +1 > 2" > 0  Vn € N. Por lo tanto, si
3
llamamos a,, = y b, = —, vemos que:
2n+1 2n

3 3
0<a,= — =D, Vn € N.
< a 2"+1<2" nec

oo
Ademas, 5 3 on ©s una serie geométrica con razén r = £ y como |r| < 1 resulta conver-

n=1

gente. De donde, por el Teorema 13 (17), la serie Z es convergente W
n=1

— 2n 41

A ver, ustedes solos ahora...

ITI. Series alternantes

Otra familia importante de series es la de las series alternantes. Tan importante es

esta familia, que necesita herramientas propias.

Definicion 9. Una serie se dice alternante, si sus términos son alternadamente positivos

y negativos.

Ejemplo 10

n

N e N (2D
)Z - (Serie armonica alternante), )Z ol
1 n=2
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Teorema 14 (Prueba de la serie alternante). Si se considera la serie alternante

donde la sucesion {b,} satisface que

i)b, >0 Vn, i) by <b, VYn vy iii) lim b, =0,

n—oo

entonces la serie es convergente.

Un ejemplo muy interesante es que, mediante esta prueba, mostramos que la serie

armoénica alternada es convergente. Es decir:

o0 _1 n
la serie Z u es convergente.
n

n=1

Ejercicio 17

Muestra que la afirmaciéon anterior es verdadera.

Observacion 12. Notar que no es necesaria esta herramienta para analizar el caracter de
una serie geométrica con razén negativa, por ejemplo:
= (—=1)" I = (—1)" ! 1 1
I e
3n 3 3t 3 3
n=1 n=1

. 1
ya sabemos que es una serie convergente y ...converge a ( — Z>’ jverdad?

Veamos algunos criterios més que nos ayuden a determinar el caracter de otros tipos de
series. A estas alturas, ya habra notado el lector que no es tan sencillo y necesita disponer

de un buen conjunto de herramientas a la hora de trabajar con series.

Definicién 10. Una serie E a, es llamada absolutamente convergente si la serie de

valores absolutos E la,| es convergente.
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Ejemplo 11

Uso de la definicion anterior:

ny (—nlz)"

n=1
1
Es absolutamente convergente pues Z o) es convergente por ser una p-serie
n=1
con p = 2.
() . S .
2) Z E— no es una serie absolutamente convergente pues Z - es la serie
n=2 n=1

armoénica y sabemos que NO es convergente.

Teorema 15. 5% una serie g a, es absolutamente convergente, entonces es convergente.
Este criterio es muy ttil, por ejemplo, para series de la forma:

Z co;‘/ (2n)

n=1

. Como utilizaria el Teorema (15) precedente para mostrar que la serie anterior es con-

vergente?

Teorema 16 (Prueba de la razon). Sea la serie Z a, Yy supongamos que vale

hfm |an+1| — L

oo |an]

Resulta que:

1. Si L < 1, entonces la serie Zan es absolutamente convergente y luego, por el

teorema anterior, la serie es ademds convergente.
2. S L>10L=o00,la serie g a, es divergente.

3. Si L =1 no podemos decir nada sobre el cardcter de la serie.
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Teorema 17 (Prueba de la raiz ). Sea la serie Z a, y supongamos que vale

1
n = L.

lim |a,
n—oo

1. Si L < 1, entonces la serie Zan es absolutamente convergente y entonces, por el

teorema anterior (15), es convergente.
2. S L>10L=o00, la serie Zan es divergente.
3. Si L =1 no podemos decir nada sobre el cardcter de la serie.
Observacion 13. Notemos que si L = 1, en los dos criterios enunciados antes, el criterio

no decide. Veamos por qué sucede esto para el caso de la Prueba de la razén por

ejemplo. Consideremos la serie armonica y la p-serie con p = 2, es decir

a) Z%, >

n=1 n=1

S|

Aplicando la Prueba de la razéon a cada ejemplo, vemos que L = 1. ;Y qué sabemos de

cada una de estas series?

Sabemos que la primera es una serie convergente por ser una p-serie con p > 1y que
la segunda es una serie divergente por ser la serie armonica. Estos son ejemplos de por
qué el criterio no concluye nada si L = 1. Te proponemos que busques vos otros

ejemplos.

IV. Ejercicios sugeridos

Sumas parciales

7 escribe los 6 primeros elementos de la sucesion de sumas
n JR—

1. Dada la serie Z
n=>5

parciales asociada (no es necesario hacer cuentas, sélo escribir los términos que

correspondan).
o _1)n—1
2. Repite el ejercicio anterior para la serie Z —
n!
n=2
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3. Sea s, el elemento genérico de la sucesion de sumas parciales correspondientes a la
serie g a,. Calcula la suma de la serie cuyas respectivas sumas parciales se definen

a continuacion:

i) sn=2-3(08)", neN; i) s,

Ejercitando con Series numéricas Famosas

4. Considera el ejercicio (1) de la practica anterior sobre sucesiones.

a) Escribe una sucesion que te permita calcular la distancia total recorrida por la

pelota en cada segundo que va transcurriendo. jEs convergente la sucesion?

b) ;Qué ocurre si en cada rebote la pelota alcanza la misma altura que en el

rebote anterior?

¢) Y sidispone de un sistema de propulsion que hace que en cada rebote duplique

la altura anterior?

5. En el curso de ingreso, se vio que 0.9 = 1. Muestra este resultado mediante la

utilizacién de una adecuada serie.

6. Muestra el caracter de la serie definida en cada item. Si es convergente, halla su

suma cuando sea factible.

9 27 2 1 2 1
443+-+—+... 2414+ -4+ 4+-+...
a) 4+ titet e) 2+ tgtotetgt

b) gln<1+%) /) 2_3147122—1

oo 3”
T T T g)z
PR n—2
) THV2E Tt e
- 1
31 2 4 8
d) \/§+\/—_+—+—+—+—+... h>Zn2+3n+2

2 3 9 27 &8l
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Resultados de Convergencia

7. Determina en cada caso el caracter de la serie, y de ser posible, calcula el valor de

Su suima.

a) iarctan(n), d) i <% + 2i) ,

n=1 n=10

“ n-1 142" 43"
b - @ -
);Snw’ 6); Bl

WE

)56, sl |

3
Il
()
3
Il
_

8. Determina si la serie es convergente o divergente. Si es convergente, encuentra su

suma.
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9.

10.

11.

12.

Utiliza el Teorema (12) para determinar el caracter de las series que figuran a con-

tinuacion.
=1 = Jn+4
a) Zlm7 e) Zl PO
- 1 =~ 1
b
)Z;@”+1P’ f>g;n?+4

ci Ly Ly
27 ' 64 125 7

ool —

. Es factible afirmar, mediante el Teorema (12), algo sobre el caracter de la serie
i cos(n ),
n=1 \/ﬁ '

1

————— es convergente.
n(In n)p

o0
Determina los valores de p > 0, para los cuales la serie Z
n=2

Criterio de Comparacion

Suponiendo que g an Y g b, son series con términos positivos. Responde las

siguientes preguntas justificando su respuesta.

a) Sia, > b, para toda ny Z b, es convergente ;qué puedes decir respecto al

caracter de g an?

b) Si a, < b, para toda ny Z b, es convergente ;qué puedes decir respecto al
caracter de Z ay?

c¢) Si a, > b, para toda n y an es divergente ;qué puedes decir respecto al
caracter de Z ay?

d) Si a, < b, para toda n y an es divergente jqué puedes decir respecto al
caracter de Z an?
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13. Determina el caracter de las siguientes series, utilizando el criterio de comparacion.

S . n+1
“)Zn4_1v f)Z(n_|_1)3’
n=2 n=2
> n+1 =1
b
);n\/ﬁ’ g);3n+4n’
03 0y
n:1n2\/ﬁ, n:ln’
=, 6" . n?+5n
d ' )
);571—1’ Z);n3+n+1
> 1
)Y ,
—Vn?+5

14.  a) Utilizando los items 2 del teorema (13)determina el caracter de las siguientes

series.

) > T y >

15. Si E a, €s una serie convergente con términos positivos, jpuedes asegurar que

Z sen(a,) también es convergente?

Serie Alternante

16. Determina si las siguientes series son convergentes o divergentes.
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2 4 6 8 0 )
a) —g—i-g—?-i-g—... d) Z(_l)n— ne™",
n=1
OB &) S (1) arctan(n),
n=1
= Y > ncos(nm
¢) Z(—l)”e ; f) Z %
n=1 n=1

1
"1 es convergente.

17. Determina para qué valores de p € R la serie Z(—l) —

n=1

Criterios de Convergencia absoluta
o

18. Determina el caracter de la serie E a,, si es posible, en cada item sabiendo que:

n=1
;| Ont1 ;| Ont ;| On1
a) lim =] =3, b) lim |[—=| =08, ¢) lim |22 =1

19. Determina si las siguientes series son absolutamente convergentes, convergentes o

divergentes.
a) g (_7;)”, 0) ; COSTS'%T) |

. . 1 o .
20. Dada una sucesion {b,} de elementos positivos convergente a 2 analiza si la serie

o0

Z b cos(nm)
n=1 n

es absolutamente convergente.

o0
rn
21. Demuestra que la serie E — ©s convergente para todo r € R. A partir de esto se
n!
n=1

concluye que

,’,..TL

Im — =0
n—oo N

41



22. En la seccion 11.7 de [3] podras encontrar una variedad de ejercicios de series nu-

méricas, elije los que consideres para poder repasar los conceptos vistos.

MISCELANEA

1. Determina si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifica adecua-

damente respuesta.

a) Si lim a, = 0, entonces E a, converge.

n—oo
o0
b) La serie Zn’se”(l) es convergente.
n=1
o0 o0
c) Si ch 6" es convergente con ¢, > 0 V n entonces ch (—6)" es con-
n=1 n=1

vergente.

[o.¢] o0
d) Si Zan es divergente, entonces Z|an| es divergente.

n=1 n=1

2. Problema de Basilea (Euler lo resolvio en el ano 1735): si bien no se conoce muy
bien su origen, lo cierto es que muchos fueron los interesados en resolverlo en esa

época.

El problema de Basilea consiste en determinar cudl es el valor exacto de la suma de
los cuadrados de los inversos de todos los nimeros naturales, es decir, calcular la

suma de la siguiente serie:

> 1

-
n
n=1

Este problema fue propuesto por primera vez por el matemdtico Pietro Mengoli en
1644 y fue popularizado por Jakob Bernoulli en 1689, pero ninguno de los dos lo
resolvieron. Otros grandes matemdticos de la época, como Johann Bernoulli, Leibnitz
y Wallis tampoco pudieron encontrar la solucion (aunque este ltimo calculd su valor

con 8 decimales). Este hecho le dio al problema aiin mds importancia. Al final fue

42



el genial Leonhard Fuler quien le puso el cascabel al gato, como en muchas otras
ocasiones. De hecho este problema se acab6é denominando asi porque tanto
Euler como los Bernoulli residian alli, aunque hoy Basilea se conozca por ser
cuna de Roger Federer. Dato extra: Fuler, nacido en 1707, era ademds: ingeniero

+ fisico + astronomo + filosofo + arquitecto + masico + tedlogo a veces...
Sabemos que la p-serie con p = 2 es convergente. Pero... ja qué converge???

Euler demostré que

=1
Sa=%

n=1

. Podrias corroborar que este resultado es factible mediante el uso de algiin software?
. Cuéntos términos seria adecuado utilizar para tener un error en la aproximaciéon

del orden de 107197

Utilizando esta informacion, halla la suma de las siguientes series:

0 1 00
CL) Z ﬁu

n=2 n=1
nS !

n=3 (7’L + 1)

3. Dada una sucesion {a,}, .y convergente a L > 1.
a) Realiza un grafico que represente esta situacion.
b) ;Qué puedes decir de la convergencia de las siguientes series?

1) Zam Z |an])”
n=1

n=1

1.3. Series de funciones

En la seccion anterior, tratamos con series cuyos términos eran nimeros reales. Ahora

vamos a trabajar con series cuyos términos nacen en una sucesion de la forma { f,(z)},
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donde z pertenece a algtin subconjunto de los nimeros reales (también podria considerarse

el conjunto de los complejos...pero no es ahora el caso).

I. Serie de potencias

Definicién 11. Llamamos Serie de potencias centrada en zy a una serie de la forma

ch(x—xo)":co+cl(x—xo)+...+cn(x—$o)n+-~

n=0

donde los coeficientes ¢, € RV n € N.

Observacion 14. Notemos que si en la serie anterior, = xg, resulta
o
n
Cn (T — x0)" = ¢p.

n=0
Observacion 15. Si ¢, = ¢ V n, y considero z fijo, la serie se transforma en una serie

geométrica de razoén

r=x—

y por lo tanto, si |r| = |z — x| < 1, la serie es convergente y converge a

1—(z—z0)

Ejemplo 12

oo
Dada la serie de potencias Z 5(z — 3)", encuentra en qué intervalo converge y cuél

n=0
serfa la funcion suma de la serie.

Resolucion: Si |z — 3] < 1, es decir,

2 <z <4,
Sse-a= 0 vee(d)
4_:1?7 Y
n=0
La funcion suma serfa S(z) = =, Ve (2,4) [ |



Observacion 16. Notemos que en el ejemplo anterior, obtuvimos una funcién suma, pues

para cada valor de z, la serie converge a un nimero que depende de z.

Como consecuencia de lo anterior, es muy interesante el proceso inverso. Es decir,
dada una funcion f(z), jpodemos hallar una serie de potencias tal que su funciéon suma
sea f?7 La importancia de este hecho radica en que a veces la funcion f original es de dificil
manejo y no asi una serie de potencias o una suma parcial, como veremos en la resolucion

de algunas ecuaciones en derivadas parciales en la tercera unidad.

Ejercicio 18

Halla una serie que represente a la funcion f(z) = % Ademas, indica en qué inter-

valo real la representa.

Resoluciéon: Trabajando algebraicamente, resulta:

3 -1 1

f@) =7 =3 1 1— 22~
[2z|<1

= —3%(291:)" = —3§:2nx”, Vx| < %
n=0 n=0

Es decir que la serie anterior representa a la funcién f en el intervalo < ~ 5 5)

Entonces:

1. jqué ocurre en los bordes de éste intervalo? Si z = —%, ide qué serie geométrica

hablamos? Ya sabemos qué caréacter tiene, ;verdad? Es divergente. ;Por qué?
£ i 2 _ 19
2. jtiene sentido pensar qué ocurre en x = 5!

3. la dltima expresion en la serie anterior, nos muestra que es una serie de potencias

con coeficiente ¢, = (—3) 2", V n € Ny |
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Notar que en para este tipo de series de potencias a
coeficientes constantes, el intervalo de convergencia es

simétrico con respecto a x.

Ahora, retornando al caso general donde los coeficientes ¢, son variables que dependen

de n, veamos coémo trabajar.

. Por qué necesitamos las series de potencias?

El uso principal de las series de potencias es proporcionar una manera de representar
algunas de las funciones mas importantes que surgen en matematicas, fisica y quimi-

ca.

Por ejemplo, la funcién de Bessel, llamada asi en honor al astrénomo aleman Friedrich
Bessel (1784-1846). Esta funcion surgioé cuando Bessel resolvio la ecuacion de Kepler para

describir el movimiento de los planetas en sus orbitas alrededor del Sol.

Entonces, Bessel obtuvo esta serie como solucion:

= (e (-1)"
Jo(z) = Z W; Con = W, cm—1=0 neNy, zek
n=0

Desde esa época, estas funciones se aplican en diversas situaciones fisicas, sin olvidar la
distribucion de temperaturas en una lamina circular y las vibraciones de una membrana

de un tambor.

Ahora si,

i,como saber si una serie de potencias en general converge?

;Donde converge?

Para responder a esta pregunta, podemos seguir utilizando el criterio de la

razon.
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Ejemplo 13

Considera la serie de Bessel de orden 0

i n 2n
92n (n1\2
n=0 25
1)n xQn
Entonces, a,, = W y
Ap+1 B $2
an 4(n+1)?
Luego, aplicando limite en ambos miembros:
a
lim = =0 VzeR
n—oo an

Por lo tanto, la serie de Bessel converge para todo x € R, es decir que queda definida

una funciéon, llamada Jy, con dominio en R como figura en péagina anterior.

> n 2n
Z 22n
n=0

Teorema 18. Convergencia y radio de convergencia.

Sea la serie de potencias

[o.¢]
E Cn (x — x0)"

n=0

solo hay 3 posibilidades:

1) La serie converge solo cuando © = xo, es decir que el radio de convergencia es

R =0.
2) La serie converge para todo x € R, es decir el radio de convergencia es infinito.

3) Existe R > 0 tal que la serie converge si |v — x| < R y diverge si |x — x| > R.

Observacion 17. Notar que:
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1) en el item (3) del teorema anterior la funcién suma de la serie estda definida en el

intervalo (zg — R, 9 + R),

2) en este mismo {tem, para cada serie, habréa que chequear qué ocurre con x = zg — R

y con r = xg + R.

Si bien no justificaremos esto pero, dentro del intervalo de convergencia, a la serie
podemos tratarla como si fuese una simple suma. Entonces, podemos derivarla e integrarla

término a término. Y no sélo eso, sino que ...

la serie obtenida sigue siendo convergente.

(Para x en qué intervalo converge?

Lo anterior se formaliza en el siguiente teorema.

Teorema 19. Sea la serie de potencias

Z Cn (T — x0)"

n=0

Suponiendo que tiene radio de convergencia R > 0, entonces resulta que la funcion

suma f(x) es derivable e integrable en el intervalo (xg — R, xg + R). Mas ain:

n=0 n=1

)n—l—l

’ w (x — x9

En ambos casos, las series resultantes son convergentes y conservan el radio de conver-

gencia.
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Ejercicio 19
Halla la serie que representa a la funcion f(z) = —In(4 — z)°.

Sugerencia: usa de modo conveniente lo que ves en la resolucion del ejemplo (12) de

pagina 44.

II. Serie de Taylor

En otros cursos de calculo hemos estudiado la linealizaciéon de una funcién derivable en

un punto x = a mediante un polinomio de primer grado, de ecuacion
Pi(z) = f(a) + f'(a)(x —a) Vaxe(a—d,a+d) (paraalgan o > 0).

Esta linealizacion era utilizada para aproximar el valor numérico de la funcién en valores

cercanos a r = a.

Si la funcion f tiene derivadas de mayor orden, por ejemplo hasta orden n, en un entorno
de x = a y estas no se anulan en x = a, podemos obtener mejores aproximaciones de f
con polinomios de mayor grado. Estos polinomios se denominan polinomios de Taylor

de grado n generado por f en x = a.

Pu(2) = f(a) + f(a) (e —a) + L

(x—a)" Vze(a—96d,a+0).

Veamos un ejemplo clésico.

Ejemplo 14

Dada f(x) = e* encontremos el polinomio de Taylor de grado n alrededor del origen.

Resolucién: Es claro que f*)(0) = 1 para todo k luego tenemos que:

1 1
P.(z)=1+x+ §x2 +...+ Ew”.

49



Observemos las gréficas:

Como la funcién exponencial tiene derivadas de todos los ordenes alrededor del origen,

podriamos generar la serie de potencias

que converge para todo = € R.

Esta serie, jconverge a la funcién exponencial?

Y en general...

(Para qué funciones sera posible generar la serie

n

o £n)(g
Zf '< )(x—a)”?

(Esta serie converge a f(z)?

(Para qué valores de =7

Comencemos respondiendo la segunda pregunta, definiendo serie de Taylor de una fun-

cion.
Definicion 12. Sea f una funcién infinitamente derivable en algiin intervalo abierto que

contiene a x = a. Entonces llamaremos Serie de Taylor generada por f en x =a a
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la siguiente serie

. f)(g , "“(a
S Ly = @)+ S @ -0+ L@ —ap

Si a = 0 la serie también recibe el nombre de Serie de Maclaurin generada por f.

La serie de Taylor converge siempre para x = a al valor f(a). Nos preguntdbamos si
la serie converge a f(z). En general la respuesta no es afirmativa para x # a, veamos el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 15

e Ve £
Dada la funcion f(z) = es infinitamente derivable en un entorno del

0 r=0
origen y f™(0) = 0 para todo n.

. o f(0) y
Luego la serie de Maclaurin Z ———x" converge a la funcién nula para todo x
n!
n=0
real, pero converge a f(z) solamente en x = 0.

Por lo tanto el siguiente teorema nos proporciona una condicién suficiente para la

convergencia de una serie de Taylor a la funciéon que la generé.

Teorema 20. Si f tiene derivadas de todo orden y continuas en un intervalo (a — 6,a + 9)

Yy
f™ (@) <M, n=1,2,--, Yz€(la—25a+?d)

entonces la serie de Taylor generada por f alrededor de x = a converge a f en (a—§,a+9).

Es decir:

> (g
S Wy = p@), vee@-bata)
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Respondamos ahora la pregunta que nos planteamos, ;ja qué funciéon converge la serie

de Maclaurin genereda por e*?

Si |z| < & tenemos entonces que f™(z) = e” < €9, luego si tomamos M = €° tenemos

que
x ..n
x
D
n!
n=0
en (—0,0). Pero como este argumento es valido para todo § real entonces
o0 xn
Y —=¢" VzcR B
n!
n=0

De manera analoga verifiquemos que valen los siguientes desarrollos para las funciones

SENO'Y COSENO:
n

Z ((;:L;' *" = cos(r) Vr € R,

n=0

Z %x%ﬂ = sin(z) Vo eR.

n=0 - 1)
o0
Observemos que si f(x) = ch(aﬂ —a)" con radio de convergencia R > 0 entonces
n=0
aplicando lo visto en la seccién anterior tenemos que
() (g
Cp = () Vn
n!

Ahora bien, hasta el momento hemos trabajado con funciones “buenitas”’ y fue sencillo
obtener una ley genérica para los coeficientes ¢, de la serie de Maclaurin....pero no siempre
es factible. A veces, podemos pensar como en el ejercicio (19) de pagina 49, es decir,
trabajar algebraicamente y utilizar propiedades y operaciones conocidas entre funciones.
Por ejemplo, consideremos las siguientes series de Maclaurin y la correspondiente funcion

suima.:

1 =
1_m22x lz] < 1,
n=0

=S (-1 o <1

n=0

14 22

La segunda serie puede obtenerse a partir de la primera considerando una composicion

de funciones. ;Como seria esto?



Ya hemos dado varias razones para motivar el estudio del tema series...veamos una ra-
z6m mas: las series nos permiten integrar funciones que antes no podiamos. Por ejemplo,
1'2

una antiderivada de la funciéon e™*" no puede expresarse mediante una funciéon elemen-

xT

1. . . .2
tal. Utilizando una serie de Maclaurin para representar a e~ , podemos encontrar un

x
. . _ 42
desarrollo en serie de potencias que represente a / e tdt.
0

ITI. Serie de Fourier

Comenzaremos aqui recordando conceptos y propiedades de funciones e integrales. Re-
cuerdos basicos para trabajar con comodidad con esta nueva clase de series tan 1til para
representar algunas funciones, y més adelante, resolver ecuaciones en derivadas parciales

sujetas a ciertas condiciones.

Lema 21. Sean f y g dos funciones.

1. Si f y g son dos funciones periddicas de periodo P, la combinacion lineal (a f +bg)
también serd una funcion periodica de periodo P para cualquier par de constantes

reales a y b.
2. a) Si f yg son ambas funciones pares o impares, f.g serd una funcion par.
b) Si f es par y g es impar, el producto serd una funcion impar.
3. Si f es una funcion par e integrable en [—a, a] = ffa f(z) dx = 2an f(z) dx.

4. Si f es una funcion impar e integrable en [—a, a) = [* f(z) dz = 0.

Definicion 13. Llamaremos serie de Fourier a una serie trigonométrica de la forma

% + Z an cos(nw x) + b, sen(nw x)

n=1

donde ag, a,, y b, son nimeros reales y son los “coeficientes” de la serie.

Ahora...si quisiéramos poder escribir a una funcién f mediante una serie de Fou-

rier...;como tendrian que ser los coeficientes ag, a, y b,7
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A partir de acé, y s6lo por comodidad, consideramos 2P en lugar de P como pe-
riodo principal. Las definiciones son méas sencillas y podemos usar mejor los resultados

anteriores.

Consideremos f una funcién periédica de periodo 2P e integrable en dicho periodo y

definamos:

y los “coeficientes de Fourier” como:

1 [P
aO:F/_Pf(x) dx
1 P
anzﬁ/_P f(z)cos(nwzx) dx n=12...

1 [P
bn:—/ f(z)sen(nwz) dx n=123,...
PJp

Ahora, hemos de considerar las siguientes preguntas:

La serie obtenida con estos coeficientes, ;jes convergente?,

;donde converge?,

/,a qué converge?

Antes de continuar resolvamos los siguientes ejercicios.

Ejercicio 20
Ante todo, y con fines practicos, mostrar que:
1. si f es impar,

an:O VHENQ,

2. si f es par, entonces

b,=0 VneN.
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Ejercicio 21

Muestra que si f es una funciéon peridédica de periodo 2P, entonces

:P (@) dx:/_]; f(a) do.

Estos ejercicios anteriores son importantisimos pues permiten simplificar cuentas
en el caso de que la funcién f sea par o impar.
Observacion 18. Del ejercicio anterior, concluimos que:

1. Si una funcién es impar, la serie generada constaré solo de senos.

2. Si, en cambio, la funcién es par, la serie generada sera sélo de cosenos.

Ejercicio 22
Considerando la funcion
0, z¢€(—m0)
z, x€(0,m)

una funcion periddica de periodo 27, verifica que los coeficientes de Fourier asociados

a esta funcién son: paran € N

No olvidar dibujar la funcién, aunque no se indique.
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Teorema 22. Convergencia de la Serie de Fourier
Sea f una funcion periodica, de periodo 2P.

1. Si f y f' son ambas seccionalmente continuas en el intervalo [—P, P] (con esto
decimos que si tienen discontinuidades, son un niumero finito, y si tienen saltos,
estos serdn acotados en este periodo), la Serie de Fourier es convergente. Es

decir que existe una funcion suma a la que llamaremos S(z).

2. Si f es continua en xg € [—P, P|, entonces
S(xo) = (o)

3. Si [ es discontinua en xg € [P, P|, entonces

xd Ty
Sy = L)+ 1)

Ejercicio 23

Con los coeficientes obtenidos en el ejercicio (22), aplica este teorema (22) y da la
funcion suma de la serie. Ademas, grafica la funcion f y la funcion suma S(z) en el

intervalo [—3m, 3w]. ;Cual es el valor de (10°7)7? (Y el de (15009 7)?

Resolucion:

1. Recordemos que la serie asociada a la funcién periddica f definida en el ejercicio

(22) sera de la forma

ap >
5 T ;an cos(nw x) + by, sen(nw x) (3)

donde los coeficientes vimos que eran



y reemplazando en (3), obtenemos

(_1 k+1

%+Z(_—2) cos((Zk—l)wx)-l—T)

S TYREEY sen(kwx).
k=1

Segun el teorema (22), dado que f y f’ son seccionalmente continuas (;por qué?),

esta serie es convergente, por ende existe la funcion suma a la que llamamos S(x).

2. La grafica de la funcién f en el intervalo pedido seria

. Cuél seria la grafica de la funcion S(z)?
3. Por tltimo el ejercicio nos pregunta: {Cual es el valor de S(10°7)? ¢ Y el de S(15009 7)?
Nuevamente apelamos al Teorema (22):

1. en los multiplos pares de 7, el valor del salto es 0 (;por qué 7). Luego

S(10°7) = 0,

2. en los multiplos impares de 7, el valor del salto es 7 (;por qué 7). Luego

S(15009 7) = g n

Ahora, veamos otro tipo de situacion a resolver... jqué sucede si s6lo tengo informacion

de una funcién en un intervalo [0,b]? Es decir, que la funcién NO es periddica pero atn

o7



asi quisiera aprovechar la posibilidad de escribir a la funcién mediante una combinacion

lineal de términos trigonométricos.

{Podria representar a esa funcién mediante una Serie de Fourier?

TODO lo anterior, dice que NO pues no tenemos una funciéon peridédica. Pero, me-
diante la definiciéon de una funcién auxiliar, lo podremos hacer. Veamos el siguiente

algoritmo.
Algoritmo

v Realizar una extension periodica de la funcién a R dependiendo de la situacién que
sea necesaria satisfacer. Por ejemplo, supongamos que necesitamos establecer la repre-
sentacion de f mediante una serie de Fourier que sea sélo de cosenos. Entonces realizamos

lo que se llama una extensién par. La llamamos ¢, por ejemplo. Entonces:

f(x), x € [0,b]

f(=z), x € [=b,0).
v Hallar los coeficientes de Fourier asociados a g.

v A esta serie de Fourier, restringirla al intervalo [0,0]. Es la representacion que bus-

cabamos de nuestra funcién f original.

Ejercicio 24

Halla una serie que so6lo contenga senos (serie de senos) y que represente a la funcion

flz) =2, =€ (0,m).

Ejercicio 25

Halla una serie que solo contenga cosenos (serie de cosenos ) y que represente a la

funcion f(z) =z, z € (0, ).

Observacion 19. Puede encontrar una generalizacion de esta situacion en Anexo - D. Para

profundizar este tema puede leer en [6] como trabajar con problemas en los que aparecen
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seniales més complejas, por ejemplo, aquellas con simetrias de media onda y cuarto

de onda.

IV. Ejercicios sugeridos

1. ;Cual(es) de las siguientes son series de potencias?

a) Z (=1" d) Zn(sen(ii) —z)"

b) Z (x;—nl)” e) Z sen(n) (x —m)"

Representacion de funciones mediante Series de Potencias (Primera Par-

te)

2. Considerando que la funciéon puede representarse mediante la Serie de poten-

cias
oo
> "
n=0
en el intervalo (—1, 1), determina en qué dominio y mediante qué Serie se puede

representar a las siguientes funciones.

1 ) z
c Y
a) 1+a 2—x
1 )
— d) ——.
b) 1+ 22’ ) 1 — 322
—1

3. a) Demuestra que

=3 1-(@w-2 7%

b) Encuentra un desarrollo en serie de potencias con centro zo = 2 de la funcion
1

x—3
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Intervalo y Radio de Convergencia de una serie de potencias

4. Determina el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de la serie.

0) Y (1) na” nyY Uy
05 ) 3wy
O Y1 p Y

d) > (=3)" (z —2)" i) Y nl(2z—1)"

) Z(_l)n (z+1)*F i) Z (5x — 4)™

(2n +1)!

5. Encuentra el valor de b < 0 para que la serie de potencias
[o¢]
n=1

tenga radio de convergencia R = 5. Analiza el intervalo de convergencia para los

| 3

(x+1)"

T

=yl

valores encontrados.
o

6. Supoén que g cn " converge cuando x = —4 y diverge cuando x = 6. Determina
n=1
el caracter de las siguientes series:

a) ch b) ch (—8)" c) ch (—=3)"

n=1 n=1 n=1

7. Dadas las series de potencias Z ap "'y Z b, " con radio de convergencia R = 2
y R = 3 respectivamente, responde las siguientes preguntas. Justifica tus respuestas.

a) ;Cudl es el radio de convergencia de la serie Z(an +by,) "7

b) ;Cudl es el radio de convergencia de la serie E an 27

60



10.

11.

12.

¢ Puede una serie de potencias ser convergente en el intervalo (—oo, 3]7

Representacion de funciones mediante Series de Potencias (Segunda Par-

te)

. Encuentra una representacion como serie de potencias para la funciéon y determina

el radio de convergencia.

x
= e z)=In(b—2x
0) F@) = = ) (@) =In(> —2)
b) f(z) = _ 3 f) f(z) = z?*arctan(x?)
2 —x—2
! )5 = [ S
C) f(l') <I+1)2 0 ZE2+2
22 t
d) f(x):m h) f(t):/o z® In(1+x) de
Utiliza el item 3b) para encontrar el desarrollo en series de potencias con centro en
o = 2 de la funcion x——2
(z —3)?
sen(nx) ,
Sea f(x) = — Demuestra que la serie

es convergente para todos los valores de x, pero la serie de derivadas

> fulx)

es divergente cuando x = 2k7m con k € N.

En el siguiente desarrollo demostramos que la serie numérica
o
n2
P
n=1

converge a 6, utilizando propiedades de series numéricas y series de potencias. Lee

atentamente el desarrollo y explicita que propiedad (y/o teorema) fue utilizada en
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cada paso.

1 =
1_x:Zx ; lz| < 1
n=0
1 = n—1
n=1
T o0
— =) na" ; lz| < 1
(1—z)?
1 = n—1
(1—:5)2:an ; lz] <1
n=1
r+1 S 2 n—1 .
n=1
rr+1) &
(1—z)3 =2t it
n=1
6—53”2 n
_n:12n

Series de Taylor:

13. Dada la funcién cuyo grafico se presenta:

VA

o] X

a) Explica porqué la serie
1.6 -0.8(x—1)4+0.4xz—1)2—=0.1(xz —1)*+...
no es la serie de Taylor de f centrada en 1.
b) Explica porqué la serie
2.840.5(x —2)+1.5(x —2)? = 0.1(x — 2)> + ...
no es la serie de Taylor de f centrada en 2.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Encuentra la serie de Taylor para f centrada en z = 4 si

) = 3(71_(71)1”1!) v

.,Cuél es el radio de convergencia de la serie de Taylor?

Utiliza la serie de Maclaurin para dar una representaciéon de la funcion dada:

2

%) f(z) = sen(x 2), &) f(z) = cos(Z),
b) f(z) = cos(§ z), d) f(z) = sen*(z).

En el item (d), es conveniente considerar la identidad sen?(z) = $(1 — cos(2x)).

Determina la serie de Maclaurin asociada a la funcion f. Grafica f y las 10 prime-
ras sumas parciales en la misma pantalla. ;Qué observas? (Si utiliza Geogebra, el

comando es: PolinomioTaylor(f,a,nro orden))
a) f(x) = cos(z?), b) flz) ==z e™

En ambos casos, mediante el uso de sucesivas sumas parciales (con la herramienta o
software que prefiera utilizar), halla el valor aproximado solicitado con 5 decimales

exactos.

a) cos b5°, b) 1
1

€0

Evalaa la integral indefinida mediante el uso de una adecuada serie de funciones.

a) /xcos(x3)dx, b) /de.

T

Mediante el uso de una adecuada serie, evalta el siguiente limite:

lim V1= sen’z — e + cos(z) — 1

x—0 3;‘2
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Calcula la suma de la serie:

T o0 W2n+1
1" — 1" .
( ) n!’ C) Z( ) 42n+1 (2n+ 1)!

S
n=0 ’ n=0
S

Un vehiculo se desplaza a una velocidad de 20 m/s y con una aceleracién de 2 m/s?
en un instante dado. Mediante un polinomio de Taylor de segundo grado, estime qué
tanto se desplazara el automovil en el siguiente segundo. ;Serfa razonable utilizar

este polinomio para estimar la distancia recorrida durante el minuto siguiente?

Series de Fourier

Dada la funcién f periddica de periodo 27 encuentra los coeficientes de la serie de

Fourier asociada.

1, —m <x<0 0, —m <z<0
a) f(x)= c) flz) =

-1, 0 <z<nm cos(z), 0 <z<m

b) f(x) =z conx € [—m,7)

Utilizando un software, grafica las sumas parciales Sa(x), Si(z) y Ss(z) de la serie

de Fourier de las funciones del ejercicio anterior.

Encuentra la serie de Fourier para la funcién

: |z <1
fz) =

0, 1<|z|<2

con f(x+4)= f(zr)V z €R. Grafica f y S en el intervalo [—8, 8]. Justifica.

El voltaje V(t) = E sen(wt), donde t representa el tiempo, se pasa a través de un

rectificador que recorta la parte negativa de la onda, definiendo la siguiente funciéon
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0 T <i<o o
ft) = w5 fit+—)=f()
E sen(wt) 0<t< — v
w
Encuentra la serie de Fourier de f recordando que w = 22—]7;, con 2 P periodo

fundamental de f. Halla la funcién suma justificando su respuesta.

26. Dada la funcién periddica de periodo 2 definida por la grafica, determine si las

siguientes proposiciones son verdaderas:

a) La serie de Fourier de f contiene solo se-
1OS.
b) La serie converge a una funcion definida

en R.

c¢) La serie converge a una funcién continua.

27. a) Muestra que si —1 < z < 1 entonces

oo

1 4
2 n
2" =3 + ngl (—1) 5 cos(nmzx)

b) Sustituyendo x por un valor conveniente, muestra que

oo
1 w2

— =
n
n=1 6

El anterior es el llamado Problema de Basilea que describimos en la Miscelanea

de la secciéon correspondiente a Series numéricas. Notar que estamos mostrando
o0

que 72 =6 g —5, es decir que tenemos una forma de conocer las cifras de .
n

n=1

28. a) Encuentra la serie de Fourier asociada a la funcion

fl@)y=lz| si |z|<1 y f(z+2)=f(x) VzeR

b) Utiliza el item anterior para probar que

1+1+1+1+ + ! + T
32 52 T2 (2n —1)2 8
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29. a) Encuentra el desarrollo en serie de Fourier asociado a la funcion

0, w<z<0
flx) = ; flz+42m) = f(x) Vo € R.
1, 0z <m

b) Utiliza el item anterior para pobar que
1 1 1 (—1)(n+1)

T
R T I S? AT N
3Ty Tt T T 1

30. Encuentra la serie de Fourier que contenga s6lo senos y que represente a cada funcion

en el intervalo dado:
a) fle)y=—1, O0<z<l.
b) f(z) =cos(x), 0<z<m.
¢) flx)=2% 0<z<T.

31. Encuentra la serie de Fourier que contenga soélo cosenos y que represente a cada

funcion en el intervalo dado:
a) flx)=m—2, O0<xz<m.
b) flx)=1+2, O0<z<m.
¢) fla)=z—2% O0<z<l

32. Sea la funcion definida en el intervalo (0, 7') mediante la ley f(t) = t. Halla el
desarrollo de Fourier de periodo minimo, que represente a f en el intervalo (0, T')

tal que:
a) contenga solo términos en senos.
b) contenga sblo términos en cosenos.
¢) contenga sblo términos armoénicos impares [4].
d) contenga solo cosenos y Gnicamente armonicos impares [4].
e) contenga solo senos y tnicamente armoénicos impares [4].

En cada caso determina el periodo y dibuja la grafica de la funcién suma de la serie

obtenida.
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Capitulo 2

Ec. Diferenciales Ordinarias (EDOQO’s)

2.1. Introducciéon

Recordando el sencillo problema de “caida libre”, en el que simplemente se tiene un

objeto de masa m a una altura h y se lo deja caer

Caida Libre

|

2
h | g=9.8m/s

f

distancia = altura (h)
aceleracién= gravedad (g)

‘ . Qué fuerzas acttian sobre el cuerpo?

Observemos que solamente acttia el peso del cuerpo (movimiento en el eje vertical), es
decir que de acuerdo a la segunda ley de Newton, se tiene que la ecuacién que modela el

proceso de caida libre es
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Y si suponemos que y(t) es la funcién que describe la posicion del cuerpo al caer,
a(t) = y"(t) sera la aceleracion del cuerpo. Es decir, que la ecuacion anterior se reescribe

COIMo:

{Cudl es la incégnita en este problema?

El objetivo de resolver este problema es encontrar la posicion del cuerpo en cada mo-
mento, es decir, la incognita es la funcion y(¢). Entonces, descubramos como resolver

este tipo de modelos y otros més que iran apareciendo ([5, 6]).

2.2. Definiciones

Definicién 14. Una ecuaciéon diferencial ordinaria, que notaremos EDO, es una

expresion de la forma
F <x,y,yl,yu, ..,y(”)> =0
donde
= 7 es la variable independiente,

= y es una funcién incoégnita que depende de la variable independiente =z,

» F es una funcion que relaciona a z, y(x) y sus derivadas.

Ejemplo 16
1. zy" =e", donde F(x,y,y") =z y" — e,
2.y —ky=0, donde F(x,y,y) =y — ky;

3. yW —2¢y" = sen(z), donde F(z,y,...,y?) =y — 2y — sen(x).
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Definicién 15. El orden de una ecuacion diferencial es el orden maximo de deriva-

cibn que aparece en la ecuacion.
Siguiendo el ejemplo 16 tenemos que:
1. 2y =e* — EDO de segundo orden.
2.y —ky=0< EDO de primer orden.
3. y® —2y" = sin(z) — EDO de cuarto orden.

Observacion 20. Una EDO también puede escribirse de forma explicita y normalizada

como sigue:

y"W=F (rc vy, .-7y(”‘1)>
Observemos que el coeficiente principal de la EDO es 1.

Por ejemplo, consideremos la ecuacion:
4 my
xy =e"Y, x#0.

Es equivalente a
" e*Y
x

y =— z#0

donde ahora la EDO esta expresada en forma explicita y normalizada.

Definicién 16. Una EDO es lineal si es de la forma
an(2) Y™ + apr(z) YV + ot ar(2) Y+ ao(z) y = G(2)

donde los a;(x) son funciones que dependen de x llamados coeficientes de la EDO. Si

G(x) es la funcion nula, diremos que la EDO es homogénea.

Ejemplo 17
1. cos(z) ¥y +2 2y =tan(z) ~» EDO lineal no homogénea de orden 2.

2. xy? — y' =0 ~ EDO no lineal de primer orden.

x
14 22
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Definicién 17. Una solucién de una EDO
y" =F (wyyy --,y("’”) (1)
en un intervalo abierto I es una funcién y: I — R tal que
= ¢ es n veces derivable en I,
» g satisface la EDO (1) para todo x € I,

es decir:

i = F (0,9,9.5, . 3"")  veel

Ejercicio 26

1
Determina si la funcién §(z) = 2% — — es soluciéon de la EDO
x

1" 2
y ——y=0, >0
x

Una solucion de una EDO, puede ser expresada de forma explicita, es decir, definida
por una expresion y = g(z) como en el ejercicio anterior o de forma implicita definida

por una expresion G(zx,y) = k, como puede verse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 18
La funcién y definida de forma implicita por la ecuacion
4o —y? =1 (2)
es solucion de la EDO  yy' — 42 = 0.

Resolucién: Recordemos que una expresion de la forma (2) define una funcion en un

cierto dominio, por lo tanto consideremos que y = y(z):
42? — 2 (z) =1
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y derivamos implicitamente:

8z —2y(z)y'(x) =0

4z —y(x)y'(x) =0
O, lo que es lo mismo:

yy —4x =0
Por lo tanto la funcion definida implicitamente es solucion de la EDO. |

Definicién 18. La soluciéon general de la EDO de orden n definida por (1) es una

familia de funciones de la forma:

g=19(z,c1y...,¢p)

donde ¢4, co, ..., ¢, son constantes arbitrarias.

Ejercicio 27
Determina la solucién general de la EDO
y'(t) =g

donde g es la aceleracion de la gravedad.

I. Ejercicios sugeridos

1. En las siguientes ecuaciones diferenciales, en las cuales se indica el campo o area en
la que se originan, determina: el orden y decide si es lineal o no, ademas indica la

variable independiente.

d? d
a) Sd—tf + 4d_9tc + 9z = 2cos(3t), (Vib mecanicas, circuitos eléctricos, sismologia)
d*y dy . . , .
b) V1—y e +2x T 0, (Ec. de Kidder, flujo de un gas a través de un medio
x x

poroso)

d’y dy . L . .
c) e — 2 o +2y = 0, (Ec. de Hermite, mecanica cuantica, oscilador armoénico)
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@_y(2—3x)

d) it 1 (1-3y) (Competencia entre dos especies)
d*y fexic :
e) 8 i = ¢ (1 —z), (Deflexion de vigas)

2. Escribe una ecuacion diferencial que se ajuste a la descripcion fisica.

a) Larazon de cambio en la temperatura 7" del café en el instante ¢ es proporcional
a la diferencia entre la temperatura M del aire en el instante ¢ y la temperatura

del café en el instante t.
b) La razon de cambio de la masa A de sal en el instante ¢ es proporcional al
cuadrado de la masa de sal presente en el instante ¢.
3. Determina si la funcién dada es soluciéon de la ecuacion diferencial correspondiente.

a) y(x) =e* +x —1, y' +y =
. 0 db

=9 3t Y R = _9 2t_
b) O(t) = 2e°" — e s th + 36 e
d*s
c) s(t) =8 cos(3t) + 6 sen(3t), o = —9s.

4. Determina si la expresion dada es solucion implicita de la ecuacion diferencial co-

rrespondiente.
dy =
2 .2
+y° =6, - =—.
a) ¥4y iy
dy y
b 2 — X = C’ —_— = .
)y Y de 2y—=x
dy e ™ —y

Wy =1 S
c) € y=2 ’ de e 4x

5. Halla los valores de m para los cuales la funcion ¢(x) = €™ es solucion de la ecuacion
2

d d
diferencial £ + 62 + 5y = 0.
dx dx

T
6. Verifica que la funcion y = tan(z) — x, definida para todo = # (2n + 1)§ conn € Z
es una solucién explicita para la ecuacion diferencial iy = (z +y)?. Ahora, responde

las siguientes cuestiones:
a) Cual es el dominio de definicion de esta ecuacion?
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b) ;Qué relacion tiene con el dominio de la solucién?

¢) ;Qué conclusiones puedes obtener respecto al dominio de definicion de una

ecuacion diferencial y el de una soluciéon de la misma?

2.3. Resolucion grafica

Antes de aprender a resolver una EDO en forma clésica (es decir hallar una y(t) que
satisfaga la EDO), podemos tener una idea de la forma que tendra una solucion (si es que
existe) realizando un grafico. Con esto, podriamos obtener caracteristicas de una solucion,

como: intervalos de crecimiento o el valor de la solucién en algtn intervalo, etc.

Observemos que una ecuacion

y = F(z,y)

especifica la pendiente de la recta tangente a una soluciéon de la EDO en cada punto

(x,y) donde esta definida F' (recordar interpretacion geométrica de y'(x)).

Consideremos la ecuacién

y = -2y

Segin el comentario anterior, podemos graficar un campo de direcciones como el

siguiente:
e o e S L s M S L i 3 B A M AL 3 S A i
LSRR Y S S (1 S W L W O O A W W
A YU W Y AR Y A A N N A N W A W W YA WA W |
L N Y W W W & N W W W WA W W W W
LSRR W W W O N W W W W W M W W
T e T I T S O S N L S
AR R SR e TR TR Y S S S Y SR S T A
NONON N NN N RN N NN N N N NN
NOONON NOONTN N NS N N N N N N NN
25 —2 — A4 —1 — 0& €| — 0& —1 — 15 —2 — 26 —3
g -~ ~ ~ ~ ~ g rd ' e ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
VARV ARV AR ARy AR AR el RV AR A S A S S A S 4
VAR A A V] R RV AR R AR A
R A A N ...,
R A Ry A R B R R AN Ay AR R I Y
AR A AR A A AR A A R ARV A AR AR Y AR AT R
/AR AR A AR AT A S R R A AR AR AR ARV
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. Coémo lo construimos? ‘

» Por ejemplo, tomamos el punto de coordenadas (0, 1), entonces tenemos que
Yy =-2-1=-2

y luego graficamos un segmento de recta con pendiente —2 que contenga al punto

0,1).

= Observemos que en este ejemplo ¢y’ no depende de x, en efecto, en todos los puntos

de la forma (z, 1) la pendiente es y' = —2.

= Si consideramos distintos valores de y y repetimos el paso anterior, tendremos la

grafica del campo buscado.

Ahora... ;como usamos esta informacion?

En el punto (0,1), por ejemplo, sabemos que la curva y = y(z) que resuelva la ecua-
cion, tendra una recta tangente con pendiente —2 en ese punto. Entonces, repitiendo el
proceso en otros puntos, podemos deducir que la curva marcada en el grafico que figura a
continuacion es una “soluciéon” a la ecuaciéon iy’ = —2y que contiene al punto de coor-
denadas (1,2). Notar como la pendiente de la curva senalada va disminuyendo cuando

la coordenada y tiende a cero... entre otras observaciones que podemos realizar.

1} 1} 1} |} ! 1 1 1 | 1 1 1 L} |} 1
(W U U R | (R N T T R N N (|
L R R B R I R e T e B e I | (|
| R N R R | A | { A VA VA A A TR VA S
L L TR T TR ¥ A T | { AN A VAR A R TR AN S |
| R W Y R T | T T A T N | A
| S W S R} IR DR | U AN Y Y T AN R W
Vv § oy LU Y Y YA Y R A W
LS N U TR Y A YA A AR AR Y VA W U VR U
A W W WY N S VO 1\ Y W VAR YO VA VO VAR VA VA
AR W W WA Y N WA WO 1 W O W VA VR V5 VA VA VA VAR
LN T S I N N N e N e N N U R N Y
NN ON N NN NN N\ N\ NN N NN N\ N\
~ ~ ~ ~ ~] ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
-1 0 1 2 3 4
-~ -~ ”~ -~ - -~ -~ -~ -~ -~ -~ -~ -~ -~ -~ -~ -~
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A partir del campo de direcciones de una EDO, podriamos graficar soluciones aproxi-
madas de un Problema. Es decir, encontrar soluciéon a un modelo matematico que incluye
una ecuacion diferencial de primer orden y una condicién inicial (o dato) del problema,
sin tener que obtener una expresion de la soluciéon y poder asi analizar sus diferentes
caracteristicas, permitiendo realizar predicciones a largo plazo. Si este problema modela
un proceso (o algin problema fisico que depende del tiempo) entonces hemos encontrado
una solucién que asume cierto valor en el punto de arranque del proceso (o momento

inicial).

Ejercicio 28

Dado

1. Verifica que la expresion y? — 22 = 3 es una solucién implicita de la EDO.

2. Dada la grafica de esta hipérbola. ;Qué observas?

i 3

hipébola

_112 ~2?=3

La solucién del PVI

y=V3+x

3. (Por qué sblo la rama superior corresponde a la grafica de la solucién del pro-

blema?

4. ;Cual seria el dominio de la soluciéon del problema planteado?
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I.

Ejercicio 29

Realiza un bosquejo del campo de direcciones de la EDO

Ejercicios sugeridos

1. Dada la EDO ¢/ = —%
a) Grafica el campo de direcciones.
Sugerencia: Puedes utilizar cualquier software:
% en Geogebra el comando es CampoDirecciones(F(x,y)),

% en la app Calculus Tools, en “Gréficas— Campo de pendiente”.

b) Encuentra el bosquejo de la o las soluciones del problema.

r Y
y [ ——
T
y(xo)—yo

para distintas condiciones iniciales.

¢) Mediante el analisis realizado, {puedes asegurar la existencia de solucion para

cualquier condicién inicial?

2. Dados los siguientes campos de direcciones, analiza a cual EDO corresponde. (Se

recomienda no hacer este ejercicio con un software).
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Fig 111

=2 — 22

iii) 1

SENT seny

i) o

iv) y =(@y—-1)(y+1)

=x+ Y

i) o

= p(p — 2), que modela mateméaticamente el desa-

dp
dt

3. Dada la ecuacién diferencial

rrollo de la poblacion p (en miles) de cierta especie en el instante t:

a) bosqueja el campo de direcciones utilizando algun software;

b) sila poblacion inicial fuera 5000, {qué puedes afirmar sobre la poblacion limite

cuando t — oo?

c¢) si la poblacion inicial fuera 1500, ;jcuél seria el valor de la poblacion limite

4. El movimiento de un conjunto de particulas que se mueve a lo largo del eje = esta

determinado por la ecuacion diferencial

donde z(t) denota la posicion de la particula en el instante ¢.
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a) Siuna particula se encuentra en x = 1 cuando ¢t = 2, jcuél es su velocidad en

ese instante?

2

x
b) Demuestra que la aceleracion esta dada por la ecuacion gz 3t2 — 3352 +3a5.

¢) Si una particula estd en la posicion x = 2 en el instante t = 2,5, ;podra
llegar a la posiciéon z = 1 en algtin momento? ;Cual es su velocidad terminal?

Sugerencia: analiza el campo de direcciones.

5. A partir de un bosquejo del campo de direcciones, jqué se puede decir acerca del

comportamiento de y(z) cuando x — oo de una solucion a la siguiente EDO?

dy 1
73 l
dx y+x

6. A partir de un bosquejo del campo de direcciones de la EDO

dy _

dw__y

;qué se puede decir acerca del comportamiento de una solucion y(z) cuando z — co?

2.4. Problemas de Valores Iniciales

Definicién 19. Una EDO acompanada de condiciones iniciales se denomina Problema

de Valores Iniciales (PVI) asociado a una EDO y lo expresamos del siguiente modo:

y(n) — F (x7y7y/ay//7 "7y(n71))

y(%) = Yo,
! ‘r — ’
PVI y( 0) Y1
Yy (xo) = Y2,

\ y(n_l)(xo) = Yn—1-

Veamos distintas posibilidades de problemas con que podemos encontrarnos:
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Ejemplo 19

En la introduccién estuvimos trabajando con el siguiente PVI:
y” =—g, t>0
PVI§ y(0)=h
y'(0) =
1

cuya solucion es y(t) = h — 39 t2.

Resolucioén: Este es un problema sencillo de resolver, basta utilizar adecuadamente la

formula de Barrow

y(t)=—-gt+c c€R  como  (0)=0 entonces | c=0|,

1
y(t) = —=gt*+d deR como y(0)=nh entonces d=h

2
L
|
Ejemplo 20
Las funciones y;(z) = (z — 2)3 e ya(x) = 0, son soluciones del siguiente PVI
1.0 _ ,2/3
y =
pyrd 37
y(2)=0
.Se animan a verificarlo?
Ejemplo 21

Podremos comprobar més adelante que el siguiente problema no tiene soluciéon:
v +aty =0

y(0) =1

PVI
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Como vimos en los ejemplos un PVI puede tener tinica solucién, varias soluciones o no

tener ninguna.

‘ {Cuando un PVI tendra solucién? ‘

‘ Mas aun: jcuando sera tnica? ‘

Teorema 23. Teorema de Picard (de existencia y unicidad local para EDO’s

de 1er orden)

Sea el problema de valores iniciales

/

y = F(z,y)

y(zo) = Yo

PVI

donde (xg,yo) € R = [a,b] X [c,d].

Si By I, son funciones continuas sobre el rectangulo R, se tiene que existe un intervalo

I = (xg— 0,20+ 0) C [a,b] y una unica funcion ¢ definida en I que es solucion del PVI.

Y
d @
R
Yo @
c 9
o o———0
a xzg—4d Zo zog+ 0 b T

Observacion 21. Mas aun, este teorema se extiende a
Q= ]a X Bb

donde I, = {t : |t —ty| < a}, By = {x € R" : ||x — x|l < b}, donde (xo,ty) es el punto

que indica las condiciones iniciales del PVI.
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Ejercicios sugeridos

1. Sin resolver el PVI, decide en cada caso si es posible asegurar la existencia y unicidad

de solucién del PVI dado. Justifica.

dy 4 3 _
CL) d.I - y 9 y(()) - 67
dzx
b — 4t = 2) =
) o + 0, z(2) =0,
dy
C) % 3r — \/3 y—- ]-) y(Q) = ]-)
dy
d)%:?)x_\/gy_]-) y(Q):S)
dy _ 2 _
e)E—Hy—senG, y(m) = 5.

2. Sea el problema
eVy' + 2z =0,

y(0) =0

PVI

a) Identifica la region del plano donde se cumplen las condiciones del Teorema de

Picard.

b) Verifica que §(z) = In(1 — x?) es solucion del PVI. ;Seria posible hallar otra
solucion? Si o No y por qué?
3. Sea el problema
x— 1)y = 2?In(y),
Py ) @Y ()
y(@o) = vo.

a) Para este PVI, identifica la o las regiones del plano donde se cumplan las
condiciones del Teorema de Picard para asi poder asegurar que la soluciéon

existe y es tnica.

b) Selecciona una de estas regiones y un adecuado (z¢,yo) en donde se pueda

asegurar existencia y unicidad de la solucién del problema.
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2.5. EDO’s de primer orden

I. Ecuaciones a variables separables

Definicion 20. Se dice que una EDO es separable o a variables separables si es una

ecuacion diferencial de primer orden de la forma

dy

—h
I (z,y)

donde la expresion h(x,y) resulta de multiplicar una funciéon que depende solo de la

variable x por una funcién que depende sé6lo de la variable y. Es decir:

W — f@)- o) )

Observacion 22. Al poder factorear la expresion h(zx,y) en dos factores, uno que depende
de z y otro que depende de y resulta natural que esta ecuacién reciba el nombre de

separable.

Si g(y) # 0, vale que :

W fa) da. (4)

Notemos que, en ambos miembros, las expresiones dependen de UNA sola variable.

Entonces podemos antiderivar con respecto a la variable correspondiente:

/%:/f(x)d:c—l—c (5)

con ¢ € R, llamada constante de integracion.

La expresion (5) no siempre es la solucion general de (3), ya que al imponer la condi-
cion g(y) # 0 podemos perder soluciones en la resolucion anterior. Veamos un ejemplo

para ilustrar el procedimiento que acabamos de describir.
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Ejemplo 22

,  wysen(r)

y+1 (6)

Resoluciéon: Observemos que la EDO resulta a variables separables y entonces podemos

separar a estas variables como en (4)

(y+1)dy

J = x sen(z) dx, y#0. (7)

Integrando en ambos miembros, obtenemos:

y+linly| =senx —xcosx+¢c ceR A (8)

Pero... jaqui estAn TODAS las soluciones que necesitamos?‘

Antes de responder a esta pregunta analicemos la solucién que acabamos de obte-

ner.

v" Notemos que la solucion queda expresada con el valor absoluto. NO separamos en

y>0o0y<0.
v Siy = —1 no esta definida en (6).

v Siy =0 es una solucion de (6), llamada solucién trivial pues iy’ = 0. Observemos

ademés que esta no se puede expresar a partir de (8).

Ahora si... podemos decir que la solucion general de (6) es:

y+In|yl=senz —xcosx+c e y=0 ceR|

Ejemplo 23

y' = ky, donde k es una constante real.
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Resolucion:

Integrando ambos miembros y trabajando algebraicamente, resulta:
ly| = e

y:C'g 6]@, CQ e R.

Ahora veamos un par de ejemplos de problemas que pueden modelizarse a partir de

EDOQO’s a variables separables.

Ejemplo 24. Modelo de crecimiento/decrecimiento Poblacional

Si P(t) representa la poblacion de un sitio en el tiempo ¢, el modelo de crecimiento

poblacional se puede dar mediante la EDO:
P =kP,
donde k es una constante real positiva (si k& < 0 representa decrecimiento pobla-
cional, jpor qué?).
Notar que
* P =0 es una solucién trivial pues P’ = 0.

* La solucion general y que engloba a la solucion trivial es

P(t)=Cé", O >0.

Ejemplo 25. Ley de enfriamiento/calentamiento de Newton

Segun este modelo la temperatura 7" de un cuerpo (en funciéon del tiempo) que se

introduce en un medio con temperatura constante M, verifica que la razén de cambio
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de T es directamente proporcional a la diferencia de temperatura M — T, es decir

dr

=k (M-T)

La constante £ es un ntmero real no nulo que recibe el nombre de constante de pro-
porcionalidad. Si es negativa la EDO modelard el enfriamiento del cuerpo y si no
el calentamiento. ;Por qué?. La funcion T'(t) recibe el nombre de distribucién de

temperatura del cuerpo.

Ejercicio 30

Encuentra la soluciéon general de la EDO

drT
—=k(M-T
o ( )
Ejercicio 31
Dado el PVI
Y +a’y =0
y(0) =1

1. Demuestra que no tiene solucion.

2. Utilizando el teorema de existencia y unicidad determina para qué condicion

inicial es posible encontrar solucion.

II. Ejercicios sugeridos

1. Determina, en cada caso, si la EDO es separable. Justifica.

dy 2 dy _ Tty
a) %—Sen(flﬁLy)? d) (z +2)dx_ y ey,
dy_ z—3y dl’_ 2t
b) =, e) dt—tln(x ),
dx dv  t+t
c) (22 42)— =y "1, — =
) )dy / D 2%+ 1
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Observacion: jqué puedes notar en los ejercicios 1c y 1d?

2. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales o PVI, segtin el caso:

dy

Y 3221497 =0

o~ 3z (L+y7) =0,

d

ézy@—i-senx),

de 1

g & _ 1

Tt T

@—yx?’:y

dx ’

Y =2+y+1 cosuz, y(m) =0,

d

d—f =2t cos’z, z(0)= %,

2%y — 3zy — 2y = 0, y(l) =1.

Sea el PVI
y = fla)-9(y),
y(wo) = Yo,

con ¢ no nula en un intervalo que contenga a yo. Aplica el teorema de existen-
cia y unicidad para probar que este PVI tiene soluciéon tnica siempre que se

verifiquen los siguientes requisitos:
= f sea continua en un intervalo que contenga a x,
’ . .
= ¢ sea continua en un intervalo que contenga a .

Dado el PVI

1) Comprueba que el PVI tiene tnica solucion, utilizando el item anterior.
2) Halla esta solucion.

3) Grafica dicha solucion.
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4. El crecimiento de la poblacion de cierta especie de salmones de la costa de Alaska
estd modelizado por la ecuacion P’'(t) = 0,003P(t), siendo [t] = min y P(t) la

poblacién del salmoén en el tiempo t.

a) Suponiendo que al momento ¢ = 0 hay un millon de salmones, determina la
funcion P(t) para la poblacion en cualquier momento ¢. ;Cual es el valor limite

de la poblacién?

b) En el momento ¢ = 0 un grupo de tiburones se establece en el lugar donde
crecen los salmones y se alimentan de ellos. La razéon a la que los tiburones
consumen los salmones es de 0,001P?(t). Por esta presencia, ademas, los sal-
mones comienzan a abandonar al costa a razéon de 0, 002 salmones por minuto.
., Coémo se modificarfa la ecuacion diferencial para poder modelizar esta situa-

cion?

5. Si un termémetro que marca 37 °C se introduce en un vaso con agua a 21 °C, y
después de 6 minutos el termémetro marca 26 °C, jcuanto marcara después de 20

minutos?

6. Un recipiente con agua se calienta hasta que hace ebullicién y en ese instante se
retira de la cocina y se coloca a enfriar. Al cabo de 15 minutos la temperatura es
de 70 °C y 30 minutos mas tarde es 40 °C. Determina la temperatura del ambiente

donde se enfria el agua y la temperatura del agua luego de 1 hora de enfriamiento.

7. Se sabe que el Carbono 14 tiene una semivida de 5600 anos. Es decir, su cantidad se
reduce a la mitad por desintegracion radioactiva en ese lapso de tiempo. Si en una
roca sedimentaria habia al formarse un 40 % de Carbono 14 y ahora hay un 2 %,

jcuanto tiempo paso desde que se depositaron los sedimentos?

Observacion: para el Carbono 14, la tasa de cambio en cada instante es propor-

cional a la cantidad de Carbono presente en ese momento.

8. Cuestiones de unicidad. La mayor parte de los problemas con valor inicial tendran
una solucién tinica. De hecho, la existencia de soluciones tinicas era tan importante

que establecimos un teorema. El método para ecuaciones separables nos puede dar
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una solucion, pero podria no darnos todas las soluciones. Para ilustrar esto, considera
d

la ecuacion =2 = yt/3,
dx

a) Usa el método de separacion de variables para mostrar que

- ()"

es una solucién.

2x

3/2
3 > ,con x > 0, es solucién del PVI

b) Muestra que la funcion y(z) = (

¢) Muestra ahora que la funcion constante y = 0 también satisface el problema
con valor inicial dado en la parte (b). Por lo tanto, este problema con valor

inicial no tiene una tnica solucion.

d) Por ultimo, muestra que las condiciones del teorema de Picard no se satisfacen

y en consecuencia es factible que el problema no tenga solucién tnica.
e) (Por qué crees que se perdio la solucion trivial y = 0 en el item (a)?
9. Revisemos el concepto de intervalo de definiciéon. Al analizar un PVI
y' = flz,y),
y(w0) = Yo,

no siempre es posible determinar el dominio de la solucion y(z) o el intervalo donde

la funcion y(z) satisface la ecuacion diferencial.
a) Resuelve la ecuacion y' = xy3.

b) Proporciona en forma explicita las soluciones de los PVI obtenidos al considerar

las condiciones iniciales y(0) =1, y(0) = 1/2 e y(0) = 2.
¢) Determina los dominios de las soluciones del item anterior.
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d) Como se vio en la parte (c), los dominios de las soluciones dependen de las

condiciones iniciales. Ahora, considerando el problema

y(0) = a, a >0,

muestre que cuando a tiende a cero por derecha, el dominio tiende a ser todo

R y cuando a tiende a oo, el dominio se reduce a un solo punto.

e) Bosqueja las soluciones del problema con condiciones iniciales

y(0) = a, para a = +1/2,+1,+2.

10. Caida libre. Al comienzo de la unidad, analizamos un modelo para un objeto que
cae hacia la Tierra. Si sobre el objeto ahora se considera que actiian la resistencia

del aire y la gravedad, se observa que la velocidad v debe satisfacer la ecuacion

donde m es la masa, g es la aceleracion debida a la gravedad y b > 0 es una constante.
Sim =100 kg, g = 9,8 m/s*, b =15 kg/s y v(0) = 10 m/s, encuentre v(t). ;Cual

es la velocidad limite (es decir, terminal) del objeto?

ITI. Ecuaciones Lineales de Primer Orden

Definicién 21. Una EDO lineal de primer orden se expresa de la siguiente forma:

ar(x) y +ao(z) y = G(z), ai(x) #0.

Veamos primero un ejemplo féacil de resolver.

Ejemplo 26. Caso simple

/

a(z) y' +d'(z) y = G(x)



Resolucion: Notemos que el lado izquierdo de la EDO resulta de la derivada del producto

de funciones a(z)y(z) por lo tanto tenemos que

a@) y +d(x)y = Gla)
@) = 6

por lo tanto podemos integrar ambos miembros
a(z)y(z) = G(z) de+c¢ con ceR

o - L fow we] m

Ejercicio 32

Encuentra las solucién de

z (t) + z(t) = €.

Vamos ahora al caso méas general. Dada una EDO lineal

ai(z) y +ao(z) y = G(x)

comenzaremos, para simplificar los calculos, expresando la EDO en su forma normaliza-

da:

y + P(z) y=Q(x) (9)
donde P(z) = Z?Eg y Qz) = Ci((i))

Antes de continuar notemos que la solucion trivial y = 0 no es solucion de (9) si

Q(x) # 0 sPor qué? ;Qué sucede si Q(z) =0 Vz?

Toda EDO lineal de primer orden se puede resolver de modo similar a como lo hicimos
en el caso simple. Para ello vamos a multiplicar ambos miembros de (9) por una funcion

v # 0 que llamaremos factor integrante
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,Para qué hacemos esto?

Estamos intentando hallar una funcién v tal que al multiplicar ambos miembros de
la ecuacion (9) por v, el lado izquierdo de la EDO resulte la derivada de v(z)y(z), es

decir

Para encontrar v, desarrollemos la igualadad anterior:

v(z) y +ou(e) Ple)y = v(z)y +o'(2)y
ey g +ou(e) Ple)y = vle)g +0'(2)y
v(z) Plx)y = v'(z)y
v(z) P(x) y = v(z)y  (pues y#0)
(z) P(

v(z) P(z) = v'(z)

Entonces v es una solucion de esta EDO a variables separables. Luego tenemos:

’U(I) _ 6fP(ac) dx

Observacion 23. No ponemos constante de integracion pues buscamos UN factor inte-

grante.

Para encontrar la solucion general de (9) utilizamos el factor integrante encontra-

do.
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v(z) Q(z) de+c con ceR

=
8
~—
=
&
I
—

W) = oo [0 Q) e v s m

Observacion 24. La solucion general de una EDO de ler orden tiene UNA constante

de integracion.

Ejemplo 27
Encuentra la solucién general de la EDO

d

dx

Resoluciéon: Aqui se tiene que:



La solucién general es

IV. Ejercicios sugeridos

1. Decide cuales de las siguientes EDQO’s son lineales. Justifica.

d
a) (t2+1)d—f:xt—:v,
dy
b) y¥*—~ —ay =0
_ Ay 3
c) 3:1:—%—30 v+ 1,

dy
d — + =1.
) Ve . cosT =Yy
2. Encuentra la soluciéon general de las siguientes EDO lineales:

a) %—y:e%,

dy
b 2y = 523
)J:dx—i-y 5x°,

c) x’:%+2t+1,
d) y' = (1—y)cosz,

d
e) (x? + 1)£+xy:x,

3. Resuelve los siguientes problemas de valor inicial.
a) y —y=¢e*  y(0)=0,

dy
)wdery 52°,  y(1) =5,

¢)y=0-ycosz, y(0)=1,

d
d) t3 d—lg +3t2x =t, x(2) =0,

e) sen(z) y +y cos(z) =z cos(z), y(3)=2.



4. Dado el PVI

y =—Px)y +Q(z),

y(o) = Yo

Bajo qué hipotesis sobre las funciones P y () podemos afirmar que este problema

tiene solucion y que ademés es tnica.

5. Segun la Ley de Ohm, en cada resistencia R la caida de potencial es proporcional a la

resistencia y a la corriente (AVz = RI), mientras que la caida en el inductor es pro-
dl
dt

Una de las leyes de Kirchoff establece que el voltaje que proporciona la fuente

porcional tanto a la inductancia como a la variacion de corriente en él (AV, = L

E(t) es equivalente a la suma de las caidas de potencial en el circuito, debido a la

resistencia y a la inductancia. Con lo cual

1
o bien,
oy By EQ®)
() + 7100 ==

a) {Qué tipo de EDO es la obtenida?

b) Encuentra la corriente I(t) si se tiene una fuente de 12 V, una resistencia de
2€) y una inductancia de 1H. Se sabe, ademas, que la corriente en el instante

inicial es 0. ;Cuél es la corriente después de 0,1 segundos?

6. Una roca contiene dos isétopos radiactivos, RAI y RAZ2, que pertenecen a la misma
serie radiactiva, es decir, RA1 decae en RA2, quien luego decae en atomos estables.

~10t kg /s. Como la razoén

Suponga que la tasa con la que RA1 decae en RA2 es 50 e
de decaimiento de RA2 es proporcional a la masa presente y(t) de RA2, la razén de

cambio de RA2 es

Yy , ., ) ..
o = razon de creacion — razén de decaimiento

dy —10t
% — 5010 _ i
dt c y

donde k& > 0 es la constante de decaimiento.
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a) Si k = 2 e inicialmente y(0) = 40 kg, determine la masa y(t) de RA2 para
t>0.

2t

En la solucion obtenida en el item anterior el término semejante a e™=* domina a

partir de cierto momento, es decir, tiene mayor magnitud para valores de ¢ grandes.

(b) Vuelva a resolver el problema considerando k£ = 20. En este caso, jcual término

de la soluciéon domina a partir de cierto momento?

(c) Interprete los resultados obtenidos.

7. La ecuacién

y+2y=azy’ (10)
es un ejemplo de una ecuacién de Bernoulli.!

a) Muestre que la sustitucion v = y® reduce la ecuacion (10) a la ecuacion

v' 4+ 6v = 3x (11)

b) Resuelva (11) para obtener v.
¢) Encuentre la solucion y de (10).

8. Con frecuencia, la secrecion de hormonas en la sangre es una actividad periédica.
Si una hormona se secreta en un ciclo de 24 horas, entonces la razén de cambio del

nivel de la hormona en la sangre se puede representar mediante el PVI

dx

%:a—ﬁcos(lﬂ—kx ;o x(0) = 20

12

donde z(t) es la cantidad de la hormona en la sangre en el instante ¢, « es la razén
promedio de secrecion, [ es la cantidad de variaciéon diaria en la secrecion y k es
una constante positiva que refleja la razéon con la que el cuerpo elimina la hormona

de la sangre. Sia = =1, k =2y xy = 10, halla la funcion x(t).

'Para profundizar sobre este tipo de ecuaciones se recomienda leer la seccién 2.6 de [3].
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2.6. EDQO’s de segundo orden a coeficientes constan-

tes

Comenzamos estudiando un sistema masa-resorte que figura mas abajo, donde se ob-
serva un cuerpo de masa m sujeto a un resorte. Al aplicar una fuerza externa a partir de
una posicion de equilibrio, comienza el movimiento y debemos considerar una fuerza de
rozamiento que también interviene. Demés esta decir que, jtratamos con un sistema en

condiciones ideales!

Entonces, la ecuacion que gobierna o determina el comportamiento del sistema es:
my//+ky+by/:Fext> (12)

donde m es la masa del cuerpo, k es la constante del resorte (k > 0) y b > 0 es la constante

de friccidn.

{Como se resuelve una EDO de este tipo? ‘

Consideremos algunas generalidades y luego podremos retomar ejemplos clasicos que

se modelizan con este tipo de EDO’s.
Definicion 22. De acuerdo a las condiciones que se impongan sobre la funcién incognita,
se definen los siguientes problemas:

1. Problema de valores iniciales (PVI): los datos se dan sobre un mismo punto zy (se

present6 para EDO’s de orden n en la Definicion (19) de pagina 78).

ay” + by +cy =r(t),
y(to) = Yo,

Y (to) = y1.
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2. Problema de valores en la frontera: los datos se dan para y o 3’ sobre dos puntos

distintos tg e t;.

ay” + by +cy = r(t),
y(to) = vo,

y(t) =,

ay” + by +cy = (1),
y'(to) = vo,

y(t1) = 1,

ay” + by + cy =1r(t),
y(to) = yo,

y'(t1) = v,

ay” + by’ +cy = r(t),

y'(to) = Yo,

Y (t) =y

Observacion 25. Es usual en la practica, considerar el problema en este dominio [tg, 1],

de ahi que el nombre "frontera" suene natural.

Consideremos ante todo un teorema que nos asegura que, bajo ciertas hipotesis, estos

problemas, tienen solucion y méas aiin, que esta soluciéon es tnica.

I. EDO’s de segundo orden a coeficientes constantes homogé-

neas
La expresion general para una EDO de este tipo es:
ay”" +by +cy=0 (13)
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donde a, b, c € R son los coeficientes de la EDO, y ademas a # 0.

Se puede demostrar el siguiente teorema que da un marco de certeza en la bisqueda de
solucion para situaciones cuya modelizacion mateméatica implica una EDO homogénea de
2do orden a coeficientes constantes.

Teorema 24. TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD de un PVI
Dados a,b, c,xo,y0,y1 € R, el PVI
ay” + by +cy =0,
y(to) = Yo,
Yy (to) = 1,

tiene unica solucion para todo t € R.

., Como hallamos la tal solucion? Comenzamos buscando la solucion general, tal como

trabajamos con EDO’s de primer orden.

Recordando que y = €' es una funcién que, salvo constante, es igual a sus sucesivas

derivadas,
Jexiste r tal que y(t) sea solucién de (13)? Veamos...
Reemplazando y, ' e y” en (13), resulta:
a(r*e™)+b(re) +ec(e™) =0

como e > 0, debe darse que

ar’+br+c=0.

A esta ecuacion la llamamos ecuaciéon polinémica o ecuaciéon caracteristica asocia-

da a la EDO homogénea (13). La resolvemos y obtenemos dos valores para r.

—bEVb2 —4ac
2a

T2 =

Sabemos que pueden darse tres posibles situaciones para estas raices segtin cémo sea el

discriminante A = b? —4ac:
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a)

Si A > 0, ambas raices seran reales y distintas (r; # r9) , entonces proponemos

una soluciéon general de la forma

yH<t) = CleTlt + CQer2t7 C1,C2 € R

dado que y;(t) = €™ e yy(t) = €™ son, ambas, soluciones de (13).

iNotar que y = 0 es una solucion trivial de (13)! Y se obtiene con ¢; = ¢3 = 0.

Si A = 0 ambas raices seran reales e iguales (r; = ro = r), entonces proponemos

una soluciéon general de la forma

yu(t) = cre" +cpte™, c1,c0 €R

dado que y;(t) = e"" e ya(t) = te"* son, ambas, soluciones de (13)

Si A < 0 las raices son complejas, r1 = a+ i con oy § € R, la otra raiz debe
ser su conjugada r, = o — i B (gpor qué?) Entonces, proponemos como solucion

general

yu(t) = crecos(Bt) + cre® sen(Bt), c1,00 €R

dado que y;(t) = e*cos(Bt) e yz(t) = * sen(5t) son, ambas, soluciones de (13).

Veamos en el siguiente ejercicio la forma de utilizar el método que acabamos de des-

cribir.
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Ejercicio 33

En cada caso, resuelve el PVI:

1)

y'+ 2y —y =0,
y(0) =0,

y'+4y =0,

II. Ejercicios sugeridos

1. Si en la ecuacion (12) que gobierna o describe el sistema masa-resorte se considera

F..:(t) = 0, se tiene la ecuacion homogénea asociada a (12):
my" +ky+by =0. (14)

Para esta ecuacion, verifica lo siguiente:

Si y1(t) v ya(t) son dos soluciones de (14) entonces también lo es la combinacién

lineal

cryi(t) +caya(t), ci,c2 €R.

2. Demuestra que si en la ecuaciéon (14) se consideran m = 1, k = 25 y b = 10,
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entonces y; (t) = e y yo(t) = te~" son soluciones, llamadas sobreamortiguadas de

la ecuacion (14). ;Cudl es el limite de estas soluciones cuando t — co?

3. Se aplica una fuerza externa F,.(t) = 2 cos(2t) a un sistema masa-resorte con m = 1,
k =4y b=0. El sistema esta inicialmente en reposo, con lo cual, y(0) = ¢'(0) = 0.

1
Verifica que y(t) = 5 t sen(2t) representa el movimiento de tal resorte. ;Qué ocurrira

a largo plazo con el resorte?

4. Verifica que y = 2 sen(3t) + cos(3t) es una solucion del siguiente PVI:

2y" + 18y = 0,
y(0) =1,
y'(0) = 6.

Luego, determina el maximo de la funcion |y(¢)| para t € R.
5. Encuentra una solucién general de cada EDO homogénea.
a) 4w” 4+ 20w’ + 25w = 0,
b) y' 4+ 6y +9y =0,

c)y' —4y + 7y =0,

e) y' =y —2y=0,

f) 2w" — 4w =0,

9) ¥ —2V2y +2y =0,
h) y' —4y — 5y =0,

i)y — 2y + 26y =0.

6. Utilizando el mismo método visto para resolver EDO’s lineales de 2do orden a
coeficientes constantes, encuentra la solucion general de las siguientes ecuaciones a

coeficientes constantes de orden superior a 2:
a) y" —6y" —y 46y =0,
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b) v +2y" — 4y — 8y =0,
C) y/// . 2y// —I— 2y, _ 0

7. En cada caso, resuelva el PVI:

y' + 6y + 9y =0, y' =y =2y =0,
a)  y(0) =1, - ¢) { y(0) = -2,
y'(0) = -2 y'(0) = —1

y' +y=0, 0 y(0) =1,
b) q y(m) = -2, y'(0) =0,
y'(m) = 1. y"(0) =

8. Problemas con valores en la frontera.

Dado que la solucion de y” +y = 0 es de la forma y(t) = ¢; cos(t) + co sen(t), con

€1y ¢ constantes arbitrarias, demuestra que:

a) Existe una tnica solucion de la ecuacion anterior que satisface las condiciones

en la frontera y(0) =2y y (g) = 0.

b) No existe una solucion para la ecuacion anterior que satisfaga y(0) = 2 y

y(m) = 0.

c¢) Existe una infinidad de soluciones de la ecuacion que satisfacen y(0) = 2 y

y(m) = —2.

9. Resuelve los siguientes PVI y utilizando la analogia masa-resorte, analiza el com-

portamiento de la soluciéon al problema con valores iniciales dado, cuando t — oo.

y" + 16y = 0, y' + 6y + 8y =0,
a) ¢ y(0) =2, b) § y(0) =1,
y'(0) = 0. y'(0) = 0.

102



10. Una masa de 3 kg esta unida a un resorte con constante de rigidez k = 48%. La
masa se desplaza 0,5 m a la izquierda del punto de equilibrio y se le imprime una

velocidad de 2% hacia la derecha. La fuerza de amortiguamiento es despreciable.
a) Determina la ecuacion de movimiento de la masa.

b) ;Cuanto tiempo después de su liberacion pasa la masa por la posicion de equi-

librio?

11. Una masa de 2 kg esta unida a un resorte con constante de rigidez k = 50%. La
masa se desplaza 0,25 m a la izquierda del punto de equilibrio y se le imprime una

velocidad de 1% hacia la derecha. La fuerza de amortiguamiento es despreciable.
a) Determina la ecuacién de movimiento de la masa.

b) ;Cuanto tiempo después de su liberacion pasa la masa por la posicion de equi-

librio?

12. El movimiento de un sistema masa-resorte con amortiguamiento queda descripto
por
y" + by’ + 16y =0,
y(0) =1,
y'(0) = 0.
Determina la ecuaciéon del movimiento y bosqueja su gréfica para b = 0,6,8 y 10.

. Qué conclusiones puedes obtener?

III. EDQO’s de segundo orden a coeficientes constantes NO ho-

mogéneas

La expresion genérica para una EDO de segundo orden a coeficientes constantes no
homogénea es:

ay"+by +cy=f(t) (15)

donde, como antes, a, b, ¢ son los coeficientes de la EDO, con a # 0, y la funcién f es

el término independiente tal que f(t) # 0.
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Teorema 25 (Principio de superposicion). Sean y; € yo dos funciones solucidn, respecti-

vamente, de la EDO no homogénea
ay" +by +cy= fit), i=1,2. (16)
Entonces, la combinacion lineal ¢y yy + coyo €s solucion de

ay +by +cy=c fi(t)+ co fot).

Definicion 23. Si consideramos a y,(t) la solucion particular de la EDO no homogénea
(15) y ayu(t) = c1 y1(t)+c2 y2(t) con ¢y, co € R la solucion general de la EDO homogénea

asociada, la suma
Yp + YH (17)

resulta la solucion general de (15).
En base a la definicién anterior, se puede demostrar el siguiente teorema.
Teorema 26. TEORFEMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD de un PVI: caso

no homogéneo

Dados a,b, ¢, ty, Yo, 11 € R, existen inicos c; y co en (17), tal que se satisface el siguiente
PVI
ay"+by +cy=yg(t)

y(to) = yo

Y (to) = 01
para todo x € R.

Veamos un ejemplo de como trabajar:

Ejercicio 34

'+ 3y +2y =3t (18)
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Resolucion Considerando el Teorema 25, comencemos estableciendo que:
filt) =0, fo(t) =3¢

Por lo tanto hemos de resolver:

a) ¥ +3y +2y=0 (EDO homogénea asociada)
b) v +3y +2y =3t

Veamos como hacemos.

a) Sabemos que la solucion general de la EDO homogénea asociada es de la forma: yy =
cret+cye 2, donde ¢, co € R, pues la ec. polindémica asociada es: 72 4+3r +2 =0

y sus raices son: 1y = —1y ry = —2.

b) Ahora, vamos encontrar una solucién particular de

y' +3y +2y=3t

PROPONGO yp(t) = A+Bt. Debemos entonces determinar qué valores tomarian
AyB

yp(t) =B,  ypt)=0

Reemplazando, obtengo:
1,04 3.B+2(A+ Bt) = 3t, Vi,

(3.B+2.A)+2Bt=3t,  Vt

de donde A = —% y B = %, por ende

9 3
yp(t) = _4_1 + 515.

Entonces, del principio de superposicion, obtenemos que

9 3
Yo(t) = yu(t) + yp(t) = (cl et + ¢y e_%) + (— 1 + 515) ,c1,00 €ER

es solucion de la EDO no homogénea (18). Se puede ver que éstas son todas las

soluciones y por lo tanto la llamaremos solucion general de la ecuacion (18) MW
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Ahora veremos cémo resolver EDO’s NO homogéneas de segundo orden a coeficientes
constantes, para algunos casos, es decir, nos enfocamos en aquellos casos en que el
término independiente en la ecuacion (15) es de cierta forma. El procedimiento a

seguir es el mismo que el utilizado en el ejemplo anterior.

Recordemos que yy sabemos encontrarla, lo tinico que

necesitamos es poder hallar UNA solucién particular

Consideremos las distintas formas que puede asumir f(t):

a) Si f(t) es una funcién polinémica. Como en el caso del ejemplo anterior:

flt) =a,t" + ...+ ait + ag

entonces propongo una solucién particular de la forma:
es decir un polinomio completo y de igual grado que el de f.

b) Si f(t) es una funcién exponencial

entonces propongo una solucién de la forma:

yp(t) = C Bt

c) Si f(t) es una funcién trigonométrica

f(t) = Asen(t) 0 f(t) = Acos(t)

entonces propongo una solucién de la forma:

yp(t) = Bsen(t) + C cos(t).

Este método para encontrar una soluciéon particular de una EDO no homogénea se de-
nomina método de los coeficientes indeterminados. Halladas las correspondientes

constantes, habremos hallado una solucién particular de la EDO no homogénea.
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Ejemplo 28

Encontrar la soluciéon general de

y'+3y +2y=5+¢

Para resolverla, seguimos el siguiente “algoritmo”:
v" Hallar la solucién de la EDO homogénea asociada.

yn(t) = cre "t + ey e

v Proponer como solucién particular
yp(t) = A+ Be

1
v' Reemplazar y hacer las cuentas, para obtener A = 6 entonces

)
—yB=
2
Yg(t) = YH +Yp = <Cl e*t +coe ) < )

Ejercicio 35

Encontrar la soluciéon general de

y' 4+ 3y +2y=5+¢" (19)

Resoluciéon: Procedamos como en los ejemplos anteriores.

v'Propongo como solucién particular de la EDO yp(t) = A + Be™*

"

Yp(t) = —Be™',  yp(t) = Be™!

v" Reemplazo en la EDO
yp+3yp +2yp=5-+e"
Be'+3 (=Be ") +2(A+Be ) =5+¢""
2A+ (B—-3B+2B)e'=5+¢""

2A+0-e " =5+¢" (20)
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Obtenemos (20) y vemos que es absurda pues no es posible encontrar constantes Ay B

reales tales que valga esta ecuacion. Es decir que no podemos obtener una yp solucion de

la EDO (19).

{Por qué sucede esto?
(. Cuales son las soluciones de la EDO

homogénea asociada a (19)?

v Cuando sucede esto debemos proponer otra solucién particular de manera que
no sea solucion de la EDO homogénea asociada. Proponemos entonces yp(t) = A+ Bt e™!

5
y reemplazando obtenemos que A = 3y B=1.

v' Luego la solucion general de (19) es

5
y(t) =cre "+ epe® + 2 +tet e, €R m

Ejercicio 36

Encuentra la solucién general de la ecuacion diferencial " 4y = cos(x).

Otro método para hallar una solucion particular de la EDO No homogénea (15) es
el método de Lagrange o de Variacion de parametros. Este método generaliza
al anterior pues sirve también para el caso de EDO’s a coeficientes variables y término
independiente cualquiera. En este curso, jso6lo trabajaremos con EDQO’s a coeficientes

constantes!

Sea la EDO
ay’ +by +cy=f(t) con a#0 y f(t)#0

entonces, buscamos una solucién particular de la forma
yp(t) = c1(t) y1(t) + c2(t) 1(t) c1,2 €R
con y; e ¥y las soluciones de la EDO homogénea asociada
! /
ay' +by +cy=20
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halladas como hemos visto anteriormente (y; # « ys con a € R).

La pregunta es:

alt) =7 y cft) =7

Comenzamos calculando y/(t)

yp(t) = (1) yi(t) + ca(t) %1 (1) + (1) ya(t) + ca2(t) (1)

Para simplificar los célculos vamos a imponer

cr() ya(t) + c5(t) ya(t) = 0

Tenemos entonces

yp(t) = a()yi(t) + ealt) y(t)

yp(t) = ) yi(t) +er(t) yy () + ch(t) ya(t) + ca(t) o (1)

Reemplazando en la EDO obtenemos:

s

ayp(t) = ci(tay; (t)]+ ca(t)ayy (t)+a i (t) 4y (t) + a c3(t) ya(t)

N
byp(t) = ci(t)|bur(t) H calt) pua(t)
N
cyp(t) = ci(t)|eyr () ea(t) feya(t)
1 1
) = 0 + 0 + ad(®)u(t)+a b))

por lo tanto

0 (1) + 1) yo(t) =

En resumen, si es posible encontrar c¢;(t) y c2(t) que satisfagan el siguiente sistema

() ya(t) + (1) ya(t) = 0 (21)
1 () y1 (1) + (1) ya(t) = @
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entonces yp serd una solucion particular de la EDO no homogénea.
Repasemos el procedimiento:
v Hallar las soluciones y; e y, de la EDO homogénea asociada.
v" Resolver el sistema (21) y hallar ¢ () y c4(1).
v' Determinar ¢ (t) y c(t) integrando las funciones halladas en el item anterior.
v' Sustituir ¢;(t) y ¢2(t) en la expresion de yp.

Observacion 26. Se puede demostrar que el sistema (21) tiene solucion si y solo si y; # ays

con o € R.

Ejemplo 29

Encuentra la solucién general de la EDO " + 4y + 4y = e~ In(t).

Resoluciéon: Comenzamos resolviendo la EDO homogénea asociada y obtenemos que

la solucién es

yu(t) =cre* +cate ™ ¢, €R

Utilizando el método de variacién de parametros para obtener una solucién particular

de la EDO, proponemos:
yp(t) = ci(t) e + co(t) te .
Ahora, debemos resolver el sistema

c1(t) e + cp(t) te ™ =0,

(t) (—=2e72) + dy(t) (1 —2t) e ? = e 2 In(t).

Observemos que podemos simplificar el sistema, ya que e~ # 0 es un factor en cada uno

de los términos
A(t)+c(t)t =0,
A)(=2) + dy(t) (1 —2t) = In(t).
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Se puede utilizar cualquier método de resolucién, pero es practico en estos casos utilizar

la Regla de Cramer si A # 0. Donde

/ A / A
o (t) = KI cy(t) = KQ

1 t
A = —(1-2t)— (-2t =1
-2 1-2t
0 t 1 0
Al = = —t ln( )7 AQ = = hl(t)
In(t) 1-—2t —2 In(t)
tenemos entonces
, 12 12
o (t) = —tln(t) = 1 (t) = -3 In(t) + n

cy(t) = In(t) = ca(t) = t<1n(t) - 1)

reemplazando en la expresion de yp obtenemos
t? 2 t? 3
yp(t) = <—§ In(t) + Z) e+ t2<ln(t) — 1) e = (5 In(t) — ZtQ) e

La solucion general de la EDO es

2

t 3
yo(t) = ya(t) +yp(t) = cre ® + cote ™ + (5 In(t) — th) e c,eoeR M

IV. Ejercicios sugeridos

1. Sabiendo que y;(t) = cos(t) es solucion de y" —y' +y = sen (t) y que y2(t) = 3 e

es solucion de y” — ' +y = €, determina una soluciéon de la ecuacion

y' —y +y=sen(t) —3e*.

2. Dada la EDO No homogénea y una solucion particular, determina la solucién general
para la ecuacion.

a) Y —y=t, yp(t) = —t.
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b) ¥ =2y —y+2 e, yp(r) = 22

3. Encuentra una soluciéon particular de la EDO dada, utilizando el método de los

coeficientes indeterminados
a) y" + 3y = -9,
b) v+ 2y —y =10,
¢) 22" +z=9¢*,
d) y" — vy + 9y = 3 sen (3t),
e) y' =2y +y=8¢,
f) Yy —y=2t+4.

4. Encuentra una solucién particular de la EDO dada, utilizando el método de variacion

de parametros.
a) ¥ + 4y = tan(2t),
b) 2y — 4y + 2y =t e,
c) =y — 4y — 4y = e In(t),

d) —y" —y = sec(t).

5. Dada la EDO
0"(t) — 0(t) =t sen(t)

encuentra una soluciéon particular utilizando primero el método de los coeficien-
tes indeterminados y luego variaciéon de parametros. ;Cual resulté més apropiado?

Escribe la soluciéon general.

6. Encuentra la solucion general de la EDO. Sugerencia: cuando sea posible, para

ahorrar célculos, utiliza resultados de los ejercicios anteriores.
a) ¥+ 4y = tan(2t),
b) ¥ —y=2t+4,
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7.

8.

9.

10.

o)y =2 +y=t""e,

d) y' — 6y + 9y =t 33,

e) y' —2y —3y=3t>—5,

f) y" 44y = sen (6) — cos (0).

Utiliza el método de coeficientes indeterminados para hallar una solucién particular

de la siguiente ecuacion de orden superior: 3" + 3" — 2y = €'

Encuentra la soluciéon del PVI.

2y — 4y =1,
b) \ ¥(0) =1,
| ¥'(0)=0
( y' —y = sen(f) — %,
) 4 y(0)=1,
y(0) =1

\

Un sistema masa-resorte recibe una fuerza externa g(t) = 2 sen(3t) + 10 cos(3t).
La masa es igual a 1, la constante del resorte igual a 5 y el coeficiente de amor-
tiguamiento es 2. Si la masa se coloca inicialmente en la posicion y(0) = —1, con

velocidad inicial 3/(0) = 5, jcudl es su ecuacion del movimiento?

En este ejercicio, veremos que, aunque los coeficientes de la EDO no sean constantes,
aun podemos utilizar alguno de los métodos descriptos en esta seccién para resolver

una EDO como la siguiente:

ty" —(t+ 1)y +y=1"

Sabiendo que y;(t) = e’ e ya(t) =t + 1 son soluciones (linealmente independientes)
de la ecuacion homogénea asociada, determina una soluciéon particular de la EDO

correspondiente para t > 0.
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11. La ecuacion de Bessel de orden un medio

22y (x) + 2y (z) + <:c2 — —) y(z) =0
tiene dos soluciones linealmente independientes:
yi(z) =z 2cosz e ys(z) =z Zsenz.
Determina una solucion general de la ecuacion no homogénea

x2y”+xy’+ (12 _ i) Yy = x%, con x > 0.
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Capitulo 3

Ecuaciones en derivadas parciales

3.1. Introducciéon

La formulacion matematica de problemas que involucran dos (2) o mas variables inde-
pendientes, a veces conducen a ecuaciones en las que intervienen una funcién incégnita U
y sus derivadas parciales. A estas ecuaciones las llamamos “Ecuaciones en Derivadas

Parciales”(EDP)!. Esto tuvo origen en los descubrimientos de Isaac Newton.

Vale la pena senalar que las ecuaciones en derivadas parciales que surgen en aplicaciones
de la fisica (mecénica cuantica, relatividad, electromagnetismo, superconductores, etc.),
biologia, medicina (neurociencia), economia, ingenieria y dentro de la matematica, son
de primer o de segundo orden, siendo este tltimo el més frecuente. Ecuaciones de tercer
orden surgen al modelar ondas en medios dispersivos, por ejemplo, ondas de agua u ondas
de plasma. Las ecuaciones de cuarto orden se muestran en problemas de elasticidad,
particularmente en la mecénica de placas y vigas y en procesamiento de imégenes. Las

ecuaciones de orden mayor o igual que 5 son poco frecuentes.

El reto es que, aunque estas ecuaciones nacen de modelos fisicos, clasicos, cuanticos y
relativistas bien definidos, la mayoria de las ecuaciones en derivadas parciales resultan-
tes son notoriamente dificiles de resolver. S6lo un pequenio punado puede considerarse

completamente resuelto. En muchos casos, la tnica forma de calcular y comprender sus

'Para profundizar los temas, podés recurrir a |7, 8]
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soluciones es mediante el diseno de esquemas de aproximacién numérica. Sin embargo,
no se puede avanzar seriamente en sus aspectos numéricos sin un profundo conocimiento
de las propiedades analiticas subyacentes, por lo que los enfoques analiticos y numéricos

estan irremediablemente entrelazados.

Por lo antes dicho, s6lo veremos algunos casos particulares que corresponden a modelos
adecuadamente simplificados para los cuales obtendremos soluciones cléasicas o “formales”

mediante Series de Fourier segtin sea el caso.

3.2. Algunos tipos de EDP y su forma de resolucion

En el capitulo anterior vimos que la solucién general de una ecuacion diferencial ordi-
naria de orden n depende de n constantes arbitrarias. Veremos que las soluciones a las
ecuaciones diferenciales parciales dependen de funciones arbitrarias. A grandes rasgos,
podemos esperar que la solucion de una EDP de orden n que involucra (2) variables in-
dependientes dependa de n funciones arbitrarias de una variable. Pero esto debe tomarse
con cuidado, s6lo en algunos casos especiales, seremos capaces de expresar la soluciéon en

términos de funciones arbitrarias.
En general, establezcamos algunos conceptos antes de continuar:

Definicion 24. Dada una EDP, se dice que es de orden n, si éste es el maximo orden

de las derivadas parciales que aparecen en la EDP.

Al igual que en la unidad anterior, cuando trabajamos con EDQ’s, surgen las siguientes

preguntas sobre la resolucion de estos problemas. En general:
= todo problema que involucre una EDP tiene solucién?
= si ésta existe, jes Unica?
= ;cOmo se obtiene esta solucion?

Ahora, en esta unidad, nos dedicaremos a resolver los problemas asumiendo que

tienen solucion. Antes de continuar, veamos algunos comentarios.
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1. Trabajaremos con EDP lineales, que son las mas ttiles en la practica.

2. Para fijar ideas, una EDP lineal de primer orden es de la forma:

oU oU
C1 8_x+028_y+c3U:G(x7y) (1)

y una EDP lineal de segundo orden es de la forma:

0?U 0?U 0*U ou ou
a$2+628$ay+03 8y2+04£+058—y+06 U:G(ZL‘7y) (2)

1
donde los coeficientes ¢; son funciones continuas ¢;(x,y), i = 1,...,6.
Ejemplo 30

o _
or
oUu

2. U - e 0 (EDP de primer orden)
x

3. 3Uyy — 2 Uy +2yU =0 (EDP de segundo orden)

L. 0 (EDP de primer orden)

En forma totalmente analoga a las EDQO’s, tenemos que:

Definiciéon 25. La solucién general de una EDP (1) o (2) sera de la forma
Ug +Up

donde Up es solucion de la ecuacion homogénea asociada (G(x,y) = 0) y Up es una

solucion particular de la EDP no homogénea.

I. EDP’s que pueden resolverse aplicando integracién sucesi-

va.

Algunas EDP’s sencillas se pueden resolver integrando de manera sucesiva, veamos el

procedimiento con un ejemplo.
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Ejemplo 31
Halla la solucién de la ecuacion en derivadas parciales

02U
oz 0y

= 6z + 127, donde la funcién incognita es U = U(z,y).

Resolucion.- En este caso seguiremos los siguientes pasos:

1. Supongo la variable y como una constante e integro ambos miembros con respecto
a la variable x, de donde obtenemos:

aa—(y] =327 + 122 ¢y° + F(y).

2. Nuevamente integro ambos miembros, ahora con respecto a la variable independiente

y:

Uz, y) = 3a% + oy + Hy) + Clo), Hly) = / Fly)dy ®

En analogia a las EDQ’s, ésta seria la solucién general pues aparecen dos funciones
arbitrarias y una vez fijadas para satisfacer las condiciones que se impongan, obtenemos

una solucién particular.

Ejemplo 32

Resuelva el problema:
((0*U
ox Jy
U(Ly) =y* =2y,

\U($,2) =br — 5.

= 61 + 12y,

Resolucion: Aqui la EDP es de orden 2 ;Por qué? La solucién general, vimos antes

que era:

Uz, y) = 32y + 4oy’ + H(y) + G(z), (z,y) €R®
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Ahora, veamos la soluciéon particular que satisface las condiciones del problema:

Ul,y)=3y+4y"+H(y) + G(1) =y* — 2y, Vy
Entonces
H(y) = —4y* + y* — 5y — G(1),

Por lo tanto

Uz, y) = 32y + 4oy® + [—4y® + v* — 5y — G(1)] + G(x), (3)

Uz, 2) = 62> + 322 — 38 — G(1) + G(x) = 5z — 5, (4)
Despejando G(x) de la ecuacion 4 y reemplazando en 3, resulta:

Up(z, y) = 3%y + day® — 49 +9* — 5y — 62> — 27 +33, (z,y) cR* A
Consideremos el siguiente problema:

Ejemplo 33

(

Uy =U; +2, >0,y>0,
U(0,y) =0, y >0,

Uy(z,0) =22, x>0.

\

Resoluciéon: Volvamos al problema del ejemplo. La EDP es:
Uyr — Uy =2
Integrando en la variable x, se tiene:
U,—U=2x+F(y)

Esta es una EDO lineal (suponiendo x constante). Entonces, sabemos resolverla, el factor

integrante es
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Luego
Ulzr,y) = — [/ e Y (2:c + F(y))dy + G(:U)}
= —2xr+ [ey eV F(y) dy] + ¢ G(x)
= —2x+ H(y) + ¢ G(2)
De la primera condicién en el borde x = 0
U,y)=H(y) +eG(0)=0 = H(y)=—-G(0)e"
ademas, de la segunda condiciéon

Un(2,0) = 2+ G () =2 = G'(v)=2"+2

luego G(x) = xg—g + 2x + ¢, con lo cual:

G0)=c y H(y) =—ce’

reemplazando en la expresion de U(x,y) se tiene la solucion del problema es:

Ulx,y) = —2x+ey<%3+2x) |

II. Meétodo de Separacion de variables

El método de separacién de variables es uno de los métodos mas importantes para

resolver ecuaciones diferenciales parciales lineales. En este método, la estructura de la

EDP en particular nos permite buscar soluciones separables, es decir, soluciones de la

forma

U(z,y) = X(2)Y (y).

Esto nos permite transformar el problema original en problemas con ecuaciones dife-

renciales ordinarias, que resolveremos utilizando los conceptos aprendidos en la Unidad

anterior.
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En general, no existe en la actualidad un método que nos permita decidir si una EDP

dada admite soluciones separables o no, pero para la resoluciéon de algunos casos parti-

culares de estas ecuaciones, como por ejemplo las que tienen coeficientes constantes, este

método resulta una herramienta eficaz.

Estudiemos los pasos a seguir mediante la resolucién de un ejemplo.

Ejemplo 34

Resuelve el siguiente problema.

U, +3U, =0,
(P)

U(0,y) = de™% + 3¢~ %

Resolucién: Proponiendo U(z,y) = X(z).Y (y) resulta: (;por qué?)

U = X'(2) Y (y),

Uy = X(z)Y'(y)
y reemplazando en U, + 3U, = 0, se tiene

X'Y ==-3XY" V(xy)

Si X(x) =0 = U(x,y) = 0, y no se satisface la condiciéon del problema. Por la misma

razon, Y (y) no puede ser una funciéon idénticamente nula. Por lo tanto, tenemos, donde

sea factible:
b 'd —y’
3X v V(z,y) /[ X(z) #0y Y(y) #0

luego, resulta que debe existir £ € R tal que:

X(z) _,
3X(0) Vy)

V(z,y) /X (z) #0y Y(y) #0

donde k es alguna constante real. Veremos cual deberia ser esta constante.

Notemos que en 6, hay dos EDO’s de 1" orden:
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3X (1) =k = X(x)=a, " (7)
ii) vy

—r'\y —ky

Y ) =k =Y(y) =ae (8)

O sea:

donde B = aj.a-
El problema es cuando queremos utilizar la condicion en (0,y). ..

Acé, apelamos al principio de superposicion: si U; y Uy son dos soluciones de una EDP

homogénea, entonces

Uy + U
es también solucion de ella, con lo cual se propone:
Ulz,y) =1 e Br=y) 4 () eh2(32=y)
U0,y) = cre ™Y 4 cye ™Y = 4e7% 4 3¢
Con lo que ¢; = 4; k1 = 2;¢0 = 3;ky = 6.
Ahora si, una solucion de (P) es :

U(J],y) _ 462(31’—7;) + 366(3m—y) ]

Ejercicio 37

Resuelve el siguiente problema:

¢

Ut = 2Uz,:}ca
U(0,t) =0,

U(10,t) = 0,

3
\U(SL‘,O) =50 sen(%) +20 sen(2mx) — 10 sen(4mx).
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Observacion 27. La EDP del ejemplo anterior es la ecuaciéon del calor. Por supuesto,

una version simplificada. La trabajaremos un poco mejor en lo que sigue.

III.  Soluciones de problemas con condiciones de frontera utili-

zando Series de Fourier

Visualizaremos este caso mediante un ejemplo. Trabajaremos con la Ecuacién del

calor.

Ejemplo 35

Se considera una barra aislada de longitud L, que inicialmente se encuentra a 100 °C
(temperatura constante). De algtin modo, resulta que podemos mantener los extremos
de esta barra a temperatura constante e igual a 0 °C. Esto hara que la distribuciéon
de temperatura en la barra vaya cambiando a medida que transcurre el tiempo. Si
suponemos que la barra es mucho mas larga que ancha (L >> a), estamos ante un
problema unidimensional, es decir en una variable espacial. Esto es pues, no habréa
mucha diferencia térmica en el ancho de la barra, mientras que si se notaré cambio de

temperatura a lo largo de ella.

e

1 —
I 1

Entonces, el planteo matematico, sera: Halla la distribucién de temperatura a lo largo

de la barra tal que se satisfaga
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;

Uy=alU,,, 0<z<L,t>0,
U(0,t) =0, t >0,

U(L,t) =0, t>0,

\U(IB,O) =100, O0<zx<L,
donde U(x,t) representa la distribucion de temperatura en la barra, z es la variable

espacial y t es la variable temporal.

Observacion 28. Comentarios varios:

1) No nos preocuparemos de lo que ocurre en los puntos (0,0) y (L, 0) pues son “puntos

problematicos”. ;Notaron que en ellos la temperatura no sabria bien qué hacer?

2) La constante «, se llama coeficiente de difusividad térmica del material con que estéa
k

elaborada la barra. Se define como o = — , donde: k es el coeficiente de conductividad
pc

térmica, p es la densidad de masa y ¢ es el calor especifico. Estas son “propiedades

térmicas”’ del material.

Volvamos ahora al proceso de resolucién del problema de conducciéon de calor planteado.

Proponiendo que U(x,t) = X (x) - T(t), resulta que debe existir & € R tal que:
re) _ ., _X'@)
aT(t)  — X(z)’

v (z,1) (9)
de donde resultan, como en el Caso 2 dos problemas auxiliares en una variable:

(1)

(P1) X"z)—kX(x)=0, 0<z<IL,

X(0)=0=X(L).
,Por qué queda asi definido? Por otro lado, obviamente, no estamos interesados en la

solucion trivial, por lo tanto debe darse que k < 0 jpor qué? Entonces,
X(z) = ci1cos(V—kx)+ cosen(vV—kx)

y como X(0) =0 = ¢ =0. Ademas, X(L)=0 = sen(v/—kL)=0

vV—kL=nm n € N.
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Por lo tanto para cada n € N, tenemos una solucion de (P1) de la forma:
Xn(x) =co sen(% :r;) =a, sen(% :L‘)

pues ¢y podria depender de n.

(2)

T k() e

La EDO es ordinaria y sabemos resolverla:

Es decir, que por el momento, para cada n € N, tendriamos una solucién de la ecuacion

del calor que verifica las condiciones en los bordes de la barra:

()
—at | —/
up(z,t) = a, sen(% z).b, e L

pero llamando ¢, = a,.b,, resulta

Up(z,t) = cp sen(nT7T ). e <T> . (10)

{Alguna de estas u, satisface la condicién inicial?

Respuesta

’ {Entonces? ‘

Entonces, s6lo me queda un camino..pues tampoco resultaria proponer una combinaciéon

lineal de estas funciones...el camino es proponer

| una serie!!! |

es decir:
00 <n7r>2 00 <n7r>2
nm —at| —/— nT —at| —
dy. Cp — ). L7 = n — ). L
; cp sen( 7 x).e ) ;c sen( 7 T).e
un (z,t)
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donde, para no cambiar tanto nombre, ¢, = d,, - ¢,. Suponiendo que esta serie es conver-
gente ...yyyy ... que converge cuando ¢ — 0 y que converge a donde queremos, deberia

darse que:
ch sen(% xr) =100, Vze€(0,L)
n=1
ien?

Veamos, mirando la serie, es una serie de senos y podemos pensar en una serie de

Fourier con
T 27

L 2L

y también podemos pensar en que esta serie representa a una funcién impar de periodo

2 L y que en su periodo principal se define como:

—100, —-L<x<0,
flx) =
100, O<zx<L

que no es otra cosa que una extension de la funcion U(z,0) = 100, = € (0, L). Entonces,
tendriamos que:

0, n=2k(keN),

4
ﬂ, n=2k—1(k€N)

nm

Cp =

es decir que la solucién final del problema inicial de transferencia de calor seria:

~ (2/{:—1)7?)2

Hasta acé, hemos obtenido “formalmente” una funciéon tal que:

1. cada término satisface la ecuacion del calor.

2. cada término satisface las condiciones establecidas en los bordes de la barra.
Preguntas pendientes:

1. ;la serie, satisface la ecuacion del calor?

2. U(x,t) > 100sit — 0

3. U(x,t) > 0sizc —0ysix— L?
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Nos contentaremos con investigar numéricamente (es decir construyendo e implemen-

tando rutinas en la compu) estas cuestiones.

IV. Ejercicios sugeridos

1. Halla las soluciones de los siguientes problemas:

ra_U_S€n() ( aQU_4 +x
a) a - y I g:éay - I’y € )
\ U(07y): ’ d> a_y(oay)_y7
/ 2
- vten -2
( 0*U oUu
U(z,0) =U(z, %) =0; —3-—— 49
| U@.0)= UG, 3) o =,
( 82U — 6) aU(OJy)y2_2y7
0xdy Yy
)8 ) =, | U@ 0) =a+3e
U(0,y) = 3 sen(y);

2. Obtén una ecuacion diferencial en derivadas parciales (del menor orden posible) tal

que la familia de funciones
Uz,y) =2’F(y) +3 2y

sea la solucion general (sugerencia: eliminar la funcion arbitraria).

3. Muestra que F(z,y) = /22 + y? arctan (E)) es solucion de la EDP:
x

v Fo+yF,=F

4. a) Siz=F (%) +z G (%) Muestra que
0z 0?2 0z

2 2
i+ 2 + =
Y Yo

Ox? 0xdy 0.

b) Obtén una solucion a la EDP anterior que satisfaga las condiciones

1

ALy =cos(y) 5 2(5y)=e.
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5. La ecuacion tri-dimensional de Laplace es la ecuacion lineal en derivadas parciales

de segundo orden

o’V 9PV O*V
pu— —"— =

A
v ox? + oy? 022

0.

A las funciones que satisfacen esta ecuacion se las denomina funciones armoénicas.
El descubrimiento de sus numerosas y notables propiedades constituye uno de los

capitulos mas célebres de la literatura cientifica.

1
Muestra que la funcion V(z,y,z) = satisface la ecuaciéon de La-

a2+ y? 4+ 22

place.

. Si el dominio sobre el cual se trabaja fuera circular en dos dimensiones, seria con-
veniente considerar la ecuaciéon de Laplace bi-dimensional pero ahora utilizando

coordenadas polares.

Dada la EDP U,, + U,, = 0, realiza el cambio de variables de coordenadas
rectangulares (x,y) a coordenadas polares (r,0) de acuerdo a la transformacion

x =rcos(f) ; y=rsin(f) y muestra que:
1 1
0) Vs + Uy = U+ 0r 4 15U
1 1
b) la EDP en coordenadas polares es AU = U, + -U, + —2U99 =0.
r r

. Utiliza el método de separacion de variables para obtener soluciones de los siguientes

problemas de valor de frontera:

(U U oy oy

o2 o OV gy
a) dx Oy d) ot * oz 3
U0,y) = e*; Y (2,0) =47 — e,
( 3_U+ _ou
DRSS %’
— —3z.
\U(m,())—éle ; v o
(U N ou U ot o2’
o o oy e) § U(0,t) = U(10,t) =0,
U(0,y) = 2e7 + 3e™%; U(z,0) =5 sen(2mx);
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(

LU _0°U ( oY _ Y

ot 0x?’ o ox2’
U(0,t) =U(rm,t) =0, " Y (0,t) =Y(m,t) =0,

: Y
U(z,0) =2 sen(3x) + 4sin(4x); aa—t(a:, 0) =2 sen(z) — 3 sen(2z),
oy _ o V(0 =0
o~ 0x t )
Y(0,1) = Y(20,1) = 0, o _oU
oy ot Ox?
5 (2,0) =0, i) § U(0,t) =U(10,t) =0,
T

Y (z,0) =10 sen <7> ; | U(2,0) =5 sen(2mz) — sen(dmx).

8. Encuentra una soluciéon formal de cada uno de los siguientes problemas:

(

Ui =5 Uy, O<zx<l1, t>0,
U0,¢) =U(1,t) =0 t>0,
U,0)=1—-x)z 0<z<l.

Ui =3 Uy, O<zx<m t>0,
U(0,t) = Ug(m,t) =0, t>0,
U(z,0) =z, 0<z<m.

Ui =4 U,,, O<z<m t>0,
U.(0,t) = U(m,t) =0, t>0,

)
U(x,O):cos<§x>, O<z<m.

Uy = Ugy, O<z<l, t>0,
U(0,t) =U(1,t) =0, t >0,
U(z,0)=(1—z)z, 0<z<l,

Ui(z,0) = sen(Trx) 0<z<1.

Uy =4 Uyy, O<z<m t>0,
U(0,t)=U(nm,t) =0, t>0,
U(x,0)=(r—x)z, 0<zx<m,

Ui(x,0) =0, 0<z<m.
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Ui =9 Uyge, 0<z<m,
U(0,t) =U(rm,t) =0,
U(x,0) = sen(4x) + 7 sen(bz), 0 <z <,

Ui(x,0) = g(x)

r 0<zx<m/2
con g(x) =

0 m/2<z<m.
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Anexo A

Herramientas graficas

Herramientas hay muchas, veremos algunas de ellas para ayudarnos a comprender un
poco mas, pero recordd que es imprescindible que también puedas esquematizar y trabajar

sblo pues en las evaluaciones no podrés utilizar celulares ni computadoras.

1. Una herramienta tutil para graficar sucesiones es Geogebra, que podés descargar o
utilizar online. Recomiendo utilizar Geogebra Clasico 6, para utilizar esta version

online debes seguir los siguientes pasos.
% Entras al sitio https://www.geogebra.org/download
% Buscés la cajita

GeoGebra Clasico 6
Aplicaciones gratuitas para geometria,
hoja de célculo, probabilidad y CAS

DESCARGAR INICIO

% Apretando Inicio vas a poder utilizar esa version online.

Para graficar una sucesion se utiliza el comando ListaPuntos( Lista de listas de
pares de coordenadas que quieres graficar ), por ejemplo si queremos graficar

. 1
algunos puntos de la sucesion < —
n
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ListaPuntos((1,1),(2,0,5),(3,0,33), (4,0,25), (5,0,2))

Aqui te dejo un link con un video para poder realizarlo un poco mas facil: https:

//youtu.be/nBXf2gXPm2w.

. Otra forma de graficar es la siguiente: nuevamente, utilizando la pagina https://www.geogebra.org/clas

se abre la ventana:

(] OO LN e Sc Q =
+ =N ECS
Clasico (0]
N
@ Geometria
4 Graficos 3D
I cAs
T B B Y Y Y e Ty
£ Hoja de Calculo
A\ Probabilidad
¥ Descargar

Una vez alli, definimos el deslizador n y establecemos su rango de variaciéon y modo

de incremento:

Deslizador

Nombre
n=1

@ Numero ) Angulo ) Entero

Intervalo Deslizador Animacion
Min Max Incremento
0 20 1

Luego damos la ley del elemento genérico de la sucesion a,
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R oA D004 N (e

) n=1 = 10
n=1
0 @ 20 () s s
n
an=3
8
+
1
-2 7
6
5
4
3
2
1
15 14 13 12 11 10 B 8 7 6 5 L 3 2 1 o 1

Finalmente, definimos los puntos de coordenadas (n, a,), cuya grafica nos mostrara

la sucesion a medida que avanza el subindice n:

AP B R SO N v IPANY EI

n-1 B
. =1
0 - 20 () n=
an = ~ H 8
1
-3 B B
A = (n.an) H .
@
— (1,05)
5
+ | Ent
"
3
2
1
T T T

para terminar, hemos de incluir el nombre de cada

cada eje

GeaGebra Calculadora grafica

1 2 ® s
-2 H : .
-1

A = (n,an)

— (@ .

+ @ @ O

](@ Basico  Color Esfilo  Avanzado

Algebra  Programa de guion (scripting)

Nombre

A

Definicién

(0, an)

Rotulo

[] Usar texto como rétulo

Objeto visible

<]

Mostrar rastro

<]

Etiqueta visible:

Objeto fijo

00 o

Objeto auxiliar

oSc Q=

< & MW o4 x

Nombre v

€en

Una tercera forma, es escribiendo unas pocas lineas de codigos, ya sea utilizando

Scilab, Octave o el software que gustes. En la pagina 5, luego del Ejercicio (1) podés
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ver una idea de script para dibujar elementos de una sucesion. Ahi se utilizo para
graficar los primeros elementos de la sucesion generada por el método de Bisecciéon

para aproximar el valor de la raiz de una ecuacién no lineal.

Ahora te compartimos una idea de script, facil de implementar en cualquier otro
software con los cambios necesarios para poder compilar bien, bastante completito en el
que veras como redactar una funcion que incluso la variable utilizada puede ser vectorial.
Y también ves un ejemplo de como podés graficar varias funciones en el mismo sistema,
cosa que es muy necesario al momento querer hacer comparaciones y poder hacer un

analisis de la informacion obtenida.

function EFE:E(X) /x=Y(: cont) vector Y en el instante t cont.
EFE())=[s-k*x(4)*x(1)-mu*x(1)+cl*x(2); k*x(4)*x(1)-c2*x(2); c3*x(2)-delta*x(3);

cd*x(3)-c*x(4)]

endfunction

Este es un ejemplo de como se redacta una funcion. Aca EFE es un vector de 4 componentes
(separadas por un punto y coma). La variable independiente x (x(1), indica la primer componente de
X), también es un vector.

El simbolo // es indica un comentario, es decir algo que el software no compila.

Ahora, para graficar:
Suponiendo quiero graficar las funciones f(t), g(t),h(t), cont en[0,1]
dt=0.1; (seria delta t, el paso en la variable espacial)

t=0:dt 1; (aca estoy creando el vector que representa a la variable independiente)

plot2d(t,[f(t),g(t),h(t)'],[1,2,3]) (aca dibujo 3 graficas en el mismo sistema y he elegido el color)
legends(['f(t)",'ag(t)’, 1,[1,2,3])

xlabel('dias’) (cartel que dice q dibujo en cada eje)

title('L para alfa entre .9 y .99") (cartel que dice q dibujo este sistema)

Te proponemos seguir investigando como podrias desarrollar un script que devuelva

como salida el grafico de una sucesion.
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Anexo B

Descomposicion en fracciones simples

Recordemos que una funcién racional es aquella que se presenta como cociente de dos
funciones polinomiales. La técnica de descomponer a una expresion racional en suma de
otras expresiones racionales mas simples, es una herramienta muy ttil. Podemos utilizarla
para integrar funciones racionales complejas o en nuestro caso para re-escribir una serie
de modo tal que resulte una serie telescopica. Pero veamos como llevar adelante esta

descomposicion.

El Método de Fracciones Simples consistira, entonces, dada una funciéon racional, en
descomponerla como suma de fracciones simples o parciales. Para ello deberemos analizar

diferentes situaciones.

D(x)
Qz)’

Dada la funcion racional f(z) = con P(z)y Q(x) funciones polinomiales.

1. Sigr(P) < gr(Q) = n, vemos distintos casos:

a) Q(x) tiene n raices reales distintas. Es decir que todas las raices tienen

multiplicidad 1.
Qz) = (x — x1)(x — x2)...(x — z,).

Se puede demostrar que existen tnicos coeficientes Ay, ... A, tales que:
P(x A A An
(r) _ A ZET .
Q(r) x—x1 = —mx T — T,
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Ejemplo 36

2 +2r—1
203 4+ 322 — 22

Halla la descomposiciéon en fracciones simples de

Resolucion: como las raices de 223 + 322 — 22 son: —2,0 y %7 buscamos los

coeficientes Ay, Ay, A3 tales que:

2?2+ 22 —1 A B c
2$3+3$2—2x_;+2x—1+$+2_
_AQr—1)(z+2)+ Bx(z +2) + Cx(2z — 1)
r(2x — 1)(x + 2)

Mirando la primera y la tdltima expresion, vemos que los numeradores deben

ser iguales,
2?4+ 2r —1=A2r — 1)(z +2) + Ba(x +2) + Cz(2z — 1)
22420 —1=(2A+ B+2C)2* + (3A+ 2B — O)x — 24

Es una igualdad entre polinomio, por ende, obtenemos el siguiente sistema

lineal de ecuaciones:

2A+B+2C = 1
3A+2B-C = 2
—2A = -1

Al resolver el sistema, obtenemos A =

Entonces,

2 4 2x —1 1/2 1/5 —1/10
2, 5

203 + 322 — 2 2t —1 x+2°

Q(z) tiene raices reales no todas con multiplicidad 1

Supongamos que el factor lineal (z — x7) se repite r veces en la descomposicion

A

de Q(x), entonces, en vez del término = que planteamos en el caso 1, aca
T—x1

tendremos r términos:




Ejemplo 37
Por ejemplo, halla la descomposicion en fracciones simples de

22 4+2¢+3
CESVERCESY

Resolucion:

ZE2+2£E+3 A1 A2 B

(x+1)%(x—1) x—|—1+(x—|—1)2+m—1

A+ 1)(x— 1)+ As(x — 1)+ Bz +1)?
B (x+1)%(z—1)

Planteando que los numeradores sean iguales,

420 +3=A(x+1)(x—1)+ Ay(z — 1) + Bz + 1)?

2?4+ 27 + 3 = (A; + B)z® + (A3 + 2B)z + (—A; — Ay + B)
A+ + B =1
Ay + 2B = 2
~A, — A, + B =3

Al resolver el sistema obtenemos A; = —%, Ay =—-1y B= %
Entonces resulta:
?+2r+3 1 1 1 .3 1
(z+1)2x-1) 2z+1 (z+1)2 2z-1

¢) Q(x) tiene raices complejas de multiplicidad 1

Supongamos que el polinomio @(x) tiene una raiz compleja simple y veamos

un ejemplo para explicar el procedimiento.
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Ejemplo 38
Reescribe esta expresion racional en funciéon de fracciones simples:

202 —x+4
3+ 4x

Resolucion:

202 —x+4 22 —x+4 A Bx+C  A@@®+4)+ (Bx+O)x

wd4+dr x(@?+4)  x 22+4 z(x? +4)
A + B = 2
(A+ B)az? 4+ Cx 4 4A
x(x? +4) ¢ = -1
4A = 4

Al resolver el sistema tenemos A =1, B=1y C' = —1.

Entonces,

202 —x+4 1 r—1

TSadr 1 ata
|
d) Q(z) tiene raices complejas de multiplicidad mayor a 1 Se procede en
modo similar a lo antes descripto en los items b y c. Pero excede a lo que
necesitamos en este curso razén por la cual los invitamos a ir a la bibliografia

si gustan seguir con este tema.

2. Sigr(P) > gr(Q), comenzamos dividiendo P(z) por Q(z) y de acuerdo al Algoritmo
de la Divisién para polinomios, tenemos:
P(x) R(x)
Q(z) Q(x)

donde C(x) es el polinomio cociente y R(x) el resto, con grado menor a Q(x).
R(z)
Q(x)

=C(z) +

Entonces, trabajamos para descomponer en fracciones simples la expresion

utilizando lo visto antes.
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Ejercicio 38

Halla la descomposicién en fracciones simples de las siguientes funciones.

3
1.
2 —1
2+ 2x—1
2.
313 + 322 — 22
10
3 52 — 23
A n
(n+4)(2n—1)
4
5.

(n—1)(n?+9)

Observacion 29. En este apunte, utilizamos este método para poder mostrar que algunas
series son telescopicas. Otra utilidad del método de descomposicion en fracciones simples

de una expresion racional es para integrar una tal expresion.
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Anexo C
Integrales impropias

Hasta ahora hemos aprendido a integrar funciones continuas o seccionalmente continuas

sobre intervalos cerrados y acotados...pero jy si alguna de estas cosas falla?

% Tipo I (o primera especie): El intervalo de integracion no es acotado.

t
Si / f(x) dx existe para todo t > a entonces podemos plantearnos evaluar el

siguiente limite:

lim /tf(x) dzx.

t—o00

= Si el limite existe y es finito, decimos que la integral impropia notada como

/ f(z) dx es convergente y vale:
00 t
/ f(x) de = th'm f(x) de.

= Si el limite no existe o es +00 , la integral impropia / f(z) dx diverge.

Analogamente se define la integral impropia cuando la integral es sobre el intervalo

(—00, b], con b un nimero real finito.

t
Observacion 30. Dado que / f(z) dz existe para todo t > a, podemos definir la

funcion

1(t) :/ f(x) dz
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El valor numeérico () juega el rol de al suma parcial, por eso suele llamarse “integral

parcial.”

% Tipo II (o segunda especie): La funcion no esté definida o no esté acotada en

un extremo del intervalo de integracion.

b
Dada f definida en (a, b] tal que existe / f(z) dx para a <t < b, entonces si
t

lim /bf(x) dx

t—a™t

existe y es finito, se define:

b f(z) de = lim bf(x) dx
[ @ar=im |

b
a) En este caso decimos que / f(z) dz converge al limite.
at

b
b) Si el limite no existe, la integral impropia / f(x) dr diverge.
at

En modo analogo se define la integral impropia cuando f no esta acotada en a o no

es acotada en b o no esta definida sobre b.

A los efectos de lo necesario para Célculo IV, estudiaremos tinicamente las integrales

impropias de Tipo I.
Ejemplo 39

Veamos el caracter de la integral impropia / — dx .
1

Resolucion:
t
lim [ — dr = limIn|z| |} = lim(Int —In1) = lim Int = oo
t=oo [ T t—oo t—o00 t—00
. . . *1 .
Por lo tanto, la integral impropia — dx es divergente |
.z
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Ejercicio 39

o0
Averigua el caracter de la integral impropia / — dx
0 T

Ejemplo 40

o
Veamos ahora el caracter de la integral impropia / re *dx.
0

Resolucion: Sea t > 0.

t
/ vetdr=1—e"(t+1).
0

Evaluamos el limite de ésta expresion cuando t tiende a infinito, resultando

¢
lim re P dr=1lm |l—e'(t+1)

} ~1.

t—00 0 t—00

Por lo tanto, / x e ¥ dr =1y decimos que la integral impropia / re *dx
0 0

es convergente y converge a 1 |

Observacion 31. Como en el caso de las series, no siempre podremos determinar la con-
vergencia de la integral calculando el limite. Para esto, existen algunos criterios de con-

vergencia similares a los vistos para series.

Ejercicio 40. Investigar el caracter de las siguientes integrales impropias

Y . [ dx . [T dx , < da
[z]/o e’ dux, [zz]/l P [m]/o PERE [w]/1 o

En éste caso, sugiero no utilizar la descomposicién en fracciones simples sino que

primero muestres que para x suficientemente grande, vale que:

Retomando lo que nos motivo estudiar las integrales impropias, veamos como utilizamos

integrales impropias.
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Ejemplo 41

> 1
Halla el caracter de 1 i S
alla el caracter de la serie ; (2n T 1)3

Resolucién: Para ello, utilizaremos la Prueba de la Integral.

1
5 definida en el intervalo [1, 00).

Sea la funcion f(z) = m

» f(x) > 0 para todo z € [1,00) ;por qué?
= f es una funcién continua en su dominio por ser funcién racional.

» f es una funcion decreciente en el intervalo dado pues f'(z) = —————— < 0 para
(2z +1)4

todo x € [1, 00)

Por otro lado,
Y ) 11 b 1 1 1
lim ——dr=lm|—-————| =llm | ————+ — | = —.
t—oo /i (22 +1)3 t—oo | 4 (22 4+ 1)2 ;o 42t +1)2 36 36

o 1 1 o 1
Con lo cual, /1 m dr = 6 y decimos que /1 m dx converge y por la

- 1
Prueba de la Integral, concluimos que 5 m también converge |
n
=1
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Anexo D

Simetrias de media onda y cuarto de

onda

En la Unidad 1, estudiamos Series de Fourier correspondientes a funciones peridédicas de
periodo 2P. En particular, si estas funciones tienen la propiedad de ser pares o impares,

la Serie de Fourier asociada a ellas resultaba de ser de la siguiente forma:

f par b, =0, VneN %—i—;ancos(%nx)

. = ™
fimpar | ag=0; a, =0, VneN Zlbnsen<ﬁn:v)

Es decir, si miramos los términos, vemos que la serie mantiene la propiedad de paridad
o imparidad de la funcién a la que representa. Pero pueden ocurrir otras situaciones, otro

tipo de simetrias. Las describimos a continuacion [4].

1. Simetria de Media Onda:

Una funcién periddica f con periodo 2P, se dice que tiene simetria de media

onda si

f(x)=—=flx+P)  ¥VxeDom(f)

Para darnos cuenta graficamente si una funcién tiene simetria de media onda, ha-

cemos lo siguiente (cuidado que el siguiente es s6lo un esquema pues la grafica no
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corresponderia a una funcién):

F 3 A A

-p 4 -p p -p p -

[ P - I I " L—\I
1) Seleccione medio 2) Multiplique el tramo 3) Desplace el tramo
periodo de la sefial, puede seleccionado por -1 seleccionado medio periodo
ser en cualquier lugar alaizquierdaoala
derecha. Si coincide con lo

que esta dibujado entonces
tiene simetria de media
onda.

. Como resultan los coeficientes en la Serie de Fourier para funciones con este tipo

de simetria?

Ejercicio 41
Muestra que para una funciéon f con simetria de media onda, los coeficientes en

la Serie de Fourier asociada son:

0, n =2k,

CL():O, ap =

fP f(u) cos(nwu) du, n =2k + 1 (k € N)

2
P Jo

0, n=2k,

2 fP f(u) sen(nwu) du, n =2k +1 (k € N)

de Fourier asociandos a,, y b, son nulos para valores de n pares.

Atencion con esto: Para las funciones con simetria de media onda, los coeficientes
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2. Simetria de Cuarto de Onda Par: Una funcién con simetria de media onda que

ademaés sea par, se dice que tiene simetria de cuarto de onda par.

f con simetria de
cuarto de onda par P=2

3. Simetria de Cuarto de Onda Impar: Una funcién con simetria de media onda

que ademés sea impar se dice que tiene simetria de cuarto de onda impar.

-2

f- con simetria de
cuarto de onda impar p=1

Los coeficientes de la Serie de Fourier asociada a una funcion f con simetria de cuarto

de onda par o impar son los descriptos en la tabla que figura a continuacion:
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f con simetria de

cuarto de onda par | as, =0; b, =0 | agp_1 = %/ f(z) cos ((HT)WJ:> dx
0

f con simetria de

cuarto de onda impar | a, =0 ; by, =0 | by,_1 = %/ f(x) sen (%x) dx
0

Con lo cual las correspondientes series tendran la forma:

-1
f  sim de cuarto onda par: Zagn 1 COS ( " Iz ) x)

(2n—1
f  sim de cuarto de onda impar: Z bop_1 SEN ( n Iz ) x)

A modo de cierre del tema Series de Fourier, es menes-

ter contarles que éstas se extienden necesariamente al

S
campo de los niimeros complejos. También se plantea @. %@

[}
la versiéon continua utilizando el concepto de integral !.!5'_—
o =TT .
y pasamos a lo que se llama "Transformada de Fou- 7’;., ,." "c
rier". Si bien todo esto es tema de otra/s materia/s, @ '::’ P %
‘bl PO

les queremos compartir el siguiente video que pueden

observar en el link: https://youtu.be/h4PTucW3RmO0
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