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Resumen

Predicir una variable de interés en determinado punto geografico a partir de mediciones de
dicha variable en otras localizaciones, es cominmente llamado prediccion espacial y es, en
geoestadistica, una de las aplicaciones mas recurrentes. Para esta tarea son necesarios datos
indexados en el espacio, que siguen un modelo determinado del cual se asume que tienen
cierta estructura de covarianza. Dicha estructura, debe poder captada por los modelos

para prediccion espacial para que la prediccion sea eficiente.

En esta direccion, uno de los métodos més utilizados para tal fin es el cldsico método
kriging que consiste en un promedio ponderado del valor de la variable de interés cuyos
pesos son estimados a partir de una funcién paramétrica, la cual surge con el objetivo de

modelar la variabilidad de los datos mediante el concepto de wvariograma.

En esta tesis presentamos una propuesta que flexibiliza el cdlculo paramétrico de dichos
pesos, siguiendo el espiritu de kriging pero donde los pesos son estimados de forma no

paramétrica, es decir, sin imponer restricciones sobre la estructura de covarianza.

Bajo diferentes hipétesis de existencia del fenémeno de interés, propusimos cinco pre-
dictores que logran captar no solo la hipétesis de que valores cercanos presentan mayor
correlacion, sino que también tienen en cuenta que pueden existir estructuras de covarian-
za diferentes y vecinas, provocando valores cercanos pero disimiles. Cuatro de esas cinco
versiones propuestas revelaron buen desempenos en términos de error de prediccién, ba-
jo diferentes escenarios. Los predictores propuestos también fueron aplicados sobre datos
reales donde revelan ventajas predictivas frente a los predictores clasicos, siendo en algunos
casos mas significativas que en otros donde los métodos paramétricos muestran ser una

buena estrategia para predecir a pesar de su menor flexibilidad.

Palabras claves: Prediccién espacial, kriging, estadistica no paramétrica




v




Indice de figuras

1.1.
1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.
1.7.

1.8.

3.1
3.2.

3.3.

3.4.

3.9.

(a) Conjunto de datos regionalizados; (b) Regionalizacién. . . . . . . . . .. 3

Ejemplo del variograma empirico para los datos Meuse. (Rikken y Van Rijn,

Semivariograma empirico y semivariograma estimado, a partir de un modelo
exponencial (Ecuacién 1.2.13), para los datos Meuse. . . . . . .. ... ... 17
Semivariograma empirico y semivariograma estimado, a partir de una com-
binacién entre el modelo pepita puro (1.2.11) y un modelo exponencial
(1.2.13), para los datos Meuse. . . . ... ... ... ... .. ... ... 18
Comportamiento del semivariograma cerca al origen: (a) interseccién po-

sitiva (pepita); (b) comportamiento lineal continuo, no diferenciable; (c)

comportamiento parabdlico, continuo y diferenciable. . . . . . . . .. .. .. 20
Mapas de caja. . . . . . . .. . e 25
Distribuciéon de la variable concentracién de zinc de los Datos Meuse en

funcién de las coordenadas (Cressie, 1993, pag. 37). . . . . . . . . . ... .. 26
Gréfico de dispersién h para los datos Meuse. . . . . . ... ... ... ... 27
Diferentes funciones nicleo. . . . . . . . . . ... Lo 47

Ejemplo del predictor introducido por Biau y Cadre (2004) para d = 2. Los
puntos que estan contenidos en la linea de puntos son los que pertenecen a

la vecindad y seran utilizados para la prediccién (Biau y Cadre, 2004, pag.

(a) Conjunto de valores regionalizados simulados a partir de un proceso
gaussiano Z(s), no estacionario con funcién de covarianza exponencial para
n =99y d=2. (b) Comportamiento de los valores regionalizados segiin su
ubicacidn . . . ..o 52
Comportamiento de los pesos del predictor K1S sobre el conjunto de valores
regionalizados para: (a) el pardmetro de suavizado obtenido a través de
validacién cruzada, (b) diferentes valores del parametro de suavizado. . . . 53
(a) Comportamiento de los pesos del predictor K2IM sobre el conjunto
de valores regionalizados. (b) Comportamiento de la funcién nicleo que

contiene al Indice L. o e 54



VI

INDICE DE FIGURAS

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

Comportamiento de los pesos del predictor K2ME sobre el conjunto de: (a)

valores regionalizados, (b) medianas de los valores vecinos para cada sitio. 56

Comportamiento de los pesos del predictor K2ME sobre: (a) el conjunto de
valores regionalizados, (b) el conjunto de medianas de los vecindarios para

cada sitio de la muestra. . . . . . . . . . 57

Panel superior: Comportamiento de los pesos del predictor K1M para el sitio
so = (4,4) sobre (a) el conjunto de valores regionalizados, (b) el conjunto
de medianas de los vecindarios para cada sitio de la muestra. Panel inferior:
Comportamiento de los pesos del predictor K1M para el sitio sg = (8,5)
sobre (c) el conjunto de valores regionalizados, (d) el conjunto de medianas

de los vecindarios para cada sitio de la muestra. . . . . . . .. ... oL 59

Panel superior: Comportamiento de los pesos del predictor K1M para el sitio
so = (4,4) sobre (a) el conjunto de valores regionalizados, (b) el conjunto
de medianas de los vecindarios para cada sitio de la muestra. Panel inferior:
Comportamiento de los pesos del predictor K1M para el sitio sg = (8,5)
sobre (c) el conjunto de valores regionalizados, (d) el conjunto de medianas

de los vecindarios para cada sitio de la muestra. . . . . . . . ... ... ... 60

(a) Error absoluto de prediccién para el sitio sg = (4,4), (b) Error absoluto

de prediccién para el sitio so = (8,5). . . . . . ... 61

Funcién de correlacién para el rango: (a)f2 =2; (b)f#2 =100 . . . . . . .. 65

Caso heterocedastico: distribucion de las varianzas en funcién de los sitios.
En el caso homoceddstico 02 = 10 para todo s; € D y para todos los modelos

Propuestos. . . . . ... L e e 66

Realizacién de un proceso con modelo de covarianza exponencial y rango
02 = 100: (a) Caso homocedéstico; (b) Caso heteroceddstico. . . . . . . . .. 67

Combinacién de pardmetros considerados en cada escenario partiendo del

modelo de covarianza exponencial. . . . . .. ... ... ..., 68

Combinacién de pardmetros considerados en cada escenario partiendo del

modelo de covarianza combinado. . . . . . . . ... Lo L. 68

Distribucion del MAE, sobre 50 repeticiones, para procesos con modelos de
covarianza exponencial y rango #o = 2. Desde arriba hacia abajo, los tres
modelos considerados para el error € y de izquierda a derecha, los casos

homocedésticos y heterocedasticos. . . . . . . . ... ... ... ... ... . 71

Distribucion del MAE, sobre 50 repeticiones, para procesos con modelos de
covarianza exponencial y rango 2 = 100. Desde arriba hacia abajo, los tres
modelos considerados para el error € y de izquierda a derecha, los casos

homocedasticos y heterocedasticos. . . . . . . . .. ... .. ... ... 72



INDICE DE FIGURAS VII
4.8. Distribucién del MAE, sobre 50 repeticiones, para procesos con modelos de
covarianza combinada y rangos 051 = 0.2 y 032 = 10. Desde arriba hacia
abajo, los tres modelos considerados para el error € y de izquierda a derecha,
los casos homocedasticos y heterocedasticos. . . . . . . . ... ... ... .. 73
5.1. Distribucién de la variable de interés sin considerar el espacio. Saltillo y
Valle de Bravo en miles de pesos mexicanos y Singapur en Délar Singapur. 78
5.2. Mapa de caja: precio de inmuebles en Saltillo. . . . . . . . ... ... . ... 79
5.3. Datos Saltillo: distribucién de la variable de interés en funcién las coorde-
nadas geograficas. . . . . . ... L e 80
5.4. Grafico de dispersion h del precio de inmuebles en Saltillo, México. . . . . . 81
5.5. Distribucion del MAE, sobre 50 repeticiones, para los datos Saltillo. 82
5.6. Datos Saltillo: Mapas predictivos para cada método. . . . . . . .. ... .. 83
5.7. Mapa de caja: precio de inmuebles en Valle de Bravo, México. . . . . . . .. 84
5.8. Datos Valle Bravo: Distribucién de la variable de interés en funcion las
coordenadas. . . . . ... ... 85
5.9. Grafico de dispersién h del precio de inmuebles en Valle de Bravo, México. . 85
5.10. Distribucién del MAE, sobre 50 repeticiones, para los datos Valle de Bravo. 86
5.11. Datos Valle Bravo: Mapas predictivos para cada método. . . . . . ... .. 87
5.12. Mapa de caja: precio de hospedajes en Singapur. . . . . . .. .. ... ... 88
5.13. Datos Singampur: Distribucién de la variable de interés en funcién de las
coordenadas. . . . . ... ... e e e 89
5.14. Grafico de dispersion h del precio de hospedaje en Singapur.. . . . . . . .. 90
5.15. Distribucion del MAE, sobre 50 repeticiones, para los datos de Singapur. 91
5.16. Datos de Singapur: Mapas predictivos para cada método. . . . . .. .. .. 91



VIII INDICE DE FIGURAS




Indice de tablas

5.1.

5.2.

9.3.

5.4.

Resumen numérico para cada conjunto de datos. Saltillo y Valle de Bravo
en miles de pesos mexicanos y Singapur en Délar Singapurense. . . . . . . .
Promedio del MAE, del coeficiente de correlacién de Pearson y del RSME
(en miles), sobre 50 repeticiones, para los datos Saltillo. Mejores resultados
en negrita. . . . ... L L e e e
Promedio del MAE, del coeficiente de correlaciéon de Pearson y del RSME
(en miles), para los datos Valle Bravo. Mejores resultados en negrita. . . . .
Promedio del MAE, del coeficiente de correlacién de Pearson y del RSME
(en miles) sobre 50 repeticiones, para los datos de Singapur. Mejores resul-

tados en negrita.



INDICE DE TABLAS




Indice general

Agradecimientos I
Resumen 11
Indice de figuras A%
Indice de tablas X
Introduccién X1V
1. Datos espaciales 1
1.1. Analisis estructural . . . . . . . . ... Lo 2
1.1.1. Proceso estocastico espacial . . . . . . . . ... L. 2

1.1.2. Estacionariedad . . . . . . . . . . ... 5

1.2. Modelo espacial . . . . . . . . . . ... 9
1.2.1. Semivariograma y covariograma empiricos . . . . . . . . . . . . . .. 11

1.2.2. Semivariograma tedrico . . . . . . ... ..o 14

1.3. Analisis exploratorio . . . . . . . . .. ..o 24
1.3.1. Tipos de graficos exploratorios . . . . . ... ... ... ... .... 24

1.3.2. Tendencia . . . . . . . . .. 25

1.3.3. Variabilidad . . . . . .. ... 27

1.3.4. Indices de asociacién espacial . . . . ... o oo o 28

1.4. Conclusiones . . . . . . . . . e 29

2. Prediccion espacial paramética: kriging 31
2.1, Kriging . . . . oL e 31
2.2. Kriging simple . . . . . . . .. 32
2.2.1. Insesgadez del predictor . . . . . .. .. ... ... ... L. 33

2.2.2. Minima varianza del error de prediccién . . . . . . ... ... L. 33

2.2.3. Forma final del predictor . . . . .. .. ... ... ... ..., 35

2.3. Kriging ordinario . . . . . . . ... e 35
2.3.1. Imsesgadez del predictor . . . . . .. .. ... ... ... .. 36

2.3.2. Minima varianza del error de prediccién . . . . . ... ... ... .. 36

2.3.3. Forma final del predictor . . . . .. ... ... ... ... ...... 39



XII

INDICE GENERAL

2.4. Kriging universal . . . . . . . . . ...
2.4.1. Imsesgadez del predictor . . . . . . . ... .. .. ... ..
2.4.2. Minima varianza del error de prediccién . . . . . ... ...
2.4.3. Forma final del predictor . . . . .. ... ... ... ...

2.5. Conclusiones . . . . . . . .

Prediccion espacial no paramétrica

3.1. Estimador de niucleo de la funcién de regresion . . . . . ... ..o

3.2. Estado actual de la literatura . . . . . . . . .. ... 0oL

3.3. La nueva propuesta: kriging no paramétrico . . . . . . . . ... .. ... ..
3.3.1. Kriging de un nicleo simple (K1S) . . . . ... ... ... ... ...
3.3.2. Kriging de dos niicleos con Indice de Moran (K2IM) . . .. ... ..
3.3.3. Kriging de dos nucleos con medianas (K2ME) . . ... .. ... ..
3.3.4. Kriging de un nicleo Multiplicativo (KIM) . . . ... .. ... ...
3.3.5. Kriging de un nicleo Aditivo (K1A) . . . ... ... ... ... ...
3.3.6. Comparacion de errores . . . . . . . . . v v vt e e e

3.4. Conclusiones . . . . . . . s

Estudios de simulacion

4.1. Método de simulacién . . . . . . . .. ...

4.2, Escenarios . . . . . ... e
4.2.1. Generalidades . . . . . . . .. ... L
4.2.2. Con respecto a la funcién de covarianza . . . . . ... ... ... ..
4.2.3. Con respecto al vector aleatorio . . . . . .. .. .. .. ... .. ...

4.3. Estimacién de parametros y validacién cruzada . . . . . .. ... ... ...

4.4. Resultados. . . . . . . . . . e
4.4.1. Con respecto a la funcién de covarianza . . . . . . .. .. .. .. ..
4.4.2. Con respecto a la heterogeneidad de la varianza . . . . . . . . .. ..
4.4.3. Con respecto al vector aleatorio . . . . . . . .. .. ... ...

4.5. Conclusiones . . . . . . . e

Aplicacién a datos reales

5.1. Presentacién delosdatos . . . . . ... ... ... ... .. ... ...,

5.2. Precios de Inmuebles: Saltillo . . . . . . . ... ... ... ... ... ....
5.2.1. Anélsis exploratorio . . . . . .. .. .. ... ... .
5.2.2. Resultados . . . . . . . . . ... ... e

5.3. Precios de Inmuebles: Vallede Bravo . . . . . . ... ... ... .......
5.3.1. Andlsis exploratorio . . . . . ... ...
5.3.2. Resultados . . . . . . . . . . .

5.4. Precios de hospedajes: Singapur . . . . . . . . ...
5.4.1. Anélsis exploratorio . . . . . ... ...
5.4.2. Resultados . . . . . . . . . . .. e

45
45
48
o1
52
53
55
57
o8
60
61

63
63
64
64
64
67
68
70
73
74
75
75



INDICE GENERAL XIII

5.5. Conclusiones . . . . . .. . L 92
Conclusiones generales 93

Bibliografia 95



XIV Introduccién




Introduccion

Una de las herramientas fundamentales en el drea de estadistica es la prediccion de fenéme-
nos de interés a partir de ciertas variables observadas. Esto implica construir modelos que
se adecuien a los datos disponibles y a los objetivos buscados. Por ejemplo, una carac-
teristica muy importante a tener en cuenta es la independencia o no de los mismos. Es
bien sabido que modelos desarrollados para datos independientes no tienen un buen des-
empeno en datos que presentan cierta dependencia, y de hecho, no es correcto utilizarlos.
Ejemplos de datos dependientes abarcan, entre otras, series de tiempo, donde las medicio-
nes estan recolectadas en momentos de tiempo sucesivos; modelos de medidas repetidas,
donde las mediciones se toman repetidamente sobre el mismo sujeto; o datos espaciales,
donde las mediciones estan recolectadas en diferentes locaciones espaciales. Hacer predic-
ciones considerando este ultimo tipo de datos es de nuestro interés en esta tesis y es lo que

comunmente se llama prediccion espacial.

La prediccion espacial fue estudiada en sus comienzos en el contexto de geoestadistica
a partir de los predictores cldsicos kriging (no utiliza covariables) y cokriging (permite
covariables) (Anselin, 2004; Cressie, 1993; Montero et al., 2015; Legendre y Legendre,
2012; Wackernagel, 1995; Webster y Oliver, 2007). Luego fue estudiada en el contexto de
regresion espacial con errores correlacionados (Anselin, 2004), utilizando modelos lineales
generalizados espaciales (Diggle, 2014; Zhang, 2002), bajo modelos de procesos puntuales
de Poisson (Diggle, 2014), entre otras. También existen muchas técnicas de prediccién
espacial no paramétrica (Biau y Cadre, 2004; Dabo-Niang y Yao, 2007; Dabo-Niang et al.,
2016; Menezes et al., 2010), de machine learning (Pham et al., 2018; Liu et al., 2022) y de
ensemble (Yang, 2018).

En los dltimos anos, junto a la expansién de la tecnologia y las facilidades en la recoleccién
de datos espaciales, el uso de geoestadistica en las ciencias aplicadas ha sido creciente. Por
ejemplo, en ciencias hidricas (Rizo-Decelis et al., 2017), en agricultura de precisén (Oliver,
2010), en procesamiento de imagenes, entre otras. Ejemplos de estos datos son: mediciones
de contaminantes registradas en estaciones de monitoreo ambiental, mediciones atmosféri-
cas; efectos en el suelo de los explosivos nucleares; precios de venta o alquiler de un lote o
una propiedad en los mercados de bienes raices comerciales en una ubicaciéon determina-

da. En cada uno de estos casos, anticipamos la dependencia entre las mediciones en una
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ubicacién particular y la asociacién de las mediciones entre ubicaciones. En particular en
el area de economia y ciencias sociales una de las lineas desarrolladas recientemente es el
uso de modelos predictivos para la reconstruccion de mapas que reflejen algin fenémeno
socio-econémico de interés. Asi por ejemplo, Chica-Olmo (2007), Kuntz y Helbich (2014) y
Bajat et al. (2017) utilizan y comparan diferentes métodos de estadistica espacial para la
predicion de precios de las viviendas en diferentes localidades. También los métodos clési-
cos de geoestadistica han sido aplicados para la prediccién de niveles de pobreza, y con
ello, en la generacion de mapas para estudiar las privaciones econémicas y sociales de ho-
gares y/o individuos en determinados territorios geogréficos (Mathiassen, 2009; Pokhriyal
y Jacques, 2017; Mohamed y Mohamed, 2009; Chandra et al., 2018; Norman, 2009; Vasan
y Alcantara, 2016). Esta aplicacién de metodologias de prediccién espacial constituye una
poderosa herramienta para el disefio de politicas publicas ya que posibilita contar con un
mapa mas completo de las privaciones sociales o de otras caracteristicas socioeconémi-
cas de una region, como asi también, evaluar ex-post determinadas politicas focalizadas
en locaciones geograficas que habitualmente no estan abarcadas por los instrumentos de

medicion de las estadisticas oficiales.

Un problema fundamental que surge a la hora de aplicar las técnicas clasicas de prediccién
espacial es la violacién de los supuestos de los modelos utilizados, los cuales muchas veces
son fuertes y hasta dificiles de probar en la préactica. Dichos supuestos pueden incluir la
distribucién subyacente del error, la cual se ve reflejada en la distribucién de la variable de
interés y/o el modelo sugerido para la estructura de covarianza presente en los datos. En
esta direccidn, en esta tesis proponemos y desarrollamos nuevos métodos no paramétricos

de prediccién espacial, sin imponer restricciones sobre dicha estructura de covarianza.

La tnica restriccién que mantendremos a lo largo de la tesis es que para predecir una varia-
ble de interés en una localizacién determinada solo contamos con informacién de la misma
variable pero medida en otras localizaciones. Es decir, no tenemos otras caracteristicas
de dicha observacion que puedan ser usadas como variables predictoras de nuestra varia-
ble respuesta de interés, sino que simplemente podemos explotar la informacién que nos
brinda la cercania/lejania espacial, como asi también la similaridad de la variable en dis-
tintas vecindades de la regiéon explorada. Por lo tanto, el problema que enfrentamos en
la presente tesis es de prediccién espacial univariada. Tomando esta limitaciéon que puede
encontrarse en varios datos espaciales, propondremos metodologias mas flexibles respecto

a los supuestos inherentes de los métodos clasicos de prediccién espacial univariada.

La tesis estd organizada y desarrollada de la siguiente manera. En el Capitulo 1 definimos
y describimos los datos espaciales, hacemos explicita la estructura formal subyacente sobre
la cual, se supone, se generan los mismos. También explicamos de qué manera se considera
la correlacién de los datos y como se modela bajo los diferentes supuestos de estaciona-
riedad. Particularmente definimos el variograma y presentamos las herramientas para su

estimacién. Finalizamos con una pequena descripcion del andlisis exploratorio adecuado
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para este tipo de datos.

En el Capitulo 2 presentamos los métodos de prediccion espacial clasicos, comiinmente
denominados métodos kriging. Mds precisamente, explicitamos el modelo general y las
diferentes metodologias de acuerdo a los supuestos asumidos en la especificaciéon del mismo.
En base a esto presentamos los predictores para cada caso y describimos el razonamiento

y procedimiento para su obtencion.

El Capitulo 3 estd dedicado a introducir los nuevos predictores junto con las conside-
raciones que motivaron este trabajo, haciendo un repaso de los métodos desarrollados
hasta el momento, compardandolos y presentado la bibliografia relacionada. Dado que es-
tas clases de predictores estdn basadas en la estimacion no paramétrica de la funcién de
regresion, destinamos una seccion del capitulo para su repaso haciendo especial hincapié

en el estimador de nicleo de la funcién de regresién.

En el Capitulo 4 presentamos estudios de simulacién que muestran el desempenio de todos
los métodos, nuevos y existentes, detallados en los capitulos previos. En particular, detalla-
mos el método de simulacion utilizado, los escenarios considerados, las técnicas utilizadas

para estimar parametros y computar errores y finalmente los resultados obtenidos.

El Capitulo 5 esta destinado a la aplicacién de los métodos a conjuntos de datos reales.
Comenzamos presentando los datos, haciendo un andlisis exploratorio de los mismos pa-
ra luego presentar los resultados obtenidos. Incluimos en cada caso, ademads, un mapa

predictivo generado con cada método.



Capitulo 1

Datos espaciales

Los datos espaciales son aquellos cuya particularidad es que cada observacién esta asociada
a una unidad espacial, como ser coordenadas o areas geograficas. Por ello es imprescindible
contar no solo con el dato en si mismo (i.e. el valor observado de la/s variable/s de interés)
sino también con informacién sobre la posicién o referencia geografica indexada a cada
observacién. Con esta caracterizacién de los datos espaciales surge de forma natural el
concepto de lo que llamaremos valor regionalizado o dato regionalizado, definido

como el valor de la variable de interés en el lugar o punto geografico donde fue medido.

Dentro del contexto estadistico, la estadistica espacial (o geoestadistica) es, en parte, la
aplicacién de la teoria de procesos estocésticos a datos espaciales o, dicho de otra forma, a
datos correlacionados espacialmente. Segiin Wackernagel (2006) la necesidad de tener en
cuenta al espacio como fuente de variabilidad se origin6 en el campo de la mineria y la
geologia a mediados del siglo XX, al tratar de analizar la distribucién de las reservas de oro
en un depdsito mineral a partir de muestras tomadas en algunas ubicaciones espaciales, la

cual resulté ser sesgada, revelando la omisién del espacio como fuente de variabilidad.

En este capitulo definimos algunos conceptos y definiciones claves en el estudio de datos
espaciales, como asi también el marco tedrico sobre el cual suelen modelarse. Con este
capitulo buscamos introducir las heramientas teéricas y metodolégicas bésicas para el tra-
tamiento de datos espaciales, especificando los supuestos tedricos sobre los que descansan
mayormente las tareas de inferencia y prediccién estadistica. Asi mismo, sobre la base de
este marco tedrico, se derivan herramientas de visualizacién y descripcion para el estudio

del fenomeno espacial de interés.



2 Datos espaciales

1.1. Analisis estructural

En este apartado presentamos los elementos esenciales para comprender el desarrollo y fun-
cionamiento de los modelos espaciales y el andlisis cldsico de los mismos. La informacién
con la que contamos es una muestra de datos regionalizados, los cuales, desde la pers-
pectiva probabilistica, pueden considerarse como el resultado de un mecanismo aleatorio,
al cual llamaremos proceso estocastico espacial. En la bibliografia también podemos
hallarlo con el nombre de funcién aleatoria o campo aleatorio (Montero et al. (2015), Wac-
kernagel (1995)). Para comprender mejor las caracteristicas de este proceso, los supuestos
subyacentes y sus implicancias sobre el tratamiento de datos espaciales, en esta seccién

focalizamos en la formalizacién del mismo y de sus propiedades.

1.1.1. Proceso estocastico espacial

Sea d € N, D ¢ R? y Q un espacio de probabilidad, se llama proceso estocéstico

espacial al conjunto

{Z(s,v) :s € D,v € Q},

con Z una funcién a valores reales tal que Z : D x 2 — R.

Si tomamos al dato regionalizado como resultado de un proceso estocéastico, obtenemos
dos caracterizaciones del mismo. En particular, si fijamos una localizacion sg € D, tenemos
una variable aleatoria Z(sg,v) con su variabilidad asociada. Si en su lugar fijamos vy €
), entonces tenemos la realizacién z : D C R — R, denominada comtinmente como

variable regionalizada o regionalizacién (e.g. Wackernagel (2006)).

Esta doble caracterizacion nos permite tener en cuenta las diferentes fuentes de variabili-
dad. Por un lado la variabilidad del fenémeno en cada sitio, entender que el dato existe
con cierta probabilidad y que existen otros valores posibles. Por otro lado nos permite,
de alguna manera, formalizar la variabilidad entre sitios, considerando las distancias entre

ellos y la forma de la dependencia con la variable de interés.

En el Diagrama 1.1.1 se ilustran estas definiciones junto con la notacién a ser utilizada.
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Proceso .
estocastico \;arlabl.e
espacial aleatoria
. se fija s .
Z(S) = Z(S,U) Z(SO) = Z(So,’U)
se fija vo (1.1.1)
z(s) = Z(s, vo) o = 2(so0) = Z(so,vo)
Variable Valor
regionalizada regionalizado
Fuente: Wackernagel (2006), pag. 28.
Luego, si fijamos un conjunto de localizaciones {si,s2,...,8,} y un vg € Q , tenemos
(21,...,2,)T un vector de valores regionalizados, los cuales representan los datos empiri-

cos a utilizar.

Para ilustrar la generacién de datos regionalizados, en la Figura 1.1 (a) presentamos un

ejemplo de datos empiricos simulados sobre una grilla a partir de un determinado proceso

estocdstico. En la Figura 1.1 (b) observamos una regionalizacién, esto es, una realizacién

de dicho proceso, para un vg € {2 dado. Teniendo ya una definiciéon formal de proceso

o{22) 24) (26) [24) 3 0@ (@8 [2]
o{19)
{28) 26 (@8 @) @) @ ©D

o

(15] (23] (26] (02 [2) (2.6] [08] [07] (o8] (23]
(2) [26]

o

IS

w

~

-

0q2.4]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

(a)

270

1.62

1.08

(b)

Figura 1.1: (a) Conjunto de datos regionalizados; (b) Regionalizacion.

estocastico espacial, para su estudio estadistico resulta crucial una definiciéon de su distri-
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bucién. Especificamente, dado un conjunto finito de sitios {s1, s, ..., sy}, podemos definir
la distribuciéon del proceso estocastico como la coleccién de distribuciones conjuntas

de dimensién finita

Fsl,“',Sn(Zl)“' 7Zn) = P({U:Z(517U) Szla”' 7Z(Sn7U) Szn})
= P(Z(s1) <z1,--,Z(sn) < zp), (1.1.2)
del vector aleatorio (Z(s1), -+, Z(sy))T .

De esta manera, con la especificacién de (1.1.2) para todos los érdenes n y todos los po-
sibles conjuntos de puntos de muestreo s; (con j =1,...,n) tenemos una caracterizaciéon
completa de un proceso estocastico. Un caso particular de especial importancia es el de-
nominado proceso gaussiano donde las distribuciones de dimensién finita definidas en
la Ecuacién (1.1.2) son normales multivariadas. Para denotar la densidad conjunta de las
variables aleatorias obtenidas de una muestra especifica de localizaciones (asumiendo que

el proceso es de valores continuos), usaremos ps, s, (21,...,2n).

Dada la distribucién del proceso Z(s), la informacién contenida en la misma puede re-
sumirse a partir de los momentos del proceso para un conjunto fijo de localizaciones. El
primer momento o valor esperado, denotado por p(s), es una funcién de la localizacién,

definido por

us) = E2) = [ mu(aii

—0oQ
para un proceso de valores continuos, donde ps(z) es la densidad de la variable aleatoria
Z(s). Para un proceso de valores discretos, la integral se reemplaza por la suma y en este
caso ps(z) es la funcién de probabilidad puntual conjunta. A su vez, los tres momentos
de segundo orden més utilizados en geoestadistica son la varianza, la covarianza y el
variograma. Para ello, podemos definir en primer lugar, la funcién de autocorrelacién

de la forma
Rei.d) < BIZG)Z6)) = [ [ sipae, i 5)deid

para el caso de un proceso a valores continuos. Para el caso discreto, las integrales se
reemplazan por una doble sumatoria. Luego la funciéon de covarianza o autocovarianza

queda definida, para todo s,s;,s; € D, por
C(si,sj) = Cov(Z(s;), Z(sj))
— E[(Z(s) — u(s)(Z(55) — p(5))] (1.1.3)
= Ry (i,7) — pu(si)u(s;),
y la varianza de Z(s;) para algin s; € D sera
Var (Z(s:) = E[(Z(s:) — p(si)’]
= Ry (i,4) — pi*(s1).
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Por 1ltimo, el variograma del proceso se define como
2v(sis5) = Var (Z(si) — Z(s;))
=Var(Z(s;)) + Var(Z(sj)) —2Cov(Z(si), Z(s;))
= Ry(i,i) — p*(si) + Rz (4, 5) — 1*(s5) — 2(Rz(i,§) — p(si)ualsy)).
La funcién y(s;, sj) es conocida como el semivariograma del proceso Z(s) y es una herra-
mienta cldsica muy importante y muy utilizada que sirve para cuantificar la variabilidad

espacial de muchos procesos y es esencial para obtener predicciones espaciales precisas. La

estudiaremos més en detalle a lo largo del capitulo.

1.1.2. Estacionariedad

El tipo de estacionariedad més fuerte que podemos considerar para un proceso Z(s) es
la estacionariedad en sentido estricto o simplemente estacionariedad estricta. La
misma implica que dado un proceso Z(s) con esperanza y varianza finita y dos conjuntos de
puntos (s1,82,...,8k) y (s1+h,so+h,... sp+h), para cualquier vector de traslaciéon h €
RY, (Z(s1),...,Z(sk)) v (Z(s1+h),..., Z(sp+h)) tienen la misma funcién de distribucién

conjunta para todo k.

Un tipo de estacionariedad mas débil que la estricta es la conocida como estacionariedad
débil o de segundo orden. M4ds precisamente, diremos que un proceso Z(s) es esta-
cionario de segundo orden o débilmente estacionario, si tiene momento de segundo

orden finito (es decir, existe covarianza) y verifica las siguientes dos condiciones:

(i) La esperanza de Z(s) existe y es constante,

E[Z(s)] = p, Vs e D. (1.1.4)

(ii) La covarianza existe para cada par de variables Z(s 4+ h), Z(s) y solo depende del

vector distancia h entre los sitios,
Cov(Z(s+h),Z(s)) = C(s+ h,s) = C(h). (1.1.5)
En este caso la funcién C(+) es llamada covariograma o funcién de covarianza esta-
cionaria.
La varianza de un proceso débilmente estacionario existe, es finita y constante, esto es,
Var(Z(s)) = Cov(Z(s), Z(s)) = C(0) = 0> < 00, Vse€ D. (1.1.6)
En este caso el variograma estd dado por

2v(s,s +h) =Var(Z(s+h) — Z(s))
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=Var(Z(s+h))+ Var(Z(s)) — 2Cov(Z(s +h), Z(s))
=(C(0)+ C(0) —2C(h) (por (1.1.5))

por lo que el semivariograma de un proceso débilmente estacionario solo depende de la

distancia entre los puntos h y queda expresado como

2(s,s+h) = C(0) — C(h) = ~(h). (1.1.7)

Otra propiedad importante de la funcién de covarianza C' es que estd acotada por su valor
en el origen, esto es,

|C(h)| < C(0). (1.1.8)

En efecto, de 0 < Var(Z(s+h) — Z(s)) = 2(C(0) — C(h)) se tiene que C'(h) < C(0) vy,
andlogamente, de 0 < Var(Z(s+h)+ Z(s)) = 2(C(0) + C(h)) se tiene que —C(0) < C'(h)
de donde se sigue (1.1.8).

Observemos que si el proceso Z(s) es estacionario de segundo orden, y(h) también esta

acotada pues, de (1.1.7) y (1.1.8) se tiene que,
[y(h)[ =1C(0) = C(h)| < |C(0)| + [C(h)| < 2C(0).

Esto nos dice que si y(h) no estd acotada, el proceso Z (s) no puede ser estacionario de

segundo orden.

De la Ecuacién (1.1.7) se revela que un semivariograma queda determinado a partir de una
funcion de covarianza. Sin embargo, el reciproco no es cierto, ya que el semivariograma

puede crecer indefinidamente. Por ejemplo, la funcién de semivariograma dada por!
~(h) = b[/h|?, con0<p<2yb>0, (1.1.9)

no puede dar lugar a una funcién de covarianza ya que crece sin limites. Esta funcién de
variograma supera el marco de los procesos débilmente estacionarios; esto es, vy(h) existe

pero no representa la variabilidad de un proceso estacionario de segundo orden.

Dado que la hipétesis de media constante es bastante restrictiva y muchos procesos reales
no la verifican, en la préctica suele considerarse un tercer (y mdas débil) tipo de estacio-
nariedad que es llamada estacionariedad intrinseca. La misma se basa en la idea de
que si bien la media puede no ser constante para todo s en el dominio, que por lo menos
lo sea para valores pequenos de h (Matheron, 1965). Esto significa que para ubicaciones
cercanas, las diferencias esperadas sean lo méas pequenias posibles. Ademads, para la esta-
cionariedad débil, suponemos que la varianza del proceso existe y es finita. Esta condicién

también es restrictiva ya que en este contexto no podriamos modelar un fenémeno con

'Ejemplo 5.1, (Wackernagel, 2006, pag. 37).
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capacidad de variacién infinita. Sin embargo, existen procesos Z(s) cuyas diferencias (o
incrementos) Z(s + h) — Z(s) tienen varianza finita y, por lo tanto, (dichos incrementos)
son estacionarios de segundo orden. Precisamente estos procesos, son los que se conocen

como procesos intinsecamente estacionarios.

Formalmente, diremos que un proceso Z(s) es intrinsecamente estacionario o simple-
mente intrinseco, si el proceso diferencia Z(s+h)— Z(s) es estacionario de segundo orden
para cualquier vector de traslacion h. Esto es, la esperanza de la diferencia es constante
en s,

E[Z(s +h) — Z(s)] =m(h), Vs,s+heD, (1.1.10)

para alguna funcién m(h) y, para cada h fijo,
Cov[Z(s+h) — Z(s), Z(s + h+h') — Z(s + h)] = Cp (L), (1.1.11)

para todo s,s +h,s+h’,s + h+h’ € D, esto es, la covarianza del proceso diferencia solo
depende de h'.

Una consecuencia de (1.1.10) es que m(h) es necesariamente lineal, pues,

m(h+h') =E[Z(s+h+h') — Z(s)]
=E[Z(s+h)—Z(s)+ Z(s+h+h') — Z(s + h)]
( +E[Z(s+h+h')— Z(s+ h)]

Adem4s, tomando h’ = 0 en (1.1.11) resulta que,

2v(s,s +h) =Var(Z(s +h) — Z(s)) = Cn(0),
por lo que la varianza tiene valor finito y no depende de s.

Observemos que podemos considerar m(h) = 0 pues, m(h) # 0 implicarfa, de (1.1.10),
que la E[Z(s)] no es constante con respecto al espacio s, y por lo tanto Z(s) no seria

estacionario.

Por ende, a partir de este momento y a menos que se indique explicitamente lo contrario,
consideraremos m(h) = 0 y como consecuencia, podemos decir que un proceso Z(s) es

instrinsecamente estacionario si verifica que

E[Z(s +h) — Z(s)] = 0, (1.1.12)
Var(Z(s +h) — Z(s)) = 2y(h). (1.1.13)

Estas condiciones son consideradas, generalmente, como las condiciones de estacionariedad

intrinseca (véase por ejemplo Cressie, 1993; Webster y Oliver, 2007).
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Luego, si el proceso Z(s) es intrinseco, de (1.1.12) tenemos que
1 1
v(h) = §Va7“ (Z(s+h)—Z(s)) = §E[(Z(s +h) — Z(s))?. (1.1.14)

Cabe destacar que la ecuacién (1.1.14) vale también bajo un proceso estacionario de se-

gundo orden.

Resulta sencillo probar que todo proceso estacionario de segundo orden es intrinse-
camente estacionario. En efecto, si la esperanza del proceso es constante, la esperanza

de las diferencias es cero. Esto es,
EZ(s))=n = E[Z(s+h)—Z(s)]=0. (1.1.15)

Luego resta probar que si la covarianza del proceso existe y depende solo de la distancia

entre los sitios h, es decir,
Cov(Z(s+h),Z(s)) =C(h), Vs,s+he D, (1.1.16)

entonces la funcién de semivariograma -y también depende solo de h. Para ello tenemos

que

2y(s,s+h) =Var(Z(s
=Var(Z(s

C(0

=2(C

)= Z(s))

)+ Var(Z(s)) — 2Cov(Z(s + h), Z(s))

+C(0) —2C(h) (por (1.1.16))
0) — C(h)),

+h
+h
)
(

Luego, dado que la varianza C(0) es constante para procesos estacionarios de segundo

orden, tenemos que
1
v(s,s+h) = iVar(Z(s +h)—-Z(s)) =~v(h), Vs,s+he D,
lo cual asegura, junto con (1.1.15), que Z(s) es intrinsecamente estacionario.

El reciproco de este resultado no es cierto. Es decir, existen procesos intrinsecamente es-
tacionarios que no son estacionarios de segundo orden. Por ejemplo, hemos visto que la
funcién de semivariograma dada en (1.1.9) no es acotada y como consecuencia no cuenta
con una funcién de covarianza asociada, lo que hace que supere el marco de los procesos
débilmente estacionarios. Sin embargo, esta funciéon de semivariograma podria estar aso-
ciada a un proceso intrinseco. Otro ejemplo es el proceso discreto Wiener-Levy (Montero
et al., 2015, pag. 17) dado por Z (sg41) = Z (sk) + €k, con € ~ N(0, 1) variables aleatorias
independientes, s; € R con ¢ = 1,2,...,k,k + 1,.... Puede probarse que este proceso

cumple con las condiciones intrinsecas (1.1.12) y (1.1.13), en efecto,

kth1
E[Z (skn) — Z (sk)] = E [ > Ei] =0,

i=k
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k+h—1
Var (Z (sg+n) — Z (sx)) = Var ( Z ei> = h.

i=k
Sin embargo, para este proceso, la covarianza no depende solo de h pues
Var (Z (sp+n)) = Var (Z (sg+n-1)) + €kth-1

=Var(Z (sp4+n—2)) + €bth—2 + €hrh—1

=Var(Z (sk) + €k + €11+ + €xrh-1)
=Var(Z (sx)) + h,

y despejando la covarianza de la siguiente ecuacion,
Var (Z (spn) — Z (sk)) = Var (Z (sg4n)) + Var (Z (sk)) — 2Cov (Z (sp4n) s Z (sk))

se deduce que,

1
Cov(Z (sk4n)+ Z (s)) = 5 (Var (Z (su4n) + Var (Z (1) = Var (Z (sgsn) = Z (1)) )

1

= ((Var (Z (sk)) + h) + Var (Z (sx)) — h)
=Var (Z (Sk’)) 3

de donde se sigue que la covarianza no depende solo de h. De aqui podemos concluir
que el solo hecho de que un proceso Z (si) sea intrinseco no garantiza que el mismo sea
débilmente estacionario. Ello se debe a que por méas que sea intrinseco, dicha propiedad
no nos brinda informacién acerca de su varianza de forma tal que podamos asegurar que

Var (Z (s)) depende solo de h.

1.2. Modelo espacial

El modelo geoestadistico clésico utilizado para dar estructura a un proceso espacial Z(s)
esta dado por
Z(s) = uls) + Y (s), (12.1)

donde pu(s) = E[Z(s)] es la funcién media, la cual consideramos continua y deterministica
y el proceso de error Y (s) es un proceso estocastico con media cero y funcién de covarianza
Cou(Y (s;),Y (sj)), para todo s;,s; € D.

Si el proceso Y'(s) es débilmente estacionario, para todo s;,s; € D tenemos que,

COU(Y(SZ‘),Y(SJ')) = C(Sl - Sj).

Si Y (s) es intrinsecamente estacionario, para todo s;,s; € D tenemos que,

Var(Y(s;) —Y(sj)) = 2vv(si — sj), (1.2.2)
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donde 27y (s;, s;) es el variograma del residuo el cual es llamado asi ya que, en la practi-
ca, en lugar de usar los datos originales para hallarlo, se utilizan los residuos obtenidos a

partir de la estimacién de la funcién media (Wackernagel, 2006, pag. 181).

El modelo (1.2.1) tiene en cuenta la variacién espacial a gran escala (tendencia) a través
de la funcién media u(s), y la variacién espacial a pequenia escala (dependencia espacial)
a través del proceso Y (s). Ademds de capturar la variacién espacial a pequena escala, el
proceso de error Y (s) en (1.2.1) explica, en parte, el error de medicién que puede ocurrir
en el proceso de recopilacién de datos. Este componente generalmente no tiene estructura
espacial, por lo tanto, para algunos propésitos puede ser deseable separarlo explicitamente

del componente espacialmente dependiente. Es decir, podemos escribir
Y(s) = n(s) + €(s), (1.2.3)

donde 7(+) y €(+) son independientes, 7(+) es el componente que mide la dependencia espacial
y €(+) el proceso con media cero y no correlacionado espacialmente, que modela el error de
medicién. Més precisamente, su funcién de covarianza estd dada por

2>0, sih=0,

Cov(e(s),e(s +h)) = { * .
0, si h #0.

(1.2.4)

€(+) es conocido como efecto pepita (nugget effect) o proceso de ruido blanco.

Conociendo los supuestos sobre el proceso de error Y (s) y la funcién media p(s) deducimos

el comportamiento del proceso Z(s) a partir de los siguientes lemas.

Lema 1.2.1. Si el proceso Y () es estacionario de sequndo orden y ju(s) = pu es constante

entonces el proceso Z (s) también es estacionario de sequndo orden.

Demostracion. Para probarlo consideramos el modelo definido por la Ecuacién (1.2.1) a

partir del cual tenemos que

E(Z(s)) = i+ E(Y(s)) = 1,

Cov(Z(s+h),Z(s)) = Cov(p(s+h) +Y(s+ h),u(s) + Y(s))
=Cov(Y(s+h),Y(s))
= C(h),

luego Z (s) es estacionario de segundo orden.
O

Lema 1.2.2. Si Y(s) es intrinsecamente estacionario y ju(s) = p constante entonces el

proceso Z (s) también es intrinsecamente estacionario.
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Demostracion. A partir del mismo razonamiento que en el Lema anterior, tenemos que

E[Z(s+h)—Z(s)|]=E[u(s+h)+Y(s+h)—pu(s) —Y(s)] =0,

y
Var [Z(s +h) — Z(s)] = Var([u(s + h) + Y (s + h) — pu(s) — Y (s)])
= Var([Y(s +h) = Y(s)]) = 27y (h),
con lo cual se prueba que Z(s) es intrinsecamente estacionario. O

En la préactica estas cantidades, en particular el semivariograma y el covariograma, se
estiman empiricamente a partir de los datos y luego, a partir de los mismos se deducen

sus modelos paramétricos como veremos en las proximas secciones.

1.2.1. Semivariograma y covariograma empiricos

En muchos casos, incluso en aquellos donde se cuenta con informacién para suponer que
el proceso es débilmente estacionario, se prefiere utilizar el semivariograma antes que co-
variograma pues, éste tltimo requiere conocer la media del proceso Z(s). En la practica,
ésta es desconocida y debe estimarse a partir de los datos, lo que introduce un sesgo en la
estimacién del covariograma. Para demostrar este hecho, definimos las versiones empiricas

del covariograma y semivariograma de un proceso Z(s).

Si se cumplen las condiciones de estacionariedad intrinseca (1.1.12) y (1.1.13) o las condi-
ciones de estacionariedad de segundo orden (1.1.4) y (1.1.5), los estimadores empiricos del

semivariograma y el covariograma construidos a partir del método de los momentos son,

respectivamente,
A 1 m(h)
1) = Gy O 2o+ )~ Z(s)) (1.2.5)
y
. 1 mb) _ _
Clh) = o5 >~ (s +) = 2)(Z(s) = 2), (1.2.6)
i=1

donde m(h) es la cantidad de pares de puntos muestrales (s;,s;) que estdan a distancia h,

n
esto es, s; —s; = h para un vector h dado y Z = %Z Z(s;) un estimador de la media
i=1
constante p.
Observemos entonces que el covariograma empirico (1.2.6) utiliza la media muestral, Z,
como un estimador de la media y(s) del proceso. Sin embargo, utilizar dicho promedio como

estimador de la esperanza del proceso hace que C (h) sea sesgado. En efecto, consideremos
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la siguiente version simplificada de la esperanza de (1.2.6)

m(h)
E(C(h)) =E m(lh) > (Z(si+h) — Zn)(Z(si) — Z(h)):| ; (1.2.7)

i=1

donde las medias muestrales se calculan considerando solo los m(h) pares de puntos que

estan a distancia h y no sobre toda la muestra; esto es

m(h) m(h)

_ 1 - 1

Zn=——Y Z(si+h Y Zmy = Y Z(si). 1.2.8
h m(h) pa ( ) (h) m(h) g ( ) ( )

Operando en (1.2.7) obtenemos que,

m(h)
E(C(h) =E m(lh) S (Z(si +b) — Za) (Z(80) — Zgw)
=1

m(h)
—E| Y (Z(si+h)Z(si) = Z(si +0)Zw) — Z(si) Zn + ZhZ(h))}

_m(h) i=1
A o
= ol - E[Z(si +h)Z(s;)] — E Z(h)m(h) Z Z(s; + h)
=1 =1
AL o
—E ATy D Z(s) | +E[ZnZw)] (1.2.9)
m(h)
- m:(lh) ; E[Z(si+0)Z(s)] — E [ZnZw)] - (por (1.2.8))

Calculamos la esperanza E [ZhZ(h)] considerando el proceso Z(s) estacionario de segundo
orden, esto es, E[Z(s)] = uy Cov(Z(s;), Z(s; + h)) = C(h),

E(ZnZm)) = Cov(Zn, Z( )) + E(Zn)E(Z(n))
(h)

= 22 ZCOU Z(sj+h)) +

21]1

= # Z Cov(Z(s;), Z(s; + h))

SWINE Z Zcov Z(sj+h)) +

=1 j#i
- m(lh) 2 Z Z Cov(Z Z(sj+h)) + ,uz. (1.2.10)

=1 j#i

Luego reemplazamos (1.2.10) en (1.2.9) y, teniendo en cuenta que

E[Z(si +h)Z(s;)] = C(h) + 1%,
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obtenemos
. 1 ) _
E(C(h)) = () ; E[Z(si +h)Z(si)] — E [ZnZm)]
) L ) mh
= C(h) + p? - mC(h) RINE ; ; Cov(Z(si), Z(sj + h)) + p°
. L ) mh
= (1 - m(h)> C(h) — NG ; ; Cov(Z(s;), Z(s; + h)).

Con lo cual podemos observar que el estimador C’(h) es sesgado y el sesgo disminuye a

medida que aumenta la cantidad de puntos m(h) considerada.
Por otra parte podemos probar que 4(h) es insesgado, esto es,

1 m(h)

E[y(h)] =E 3m(h) > (Z(si+h) - Z(s))?
i—1

m(h)
_ m(lh) S SE[(Z(s: + )~ Z(s:))?]
=1

T

= i S %Var [Z(si +h) — Z(s;)]

m(h)

Entonces, a partir de la muestra disponible podemos calcular el semivariograma empirico
(1.2.5), el cual resume la relacién espacial presente en los datos. Para cada direccién h
podemos hallar también un grafico 4(h) con h = ||h|| como se muestra en la Figura 1.2,
el cual juega un papel muy importante en el andlisis exploratorio de datos espaciales ya
que brinda informacién acerca de la variabilidad del proceso. Si para cada direccién h
encontramos un grafico diferente quiere decir que el variograma depende de h tanto en
magnitud y direccién. A este comportamiento se le llama anisotrépico. Cuando depende
solo de la magnitud (distancia) h, se llama isotrépico. En este caso solo trabajamos con

variogramas isotrépicos y utilizaremos la notacién v* para diferenciarlo del anisotrépico.

A partir del gréafico 4(h) que observamos en la Figura 1.2 podemos inferir cudl podria
ser el modelo para el semivariograma teérico (Seccién 1.2.2) para luego poder estimar
sus parametros. Hallamos el semivariograma empirico a partir de una direccién h y una
distancia maxima hy,q,. Luego dividimos el intervalo [0, hy,q,] de forma tal que en cada
subintervalo exista una cantidad minima dada de pares de sitios m(h) a considerar en cada

uno. Luego, para cada intervalo [h;, h;] calculamos 4(h) tal que h € [h;, hj].
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¥(h)

(o) o0 ® L

Figura 1.2: Ejemplo del variograma empirico para los datos Meuse. (Rikken y Van Rijn, 1993)

1.2.2. Semivariograma tedérico

Como puede observarse en la Figura 1.2, la versién empirica del semivariograma no nos
brinda informacién sobre la dispersion de variables definidas en sitios cuyas distancias no
hayan sido observadas en la muestra (i.e. no es continuo en h). Ademdas no cumple con
ciertas condiciones que son necesarias al momento de la prediccion, las cuales explicita-
remos mas adelante. Por lo tanto, utilizaremos el semivariograma empirico (1.2.5) para
modelar y estimar los pardmetros correspondientes del semivariograma tedrico, a partir de

modelos que son funciones vélidas de semivariograma.

Primero revisaremos las principales propiedades matematicas de los semivariogramas, ca-
racterizando asi la clase de funciones que pueden representar a los mismos. Como hemos
mencionado en (1.1.13), el semivariograma tedrico para un proceso intrinseco esta dado
por

To(0) = () = SVar(Z(s +h) - Z()).

En lo que sigue, utilizaremos la notacién v(h) o vg(h) indistintamente. La notacién g (h)
hace hincapié en que el semivariograma no es mas que una funcién paramétrica con una
expresion analitica simple que depende de la distancia entre ubicaciones espaciales h y de
un vector de parametros, 0. Para ser considerada una funcién de semivariograma valida,
la funcién yg(h), debe satisfacer las siguientes propiedades, para cada € € ©, donde © es

el espacio de parametros:

1) 76(0) = 0;

11) vo(h) > 0;
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1) vg(—h) = vg(h);

1v) Si el proceso Z(s) es intrinsecamente estacionario, v es condicionalmente definido
negativo. Esto es, para cualquier vector a’ = (aq,... ,an), a; € R que verifique
a1l = 0, se tiene que a’Ta < 0, donde I' € R™*" es la matriz semivariograma entre

los puntos de la muestra tal que I'; j = vg(s; —s;) parad,j =1,...,n.

Las tres primeras propiedades se prueban facilmente mediante la definicién de . Para
probar la Propiedad 1v), utilizaremos la condicién de estacionariedad intrinseca (1.1.14) y

que la sumatoria de los a; es cero. Luego,

SN wiaglsi —s5) = 5 S wasEl(Z(s:) ~ Z(5,))] (de (1.1.14))

=1 j=1 =1 j=1
1 n n
= QEz Zlaj aiZ(sZ-)Q
1= Jj=

— EZ Z CLZ'CL]'Z(SZ')Z(SJ')

i=1 j—=1
+ %EZ (Z ai) a;Z(s;)?
j=1 \i=1
— —EZZGiGjZ<Si)Z(Sj) <pues Zai - Zaj _ 0)

i=1 j=1 i=1 j=1

=-E [Z aiZ(si)

<0.

La forma clésica de modelar el semivariograma tedrico es utilizando modelos paramétricos
y luego eligiendo un método para estimar los parametros del mismo. La eleccién del mo-
delo, entre la coleccién de modelos de semivariograma validos, se basa en un examen del
semivariograma empirico, y también, en el conocimiento previo que se tenga del problema,

la simplicidad computacional, entre otras cosas.

Una caracteristica que tienen los datos espaciales es que, generalmente, la dependencia
espacial decrece con la distancia, por lo que el covariograma es una funcién decreciente en
h. Dado que el semivariograma es simétrico, con respecto a la constante C(0)/2, al cova-
riograma (ver (1.1.7)), generalmente vg(h) es una funcién monétona creciente en funcién

de la distancia entre sitios.

Si bien existe una gran variedad de modelos que satisfacen los requisitos de validez antes
mencionados, y que ademés son mondétonos e isotrépicos, los mas utilizados son los que se

detallan a continuacion.
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Modelo pepita puro: Para 6; > 0,

91, sih 7& 0,
v*(h,01) = (1.2.11)
0, sih=0.

Modelo esférico: Para 6 = (61,62) con 6; > 0, 6 > 0,

3
91|:239h—% Bi :|, SiO<h§92,
v*(h,0) = ’ <2)

61, si h > 6s.

(1.2.12)

Modelo potencia: Para 8 = (01,603) con 6; >0, 0 < 0y < 2,

~*(h,0) = 6, h%.

Modelo exponencial: Para 6 = (61,62) con 6; > 0, 62 > 0,

7" (h,0) =01 [1 — exp (—;;ﬂ : (1.2.13)

Modelo gaussiano: Para 6 = (61,63) con 61 > 0, 65 > 0,

h2
v*(h,0) = 6, {1 — exp (—2>] .
03
Modelo de Matérn: Para 8 = (01,02,v) con v > —1,60; >0y 03 > 0,

2\ (b
(h,0) = 0y |1 _M : (1.2.14)

donde &, (-) es la funcién Bessel modificada de segunda especie y orden v. En este modelo,
v > —1 es un parametro de suavizado y se puede observar que si v = 0.5 y ¥ — oo coincide

con el exponencial y el gaussiano, respectivamente.

Una cuestion esencial a la hora de ajustar un modelo paramétrico no es solo la estimacién
de sus parametros sino también la eleccién del mismo. En este caso en particular, ademas,
es importante comprender que estas decisiones implican una interpretacién del comporta-
miento del semivariograma tanto en el origen como a grandes distancias. El comportamien-
to mencionado lo estudiamos a través del semivariograma empirico que observamos en la
Figura 1.2, el cual nos brinda la dnica informacién disponible sobre el proceso subyacente
para la estimacién de los parametros y la interpretacion de los mismos. Los pardmetros
asociados al comportamiento del semivariograma a grandes distancias son la meseta y el
rango, los cuales estan graficados en la Figura 1.3. La tasa de crecimiento del semivariogra-

ma refleja el grado de disimilaridad entre valores cada vez mas distantes, la misma puede
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¥(h)

Meseta

Error con
estructura
espacial

Distancias para las cuales Distancias para las cuales no
existe dependencia espacial existe dependencia espacial
0 Rango

Figura 1.3: Semivariograma empirico y semivariograma estimado, a partir de un modelo exponen-
cial (Ecuacidn 1.2.13), para los datos Meuse.

mantenerse si la variabilidad del fenémeno no tiene limite a grandes distancias o puede
tender a desaparecer a partir de cierto h en cuyo caso el semivariograma se estabiliza en
lo que llamamos meseta. El valor a partir del cual el semivariograma se estabiliza es el
rango y es la distancia a partir de la cual el semivariograma no tiene cambio, esto es,
Z(s) y Z(s + h) no estén correlacionadas espacialmente. Formalmente se llama meseta
de v*(h,0) al

lim ~*(h, 6),

h—o0
siempre que este limite exista. Los variogramas de procesos estacionarios de segundo orden
alcanzan este limite en los que permanecen a partir de un cierto A si la covarianza tiende
a cero cuando h tiende a infinito. Esto es, si

lim C(h) = 0.

h—o00

Por lo tanto, y a partir de la ecuacién (1.1.7), tenemos que

lim ~*(h,8) = C(0), (1.2.15)

h—o0

por lo que a priori y en muchos casos la meseta estd determinada por la varianza del
proceso. El caso en el que el semivariograma empirico sea no acotado puede ser un sinto-
ma de la invalidez del supuestos de estacionariedad débil como ya lo hemos mencionado
anteriormente. Los modelos esféricos, exponenciales, gaussianos y de Matérn tienen me-
setas y en la parametrizacion utilizada esta dada por #;. Si la meseta existe, entonces el
rango de y*(h, 0) es el valor mas pequeno de h para el cual v*(h, 0) es igual a su meseta.
Formalmente,

min {h : v*(h,0) = hlirrolofy*(h, 0)}.
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Si el rango se alcanza de manera asintética, se dice que no existe (estrictamente hablando),
para este caso existe una nocién relacionada llamada rango efectivo que se define como
el minimo valor de h para el cual v*(h, 0) es igual al 95% de la meseta. En este caso, el
rango efectivo es a menudo una funcién de un parametro llamado parametro de rango.
De los modelos enumerados anteriormente que tienen meseta, por definicién solo el esférico
tiene rango (igual a 602). De los otros modelos, puede probarse que el modelo exponencial
tiene rango efectivo de aproximadamente 3 veces el rango 6, esto es, 36s. En efecto, si

igualamos v*(h, @) al 95% de la meseta tenemos que,

h2
91 |:1 — exp (—2>] = 0.9501,
02

h = —ln(05)02 ~ 302

de donde se sigue que,

De manera andloga puede probarse que el modelo gaussiano tiene rango efectivo de apro-

ximadamente \/502, donde 65 es parametro de rango.

Los parametros de rango pueden ser dificiles de estimar incluso con conjuntos de datos
bastante grandes, en particular, cuando el rango no es mucho més pequeno que las dimen-
siones de la regién en observacién. Esta dificultad es quizds un argumento para usar el
modelo potencia, que es esencialmente la clase Matérn para v < 1 con el rango establecido

en infinito, evitando asi la necesidad de estimar el mismo.

¥(h)

Error con
estructura
espacial

Meseta parcial

Distancias para las cuales Distancias para las cuales no

existe dependencia espacial existe dependencia espacial
o Error sin
&
2 | estructura
espacial
0 Rango

Figura 1.4: Semivariograma empirico y semivariograma estimado, a partir de una combinacion
entre el modelo pepita puro (1.2.11) y un modelo exponencial (1.2.13), para los datos Meuse.

Como mencionamos en la Propiedad 1), una condicién para que v*(h, @) sea una funcién
de semivariograma valida es que

7*(0,8) = 0.
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En la préactica esto muchas veces no sucede como por ejemplo en el semivariograma dado
en la Figura 1.4, donde los valores del mismo cuando h se acerca a 0 parecen acercarse a
algin valor estrictamente positivo. Este fenémeno puede explicarse a partir de la descom-
posicién del error dada en (1.2.3), lo cual implica un cambio en las funciones presentadas
anteriormente (1.2.11)-(1.2.14). Esto significa que, utilizando dicha descomposicién tene-

mos que

vy (h,0) =Var[Y(s+h) —Y(s)]
=Var[n(s+h)+e(s+h)—n(s) —e(s)]
=Var[n(s+h)—n(s)|+ Varle(s+h) —e€(s)] (ny e independientes)
= Yp(h,0) + ¢ (h, 0), (1.2.16)

donde 7;(5)(h,9) es el semivariograma del proceso que captura la variabilidad espacial
y 7;“(5)(h, 0) es el semivariograma del proceso asociado al error de medicién, el cual es
el que hemos llamado Modelo Pepita Puro en (1.2.11). Si en el semivariograma empirico
observamos que los valores del mismo no se acercan a cero cuando h si lo hace y ademas
el comportamiento cercano a cero es aproximadamente lineal, una buena opcién para el

ajuste puede ser el dado por

0, si h =0,

Ty (s)(h 0) = 0c + 07 [1 —exp <—%)} » sth>0,

el cual es la combinacién de los modelos (1.2.11) y (1.2.13), en términos de (1.2.16) donde
0] es la parametrizacién para el efecto pepita, que no es mas que el pardmetro meseta en
el modelo (1.2.11), y 6] la meseta del modelo (1.2.13), llamada meseta parcial, con lo
cual la meseta del modelo 'y)*/(s)(h, 0) es 05 + 0], esto es, la meseta se divide en meseta
parcial y efecto pepita, que es la meseta del modelo pepita puro, lo cual podemos observar
en la Figura 1.4. Por ello y si elegimos ajustar un semivariograma tedrico que considere un
efecto pepita, tendremos que estimar tres pardmentros la meseta parcial y el rango dados

por 01 y 05, respectivamente, y el efecto pepita que parametrizamos como 63.

Para elegir el mejor modelo que se ajuste a los datos es importante analizar el comporta-
miento del semivariograma cerca del origen, y particularmente en el origen, ya que esto nos
brinda informacion sobre intervalos de distancias donde la dependencia espacial es grande.
Dicho comportamiento es analizado a través de qué tan suave es la superficie generada
por el proceso subyacente, la cual cldsicamente se caracteriza a partir de la continuidad y

diferenciabilidad del mismo.

Por ejemplo, si el comportamiento de y*(h, @) cerca de cero es lineal, como por ejemplo en
el modelo exponencial, estamos asumiendo una variable regionalizada menos suave que en
el caso de elegir un modelo gaussiano, el cual posee un comportamiento parabdlico para
distancias cercanas a 0. Estos comportamientos se observan en las Figuras 1.5 (b) y (c). Si

consideramos que el semivariograma tiene un efecto pepita, tendremos una discontinuidad
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(a) 0 (b) 0 (c) 0

Figura 1.5: Comportamiento del semivariograma cerca al origen: (a) interseccidn positiva (pepita);
(b) comportamiento lineal continuo, no diferenciable; (¢) comportamiento parabdlico, continuo y
diferenciable.

en el origen como la observada en la Figura 1.5 (a). En este caso asumimos que la variable

regionalizada presenta irregularidades para distancias pequenas.

Un tipo de continuidad muy utilizada es la continuidad en media cuadratica que se
define como
E[(Z(s+h) — Z(s))*] — 0, cuando |h|| — 0.

en cuyo caso diremos que le proceso Z(s) es continuo en media cuadrética. A partir de esta
definicién podemos afirmar que si el variograma 2v(-) es continuo en el origen entonces el
proceso Z(s) es continuo en media cuadrética, ya que E [(Z(s + h) — Z(s))?] — 0si y s6lo
si 2y(h) — 0 cuando ||h|| — 0. Los modelos (1.2.11)-(1.2.14) presentados anteriormente
estdn definidos de manera tal que v*(h,8) — 0 cuando h — 0 ademads, por la Propiedad 1)
~v*(0,0) = 0, por lo que son funciones continuas. Esto significa que el proceso subyacente

asociado a dichas funciones de semivariogrma genera superficies mas o menos suaves.

Segun Wackernagel (1995) no es tan relevante qué tan bien la funcién semivariograma se
ajusta a la secuencia de puntos hallados a partir del semivariograma empirico, lo impor-
tante es el tipo de continuidad asumido para la variable regionalizada y la hipétesis de
estacionariedad asociada al proceso. Estos supuestos guiaran la seleccién de una funcién
de semivariograma apropiada y esto tiene muchas mas implicaciones que la forma en que

la funcion tedrica se ajusta al semivariograma empirico.

1.2.2.1. Estimacién de los parametros del semivariograma tedrico

Los modelos descriptos en (1.2.11)-(1.2.14) son los que comiinmente se usan para modelar
semivariogramas. Resta ver cémo se estiman sus pardmetros (pepita, meseta y rango) para
lograr el mejor ajuste al semivariograma empirico. Como lo afirman los autores Webster
y Oliver (2007, pdg. 101), elegir modelos y ajustarlos a los valores del semivariograma
empirico se encuentra entre los temas mas controvertidos en geoestadistica. Este trabajo
se puede tornar dificil ya que la precisiéon de cada estimacién varia debido a las diferencias
de tamarnos de muestra; la variabilidad puede no ser la misma en todas las direcciones; la

grafica del semivariograma empirico puede mostrar mucha fluctuacién punto a punto; la
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mayoria de los modelos no son lineales en uno o més parametros y se deben usar métodos
iterativos para estimar los mismos. Ademaés existe la posibilidad de que los valores de los

semivariogramas empiricos estén correlacionados.

A partir todos estos problemas es que se sugiere (Wackernagel, 2006; Webster y Oliver,
2007; Montero et al., 2015) dos formas de ajustar el modelo: la inspeccién y ajuste ma-
nual del mismo y los correspondientes métodos estadisticos. La forma manual consiste
en utilizar métodos graficos, los valores del semivariograma empirico, el conocimiento del
fenémeno ya que la forma analitica especifica del semivariograma no importa tanto como
el hecho de que respete las caracteristicas principales del fenémeno. El valor del efecto
de pepita se puede obtener a partir de los primeros valores del semivariograma empirico
extrapolando hasta que corten el eje de las ordenadas. Este valor, el cual representa, el
comportamiento cerca del origen (para distancias inferiores a la primera distancia de re-
traso) es otra decisién central en el ajuste manual porque tiene una gran influencia en los
resultados de la prediccién. La pendiente del semivariograma en el origen puede derivarse
también de los primeros valores del semivariograma empirico. En cuanto al comportamien-
to para distancias grandes, representado por el rango (o rango préctico en caso de tener
una meseta asintética) y la meseta, generalmente se detectan facilmente, especialmente en
el caso estacionario de segundo orden: la distancia mas alla de la cual el semivariograma se
estabiliza y el valor del semivariograma cuando se estabiliza, respectivamente. Estas cues-
tiones traen consigo el problema de la subjetividad por parte del investigador. La forma

no manual tiene que ver con la utilizacién de métodos estadisticos conocidos:

» Métodos de minimos cuadrados: ordinarios (OLS, Ordinary Least Square), gene-
ralizados (GLS, Generalized Least Square) y pesados (WLS, Weighted Least Square).

= Métodos basados en la maxima verosimilitud: incluyen los métodos de maxima
verosimilitud (ML, Maximum Likelihood) y los de méxima verosimilitud restringida
(REML, Restricted Maximum Likelihood).

Métodos de minimos cuadrados

Dada una direccién del vector de traslacién h, deseamos ajustar un modelo de semivario-
grama dentro de la familia de semivariogramas tedricos v*(h, @) dados en (1.2.11)-(1.2.14).
El vector 8 = (f1,602,03)" contiene la meseta, el pardmetro de rango y el efecto pepita,
respectivamente. Obtenemos el estimador del semivariograma empirico 4(h) en K rezagos
4= (A(h1), - ,4(hk))T donde K es fijo y la cantidad de pares de sitios m(h) que contri-
buyen al estimador en cada rezago es grande (al menos 30 pares segun Journel y Huijbregts
(1978), pag. 194). Sea v*(h, @) un modelo de variograma cuya forma exacta se conoce excep-
to por los pardmetros desconocidos 6 con el que hallamos v} = (v*(h1,8), -+ ,v*(hK,0))T.
Supongamos que 4 es el vector K x 1 variables aleatorias con matriz de covarianzas

Var(4) = V que depende de 6. Los métodos de minimos cuadrados, que no requieren
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el conocimiento de la distribucién de probabilidad de los valores de semivariogramas ex-

perimentales, se basan en el modelo
Y= t+e,
donde e tiene media 0 y matriz de covarianza V.

Con el método OLS estimamos 6 minimizando

donde v*(h;, 0) es el modelo tedrico valuado en la distancia h;. Este método no tiene en
cuenta el comportamiento del semivariograma cerca del origen ni la posibilidad de que los
valores 4 estén correlacionados. Para conservar la geometria, pero también para introducir
el concepto de covarianza en el procedimiento, consideramos el método GLS y estimamos

0 minimizando

QO) =" -7)"V'(H-).

Es este caso el problema es determinar la matriz V, por lo que generalmente se supone el

proceso Z(s) gaussiano y luego se procede iterativamente a partir de una solucién inicial.

En el caso del método WLS se minimiza la siguiente expresién (Cressie, 1985)

5 N(h)
QO) = =5 (v(hi) — (1, 0))?, (1.2.17)
2 G, oy 1)~
donde N(h;) es la cantidad de unidades espaciales que se encuentran a una distancia h;.
WLS puede verse como un compromiso entre la eficiencia del método GLS (donde las
entradas fuera de la diagonal de V no son cero) y la simplicidad del método OLS que
produce buenos resultados en la practica. Podemos observar que % es pequenio si
N (h;) es pequeno o 4(h;, @) grande, lo cual implica asignarle menos peso a los valores del
semivariograma para datos que estén mas alejados. Dado que los pesos dependen de 6, el
estimador WLS debe obtenerse de forma iterativa, actualizando los pesos en cada iteracién

hasta que se considere que converge.
Métodos basados en la maxima verosimilitud

Estos métodos tratan con los datos observados suponiendo que siguen una distribucién
gaussiana multivariante. Por lo tanto, no se requiere la construcciéon del semivariograma

empirico. Teniendo en cuenta el modelo dado en (1.2.1), supongamos que
Z(s)=X(s)B+Y(s), (1.2.18)

donde X(s) es una matriz de n x ¢ con g < n, cuyos elementos son covariables asociadas a

las ubicaciones (s1,- - ,Sy), (3 es un vector de pardmentros desconocidos e Y (s) un proceso



1.2 Modelo espacial 23

estocastico gaussiano cuya media es cero y su funcién de covarianza es
Cov(Y (si), Y (sj)) = C(si; 85 0),

donde 6 es un vector de pardmetros desconocidos que pertenecen a un espacio de parame-
tros dado, ©® € R™, dentro del cual la funcién de covarianza es definida positiva. El espacio
de parametros conjunto para By 0 se considera simplemente el producto cartesiano de R?
y ©.

Sea z = (z1,--- ,zn)T, el vector de valores observados en la muestra y X una matriz de
covariables asociadas al conjunto de ubicaciones {si,---,s,}. Como el proceso Z(s) es
gaussiano, suponemos que los datos z provienen de una distribucién normal multivariada,
con vector de medias X(s)3 y matriz de covarianza X(0) donde el elemeno ij-ésimo es

C(si,s;;0). Por lo tanto, la funcién de verosimilitud queda determinada por
1(8,052) = (27) "/?|2(6)| '/ exp{—(z — XB)"=71(6)(z — XB)/2}.

Los estimadores de maxima versimilitud B y 6 de By 0, respectivamente, se definen como

los valores (en RP y ©, respectivamente) que maximizan [(3, 0;z) o su logaritmo,

Lz - XB)TS1(0)(z — XP).

n 1
logl(8,652) = —* log(2r) —  log |S(6)| - ;

En general, se supone 6y fijo y se halla 8. Luego se utilizan métodos iterativos para encon-
trar 6. Aunque los estimadores de maxima verosimilitud de los pardametros de covarianza
espacial que componen 6 tienen varias propiedades deseables, tienen un defecto, estan
sesgados como consecuencia de estimar 3. Este sesgo puede ser sustancial incluso para
muestras de gran tamafio si la correlacién espacial es fuerte o p (la dimensién de 3) es
grande. Con lo cual surge (Patterson y Thompson, 1971) el método de méxima verosimi-
litud restringida. El método consiste en eliminar la media de la funciéon de verosimilitud
de modo que quede definida solo en términos de la matriz de varianzas y covarianzas. Para
esto, una posibilidad es transformar los datos a un conjunto de combinaciones lineales de
las observaciones que tenga una distribucién que no dependa de la media. Con lo cual,
partiendo de (1.2.18), W = KTz un vector de n— ¢ contrastes linealmente independientes,
lo cual implica que K posee n — ¢ columnas linealmente independientes y luego KTX = 0,

luego la esperanza E(KTz) =0y
W ~ N(0,KTZK).

Segin Patterson y Thompson (1971) es posible hallar K de forma tal que
KKT =1 X(XTX) !X y KTK =1 aunque cualquier conjunto de n — p elementos li-
nealmente independientes de W puede servir como contrastes de error necesarios para este
método, pero en realidad no importa qué conjunto de contrastes de error se use siempre
que sean n — p e independientes, porque la funcién de maxima verosimilitud asociada

con cualquiera de estos conjuntos difiere como méaximo de una constante aditiva (que no
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depende de B o 6) de la funcién
1 1o res 1
log /(6 Z) = 1 log[S(6)] — 1 (X)"S7(6)(X) ~ L ZP(0)Z.

donde P(0) = X71(0) - = 1(0)X(XTZ"1(9)X) "1 XTX~1(0). Luego el estimador REML
de 0 es el valor 6 € © que maximiza log ! (0; Z). Una vez obtenido 6 se halla el estimador

B a partir de minimos cuadrados generalizados utilizando 6.

1.3. Analisis exploratorio

Como es bien sabido, el andlisis exploratorio de datos es la primera herramienta que nos
permite conocer y resumir los datos de la muestra y con ello por ejemplo, descubrir errores
en la codificacién, determinar casos atipicos, comprobar supuestos (estacionariedad, por
ejemplo) e incluso encontrar pistas para la modelizacién. Nuestro mayor objetivo en el
andlisis exploratorio de datos serd identificar, si existe, una estructura de correlacién en
los datos. Méds precisamente, trataremos de observar el hecho de que valores cercanos sean
parecidos y que esa similitud desaparezca a medida que los datos se alejan. Como vimos
en (1.1.2), las funciones de semivariograma o covariograma del proceso son la forma de
representar esta asociacién estimando relaciones espaciales en lo que es llamado analisis
estructural (Seccién 1.1). Para esto, es necesario ver qué nos dicen los datos sobre la exis-
tencia o no de una estructura de correlacién, de algin patréon estacionario o de tendencias.
En esta seccién presentamos algunos gréaficos y medidas que podrian ser 1tiles en esta

parte del andlisis.

1.3.1. Tipos de graficos exploratorios

En los ultimos anos con el desarrollo de software y la posibilidad de manejar grandes
cantidades de datos es posible realizar una primera visualizacién graficando facilmente los
datos sobre mapas o solamente las unidades espaciales ya sean puntos o poligonos. Los
graficos de puntos estan definidos por sus coordenadas geograficas (latitud y longitud)
y pueden ser estaciones meteoroldgicas, inmuebles, un punto en la tierra para medir dife-
rentes componentes de la misma (Figura 1.6 (a)). Los poligonos son areas delimitadas
por lineas, como pueden ser los paises, departamentos, estados, radios censales, entre otras
(Figura 1.6 (b)).

Para el caso que tengamos datos por areas o poligonos, el anélisis de la distribucién espacial
se categoriza la variable en funcién a diferentes intervalos que se calculan a partir de
percentiles y luego se pinta cada poligono en funcién de la categoria a la que pertenece. Si
dichos intervalos estdn particionados a partir de los cuartiles el gréafico se llama mapa de

caja y es el analogo al grafico de caja. Este grafico también se puede utilizar si contamos
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con coordenadas como unidades espaciales (grafico de puntos) y podemos observar cada

caso en la Figura 1.6.
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(a) Mapa de caja para coordenadas. (b) Mapa de caja para unidades de &rea.

Figura 1.6: Mapas de caja.

Podemos observar cémo los colores se concentran en zonas, lo cual nos da una pista de la

posible correlacién espacial existente.

1.3.2. Tendencia

Para estudiar el comportamiento de la variable con respecto a su ubicacién, es decir,
si existe tendencia, y en caso de contar con los datos dados por coordenadas geograficas
podemos graficar la variable de interés con respecto a la longitud y otro grafico con respecto
a la latitud. En particular, en términos de tendencia, nos interesa el comportamiento del
promedio de la variable de interés en funcién de las coordenadas pero solo contamos con
un dato por ubicacion. Por lo tanto lo que podemos hacer para hallar esa informacién, en
el caso de contar con una grilla regular, es calcular medias y medianas por filas y columnas
(oeste-este, norte-sur, respectivamente) y graficarlas en funcién de las coordenadas. En el
caso de no contar con una grilla regular se pueden agrupar los datos para obtener el grafico.
En la Figura 1.7 (b) y (c) se observan los mismos donde los puntos negros representan la
media segun el agrupamiento de los datos, ya sea por latitud o longitud. En dicha figura,
contamos con el conjunto de datos meuse, el cual proporciona concentraciones de zinc en
la capa superior del suelo en una llanura aluvial del rio Meuse, cerca del pueblo de Stein
(PaAses Bajos). En la Figura 1.7 no observamos tendencia en ninguna direccién, esto nos

da la pauta de que la condicién que la esperanza sea constante, se cumpliria.
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Figura 1.7: Distribucion de la variable concentracion de zinc de los Datos Meuse en funcion de las
coordenadas (Cressie, 1993, pdg. 37).
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1.3.3. Variabilidad

A partir de los aportes de Waldo Tobler con la primera ley de la geografia que establece
que todo esta relacionado con todo lo demas, pero las cosas cercanas estan més relaciona-
das que las lejanas (Siabato y Guszman-Manrique, 2019), podemos inferir que dos puntos
cercanos asumen valores similares porque estos se generaron en condiciones similares. Por
el contrario, a grandes distancias las condiciones son diferentes y se esperan mayores varia-
ciones. Esta variabilidad puede visualizarse con diagramas de dispersion h. En lugar de
describir la relaciéon entre dos variables, un diagrama de dispersion h describe la relacién
entre la variable de interés en alguna ubicacién s y la misma variable en una ubicacién

s + hi para alguna direccién i.

[0,100] (100,200] (200,300]

Variable de interés

(600,700] (700,800] (800,900]

ik U e e . Rse oo o o YWSEAL o e o0
‘-'”.- % 'h.:- *, . od g )

Variable de interés

Datos meuse. Elaboracién propia

Figura 1.8: Grdfico de dispersion h para los datos Meuse.

La Figura 1.8 muestra varios paneles donde hemos graficado la variable de interés y su
asociacién para diferentes rangos de la distancia h. Como puede observarse, para distancias
chicas la asociacién es mayor y la misma desaparece a medida que h aumenta. La recta
observada es la recta de regresién cuya pendiente tiende a cero cuando la distancia entre

sitios aumenta.
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1.3.4. Indices de asociacion espacial

Ademis del andlisis grafico que podemos realizar para describir la autocorrelacion espacial
de la variable de interés, podemos cuantificar la misma a partir de ciertos indices los cuales
generalmente se utilizan para medir fuerza de la asociacién espacial o describir la forma
en la que se distribuyen los fendmenos en el espacio analizado. Los més utilizados son el
Indice I de Moran (Moran, 1950),

_ 3 X pi(Z(s:) - 2)(2(sy) - 2)

I - , (1.3.1)
(Xiny Pig) 227 (Z(si) — 2)?
y el Indice C de Geary (Geary, 1954),
(=) pi(Z(si) — Z(s5))?
(XCigypig) 220 (Z(si) — 2)*
donde, para todo 7,5 = 1,...,n, p;; denota los pesos que se le asignan a la conexiones

entre i y j. Existen muchas posibilidades para los pesos p;; (Siabato y Guszman-Manrique,
2019) las cuales dependen de la unidad espacial. Por ejemplo, si consideramos i y j como
unidades espaciales dadas por poligonos, p;; podria ser un peso binario cuyo valor es
pij = 1 si ¢y j comparten algin limite comin y p;; = 0 en otro caso. Alternativamente,
pi;j podria reflejar distancias entre unidades (por ejemplo entre centroides de un poligono
o entre coordenadas) o también podriamos establecer p;; = 1 para todo i y j dentro de
una distancia especificada d y p;; = 0 en otro caso. Los pesos en general se acomodan
en una matriz P de elementos P;; = p;; conocida como matriz de vecindario. En la
misma se resume entonces la informacién que definen los vecindarios como el peso de la
asociacién, es decir, se asociara un peso mayor para el dato medido en la unidad espacial j
més cercana (en algin sentido) a la unidad espacial i que a aquellos medidos en unidades

alejadas.

Tanto el Indice de Moran como el Indice de Gearys se pueden decomponer en indicadores
locales de asociacién espacial (Anselin, 2010). La versién local del indice de Moran (1.3.1)

es el indice de Moran local dado por

k
(Z(si) = 2) Y _pij(Z(s)) — Z)
I = _I= . (1.3.2)
n1Y (Z(s) - 2)?
=1

En el caso de que los pesos estén estandarizados por fila, la suma de los I; es igual al indice
global I dado en (1.3.1). Un valor positivo para I; indica agrupacién espacial de valores
similares (ya sea altos o bajos), y valores negativos una agrupacién de valores diferentes

(por ejemplo, una ubicacién con valores altos rodeada de vecinos con valores bajos).

No cualquier expresién puede considerarse como un indicador local de asociacién espacial

(LISA), Anselin (2010) los define de forma que cumplan los siguientes requisitos:



1.4 Conclusiones 29

1. Para cada observacién, el LISA proporciona una medida del grado de agrupamiento

espacial significativo con relacién a los valores que se localizan alrededor de ella;

2. La suma de las medidas LISA de todas las observaciones es proporcional al indicador

global de asociacion espacial, >, L; = yA donde A es el indicador global.

Considerando a
Li == f(Z(SZ)7 ZJ»;)?

como la expresién formal del indice LISA para una variable Z(s;) ubicada en un sitio s;
donde f es una funcién, que posiblemente requiera de la estimacion de algin parametro, y
2, son los valores observados en el vecinadario J; de i. Los valores de la variable Z pueden
ser las observaciones originales o alguna estandarizacién para evitar la dependencia de
escala, como se observa en el indice I; dado en (1.3.2) donde las observaciones se toman
como desviaciones de su media. Los sitios considerados en J; se definen en términos de los
pesos p;; los cuales cuantifican, de alguna manera, la distancia entre las ubicaciones de la

muestra.

Los graficos y medidas nombrados en esta seccién son algunos de los que se pueden utilizar
en esta parte del andlisis, en Cressie (1993); Banerjee et al. (2004); Chiles y Delfiner
(2012) se puede encontrar méas informacién. A partir del analisis estructural y del andlisis
exploratorio contamos con la informacién necesaria para continuar con el modelado de los

datos.

1.4. Conclusiones

En este capitulo se describieron las ideas que conforman un marco tedrico sobre el cual nos
apoyaremos al analizar datos espaciales, desde el enfoque probabilistico para su construc-
cién hasta su analisis exploratorio, pasando principalmente por la definicién y el ajuste de

las funciones que modelan la correlaciéon de los datos y los supuestos para ello.
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Capitulo 2

Prediccién espacial paramética:

kriging

El andlisis de prediccién espacial fue la herramienta que inicialmente dié lugar al desa-
rrollo de la geoestadistica como tal (Cressie, 1990) y se basa en predecir la variable de
interés Z(sg) un una ubicacién no muestreada sp € D C R?. El método clésico utilizado
para este proposito es el conocido kriging, cuyo nombre se debe al ingeniero de mineria
sudafricano Daniel Gerhardus Krige, quien fue el primero en desarrollarlo y aplicarlo. El
método original de Krige, ahora llamado kriging ordinario, se basé en el caso especial
del modelo (1.2.1) en el que se supone que la media es constante. El término kriging fue
acunado originalmente como krigeage por Pierre Carlier, pero Matheron (Matheron, 1963)
lo introdujo al idioma inglés en reconocimiento a la contribucién de Krige para mejorar
la precisién en la prediccién de las concentraciones de oro y otros metales en los cuerpos

minerales.

En este capitulo desarrollaremos la base tedrica del kriging considerando el modelo subya-
cente de los datos, los supuestos necesarios y la forma del predictor para cada variante del
método (Wackernagel, 2006; Montero et al., 2015; Webster y Oliver, 2007; Cressie, 1993;
Gelfand et al., 2010).

2.1. Kriging

Kriging es un método de prediccién espacial cuyo predictor se caracteriza por ser un
promedio pesado de observaciones muestreadas sobre diferentes unidades espaciales. For-

malmente, para un sitio sy € D C R? donde la variable de interés no fue observada, el
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predictor de kirging esta dado por

n

Z,(s0) = Zw(si,so)Z(si), (2.1.1)

i=1
donde {Z(s1),...,Z(si),...,Z(sp)} son las variables de interés en el conjunto de sitios
muestreados {s1,...,S;,...,S,} y obtenemos los pesos w(s;,sp) de manera tal que el pre-

dictor sea insesgado y de minima varianza. Por simplicidad llamaremos w; = w(s;, sp). Defi-
niendo el vector de pesos w = (wi,...,wn)? € R™ y el vector de variables
Z = (Z(s1),...,2(8i),...,Z(sn)) € R", podemos escribir a la ecuacién (2.1.1) de ma-
nera matricial como

Z(s0) = W' Z. (2.1.2)

Una de las principales ventajas (ver Montero et al. (2015)) con las que cuenta kriging
radica en que considera la estructura de la correlacién espacial de los datos. Esto es, para
poder aplicar este método se necesita modelar la estructura de correlacién del fenémeno a
estudiar, para lo cual es necesaria la estimacién del semivariograma. Si bien esto significa
que no se tiene en cuenta solo las caracteristicas geométricas, el nimero y organizaciéon de
los sitios, no quiere decir que no sean importantes. Como en cualquier modelo estadistico, la
calidad de las predicciones depende de la calidad de la infomacién disponible, en este caso
la distribucién uniforme de los sitios muestrados, su relaciéon con el fenémeno estudiado y

el conocimiento que tengamos del mismo.

Como mencionamos anteriormente, para hallar los pesos w; le imponemos al predictor
que sea insesgado y de minima varianza, para lo cual es necesario contar con un marco
que defina el proceso subyacente de los datos para poder explicitar los supuestos sobre el
mismo, necesarios para la prediccién. Para ello utilizamos el modelo definido en la ecuacién

(1.2.1).

En los siguientes apartados revisamos y desarrolamos diferentes conceptos relacionados
con los tipos de kriging mas utilizados y nombrados en la literatura (Wackernagel, 2006;
Montero et al., 2015; Webster y Oliver, 2007): kriging simple, ordinario y universal. En
cada caso se listan los supuestos sobre el modelo, los cuales determinan el tipo de kriging;
se define el predictor y se hallan las ecuaciones de kriging alcanzadas a partir de las

condiciones de optimalidad pedidas.

2.2. Kriging simple

Es la forma maés simple de kriging en el cual se asume que el proceso Z(s) se modela a

partir de la Ecuacién (1.2.1) considerando

(1) wu(s) =, Vs e D, u conocida.
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(11) Y(s) es un proceso estocastico estacionario de segundo orden.

A partir de estos supuestos, y utilizando el Lema (1.2.1), podemos asegurar que el proceso
Z(s) es también estacionario de segundo orden con media p y funcién de covarianza dada

por

C(h) = Cov(Z(s), Z(s +h)) =E[Z(s)Z(s + h)] — u?®, Vs,s+heD.

Como en este caso la media del proceso es conocida, consideramos el proceso
X(s)=Z(s) —pparas € D, con E(X(s)) =0 el cual da lugar al predictor

=1
Zu(s0) —p = Zwi(Z(SZ) — ),
i=1
de donde, despejando Z,(sg) tenemos que,
Z(s0) = p+ > wilZ(si) — 1) (2.2.1)
i=1

=Y wilZ(s) +p (1 - Z%) :
=1 i=1

donde el factor k =1—3"7" | w; es conocido como el peso de la media en kriging simple.
Con el objetivo de hallar los pesos w;, a partir de las condiciones de insesgadez y mimima

varianza, escribimos la ecuacién (2.2.1) de forma matricial como,
Z(s0) = p+w(Z — pl), (2.2.2)

donde 1 es un vector de unos en R".

2.2.1. Insesgadez del predictor

De (2.2.2) se tiene que,

E[Zu(s0) — Z(s0)] = Elus + w (Z — 1) — Z(so)]
= i+ w (E[Z] — 1) — E[Z(s0)]
= p+0—p de (1))
=0, (2.2.3)

por lo cual no necesitamos condiciones sobre los pesos w para que el estimador de kriging

simple sea insesgado.
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2.2.2. Minima varianza del error de prediccién

En esta seccién encontramos la forma de la varianza del error de prediccién y mostramos

las condiciones sobre los pesos w para que sea minima. Luego,

= [(Zw Z(50))*] = (E[Zu(s0) — Z(s0)])?
=E [(Zu(s0) — Z(s0))?] (de (2.2.3))
2
_E {(Z Wil Z(51) — ) + (i — Z(So))>
=1
= > wiwE[(Z(si) — p)(Z(s5) — )]
i=1 j=1
— 2 WE[(Z(si) — 1) (Z(s0) — )] + E[(Z(s0) — 1)?]
=1
= Z Zwiijov(Z(si), Z(s;))
i=1 j=1
-2 ZwiCov(Z(si), Z(s0)) + Cov(Z(so), Z(so)) (de (1.1.3))
:ZZwiw]‘C —SJ —QZWZ i — S0 +C( ) (de (1'1'5))
i=1 j=1
= w!'¥w — 2wlcy + C(0), (2.2.4)

donde ¢} = (C(s1 —s0),...,C(sp — s0)) ¥y 2 es la matriz de elementos X;; = C(s; —
s;j). Observemos que, si definimos x = (=1,w”) la matriz de covarianza del vector
(Z(s0),Z(s1),---,2Z(sp)) esta dada por

la cual es simétrica y semidefinida positiva. Luego resulta que
0% (w) = x'Tpx > 0,

ya que
xTSox = (=C(0) + wleg, —cf + w''S) (-1,0T)"
=C(0) —wlcy+ (—cOT + wTE) w
=C0) - wlcy — clw+ w'Sw

= 2wlcy + wl'Sw + C(0).
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Ahora calculamos los pesos w € R™ que minimizan 0% (w). Para ello hallamos la derivada
primera de 0% (w) con respecto a w,

oy (w)

w

= 22w — 2C0,
e igualando a cero tenemos que

Yw = cyp. (2.2.5)
La segunda derivada de 0% (w) con respecto a w es

Po(w)

ow? 2%,

y a partir de que X es definada positiva, el peso hallado en (2.2.5) minimiza 0% (w) y esté
dado por
wsr = X 1. (2.2.6)

Reemplazando (2.2.6) en (2.2.4) tenemos que la varianza del error de prediccién esta dada

por

025 =C(0) + Wk Swex — 2wlico
=C(0) +clZ7IEx ey — 2¢I =" ey
= C(0) — I e

2.2.3. Forma final del predictor

Reemplazando los pesos wgx calculados en (2.2.6) en (2.2.2) tenemos que el predictor de

kriging simple esta dado por

Zuo(s0) = p + Wik (Z — pl)
=+ e (Z - p1).

Con esto obtenemos la prediccion kriging que depende del sitio en el que queremos predecir
sp a través del vector cg. Cabe aclarar que la predicciéon también depende de los sitios

muestreados y el modelado de la covarianza.

2.3. Kriging ordinario

Sea Z(s) un proceso estocéstico espacial cuya forma es la dada en (1.2.1). Supondremos

que:

(1) u(s) =p, ¥ s € D, esto es, u constante en D y desconocida.

(11) Y(s) es un proceso estdcastico intrinsecamente estacionario.
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A partir de estos supuestos, y utilizando el Lema (1.2.2), podemos asegurar que el proceso
Z(s) es también intrinsecamente estacionario, en este caso, con media p y semivariograma

dado por
~(h) = %E[(Z(s +h)—Z(s))?, Vs,s+heD.

De (2.1.2), tenemos que el predictor en este caso es

n

Zu(s0) = > wiZ(s) = w'Z, (2.3.1)
i=1
donde los pesos w = (wy,...,wp)? € R” serdn elegidos de manera tal que el predictor sea

insesgado y de minima varianza.

2.3.1. Insesgadez del predictor

Para probar que el predictor de kriging ordinario es insesgado tenemos que

E[Z.(s0) — Z(s0)] = E [w'Z — Z(s0)]

=wlR[Z] - p
=whpl —p
= p(wl1-1).
Luego
E[Z.(s0) — Z(s0)] = (w1 -1) =0 w1 =1. (2.3.2)

Por lo tanto, la condicién de que la suma de los pesos w; sea 1, garantiza que el predictor

sea insesgado.

2.3.2. Minima varianza del error de prediccién

En esta seccién encontramos la forma de la varianza del error de prediccién y mostramos

las condiciones sobre los pesos w para que sea minima. Esto es,

op(w) = Var[Zy(so) — Z(so))
= E [(Zu(s0) = Z(50))*] = (E[Zu(s0) — Z(s0)])*
=E [(Z.(s0) — Z(s0))?] (de (2.3.2))

n 2
= E <Z wiZ(si) — Z(So))
i=1

n 2 n
—E (Z wiZ(Si)) —2Z(s0) ) wiZ(si) + Z(s0)’
=1

=1
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n 2 n
—F (ZwiZ(si)> —2Z(so)E | > wiZ(s) | + E[Z(s0)’]
i=1 =1

= 33w ElZ(s) Z(s)] - 23 wiElZ(s) Z(s0)] + E[Z(s0)’).
=1

i=1 j=1

Dado que,

1 n 1 n n
— 5 ZwiZ(Si)Q — 5 ZWJ'Z(SJ')Q + ZwiZ(Si)Q = 0,
i=1 7=1 =1

dwi=) wi=1, (de (2.3.2))
i=1 Jj=1

tenemos que,

Thw) = = 30 3wy B2 + 30 Y wisEIZ(s) Z(sp) - D2 Y wies JEIZ(5)7

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
+ Y wiE[Z(s)?] - 2> wil[Z(si)Z(s0)] + Y wiE[Z(s0)?]
=1 i=1 =1

= 30wy g BI(Z () — Z(s;))) + 23 wig BI(Z(s1) — Z(s0))?)
=1

i=1 j=1

Luego, a partir de la definicion de variograma para procesos intrinsecamente estacionarios

(1.1.14) tenemos que

n n n
O'%v(w) = — Z Zwiwjy(si — Sj) +2 Zwi'Y(si - SO)
i=1

i=1 j=1
= —wiTw + 2w, (2.3.3)

donde vp = (Y(si—S0), - -,7(sn—s0))T € R? y T es la matriz de elementos T'; j = y(s;—s;).

Para asegurar que la varianza del error de prediccion sea positiva, definimos x7 = (—1, w?)
de manera tal que x’1 = 0 ya que w? 1 = 1 por (2.3.2). También definimos
0| A
Ty =
0 Yo 1_‘ )
la matriz de semivariogramas del vector (Z(sg), Z(s1),...,Z(s,)). La Propiedad 1v) del

semivariograma, esto es, considerar un modelo de variograma que sea condicionalmente
definido negativo, nos asegura que
x'Tox <0,
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de donde se sigue que,

0> XTFOX
= (wT'yo, —'yg +wTI‘) (—1,wT)T
=—w'y+ (- +w'T)w
= —wlyy — ’yOTw +wlTw
= 2wy + wTw,

y como consecuencia de (2.3.3) tenemos que,

0h(w) = —w!Tw + 2wl vy = —xTTyx > 0.
Ahora calculamos los pesos w € R™, que minimizan 0% (w), utilizando para ello multipli-
cadores de Lagrange con la condicién sobre los pesos w!1 = 1. Por lo tanto, definimos
una funcién ¢ como sigue,
p:R"xR—>R
(W, \) = o(w,\) = —w!Tw + 2w vy — 2A(wT1 - 1),
donde A € R representa el multiplicador de Lagrange. En primer lugar, hallamos la deri-

vada de ¢ con respecto a w,

0w N) _ op, ¢ 270 — 201,
Ow

igualamos a cero y obtenemos la siguiente condiciéon
Tw+ A1 = ~p. (2.3.4)

En segundo lugar derivamos ¢ con respecto a A,

Op(w, \)

_ T _
oy = 2w1-1),

de la misma manera que en (2.3.4), igualamos a cero y obtenemos la condicién
wilt=1. (2.3.5)

Las ecuaciones (2.3.4) y (2.3.5) sobre los pesos w; son las llamadas ecuaciones de kriging
ordinario para un proceso intrinsecamente estacionario con esperanza desconocida. A partir
de dichas ecuaciones calculamos los pesos y el valor del multiplicador del Lagrange (Cressie,

1993). Primero, de (2.3.4) despejamos los pesos w,
w=T"(y = A1), (2.3.6)
que luego reemplazamos en (2.3.5) y transponemos para obtener A,

1=1Tw =177 (v — A1) = 17T 719 — 17T 711,
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o equivalentemente,
MIT 11 =177y — 1,

de donde se sigue que,

1TF71")/0 —1
ANOK = —F—=——— 2.3.7
oK 17T 11 (2:37)
Finalmente, reemplazando el multiplicador en (2.3.6) tenemos que
17D 1y — 1
=11 0

Para ver la forma de la varianza del error de prediccién del kriging ordinario, reescribimos

(2.3.3) para obtener

03 (w) = —w Tw + wl~yy + wlyg (2.3.9)
= —w' (Tw — ) + w0
= w1 4wl (de (2.3.4),Tw — v = —A1)
=\ +wl. (de (2.3.5))

Ahora, reemplazamos (2.3.6) en (2.3.9) y de esta manera la varianza queda escrita en

funcién de A como sigue,
2\ _ Tp-1
05N =2+ (0 —A1)"T" . (2.3.10)
Entonces, reemplazando A\px de (2.3.7) en (2.3.10) tenemos que,
oo = Aok + (Y0 — Aok 1) T
=Xok +7 I "0 — Aok 1" T
=y T 'y — Aok (17T 1y — 1)

(1T1‘\—1,YO o 1)2
1711

2.3.3. Forma final del predictor

Reemplazando en (2.3.1) los pesos wok calculados en (2.3.8) tenemos que el predictor de
kriging ordinario estd dado por

1Ty -1 \"

En las dos ecuaciones anteriores podemos observar que tanto el predictor Z,(sg) como la
varianza del error de kriging ordinario a?) x dependen de los valores del semivariograma
(T'y v0). En el caso de considerar que el proceso Y (s) es también estacionario de segundo

orden, los resultados son similares teniendo en cuenta que (de (1.1.7)) C'(h) = v(h)—C(0).
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2.4. Kriging universal

Este caso surge de suponer que la media en (1.2.1) es desconocida y dependiente del
sitio s. Sea Z(s) un proceso estocastico espacial cuya forma es la dada en (1.2.1), suponemos

que:

(1) E[Z(s)] = u(s), Vs € D, desconocida.

(11) Y'(s) es un proceso estécastico intrinsecamente estacionario (recordemos que E(Y'(s)) =

0,Vs) con semivariograma dado por
1 1
T (b) = SVar(Y(s+h) = Y()) = JE[(Y(s+h) = Y(5))*), Vs,s+heD.

(11) Sean fy, fi, ..., fp funciones deterministicas que dependen de las coordenadas geografi-
cas s € Dy sea P € N la cantidad de funciones f, : D — R, p = 0,...,P. Asu-
miremos que x(s), cominmente llamado drift, es una combinacién lineal de dichas

funciones, esto es,
P
p(s) = apfy(s), (2.4.1)
p=0

donde los pesos a, son nimeros reales no nulos y fo(s) = 1.

Observemos que kriging ordinario es un caso particular de kriging universal tomando P = 0

y u(s) = ap constante y desconocida.

Para escribir el modelo (1.2.1) de forma matricial, definimos

ai(ao,...,a,p)TG]RPJrl

L fi(s1) ... [fp(s1)
1 fl(SQ) fp(SQ)

F = c RnX(P-‘rl).

1 fl(sn) cee fP(Sn)
A partir de esta notacién y de los supuestos anteriormente establecidos, tenemos que

P
Z(Sz) = /,L(SZ) + Y(S,L) = Zapfp(si) + Y(SZ) = (Fa + Y),L, 1=1,....,n, (242)
p=0
donde Y = (Y (s1),- -+, Y (sn))T. Reemplazando (2.4.2) en (2.1.2) tenemos que el predictor
queda expresado como
Zo(s0) =w'Z = w! (Fa+Y), (2.4.3)
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donde los pesos w = (wy,...,wy)? € R™ en este caso quedardn establecidos a partir de
imponer al predictor que sea insesgado y de minima varianza, lo cual realizamos en las

secciones siguientes.

2.4.1. Insesgadez del predictor

En esta seccién daremos las condiciones sobre los pesos para que el predictor de kriging

universal sea insesgado. Para ello escribimos,

n

E[Z,(s0) — Z(so)] = E [Z wiZ(s;) — Z(so)

i=1

—E !Z wili(s1) + Y (1)) — ((s0) + Y (s0)) (de (2.4.2))
1=1
=Y wilulsi) +E[Y (s:)]) — u(so) — E[Y (so)]
=1
= Z%‘M(Si) — 11(s0) (de (1)) (2.4.4)
i=1
n P P
=D wi | Do apfulsi) | = | D apfulso) (de (2.4.1))
i=1 p=0 p=0
P n
= Zap ( wi fp(si) fp(50)>
p=0 i=1
= aT FTw - fo),
donde fy = (1, fi(so), -, fr(s0))T € RP*L. Luego,
E[Z.,(s0) — Z(s0)] = al (Flw — f)) =0 & Flw = f;. (2.4.5)
Observemos que de la ecuacion (2.4.4) también tenemos que
Z%‘M(Sz’) — u(so) =0, (2.4.6)
i=1

lo cual sera utilizado mas adelante.

2.4.2. Minima varianza del error de prediccién
En esta seccién mostramos la forma de la varianza del error de prediccién y las condiciones

para que sea minima. A saber,

op(w) = Var(Z,(so) — Z(so))
= E [(Zu(s0) — Z(50))2] — (E[Zw(s0) — Z(s0)])?
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~ E[(Zu(s0) ~ Z(s0))’] (de (2.4.5))
=E (Z w(si) +Y(si)) — (u(so) + Y(so))> (de (2.4.2))

" 2
=FE (Z wip(si) — wu(so) + Zwiy(si) - Y(SO))
i=1

2
=F (Zwi Si +Y(so))> . (de (4.1.1))

1=1

Dado que Y (s) es un proceso intrinsecamente estacionario con semivariograma dado por
vy (ver (1)), andlogamente a lo realizado en la Seccién (2.3.2) para obtener la varianza

del error de prediccién para el kriging ordinario dada en la Ecuacién (2.3.3), tenemos que,

n n
- Z Z wiw; Yy (si — 8;) — 2 Z wiYy (si — So)

i=1 j=1
= —wITyw + 2wl ~yy, (2.4.7)
donde I'y € R™*™ es la matriz simétrica con elementos (I'y); ; = vy (si—s;),4,j=1,...,n

Y Yv0 = (’YY(Si - SO)) cee ”YY(SN - SU))T € R™

Para encontrar los pesos w € R™ que minimizan 0% (w) también utilizamos los multipli-

cadores de Lagrange con la condicién sobre los pesos w!F = fg. Para ello, definimos la

funcién ¢ a minimizar como sigue,
o :R*x RFHL 5 R
(W, A) = p(w,A) = —w Tyw + 2w vy — 2w F — ),
donde el vector AT = (Xoy...,Ap) € RP+! representa los P+ 1 multiplicadores de Lagran-

ge. La derivada de ¢ con respecto a w estd dada por

92X _opy s 4 29y — 2FA,
ow ’

igualando a cero obtenemos,
wa + FA = YY,0- (2.4.8)
Por otro lado, la derivada de ¢ con respecto a A es

Op(w, A)
O\

igualando a cero deducimos la segunda condiciéon para el kriging universal

=2 (w'F-1),

WwI'F =1 (2.4.9)
Luego, de (2.4.8) y (2.4.9) tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

wa-l-F)\ = YY,0
JTF = f1,
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(3 06)-(%)

el cual tiene solucién tunica si F es de rango completo, es decir, si las funciones f;, son

o equivalentemente,

linealmente independientes.

A partir de las ecuaciones (2.4.8) y (2.4.9) podemos calcular los pesos y los multiplicadores
de Lagrange de la misma manera a lo realizado en (2.3.6) y (2.3.7), esto es, despejando w
de (2.4.8) para obtener

w =Ty (v — FA). (2.4.10)

y reemplazandolo en FTw = f;, ecuacién que obtenemos de transponer ambos miembros
en (2.4.9) para asi obtener,
FITy (0 — FA) = f,

la cual es equivalente a,
FITJ'FA = FIT vy — fo.
Ahora, despejando A de la ecuacién anterior tenemos que,
Ak = (FITY'F) L (FIT vy — fo). (2.4.11)
Finalmente, reemplazando (2.4.11) en (2.4.10) obtenemos los pesos para kriging universal,

wur =Ty (v — FEITYF) L (FIT vy — £)). (2.4.12)

Para obtener el valor del predictor y de la varianza del error de prediccién, en (2.4.7)

tenemos que

0’2((4)) = —wTyw+ 2wT'yy70 (2.4.13)
= —w'Tyw + w vy + wl v
= —w! (Tyw — yv,0) + w vy
= WTFA + Wy (de (2.4.8), ~FA = Tyw — vy0)
=X + 7w, (de (2.4.5),w'F =] v wl vy € R)

Entonces, reemplazando wy g y Ayk calculado en (2.4.11) y (2.4.12), respectivamente, en
(2.4.13) tenemos que la varianza del error de prediccién para el kriging universal estd dada

por

ot = fo (FITF) {(FIT v — £o)
Fatay (o — FFTDR) 7 (7T v — )
= fg(FTr;lF)_l(FTF;l'yy@ —8)
+ 900 0 — oLy F(ETHF)H(F T v — £)
— ’Y):C,or;l’)’Y,o - (’Y}CC,OI‘;lF - frﬁp)(FTr;lF)_l(FT[‘;lny,o —fy). (2.4.14)
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2.4.3. Forma final del predictor

Reemplazando, los pesos wyk calculados en (2.4.12), en (2.4.3), obtenemos el predictor

de kriging universal
Zu(s0) = (v0 — F(FTTUF) L (FIT vy — £) T Z. (2.4.15)

Es importante notar que, tanto el predictor Z,(sg) hallado en (2.4.15) como la varianza del
error de prediccién o7, calculada en (2.4.14), dependen del semivariograma residual (ver
(1.2.2)) T'y y 7v,0. En otras palabras, dado que el proceso Z(s) es el observado, para poder
estimar el variograma residual es necesario un ajuste provisorio de la funcién media p(s), o
bien que no requiera del conocimiento de la estructura de covarianza, o bien considerando
la independencia de los datos. Una vez estimada la estructura de covarianza, I'y, logramos
hallar los pesos de kriging para el calculo del predictor, a partir de la ecuacién obtenida
en (2.4.15).

2.5. Conclusiones

En este capitulo explicitamos el desarrollo teérico de algunas de las versiones mas utili-
zadas del método de prediccién Kriging, detallando los puntos mas importantes para la

construccion de los pesos del predictor.



Capitulo 3

Prediccién espacial no paramétrica

En este capitulo presentamos y discutimos los predictores desarrollados en esta tesis. En
general nuestra propuesta se basa en la forma del predictor de kringing, esto es, una com-
binacion lineal pesada de los datos de la muestra donde los pesos son los protagonistas.
A diferencia de los predictores kriging, estos pesos no necesitan de la estimacion del se-
mivariograma y, por ello, tampoco ningtin supuesto de estacionariedad sobre el proceso.
Esta idea esta inspirada en los resultados de Dabo-Niang et al. (2016), en particular, con-
siderando en los pesos, nicleos que controlen tanto la geometria de los datos como su
autocorrelacién. Por ello, y en primer lugar, abordamos algunos conceptos de estimacién
no paramétrica de la funcién de regresién, tanto el caso univariado como el multivariado.
Presentamos también algunas contribuciones recientes sobre propuestas no paramétricas

aplicadas a prediccién de datos espaciales.

3.1. Estimador de nucleo de la funcion de regresion

Los estimadores de nucleo son los mas utilizados en estimaciéon no paramétrica de la
funcién de regresién, los mismos son conocidos como estimadores de Nadaraya-Watson
debido a sus creadores Nadaraya (1964, 1965) y Watson (1964). Para definir este tipo de
estimadores, consideremos una muestra aleatoria (X1,Y1), ..., (X,,Y,) proveniente de una

poblacién de variables aleatorias (X, Y") relacionadas linealmente de la forma:
Y=r(X)+e, (3.1.1)

donde r : R — R es la funcién de regresién desconocida y e es el error con E(e| X) = 0 por
lo que,
r(z) =E(Y|X = x).

Queremos estimar de manera no paramétrica la funciéon de regresion r. Para ello, sean
fxv(z,y) la densidad conjunta de (X,Y) y fy|x(y|z) la densidad de Y| X (desconocidas).
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Por definicién de esperanza condicional resulta que

E(Y[|X =2) —/yfyx ylx) dy—/ fXY )dy,

por lo tanto, podriamos definir

Fo) = By (v]X) = [ Xy @9) (3.1.2)
fx (@)
Luego, estimando las funciones de densidad conjunta y marginal podremos estimar la

funcién de regresién. Siguiendo a Bosq (1998), los estimadores no paramétricos de la
densidad fx(z) y de la densidad conjunta fxy (z,y) estdn dados por

:nlhzi;K<x . ) (3.1.3)
y

fxy(x,y) 3 ZK( ) (y hY>, (3.1.4)

donde K (z) una funcién nicleo que definimos a continuacién. Reemplazando (3.1.3)
(3.1.4) en

(3.1.2) obtenemos

S () . (3.1.5)

Ahora, definiendo z = Y5~ y considerando K tal que satisfaga

tenemos que

2/;,}( (y th> dy = i/(hz YK (2)hd=
iy / SK(2)dz 4 Y / K(2)dz

Y,

por lo tanto en (3.1.5) tenemos que

S 1K(xx)

ek () S
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donde wy;(z) = Z"K—(T_X]) son los denominados pesos del estimador. Si el denominador
i=1 R

de esta expresién es cero definimos,

> K(m_hxi >Yz

) Gy K (”""Xf) £ 0,
Pa(z) = { i k() o " (3.1.6)
iy, iy K (x‘hXj) —0.
Algunas de las funciones niicleo més utilizadas son:

s Nicleo uniforme: K(z) = %H[—Ll} ().
= Nicleo triangular: K(r) = (x + 1)Ij_1 g/(z) + (1 — 2)Ijg 11 (z).
= Nicleo cuadrdtico (de Epanechnikov): K(z) = 2(1 — )y 1) ().
» Nicleo gaussiano: K(x) = \/% exp{—1z?}.
(a) Nucleo uniforme. (b) Nicleo triangular. (¢) Nicleo cuadrdtico. (d) Nicleo gaussiano.

Figura 8.1: Diferentes funciones nicleo.

El estimador dado en la Ecuacién (3.1.6) puede extenderse al caso multivariado (Hérdle y
Miiller, 1997), considerando X = (Xi,...,X,)T € RP, estimando
Ix, )

r(x) =EY|X=x)= /yfx((};’)ydy

En base al mismo razonamiento que en el caso univariado, para estimar r(x) necesitamos
estimadores de la densidad, pero en este caso estimadores multivariados, esto es, dada una
muestra (X1,Y1),...,(X,,Y,) tenemos

Fr(H) = 13" Knlx— X))
=1

; IR y—Y;
fX,Y(Xa Y H) h) = TLZZ;K:H(X — XZ)K ( h > R

donde
1

Kalx = X.) = det(H)

KH™ (x - X)),
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siendo H una matriz no singular y diagonal cuyos elementos son los parametros de suavi-
zado y K : RP — R una funcién nicleo multivariada. Considerar parametros de suavizado

iguales en todas las dimensiones implica que H = hI, donde I es la matriz indentidad.

Luego el estimador Nadaraya-Watson multivariado queda dado por

77‘7 K X—Xz‘ Y:L . n
N %Jﬁ; ;?é(x,x)j) , Sl Zj:l Ka(x — Xj) #0,

Fn(x) = (3.1.7)
i Y, si 2251 Ku(x —X;) =0.

El nticleo multivariado K puede ser definido como K:RP — R, combinando una funcién

nicleo K en Ry una norma || - || en R? de la siguiente manera

K(x) = K(||x|), para todo x € RP.

Otra manera supone considerar un nicleo multivariado £* : RP — R como un producto

de P funciones nicleo univariadas K1, -- , K

K*(x) = Ki(x1) - Ko(x2) - - Kp(xp), para todo x = (7, ... ,mp)T € RP,

El suavizado obtenido en (3.1.6) o (3.1.7), es simplemente una combinacién lineal pesada
de los n valores observados de la variable respuesta Y, donde los pesos o ponderadores
dependen de los valores observados de las variables predictoras. Ademas de la capacidad
descriptiva de dicho estimador, es de interés su uso para obtener predicciones de la variable
respuesta a partir de un nuevo valor de X; esto es, para una nueva observacién xg, 7y (Xg)
constituye una predicciéon del valor Yy, que a priori es desconocido. Precisamente, este
uso predictivo es el que nos interesa en la presente tesis. Sin embargo, la singularidad de
nuestro problema respecto al planteamiento general de estimacion no paramétrica de una
funcién de regresion es que, por un lado estamos interesados en predecir datos espaciales; y
por otro, contamos con solo una variable, aunque medida en distintas locaciones. A partir
de estas dos consideraciones, en el espiritu del kriging, tal variable de interés es usada como
predictora y como variable respuesta, la cual se busca predecir en un determinado punto
espacial. En las siguientes secciones se presentaran las contribuciones maés recientes en la
literatura respecto al enfoque no paramétrico de prediccién espacial, para posteriormente
presentar nuestra propuesta de diferentes estimadores alternativos en el marco de lo que

denominaremos como kriging no parameétrico.

3.2. Estado actual de la literatura

Los métodos de prediccién espacial no paramétrica son relativamente nuevos ya que, hasta

el ano 2004 aproximadamente (Biau y Cadre, 2004) la mayoria de los resultados existentes
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para datos correlacionados correspondian a series de tiempo (Bosq, 1998; Gyorfi et al.,
1989) y las pocas generalizaciones existentes para datos espaciales, estaban relacionadas
con la estimacién no paramétrica de la densidad (Carbon et al., 1996, 1997). En este apa-
ratado presentamos algunos de los estimadores no paramétricos utilizados para prediccién

espacial.

Una contribucién temprana es la de Biau y Cadre (2004), quienes introdujeron un método
para predecir la variable de interés en un sitio sy a partir de la funcién de regresién (3.1.7),

considerando como predictora la misma variable medida en un vecindario del mismo.

Ny
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Figura 3.2: Ejemplo del predictor introducido por Biau y Cadre (2004) para d = 2. Los puntos que
estdn contenidos en la linea de puntos son los que pertenecen a la vecindad y serdn utilizados para

la prediccion (Biau y Cadre, 2004, pdg. 329).

Formalmente, dado n = (ny,---,ng) € (N*)¢ d > 1, donde N* es el conjunto de los
naturales sin el cero, construimos una regién rectangular I, = {s € (N*) : 1 < s <
ng,k=1,...,d} con n =ny...ng la cantidad total de puntos en la misma, y sea Sy C I,
el subconjuto de sitios donde la variable de interés fue observada, sy € I, — Sp denota el
sitio donde la misma no fue observada y, por consiguiente, donde se desea predecir. Para
cada s, tenemos el vector p-dimensional de vecinos, Zs, como aquel cuyos componentes

son {Z;,1 € V5} donde Vg son los indices i tal que s; es un vecino de s.

Con todas estos elementos, Biau y Cadre (2004) definen a el predictor de la variable de
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interés en el sitio sy de la forma

Z(s0) = #(Zs,) = =22 . (3.2.1)

donde K31 : R? — RT es una funcién ntcleo p-dimensional con su respectivos parametros
de suavizado dados por H = hl, siendo I € RP*P la matriz identidad. Es facil ver que el
mismo se obtiene a partir de la estimacién por nucleos (3.1.7), considerando Ys = Zg y
Xs = NS y evaluando en ZSO. Para este estimador, los autores demostraron la consistencia
uniforme del mismo como asi también la normalidad asintdtica cuando K es el ntcleo

uniforme.

Mis tarde, Dabo-Niang y Yao (2007) extendieron la idea de Biau y Cadre (2004) al dominio
continuo, esto es, considerando los sitios s; € Ri. Ma3s precisamente, dado T &€ ]Ri, d>1,
definieron la regién rectangular It = {s € Ri 10 < s <Ty,Tp > 1,k =1,...,d}, siendo
T =1Ty---T, la cantidad total de puntos en la misma. Sea St C It el subconjunto de
sitios donde la variable de interés fue observada, y sg € It — St el sitio donde la misma no
fue observada y se desea predecir, luego la estimacion por niucleos de la regresién, a partir
de observaciones del proceso Z(s) = (X(s),Y (s)) € RP x R, estd dada por

( Y (s)Ku(x — X(s))ds

ffoIT Ec 1)4 (:(_ X(u)();l L st [, Ku(x — X(w)du £ 0,

7r(X) = (3.2.2)
1

— [ Y(s)ds, si [, Ku(x—X(u))du =0,
(T Jir T

donde x € R? con lo cual el niicleo K esta definido en RP al igual que el nicleo utilizado
en (3.2.1). Las autoras demostraron la consistencia débil y fuerte del estimador dado en

(3.2.2) y también las tasas de convergencia del mismo.

Por otro lado, en Menezes et al. (2010) utilizaron un disefio de muestreo estocéstico para la
seleccién de sitios en lugar de una grilla deterministica. Esto es, dadas {Z(s1),---, Z(sn)}
observaciones del proceso Z(s), y suponiendo que el mismo es estacionario de segundo

orden, para so € R, el predictor propuesto estd dado por

> K (so—si) Z(si)
_ =1

Z(s0) = = : (3.2.3)

Z /CH (SO — Sj)
7=1

donde Ky es una funcién de ntcleo d-dimensional y H € R%*? ya que s € R?. Los autores

estudian el comportamiento asintético del predictor asumiendo un diseno no deterministico
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y demuestran que el error cuadratico medio de predicciéon converge a cero a medida que

aumenta el tamano de la muestra.

Una diferencia importante entre el predictor presentado por Menezes et al. (2010) y los
dos anteriores es que, este ultimo utiliza un nticleo que controla las distancias entre sitios,
mientras que los otros dos utilizan un nicleo que controla las distancias entre predictoras.
Una combinacién de estas dos ideas fue considerada en Dabo-Niang et al. (2016), quienes
utilizaron dos nucleos en la definicidn del predictor, uno que controla la distancia entre las
predictoras y otro que controla la distancia entre sitios. Consideraron un proceso espacial
Z(s) tal que para cada s; € Z¢ (donde Z representa a los nimeros enteros) Z(s;) =
(X(si),Y(s;)) € RP x R, para el cual se verifica el modelo de regresién dado en (3.1.1)
y es observable en una grilla rectangular Op = {s € Z% : 1 < s, < ng,k = 1,...,d}. El

predictor propuesto, entonces, esta dado por

> sco, Y (8)Kn, (X(si) — X(s0)) Kn, (s — so)
> sco, Ky (X(si) —X(s0)) Ku, (s —so0)

Y (sg) = (3.2.4)

donde sy € Z% y s9 ¢ On, Ka, : R? - Ry Kgp, : R = R.

Podemos observar que este predictor es una generalizacién del dado en (3.2.3) cuando se
consideran covariables y un diseno no aleatorio. Esta ultima idea también se ha presentado
en Dabo-Niang et al. (2014) en el contexto de la estimacién de la densidad y en Ternynck

(2014) para tratar un problema de regresiéon de datos funcionales.

3.3. La nueva propuesta: kriging no paramétrico

En esta seccién presentamos el predictor al que llamamos kriging no paramétrico el cual
estd basado en la idea de kriging (Ecuacién (2.1.1)) pero con pesos estimados de manera
no paramétrica. Formalmente, sean d € N, y D C R? ¢l conjunto de sitios muestreados
cuyo cardinal es n. Supongamos que la variable de interés Z(s;) es observada en los sitios
si € D y que deseamos predecir el valor la variable Z(sp) para sg ¢ D. El predictor de

kriging no paramétrico estd dado por,
n
Zs(s0) = > wiZ(si).
i=1

Considerando diferentes formas (no paramétricas) para los pesos w;, obtendremos diferen-
tes versiones de predictores que seran estudiadas en las siguientes secciones. Para describir
el comportamiento de dichas versiones, mostramos en la Figura 3.3 una realizacién de un
proceso Z(s) gaussiano, no estacionario con funcién de covarianza exponencial, con d = 2,
n = 99. En el panel (a) de dicha figura consideramos desconocido el valor regionalizado
en el sitio sp = (4,4), es decir, suponemos que el valor z ~ 0.2 es desconocido y serd

predicho a partir del valor de la variable de interés en los sitios restantes. En el panel (b)
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Figura 3.3: (a) Conjunto de valores regionalizados simulados a partir de un proceso gaussiano Z(s),
no estacionario con funcién de covarianza exponencial para n =99 y d = 2. (b) Comportamiento

de los valores regionalizados segun su ubicacion

de la misma figura agregamos una escala de colores para visualizar la distribucién de tales

valores regionalizados.

3.3.1. Kriging de un nicleo simple (K1S)

En esta versién del predictor, tomando como base a Menezes et al. (2010) y Dabo-Niang
et al. (2016), los pesos w; consisten en un sélo nicleo que controla la distancia espacial

entre los puntos muestreados y el sitio donde deseamos realizar la prediccion, esto es

Kl <d(si7 SO)>
K15 h

K3
donde K7 : R — R es una funcién nucleo univariada, h es el parametro de suavizado

(3.3.1)

correspondiente y d(-) es la distancia euclidiana entre sitios.

En la Figura 3.4 (a) mostramos el comportamiento de los pesos (3.3.1), tomando como K3
una funcién de nicleo gaussiana y h el parametro de suavizado elegido mediante valida-
ci6én cruzada (5-fold), utilizando como muestra de entrenamiento los 99 datos restantes.
En dicha figura observamos que a medida que aumenta la distancia al sitio de interés, el
valor de los pesos disminuye. Por otro lado, en la Figura 3.4 (b) mostramos el comporta-
miento de los pesos para diferentes valores del parametro de suavizado, donde observamos
como la magnitud de los pesos aumenta cuando el parametro de suavizado disminuye,

concentrandose sus valores alrededor del sitio sp = (4,4).
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La principal ventaja de este predictor es su simpleza, al involucrar un solo nticleo univariado
y con ello, un inico parametro de suavizado. La desventaja es que solamente tiene en cuenta
la distancia entre los sitios, ignorando la posible relacién entre el valor de la variable en

algin entorno del punto que se busca predecir.
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Figura 8.4: Comportamiento de los pesos del predictor K15 sobre el conjunto de valores regionali-
zados para: (a) el pardmetro de suavizado obtenido a través de validacion cruzada, (b) diferentes

valores del parametro de suavizado.

3.3.2. Kriging de dos niicleos con Indice de Moran (K2IM)

En una segunda version del predictor incluimos, ademas del nicleo que controla las distan-
cias, un segundo ntcleo que controla la autocorrelacién local medida a través del Indice de

Moran Local I; definido en la Ecuacién (1.3.2). Los pesos en este caso quedan determinados

WM nKl <d(:hSO)> " (;) | (3.3.2)
ST

El objetivo de incluir un segundo niticleo al predictor (idea basada en Dabo-Niang et al.

por

(2016), Ecuacién (3.2.4)) es que el mismo pueda identificar sitios donde la variable de
interés se encuentre rodeada por valores similares, asigndndole en dicho caso un mayor
peso a la misma. Como fue mencionado en la Seccién 1.3.4, un Indice de Morén positivo,
I; > 0, indica que la variable de interés en el sitio s; esta rodeada por valores similares a
ella. De esta manera, la transformacion e% toma un valor pequeno haciendo que en ese
caso el peso tome un valor grande. Esto es, la variable de interés con mayor Indice de

Moran, obtiene mayor peso en el predictor.
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En la Figura 3.5 (a) observamos los valores regionalizados y el comportamiento de los
pesos dados en la Ecuacién (3.3.2), tomando como K; y K» funciones nicleos gaussianas
y 8-vecinos més cercanos para la construccién de la matriz de vecindario P utilizada en la
Ecuacién (1.3.2), cuyos elementos p;; = 1 si los sitios s; y s; son vecinos y p;; = 0 si no
lo son. En la Figura 3.5 (b) podemos observar el comportamiento del término Ky e%)
incluido en la Ecuacién (3.3.2). En dicha figura podemos ver que se asignan mayores
pesos a observaciones que estan rodeadas de valores similares a ellas, formando asi grupos
homogéneos, lo cual es uno de los objetivos del andlisis de estos indices locales (Anselin,
2010).
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Figura 3.5: (a) Comportamiento de los pesos del predictor K2IM sobre el conjunto de valores

regionalizados. (b) Comportamiento de la funcidn nicleo que contiene al Indice I,.

Especificamente, podemos observar tres grupos bien definidos (aquellos para los cuales el

valor que toma Ko (i) es més alto). El valor de la variable de interés entre dichos grupos

difiere, aunque el valor del término Ko <e%) es parecido. En este caso en particular, esto
no afecta la prediccion ya que, al estar dichos grupos alejados espacialmente, el nicleo
que controla la distancia espacial devuelve valores pequenos dejando como resultado pesos
pequenos. Sin embargo, podria darse el caso en el que el valor de la variable de interés
en dichos grupos sea similar, en cuyo caso estariamos perdiendo informacion ya que, al
igual que en el caso anterior, a estos valores espacialmente alejados se le asigna un peso
pequeno. Un caso concreto en el que podria darse este fenémeno es en el precio de viviendas
de diferentes barrios privados no vecinos. Observemos ademas que no puede ocurrir que
tengamos grupos donde el término Ko (i) sea parecido, el valor de la variable de interés
sea diferente y que sean cercanos espacialmente, ya que dos sitios no podrian tener un alto

indice de Moran y no ser similares pues estdn rodeados por los mismos valores.
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3.3.3. Kriging de dos nicleos con medianas (K2ME)

En esta version del predictor incluimos, ademaéas del nicleo que controla las distancias,
un segundo nucleo que incluye cierta medida de similaridad entre vecindarios definida a
partir de la mediana. Mas precisamente, para cada sitio consideramos la mediana de los
valores de la variable de interés en sitios vecinos y luego definimos una distancia basada
en la diferencia de dichas medianas. Seleccionamos la mediana por ser esta una medida
robusta a valores atipicos o extremos los cuales pueden afectar innecesariamente la medida
de similaridad entre vecindarios. Formalmente, sea Zs el vector cuyos componentes estan
dados por {Z(s;),1i € Vs} donde Vj es el conjunto de indices i tal que s; es un vecino de s.

Supondremos que el cardinal de Vg es p por lo que Zs € RP. Definimos,
dm(Zs, Zs,) = MedZs — MedZs,,

donde MedZ es la mediana del vector Zs. De esta manera, los pesos quedan dados por

d(si, dm(Zs., Z
Kl < (S SO)) KQ ( ;/z SO)

hg a
WIRME - . I ) (3.3.3)
ZKl <d(Sj,SO)) K2 dm(ZSj7ZSQ)
- hs he
7=1

Observemos que este predictor estd basado en el predictor introducido por Biau y Cadre
(2004) (Ecuacién (3.2.1)) el cual compara las distancias entre vectores de vecinos. La
diferencia principal entre ambas propuestas es que en éste tultimo, los autores consideran
la distancia entre vectores, necesitando asi considerar un ntucleo multivariado. En esta
nueva versién sin embargo, proponemos considerar la distancia entre las medianas de

dichos valores necesitando de esta manera un nucleo univariado.

En la Figura 3.6 (a) observamos el comportamiento de los pesos dados en la Ecuacién
(3.3.3) sobre los valores regionalizados. Los mismos fueron calculados tomando como K
y K5 funciones nicleos gaussianas y, para la construccién del vector Z, 8-vecinos més
cercanos (lo cual se mantiene para los casos siguientes). En la Figura 3.6 (b) observamos

en cada sitio s; la mediana del vector Zs,.

Observemos que en este tipo de pesos, los cuales estan construidos por el producto de dos
funciones ntcleo, los pesos mayores estdn asociados a observaciones para las cuales ambas
distancias son pequenas. Sin embargo, un peso pequenio no necesariamente estd asociado
a una observacion para la cual ambas distancias son grandes. De hecho, basta con que
solo una de las distancias sea grande (o un pardmetro de suavizado pequefio) para que
una funcién nicleo se haga muy pequena y anule el peso a la observacién, sin considerar
el valor del otro ntcleo. Esto es, aun cuando exista similaridad entre los vecindarios, si
los mismos estan alejados geograficamente, el peso asignado a ese sitio sera pequeno. Lo
mismo ocurre con sitios que se ubican cerca del sitio de interés pero su mediana asociada

difiere considerablemente de la mediana asociada al mismo. Este comportamiento puede



56 Prediccion espacial no paramétrica

68 6D ) ) G b 68 @) @ @ 0 G GO @) @ G 8 ) 6 68 bY
0.16 0.16
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

—
Qo
s
—
=
=

Figura 3.6: Comportamiento de los pesos del predictor K2ME sobre el conjunto de: (a) wvalores

regionalizados, (b) medianas de los valores vecinos para cada sitio.

observarse en la Figura 3.6 (a) y (b), donde solamente un par de sitios cercanos a sg
reciben un peso alto. Esto se debe a que son sitios que estan espacialmente mas cerca
de sg y cuya mediana del vecindario es similar a la mediana del vecindario del mismo.
También observamos que al sitio ubicado en la coordenada (4,5), el cual se encuentra a la
misma distancia de sp que el que estéd en (3,4), se le asigna menor peso ya que la distancia

entre medianas es grande.

Considerando la autocorrelacién supuesta y la primera ley de la geografia (Seccién 1.3.3)
esperamos que la mediana sea representativa de la distribucién de la variable Z(sg), lo cual
significa que el valor de la mediana asignado al sitio sg sea similar al valor regionalizado
zp, el cual es no observable. Bajo dicha hipétesis, esta versién del predictor puede captar
el comportamiento de la variable de interés cuyos valores son muy disimiles incluso entre
sitios cercanos. En la Figura 3.6 observamos que el valor regionalizado en sy (en el panel
(a)) y la mediana MedZs, (en el panel (b)) son iguales, esto significa que en este caso
la hipdtesis se cumple. Si retomamos el ejemplo del fenémeno de precios de inmuebles,
también es frecuente encontrar zonas fronteras donde podemos observar como vecinos
barrios populares con barrios privados de alto poder adquisitivo, teniendo con esto una

variablidad de precios alta entre viviendas vecinas.!

A la eleccién del sitio sp = (4,4), como sitio a predecir, no la realizamos de manera
aleatoria sino de forma intencional. Si observamos la Figura 3.3 donde coloreamos en
funcién de la variable de interés podemos ver que dicho sitio representa un limite en
cuanto al comportamiento de la variable, pues, si observamos a su alrededor podemos ver

que el vecindario es fuertemente heterogéneo. En la Figura 3.7 (a) observamos la misma

"https://unequalscenes.com/buenos-aires
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Figura 3.7: Comportamiento de los pesos del predictor K2ME sobre: (a) el conjunto de valores

regionalizados, (b) el conjunto de medianas de los vecindarios para cada sitio de la muestra.

realizacién del proceso observado en la Figura 3.3 pero en este caso cambiamos el sitio
donde queremos predecir con el objetivo de ejemplificar el caso donde la mediana no sea
representativa de la distribucién de la variable Z(sp). La coordenada del nuevo sitio esta
dada por sy = (8,5) y tiene la particularidad de que la mediana de los valores de la variable
en el vecindario de sg, esta dada por M edZSO = 1.5, mientras que el valor de la variable en
sp es zgp = 0.5. Esto se da porque que los valores de la variable en sitios vecinos a sy son muy
diferentes al valor en este sitio, lo que se le llama autocorrelacion espacial de datos disimiles
(Anselin, 2010) o autocorrelacién negativa (Griffith y Arbia, 2010). En consecuencia, en la
Figura 3.7 (a), observamos que el comportamiento de los pesos no es el esperado. Aparecen
mayores pesos asociados a valores que no son similares al que queremos predecir, como ser
el valor ubicado en el sitio (8,4), el cual es muy diferente al valor que queremos predecir y
se le asocia un peso alto. Por lo tanto, si bien esta version no paramétrica es enriquecida
con la introduccion de la similaridad entre vecindarios de acuerdo a un valor representativo
de la variable de interés, los pesos se comportaran de manera erratica sobre realizaciones
de procesos en los que tengamos evidencia de autocorrelacién negativa; esto es, donde una

observacién se encuentre rodeada de valores muy diferentes a la misma.

3.3.4. Kriging de un nicleo Multiplicativo (K1M)

Teniendo en cuenta lo expuesto en el apartado anterior, en este consideramos un predictor
cuyos pesos tienen en cuenta la interaccién entre la distancia geografica y la distancia entre

medianas, pero considerando un solo ntcleo. En esta direccién, introducimos los pesos de
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nucleo multiplicativo dados por

los cuales, a diferencia de los pesos dados en la Ecuacién (3.3.3), utilizan solo una fun-
cién nucleo evaluada en el producto de las distancias entre sitios y las distancias entre
las medianas de vecindarios, considerando en este caso un solo pardmetro de suavizado
comun. Esta estrategia brinda una ventaja computacional al requerir la bisqueda un solo

parametro de suavizado en contraposicién con el de dos ntcleos.

En la Figura 3.8 observamos el comportamiento de estos pesos para los dos sitios de
interés s) = (4,4) en el panel superior y sp = (8,5) en el panel inferior. A diferencia de las
Figuras 3.6 y 3.7 correspondientes al predictor K2ME para los mismos sitios, en este caso
observamos un mayor aporte no solo de sitios cercanos (esto es, cuya distancia espacial
es pequenia) sino también en sitios alejados pero cuya mediana del vecindario es similar a
la del sitio donde queremos realizar la prediccién. Particularmente, en la Figura 3.8 (a) y
(b) vemos que los pesos mayores se concentran cerca del sitio de interés y se observa un
leve cambio en la magnitud del peso a medida que nos alejamos del mismo. Esto se debe a
que la distancia entre medianas se mantiene constante sobre dichos sitios y por lo tanto el
cambio en el comportamiento lo aporta su distancia espacial. Por otro lado, en la Figura
3.8 (¢) y (d) vemos que, debido a que la mediana es mds variable cerca del punto donde se
desea realizar la prediccion, los sitios a los que se le asigna mayor peso estan relacionados
con la distancia entre medianas, desestimando la distancia espacial a la que se encuentran

dichos sitios.

Este predictor también tiene un mejor comportamiento en sitios donde la mediana es
representativa de la distribucién de Z(sg). La ventaja del mismo radica en que permite
detectar vecindarios similares atin estando espacialmente alejados y asi poder usar toda la

informacién disponible en la muestra.

3.3.5. Kriging de un nitcleo Aditivo (K1A)

Si en el peso anterior consideramos la funcién nicleo evaluada en la suma en lugar del

producto, obtenemos el peso de nicleo aditivo,

K, (d(siaSO) + dm(ZSmZSO)>
K1A

hg ha

z":Kl (d(sj,so) . dm<zsj,zso>>
.7 hﬁ ha
7=1

Wi

(3.3.4)
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Figura 3.8: Panel superior: Comportamiento de los pesos del predictor K1M para el sitio

8o = (4,4) sobre (a) el conjunto de walores regionalizados, (b) el conjunto de medianas de los
vecindarios para cada sitio de la muestra. Panel inferior: Comportamiento de los pesos del predictor
KI1M para el sitio sy = (8,5) sobre (c) el conjunto de valores regionalizados, (d) el conjunto de

medianas de los vecindarios para cada sitio de la muestra.

Nuevamente, en la Figura 3.9 observamos el comportamiento de los pesos para los dos
sitios de interés sy = (4,4) y so = (8,5), respectivamente. En particular, comparando
las Figuras 3.9 y 3.6 se puede observar que el comportamiento de los pesos dados en la
Ecuacién (3.3.4) es similar al de los pesos dados en (3.3.3), donde en el producto de los dos
nucleos tiene una fuerte influencia el que estd asociado a la mayor distancia, dejando en ese
caso un valor del ntcleo cercano a cero. En esta nueva versién es también la distancia més
grande la que cuenta con la mayor contribucién al peso, haciendo que la funcién nicleo

devuelva valores pequenos y dejando sin influencia el comportamiento de la otra distancia.
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Figura 3.9: Panel superior: Comportamiento de los pesos del predictor K1M para el sitio

8o = (4,4) sobre (a) el conjunto de walores regionalizados, (b) el conjunto de medianas de los
vecindarios para cada sitio de la muestra. Panel inferior: Comportamiento de los pesos del predictor
KI1M para el sitio sy = (8,5) sobre (c) el conjunto de valores regionalizados, (d) el conjunto de

medianas de los vecindarios para cada sitio de la muestra.

3.3.6. Comparacion de errores

Para finalizar, en esta seccién comparamos el error absoluto de prediccién para todos
los predictores presentados anteriormente e incluimos, ademas, los predictores de kriging
ordinario en dos versiones, a partir del variograma esférico (KOsph) y del variograma
exponencial (KOexp), y el kriging universal (KUexp) con variograma exponencial cuya

funcién media estd dada por un polinomio de primer orden en las coordenadas.

En la Figura 3.10 graficamos el error de predicciéon comparando entre los dos sitios de
prueba considerados anteriormente en el capitulo, esto es, sp = (4,4) y sp = (8,5). En

dichas figuras podemos observar en el extremo inferior y en linea punteada el verdadero
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valor (el de prueba) de la variable de interés, en el extremo superior el valor predicho y en
rojo el error. Podemos observar el comportamiento de cada predictor en ambos contextos.
Recordemos que la mediana M edZSO asociada al sitio sy = (4,4) es representativa de la
distribucién de la variable Z(sg), en cambio la mediana MedZs, asociada a sy = (8,5) no,
aunque ambos son frontera en la distribucién de la muestra, como vemos en la Figura 3.3
(b). De este simple ejercicio evaluativo podemos ver que cuando la mediana del entorno del
sitio donde queremos predecir es representativa de dicho valor, los metodos no paramétricos
que utilizan tal informacién mejoran sustancialmente en la prediccién (i.e. los métodos
K2ME, K1A y K1M). Sin embargo, cuando este no es el caso, tales métodos pueden
arrojar errores mayores a los cldsicos paramétricos o al no paramétrico simple (K1S),
como ocurre con K1M y K1A. No obstante, vemos que aun cuando la mediana deja de ser
representativa, aquel que incluye las distancias entre las medianas de los vecindarios con
dos funciones de nticleos (K2ME) da menores errores predictivos que los paramétricos y el
no paramétrico de un ntcleo simple. También observamos en tal situacion, el método que

incluye el indice de Moran, termina brindando una prediccién con el menor error.
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Figura 3.10: (a) Error absoluto de prediccion para el sitio so = (4,4), (b) Error absoluto de pre-

diccion para el sitio sp = (8,5).

3.4. Conclusiones

En este capitulo hemos desarrollado las diferentes propuestas metodolégicas dentro de lo
que consideramos versiones no paramétricas del kriging para la prediccién espacial uni-
variada. En esta seccién vamos a explicitar algunas consideraciones sobre los predictores

presentados en relaciéon a otras propuestas no paramétricas encontradas en la literatura
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como asi también respecto a los kriging paramétricos. En primer lugar, todos los predic-
tores propuestos en la tesis utilizan nticleos univariados evitando asi problemas heredados
de la maldicion de la dimensionalidad. En otro orden, nuestra propuesta evita también la
estimacién de la funcién de regresion, y continuando en el espiritu del kriging paramétrico
presentado en el Capitulo 2, proponemos pesos no paramétricos que contemplan en lo
posible la mayor informacién contenida en los datos espaciales, aun en un contexto univa-
riado. En este sentido, si bien los predictores presentados no fueron construidos teniendo
en cuenta las propiedades de insesgadez y varianza minima (aunque podrian verificarlas)

como el estimador kriging, cuenta con varias ventajas:

i. Evita el modelado del variograma y, como consecuencia, la eleccién del modelo a
ajustar y la estimacién de todos los parametros involucrados en el mismo. En es-
te punto se evitan, también, problemas relacionados con la forma de calcular los
parametros computacionalmente, esto es, problemas asociados a la convergencia o

no de ciertos métodos numéricos.

ii. Evita la inversion de la matriz I" en (2.3.11). Esto se asocia a los llamados problemas
mal condicionados (Tikhonov y Arsenin, 1977). En otras palabras, problemas que no
tienen solucion, la misma no es tinica o no depende continuamente de los datos. Esto,
en muchos casos, se traduce en inestabilidad cuando se emplean métodos numéricos

tradicionales para aproximar las soluciones.

iii. No necesitamos hacer supuestos fuertes sobre el proceso subyacente a los datos para
poder utilizarlo. Esto implica que, a diferencia del método kriging (Capitulo 2), los

supuestos de estacionariedad no son necesarios para la prediccion.

iv. Como no hacemos supuestos a priori sobre el proceso que consideramos generador
de los datos, nuestro predictor no depende del dominio sobre el cual fue medida
la variable de interés. Esto significa que podemos aplicar el método a datos que

provienen de procesos en dominio discreto como continuo.



Capitulo 4

Estudios de simulacion

En este capitulo mostramos el desempeno de los métodos de prediccién propuestos en el
Capitulo 3 junto con los métodos Kriging descriptos en el Capitulo 2. Mas precisamente, a
partir de estudios de simulacion mostramos el comportamiento los métodos no paramétri-
cos K1S, K2IM, K2ME, K1M, K1A y los paramétricos cldsicos, Kriging Ordinario
en dos versiones, a partir del variograma esférico, KOsph, y del variograma exponencial,
KOexp, si los datos se simulan con el modelo de covarianza exponencial o variograma sinc,
KOsingc, si los datos se simulan con el modelo de covarianza combinado. De igual manera
para el Kriging Universal, KUexp y KOsinc, y en este caso debemos estimar la funcién

media lo cual hacemos a partir de un polinomio de primer orden en las coordenadas.

4.1. Método de simulacion

Dado n € N, n > 1 y un conjunto de localizaciones {si,...,s,}, para simular una rea-

T

lizacién z = (z1,--- ,2,) de un vector aleatorio Z = (Z(s1),...,Z(sp))" con media p y

matriz de covarianza 3, utilizamos la descomposicién de Cholesky de la matriz de cova-

rianza (Cressie, 1993). Esto es, dada la esperanza

E(Z) = (E(Z(s1)). ... E(Z(s)))" = , (4.1.1)

y la varianza
VCLT(Z) = C(SZ’,Sj) = 2,
donde ¥ es una matriz simétrica y definida positiva, utilizando la descomposicion de

Cholesky hallamos
>=LL",
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donde L es una matriz de n x n, triangular inferior. A partir de dicha matriz L podemos

escribir
Z = p+ Le, (4.1.2)
donde € = (e(s1),...,€(sn))T es un vector aleatorio de variables no correlacionadas e
idénticamente distribuidas con esperanza E(e) = 0 y Var(e) = I,, que nos asegura que
E(Z)=py
Var(Z) = Var(Le) = LVar(e) L' = X. (4.1.3)

A partir de esta descomposicién de X y utilizando la Ecuacién (4.1.2), consideraremos
diferentes distribuciones para € y diferentes modelos para la matriz de covarianza 3, de
manera tal de generar diferentes escenarios para el proceso, los cuales seran detallados a

continuacion.

4.2. Escenarios

4.2.1. Generalidades

Para todos los casos generamos una grilla regular I, de tamafio n = nj - no = 400 sobre

[0,9]%. Sobre la misma obtenemos la realizacién z donde X;; = C(s; — s;).

4.2.2. Con respecto a la funciéon de covarianza

En la Seccién 1.2.2 definimos diferentes funciones tedricas para el modelado del semiva-
riograma y en el mismo capitulo probamos que si un proceso es estacionario de segundo
orden podemos escribir la funcién de semivariograma a partir de la funcién de covarianza
como y(h) = C(0)—C(h) (Ecuacién 1.1.7). Utilizando esta informacién y para construir la
matriz de covarianza X, consideramos diferentes modelos de covarianza isotrépicos C'(h)
(Seccién 1.2.1), variando el valor de la meseta, el pardmetro de rango y el efecto pepita,

0 = (61, 02,05)", respectivamente.

= Una de las funciones de covarianza elegida fue la que define el modelo exponencial
C(h) dado en la Ecuacién (1.2.13) a partir del cual, y utilizando la relacién entre ~

y C dada anteriormente, tenemos que,

En este caso elegimos dos opciones de valores para el rango, 6o = 2 y 6 = 100,
en cuyo caso el rango efectivo esta dado por 6 y 300, respectivamente. Recordemos
que este ultimo representa la distancia a partir de la cual la covarianza es nula.

En la Figura 4.1 comparamos el comportamiento de la correlacién (esto es %)
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para cada caso y observamos que para el rango mayor, menor es la velocidad en la
que disminuye la correlacién en funcién de la distancia. Para distancias mayores a 6,
cuando 0y = 2 la correlacién es casi nula mientras que cuando 62 = 100 la correlacién

es poco variable y de magnitud cercana a 1.

p(h) p(h)
1 —_
0 é 1‘5 h 0 é 1‘5 h
(a) =2 (b) 6 =100

Figura 4.1: Funcién de correlacion para el rango: ()62 = 2 ; (b) 6 = 100

= En segundo lugar elegimos un modelo combinado dado por

C1(0) + C2(0) + C3(0), si h=0,
C(h) = S C1(h) + Ca(h), $i0 < h < b,
Ci(h), si h > 09,

donde el modelo Ci(h) es el modelo seno cardinal (sinc), un caso particular del

modelo J-Bessel para el cual a = 3, el cual estd dado por
1
2001 \2 p (3 h .
Cl(h): b |:< h ) F(Q)J% (921):| , sih#0,
0, si h =0.

donde 0;; representa el pardmetro 6; para el modelo j, I' es la funcién gamma y Jy

es la funcién J-bessel de primer tipo de orden 1/2,

et~ @2?% klE(l/;: k+1) @%

El modelo Cy(h) es el modelo esférico (Ecuacién 1.2.12) dado por

Calh) — 01 [1 - (1.5 (&) +0.5 (9’;2)3)}  sih < 0o,

0127 Si h > 622

Y por tdltimo, Cs(h) es el modelo pepita definido en (1.2.4), el cual estd dado por

913, sih= 0,
C3(h) =
0, sih#0,
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el cual modela un proceso no correlacionado espacialmente, ya que vale 0 si la dis-

tancia entre sitios es diferente de cero.

La idea de combinar modelos para la construccién de la matriz de covarianza (Mon-
tero et al., 2015, pag. 50) surge de suponer que el proceso subyacente de los datos es
suma de procesos independientes que tienen diferentes niveles de asociacion espacial.

Para este modelo consideramos 021 = 0.2 y 650 = 10.

Recordemos que en la Ecuacién (1.1.6) definimos a la varianza del proceso como Var(Z(s)) =
C(0) y, en la que la Ecuacién 1.2.15, a la meseta como 6; = C(0), pues es el valor de la
covarianza en h = (. Para la eleccién de este parametro consideramos dos casos: el caso ho-
moceddstico donde, para los dos modelos propuestos considermos varianza constante para
todo s; € D, esto es, #; = 02 = 10 y 011 =010 =613 = o2 = 10, respectivamente; y el caso
heteroceddstico donde la varianza varia en funcién del sitio donde fue medida la variable.
En la Figura 4.2 graficamos, a partir de las coordenadas dadas, cuatro zonas donde cada
color representa una varianza diferente con el fin de ilustrar como varia la misma en el

espacio. Formalmente, sea s = (s1, s2) la coordenada del sitio, luego

&
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Figura 4.2: Caso heteroceddstico: distribucion de las varianzas en funcion de los sitios. En el caso

homoceddstico 0® = 10 para todo s; € D y para todos los modelos propuestos.

0.1, sis?+s3—6s3 —6sy<—13,

) 0.5, sis?+ 83— 14s; — 14s9 < —90,
o“(s) =
1, sis?+s3—18s; < —68,

10,  en otro caso.

\

En la Figura 4.3 graficamos dos realizaciones, una para el caso homocedéstico (panel (a)) y
otra para el caso heterocedastico (panel (b)). Comparando ambas figuras podemos observar
la diferencia entre los valores que toma el proceso en cada caso y, ademés, cémo en el caso
heterocedastico, las zonas de cambio de varianza estan bien reflejadas por dichos valores

de la correspondiente realizacién.
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Figura 4.3: Realizacién de un proceso con modelo de covarianza exponencial y rango 6 = 100: (a)
Caso homoceddstico; (b) Caso heteroceddstico.

4.2.3. Con respecto al vector aleatorio €

Para el vector € de variables no correlacionadas e idénticamente distribuidas consideramos

diferentes distribuciones, las cuales se detallan a continuacion:

» Distribucién normal € ~ N(0,1,) : en este caso, a partir de las Ecuaciones (4.1.2) y
(4.1.3) tenemos que Z ~ N(u, X).

= Distribucién Bernoulli dada por:
—10, con probabilidad %,
10, con probabilidad 1,

con Ele] = 0y Var(e) = 100, lo cual implica que Var(Z) = 100X a partir de la
cual se construye la realizacién Z. Ademds sabemos que, a partir de la forma en al
que construimos al vector Z y usando el Teorema de Lindeberg-Feller, para cada

elemento z, de Z, se cumple que z,/Var(z,) EEN N(0,1) cuando n — co.

= Distribucién t-student no centrada con v = 5 grados de libertad y parametro de no

centralidad § = 2. Dado que v > 2 tenemos que, para cada elemento €, de €,

sl =ayf5r (57) 7 5):
=t () B)
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Modelo exponencial

Homocedastico Heterocedastico

|E1111|[E1112]|E1113]|E1121 |[E1122||E1123] |E1211| E1212]|E1213| E1221||E1222 | E1223|

Figura 4.4: Combinacion de pardmetros considerados en cada escenario partiendo del modelo de

covarianza exponencial.

donde I es la funcién gamma. En este caso E[Z] = E[e] y Var(Z) = 2.67% ya que

Uzn ~ 2.67 considerando los pardametros dados. De la misma manera que en el caso

anterior, en este caso se cumple que (z, — E[e,]) /Var(zy,) RN N(0,1).

En las Figuras 4.4 y 4.5 mostramos un resumen de los escenarios propuestos para mostrar

el desempeno de los predictores presentados, parametricos y no paramétricos.

| Modelo combinado |

Homocedastico Heterocedastico

|921:0.2y922:10| |921:O.2y022=10|

@ EE

|E2111]||E2112||E2113] |E2211| E2212]| E2213]

Figura 4.5: Combinacion de pardmetros considerados en cada escenario partiendo del modelo de

covarianza combinado.

4.3. Estimacion de parametros y validacion cruzada

Para estimar la variabilidad de los errores reportados en la Seccién 4.4, del conjunto original

de n observaciones construimos, aleatoriamente, dos muestras: la muestra de entrenamien-
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to (70%) y la de prueba (30 %). Con la muestra de entrenamiento estimamos todos los
pardmetros involucrados en los predictores, tanto paramétricos como no paramétricos, y
con la muestra de prueba medimos el desempeno de los métodos calculando el error de
prediccién de los mismos. Dicho error serda medido utilizando el Error Medio Absoluto

(MAE por sus siglas en inglés) dado por

n oz =%
MAE — M, (4.3.1)
n

donde Z; es el valor de la prediccion en sitio s;.

Para los predictores no paramétricos necesitamos estimar los pardmetros de suavizado y la
cantidad de vecinos mas cercanos k. Para ello utilizamos la técnica de validacion cruzada
de k-iteraciones, (k-fold cross validation, en inglés) en la muestra de entrenamiento.
Esto es, para un conjunto de posibles parametros, dividimos la muestra de entrenamiento
aleatoriamente en k grupos, tratamos al primer grupo como un conjunto de validacién
y entrenamos los métodos con los & — 1 restantes. Luego calculamos el M AFE; sobre las
observaciones del conjunto de validaciéon. Repetimos este procedimiento k veces; cada vez,
tratamos a un grupo diferente de observaciones como conjunto de validacion. Este proceso
da como resultado k estimaciones del error de prediccion, M AFE1, ..., M AE}. Luego, la

estimacién del error por validacion cruzada estd dada por

k
1
Ecvi =+ Z MAE;.
=1
Finalmente, elegimos los pardmetros éptimos como aquellos que minimizan el Foy i . Para
los parametros de suavizado establecemos 40 valores y para el caso del parametro cantidad

de vecinos k establecimos solo dos opciones, 8 y 12 vecinos.

Para los predictores kriging es necesario estimar los pardmetros del variograma tedrico y
para ello es necesario contar con el variograma empirico (1.2.5) el cual calculamos con la

muestra de entrenamiento a partir de los siguientes datos:

= Distancia maxima D, hasta la cual se incluyen los pares de puntos en la estimacion.

Elegimos utilizar la mitad de la distancia maxima entre sitios.

= La cantidad de intervalos B. Construimos una secuencia de B numeros que toma
como minimo el 0 y maximo D, estos niimeros representan los centros de cada inter-
valos y los extremos de los mismos quedan determinado por los puntos medios entre

los centros. Elegimos utilizar 13 intervalos.
= Kl nimero minimo de pares P para cada intervalo de distancias. Ignoramos los

intervalos con un nimero de pares menor que este valor. En este caso P = 30.

Con esto obtuvimos 12 valores (ya que el primero no llega a la cantidad minima de pares

de puntos para su construccién) del variograma empirico 4;(h) (1.2.5) para cada h;, los
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cuales se utilizan para ajustar el semivariograma teérico. Para el caso del kriging ordinario
realizamos la prediccién para dos modelos de covarianza: el modelo esférico y el exponen-
cial o el modelo esférico y el sinc segun si los datos son generados a partir del modelo
exponencial o el modelo combinado respectivamente. De la misma manera, para el caso
del kriging universal ajustamos los pardmetros para el modelo exponencial o sinc segin

cémo se simularon los datos. El método de estimacién utilizado (Ver Seccién 1.2.2.1) es
N(s;)

5
hj

minimos cuadrados pesados (1.2.17) donde los pesos estédn dados por

Una vez que los pardmetros son estimados, sobre los sitios de la muestra de prueba y
utilizando la muestra de entrenamiento, realizamos la predicciéon y calculamos el error
M AE. Repetimos este proceso 50 veces, simulando cada vez una realizacién diferente y

obteniendo 50 errores de prediccion.

En general, cuando separamos el conjunto de los datos para aplicar métodos de remuestreo
y estimar el error, suponemos que los grupos obtenidos son independientes (Hastie et al.,
2001). Por ello algunos autores (Rest et al., 2014; Roberts et al., 2017; Ploton et al., 2020)
proponen técnicas de remuestreos espaciales para el caso de datos espaciales. Nosotros
decidimos adoptar los resultados de Wadoux et al. (2021) quien muestra que, las estrategias
de validacién cruzada espacial tienen un desempernio deficiente y sobreestiman el error en
todos los disenos de muestreo considerados en el estudio del caso presentado, por ello

decidimos usar las técnicas de remuestreo clasicas.

4.4. Resultados

En esta seccién reportamos los errores de prediccion obtenidos a partir del M AFE, definido

en la Ecuacién 4.3.1, para los 18 escenarios presentados en la Seccién 4.2.

Comenzamos comparando entre procesos homocedésticos y heterocedasticos para las di-
ferentes distribuciénes del vector €. En las Figuras 4.6, 4.7 y 4.8 observamos los errores
medios absolutos para las realizaciones de los procesos generados con modelos de cova-
rianza exponencial con rangos o = 2 y 62 = 100 y el modelo combinado, respectivamente.
En cada uno de los graficos reportamos, ademés, la media y el desvio estdndar (entre

paréntesis) del M AE. Es importante notar que las escalas varfan entre graficos.
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Figura 4.6: Distribucion del MAE, sobre 50 repeticiones, para procesos con modelos de covarianza

exponencial y rango 0 = 2. Desde arriba hacia abajo, los tres modelos considerados para el error

€ y de izquierda a derecha, los casos homoceddsticos y heteroceddsticos.

Para obtener estimaciones del error de prediccién decimos realizar un remuestreo anidado.

Esto quiere decir que todas las partes de la construccién del modelo (preprocesamiento y

estimacién de pardmetros) deben incluirse en el remuestreo, es decir, repetirse para cada

divisién entre entrenamiento y prueba. Decidimos utilizar el metodo hold-out para el

remuestreo externo y k-fold para el interno, el cual explicamos en la Seccién 4.3.



72 Estudios de simulacién

Caso Homoceddstico Caso Heteroceddstico
E1121 E1221
0.5 05
0.4 0.4
“llll 1.
Z 0.2
0.2
QR ! " i
© i
0.29 0.29 0.29 0.3 0.34 0.29 028 0.28 011 0.29 0.29 027 027 0.32 0.32 0.3 0.3
01" (0.08) (0.08) (0.08) (0.08) (0.09) (0.09) (0.08) (0.07) (0.06) (0.07) (0.07) (0.07) (0.08) (0.07) (0.06) (0.07)
K1S K2IM K2ME KI1A K1IM KOsph KOexp KUexp K1S K2IM K2ME KI1A KIM KOsph KOexp KUexp
E1122 E1222
05 0.4
$ . . 3
0.4
0.3
k .
\8)
m 0.2 0.2
QR
w
0.1+ 0.28 0.28 028 029 032 027 027 027 026 0.26 0.24 0.24 0.28 0.3 0.28 0.28
(0.08) (0.08) (0.08) (0.08) (0.09) (0.07) (0.07) (0.07) 01) (005) (0.05) (0.05) (0.04) (0.05) (0.06) (0.05) (0.05)
K1S K2IM K2ME KI1A K1IM KOsph KOexp KUexp K1S K2IM K2ME KI1A K1IM KOsph KOexp KUexp
E1123 E1223
05 !
0.4 - .
0.4
0.3
0.3
. 0.2
Q 0.2
w
01- 025 025 025 026 023 023 023 027 026 025 0.25 029 028 027
(0.06) (0.06) (0.06) (0.07) (o 07) (0.06) (0.06) (0.06) 0.1l (0.05) (0.05) (0.05) (0.05) (o oe) (0.06) (0.05) (0.05)
KIS K2IM K2ME KIiA KiM KOsph KOexp KUexp KiS K2IM K2ME KiA KIM KOsph KOexp KUexp

Figura 4.7: Distribucion del MAE, sobre 50 repeticiones, para procesos con modelos de covarianza
exponencial y rango O3 = 100. Desde arriba hacia abajo, los tres modelos considerados para el error

€ y de izquierda a derecha, los casos homoceddsticos y heteroceddsticos.
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Figura 4.8: Distribucion del MAE, sobre 50 repeticiones, para procesos con modelos de covarianza
combinada y rangos 021 = 0.2 y a5 = 10. Desde arriba hacia abajo, los tres modelos considerados

para el error € y de izquierda a derecha, los casos homoceddsticos y heteroceddsticos.

4.4.1. Con respecto a la funcion de covarianza

Cuando los datos son generados con un modelo de covarianza exponencial (Figuras 4.6 y
4.7), los kriging paramétricos muestran un mejor desempeno que los no paramétricos, y
dicha brecha es mayor para el caso homocedastico. Para el heterocedastico, los métodos
no paramétricos muestran un desempeno mas competitivo, y de hecho, en algunos casos,
arrojan menores errores medios que los paramétricos. En particular esto ultimo ocurre,

cuando el € no es gaussiano y el rango es f, = 100 (Figura 4.7).
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Cuando utilizamos un modelo de covarianza combinado, en todos los casos obtenemos
un mejor desempenio con los predictores no paramétricos propuestos en la tesis. Esta
mejora en las predicciones resulta razonable dada la mayor flexibilidad de este enfoque
respecto a la especificacion del variograma en la estimacion. En otras palabras, dado que
los predictores paramétricos demandan la especificacion de la estructura de covarianza
para la estimacién del variograma, la generacién de datos resultante en este caso podria
complicar la prediccion del estimador al no captar la naturaleza mixta de la covarianza
subyacente en los datos mientras que los enfoques no paramétricos no necesitan de ningin
modelo para ello, y esta flexibilidad puede interpretarse como una ventaja ante la existencia

de datos con tales caracteristicas.

Como ya mencionamos en la Seccion 1.2.2, 1a eleccién del modelo de covarianza a estimar es
la decisién que mas influye en la prediccién paramétrica. Por ello, si usamos un modelo de
covarianza exponencial para la simulacién de los datos, estamos proponiendo un escenario
que favorece a los predictores kriging cldsicos. Especificamente, estos predictores funcionan
mejor si el modelo de variograma ajustado coincide con el modelo de covarianza utilizado
en la simulacién de los datos. En cada uno de los escenarios representados en las Figuras 4.6
y 4.7 observamos que, comparando entre los kriging paramétricos, los resultados mejoran
levemente si utilizamos el modelo exponencial para ajustar el variograma. En la Figura 4.8
observamos la mejora para el modelo de variograma esférico, aunque en el escenario E2113
observamos mejores resultados en cuanto a la variabilidad de los errores, considerando el

modelo sinc.

Respecto al rango, en todos los casos observamos que cuando este aumenta, los errores
de prediccién disminuyen. Esto puede verse mas puntualmente cuando comparamos los
escenarios construidos a partir de un modelo exponencial de rango 63 = 2 y de rango
02 = 100 (Figuras 4.6 y 4.7) dejando fijas el resto de las variables involucradas en la
simulacion de los datos; esto es, comparamos el escenario E1111 con el E1121, el E1211

con el E1221, y asi sucesivamente.

4.4.2. Con respecto a la heterogeneidad de la varianza

El supuesto de datos homocedésticos puede ser muy fuerte o restrictivo en algunas aplica-
ciones. Por ejemplo, si estamos buscando predecir precios de viviendas o de lotes, resulta
poco realista asumir que los precios en cuestién tendran la misma varianza en las diferentes
localizaciones, sea en un region donde habitan predominantemente individuos u hogares
ricos como en aquellas donde lo hacen los mas pobres. Existen numerosos contextos donde
la existencia de varianza no constante caracteriza mejor a los datos, y es por ello que hemos
puesto énfasis en tal caracteristica, generando todos los escenarios tanto en contexto de

datos homocedésticos como heterocedasticos.

En general observamos que los predictores no paramétricos son mas competitivos fun-
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cionando mejor cuando los datos espaciales son heterocedasticos. En particular esto se
observa en el comportamiento de los errores del predictor de dos nicleos (K2ME) y el
de un riucleo aditivo (K1A). Incluso, estas versiones no paramétricas terminan siendo los

mejores predictores (i.e. de menor MAE promedio) en varias situaciones

Algo que también podemos apreciar, es que para todos los métodos, sean paramétricos o
no paramétricos, en el caso heterocedastico la precision de las predicciones es algo menor,
en el sentido de que se revela una mayor varianza en el MAE resultante de cada uno de

los experimentos (i.e. variando modelos de covarianza, distribucién del error y rango).

4.4.3. Con respecto al vector aleatorio €

Observando las Figuras 4.6, 4.7 y 4.8 desde arriba hacia abajo, podemos observar que
el comportamiento de los errores de predicciéon es similar para cada una de las tres dis-
tribuciones elegidas para el vector aleatorio €. Esto puede deberse a que, tal como lo
mencionamos en la Seccién 4.2.3, dada la estructura del modelo (4.1.2), los elementos de
dicho vector convergen a una variable con distribuciéon normal cuando el tamano de la
muestra es suficientemente grande. Por ende podemos concluir que, dado el tamano de la
muestra que estamos simulando, la distribucién del error no seria un supuesto crucial a fin
de ponderar positivamente la utilizacién de predictores no paramétricos sobre los kriging
paramétricos. De hecho en algunos casos podemos encontrar menores errores de prediccién
cuando el error no es normal y sigue una Distribucién Bernoulli o t-Student, como es en

el caso homocedastico con modelo covarianza exponencial y rango de 100.

4.5. Conclusiones

En el presente capitulo hemos evaluado el desempeifio predictivo de los diferentes kriging
paramétricos y de las alternativas no paramétricas propuestas en la tesis, con un ejercicio
de simulacién, contemplando diferentes escenarios factibles determinados por el modelo de

covarianza, el rango, la distribucién del error y la varianza del proceso.

Al comparar entre los predictores paramétricos versus no paramétricos, podemos concluir
que en los escenarios favorables para los kriging paramétricos (esto es, en el caso homo-
ceddstico y con modelos de covarianza exponencial no combinada) estos terminan siendo
un mejor predictor en términos de un menor error. En tales casos, el kriging universal

muestra el mejor desemepeno frente a las otras dos opciones de kriging ordinario.

Ahora bien, cuando los datos simulados son heterocedéasticos, los predictores no paramétri-
cos son mas competitivos, mostrando en algunos casos mejores resultados que los kriging

paramétricos. La mayor ventaja de usar predictores no paramétricos se revela en el caso
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de un proceso con covarianza combinada (sea homoceddstico o heterocedastico), donde
la mayoria de las alternativas no paramétricas superan a los kringing paramétricos. A
su vez, en tal escenario de covarianza combinada, el kriging ordinario muestra un mejor

desempeno predictivo que el universal.

Entre los no paramétricos, el predictor K1M es el que muestra el peor desempeno y los que
vislumbran mejor desempeno son los predictores K2ME y K1A. Todos los predictores no
paramétricos contienen, de alguna manera las distancias entre sitios y con respecto a esto,
un resultado que podemos observar es que son pocos los casos en los que los predictores
propuestos funcionan mejor que el que solo considera las distancias entre sitios (i.e. el
K1S), estos son los escenarios E1222 y E1223. Por lo tanto, dependiendo de cémo sean
los datos en términos de la heterogeneidad de la varianza entre localizaciones, si esta
es relativamente constante, el estimador simple de un nicleo (K1S) puede ser una gran
eleccion para la prediccion de la variable espacial de interés; en caso donde se observe que
este supuesto de varianza constante dificilmente se cumpla, el estimador de dos nticleos
K2ME o el de un ntcleo aditivo K1A serian una buena opcién, donde la incorporacién
entre la distancia del valor (mediano) de la variable en un entorno del punto a predecir

pareciera jugar un rol relevante en prediccién bajo escenarios de heterocedasticidad.

En definitiva, podemos concluir que los predictores clasicos funcionan peor en datos prove-
nientes de procesos donde exista heterogeneidad, esto es, donde la varianza no es constante
en el espacio y donde existan diferentes formas de asociacién espacial, y a diferentes escalas,
como en el caso del procesos simulado a partir de una funcién de covarianza combinada.
Y aqui es donde nuestra propuesta no paramétrica cobra sentido como una alternativa

superadora.



Capitulo 5

Aplicacion a datos reales

En este capitulo aplicamos los métodos propuestos a datos reales comparando su desem-
penio entre ellos y con el de los predictores paramétricos clasicos. Para la aplicacion nos
hemos enfocado en el problema de prediccién de precios de viviendas. Esta problematica
es relevante tanto para la toma de decisiones en el &mbito privado (e.g. para los agentes
del mercado inmobiliario o turistico), como en el &mbito del sector publico, dado que, por
ejemplo, un mapa de precios de inmuebles permitiria contar con una descripcién de la
distribucién geografica o espacial de una caracteristica socioeconémica crucial, que puede
usarse para el diseno e implementacion de politicas publicas de héabitat, vivienda, infra-
estructura y/o desarrollo urbanistico, entre otras. Especificamente, trabajamos con tres
grupos de datos, los cuales describimos y analizamos en las siguientes secciones. Ademds
de comparar el desempeno de cada predictor presentamos mapas predictivos utilizando las

estimaciones obtenidas.

5.1. Presentacién de los datos

En primer lugar trabajamos con datos obtenidos de la competencia Valuacion de inmuebles
de 2018 en la seccién Metadata de Fundacién Sadovsky (Metadata, 2018). El problema
fue propuesto por el grupo de I+D de la empresa Navent en base a su experiencia con
ZonaProp. Navent es una empresa que se dedica a que sus usuarios consigan empleos y
hogares de la mejor manera posible. En el problema original se trata de predicir el precio de
inmuebles a partir de variables como metros totales de la vivienda, antigiiedad, cantidad
de habitaciones, entre otras. Contamos ademas con la ubicacién del inmueble, dada por
su latitud y longitud. Puesto que vamos a evaluar métodos univariados, supondremos que
ademas de la ubicacion solo contamos con informacién de la variable de interés, en este
caso es el precio del inmueble. Usando esta informacién queremos predecir precios en otros

sitios de interés.
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Figura 5.1: Distribucion de la variable de interés sin considerar el espacio. Saltillo y Valle de Bravo

en miles de pesos mexicanos y Singapur en Ddlar Singapur.

Minimo Q1 Mediana Q3 Miaximo Media  Desvio n
Saltillo 310  700.0 1300 2177.5 9300 1551.61 1088.09 967
Valle de Bravo 600 27375 4325 6121.5 12000 4802.93 2744.30 80
Singapur 14 60.0 108 200.0 1481 157.53 150.78 1326

Tabla 5.1: Resumen numérico para cada conjunto de datos. Saltillo y Valle de Bravo en miles de

pesos mezicanos y Singapur en Ddlar Singapurense.

Si bien el conjunto de datos original contiene observaciones de todo el pais, por cuestiones
de cémputo decidimos utilizar y analizar por separado los datos de la ciudad de Saltillo
y la ciudad de Valle de Bravo. Saltillo es la cabecera del municipio que lleva el mismo
nombre, el cual se localiza en el sureste del estado de Coahuila, a una altura de 1600
metros sobre el nivel del mar (coahuila.gob, 2020). Esta base contiene 967 observaciones.
Valle de Bravo es una ciudad turistica, ubicada a orillas del Lago Avandaro, al oeste de
Ciudad de México. El lago esta rodeado de montafnias y bosque y es elegido como centro
de deportes acuaticos. Este conjunto de datos es de menor tamafio y cuenta solo con 80

observaciones.

En segundo lugar trabajamos con un conjunto de datos que cuenta con informacion de
alojamientos en la ciudad de Singapur, publicados en el sitio web Airbnb. Dicha plata-
forma digital es un medio para la oferta de alojamientos particulares, en su mayoria con
fines turisticos, mediante la cual los anfitriones pueden publicitar sus propiedades. Estos
datos fueron obtenidos del sitio web Kaggle!. La base consta de varias variables dentro
de las cuales encontramos: tipo de hospedaje, nimero de comentarios, fecha del ltimo
comentario, disponibilidad, minimo de noches, fecha del tltimo comentario, precio por no-
che y la ubicacion a partir de la longitud y latitud de la vivienda. En este caso la variable
de interés es el precio por noche de cada hospedaje y la base de datos cuenta con 1326

observaciones.

Thttps://www.kaggle.com/datasets/jojoker /singapore-airbnb
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Figura 5.2: Mapa de caja: precio de inmuebles en Saltillo.

En la Figura 5.1 y en la Tabla 5.1 presentamos la distribucién de la variable de interés

de cada uno de los conjunto de datos elegidos y un resumen numérico respectivamente.

En esta figura notamos una pronunciada asimetria a derecha tanto en los datos de Saltillo

como en los de Singapur.

5.2. Precios de Inmuebles: Saltillo

5.2.1. Analsis exploratorio

En la Seccién 1.3 planteamos la importancia del andlisis exploratorio de datos como pri-

mera herramienta para conocer y resumir los datos de la muestra, por ello en esta seccién

analizamos los datos exploratoriamente. Comenzamos con la Figura 5.2 en la cual grafica-

mos la distribucién del precio del inmueble (por cuartiles) en los 967 sitios de la muestra.

Como podemos observar en esta figura, la concentracién de los inmuebles més caros esta

en el centro norte de la ciudad y los menos costosos en la periferia de la misma, de lo cual

inferimos la forma acampanada de la superficie que representa.

En la Figura 5.3 observamos como varian los precios con respecto a cada una de las

coordenadas. Vemos que los mismos tienen una distribucién moderadamente simétrica en
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Figura 5.3: Datos Saltillo: distribucion de la variable de interés en funcion las coordenadas geogrdfi-
cas.

sentido oeste-este. En otras palabras, los precios tienden a decrecer en direccién oeste y en
el centro observamos mayores precios pero también mayor variabilidad. Por otro lado, en
el sentido norte-sur la distribucién esta sesgada hacia precios mayores y encontramos una
concentracién de precios elevados al norte de la ciudad donde también pareceria aumentar
la variabilidad. La heterogeneidad de la varianza nos muestra indicios de incumplimiento
del supuesto de estacionariedad; esto es, aunque no observemos una tendencia en la media

si vemos pistas de varianza no constante.

Para visualizar la dependencia espacial, en la Figura 5.4 realizamos un grdfico de dispersion
h en el cual podemos observar cémo varia la autocorrelacion a medida que consideramos
mayores distancias entre los sitios. Dado que en los primeros graficos observamos a los
puntos mas cerca de la recta estimada y una pendiente mas pronunciada de la misma,
inferimos que la presencia de dependencia espacial estd presente con mayor fuerza para
distancias pequenas.
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Figura 5.4: Grdfico de dispersion h del precio de inmuebles en Saltillo, Mézico.

5.2.2. Resultados

Los métodos y procedimientos utilizados, tanto para la estimacién del error como para la
estimacién de los parametros, son los mismos que utilizamos en los estudios de simulacién
descriptos en el capitulo anterior (Seccién 4.3). En este caso también realizamos 50 repe-
ticiones y dividimos la muestra original, aleatoriamente, en muestra de entrenamiento y

muestra de prueba.

En la Figura 5.5 graficamos la distribucién del M AFE calculado sobre la muestra de prueba,
para cada una de las 50 repeticiones y para cada método. En la Tabla 5.2 reportamos el
promedio, sobre las 50 repeticiones, del MAE, de la correlacion entre los valores predichos
y observados (cor_obspred) y de la Raiz cuadrada del Error Cuadratico Medio (RMSE,
por su siglas en inglés) para cada método. Como podemos observar los valores obtenidos
son similares, tanto en MAE promedio como en precisién, lo que nos indica que los pre-
dictores no paramétricos son competitivos sin necesidad de hacer supuestos previos como
en los paramétricos. Dentro de los predictores no paramétricos, el que presenta un mejor

desempeno es el incluye en los pesos el indice de Moran (K2IM).

En la Figura 5.6 construimos un mapa predictivo para cada método. Cabe aclarar que,
para todos los conjuntos de datos considerados las predicciones fueron estandarizados con
fines comparativos y el panel donde solo aparecen puntos graficamos los datos de muestra
disponible también estandarizados. En general las predicciones son similares, variando
el grado de suavidad de las mismas. Podemos ver que los predictores no paramétricos en
general coinciden en detectar un cambio de precios (aumento) en la regién del extremo sur-

oeste, mientras que los mapas de los kriging paramétricos predicen una mayor uniformidad
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Figura 5.5: Distribucion del MAE, sobre 50 repeticiones, para los datos Saltillo.

K18 K2IM K2ME K1A KIM KOsph KOexp KUexp

MAE 574.52 566.38 574.01 573.84 594.60 572.12 570.26  568.23
cor_obspred 0.61 0.62 0.61 0.61 0.61 0.63 0.64 0.64
RMSE 876.09  880.21 876.56 877.31 869.48 857.97 849.40 849.91

Tabla 5.2: Promedio del MAE, del coeficiente de correlacidn de Pearson y del RSME (en miles),

sobre 50 repeticiones, para los datos Saltillo. Mejores resultados en negrita.
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Figura 5.6: Datos Saltillo: Mapas predictivos para cada método.

en los mismos. Algo similar se observa en el extremo noreste del mapa. También se ve que

algunos métodos como el K1S y el K2IM mapean con mayor dispersién de precios para

dicha regién.

5.3

5.3.

1.

Analsis exploratorio

Precios de Inmuebles: Valle de Bravo

Los 80 datos con los que contamos en este caso se encuentran graficados en la Figura 5.7.

En este caso notamos que los precios mas altos se concentran al sur y los méas bajos al

norte, pero es mas dificil determinar una tendencia en funcién del espacio si comparamos

con el caso anterior, el cual era més evidente. En la Figura 5.8 podemos observar cémo
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Figura 5.7: Mapa de caja: precio de inmuebles en Valle de Bravo, México.

varian los datos con respecto a cada una de las coordenadas. En el panel (b) de dicha figura,
notamos una tendencia de los precios medios en direccién sur, esto es, existen locaciones
mas caras al sur aunque en el mismo panel observamos que la variabilidad también varia.
En el sentido este-oeste (panel (c¢)) visualizamos una mayor concentracién de los datos
en el centro donde la variabilidad es elevada. En este caso, el andlisis exploratorio resulta
ser mas complicado al tener menor cantidad de datos con respecto al caso anterior, y
aunque la informacién obtenida sea menos confiable, también obtenemos pistas sobre la

estacionariedad del proceso en cuanto a la media no constante.

La autocorrelacién que observamos en el grafico de dispersién h (Figura 5.9), solo estd
presente para pequenas distancias y también es mas dificil de notar por la cantidad de

datos disponibles.

5.3.2. Resultados

En este caso observamos un peor desempeno por parte de los predictores propuestos a
excepcion del kriging de un niicleo Multiplicativo (K1M) el cual sigue siendo competitivo en
comparacién con los kriging cldsicos. Con respecto a estos tltimos, presentan un desempeno

similar entre ellos.

Como en el caso anterior, también reportamos el promedio, sobre las 50 repeticiones reali-
zadas, del error M AFE, la correlacion cor_obspred y el error RM SE. Observamos que para

todas las medidas, el que tiene el mejor desempeno es la del predictor kriging ordinario,
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Figura 5.10: Distribucion del MAE, sobre 50 repeticiones, para los datos Valle de Bravo.

KIS K2IM K2ME K1A KIM KOsph  KOexp KUexp

MAE 2650.56  2673.75 2716.58 2722.84 2104.42 2134.77 2085.55 2160.57
cor_obspred 0.07 0.08 0.09 0.10 0.30 0.27 0.31 0.29
RMSE 3478.18 3518.66 3513.53 3534.43 2657.39 2702.47 2649.38 2749.54

Tabla 5.8: Promedio del MAE, del coeficiente de correlacidn de Pearson y del RSME (en miles),

para los datos Valle Bravo. Mejores resultados en negrita.

hallado a partir de un modelo de variograma exponencial, aunque en términos de precisién,

predictor de un K1M tiene un mejor desempeno.

En la Figura 5.11 reportamos las predicciones sobre el drea de interés y para todos los
métodos estudiados. Limitamos la region a predecir a la zona donde la concentracién de

datos es mayor.

5.4. Precios de hospedajes: Singapur

5.4.1. Analsis exploratorio

Recordemos que en este problema la variable de interés es el precio por noche de hospedaje
en algunos barrios de Singapur y que contamos con 1326 observaciones. En la Figura 5.12
observamos la distribucién espacial de los puntos coloreado por cuartil al que pertence. En
dicha figura observamos los sitios de la muestra y la distribucién del precio del hospedaje

donde podemos ver concentraciones de valores parecidos por zona. Por ejemplo, en la zona
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Figura 5.13: Datos Singampur: Distribucion de la variable de interés en funcion de las coordenadas.

centro-sur y zonas cercanas a la costa, observamos valores elevados del precio. En el resto
visualizamos mayor variabilidad y en direccién este-oeste vemos hospedajes cuyo precio
por noche tiende a decrecer.

Al analizar la Figura 5.13 podemos observar cémo varian los datos con respecto a cada
una de las coordenadas. En este caso vemos, en el panel (b), una tendencia de los precios,
esto es, los precios tienden a aumentar en direccién sur. En el mismo panel notamos una
aumento en la variabilidad en la misma direccién. En el sentido este-oeste (panel (c)) no
observamos ninguna tendencia en el comportamiento de la media pero si heterogeneidad en
la varianza. Esto significa que en este contexto, también encontramos indicios de varianza
no constante en funcién del espacio. Para analizar la dependencia espacial realizamos un
grafico de dispersion h (Figura 5.14) en el cual observamos cémo varia la autocorrelacién
a medida que consideramos mayores distancias entre los sitios. Dicha figura muestra que
la presencia de autocorrelacién espacial es mayor para las distancias pequenas dado que

la pendiente de la recta ajustada tiende a ser mayor para estas distancias.
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Figura 5.14: Grdfico de dispersion h del precio de hospedaje en Singapur.

K1S K2IM K2ME KI1A KIM KOsph KOexp KUexp
MAE 81.33 83.06 81.65 81.97 8731 105.56  102.93 98.92
cor_obspred 0.52 0.50 0.51 0.51 0.47 NaN 0.24 0.28
RMSE 129.24 134.08 130.05 130.51 133.21  150.15 147.31  143.93

Tabla 5.4: Promedio del MAE, del coeficiente de correlacion de Pearson y del RSME (en miles)

sobre 50 repeticiones, para los datos de Singapur. Mejores resultados en negrita.

5.4.2. Resultados

Los resultados obtenidos se encuentran en la Figura 5.15 y en la Tabla 5.4. Hallamos, en
promedio, un mejor desempeno para los predictores no paramétricos, aunque entre ellos
no observamos grandes diferencias. De los predictores clasicos, el mejor desempeno lo tiene
el predictor kriging universal. En cuanto a la variabilidad de los errores, aunque notamos
grandes diferencias, el K1M es el que cuenta con el mejor desempeno en este sentido. En
particular observamos, tanto en el grafico como en la tabla, el mejor desempeno para el

predictor no paramétrico que solo considera las distancias (K18S).

En la Figura 5.16 reportamos las predicciones sobre el drea de interés y para todos los
métodos estudiados. Podemos observar como los métodos kriging clasicos realizan un pre-
diccion mas general y los métodos propuestos captan la variabilidad de los datos teniendo
en cuenta cada zona en particular. En el caso del kriging ordinario con modelo de variogra-
ma esférico, KOsph, predice el mismo valor en todos los sitios de la grilla propuesta, por
ello en el mapa (Figura 5.16) no se visualiza su comportamiento y no pudimos completar
la Tabla 5.4 al no poder hallar la correlaciéon ya que la varianza de los errores, de dicho

estimador, es cero.
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Figura 5.15: Distribucion del MAE, sobre 50 repeticiones, para los datos de Singapur.
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Figura 5.16: Datos de Singapur: Mapas predictivos para cada método.
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5.5. Conclusiones

En este capitulo hemos evaluado el desempeno predictivo de los métodos propuestos con-
siderando tres conjuntos de datos reales que se caracterizan por tener diferentes tamano,
diferente distribucion en el espacio y correlacién espacial a diferentes escalas. En el caso de
tener una distribucién de los datos sesgada y una variabiliadad notoriamente heterogénea,
los predictores propuestos muestran un desempeno competitivo, y hasta en algunos casos,

muestran mejores resultados que los predictores clasicos.



Conclusiones generales

Los datos espaciales, como datos correlacionados, vulneran los supuestos de independencia
de los modelos utilizados por la estadistica clasica. Como alternativa a dichos modelos y con
fines predictivos, en este trabajo consideramos a los datos espaciales como realizaciones de
un proceso estocastico espacial con el fin de brindarles un contexto aleatorio y asi modelar

y medir sus fuentes de variabilidad (i.e espacial e inherente).

Uno de los conceptos mas importantes para medir la variabilidad espacial del fenémeno es
el variograma, el cual es determinante en la definicién del proceso e imprescindible para
resolver el problema de la prediccién a través del método kriging. Los supuestos necesarios
para aplicar los predictores kriging pueden ser restrictivos y las decisiones necesarias para

estimar el variograma pueden tornarse subjetivas.

Como alternativa, en la presente tesis propusimos métodos de prediccion no paramétricos
partiendo de la combinacién lineal pesada, definida por los métodos kriging, pero con
pesos obtenidos de forma no paramétrica basado en estimadores de niicleos. Cada variante
de esta propuesta fue motivada por diferentes hipotesis de existencia del fenémeno de
interés. En otras palabras, logramos que los predictores no solo capten la hipétesis de
que valores cercanos son parecidos y por lo cual presentan mayor correlacién, sino que
también tengan en cuenta que pueden existir estructuras de covarianza diferentes y vecinas,
provocando valores cercanos pero disimiles. Ademas de ello, los predictores desarrollados
pueden adaptarse para considerar la mayor cantidad de informacion a partir de los datos

disponibles.

Las diferentes versiones de los predictores presentados obtuvieron resultados competiti-
vos al ser evaluados y comparados con alternativas paramétricas del kriging, tanto en los
ejercicios de simulacién como en las aplicaciones con datos reales. En los estudios de simu-
lacién propusimos diferentes escenarios construidos al variar las principales caracteristicas
y propiedades, tanto del proceso como del variograma. De ello obtuvimos resultados satis-
factorios en contextos donde el supuesto de varianza constante no se cumple (i.e. con datos
heterocedésticos), cuando nos alejamos de la normalidad de los errores y en el caso de con-
siderar estructuras de covarianza combinadas para definir el proceso. Con las aplicaciones

también pudimos visualizar las ventajas predictivas de las metodologias no paramétricas
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propuestas frente a los cldsicos kriging, siendo més notorias en algunos casos que en otros
donde los métodos paramétricos muestran ser una buena estrategia para predecir a pesar

de su menor flexibilidad.

Especificamente, en los casos donde existe autocorrelacién a grandes distancias, (mode-
lo exponencial y rango #; = 100) dos de los predictores que consideran la mediana del
vecindario, K2ME y K1A, son los que indican un mejor desempefio, particularmente en
los casos donde consideramos varianza no constante. En cambio en los casos donde la
autocorrelacién es local (modelo exponencial y rango #3 = 2) los predictores, anteriore-
mente nombrados, siguen teniendo un buen comportamiento a los cuales se le suman los
predictores K1S y K2IM, que consideran solamente las distancias y el Indice de Morén,
respectivamente. El predictor K2IM revela buenos resultados en los casos donde asumimos
varianza constante. Por tltimo los predictores que mejor captan la variabilidad en contex-
tos donde existen diferentes estructuras de covarianza, son los preditores K2ME y K18 los

cuales presentan, ademés del menor MAE promedio, la menor variabilidad en los errores.

Existen diversas lineas de trabajo que permitirian extender la contribucién realizada en
la presente tesis, las cuales proponemos como futuras lineas de investigacion. En primer
lugar, un estudio de influencia sobre el desempeno predictivo, tanto de los predictores
propuestos como en los predictores kriging, del tamafio de la muestra, de la asimetria de
los datos y de los datos extremos incluyendo la definicién, deteccién y analisis de estos
ultimos en el contexto espacial. En segundo lugar, la inclusién de modelos de variograma
anisotrépicos para la generaciéon de datos, con la respectiva evaluaciéon comparativa de
las metodologias predictivas. En tercer lugar, un andlisis pormenorizado de la estimacién
de los pardametros de suavizado con el fin de obtener una mayor eficiencia en el calculo
de los mismos. Adicionalmente, para completar la presente propuesta metodolégica en
términos tedricos, creemos necesario un estudio més exhaustivo sobre las propiedades
asintdticas de cada uno de los predictores no paramétricos propuestos; lo que planificamos
llevar a cabo como continuidad de este trabajo. Por ltimo, la extensién del enfoque no
paramétrico en el contexto multivariado, esto es, teniendo en cuenta variables predictoras
ademads de la localizacién y de la variable de interés. Tal propuesta consitiria en versiones
no paramétricas y semiparamétricas del denominado predictor cokriging, constituyendo el

eje de nuestro plan de trabajo futuro.
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