TIRADA APARTE DE MATHEMATICA NOTA - ARO IV - FASC. 4

UN PROBLEMA DE CALCULO NUMERICO

SOBRE LA INVERSION DE FUNCIONES DEFINIDAS POR INTEGRALES

APLICACION A UNA INTEGRAL DE LA TEORfA DE LAS RADIACIONES

1. En las aplicaciones del anlisis se presenta a menudo el
problema de la inversién numérica de funciones definidas como
cl valor de cierta integral para valores variables de uno de sus ex-
tremos de integracién. Desde luego que, en el concepto, ese pro-
blema no difiere de cualquier otro de inversién, por cuanto si,
en via de ejemplo, la integral se efectia, como es generalmente
posible, por un desarrollo de Taylor, se tratard, después de esto,
de invertir la serie, lo que eventualmente podra hacerse por un
procedimiento de coeficientes indeterminados, que eventualmente
puede pensarse completado por prolongacion analitica. No es
luego un problema conceptual el que queremos enfrentar, sino
uno de calculo efectivo.

Notamos también que el problema tiene sus antecedentes
clasicos, siendo el aludido el modo de definicién de muchas
principales funciones habituales, tales como integrales elipticas,
funcion de errores (de Gauss), logaritmo dntegral, y, si se quiere,
también logaritmo y funciones trigonométricas inversas (de-
cimos, si se quiere, porque en estos Gltimos casos son didactica-
mente e histéricamente las funciones inversas las que se pre-
sentan primeras, de modo que el problema ya no existe). Es-
tos casos clasicos indican para el problema propuesto una solu-
cion que diriamos banal, consistente en la tabulacion; es evidente
que ésta puede hacerse partiendo indiferentemente de una cual-
quiera de las dos funciones inversas entre si y por tanto, cuan-
do esto sea comodo, por el célculo numérico de la integral;
bastando después leer la tabla en doble sentido, eventualmente
con el auxilio de interpolaciones, como se hace en efecto co-
rrientemente con las tablas de logaritmos y de funciones gonio-
métricas. Podemos agregar que el método es efectivamente am-
pliamente aplicado en la actualidad también para funciones menos
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comunes, por cuanto muchisimas son las funciones que se en-
cuentran tabuladas, si no en los libros que estin habitualmenie
en las manos de todos, por lo menos en una u otra memoria o
publicaci6n especializada. Pero, precisamente en estos casos puede
a menudo considerarse menos practico ir en busca de la tal publi-
caciéon —ademas de que no siempre la aproximacién de la tabla
corresponder4 a la deseada — que proponerse directamente el pro-
blema de efectuar la inversion numérica correspondiente a los
valores que interesan de la variable, con la aproximacion que
interesa, y con el minimo ntimero posible de operaciones. Es
natural que el problema asi planteado podra tener soluciones
mis o menos diferentes en cada caso especial. Vamos a tratar a
continuacién extensamente uno de estos casos que puede servir
de ejemplo. :

2. Se demuestra en la fisica teérica que un haz de particu-
las cargadas (electrones o protones) de velocidad determinada
sufre una dispersi6n por la cual el radio de la seccién del haz nor-
mal al eje crece con la distancia del origen, de manera que, in-
dicando con z=r : R la razoén entre los radios en la distancia y
y en el origen, vale la ecuacion diferencial

dz

gy:A Jlog =

donde A es una constante que depende de las condiciones expe-
rimentales (1). _

Se integra ficilmente esta ecuacién por separacién de las
variables, obteniéndose por tanto

@x

‘__l dz 1)
y(:l;)‘— A Vlo?: A

1

(*) Se encuentra esta ecuacién, por ej. en: M. KNorLL und E. RUSKA, Bei-
trige zur geometrischen Elektronmenoptik, Annalen der Physik (5) 12, 1932, p.
607-661 y en R. D. FowLEr and G. E. GIBsON, The production of intense
Beams of positive Ions, Physical Review (2) 46, 1934, p. 1934, p. 1075 y sigtes.
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La integral del segundo miembro se desarrolla facilmente
en serie entera, convergente para todos los valores de la variable).

Supongamos para eso, como haremos en todo lo sucesivo,
que sea A=1; el caso de A cualquiera se reduce a éste con el
cambio de variable Ay=y'.

Pongamos entonces

logr=2,"s 213, — do=20e" dC;

resulta
& P d0=2] (10— G o )dL
Vlogw _/ ( T2l 3!
7 s atpel ' sy gipaesal vy L
2(¢+ ‘C+52'C+731l+ €S
es decir
pE z 22 28 2n
— (I o s =R (e (1)
=2l ghean t ma i Sgma i 2

Es evidente que puede a menudo interesar determinar el
valor de x que corresponde a y dado; puede por ej. observarse
que el experimentador puede variar arbitrariamente la distancia
¥, la cual por lo tanto funciona como variable principal, mien-
tras x se sigue como resultado experimental. De cualquier ma-
nera, y sin preocuparnos de razones practicas, nos proponemos,
como problema matematico -y de calculo numérico, estudiar la
inversion de la funcion y(z) (2).

(*) Este desarrollo se encuentra dado en una nota de la pig. 1084 de la
memoria citada de Fowler y Gibson; independientemente nos ha sido indicado
en una conversaeién por el Dr. Manuel Sadosky.

(*) Por esta razén consideramos el caso de que se quiera determinar los
valeres de y(#) con una aproximacién asignada, que puede ser e@vada. Para
quien lea la mota con intencién practica debe por tanto estar sentado que mu-
chas de las cuestiones tratadas se reducen enormemente por cuanto se pre-
tenda tan solo una débil aproximacién.
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Como notamos en el parrafo anterior no existen dificul-
tades para invertir, alrededor del origen, la serie (2) o, més
generalmente escribir el desarrollo de Maclaurin de la funcién
z(y); en efecto, como mostraremos en detalle en el n. siguiente,
podemos calcular de esta funcién las derivadas sucesivas; se ob-
tienen entonces facilmente los desarrollos (ver n. 3)

S ML o ¥\? L S gL
()= 5 7—083(%) +028 (5) 0.263 (E) s |
1 1 7 147 o
S o N Sl P 4L S g8 Sl b Bl
AR A Tee? des e

pero se ve facilmente por la simple inspeccion de los, coeficientes,
que estas series, para valores de y no muy pequeiios, en caso
de ser convergentes (1), lo serin muy lentamente.

3. Para resolver esta dificultad conviene enfrentar directa-
mente el problema de la inversién sin tampoco pasar, en un prin-
cipio, por una integracién como la (2). ;

Consideremos el problema en su forma inicial, es decir, (su-
poniendo siempre el coeficiente A=1): calcular con determinada
aproximacién la funcién x(y) definida por la ecuacion dife-
rencial

d JIEAR
3y =18 ()
con la condicidn inicial que para y=0 sea x=1; el desarrollo
de Taylor de esta funcion alrededor de un punto (z,y) cualquiera
(por ej. precisamente el (1,0)) se puede escribir facilmente
calculando las derivadas sucesivas (2) mediante la relacion

df(@) _ df(») de (),
dy dr dy '

(*) La determinacién del radio de convergencia de estas series no tiene in-
tetés directo para el objeto de esta nota y es problema de naturaleza analitica
més elevada que reservamos para otra sucesiva. :

() En el mismo modo, mejor que por inversién algebraica de la (2), se
calculan en efecto las (3).
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. Poniendo por f(z) la (4), se obtendra asi la derivada se-
gunda y sucesivamente poniendo la derivada n—1-ma se ob-
tendra por recurrencia la n-ma. Se obtienen de esta manera las
derivadas siguientes que son las que vamos a utilizar:

d2x 1

d_y‘“’_2a: Jlog

d%- e Vlog = déz _ 4logz—1

1
Vog z=—
ogx

dy3 222 1 dyt 423
(6)
Y 2 p—
déz. 12log 2—17 m déz _ 96 log? x—92log z+7
, dys 8zb

dys =7 dat

dﬁ i 480 log? z—652 log 4127 s
dy? 86 i

Se reconoce también ficilmente por induccién la forma ge-
neral de estas derivadas, para n=3:

drx P,(log x) .

i et A - Je | 3 =2 3

i i Vlogx, para n impar =2v- . :
dnz _ P, (log x)

i et para n par =2v-2

donde P, representa un polinomio de orden v de la forma
P, (logz)=(n—2)! log¥z —c,log* 1z + cplog*2z—...; (8)

(basta, para la demostracién, suponer ciertas las formulas para
determinado n y efectuar la derivacién sucesiva aplicando la
(5)). : :

Como primera aplicacién de estas féormulas obtenemos el
desarrollo de x(y) alrededor de y=0

1 yi_l_lye__.. (9)(

1
a7 i 2 et v e s
it P T e e
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Pero més utilmente que el desarrollo en serie va a servir
la férmula de Taylor con el resto de Lagrange, que nos permite
calcular la aproximacién prescindiendo de la convergencia; con
la doble ventaja de que, no solamente se aparta el propio pro-
blema de esa convergencia, sino que, como serd facil notar, la
formula dard resultados utiles para el calculo, aun cuando la
misma no se realice.

Ay

4. Para nuestro estudio nos conviene aplicar las considera-
ciones precedentes, poniéndonos en condiciones un poco mas ge-
nerales. Supongamos que, de una manera cualquiera, -se haya
determinado un par de valores correspondientes de z,y y sean

@,y (por ej. habra podido fijarse el valor de x, calculando

luego y mediante (1), (2)). La férmula de Taylor nos da que

b 2 d h2 /42 hn—1 ,dn—1g
z(y+h)y==z4 h(d—;)_'—E(I;;) e W(W%) + R, (10)

donde las derivadas en paréntesis se entienden calculadas en el

punto (;, ;') y

S (0<9<1). (11)

CE dyn )y=§+1‘Fh

Los coeficientes (d’w
: % 3 d"yl‘ ‘ ‘ s
las (6) z== y (10) podré aplicarse para calcular z(y)==(y+h)

) se calculardn poniendo en las férmu-

para todos los valores de h=y—y para los cuales (11) resulta
inferior al error admitido. Para la discusién correspondiente sera
util notar que de las expresiones (6), (7), (8) resulta en seguida
que todas las derivadas consideradas decrecen rapidamente en
valor absoluto a partir de cierto valor de @, porque el logaritmo
crece mucho menos que el namero. Serd conveniente de-
terminar el Gltimo mAaximo de ese valor absoluto; se encuentra
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n

que para n=4,5, 6,7 este ultimo maximo de T se realiza
)I
respectivamente para (1)
logw’:z— $ —7— S | 02 e
: 12 8
' =1,792, 2,399, 3,065, 3,84. _ (12)

Se sigue que en la evaluacién de R,, para h>0 y para va-

lores de z respectivamente superiores a los 2’ (12), podra siempre
aceptarse como valor por exceso el que corresponde a x=2’; al

contrario, para valores de x inferiores a los (12), podra todavia
aceptarse como valor prudencial aquel que corresponde a z=21/,

siempre que dentro del intervalo -2’ el valor absoluto de la’
derivada no alcance valores mayores que dicho méaximo.
Esos maximos son respectivamente

4 5 6
max 2% — 0,058, max $%=0,0248, max % —0,00825,
dy+ dy® dy®
3 :
max 5% — 0,0048. (13)
dy?
Se calcula ficilmente que la ultima condicién se realiza

para x =" donde respectivamente

*"=1,094 16" 227 292.

Para cada uno de estos valores de 2” se calcula ficilmente el
valor de y=y" por medio de la férmula (2) u otra equiva-
lente (cfr. n. 11); convendri en todo caso aproximar por ox-
ceso poniendo, por ej., :

x”:l,], 1,6 2,3 3
y’=0,733 1,62 249 382 (14)
(*) El célculo de los méximos aludidos aqui y en las lineas siguientes re-

quicre Gnicamente la vulgar aplicacién de reglas elementales; se deja por
tanto al lector la verificacién.
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5. El método de calculo que vamos a exponer consiste en
la idea siguiente: vamos a determinar una sucesién de pares de

valores de x,y que denominaremos

(@0 ¥0)s (B1Y1)s <+ (Zrde)s oo ‘ (15),
para ;>x”, _Ty>y”, y
(T_g Y=1)s (Z=g¥—2)s « o= (16)

para x<<a”, y<<y”, tales que los valores de la funcion x(y)
para valores de y comprendidos entre dos de estos valores de y
se podra calcular con la aproximacién requerida por medio de
la férmula (10) cortada a un determinado n—1 y despreciando
el correspondiente R,; y lo importante serd que el nimero de
los intervalos en que resultara dividido el dominio de los posibles
valores de y serd extraordinariamente reducido en comparacion
con cualquier forma de tabulacién.

Pero los dos casos de y>7y” y de y<<y” deben tratarse en
modo diferente.

Empezando por el primero (y>y”; subindices positivos),
pongamos, para valores correspondientes de x,y, cuyo célculo

se supone depender de la formula (10) con z=g,, y=1y,,
z—z.=k y—y.,=h; 17
por el teorema del valor medio es

ke
Vlog (z,+nk)

h\

(G<h <)

Si se supone primero que k>0, se sigu-e que

i
Vloga:,

(18)

por lo cual el valor de R, (11) serd menor de lo que se obtiene
sustituyendo en lugar de h el segundo miembro de (18); por la
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hipétesis y>y”, se mayora ulteriormente R, al ponmer $=0.
Si por tanto ponemos por brevedad

i T (19)
resulta
(Ral<— 1 Hork,
a,n1
y serd ciertamente
|Rn|<e
cuando sea
ik dr e I{i—_-km. (20)

nr

Si € es el limite superior de error admitido en el cilculo de
z(y), este valor de k,. (u otro menor), podrd luego asumirse
como anchura, a la derecha, de un intervalo z,.—z,.+ky, tal
que, en cuanto el valor de y=y,.+h sea contenido dentro del
correspondiente intervalo y,.~y.+h,, el valor de =z(y) serd
proporcionado con la exactitud requerida por la férmula (10)
cortada como se dijo. ;

Importa notar que el ntmero y,+h,. estd determinado
por ,+k,, por medio de la integral (1) (u otra expresién equi-
valente); resulta por consecuencia determinado el niimero hj,, el
cual, por el razonamiento anterior sera tal de hacer, para cual-
quier x>z, '

dng
d’yn

h n

b (/P

nl

se sigue que, poniendo en (10) z=wx.+k,., y=y,+ h,,, podra
la formula aplicarse por valores negativos de h, en valor abso-
luto <h,,, para calcular con la aproximacién requerida :el
valor de z(y) para y a la izquierda de y,+h,.

Sigue de estas observaciones la construccién siguiente de la
sucesién (15): Elegido convenientemente el valor z,>z” {como
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vamos a puntualizar después) se determina por la (20) kno; pon-
gamos luego @’y =1xy+ ko y, por medio de la misma (20) don-
de se ponga ', por z, calculemos una %’,,; pongamos x,=
ay+ K O_a:o-l—k,,o—l—k,,o, sobre z, se opera analogamente, po-
niendo siempre, en modo recurrente

Triy=%p o knr g k'nr

donde kp. y K’n. se obtienen respectivamente de (20) y de la
féormula aniloga donde se ha cambiado z, en #,= z,.+ky,.
Una vez determinada de esta manera la sucesién de los x,, se cal-
culan los correspondientes y, segin la integral (1) (ver maés
exactamente n. 11). Se pueden entonces calcular los valores de
z(y) aplicando la férmula (10) por valores positivos y ne-
gativos de h=y—y,, siendo el y, determinado por’ cada y de
manera que sea, por valores negativos de h, |h|<h'p._, y por va-
lores positivos de h, h<h,. (donde h,,, I, tienen significado
evidente por lo que antecede).

(Para determinar los h,,, h's, serd necesario calcular los na-
meros y’, analogamente a los y,; pero, mientras los y, deben
calcularse con toda la exactitud para que la sustitucion en
(10) lleve a un error no superior a ¢, este otro cilculo podra evi-
dentemente hacerse con aproximaci6n grosera).

Para r=0 no tiene sentido h’_;; se pueden sin embargo re-
petir las anteriores observaciones relativas a la aplicacion de los
resultados obtenidos a valores negativos de h, teniendo en cuenta
la definicion de los nameros z” (14), para concluir que vale
lo dicho atin para r=0 con tal que se ponga

h’_; =min (h,, i y").

Esto proporciona el criterio para la eleccién del z, de par- -
tida, pues serd conveniente que la diferencia |hy—h'_;| resulte
posiblemente pequeiia.

6. Para la aplicacion numérica es util observar que, lo
mismo que la derivada n-ma, la funcién H,, tiende a 0 al cre-
cer «,, con variacién muy lenta (tendiendo asintéticamente a la
forma Clog—1z,) y que, por otra parte, por presentarse en la
férmula (20) bajo™/ , en denominador, pequefias variaciones
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en su valor influyen muy poco sobre el valor de k,,; por estas ra-
zones, y considerando que siempre estid permitido sustituir a kj,,
un valor minorante, con el unico efecto de acortar un poco los
intervalos de aplicacién de (10) con determinados coeficientes,
podra mantenerse constante el valor de H,. para amplios do-
minios de la variable y, en el miximo valor correspondiente al
extremo inferior de ese dominio. La férmula (20) toma en-
tonces la forma simplificada

n—1

= tn, T (21)

Se calcula féicilmente que para n=4,5,6,7 la funcion
H,(z) alcanza su miximo valor respectivamente para los va-

lores z==x

1,65 3,22 5,99 10,80

8
i

% ‘ A (22)
logz =0, 1,166 1,79 2,38

y estos maximos son
H*, =0,042 H*;,=0,011 H *;_= 0,0045 H *,=0,0024. (23)

Teniendo en cuenta los valores de ']‘/_e proporcionados por la
tabla
Elin — 5 6 1
0,1 0,563 0,631 0,681 0,720
0,01 0,317 0,398 0,464 0,518 (24)
0,001 | 0,178 0,252 0,317 0,372
0,0001 0,100 0,159 0,215 0,269

se obtiene luego que, para la aplicacién practica y para los va-
lores de ¢ de la forma 10-¥ (v=1,2,3,4), pueden adoptarse, por
valores de = no excesivamente grandes (unos cientos), los siguien-
tes valores de las constantes c,, en la formula (21)
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§ ln=4 1B 0B i

0,1 1,24

0,01 07 099 1,14 (25)
0,001 0,62 0,78 0,88

0,0001 0,563 0,638

Para dar una idea de como efectivamente es reducida la
variabilidad del coeficiente c,, por efecto de un més riguroso
calculo de la funcion H, basta notar que para =200 se obtiene
precisamente H;=0,0042 en lugar del H*;=0,011; pero po-
niendo ademas, por ej. e=10-2 el coeficiente c; pasa por eso
al valor 1,19 en lugar del 0,99 de la tabla. (Ver sin embargo
en el n. 10 una aplicacion de esta variabilidad).

7. Consideremos, para hacer un ejemplo concreto, el caso
de poner

o 10;2, n—o.
Elegiremos
25—=4,
un poco superior a ©=38,22; resulta entonces (con los simbo-
los del n. b5)
ky=0,99.408=3,03, *y=4+3="17
Yo=y(4) =3,96014 (%)
Y o=7(7) =6,41176
ho=6,41—38,96=245,  y,—y"=3,96—1,62=2,34;

la eleccion de x,=4 se demuestra por tanto apropiada por re-
sultar muy préximos entre si los nameros hy, y y,—y”. Serd

h—l == 2,34.

Para el calculo de los sucesivos ntimeros ,,%’, pondremos

(*) Para el célculo de estos ntimeros ver n. 11.
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en (21) c; =1 como valor aproximado de 0,99, lo que estd
justificado, ademas que por la aproximacién efectiva, por el
hecho de que ¢, es creciente con z, (1); tenemos por tanto

k5r = er,S
y luego la sucesién
xo=4 Ty =11,79 | &3==20.68 " £;=65637
®o="T, y=18,99 x,=44,63 x'3=93,70
(26)
z,=131,49 x5 = 245,05
a7y =181,05 x's = 326,59

Si, llegando a x; estimaramos conveniente aprovechar el
valor 1,19 del coeficiente c; segtin la observacion final del n. 6,
para ampliar el intervalo de confianza de la interpolacion, ob-
tendriamos

@’y =342,08.

Para estos valores de « convendra calcular, conforme a las
ideas del n. 5, los valores correspondientes de y, problema
éste del cual nos ocuparemos mas adelante (n. 11).

8. Para los valores de (x,y) inferiores a (z”,y”) dejan de
poderse aplicar las consideraciones precedentes por el hecho de
que la funcién que define el resto R, deja de ser moné6tona y
también alcanza valores absolutos bastante elevados. Para los
casos de n=4 y n=>5 no se pone verdadero problema, porque
esos valores estin dentro del dominio de convergencia de la serie
inversa (9).

Para cualquier caso basta observar que, tratdndose de inter-
valos finitos, y también de anchura muy reducida, y siendo las
derivadas acotadas, se podra calcular, en funciéon de una cota
superior de las mismas, una anchura minima de intervalos de

(*) Al final del n. 6 se vi6 que pasando z del valor 3,22 a 200 el valor de
¢sr pasa de 0,99 a 1,19 es decir crece en la razén media de 1 °/,; pero sabemos
también que el crecimiento es relativamente méas répido para los valores pequefios.
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validez de la férmula (10) (sin resto) y dividir dichos inter-
valos en partes con esa anchura.
Asi, notando que, para cualquier =1

dtx = il
dyt 4’

)
]

(R
se ve que serd siempre R,<<10-2 para h=< 7 0,96; se sigue que
para ¥y =<0,99 se tendra el valor de z(y) con error < 0,01 por
la férmula (ver (9))

yZ

=1 7
z(y)=1+ z

Y que, siempre con error <<10-2 podra calcularse el valor de
x(y) para y <2 por medio de la férmula

2(0,99 4+ h) =1,235+ 0,459 h + 0,2D2 h2 — 0,0251 h3.

Anéilogamente, considerando los méximos médulos de la de-
rivada sexta, se obtiene que para y=<0,97 se calcula con error
<10-3 con la férmula

2 4
(y)=1+ TR

y que el valor de x para cualquier valor de y<2,05 esti dado,
con dicha aproximacién por

x(0,99 + h) =1,228 40,4532 h + 0,2041 h2 — 0,0250 h3 -
—0,0010 h% + 0,0019 h5.

9. Resumiendo estos resultados aplicindolos, para fijar las

ideas, al caso tratado ya con més detalle en el n. 7, podemos
concluir que, por medio de 7 férmulas del tipo

2(y,+h) =, + ayh + a5, b2 + a5, b8 + a,he

(r=—1,0,1,2 3, 4,5; y_,=0,99),

22 ame smw
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estamos en condicién de calcular el valor de x(y) con error
<102 para todos los valores de y entre 0 y 200.
Los valores de los coeficientes estan dados por la siguiente

Tabla A (1)
a1y agy asy (27 (237 (2773
X_,— 1,2350,45942(0,20243  |—0,25102.10~1|—0,86109.10-8| 0,17740.10—2 |—0,4963.10~3
X, = 4 1,17741 (0,62500.10—1|—0,61323.10—2| 0,78977.10—3|—0,923825.10—4 | 0,1084.10—4
x;, = 11,79 | 1,57075 [0,21204.10—1|—0,94167.10—38| 0,56372.10—4|—0,38287.10—5 | 0,2774.10—6
X, — 29,53 |1,83995 | 0,8466.10—2/—0,17583.10~3| 0,50733.10~5|—0,16950.10—6 | 0,6153.10—8
X3 = 65,37 | 2,04452 (0,38244.10—2|—0,39871.10—4| 0,58621.10—6{—0,10068.10—7 | 0,1890.10—9
X, —181,49 |2,20883 [0,19015.10—2|—0,10646.10—4| 0,84838.10~7|—0,79351.10—9 | 0,3112.10~11
=04l 2,34552 |0,10202.10—2|— 0,3255.10—5 0,1487.10—7|—0,79976.10—1¢| 0,4728.10—12

10. A propésito de los niimeros que preceden es importante.
en el orden practico, la observacion siguiente: hemos tratado en
forma general el problema del célculo de z(y) con dada apro-
ximacién, suponiendo esta asignada a priori y suponiendo que
de ella tuviera que depender la eleccion del valor de n y la de-
terminaciéon de una tabla de valores fundamentales como la (26).
Débese notar sin embargo que tal tabla no esti determinada por
el problema en modo necesario, pudiéndose siempre sustituir por
otra donde los intervalos, convenientemente elegidos, sean més
cortos. Asi, si se propusiera calcular Gnicamente con la aproxi-
macién de 0,1 podria ser conveniente utilizar férmulas con 4
términos solamente y la tabla (25) con la férmula (21) indica
entonces poner

kg=1.24.0 50 (27)
lo que llevaria a empezar nuevamente todos los célculos prepa-
ratorios.

Podemos sin embargo utilizar los mismos valores funda-
mentales proporcionados por la tabla (26) considerando que para
=317 \

1,24 20475 < z0,80;

(*) Estos coeficientes fueron calculados con muchas méis cifras de lo ne-
cesario para la aproximacién indicada para tener en cuenta las observaciones del
parrafo siguiente.
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Y que, por otra parte, calculando nuevamente H, para =173 se
encuentra que para x>73 puede ponerse (1)

ke, =2,6 2,07,
y se tiene entonces
k4r = er.SO

para valores de z, hasta el orden de 108.

Una observacién analoga puede hacerse en el caso de querer
una aproximaciéon mayor, por ej. en 10-3. En este caso los
coeficientes c,. dados por la tabla (25) resultan sensiblemente
<1, pero, creciendo n, crece el exponente de z, en la (21), lo
que tiene por consecuencia que para n==6, o 7 podra todavia
aceptarse la limitacién k,. < =,080 salvo eventualmente para pe-
quefios valores de z,. Asi, tomando n="17, tendremos’

k7, =0,88 2,085 < g,0.80

por
T =94,

Comparando con la tabla (26) o A se ve que puede la
misma todavia utilizarse con sélo adoptar por z, el valor

y calcular para los valores de y<5,5 por medio de férmulas
como las del § 8. ;

Con estas consideraciones una tabla del tipo A adquiere
caricter universal para la aplicacion a diferentes Ordenes de
aproximacién, desde luego a costa de una subdivisién, a veces,
en intervalos menos anchos (y por tanto mis numerosos) de
lo estrictamente necesario.

11. Vengamos ahora al célculo de los valores y,=y(x,),
y,=y(«,). Como notamos varias veces, este cilculo puede ha-
cerse por la férmula (2), siendo el segundo miembro convergente
para cualquier x; pero el nimero de términos necesarios para
obtener una dada aproximaciéon se hace extraordinariamente

(*) Se observé en el n. 6 que en general el coeficiente ¢, , varia de-poco
cuando z, crece; evidentemente, por las razones dichas, tal variabilidad re-
sulta mayor cuando 7 se elije menor.
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grande al crecer x; para evaluar el resto que corresponde a
cortar la serie al término de grado n, basta notar que de (2), es
decir

e i
y(w) 2 long (2n—{—l)n'
se sigue
2 logrx
G dO - 00 S v (p
2 logacn=0 (@ntD)nl y(x)
2 lognzx logpttz  ®  logz,’
_l_ .
S ””{n— Gt @) (pi) = (pi2 )}
Para p+2>logz la diferencia de los miembros extremos
AR
2log?tzz 1
(2p+3)(p+1)! 1 loge
p+2

da una acotacién del error (por defecto) que resulta al tomar
como valor de y(x) el primer miembro.

Mucho més rapidamente se aproxima el valor de nuestra
integral con las consideraciones siguientes:

Cualesquiera sean a>b>>1 se tiene por una integracion por

partes
A dx _[ z ]a_Llj dx
J Viogz Llogz » = 2 J log%z‘

Yy, repitiendo p veces analoga operacion,

a

dx z a 1
> 2pastte e
J Vlog [Vloga; ]b 2 [log : :LJ
3.1 & Ta
= = +... (28)
e Llogz 2+1a: ]b
18 s(aot)
o = i

log72
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Se nota en esta férmula que, si la diferencia a—b es un
poco grande, los primeros términos del segundo miembro son
grandes de manera que, opuestamente a lo que ocurre con los
primeros términos de las férmulas (2), ellos proporcionan
inmediatamente una parte importante del valor de la integral
del primer miembro. Pero se nota también que, mientras el resto
representado por la ultima integral es siempre positivo, los tér-
minos integrados, a partir de un cierto r, resultan negativos; pre-
cisamente la condicién necesaria y suficiente para que

x a e
L0725 M NS >
2r—1 T T 0

log7 27
es que, poniendo

loga=a, logb=5,

sea
2r—1 o—_

2 glo g (29)
g

aQ

Se sigue que, para aplicar Gtilmente la férmula (28), debera
suponerse

PS

a—fB 1
T

1A

4

log

™| R

porque, para valores mayores, la parte integrada diverge del

valor del primer miembro, creciendo por consiguiente el resto.
Se puede analizar méas precisamente el fen6meno observando

que, para r fijo, la funcién '

2r—1
‘x:log 2

es minima para i
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se sigue que para sacar delaférmula (28)elméaximo provecho
es conveniente que, no solamente los términos integrados sean
2r—1

=

positivos, sino que, en cuanto sea posible, los nimeros exp

no caigan dentro del intervalo @~ b, porque so6lo asi los términos

integrados dardn su méxima contribucién en el valor buscado.
Sobre la base de estas observaciones obtenemos la regla

siguiente para el cilculo numérico de la funcién y(x):

Para < Ve se aplica con toda comodidad y conveniencia
la férmula (2); en particular resulta

el ot ki s e Lo ft ot S
6 40 336 3456 42240 599040
, :

i Y 196R0924 =
9676800 ) y

Para valores mayores de «, supongamos calculados una vez
para siempre los ntimeros

2741
e 2
dz
Yr': 1 2r4-1
2rq l0g 2 @
e 2

(sobre este céalculo volveremos maés adelante); ponemos ademés
1
logz==2 t=parte entera de ( z+4 ?) A

Se tiene

1.8...(2t—1)
oS KT L

y(x)_fv——: o+"Y1+‘—Y2+ -+

+[Vlomgzz;]:7+%[ fg ]e§2‘+§—[ xg s o

2 log



I8 G T e S
o]
138...(2-1) [ do
st U B R T

e 2 logTa:

Para el célculo de R, lo mismo como para el calculo de
los nimeros Y, que coinciden con los valores de la integral que
figura en R cuando por z se pusiera su limite superior

2t4-3

exp , debe excluirse, salvo para los valores pequefios de

t (t=2), un desarrollo en serie anilogo a (2) que daria lugar a
las mismas dificultades sefialadas anteriormente; pero podemos
notar que, por la propiedad de minimo que sirvi6 para deter-
minar el extremo inferior de integraciéon, se puede prever que,
dentro de los limites de la integraci6n, la funcién integrada se
mantiene, ademés que pequeiia, sensiblemente constante y por lo
tanto se obtendrd radpidamentz una buena aproximacién con
la simple aplicacién de férmulas de cuadratura como las de
trapecios o de Simpson.
En efecto, poniendo todavia z=Ilogx, resulta

z dz v # edz
BHL B T I BRELY
e 2 log 2 x A

las derivadas segunda y cuarta de la funcién integranda, en la
segunda expresion, son respectivamente

& (12, (2t+1)(2t+3))

2%2& z b
o
e 2(2t+1) | 3 (2A+1)(2t+3)  (2t+1)(26+3)(26+5)
(1- +2 =
e 8 2 22 223

g (2t41) (2t—|—3) (2t4b) (267 ))
_ 1624
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y se calcula ficilmente que ambas alcanzan su méximo valor
para

2t41 SZSZH—S
AR T

en el extremo inferior del intervalo, siendo estos méiximos res-
pectivamente

(2H—1 22 ( Ze | 2H 12(2645)
- 2 2t+1° ‘2841 (26+1)3

la anchura del intervalo de integraci6n es

2141
e U=l
75 2 ==

(=1 sé6lo en el caso extremo de los ntimeros Y,). Por una regla
conocida (1) se sigue que el error resultante en el cilculo de R
(o del término en Y, .de (30)) por dividir el intervalo de inte-
graciéon en n partes iguales, serd, en el caso de aplicar la regla
de los trapecios:

(2t—1)! ( 2e )‘Z'f;l B (31)
22t.3(t—1)1(20+1) 2641/  n?

y en el caso de aplicar la regla de Simpson:

(2t—1)1(2t+5) (2e 2

: '32
22043 T5(¢—1)1(2¢+-1)8 \2t+1/  nt 52)

Si cada una de estas expresiones se divide por la misma
donde t se haya sustituido por ¢+ 1 se obtienen respectivamente
las razones

1 (2t+3 e
2t+1 )

(*) Ver p. ej. LEVI - Analisi algebrica e infinitésimale p. 344 y 348 - DE

LA VALLEE - POUSSIN - Cours d’analyse infinitésimale 3me. édicién. T. 1, p. 398.

c
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1 (2t+3 24T (2148)(2645)
e ‘2i+1 (2t+1)(2+7) °

en la segunda hemos aislado el altimo factor, siempre >1, pero

muy préximo a 1 apenas ¢ crece; por ej. para.t=3 vale 1,1;
i : 2t-+1

despreciando este factor y poniendo —p =1 esas dos razones

se escriben

i ) 14\7+3
;(1+;) ’ :(1+;) _’

es decir

exp [——1-|—(n+2) log(l—l——nl—)]

1 1

il
=exp [—1+(T\+2) (—11——2—712-1—3‘115—..)]

>ex [2ﬂ2+3ﬂ—2 ——1]=ex e
Pleidas P "onz

5n—2
2’

exp [—1+(n+3) log (1+%)]>exp

Esta observacién nos conduce a las conclusiones siguientes:

Sea al aplicar la férmula de los trapecios, sea para la de
Simpson, la exactitud crece al crecer ¢; sin embargo la razén
del crecimiento disminuye al crecer ¢, tendiendo a 1 cuando {— .
Pero esta razén para el caso de la féormula de Simpson es to-
davia sensible (>1/§) para t=4.

Calculando (31) y (32) para I=1, n=1, t<4, se obtiene
para los limites superiores de los errores:

t=1 {form. detrapecios 0,07 férm.de Simpson0,00026

t=2 0,05 0,000063
=9 0,02 : : 0,000021
t=4 0,013 - 0,00001 ;
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en general la razén entre el error resultante de la aplicacion de
la formula de trapecios y el que corresponde a la formula de
Simpson es del orden de 1 : 200 (2¢— 3).

Si por tanto suponemos querer calcular los nimeros de la
forma ¢, Y, que comparecen en la formula (30) con error <10-5,
nos convendrd aplicar la féormula de Simpson con n=2 hasta
r=4y con n=1 para valores mayores de r.

He aqui, por ej., los caleulos detallados de Y, y de Y.

2 .
2 o2 dy

i it
1zl
2

debe calcularse la funcién integrada para

2=1% 450,25 k=0,1,234

:ilg =logwe + & 5’%— 3 logso (0,5 + k. 0,25)

2 logyo

log,, e = 0,4342945

3 logy, 0,5 = 1,0969100 elfe 0.5

s s = — 0,6686922 __ — 4,663288
13373845 108 g59,= 0,5%
Anélogamente
20,75 : e el,25 e1,50 )
S AR £ _ 2718282 — 2,497486 = 2,439522
0,75%: — e 1 ] 1,25%: 2 > 1,503 2
1/ e05 20,75 e el,25 e1,50
g (e S e SRR AR W MRS L B ST g
s ( 0sn T 0 TP T T 125% T 150% it vl

1L

’ 2 ez dz Y
Y“:fgﬂ o= k05 (=012)

2

2 log % = 9log e + kloge— 11 log (4,5 + k. 0,5)
Z‘ 2
S 6 e 2 55 _ .020731
sy = 0022056, g = 0021239, A =0,

Y = —(])L (0,022956 - 4.0,021239 4 0,020731) — 0,0214405
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Se obtienen de esta manera los valores

Y, = 2,963887 Y,=1,345976 Y;=0,437183
Y,=0,107982 Y,=0,214474.10-1 Y,=0,355820.10-2
Y,=0,506718.10-3, ...;

se ve que las Y, decrecen bastante ripidamente al crecer r, lo

que debia preverse observando que

2r-41

P} _ez e2'+1
Yo=d g= ( = ) dz
A o 13
3’-—2‘—1 z7s  (e41)2

i

il oS Rt g 2] :

—fm-lz?";l[l e R
2

sin embargo debe tenerse en cuenta que, después de los primeros,
los factores por los que se encuentran multiplicados en (30) van
creciendo de manera tal de eliminar la ventaja de la aparente
despreciabilidad. '

Los términos iniciales de la f6rmula (30) resultan en efecto

Y,=1,68092 Y *= %Y1=1,48194 Y %Y2:1,00948

3.5 857

Y= boe Y;=0,81972, Y j*= Y,=0,70868,

Y. * 3.5.7.9 3.6.7.9.11
5 " _—4.———

s = 5 Y,==0,68837, ¥ *= Y,=0,57793

v 86791118
BRI S R BN

Y,=0,53496, ...
128

La férmula (30) permite ahora calcular los nimeros ¥
y(2',) que habian quedado en suspenso en el n. 7 y esto con
relativa facilidad y con toda la aproximacién requerida den-
tro de los cinco decimales que hemos adoptado para nuestros
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Y*_. Se obtiene:
e Tl e R
Al rh PO o
y( ) s [I/logw ]V_+ 2 /V_log3/2:l7
3 1
\ 4 5 ™)
=Yo+[ bd ] +Y*1—lfe2—dx
oge e 2], s
=3,96014

x 4 i x ( L 1 dz
7) =Y, +7* +[ ] +—[———] e L
¥(7) 0 1 ’—log:l; b 2 [log2 & R logb/2

=6,41176

Como ejemplo he todavia aqui el cilculo de.y (245):
log 245 =5,501259, t=>5

y(245) =Y+ Y* L Y* 1 Y, - Y*s A=

245 — 1 245 2e, 32
7 [ 5,50126 54 2e] 1 5[5,50126?’/2 i (E) ]

3[ 245 (2 %]+1_5_[ o4k 2e)%]

i 5 = R ARl s
415 5010697 O 8ls 5012697 7

+5)§[_ 245 _(gg)§]+

9
16 L5 5012697 9
u i
L5 25— z[ ST ?]
32 2 I

55012697 Ll

(*) Nétese en este ejemplo el uso que puede hacerse de los nfimeros ¥, *
para reducir el intervalo de imtegracién de la integral en E de la férmula (30); .
precisamente, con los simbolos de esa férmula convendri calcular el término
R, por diferencia siempre que logoz =z > 14 1.
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siendo en este caso el error debido a la integracion ‘aproximada
del resto del orden de 10-6. Efectuando los célculos resulta

y(245) =118,84149
donde las dos ultimas cifras son inseguras.

12. Si en la parte integrada de la formula (30) se desechan
todos los términos que aparecen no dependientes explicitamente
de x, es decir los términos de la primera linea y los que dependen
de los extremos inferiores de los corchetes, se obtiene la expresion

Sy@) =21 e Ly

(33)
log €T r=1 27‘ log" T

donde a p puede darse cualquier valor entero =0 y se entiende
que la = representa 0 para p=0. Es interesante notar que, para
cualquier valor de p esta suma es valor asintético de y(z) en
el sentido que para cualquier valor fijado por p existe un ni-
mero X, tal que para z>X,

y(%) >Sp() (34)

of
i y(®) ot 35
910—>°° Sp(@) 5 o

Resulta (34) observando que si en (28) se sustituye z en
el lugar de a y se pone por b un numero fijo cualquiera >1,
se infiere, para x>b,

b
dz
() = [ 8,(5) = 5,0);
Vloga;
1
pero, cambiando p en p-+1 se tiene atn

do
Vlog

1.3... 2p+1 T E
e
log 2 z

(36)

y(2) = Sy(z) — ( f
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donde el segundo miembro, creciendo x, puede hacerse arbitraria-
mente grande y por tanto mayor del valor absoluto del término
constante en paréntesis en el primer miembro. Luego

y(2) —Sp(z) >0. (37)

La (35) resulta por otra parte por la simple aplicacion de
la regla de L’Hospital siendo

By dSy(z) 1
de Vloga:’ dz _Vlogx

1+3), 38)

x~>»00
Mas precisamente la (36) expresa que si la desigualdad (37)
se realiza para £=>,, se realizard también para cualquier valor

de z>b, siendo la diferencia y(x) —Sy(z) creciente con .
Pero, por (38),

dy ’

es decir que la razén incremental de y—S es decreciente. Los
resultados anteriores nos han dado que para p=0 la diferencia

_i_ =3,96 — 3,40 =10,56

J/log 4

A e

ya es positiva; luego serd para todos los z>4

T

y(x) >
4

log
Pero tenemos también

245

y(245) —
e /log 245

=118,84 — 104,46 =14,38;
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se sigue que para cualquier >4 la razén x: Vlogx es una
evaluacion por defecto de y(x) que, aplicada a una suce-
sién como la (29), es suficiente para que, dado un Yy, permita
determinar los valores de . 2’, para los cuales las correspon-
dientes y,,y’. le estin més préximas, antes que los propios va-
lores de éstas estén determinados con exactitud.

Como aplicacion de esta observacién, poniendo

@
l/log z

terminamos este estudio con la tabla de los y*(z) calculados
para los valores de = de la tabla (26) aproximados en la
unidad: :

=y*(x),

o 73 12 19 30 44 65 94
y*(xz)=3,40 5,02 7,61 11,07 16,27 22,62 81,81. 0 44:10

=130 180 245 342
y*(z) =52,92 79,02 104,46 14151
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