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PROLOGO

DE LA PRIMERA EDICION

Durante varios anos, para facilitar la tarea de mis
alumnos de'la Escuela Industrial de Rosario, reparti en-
tre ellos apuntes de Estdtica Grdfica, apuntes tirados con
autocopista americano y que resultaban contener a veces
algunos errores originados por la falta de correccion pre-
via de las reproducciones que anualmente se hacian.

Esos apuntes tenian la ventaja de su bajo precio,
pero el ensayo efectuado el afio pasado por el Profesor de
la misma Escuela, Ing. Arturo Sallovitz, al publicar, im-
preso por la misma Case Pomponio, un volumen de Ele-
mentos de Geometria Descriptiva, me demostro que po-
dia hacer imprimir mis apuntes de Estdtica por un precio

de costo sensiblemente igual al de los apuntes autocopia-

dos, por lo que, dada la. mucho mejor impresion que se ob-
tendria, y creyendo llenar un vacio existente entre nues-
tros libros de enseitanza, no vacilé en darlos a la imprenta.

Estos Elementos comprenden algunas mnociones que
no enseno a mis alumnos (como la composicion de fuerzas

en el espacio) pero que he incluido por exigirlo el conjun-

to de la obra. El mrofesor elegird las que el alumno deba

conocer para poder resolver luego los problemas de resis-
. tencia que se le presentardn en su campo de accion.

No comprenden estos Elementos sino lo que es indis-
pensable que todo alumno de Escuela Industrial sepa so-
bre la materia. Los que deseen completar sus conoctmien-

tos de Estdtica Grdafica deberdn hacerlo en publicaciones
de cursos unmiversitarios. '

La poca extension impuesta por el precio a que debe

resultar la obra para que su adquisicion no sea onerosa



a los alumnos, me impide completar cada capitulo con una
serie de problemas prdcticos y su resolucion razonada,
resolucion sobre la que todo profesor debe insistir en
clase. Sin embargo, en el ultimo capitulo, expongo una
serie bastante completa de ejercicios Yy gwo«bbemas fre-
cuentes en la prdctica.

Razones especiales me obligaron a cambiar la nota-
cion cientifica que adopto en mis clases para la expresion
de momentos estdticos y de esfuerzos de corte, notacion
que hubiera deseado conservar en estos apuntes. Creo, sin .
embargo, que no ha quedado con ello perjudicada la cla-
ridad del texto.

Rosario, Marzo de 1918.

EL AUTOR.

DE LA SEGUNDA EDICION

Habiéndose agotado la primera edicion de mi Curso
Elemental de Estdtica Grdafica y subsistiendo las causas
relatadas en el prologo de la primera edicién, he creide
conveniente reimprimir aquel Curso, con el doble objeto
de facilitar el estudio de la materia por los alummnos y
de dar cumplimiento a disposiciones superiores, dictadas
en 1920, que obligan a los Profesores a presentar a la
Facultad de Ciencias Matemdticas, Fisico-quimicas y Na-
turales, aplicadas a la Industria, de Rosario, — a la que
hoy estd anexada la Escuela Industrial de Rosario, — sus
respectivos cursos para ser dados a la publicidad por
aquélla, salvo que los mismos seiiores Profesores los hu-
bieren publicado, como en el presente caso.

Rosario, Marzo de 1924.

EL AUTOR.






ESTATICA GRAFICA

CAPITULO I.

> INTRODUCCION

‘Reposo y movimiento. — Principio de inercia. — Fuerza: definicién
y clasificacién. — Obstéaculos opuestos a la accién de una fuerza.
— Accién y reaccién; igualdad de las mismas. — Caracteres de
las fuerzas aisladas. — Unidades de intensidad. — Representa-
cién grafica de las fuerzas. — Segmentos representativos. — Sis-
temas de fuerzas. — Poligono de fuerzas. — Fuerzas equivalentes:
resultante y componentes. — Fuerzas en equilibrio; fuerzas equi-
librantes. — Momento estatico de una fuerza.

Reposo y Movimiento — Se dice que un cuerpo estd en
reposo con relacién a otros cuando su posicién con respecto
a ellos no varia, y se dice que un cuerpo se mueve, esti en
movimiento o goza de tal o cual movimiento con relacion a
otros, cuando su posicion, referida a éstos, varia.

La trayectoria (1) y la velocidad (2) de un cuerpo o
de un punto material, caracterizan su movimiento o estado
dinamico. El estado de reposo no es mas que un caso espe-
cial del de movimiento: aquel en que la velocidad es cero.

Principio de la Inercia — La fisica nos ensefa que la
materia no puede por si misma cambiar nada a su estado
dinamico, es decir a su estado de movimiento.

La materia es inerte, y siendo ella la substancia que in-
tegra los cuerpos, también éstos seran inertes, no pudiendo
por si solos alterar su estado dindmico ni su estado fisico
en general.

Fuerza — Es indispensable la intervencién de una cau-
sa extrafa para que pueda ser alterado el estado dindmico

(1) Trayectoria de un movil es la linea engendrada por el mo-
vil durante su movimiento o sea la linea que se obtiene reuniendo
con un trazo continuo las sucesivas posiciones del movil

(2) Velocidad de un mo6vil en un instante t es el limite hacial el
cual tiende la velocidad media en un intervalo de tiempo dt contado
a partir de ese instante, cuando ese intervalo tiende hacia cero.
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del cuerpo, causa que se ha denominado fuerza. Definiremos
por lo tanto la fuerza diciendo que es toda causa capaz de-
alterar el estado dinamico de un cuerpo.

Asi, por ejemplo, la gravedad, que produce la caida de
los cuerpos mas pesados que el aire y la ascension de los.
mas livianos que el aire, es una fuerza. ;

Fuerzas motoras y Fuerzas resistentes. — Las fuerzas,
al alterar el estado dinamico de un cuerpo, pueden hacerlo
aumentando la velocidad del movimiento o disminuyéndola.
En el primer caso provocan el movimiento y son llamadas
fuerzas motoras; en el segundo caso se llaman fuerzas resis-
tentes y se oponen al movimiento.

La electricidad, en un tranvia eléctrico, es una fuerza
motora, puesto que al pasar por los motores provoca el mo-
vimiento del coche; los frotamientos entre ruedas y ricles,
entre ejes y cojinetes y entre ruedas y zapatas del freno, son
fuerzas resistentes, puesto que se¢ oponen al movimiento del
vehiculo. 3

Algunas fuerzas pueden ser motoras y resistentes segin
las circunstanecias. Lia misma electricidad puede servir para
detener el vehiculo eléctrico. La gravedad es motora para los
cuerpos que caen, pero es resistente para los cuerpos lan-
zados hacia arriba.

Fuerzas permanentes, accidentales, instantaneas — TLas
fuerzas se clasifican también seglGn la magnitud del inter-
valo de tiempo en que actlian y segin su reparticién en el
espacio.

Segnin el intervalo de tiempo en que actGan, se dividen
en permanentes y accidentales. Son permanentes las fuerzas
que actian constantemente, como, por ejemplo, el peso de
las construcciones. Son accidentales las fuerzas que actian
solamente durante un intervalo de tiempo mas o menos lar-
go, como, por ¢j.: la aceion del viento sobre un techo, el
peso de un vehiculo que rueda sobre un puente, el de una
muchedumbre compacta sobre el piso de un saldén.

Cuando el intervalo de tiempo durante el cual obra la
fuerza es muy pequefio, se dice que ésta es instanténea. Asi
es la aecion de un explosivo en un canoén.

Fuerzas aisladas, Fuerzas continuas — Segin su repar-
ticion, las fuerzas se dividen en aisladas, o concentradas, y
en fuerzas continuas. Fuerzas aisladas son las que actiian
en un punto debiendo entenderse aqui por punto, no el ma-
" temdtico, sino una superficie de pequefias dimensiones. Asi,
se consideran como fuerzas aisladas la carga que una co-
lnmna de edificio trasmite a la viga que la sostiene y la que
una rueda de vehiculo trasmite al puente sobre el que pasa,
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aunque en ambos casos la superficie de contacto es bien apre-
ciable. En el caso de la columna se supone la carga concen-
trada en el eje longitudinal de la misma (fig. 1), y, en el
de la rueda, en la vertical que pasa por el centro de la
misma. (fig. 2).

Cuando las fuerzas actian sobre todos los puntos de
una superficie o sobre los de una linea relativamente grande
se dice que son continuas. Asi, por ¢j., el peso del muro M N
que descansa sobre la viga AiB, (fig. 3), constituye una car-
ga continua para ésta, pues actia en toda su longitud. La
accién del viento sobre un techo y la presion de los flui-
dos (agua, vapores, aire) sobre las paredes de los recipien-
tes que los contienen o sobre los cuerpos en ellos sumergi-
dos son también ejemplos de fuerzas continuas, asi como el
peso de una masa de tierra sobre un piso.

Se dice que una fuerza continua estd uniformemente
distribuida sobre una superficie cuando sobre la unidad de
drea se tiene una fuerza constante, en cualquier parte que
se la tome. %

Asi, si (fig. 4) sobre la superficie plana A BC' D se tie-
ne una masa homogénea de arena, de igual altura h en to-
das sus partes, es evidente que sobre cada c¢m 2. de la super-
ficie ABC'D actiia el peso de un prisma de arena de 1 cme
de base y de altura constante h y que por lo tanto el peso
de toda la arena estd uniformemente distribuido sobre la
superficie A B C D. 4

Si en un recipiente cualquiera M N L P (fig. 5), de
fondo plano y horizontal, hay cierta cantidad de liquido,
éste pesa por igual sobre cada centimetro cuadrado de fon-
do y por lo tanto este fondo sufrird la acciéon de una carga
uniformemente distribuida.

Cuando la fuerza continua no obedece a la ley de cons-
tancia enunciada, se dice que no es uniformemente distri-
buida. Tal serian, por ej., la accion de una masa de tierra,
de forma irregular, sobre la superficie A B:C' que la sostiene
(fig. 6), y el empuje de un liquido sobre las paredes late-
rales del recipiente que lo contiene, fig. 7.

Unidades — Las fuerzas continuas distribuidas sobre
una superficie se expresan en kilogramos por centimetro
~ cunadrado kg. em- o en kilogramos por metro cuadrado kg.
m-=. Asi, por ej., se dice: sobre tal puente hay una sobre-
carga de 1600 kg. m-2; sobre tal piston hay una presion de
8 kg. cm-

En el caso de fuerzas uniformemente distribuidas esa
fuerza unitaria es constante para toda la superficie carga-
da; en el caso de fuerzas no distribuidas uniformemente,
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esa fuerza unitaria varia de un punto a otro de la su-
perficie.

De una fuerza continua que actBia sobre una viga se
dice que es uniformemente distribuida si la poreiéon de fuer-
za correspondiente a una unidad de longitud de luz (3) es
constante, cunalquiera que sea el punto de la luz en que se la
tome. Asi, si sobre una viga (fig. 8) se tiene un muro de
espesor 8 y altura h, constantes en toda su longitud, para
cada metro de viga se tendrd en cualquier parte de la luz
una carga igual a Im x s x h x d, siendo d el peso unitario
de la fabrica del muro, y por lo tanto se dird que sobre di-
cha viga actia una fuerza o carga continua uniformemente
distribuida.

En este caso la carga unitaria se expresa en kilogra-
mos por metro de viga, kg. m-, o en kilogramos por cen-
timetro de- viga, kg. em-.

Su valor serd constante si se trata de carga uniforme-
mente repartida y variable si la carga no esta distribuida
uniformemente. ?

Lias cargas continuas pueden actuar sobre toda la super-
ficie o viga o solamente sobre una parte de ellos. En algu-
nos casos, sobre una superficie o sobre una viga, actian
simultaneamente fuerzas o cargas continuas y fuerzas o car-
gas aisladas.

Obstaculos opuestos a la accion de una fuerza. — Al
definir la fuerza hemos dicho que es toda causa capaz de
modificar el estado dinamico de un cuerpo. Este estado sera
en realidad modificado o no segin que el cuerpo sea o no
libre. Kn este ultimo caso, que se verifica cuando el cuerpo
tiene puntos de contacto (apoyos) o vinculos de union con
los cuerpos vecinos, estos apoyos o vinculos son obstéculos
que se oponen al movimiento del cuerpo.

El cuerpo ejerce en cada uno de sus puntos de apoyo
‘0 de vineulaciéon una accién sobre los cuerpos que toca, ac-
¢ion que éstos devuelven mediante reacciones que actian en
los mismos puntos y que son exactamente iguales y contra-
rias a las acciones. (4)

Asi, (fig. 9), un cono C, de peso P, parado de punta

(3) Luz de una viga es la distancia que hay entre sus apoyos.

(4) La mecanica se funda en ciertos principios fundamentales
entre los que se encuentra el principio de la igualdad de la accion
v de la reacci6on, que dice: Cuando un cuerpo ejerce una acciéon de-
terminada sobre otro cuerpo, éste reacciona sobre el primero con
una fuerza exactamente igual y contraria a la accion de aquél y
‘de igual recta de accion.
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sobre una mesa, ejerce en el punto de apoyo A una accibémw
sobre la mesa, igual a su peso P, y, a su vez, la mesa reac-
¢iona sobre el cono, en A, con una fuerza R de igual rec-
ta de accién que P, de intensidad igual a P y de sentido con-
Traiosa ok, :

Una viga A B (fig. 10) que descansa en apoyos A y B,
ejerce sobre éstos cierta aceién. A su vez, los apoyos ejer-
cen sobre la viga reacciones RA y RB que son respectiva-
mente iguales & las acciones que la viga ejerce sobre ellos.

Caracteres de las fuerzas — Las fuerzas aisladas se ca-
racterizan por los siguientes elementos: punto de aplicacion,
recta de accién. sentido e intensidad.

Punto. de aplicacion de una fuerza es el punto sobre el
que actiia la fuerza; se indica en general por un punto o-
una cruz pequena.

Recta de accion de una fuerza es la recta sobre la que,.
bajo su’ aceién, se moveria su punto de aplicacion suponién-
dolo libre y partiendo del reposo. Asi, si bajo la accion Gni-
ca de una fuerza F aplicada en A (fig. 11) este punto se-
mueve sobre la recta a, diremos que esta recta es la de acciéon
de la fuerza F. Se indica en general la recta de accion por:
medio de una recta que pasa por el punto de aplicacion.

Direcceiéon u orientacién de una recta es el dangulo que-
ella forma con otra recta tomada como base, y, por lo tan-
to, rectas de igual direccién seran rectas paralelas. Cuando
varias fuerzas tienen sus rectas de accion paralelas entre-
s1, diremos que son fuerzas de igual dirececién.

Sentido de una fuerza es el sentido del movimiento que,
bajo su aceién, adquiriria su punto de aplicacion, suponién-
dolo libre y partiendo del reposo.

Es evidente aue el punto A (fig. 11) puede moverse:
sobre la recta a de dos maneras distintas o sea siguiendo
dos sentidos bien distintos: de izquierda a derecha o de de-
recha a izquierda; siendo también evidente que esos dos mo-
vimientos corresponderian a dos fuerzas bien distintas pero-
de igual recta de accién. Se dice que esas dos fuerzas tie-
nen sentidos contrarios, atribuyéndose a cada una de ellas
el mismo sentido que el del movimiento que comunica a A.

El sentido se indica en general por medio de una pe-
quena flecha. Asi en la (fig. 12) la flecha colocada en el
extremo de la recta a, indicativa del sentido de la fuerza
F, nos dice que esta fuerza haria mover su punto de apli-
cacion A, si fuera libre y partiera del reposo, justamente si-
guiendo el sentido de la flecha, es decir, hacia arriba y a
la derecha.

Intensidad de una fuerza es su magnitud. Toda fuerza.
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produce cierto efecto sobre un cuerpo, y, por comparacién
de dicho efecto con el producido en condiciones exactamen-
te iguales sobre el mismo cuerpo por una fuerza adoptada
como unidad, se determina la magnitud o intensidad de
aquélla .

Unidad de Intensidad — Como los efectos producidos
por las fuerzas pueden obtenerse siempre mediante la aec-
cion de pesos convenientes, se ha adoptado como unidad de
fuerza la de peso, es decir, el kilogramo (kg) peso de un
litro de agua destilada, en el vacio, a 4, 1° C, al nivel del
mar -y en Paris. :

Para la medicion de fuerzas grandes se emplea la tone-
lada (t) igual a 1000 kg; para las pequefias se emplea el
gramo (g). o

Representacion grafica de las fuerzas — Una fuerza es-
tara representada, en general, por un trozo de recta, de lon-
gitud cualquiera, que indica su recta de acciom (fig. 13),
un punto con el que se indica su punto de aplicacién, una
flecha indicativa de su sentido, ¥ una letra (F en la fig. 13)
con la que se denomina la fuerza para distinguirla de otras,
letra al lado de la que se escribe a menudo la intensidad
de la fuerza. ;

En muchos casos, en virtud de un principio que vere-
mos mas adelante y que dice que el efecto dindmico de una
fuerza no se altera trasladando su punto de aplicacién a
cualquier parte de su recta de accién, se representa la fuer-
za sin indicar punto de aplicacién (fig. 14).. .

Para efectuar operaciones graficas con las fuerzas (su-
ma geométrica de las mismas, por ejemplo) se las repre-
senta por medio de segmentos de recta paralelos a sus‘rec-
tas de accién y de longitudes proporcionales a las intensi-
dades de las correspondientes fuerzas, adoptando previa-
mente una escala de fuerzas, o sea una relacion que indique

qué longitud de segmento representari una unidad de fuer-
" za o el niimero de kg. o de t. representados por una unidad
de longitud de segmento. Dichos segmentos se completan
con una letra en cada extremo, con una flecha en su parte
media, igual a la del sentido de la fuerza que representa
cada segmento, y con la letra que sirve para denominar la
fuerza, letra que se escribe al lado de la flecha. Lios seg-
mentos asi obtenidos se llaman ségmentos representativos de
las fuerzas.

Asi, si a partir de un punto A se quiere trazar un seg-
mento representativo de la fuerza F igual 500 kg. (fig. 15).
fijaremos primeramente una escala de fuerzas, por ejemplo:
1 em. representa 100 kg. (es decir que cada cm. del segmen-
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to representativo representara 100 kg.), luego trazaremos
por A.una paralela a la recta de accion de F, mediremos so-
bre ella, siguiendo el sentido de F o sea hacia abajo, A B —
5 em., marcaremos en el medio de A B una flecha igual a la
de F, al lado de ella pondremos la letra F, denominativa de
la fuerza, y tendremos asi en A B el segmento representa-
tivo pedido.

El punto A es el origen del segmento, B es su término.
Al leer un segmento representativo por las letras que hay en
sus extremos, debe leerse primero la del origen y después
la del término, con lo que la lectura indica el sentido de
la fuerza representada. )

Sistema de fuerzas. Poligono de fuerzas — Sistema de
fuerzas es el conjunto de varias fuerzas consideradas simul-
taneamente. Asi al estudiar el efecto de las fuerzas F’, F’
v F’’7 sobre un cuerpo K se hablari del sistema de fuerzas
BRI e R e [

Poligono de un sistema de fuerzas F’, F’’, F'”’ | v Fn
o poligono de las fuerzas ¥’, F'’, F’”’ ... Fn es la quebrada
poligonal que se obtiene tomando en cualquier orden, uno a
continuacion del otro, a la misma escala de fuerzas, los seg-
mentos representativos de todas esas fuerzas. Asi (fig. 16 y
17), si M N es el segmento representativo de F’, NL el de
F” vy LQ el de F’7’, diremos que M N L Q es un poligono
de las fuerzas F’, F”? y F’7’, Q

Es evidente que siendo M un punto cualquiera del pla-
no podran trazarse tantos poligonos de un mismo sistema de
fuerzas cuantos se quiera.

Fuerzas equivalentes — Cuando dos fuerzas, o dos sis-
temas de fuerzas, actwando sucesivamente sobre un mismo
cuerpo, en las mismas condiciones, producen sobre él el mis-
mo efecto dinamico, se dice que son equivalentes.

Si una fuerza produce sobre un cuerpo el mismo efecto
dinamico que un sistema de fuerzas, se dice que aquella
fuerza y este sistema son equivalentes. Lia fuerza equiva-
lente a un sistema de fuerzas se llama resultante de este
sistema, y las fuerzas que forman este ultimo se llaman sus
componentes. :

Sistema de fuerzas en equilibrio. - Fuerzas equilibran-
tes. — Se dice que un sistema de fuerzas estd en equilibrio
cuando su resultante es igual a cero v esta situada en la
parte finita del plano. Como tal fuerza no produce ningan
efecto dindmico” sobre un cuerpo, un sistema en cquilibrio
tampoco lo produeird, y por lo tanto podra aplicarse siem-
pre a un cuerpo todos los sistemas de fuerzas en equili-
brio que se quiera, sin alterar su estado dinamico.



e |0 st

(‘uando dos fuerzas o dos sistemas de fuerzas son tales.
que uno anula el efecto del otro, se dice que se equilibran
v se llaman fuerzas o sistemas equilibrantes. -

Cuerpo en equilibrio. - Fuerzas exteriores. — Cuerpo o
construceion en equilibrio es todo cuerpo o oonstrucecién que
no cambia de sitio, no se mueve, con relacion al observador
en reposo o sea con relacién a la tierra. Al estudiar la Me-
cdnica aplicada a las construcciones, se vera que para que
un cuerpo cualquiera esté en equilibrio es necesario y sufi-
ciente que el sistema de fuerzas exteriores aplicadas al mis-
mo esté en equilibrio, entendiéndose bajo dicho nombre de
fuerzas exteriores las cargas que actian sobre el cuerpo,
las reacciones de los apoyos y el peso propio del cuerpo.

AsI en el caso de la fig. 9, sobre el cono en ella repre-
sentado acttian las siguientes fuerzas exteriores: el peso P
del cono y la reaccién RA. Cuando este sistema de fuerzas
P v RA sea un sistema en equilibrio, el cono estard también
en equilibrio.

En el caso de la fig. 18, si sobre la viga A B que des-
cansa en los apoyos A y B actian las cargas F’ y ¥’ v se
indica con P el peso propio de la viga, dichas cargas y di-
c¢ho peso propio originaran en los apoyos reacciones RA y
RB. Todas estas fuerzas F’, ¥’ P, RA ¥ RB reciben el nom-
bre de fuerzas exteriores y la viga estara en equilibrio ¢uan-
do ellas formen un sistema en equilibrio.

Momento estatico de las fuerzas. Unidad. Representa-
cién grafica — Brazo de palanca de una fuerza F respecto
de un punto M es la distancia d que hay entre ambos, dis-
tancia que como sabemos se mide sobre la perpendicular
bajada desde M a F.

Momento estatico o momento de primer orden de una
fuerza F' con respecto a un punto M es el producto de la
intensidad de aquélla por su brazo de palanca respecto de
M. En la fig 19 de tendra

M = F. d.

Al momento de una fuerza F con respecto a un punto
M se le atribuye el signo + o el signo — segin que dicha
fuerza tienda a hacer girar el cuerpo alrededor de M en el
sentido del movimiento de las agujas de un reloj o en sen-
tido inverso.

En el caso de la fig. 19 el momento de F es positivo
con respecto a M. En el de la fie. 20 el momento de P' con
respeceto a A es negativo.

Los momentos estaticos se expresan en kilogrametros
— kgm., en kilogracentimetros = kgem., o en tonelametros



e

— tm., segun las unidades que se haya adoptado para ex-
presar la fuerza y el brazo de palanca.

Un toneldmetro es igual a mil kilogrametros, un kilo-
grametro a cien kilogracentimetros.

I“tm® -~ — 1000 kg m — 100000 kg cm
1 kg m = 100 kg em
-Asi como se representa las fuerzas por medio de seg-
mentos de recta cuyas longitudes son proporcionales a sus
intensidades, puede representarse facilmente los momentos
de las fuerzas con respecto a un punto por medio de figuras
cuyas areas sean proporcionales a dichos momentos. Si en la
fig. 21 tomamos A B igual al segmento representativo de
F, A’B’ igual al segm. repres. de F’ y unimos luego A, B,
A’y B’ con O, formaremos los tridngulos AOB y A’OB’ en
los que se tiene:
trigng AOB — 14 AB.d
y tridng A’OB’ = 15 A’B’.d’
¥, dividiendo miembro a miembro
triang. AOB % AB . d

tridng. A’OB’ oAGB =
o, simplificando,
triang. AOB B stidl

tridng. A’OB’ AZBA v d
pero siendo AB . d = momento de la fuerza F con respecto

al punto O, y A’B’ . d’ — momento de la fuerza F’ res-
pecto del mismo punto O, podra escribirse:

triang. AOB M. F resp. O

~tri“é,ng. AZOB? M. F’ resp. O

lo que nos dice que las areas de los tridngulos obtenidos son
proporcionales a los momentos de las fuerzas respecto del
punto O, y que por lo tanto dichos tridngulos representan
graficamente dichos momentos.

Luego, para obtener una figura representativa del mo-
mento de una fuerza con respecto a un punto bastara to-
mar sobre la fuerza un segmento representativo de la mis-
ma y unir sus extremos con el punto fijo o centro de mo-
mentos. El tridngulo asi obtenido es la figura buscada.

Momento de una fuerza con respecto a un eje es el
producto de la proyeccion de dicha fuerza sobre un plano
perpendicular al eje, por la menor distancia entre la recta

de accion de la fuerza y el eje.
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Los momentos estaticos de las fuerzas tienen gran im-
portancia, pues, como se vera en otros cursos, el efecto dina-
‘mico de una- fuerza sobre un cuerpo que gira alrededor de
un eje es proporcional a su momento estatico con respecto
a dicho eje; y las fuerzas interiores que se desarrollan en-
tre las moléculas de los cuerpos por la accion de las fuerzas
exteriores que sobre ellos actian, son proporcionales al mo-
mento estatico de estas fuerzas.

CARTTEIEO

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LA ESTATICA
GRAFICA.

Objeto de la Estatica. — Problemas arincipales que ella resuelve. —
Principios en que se funda. — Fuerzas congruentes, fuerzas con-
currentes, fuerzas paralelas, fuerzas cualesquiera. — Sistemas
de fuerzas coplanares o no.

Objeto de la Jstatica — Se llama componer varias fuer-
zas a la operacion de determinar su resultante, v descom-
poner una fuevza F en otras que actien en rectas dadas a
la operacién inversa, o sea a aquella por medio de la cual
se¢ determinan fuerzas que actien en las rectas dadas y ta-
les que tengan por resultante la fuerza ¥ dada.

La composicion y la descomposicion de fuerzas, asi co-
mo la determinaciéon de las condiciones de equilibrio de los
sistemas de fuerzas, forman el principal objeto de la Ksta-
tica. Sus problemas pueden ser resueltos analiticamente, es
decir, con ayuda del dlgebra, o graficamente, es decir por
los medios que el dibujo geométrico pone a nuestra dispo-
sicion. En este segundo caso la Estatica se denomina Gra-
fica y definiremos por lo tanto la Estatica Grafica diciendo
que es la parte de la mecanica aplicada a las construccio-
nes que se ocupa de resolver por medios geométricos los
problemas de composicion y descomposicion de fuerzas. de
estudiar por los mismos medios las condiciones de equilibrio
de las fuerzas y de aplicar la composicion y descomposicién
de fuerzas y las condiciones de equilibric a la determinacion
de clertos elementos indispensables para el calculo de las
construcciones. e

Nuestro enrso no serd exclusivamente de Estatica Gra-
fica. En algunos casos nos valdremos o haremos notar rela-
ciones analiticas que permiten resolver ciertos problemas
més rapida y exactamente que por los medios graficos.

- Principios — Ademéas de los principios fundamentales
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de la mecénica, la Kstatica Grafica se funda en los princi-
pios siguientes :

ler. Principio: Dos fuerzas iguales y contrarias, aplica-
das a un mismc punto, se equilibran. — Asi, por ejemplo.
si a un punto A (fig. 22) se aplican dos fuerzas F y F’
icuales en intensidad y directamente opuestas, ellas forma-
ran un sistema en equilibrio.

Este principio es una verdad experimental que no exige
mayor demostracion.

2. Principio: Dos fuerzas iguales y contrarias, aplicadas
a dos puntos de un cuerpo. pero de rectas de accién con-
gruentes, se equilibran. — Asi, si las fuerzas F y F’ (Fig.
23) de rectas de accién congruentes y aplicadas respectiva-
mente a los puntos A y A’, son de igual intensidad y de
sentido contrario, ellas formaran un sistema en equilibrio.
También este principio es una verdad que no necesita ma-
vor demostracion.

Reciprocamente, admitiremos que si dos fuerzas F y F’
aplicadas a uno o a dos puntos de un cuerpo (fig. 24) se
equilibran, ellas son iguales en intensidad y son directa-
mente opuestas, es decir, sus rectas de accién se confunden
Vv sus sentidos son contrarios.

3er. Principio: Una fuerza puede ser aplicada a un
punto cualquiera de su recta de accidon sin que se altere su
efecto dinamico. — Sea (fie. 25) una fuerza F aplicada al
punto A de un cuerpo C. Es evidente que si aplicamos en
un punto B del mismo cuerpo dos fuerzas iguales y contra-
rias 7y F'7 ellas no alteraran el estado dindmico del cuer-
po, por cuanto forman un sistema en equilibrio.

Apliquemos ese sistema a un punto B de la recta de
aceion de F' y de modo que se confundan las rectas de ac-
cion de todas las fuerzas y que F' y I’ tengan intensidades
iguales a la de F.

El sistema de las tres ff. F, F’ y F”’ es equivalente a
la fuerza F ya que ambos producen el mismo efecto dina-
mico sobre C.

Pero F y ¥’ forman también un sistema en cquilibrio
Vv por lo tanto el sistema de las tres fuerzas F, F’ y F'’ sera
también equivalente a la fuerza F’. Luego, las fuerzas F v
F’ producen separadamente sobre C el mismo cfecto v como
F = F’ resulta demostrado que no se altera el efecto pro-
ducido por una fuerza cuando se la supone aplicada a cual-
quier punto de su recta de aceidon.

De este principio se deduce, como reciproco, que si dos
fuerzas aplicadas a un cuerpo libre son equivalentes, cllas
deben coincidir en recta de accién, sentido e intensidad.
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En virtud de esta libertad de trasladar el punto de
aplicacion a cualquier parte de la recta de accidén es que a
menudo se representa las fuerzas sin marcar punto de
aplicacion.

4.° Principic: Si un sistema de fuerzas estd en equilibrio,
una cualquiera de las fuerzas equilibra el efecto de las de-
mas. — Este prinecipio es también evidente y es un caso par-
ticular del principio general que dice que ‘‘si un sistema de
fuerzas estd en equilibrio un grupo cualquiera de fuerzas
del sistema equilibra las fuerzas restantes’.

Como consecuencia de este prinmcipio se deduce que en
todo sistema de¢ fuerzas en equilibrio una cualquiera de las
fuerzas es igual y contraria a la resultante de las demas, y
la resultante de una parte del sistema es igual y contraria
a la resultante de la otra parte. (

5. Principio: Si sobre una misma recta actiian varias
fuerzas, y se conviene en asignar el signo mas - a las que
tienen un sentido y el signo — a las que fienen sentido con-
trario, la resultante actuara sobre la misma recta de accion,
su intensidad serd igual a la suma algebraica de las com-
ponentes y su sentido sera el que corresponde al signo de la
suma. — Asi si sobre una recta (fig. 26) actian las fuer-
zas F, I’ F’, F’”’ y F’’”’ y se conviene en que sean posi-
tivas las que tienen sentido hacia la derecha y negativas las
que lo tienen hacia la izquierda, su resultante tendra por-
valor: R = F’ 4+ F’” 4 FIV _ F — F’. Si el signo que
corresponde a R es - su sentido sera el de las fuerzas posi-
tivas; en caso contrario su sentido sera el de las fuerzas
negativas.

6.” Principio: Principio del paralelégramo: Si sobre uw
cuerpo actian dos fuerzas F y F’ que se cortan en un punto
A, a partir de este punto de concurrencia se toma sobre ca-
da fuerza un segmento representativo de la misma, se com-
pleta el paraleléogramo al que pertenecen esos dos segmen-
tos y se une el vértice A con el opuesto de dicho paraleld-
gramo, la diagonal asi obtenida representa, en posicién, sen-
tido e intensidad, la resultante de las fuerzas F y F’.

Asi, por ejemplo, sean F y K’ (fig. 27) dos fuerzas apli-
cadas respectivamente a dos puntos B y B’ de un mismo
cuerpo. Si las prolongamos hasta que se corten, tomamos a

una escala determinada AC = segmento representativo de
F v AD = segmento representativo de F’, trazamos ense-

guida por C una || AD y por D una || AC y determinamos
el punto E de encuentro de dichas paralelas, tendremos que
la diagonal AE serd un segmento representativo de la re-
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sultante de las ff F y F’, resultante que pasa por A, punto
de concurrencia de sus dos componentes.

‘Este principio tiene su demostracién analitica basada
en la de la composicién de movimientos como se vera en el
curso de Mecanica y se demuestra ademés experimental-
mente, por medio de varios aparatos, en los cursos de Fisica.

En los principios expuestos se basa la composicion de
fuerzas. Las fuerzas con que se opera pueden estar todas en
un plano o no estarlo. En el primer caso forman un sistema
plano de fuerzas o un sistema de fuerzas coplanares, en el
segundo forman un sistema de fuerzas en el espacio. Se
dice que varias fuerzas son congruentes cuando tienen la
misma recta de aceién; se dice que son concurrentes cuando
sus rectas de accidon pasan todas por un mismo punto; y se
dice que son paralelas cuando lo son sus rectas de accion.
Llamaremos sistema de fuerzas cualesquiera a un sistema de
fuerzas que no son concurrentes ni paralelas. Empezaremos
por la composicién de fuerzas coplanares y terminaremos
con el estudio de los sistemas de fuerzas en el espacio.

Simultdneamente -se ird deduciendo las condiciones de
equilibrio de dichos sistemas, se estudiaran algunas propie-
dades importantes de la resultante, se generalizaran luego
los resultados parciales obtenidos y, finalmente, se aplicara
todo lo visto a lla determinacién de centros de gravedad y
a la de elementos necesarios para el caleulo de vigas carga-
das y de algunos sistemas reticulados.

CAPITULO IIT

FUERZAS CONGRUENTES Y FUERZAS COPLANARES
: CONCURRENTES

Composicién de fuerzas que actiian sobre una misma recta. — Com-
posicién de dos fuerzas concurrentes. — Propiedades de la resul-
tante. — Teorema de las proyecciones. — Teorema de los momen-
tos. — Descomposicién de una fuerza en otras dos que actlen
en rectas que se cortan sobre la fuerza dada. — Composicién de
mas de dos fuerzas concurrentes coplanares. — Propiedades de
la resultante. — Condiciones de equilibrio de un sistema de fuer-
zas concurrentes.

Composicion de fuerzas que actilan sobre una misma
recta. — En este caso se obtendri la resultante de las fuer-
zas dadas aplicando el quinto principio visto en el capitulo
anterior.

Asi si sobre un vehiculo (fig. 28) se ejercen las fuerzas
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F — 20 kg y F’ = 50 kg, de igual recta de accién, y se de-
sea obtener la vesultante de este sistema de dos fuerzas. re-
sultante que segiin aquel principio actuard sobre la misma
recta que las componentes F y F’ bastara hacer la suma
algebraica de las intensidades de las componentes, suma que
nos da:
R=F 1+ F = — 20 kg + 50 kg = + 30 kg.

v que nos dice que la resultante tendrid una intensidad de
30 kg y que su sentido sera el de las fuerzas positivas.

Composicién de dos fuerzas concurrentes. — Dos fuerzas
situadas en un plano son siempre concurrentes (en la parte
finita del plano o, cuando son paralelas, en el infinito). Aqui
estudiaremos solamente la composicion de dos fuerzas que
se corten en la parte finita del plano.

Sean (fig. 29 a) las fuerzas F y F’ que queremos com-
poner. Ello se conseguirad aplicando el principio del parale-
logramo estudiado en el capitulo anterior. Por lo tanto to-
mando a partir de A, punto de concurrencia de las dos fuer-
zas, sobre la recta de accién de F un segmento AB repre-
sentativo de dicha fuerza, y a partir del mismo punto A,
sobre la recta de aceién de F’ un segmento A(C represen-
tativo de esta misma fuerza F’; completando en seguida el
paralelogramo ABCD y trazando la diagonal AD que pasa
por el punto de concurrenciaA, tendremos en ella, dandole
un sentido desde aquel punto al vértice opuesto, el segmento
representativo de la resultante buscada, segmento situado
sobre'la recta de accién de dicha resultante R.

Observemos que si, aplicando la misma escala de fuer-
zas que nos ha servido para construir el paralelégramo
ABCD, a partir de un punto A’ (fig. 29 b) tomamos un
segmento A’B’ representativo de F y a continuacién un seg-
mento B’D’ representativo de F’, trazamos A’D’ v le da-
mos sentido de A’ a D’, tendremos dos triangulos ABD v

A’B’D’ que serén iguales y paralelos, por ser:
AB =y || A'B’
BD =y || B'D’
a — a7’
De esta igualdad y del paralelismo de los lados dedu-
¢imos :
AD? —.y || AD
lo que nos dice que también A’D’ es un segmento repre-
sentativo de R o sea de la resultante de F y F’.
Si en vez de tomar primero el segmento representativo
de F y a continuacion el de F’, invertimos el orden en que:
trazamos dichos segmentos, como lo hemos hecho en la fi-
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gura 29-¢, el segmento A’’D’’ que resultaria uniendo los ex-
tremos libres de los segmentos representativos de F’ y F,
sera también un segmento representativo de la resultante de
dichas dos fuerzas, pues de la comparacién de los triangulos
ACD y A”’C”’D”’ resulta sucesivamente

AQ =g I AZE2?

b = b”’
Chi=sy | S@2D2
Trg. ACD = y || trg. A”’C”’D”’

y finalmente A”’D”’ = y || AD.

Por lo tanto, para hallar un segmento representativo
de la resultante R no serd indispensable construir el pa-
ralelégramo de las fuerzas F y F’, pues bastard con hacer
" cualquiera de las construcciones indicadas en las figuras
29-b y 29-c. Ahora bien, la quebrada A’B’D’ es un poligono
de las fuerzas I' y F’, el punto A’ es su origen o punto de
partida, el punto D’ es su término o punto de llegada, la
recta ‘A’D’ que une estos dos puntos se llama linea de cie-
rre del poligono de las fuerzas F y F’ y es, seglin hemos
visto, un segmento representativo de la resultante de estas
dos fuerzas. Anélogamente A’’C"’D’’ es otro poligono de
las fuerzas F’ y F, A’ es su origen, D’ su término, A” D"’
es su linea de cierre, y ésta es también un segmento repre-
sentativo de la resultante de las fuerzas F y F’.

Es evidente que obtenido un segmento representativo de
la resultante, y sabiendo que ésta pasa siempre por el punto
de concurrencia de las dos fuerzas, bastara, para obtenerla,
trazar por dicho punto de concurrencia una paralela al seg-
mento representativo de la resultante.

De todo lo expuesto s@ deduce que para hallar la re-
sultante de dos fuerzas concurrentes bastara construir, a
determinada escala, un poligono de esas dos fuerzas y tra-
zar su linea de cierre. Esta linea, con sentido del origen al
término del poligono, nos darid un segmento representativo
de la resultante buscada, la que se obtendrd en posicion tra-
zando por el punto de concurrencia una paralela a dicho
segmento. En cuanto a la intensidad de la resultante bastara
medir su segm. repres. a la escala de las fuerzas.

Asi, para determinar la resultante de las ff. F' — 2t y
F’ — 3t, (fig. 30) construiremos un poligono de las mismas
a partir de un punto cualquiera del plano, A, p. ej., y a una
escala determinada (p. ej.: 1 em repr. 1t.); tomaremos AB
— 2 em como segm. repr. de F, y, a continuacién, o sea a
partir de B, BC = 3 em como segm. repr. de F’.

La quebrada ABC que resulta es un poligono de las
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ft. ¥ y F’, AC es su linea de cierre y es por lo dicho an-
tes un segmento representativo de la resultante buscada.
[iste segmento representativo nos da el sentido, la intensi-
dad y la direccién de la resultante. El sentido de la re-
sultante, como ya lo hemos dicho, debe ser tal que en el
poligono de las fuerzas indique una marcha del origen hacia
el término del mismo o sea desde A hacia C. La intensidad
se obtendra midiendo la longitud del segmento y multipli-
candola por el ntmero de toneladas o kilogramos represen-
tados por la unidad de longitud, nimero dado por la escala
de fuerzas adoptada. Asi, si AC mide 4.2 cm representara
una fuerza de 4.2 em X 1 t. em-+ — 4.2 t. Nos falta solamen-
te la resultante en posicion, y féacil sera obtenerla recordan-

do que debe pasar por M, punto de concurrencia de F' y F’, .

v que es || a su segm. repres. Bastard pues trazar por M
una paralela a AC para obtener la resultante buscada.

Teorema de las proyecciones. — La resultante asi ha-
llada goza de propiedades importantes entre las que anota-
remos las siguientes :

La proyveccién de la resultante sobre un eje cualquiera
es igual a la suma de las proyecciones de las componentes
sobre el mismo eje. :

En efecto, sean (fig. 31) F y F’ dos fuerzas cuya re-
sultante R hemos determinado por medio del poligono ACD.
Si tomamos un eje cualquiera XX y proyvectamos sobre él
los puntos A, C y D tendremos en A’C’ la proyeccién de
AC o de F’, en C’D’ la proyeceion de CD o de F, y en
A’D’ la de AD o de R. La simple inspeccion de la fig. 31 nos
da A’D? = A’C’ + C’D’ o sea

Proy. R = proy. F + proy. F’

, Lri QO WD,

Si en vez del eje XX hubiéramos tomado el YY v pro-
vectado sobre él el poligono ACD, tendriamos, asignando

+ a las proyecciones con sentido hacia la derecha y — a
las con sentido haecia la izquierda:

A??'l).’! g A”;C,’? JOL S C’!D?’ (1)
pero ;

A’D”’ — proy. R sobre YY
A = proy. K’ sobre XM
— 07D = proy. B sobre XY
v, sustituyendo en (1),
proy. R = proy. F’ + proy. F'.
Teorema de los momentos. — Otra propiedad impor-
tantisima de la resultante es la siguiente: El momento es-
tatico de la resultante con respecto a un punto situado en

-
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el plano de las fuerzas es igual a la suma algebriica de
los momentos estaticos de las componentes respecto del mis-
mo punto.

En efecto, sean (fig. 32) F y F’ dos fuerzas cuya re-
sultante R hemos determinado por medio del paralelogramo
de las fuerzas ABCD y sea O el punto fijo del plano, o
centro de los momentos. Unamos el punto A de concurren-
cia de las dos componentes con el centro de los momentos O,
tracemos por O la recta XX perpendicular a AO, proyeete-
mos ortogonalmente sobre ella los puntos B, C ¥ D, y una-
mos estos puntos con O; tendremos:

‘OB’ = proy. de F sobre XX
. OD’ = proy. de F’ sobre XX
0C’ = proy. de R. sobre XX, v, por lo que se
acaba de demostrar en el teorema anterior,
0C’ = OB’ + OD’

Por otra parte, siendo los triangulos ABO, ADO y ACO
proporcionales a los momentos estaticos de las ff F, F' y R
respecto del punto O, podra escribirse: :

IVIEELER e I M°R

trg. ABO trg. ADO trg. ACO
v de ahi, aplicando una conocida propiedad de las propor-
ciones, se tendra:

MeF + M°F MR
trg. ABO + trg. ADO trg. ACO (2)

Pero
' trg. ABO = 1% AO.OB’
trg. ADO = 145 A0.0D’
V. sumando miembro a miembro las igualdades anteriorves,
trg. ABO + trg. ADO = 145 AO (OB’ - OD’)
¥ ¢omo
OB’ + 0D’ = 0C’
resultara
tr. ABO + trg. ADO = 1% AO0.0C’
o bien, teniendo presente que
146 A0.0C’ = trg. AOC
podra escribirse
trg. ABO +4 trg. ADO = trg. AOC
lo que nos dice que los denominadores de la igualdad (2)
son iguales entre si. Suprimiendo en la igualdad (2) esos
denominadores iguales, ella nos dara
: M°F + MF’ = MR
QI D:
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Descomposicién de una fuerza en otras dos que actfian
en rectas que se cortan sobre la fuerza dada.—Este problema
es el inverso del anterior y se propone, dadas una fuerza R
v dos rectas a y b que se cortan sobre ella, hallar dos fuer-
zas 7 y 77 que actuando sobre a y b tengan por resultante
la fuerza R o, come vulgarmente se dice, hallar las compo-
nentes de R segiin las rectas de a y b (fig. 33).

Iiste problema se resuelve como sigue: Se toma a partir
de un punto cualquiera A del plano (fig. 33) un segmento
AR representativo de la fuerza dada R; luego, por uno de
sus extremos, =1 A, p. e, se traza una paralela a una de
las rectas dadas, a la b p. ej., ¥y por el otro extremo del seg-
mentoe se traza una paralela a la otra recta dada. Estas dos
paralelas se cortan en un punto ' que determina dos seg-
mentos AC y CB representativos de las fuerzas que se bus-
can. En efecto, si suponemos que sobre a actiie una fuerza
F’ cuyo segmento representativo sea el CB, y que sobre b
actiie una fuerza F’’ de segmento representativo igual a
AC, estas dos ff tendrdn evidentemente por resultante la
fuerza dada R y por lo tanto son sus componentes seglin
a y b o sea las fuerzas buscadas.

Obsérvese (fig. 33-b) que si en vez de trazar por A una
|| a b trazamos una || a, y por B una || a b obtendremos
el mismo resultado, pues los triangulos A’B’D’ y ABC se-
ran iguales, por tener

AB =y || A’B’
ang. A = ang. B’
ang. B = ang. A’
v de esa igualdad se deducira
"A'D’ = y || CB = segm. repr. F’
HB2A= vl A —Seomt S repr SRl
Noétese que ACB y A’D’B’ son poligonos de las ff F* F”’,
v que los sentidos que en ellos atribuyamos a estas fuer-
zas deben ser tales que los poligonos sean recorridos yen-
do desde ¢l origen de la resultante a su término o punto
de llegada, es decir, de A hacia B en (a) y de A’ hacia
B’ en (b).

Composicion de cualquier nimero de fuerzas concurren-
tes situadas en un plano. — Para hallar la resultante de un
sistema de fuerzas concurrentes coplanares puede seguirse
un procedimiento aplicable a todos los sistemas planos de
fuerzas y que consiste en hallar la resultante de dos de
las fuerzas del sistema, componer esta resultante con una
tercer fuerza del sistema dado, lo que nos dara una nueva
resultante; componer esta nueva resultante con una cuarta
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fuerza y seguir asi hasta haber compuesto todas las fuerzas
del sistema. Lia tltima resultante obtenida serd la resultante
del sistema. i :

En efecto, sea (fig. 34) el sistema de las ff F’, ¥, """
y FIV  cuya resultante busecamos. Compongamos primero las
dos fuerzas F’ y F”’ por medio del poligono de ff. Tomando
AB igual al segm. repr. de F’ y a continuacién de B, BC,
igual al segm. repr. de F'’ tendremos en ABC el poligono .
de las fuerzas F’ y F’’ y en AC la linea de cierre de este
poligono. Trazando por Q una paralela a AC tendremos la
resultante r’’ de F’ y F’’. Compongamos ahora r’’ con F’”’
para lo que tomaremos un segm. repres. de r’’, segmento que
va tenemos en AC, y, a continuacién del mismo, o sea por
C, uno representativo de F’7’. Sea CD este segmento. En-
tonces ACD es el poligono de las ff. v”” y F’. AD es su
linea de cierre y por lo tanto el segm. repres. de la resul-
tante r’”’’ de r’”’ y de F’’’, resultante que se obtendra en
posicién trazando por @ una paralela a AD. Finalmente
compondremos r’’’ con FIV, para lo cual construiremos el
poligono de estas dos ff, poligono que tenemos en ADE y
cuya linea de cierre es AE. Esta linea AE serd el segm.
repres. de la resultante R de r’’’ y FIV y debemos probar
que R es también resultante de todo el sistema F’, F”’, F’”’
y FIv,

Sc tiene sucesivamente

R equivalente del sistema r’’’ y FIV (&)
Yy por ser

r”’’ equivalente del sistema r’’ y F’”’
podra escribirse, sustituyendo en la equivalencia (1) r*’”
por su equivalente,

R equivalente del sistema r’’, ¥’ y FIV (2)
pero a su vez

r’’ es equivalente del sistema F’ y F”’
v sustituyendo en (2) r’’ por su equivalente se tendra

R equivalente del sistema F’, F”’, F’”’ y FIV
0 sea

R — resultante del sistema dado

L. Q. Q. D.

Si, en la fig. 34, se examina la quebrada ABCDE se veréa.
que ella estd constituida por los segms. repres. de las 4 ff.
dadas, tomados uno a continuacién del otro; es por lo tan-
to un poligono de las ff dadas: A es su origen, E su tér-
mino, AE su linea de cierre. Como AE es el segm. repres.
de la resultante del sistema, vemos que para obtenerlo hu-
biera bastado construir directamente todo el poligono.
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ABCDE y trazar su linea de cierre. La resultante R se ob-.
tendra en posicién trazando por Q, punto de concurrencia
de todas las ff, una paralela a dicha linea de cierre AR.
Sioen vez de construir el poligono de las fuerzas to-
mando los seems. repres. en el orden en que los hemos to-
mado, es decir en el orden F’ F’’ F”’’ FIV  ge construyen
a la misma escala de ff otros poligonos a partir de distin-
tos puntos y tomando los segms. en orden distinto (p. ej.
uno en el ordent B’ F’?° FIV &F’ " otro’ en ‘el orden"F??,
e SV R ot oF en elNorden  BUV, SFECENE SIERR 2L e e )Rt de
observara que todos los poligonos de ff. obtenidos tendréin
sus lineas de cierre iguales y paralelas y serdn por lo tanto
todas ellas otros tantos segms. repres. de la resultante.
Luego, para hallar la resultante de un sistema plano de
ff. concurrentes, bastard construir un poligeno de dichas ff,
en ¢l orden que se quiera, y trazar por el punto de concu-
rrencia de las ff una paralela a la linea de cierre del poli-
cono obtenido. Dicha linea de cierre serd un segm. repres.
de la resultante buscada,.debiendo darsele un sentido tal
que la flecha indique una marcha desde el origen del poli-
2ono hacia el término del mismo. Su longitud por medio de
la escala de ff. nos dara la intensidad de la resultante.
Ejemplo: Determinar la resultante del sistema de fuer-
zas concurrentes F’, B’ F’’ FIV y FV (fig. 35). Tome-
mos un punto cualquiera, A por ej., en el plano, y a partir
de 41 construyamos un poligono de las fuerzas.dadas.
Para ello adoptemos previamente la escala de fuerzas,

p.- ej.: 1 em repres. 2 t. v tracemos luego AB = 1 ¢m, como,
seem. repres. de F', a partir de B tracemos BC = 2,5 em.

como segm repres. de F'', a continuaciéon de C tomemos CD,
de 1.75 ¢m, como segm. repres. de K’’’ a continuacion de D
tomemos DIE, d2 0,75 em de longitud, como segm. repres. de
FIV v finalmente, a partir de E tomemos EG, de 0,65 ¢m
de longitud, como segm. repres. de FV. Lia quebrada ABCDEG
es el poligono de las cinco fuerzas dadas, A es su origen, G
su término, AG es su linea de cierre y es un segm. repres
de la resultante buscada, la que se obtendra en posiciéon tra-
zando por el punto Q de concurrencia de las componentes
una paralela a AG. El sentido de la resultante sera el de
AG (de A hacia () v su intensidad se obtendrd multipli-
cando la longitud de AG, expresada en cm, por la fuerza
representada por 1 em, fuerza que segun la escala adoptada
es de 2t Si AG mide 24 ¢m la intensidad de R sera

R — 24 em. 2 t. em-1 = 48 t.

El teorema de las proyecciones que hemos visto para el



caso de 2 fuerzas concurrentes es aplicable también al caso
de mayor ntmero de fuerzas *concurrentes, pues cualquiera
que sea el nimero de estas fuerzas siempre se verifica que
““la proyecciéon de la resultante sobre un eje cualquiera es
igual a la suma algebriica de las proyecciones de las com-
ponentes sobre el mismo eje’’.

En efecto, si consideramos el sistema de la fie. 35, tra-
zamos en su plano un eje cualquiera XX y proyectamos so-
bre &l los vértices del poligono de las fuerzas, tendremos
en A’, B’, C’, D’, E’ y G’ las respectivas proyecciones de
ANB =0 D By Geyre nBAMEB B L CINCND) D2 sl a6
las respectivas proyecciones de F’ F’, F’’, FIV y FV, En
cuanto a los signos de estas proyecciones, si convenimos en
dar el signo + a las dirigidas hacia abajo y el signo — a
las dirigidas hacia arriba, tendremos '

Proy. F’ = 4+ A’B’
e L SR
S e R B D)
» BV —_— D’E’
SEENIVEE — = SRG

Sumando las proyecciones de las fuerzas, se tendré

Suma Proy. F' = Proy. F* 4 Proy. F’’ 4 Proy. F’””
-+ Proy. FIV 4+ Proy. FV

o bien, sustituyendo por las cantidades anteriores,

Swma Proy. F = A’B’ 4+ B'C’ 4+ C’'D’ — D’BE’ — E’G’ =
= AD — DG’ = A&
pero '
ARG —=ProvaR
y por lo tanto
Suma Proy. F = Proy. R
TS0 F QD).

Si en vez del eje XX se toma otro eje YY ¥ se proyec-
tan sobre él la resultante y sus componentes, se vera que:
siempre se verifica el teorema enunciado.

El teorema de los momentos que hemos visto para el
caso de dos fuerzas puede ser extendido facilmente a un
nuamero cualquiera de fuerzas concurrentes, enunciandose
entontes como sigue: ‘‘El momento estatico de la resultante
de un sistema de fuerzas concurrentes con respecto a un
punto de su plano es igual a la suma algebraica de los mo-
mentos estaticos de las componentes respecto del mismo-
punto’’.

En efecto, en la fig. 34, por lo yva demostrado para.
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el cazo de dos fucrzas concurrentes tendremos sucesiva-
mente :
Mr’’ = M°F’ + M°F”’
W Mor” - MR Mo AP, L MR
M’R = M°r’”’ 4+ M°FIV = M°F’ 4+ M°F”’ 4~ M°F’’’ -+ M°F1V
[ Q5 Q D

Por lo tanto, va se trate de dos o de mas fuerzas concu-
rrentes, siempre se verificard que la proyecciéon de la resul-
tante sobre un eje es igual a la suma algebraica de las pro-
yecciones de sus componentes sobre el mismo eje’’ vy que
‘‘el momento estatico de la resultante respecto de un punto
del plano es igual a la suma algebraica de los momentos es-
taticos de sus componentes respecto del mismo punto’’.

Equilibrio de fuerzas concurrentes. Condiciones grafi-
cas de equilibrio. — Hemos definidos en el capitulo primero
un sistema de fuerzas en equilibrio diciendo que es un sis-
tema de fuerzas cuya resultante es igual a cero. Por otra
parte hemos visto que la resultante de un sistema de fuer-.
zas concurrentes estd representada por la linea de cierre
del poligono de éstas fuerzas siendo evidente que cuanto
menor sea la longitud de esta linea de cierre tanto menor
sera la intensidad de la resultante.

En general, al construir el poligono.de las fuerzas de
- un sistema, se tendrd, como en las figs. 34 y 35, un punto
terminal distinto del origen del poligono, es decir un poli-
oono abierto; la resultante tendri entonces una intensidad
dada por la longitud de la linea de cierre y por la escala
adoptada para la representacion de las fuerzas. Pero si al
construir el poligono de las fuerzas resultara como en la
fig. 36 que el término del mismo cayera sobre el origen, es
decir si se obtiene un poligono cerrado, entonces la linea de
cierre tendrd una longitud nula, representaria por cllo una
fuerza- ignal a cero, y por lo tanto el sistema estaria en
equilibrio.

Reciprocamente, para que un sistema de fuerzas con-
cuprentes esté en equilibrio es necesario y suficiente que si
se construye un poligono de sus fuerzas resulte éste cerra-
do. Esta condicién es mecesaria, porque si el poligono de
las fuerzas fuera abierto el sistema no estaria en equilibrio
por- tener una resultante de valor diferente de cero, y es
suficiente porque si ella se verifica la resultante del sistema
tendra un valor cero.

Condiciones analiticas de equilibrio. — Si se tiene (fig.
37) un sistema de ff concurrentes F, Q, Z, ete., cuya resul-



tante es R, y se proyecta ésta y aquélla sobre 2 cjes orto-
gonales X ¢ Y, tendremos en virtud del teorema de las pro-
yveceiones :

(BRI B QR 7 2SS

(2) B" ers F” _}_ (‘Q7' _i_ Z77 _‘_ fl"? + 2

siendo R’ la proyeceion de R sobre el eje x, R’ su
proyeccién sobre el eje Y, F’ la proyeccién de F sobre el
eje x, F’7 la de la misma fuerza sobre el eje Y. Q’ la pro-
veceion de Q sobre x, Q’7 de la misma fuerza sobre Y, ete.

Ahora bien, si el sistema estd en equilibrio ticne por de-
finicion una resultante nula. es decir R = 0, y las proyee-
ciones de R son también nulas, es decir

RPE—=0F R —0)

v, sustifuyendo en (1) vy (2), se tendra

e P4+ Q-+ 2+ T =10
e A B0 o QU S A i v i)

expresiones que nos dicen que cuando un sistema de ff. con-
currentes estd en equilibrio las sumas de las proyecciones
de sus componentes sobre dos ejes cualesquiera son nulas,
separadamente, para cada eje.

Reciprocamente: Para que un sistema ff. concurrentes
esté en equilibrio es necesario y suficiente que las sumas de
las proyeccciones de sus componentes sobre dos ejes sean
nulas para cada uno de los dos ejes. Esta condicion es ne-
cesaria porque si cualquiera de esas sumas no fuera nula la
resultante tendria un valor diferente de cero, v es suficiente
porque si ella se verifica la resultante serd nula.

CAPITULO IV

COMPOSICION DE FUERZAS COPLANARES,
NO CONCURRENTES.

Compvosicidon de fuerzas coplanares no concurrentes. — Polo y po-
ligono funicular. — Tecrema de las proyecciones y teorema de
ios momentos. — Calculo del momento de un sistema por medio
del poligono funicular. — Descomposicién de una fuerza en otras
tres no concurrentes que actien en rectas dadas.

Composicién de fuerzas coplanares no concurrentes. -—
La resultante de un sistema tal de fuerzas puede hallar-
se siguiendo el procedimiento general que consiste en con-
poner primero dos de las fuerzas dadas, luego la re-
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sultante de estas dos ff con una tercera fuerza del sistema,
la nueva resultante con una cuarta fuerza, y asi sucesiva-
mente hasta haber compuesto todas las fuerzas dadas. Pero
este procedimiento es largo y presenta dificultades cuando
las fuerzas no se cortan dentro del cuadro del dibujo o
cuando son paralelas, por lo que se prefiere aplicar el proce-
dimiento del poligono funicular que expondremos en se-
guida.

Sean (fig. 38) tres fuerzas no concurrentes F’, F’ y
K77 cuya resultante queremos hallar. A partir de un punto’
cualquiera A del plano construyamos el poligono ABCD de
las fuerzas dadas, tomemos un punto cualquiera O, que lla-
maremos polo, ¥ unémoslo con los vértices del poligono
ABCD; obtendremos las rectas OA, OB, OC y OD que
llamaremos radios polares y que numeraremos I, IT, TIT y IV
siguiendo el orden del poligono de las fuerzas. Ahora, a par-
tir de un punto cualquiera E del plano, tracemos una pa-
ralela al primer radio polar hasta cortar la fuerza F’, lo
que hace en el punto G; por G tracemos una paralela a
segundo radio polar hasta cortar la fuerza F’°, lo que
hace en H; por H tracemos una paralela al tercer radio
polar hasta cortar la fuerza F’7’, lo que hace en el punto
I. v por este punto tracemos una paralela al cuarto radio
polar. Tenemos asi la poligonal EGHIJ que llamaremos
poligono funicular correspondiente al polo O; prolonguemos
el primero y el Gltimo lados (I y IV) del poligono funicular
hasta que se corten, lo que nos da su punto de interseccién
K. Trazando AD, linea de cierre del poligono de las 4 fuer-
zas, tendremos en ella un segm. repres. de la resultante
del sistema, y, trazando por K, punto de interseccién del 1°
y taltimo lados del funicular, una || a AD tendremos dicha
resultante.

Para demostrarlo, descompongamos cada una de las ff
dadas, F', ' v F’"’ en otras dos que actiien en los lados
del funicular que se cortan sobre ella. Asi, descompongamos
1 en dos ff que actiien en los lados BG y GH del funicu-
lar, ' en dos ff que actiien en los lados GH y HI, F'”’ en
dos ff que actien en los lados HI e IJ del funicular. Si
aprovechamos el seem. AB, representativo de F’, para des-
componer F’ segtin EG y GH, trazaremos por A una para-
lela a EG, lo que nos da AO, y por D una paralela a GH,
lo que nos da BO. Istas dos paralelas se cortan en O y por
lo tanto AO serd el segm. repres. de la componente de F’
seglin BG, componente que llamaremos f’, y OB sera el
segm. repres. de la componente de F’ segtin GH, componen-
te que llamaremos. q’. Aprovechando, de la misma manera,
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los segmentos representativos de F’’ y de F’”’, que tenemos
en BC y en CD respectivamente, tendriamos, llamando f’’
v q’’ las componentes de F’’ segin HIG y HI, y £”’ y q’°
las de F’’7 segun HI e 1J:

AO = segm. repres. de f’
OFR-— S S » q’
BO = » » St
oC = » » > q”’
g0 = » » S i
ODF— » S

Igualdades en las que vemos en seguida que ¢’ y £’ tendran
igual intensidad y sentido contrario, asi como q’’ y £’’’

Ahora bien, si en el sistema dado de las £ff F’, F’”’ v 7
sustituimos cada una de estas fuerzas por sus componentes,
tendremos un sistema equivalente al dado, pues habremos
sustituido cada fuerza por un grupo de dos que le es equi-
valente, y podra escribirse

(1) Sistema F’, B’ y F’”’
equivalente del

(2yesistema £ 2q T2 gl By g
pero, observando la figura 38 se ve que las ff. q° y £’ ae-
tiian sobre una misma recta y son iguales en intensidad y
de sentidos contrarios, por lo que se destruyen y pueden
ser suprimidas del sistema (2) sin que se altere el efecto de
éste. Del mismo modo q’’ y £’ se equilibran por tener igual
recta de accion, ser iguales en intensidad y tener sentidos
contrarios, y pueden por ello ser suprimidas del sistema (2)
sin que se altere el efecto de éste. Haciendo las supresiones
indicadas la equivalencia anterior podra escribirse:

EHSEsistemal’ { H Sy MR
equivalente del .
(3) sistema £’ y q
Como dos sistemas equivalentes tiemen igual resultante,
bastara hallar la resultante del sistema (3) para tener la
del sistema dado. Siendo AOD el poligono de las dos ff.
7 y q”’, su linea de cierre serd AD y ésta serd el segm.
repres. de su resultante o sea de la del sistema dado; y co-
mo esta recta AD coincide con la linea de cierre del po-
ligono ABOD de las fuerzas dadas, resulta que esta linea
nos da un segm. repres. de la resultante buscada.
En cuanto a la resultante, en posicion, la obtendremos
trazando una paralela a esta linea de cierre por el punto
de concurrencia de las ff. £ y q’’’. Como estas fuerzas ac-

292
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than en el primero y en el Gltimo lados del funicular cons-
truido, sera por el punto de interseccion de estos lados por
donde debe pasar la’ resultante, quedando por lo tanto de-
mostrada la verdad del procedimiento descripto.

Como ya dijimos, el punto O se llama polo, las rectas
que lo unen a los vértices del poligono de las fuerzas se
llaman radios polares, y el poligono EGHIJ obtenido tra-
zando sucesivamente paralelas a los radios polares se llama
poligono funicular correspondiente al polo O.

Obsérvese bien que los lados del funicular, los radios
polares, las fuerzas y sus segm. repres. guardan ciertas re-
laciones de posicion que deben cumplirse siempre y que
observados fielmente sirven para construir con exactitud el
poligono funicular correspondiente a un polo dado. Esas re-
laciones son las siguientes:

1. A todo radio polar que llega al punto de separacion
de los segmentos repres. de dos fuerzas corresponde en el
funicular un lado paralelo comprendido entre esas mismas
dos fuerzas. Asi, en la fig. 38, al radio polar II, que va al
punto B de separacién de los segm. repres. de F’ y F’’,
corresponde en el funicular el lado GH comprendido entre
Lasifif, SRR

28, Si dos radios polares comprenden el segm. repres.
de una fuerza, los correspondientes lados del funicular deben
cortarse sobre esa fuerza. Asi, fig. 38, los radios II y III
comprenden el segm. repres. de F’’, en el funicular los
correspondientes lados, que son aqui GH y HI, deben cor-
tarse sobre F’’.

El poligono funicular se aplica a la determinacién de
la resultante de un namero cualquiera de fuerzas no con-
currentes situadas en un plano.

La resultante de tales sistemas satisface también al
enunciado del teorema de las proyecciones y al del teorema
de los momentos ya que las demostraciones que se han dado
antes son validas también para este caso de ff. no concu-
rrentes, pues la proyececién del poligono de ff. sobre un eje
siempre nos demostrard que: ‘‘la proyeccién de la resultan-
te sobre un eje es igual a la suma algebraica de las proyec-
ciones de las componentes sobre el mismo eje’’, y la apiliy-
cacion sucesiva del teorema de los momentos demostrado pa-
ra dos ff. concurrentes a las resultantes parciales que se ob-
tengan componiendo sucesivamente dos a dos todas las ff.
de un sistema de ff. no concurrentes, demostrara que ‘‘el
momento estatico de la resultante de un sistema de fuerzas
no concurrentes respecto de un punto de su plano es igual
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2 la suma algebraica de los momentos estaticos de las com-
ponentes respecto del mismo punto’’.

Determinacion del momento de la resultante. — En
virtud del teorema de los momentos, cuando se quiera tener
el momento de la resultante de un sistema de ff. F’, F’’, F’”’
v FIV (fig. 39) respecto de un punto O del plano se calcu-
lard el momento estatico de cada fuerza respecto de O y se
sumara los momentos parciales asi obtenidos. Si d’ es el
brazo de palanca de F’, d’’ el de F’’, d””’ el de F’”’ y dIV
el de FIV, ge tendra

MF = —F. &
BIOF” = A + F”. dn
M0P1777 e _+_ F”’. d)n
MeFIV — — FIV, qIV*

v sumando dichos momentos parciales tendremos el momen-
to de la resultante:
MR = —F’.d’ + F”’.d”7 + F*”.d”’ — FIV_ dIv
Si, por ejemplo: Rt SRR R s = SO LV —
— O, @l = B @2 == Wi ol == S sy IR = i
resultaria :

M°R = — 2t. 3m + 1t. 2m -+ 2t 2,5m — 5t. 2m — — 9tm.

Este procedimiento es muy largo cuando se tiene un
gran namero de fuerzas o cuando se quiere calcudar los
momentos de un sistema o de una parte del mismo respecto
de varios puntos del plano. En este caso se determina el
momento por medio de un poligono funicular siguiendo el
procedimiento que pasaimos a exponer:

Supongamos que se quiere determinar el momento es-
tatico del sistema de ff. F’, ¥, F’”’ FIV (fig. 40) con
respecto al punto K de su plano. Tomemos una escala de
fuerzas y construyamos el poligono ABCDE de las fuer-
zas dadas; tomemos un polo O, tracemos los radios polares
I, II, TI1, TV y V, construyamos un poligono funicular co-
rrespondiente GNQSTYV, tracemos por el punto K, centro de
momentos, una recta paralela a la resultante del sistema,
v marquemos sobre ella los puntos en que la encuentran
el primero y el ultimo lados del funicular. Sean G y H
esos puntos, puntos que determinan sobre la paralela a
R un segmento cuya longitud indicaremos con y. Baje-
mos ahora desde el polo O una perpendicular OV al seg-
mento AE representativo de la resultante. La distancia OV
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del polo a dicho segmento se llama distancia polar y la
designaremos con H.

Vamos a demostrar que el momento estatico de R, o
sea el de todo el sistema, con respecto a K, estard dado por
el producto y. H.

En efecto, si comparamos los tridngulos AOE y GJH
vemos que, por construccién, se tiene:

Gl A
HJ || E'O
GH || AE ;

por lo tanto dichos triangulos son semejantes. Si H es la
altura del triangulo AIEO, correspondiente al vértice O, y d
la altura homéloga en el tridngulo GJH, podra escribirse:

AE H
G H d. (1)
Si se supone que GH representa una f. y se tendra
AE R
G H y
v sustituyendo en (1) resultara
R H
v d
de donde
RiNdN=— Sy

pero
R.d = Mom. R respecto de K
sor lo tanto
Mom. R resp. de K = y.H
b A8 G IB)

En esta férmula y debe expresarse como fuerza y H
como longitud, pero puede expresarse y como longitud, de-
biendo tomarse entonces H como fuerza, pues la relacién (1)
puede escribirse

AE (606l y

oV d d (2)
v si OV representa una fuerza H

AE R

OV H

v (2) puede escribirse entonces
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H d
de donde R.d = H.y
0o Mom. R resp. de K = H.y :
expresion en la que H es una fuerza ¢ y una longitud.

Por lo tanto, para tener el momento estatico de la resul-
tante de un sistema de fuerzas respecto de un punto, basta
construir un poligono funicular del sistema dado, trazar por
el centro de momentos una paralela a la resultante, trazar
la distancia polar y multiplicar esta distancia polar por el
segmento que sobre la paralela a la resultante trazada por
el centro de momentos interceptan el primero y el dultimo
lados del funicular, debiendo ser expresada una de dichas
cantidades como fuerza y la otra como longitud.

Como ya lo hicimos notar, este procedimiento permite
determinar rapidamente el momento de todo un sistema de
fuerzas o de parte del mismo respecto de uno o de varios
puntos del plano.

Sea p. ej., el sistema de ff. F’, F’, F’”’ y el punto T,
centro de momentos (fig. 41). Para hallar el momento del
sistema respecto de T construyamos el poligono de las fuer-
zas ABCD, tomemos el polo O, tracemos los radios polares

v construyamos un funicular correspondiente BEGHIJ .
; Por T tracemos una paralela a la lipea de cierre del
poligono de las ff. y marquemos sobre esa paralela los pun-
tos en que la encuentran el primero y el ultimo lados del
funicular, puntos que resultan ser K y L. Sabemos que el
momento buscado estara dado por el producto.

TR L Ll

Supongamos ahora que queremos hallar el momento-del
sistema con respecto a otro punto T’ del plano. Nos bastara
trazar por éste una paralela a la linea de cierre del poli-
gono de las fuerzas, marcar sobre ella los puntos K’ y L’
en que el primero y el altimo lados del funicular la en-
cuentran, medir el segm. K'L’ y multiplicarlo por H.

A : S <L R

Si ose quiere determinar el momento de una parte del
sistema solamente, por ej. el momento del sistema formado
por F’ y F”’ tUnicamente, con respecto a T, observaremos
que en ABC ya tenemos un poligono de las ff. F” y F’’, en
AC su linea de cierre, en O un polo, en OA, OB y OC los
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radios polares y en EGHI un poligono funicular correspon-
diente a dicho polo. Por consiguiente, bastari trazar por T
una paralela a AC, determinar sobre ella los puntos N y Q
en que la encuentran los lados primero y ultimos (son los
[ y III) de ese funicular y multiplicar finalmente el seg-
mento NQ por la distancia polar h’.

Del mismo modo se tendria que el momento del sistema
F’ v F’’ respecto de T’ seria igual a N’Q’.h’

Vemos pues la facilidad con que se puede calcular ios.
momentos de un sistema o de parte del mismo con res-
pecto a cualquier punto del plano.

Téngase bien presente que en el producto

Vs iH

debe siempre expresarse uno de los factores como fuerza y
el otro como longitud, lo que quiere decir que uno de los
segmentos debe ser medido a la escala de las fuerzas y el
otro a la escala de longitudes.

Descomposicion de una fuerza en otras tres no concu-
rrentes. — Hemos visto como se descompone una fuerza en
otras dos que se cortan sobre la recta de acciéon de la fuer-
za dada.

La descomposicién de una fuerza F en tres o mas situa-
das en un mismo plano con F y que se corten en un mismo
punto (fig. 42) de la recta de accién de la fuerza dada es
un problema indeterminado pues tiene infinidad de solu-
ciones. §5

En cambio es perfectamente determinado el problema
de descomposicion de una fuerza F (fig. 43) en otras tres,
coplanares entre si y con F, que actien en rectas no con-
currentes a, b y c¢. Esta descomposicién se efectlia como
sigue: se determina el punto de interseccién de una de las
rectas dadas con la fuerza dada, por ej. el de a con F, sea
A dicho punto. Se determina en seguida el punto de inter-
seccibn de las otras dos rectas b y ¢ entre si, lo que nos
da el punto B. Se unen estos dos puntos A y B y se obtiene
una recta X auxiliar. Se descompone en seguida F en dos
fuerzas que actien en a y en X, lo que sera posible porque
a y X se cortan sobre ¥, y en seguida.se descompone la
fuerza x, obtenida, en dos que actien en b y ¢. En el
caso de la figura 43 tomariamos por ejemplo CD =
segm. repres. de F, por 'C trazariamos una || a a y por D
una || a X; estas paralelas se cortan en E y entonces CE
seria el segm. repres. de la componente que actuara en a,
v ED seria el segm. repres. de la fuerza que actuaria en X.
En seguida descompondriamos esta fuerza x en dos que ac-
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tuaran en b y ¢ (lo que es posible porque b y ¢ se cortan so-
bre x) Para ello, siendo ED un segm. repres. de X, traza-
riamos por E una || a ¢ y por D una || a b; estas || se cor-
tan en &, y tendremos en EG el segm. repres. de la com-
ponente que actuara en ¢, y en GD el segm. repres. de la
que actuara en b, quedando por lo tanto determinadas las
tres componentes buscadas, las que podran marcarse aho-
ra sobre las rectas a, b, y ¢, dandoles el mismo sentido que
tengan sus respectivos segm. representativos. g

Es evidente que las fuerzas asi obtenidas, F’, F’’ y F'"’,
son las componentes buscadas, pues si se procede a su com-
posicion se obtiene somo resultante justamente la fuerza
dada F. Esto se ve facilmente en el poligono de las fuer-
zas (CEGD.

Compruébase, haciendo las construcciones pertinentes,
que se llega exactamente al mismo resultade si se deter-
mina A’ = punto intersecciéon F con b, B’ punto inter-
seccién a con ¢, se traza A’B’ — X’; se descompone I se-
gin b y x’, y luego X’ seglin a y ¢.

La obtencién del mismo resultado, cualquiera que sea la
recta auxiliar que se tome, demuestra que el procedimiento
indicado es exacto. Si se desea una demostracién matemé-
tica de esta exactitud compdéngase un sistema de 3 ff. co-
planares no concurrentes y comparese el cuadrilatero com-
pleto formado por el policono de las fuerzas con la figu-
ra formada por las tres fuerzas, sus resultantes parciales y
su resultante total.

Este procedimiento tiene frecuente aplicacion en los
sistemas reticulares para la determinacién de las tensiones
de las barras. (Método de Culmann).

CAPITULO V.

FUERZAS COPLANARES PARALELAS

Composicién de fuerzas paralelas coplanares. — Teorema de las
proyecciones y teorema de los momentos. — Composicién de dos
fuerzas paralelas. — Relacién entre las intensidades de las
fuerzas y sus distancias a la resultante. — Generalizacién de di-

cha relacién para el grupo de tres fuerzas formado por dos fuer-
zas paralelas y su resultante. — Determinaciones grafica y ana-
litica de la resultante de dos fuerzas paralelas. — Des‘compgsicién
de una, fuerza en otras dos paralelas a ella; procedimientos gra-
fico y analitico. — Nociones de fuerzas continuas paralelas.

Composicién de fuerzas paralelas coplanares. — Lia com-
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posicion de fuerzas paralelas se hace siguiendo exactamen-
te el procedimiento del poligono funicular expuesto en el
capitulo anterior para el caso de fuerzas no concurrentes,
coplanares.

Asi (fig. 44) si se desea componer el sistema de fuer-
zas F’, ¥’ F’?7 y FIV, construiremos un poligono de es-
tas fuerzas adoptando previamente una escala de fuer-
zas. Resulta asi el A B C D E, que se reduce en este
caso a una recta por tratarse de fuerzas paralelas en-
tre si. Tomaremos luego un polo O, trazaremos los ra-
dios polares y construiremos en seguida un funicular
GIJKLN de las fuerzas dadas. Prolongando el primero
y el ultimo lados de este funicular, tendremos en el punto
V de interseccién de ambos un punto por el que pasara la
resultante buscada. La intensidad de ésta la calcularemos
midiendo su segm. repres. AE, linea de cierre del poligono
de las fuerzas; el sentido serd el del mismo segm. AE, y
su posicion se obtendra trazando por V una paralela a di-
cha linea de cierre. Asi, en nuestro caso, obtendriamos como
resultante la fuerza R igual a nueve y media toneladas.

El poligono de las ff nos demuestra que en el caso de
fuerzas paralelas el segm. repres. de la resultante es igual a
la suma algebraica de los segm. repres. de las componentes
v que por lo tanto la intensidad de la resultante serd igual
a la suma algebraica de las intensidades de las componen-
tes. Asi, en la fig. 44, se tiene

B o= 9t f'g¢ B he ion: G5y

También vemos en el poligono de las fuerzas que la re-
sultante tendrid la misma direccion que las componentes, es
decir, que sera paralela a ella.

En la fig. 45 tenemos otro ejemplo de composicion de
fuerzas paralelas por medio del poligono funicular.

Vemos que también en este caso se tiene: ,

R = Suma componentes = F’ + F”’ — F’”’ = 2t,
siendo F’’’ negativa, si F” y F’’ son positicas, por tener F’’’
sentido contrario al de estas tltimas fuerzas.

El momento estatico de un sistema de fuerzas paralelas
respecto de un punto de su plano se determina siguiendo
exactamente el procedimiento explicado en el capitulo an-
terior para las fuerzas no concurrentes.

Asi si se quiere (fig. 44) el momento estatico de las
ff. F°, F’, ¥’ y FLV respecto del punto T, bastara, una .
vez construido el funicular GLJKLN, trazar por T una pa-
ralela a la resultante, o sea una paralela a la direccién ge-
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neral de las fuerzas, determinar sobre ella el segm. QS = y
que interceptan el primero y el dltimo lados del funicular
v multiplicarlo por la distancia polar H.

En nuestro dibujo, si se considera y como fuerza y H
como longitud, se tendra:

Y. — 468
I = i

Mom.s R resp. T — y.Hi — 46t > dm — 23 tm
'siendo positivo este momento segin resulta de observar la
posicion de la resultante respecto del centro T.

De la misma manera, en la figura 45 se ha calculado
los momentos del sistema de ff F’, F”’ y F’’7 respecto de los
puntos T y T’ respectivamente.

Construido el funicular EGIJK, trazadas por T y T’
las paralelas a la resultante del sistema, determinados los
puntos Q, S, Q' y S’ de interseccién de dichas paralelas con
los lados primero y ultimo del funicular, y medidos los segms.

QS = v, v Q'S = y’, considerados como fuerzas, y la
distancia polar H, considerada como longitud, resulta:

Mom. R resp. de T = y. H = — 1,1t X 44m = — 4 84tm
Mom. R resp. de T’ = y’.H = — 3,6t X 4,4m = — 4,84tm

'siendo estos momentos negativos por la disposicion relativa
de la resultante y de los puntos T y T’.

Teorema de las proyecciones. — Hs evidente que en este
caso de fuerzas paralelas se verifica también el tecorema de
las proyecciones que dice ‘‘la proyeccion de la resultante de
un sistema de fuerzas sobre un eje cualquiera es igual a la
suma algebraica de las proyecciones de sus componentes so-
bre el mismo eje’’.

La simple inspeccién de los poligonos de fuerzas de
las figuras 44 y 45 lo demuestra, asi como el hecho de que
siendo un sistema de fuerzas paralelas simultaneamente un
caso particular de un sistema de fuerzas no concurrentes y
de un sistema de fuerzas concurrentes (1), su resultante de-
‘be gozar de las mismas propiedades generales que las resul-
tantes de dichos sistemas.

Teorema de los momentos. — En virtud de lo expuesto
en el parrafo que precede, debe verificarse también que ‘‘el
‘momento estatico de la resultante de un sistema de fuerzas
paralelas coplanares respecto de un punto de su plano es.

(1) En efecto, un sistema de fuerzas paralelas es un sistema de
ff. no concurrentes que forman todas figual angulo entre si y es tam-
bién un sistema de ff. concurrentes cuyo punto de concurrencia esta
«en el infinito.
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igual a la suma algebraica de los momentos estaticos de sus
componentes respecto del mismo punto’’.

Este teorema tiene una demostraciéon sencilla para el
caso que consideramos. En efecto, sea (fig. 46) un sistema
de tres fuerzas paralelas F’, F”’ y F’”’ sea ABCD un po-
ligono de dichas fuerzas, EGIJ un funicular de las mis-
mas correspondiente al polo O, y R la resultante del sistema.
Vamos a demostrar que el momento de R respecto de un
punto T del plano serd igual a la suma algebraica de los
momentos de F’, F’’ y F’”’ respecto del mismo punto T.

Tracemos por T una paralela a la direcciéon general de
las fuerzas y prolonguemos los lados del funicular hasta
que la corten. :

El primer lado la corta en L, el segundo en N, el tercero
en P y el cuarto en Q. Sabemos, por lo demostrado ya, que
Mom. R resp. T = LQ X H

Ahora bien, comparando los tridngulos LGN y AOB
se ve que son semejantes, por lo que se podra eseribir

LN di
AB H (1)
v, si LN representa una fuerza y’,
LN y"
AB B’
sustituyendo en (1)
y’ a
= aen A=
7 H
0
Mom. F’ resp. T = y’.H (2)

Anilogamente, comparando los tridngulos NIP y BOC
entre si y los tridngulos PJQ y COD entre si, tendriamos
Mom. F’? resp. T — y”’.H (3)
Mom:s B2 resp.i Al e— v i H (4)
Sumando miembro a miembro las anteriores igualdades.
(2), 3) y (4) se tendra ?
Mom. F’ 4+~ Mom. F*’ 4+ Mom. F’”’ =y’ H 4+ y"".H +

_|_ y’77.H
o bien, sacando H factor comun.
Mom. F’ + Mom. F”’ -+ Mom. F’”’ = (y’+y’’4+y”’") .H
pero, segun la figura 46, ;
RS S M A e Y
luego :
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Mom. F’ 4+ Mom. ¥’ 4+ Mom. F'’ = y . H

y ecomo y.H = Mom. R resp. T, resultara
Mom. F’. resp. T + Mom. F’’ resp. T + Mom. F””’ resp. T —

= Mom. R resp. T

L. @'Q. D.
Caso de dos fuerzas paralelas. — La resultante de dos
ff. paralelas, ya de igual sentido — (fig. 47), ya de sentido
contrario — (fig. 48), se halla facilmente por medio del po-

ligono funicular (véase figs. 47 y 48). En el caso de ff. de
igual sentido la resultante actiia entre las componentes y
su intensidad es

R mat F7 _+_ b‘77

En el caso de ff. de sentido contrario vemos que la re-
sultante acttia fuera de las dos ff., del lado de la mayor
que tiene el sentido de ésta y que su intensidad es

R=F”_F’

El problema inverso, o sea el que consiste en descom-
poner una fuerza R en otras dos que actilen en rectas pa-
ralelas a la de accién de R, se resuelve ficilmente como si-
gue: sea (fig. 49 una fuerza R que se quiere descomponer
en otras dos que actiien en las rectas a y b || R. Por un
punto J, cualquiera de la recta de accion de R se trazan dos
rectas cualesquiera I y II y se determina el punto de intersec-
cién de cada una de ellas con una de las rectas a y b. Por ej.,
se determina G, punto de intersecciéon de I y a, y H punto de
interseceién de II con b. Se unen en seguida G y H por me-
dio de una recta, se toma un segm. DE repres. de la f. dada
R, por uno de sus extremos, por ej. el D, se traza una || a una
de las rectas trazadas por, J, p. ej. a la I, y por el otro ex-
tremo una || a la otra recta trazada por J. Estas dos para-
lelas se cortaran en un punto que llamaremos O en la fig.
49. Si ahora, por este punto O trazamos una paralela OK
a la recta GH, esta paralela dividira el segmento DE en
dos porciones que son los semgentos representativos de las
componentes buscadas. Asi DK es el segm. repres. de la
componente que actuard en a, componente que llamaremos.
F’, y KE es el segmento representativo de la componente
que actuard en b, componente que llamaremos K7’ i

La simple observacion de la figura 49 nos demuestra que
realmente las fuerzas F’ F’’ asi obtenidas son las compo-
nentes de R segin a y b, pues si se compone estas des ff.
F’ y F”’ se obtiene R como resultante.
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Este procedimiento resulta de la simple inversion del
procedimiento seguido para componer dos fuerzas paralelas.

Obsérvese bien que la componente F’ tiene por segm.
repres. el segm. DK comprendido entre los radios OK y OD
que son || a las rectas GH y GJ ‘que se cortan en un punto
de dicha componente, y que, andlogamente, la componente
F’ tiene por segm. repres. el segm. KE comprendido entre
los radios OK y OE paralelos respectivamente a las rectas
HG y HJ que se cortan en un punto de F’’.

Si las dos rectas dadas a y b estdn a un mismo lado de
la f. R que se quiere descomponer (fig. 50) el problema se
resuelve del mismo modo.

Tomaremos un punto cualquiera D sobre R, por D tra-
zaremos dos rectas cualesquiera I y II hasta cortar las rec-
tas a y b; sea I¥ el punto de intersecciéon de I con a, y sea
G el de interseccién de IT con b. Uniremos E con G por me-
dio de una recta. Tomaremos en seguida, a una escala de
fuerzas determinada, un segm. AB repres. de la fuerza R,
trazaremos por uno de sus extremos una || a I y por el otro
extremo una || a II. Estas dos paralelas se cortarin en un
punto que llamaremos O y por el que trazaremos una pa-
ralela a KG. Hsta paralela es la recta OC y ella determina
sobre la recta en que se encuentra el segmento AB, repres.
de R, dos segms. que son los repres. de las componentes
que se buscan. En este caso se tiene en CB el segm. repres.
e la componente F’ que actuara en a, y en AC el segm.
repres. de la componente F’’ que actuarid en b. El sentido
de las componentes se obtendra facilmente recordando que
solamente cuando dos componentes paralelas son de sentido
contrario su resultante pasa fuera de ellas, que la mas pro-
Xima a la resultante tiene igual sentido que ella y es la ma-
vor en intensidad de las dos componentes, y que la otra com-
ponente es de sentido contrario.

~ Obsérvese que también en este caso el segm. repres. de
I resulta estar comprendido entre los radios OC y OB res-
pectivamente || a las rectas DE y EG que se cortan sobre.
F’, v el segm. repres. de F’’ resulta comprendido cntre los
radios OA y OC respectivamente || a las rectas GD y GE
que se cortan sobre F’’. De esta observacion y de la formu-
lada para el caso en que las componentes tienen igual sentido
se induce la regla general siguiente, aplicable para saber
«cual es el segm. repres. de cada una de las componentes bus-
cadas: A cada componente corresponde en el poligono de
las fuerzas un segm. repres. comprendido entre los radios
polares paralelos a las rectas que se cortan sobre dicha com-
ponente.
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Los problemas anteriores, de composicién de dos fuer-
zas paralelas y de descomposicién de una fuerza en otras
dos paralelas a ella, pueden también ser resueltos analitica-
mente mediante ciertas relaciones que existen entre las in-
tensidades de las componentes, la de su resultante, v las dis-
tancias entre todas estas fuerzas.

En efecto, sean (fig. 51-a) F’ v F’'" dos ff. paralelas de
igual sentido y sea R su resultante; llamemos d la distan-
cia que existe entre las dos componentes, d’ la distancia que:
existe entre F’ y R, y d’’ la distancia entre F’’ y R.

In virtud del teorema de los momentos podra escribirse.
para un punto cualquiera del plano de las fuerzas,

(1) Mom. R = Mom. F’ 4+ Mom. F'”’

Si los momentos se refieren a un punto A, situado so-
bre la resultante, se tendra

Mom. R resp. A = O

¥ podra escribirse la ecuacion (1) como sigue:
Mom. F* resp. A + Mom. F"’ resp. A = O

pero
Mom. F’ resp. A = — F’.d’ y Mom. F’’ resp. A = F”’.d"’
luego, sustituyendo en (2)
— ¥.d’ + P74’ = O de donde F’.d” = F”’.4d”
v, finalmente,
F? d’?

i &’ (3)
ecuacién que nos dice que '’ las intensidades de las compo--
nentes son inversamente proporcionales a sus respectivas

distancias a la resultante.

Si los momentos se refieren a un punto B de la compo-
nente F’, se tendra g
Mom. R resp. B = R.d’

Mom. F’ resp. B = 0
Mom. F”’ resp. B = F”’.d
v. sustituyendo en (1), se tendra
R.A’ = F.d
de donde
R d

HER a’ (4)
ecuacion que nos dice que las intensidades de las fuerzas
R ¥ I’ son inversamente proporcionales a sus respectivas
distancias a la otra fuerza F’. ‘
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De la misma- manera, si tomamos como centro de mo-
mentos un punto C situado sobre F’’, se tendra:

Mom. R resp. C = — R.d”

Mom. F’ resp. C = — F’.d
Mom. F’’ resp. C = O

.V la ecuacion (1) se transformari en

—LaRod == s BV d s R d N e =0 v
de donde
R | PR
F’ d’.’ ! (5)

ecuacion que nos dice que las intensidades de las ff. R vy
F’ son inversamente proporcionales a sus respectivas dis-
tancias a la otra componente F’’.

El mismo raciocinio aplicado al caso de dos fuerzas
paralelas de sentidos contrarios (fig. 51-b), nos conducira a
ecuaciones exactamente iguales a las (3), (4).¥ (5) expues-
tas, y por lo tanto, puede generalizarse en un solo enun-
ciado las propiedades encontradas:

Cuando se considera el grupo de tres fuerzas formado
por dos fuerzas paralelas y su resultante, las intensidades
de dos cualesquiera de dichas tres fuerzas son inversamente
proporcionales a sus respectivas distancias a la tercera
fuerza.

Las ecuaciones (3), (4) y (5) son las que se emplean
para resolver analiticamente los problemas de composicion
de dos fuerzas paralelas y el prcblema inverso.

- Supongamos, por ej., que se qquiere determinar las resul-
tante de las dos fuerzas F’ igual 100 kg y F’’ igual 200 kg
situadas a seis metros una de otra (fig. 52). Sabemos ya que
la resultante es paralela a las fuerzas dadas, que pasara
entre ellas, que tendrad su mismo sentido y que su intensi-
dad R sera igual a la suma de las intensidades de las com-
ponentes, es decir

R — F' 4 F” = 100 kg + 200 kg — 300 kg

Para tener la resultante en posiciéon bastard conocer su
distancia a una de las fuerzas dadas. o sea ‘conocer d’ o d’’,
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para lo que bastara aplicar una de las ecuaciones (4) o (5). -
La (4) nos dice:

F” d’
' R d
de donde
1D |
ol =
R v, siendo
F’’ — 200 kg, d = 6m, R — 300 kg
resultara
200 kg X 6m
da= = 4m
300 kg

De la misma manera, aplicando la ecuacion (5), obten-
dremos el valor de d’’, aunque este valor puede hallarse
observando que d’ + d’’ = d.

Si se tratara de componer dos fuerzas paralelas, de sen-
tido contrario, téngase presente que entonces la intensidad
de la resultante es igunal a la diferencia aritmética de las
dos componentes, que su recta de accion pasa fuera de las
componentes, del lado de la mayor y que tiene el mismo
sentido que ésta.

Asi, en el caso de figura 53, se tendra:

R=F — F”’ = 500 kg — 300 kg — 200 kg.
R actuara arriba de F’, por ser F’ mayor que F’’, y ten-

- dra el mismo sentido que F’. En cuanto a la posicion de R se

determinaré calculando d’ o d’’ por medio de cualquiera de
las ecuaciones (4) o (5). Aplicando la (4) tendremos:

R A d
R ds
de donde |
el
A e e,
R
v siendo
: RN 0 (e oot (== 1 R =— RO (W s o
resultara :
300 kg X 2m
6l — ' — 3m*
7 20000

Podra en seguida calcularse d’’ por la féormula (5) o
> 2
por la relacién
: de =— d’ - d
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El problema inverso de descomponer una fuerza en otras
dos paralelas a ella se resuelve analiticamente por medio de:
las mismas férmulas (4) y . (5) debiendo hacerse notar que
en este caso las incégnitas son las intensidades de las com-
ponentes que se busca.

Si se trata de descomponer (fig. 54) una fuerza R igual
50 kg en otras dos que octien en las rectas a y b situadas
a ambos lados de R, una a 2 metros y la otra a 3 metros,
tendremos que las componentes tendran igual sentido gque R
v que su valor podra deducirse de cualquiera de las férmu-
las (4) o (b). Asi, la (4) nos da:

R d
F, d.‘?
de donde
Rad#
B’ =
y siendo d
Ri'= 50 kg ;. "d" =" 3m' ide=d - d* =i 5m

resultara
90 kg > 3m
H— — 308k
“Hm

(£l valor de F7’ se deducira de la relacion (5) o de la

ecuacion
d R e F7 + F))

Exactamente del mismo modo se procede para descom-
poner una fuerza R en otras dos que actiien en rectas a y b
situadas a un mismo lado de R’ debiendo tenerse presente
que en este caso las componentes seran entre si de sentido
contrario, que la que estd4 mas cerca de la fuerza dada ten-
dra el mismo sentido que ésta y sera la de mayor intensidad.

Asi, en el caso de la (fig. 55), se tendra

R d
F7 d?,
RS
1D
d.
v sustituyendo valores
2 70 kg X 4m
F = — 140 kg
2m 4

F’” — R — F’ = 70 kg. :
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Los problemas anteriores tienen gran aplicaciéon en las
vigas y armaduras para la determinacién de reacciones.

Las relaciones que existen entre las intensidades de dos
fuerzas paralelas, la de su resultante y las distancias entre
estas fuerzas, nos conducen a hacer uso de los siguientes
procedimientos graficos para la resolucion de los problemas
que acabamos de ver.

a) Composicién de dos fuerzas paralelas. Sean F’ y F’’
las ff. paralelas que se quiere componer (figs. 56 y 57). Se
sabe que

R e, F’ + F?’

segin las componentes tengan iguales o contrarios sentidos.
Si sobre cada una de las componentes se toma un segm.
repres. de la otra componente (AB y CD en las fgs. 56 y
HT7) vy se unen los extremos de estos segmentos de manera
que las rectas de unién unan siempre el punto de partida
de un segm. repres. con el de llegada o término del otro
segmento repres., estas rectas se cortardn en un punto E
de la resultante buscada. En efecto, si se traza por E una ||
a las componentes y se marcan las distancias d, d’ y 4’7
es facil demostrar, por comparacion de los triangulos DCE
y ABE, que
F’ d’)

F” d’
v que por lo tanto la resultante asi hallada satisface las
relaciones (3), (4) y (5) antes encontradas.

Si o (figs. 58 y 59) se quiere descomponer una fuerza R
en otras dos paralelas a ella, que acten en rectas a y b da-
das, se tomara sobre una de estas rectas un segmento AB
representativo de la fuerza R que se quiere descomponer,
por uno de los extremos de este segmento se trazari una
_recta cualquiera ¢, que corte la fuerza R y la otra compo-
nente buscada, determinando al mismo tiempo los puntos de
interseccion, se unira el otro extremo del segm. repres. de
R con el punto de interseccion G situado sobre la otra com-
ponente buscada (resultando asi la recta GA), yv se trazara
por el punto de interseccién E situado sobre R una paralela
a esa recta GA hasta cortar el segm. repres. de R o su pro-
longacién. El punto de interseccién obtenido divide dicho
segm. repres. de R en dos segmentos que son los represen-
tativos de las componentes buscadas. :

En efecto, la comparacion de los triangulos semejantes:
que se encuentran en las figuras 58 y 59 demostrara que las
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fuerzas asi obtenidas satisfacen las relaciones que caracte-
rizan el grupo de tres fuerzas formado por dos fuerzas pa-
ralelas y su resultante. (Hégase, como ejercicio, dicha de-
mostracion) .

Nociones de fuerzas continuas. — Hemos visto en el ca-
pitulo primero varios ejemplos de fuerzas continuas; tiene
especial interés para nosotros el saber hallar la resultante
de algunas de dichas fuerzas, por ejemplo de fuerzas con-
tinuas de acciones paralelas entre si; que cargan puntos de
una misma recta, constantes o no en intensidad.

Supongamos una chapa rectangular pesada ABCD, de
pequeno espesor constante s, puesta de canto sobre una rec-
ta AB (fig. 60). Esta chapa ejerce una accion continua so-
bre AB originada por la accidén de su peso sobre dicha rec-
ta. Ks evidente que sobre un centimetro de luz, cualquiera
que sea la parte de AB en que se le tome, actiia el peso de
una potrecién paralelipipédica de chapa, de 1 em. de ancho,
de altura h, y de espesor s. Siendo constante h a lo largo
de AB, se tendri sobre esta recta una carga o fuerza uni-
formemente distribuida, cuyo valor se expresara, segun lo
dicho en el cap. 1.°, indicando la fuerza total que correspon-
de a la unidad de longitud de AB. Si, por ej., el peso total
de la chapa es P y la longitud de AB es 1, se dira que so-
bre AB actia una carga uniformemente distribuida de in-
tensidad

¥
p =
1

Se acostumbra decir también que sobre AB actia una
carga total P uniformemente distribuida sobre toda su lon-
gitud.

Si ABCD fuera un muro de espesor apreciable, pero
constante, facil es imaginar concentrado todo el peso del
muro en el plano vertical que pasa por el eje de la viga,
para lo que basta suponer reducido el muro a una lamina,
pero conservando todo su peso. Lia carga continua producida
por el muro sobre AB se expresaria indicando el peso p que
corresponde a cada metro o a cada centimetro de luz, o el
peso total que corresponde a una luz determinada 1, siendo
evidente que siempre que se trate de carga uniformemente
distribuida, se tendra:

e
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Si se supone AB dividido en un gran nuimero de partes
clementales y se considera la fuerza que actla sobre cada
elemento, se tendrd (en este caso de fuerzas producidas por
la gravedad como en el caso de presiones sobre paredes pla-
nas) un sistema de muchas fuerzas paralelas cuya resultan-
te interesa saber determinar. Tratandose de fuerzas parale-
las. la resultante serd igual a la suma de las componentes y
se conocerda su valor en funcion de las cantidades p y 1, que
son dadas. En cuanto a su posicion, ella pasa por el punto
medio de AB y es paralela a sus componentes. En efecto, si
se ha dividido AB en un ntmero par de partes iguales po-
dran agruparse todas las fuerzas elementales en grupos de
dos fuerzas iguales, formados, cada uno, por una fuerza ele-
mental £ y su simétrica £’ (fig. 60 y 61). Todos los grupos
asi formados tienen por resultante fuerzas que acttian sobre
la misma recta y paralela a las componentes y equidistante
de ellas, es decir la recta que pasa por el medio de AB; es
evidente que la resultante de estas resultantes parciales sera
una fuerza que actuara en la misma recta y, quedando por
lo tanto demostrado que cuando una fuerza continua uni-
formemente distribuida carga una recta, su resultante pasa
por el punto medio de esta recta.

Si la intensidad de la fuerza continua es variable a lo-
Jargo de la recta cargada (p. ej., en la fig. 62, el peso del
muro ABCD sobre AB) puede hallarse su resultante con-
siderando las acciones parciales correspondientes a elemen-
tos. 1, I’, 177, 1’7, ete. integrantes de AB, y componiendo to-
das las fuerzas parciales asi obtenidas: f, £’ f’’, ete. Como
regla gonéral se tomaran elementos bastante cortos como
para suponer que sin error sensible pueda tomarse la parte
de muro que le corresponda como un muro de altura cons-
tante sobre el elemento considerado.

Cuando la intensidad de la fuerza continua varia de un
punto a otro de la recta cargada obedeciendo una ley.:de-
terminada, sera en -general posible hallar una férmula que
dé la posicion de la resultante de toda la carga. Por ejem-
plo, en el caso de una viga AB (fig. 63) que sostiene wun
muro de espesor uniforme pero de altura que aumenta desde
cero hasta un maximo h proporcionalmente a las distancias
al apoyo en que su altura es cero; y también en el caso de
una pared plana lateral, fig. 64, que recibe las presiones de
un liquido, presiones que sabemos son proporcionales a las
profundidades. En estos dos casos particulares la intensidad
en un punto de la recta cargada es dircetamente proporeio-
nal a la distancia de dicho punto al extremo en que la in-
tensidad es nula, y .la resultante actia en una recta, para-
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lela a las acciones elementales, situada a una distancia 1]3
del punto més cargado de la recta cargada, siendo 1 la lon-
gitud de esta recta.

Si sobre una recta actiia una carga continua (fig. 65)
v, a partir de varios puntos suficientemente proximos A, C.
D, ete., se toman segmentos paralelos y de longitudes pro-
porcionales a las intensidades de la fuerza continua en los.
mismos, y se unen luego por medio de un trazo continuo
los extremos libres de dichos segmentos (A’, B’, C’. ete.).
se tendra una superficie AA’'D’B’BDA que se llama super-
ficie de la carga continua que actia sobre AB o, simple-
mente, superficie de carga de AB. Las ordenadas de esta
superficie son, por construccién, proporcionales a las inten-
sidades de la fuerza continua en los puntos correspondien-
tes, y, por ello mismo, las areas comprendidas entre dos pa-
res de ordenadas son proporcionales a las cargas totales que
actiian sobre las porciones de AB interceptadas por esos dos
pares de ordenadas. Asi, las areas CC'DD" y BB'EE’ son
proporcionales a las cargas totales que actian sobre (D ¥
EB respectivamente.

En el caso de una carga continua uniformemente dis-
tribuida, la superficie de carga sera un rectangulo (fig. 60)
puesto que la intensidad es constante en todos los puntos de
la recta cargada AB. En el de la figura 64 la superficie de
carga serd un triéngulo ABC puesto que las intensidades
son directamente proporcionales a las profundidades.

sta representacién de cargas continuas por medio de
superficie de carga es usual en vigas cargadas y en otros.
problemas. Veremos mas tarde como por medio de ella se
simplifica la determinaciéon de la resultante de una fuerza
continua.

Por ahora sélo agregaremos que puede hallarse dicha
resultante dividiendo la recta cargada en elementos, deter-
minando las acciones parciales que actian sobre dichos ele-
mentos y buscando luego su resultante; o bien, dividiendo
la carga total en porciones cuyas resultantes parciales sc-
pamos hallar y componiendo luego estas resultante parciales.

CAPITULO VI. ;
PARES COPLANARES DE FUERZAS

Par de fuerzas. — Momento estatico de un par. — Constancia de’
dicho momento para todos los puntos de su plano. — Valor del
momento. — Sustitucién de un par por otro. — Resultante de dos
o mas pares de fuerzas. — Momento del par resultante. — Pares
equilibrantes. — Resultante de un par y de una fuerza coplana-
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res. — Efecto producido por la introduccién de un par de fuer-
zas en un sistema de resultante lnica. — Par y fuerza equili-i

brantes.

Par de fuerzas. — Llidmase par de fuerzas el sistema
formado por dos fuerzas paralelas, de igual intensidad y de
sentidos contrarios. Asi las fuerzas F’ y F”’ (fig. 66) para-
lelas ¥y de contrarios sentidos, constituyen un par si sus in-
‘tensidades son iguales, es decir, si ' = F’.

La distancia d entre las dos fuerzas del par se llama
su brazo de palanca y se mide, segin sabemos, sobre la
perpendicular, coman a las dos fuerzas del par.

Si ose aplican las relaciones encontradas en el capitulo
anteriov a la determinaciéon de la resultante de un par de
fuerzas se verd que se obtiene como intensidad de la resul-
tante una fuerza cero, pues

o SR (TR

por ser F' v F”’ iguales’ entre si. Y en cuanto a la distancia
de la resultante a cualquiera de las componentes se obten-
dra un valor infinito.

Luego un par de fuerzas tiene por equivalente una fuer-
za cero que actha en el infinito. Es pues un sistema irreduc-
tible a una sola fuerza y, por ello, exige un estudio especial.

En este capitulo sélo estudiaremos algunas generalida-
des v la composicién de pares coplanares.

Momento estatico de un par. — El momento de un par
F* F”’ con respecto a un punto cualquiera O de su plano, se
hallarda siguiendo los procedimientos expuestos en los capi-
tulos anteriores para hallar el momento de un sistema de
fuerzas.

Uno de los métodos consiste en aplicar el teorema de
Varignon o sea en caleular el momento de cada fuerza con
respecto al punto O y hacer luego la suma algebraica de los
momentos obtenidos. Asi en la figura 67 tendriamos:

M° par. = M°F’ 4+ M°F”
0 M° par. = F’.a’ — F’.a”

Otro procedimiento consiste en determinar el momento
de todo el sistema por medio del poligono funicular; pero
vamos a ver en seguida que el momento de un par de fuer-
zas se obtiene siempre por medio de una relacién muy sen-
¢illa ¥ que es constante en valor y en signo para todos los
puntos de su plano. ; ;



En efecto, sea (fig. 68) un par Q'Q’’ y tomemos, en su
plano, como centros de momentos, tres puntos A, B v C, si-
tuados en todas las posiciones relativas que en el plano del
par puede tener un punto con relacion al par, es decir uno
de un lado del par, otro entre las fuerzas del par y el ter-
cero del otro lado. Caleculando sucesivamente los momentos
del par para esos tres puntos tendremos:

Para el punto A:

M par resp. A = Mom. Q’ resp. A + Mom. Q’’ resp. A
v siendo
Mom T Q sreSplFAc— QFia v
Mom. Q”’ resp. A = — Q’’.a’”’
resultara, sustituyendo
Mom. par resp. A == Q’.a’ — Q’’.a’’ o, porser, Q" = Q’”

Mom. par resp. A — Q' (a’ — a”’ :
pero
a’ —a’ =—d
:. Mom. par resp. A = — Q’.d (1)

Para el punto B: _
Mom. par resp. B = Mom. Q’ resp. B + Mom. Q" resp. B
¥ como
Mom. Q’ resp. B=—Q’.b’ y Mom. Q’’ resp. B=—Q’".b"’
se tendra, sustituyendo,

Mom. par resp. B— — Q’.b’ — Q’.b”’ = — Q’ (b’+b’")
pero
b’ + b’ = d
:. Mom. par resp. B = — Q’.d (2)

Para el punto C, efectuando anélogas operaciones, se
tendria igualmente
M. par resp. C = — Q’.d (3)

Comparando las ecuaciones (1), (2) vy (3) se ve inme-
diatamente que todos los segundos miembros son iguales en
valor y en signo, lo que demuestra que el momento de un par
es constante en valor y signo para cualquier punto de su
plano. Por otra parte, esas relaciones dan como magnitud
del momento del par, en todos los casos, el producto de una
de las fuerzas que lo constituyen por el brazo de palanca
del mismo; por lo cual se dird que momento de un par es
el producto de su brazo de palanca por la intensidad de una
de sus fuerzas. El signo se obtiene considerando la rotacién
que produciria el par sobre el plano en que esta situado, su-
poniéndolo fijado en un punto. Para obtener rapidamente
el sentido de la rotacién basta considerar cémo gira una de
las fuerzas alrededor de un punto tomado sobre la otra fuer-
ra. Se dara signo positivo al momento de un par que tienda
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a producir un movimiento andlogo al del movimiento de las
agujas de un reloj y signo negativo al de un par que tienda
| a producir un movimiento contrario.

El momento de un par se representa graficamente por
medio de un tridngulo (fig. 69) cuya base AB esta sobre
una de las fuerzas y es segm. repres. de dicha fuerza, y cu-
vo vértice estd sobre la otra fuerza del par. Si dados dos
‘ pares se construyen los tridngulos segln esa indicacién, sera

facil demostrar que las areas de dichos tridngulos seran pro-

‘ porcionales a los momentos de los partes correspondientes.

’ Sustitucién de un par por otro. — Dado un par de fuer-
za F’F’ puede siempre obtenerse otro par de fuerzas equi-

valente al par dado y que actiie en dos rectas paralelas

? cualesquiera. {

[ En efecto, sea (fig. 70) el par de fuerzas F’F’’ y las
dos rectas paralelas cualesquiera a y b. Vamos a probar que
hay un par de fuerzas situado sobre a y b, equivalente al
par dado. Sean A el punto de interseccion de a con F'. B el
de b con F’’; tracemos AB y descompongamos F’ segin a

| v AB. Para ello tomemos un segmento GH repres. de F’,
tracemos por G una || a AB y por H una || a a; determinan-
do el punto I de interseccién de estas dos || tendremos en GI
un segm. repres. de la componente X’ de '’ segin AB y en
ITH un segm. repres. de la componente Q' de F’ segun a.

Descompongamos ahora F’’ segiin b y AB. Tomando
JK como segm. repres. de F'’, a la misma escala de fuerzas
que GH, y siguiendo el procedimiento anterior, tendremos
en JL un segm. repres. de la componente X’ de F’’ segtn
AB, y en LK un segm. repres. de la componente Q'" de F’’
segun b.

: El par de fuerzas dado F’ F’’ tiene por equivalente el
sistema de 4 fuerzas X’, Q’, X'’ vy Q’’, sistema que se re-
duce a un par segin veremos en seguida. :

Si se comparan los triangulos GHI y JKIL se observa
que

GH =y || JK
ang. G = éang. J
ang. H = ang. K

y que por lo tanto son iguales. De esta igualdad se deduce

GiH=—"2JI S GREXEN-—EIRES (1)
THE= LK of Q=@ = - (2)
Siendo X’ = X’’, actuando estas dos fuerzas sobre

una misma recta AB, y siendo sus sentidos contrarios, se
destruiran, y el sistema de las 4 fuerzas X’, Q’, X" v Q”’
se reducira al sistema de dos fuerzas Q’ y Q’’. ;
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Ahora bien, estas dos fuerzas son de igual intensidad
seglin (2), actian en rectas paralelas por hipdtesis, y tie-
nen, segun se ve en la fig. 70, sentidos contrarios. Constitu-
yen pues un par de fuerzas, par equivalente al dado. Por lo
tanto un par de fuerzas puede ser siempre reducido a otro
par equivalente que actie en dos rectas paralelas dadas.

Kl par equivalente asi obtenido tiene siempre un mo-
mento igual al del par dado. En efecto, si en la fig. 70, para
descomponer F’ segiin a y AB, suponemos que AC sea un
segm. repres. de F’, se tendria en AB y en BC los segm.
repres. de X'y Q’ respectivamente.

Alora bien, segtin lo expuesto antes el triangulo ACB,
obtenido uniendo los extremos A y C del segm. repres. de
F’ con un punto B de F’’, representa graficamente el mo-
mento del par F' F’’. Por otra parte, el mismo tridngulo
ACB puede también considerarse obtenido uniendo los ex-
tremos C y B del segm. repres. de Q’ con un punto A de Q’
vy en tal caso representa también el Momento del par Q'Q’’.
Se podra entonces escribir

M. par F'F”’ M. par Q’Q”

= (4)
tridng. ACB triang. ACB j

¥, por ser iguales los denominadores,

M R =V S A e O R ()

En cuanto a los sentidos, de la simple inspeceién de la
figura se deduce que son iguales.

Teniendo presente todo lo expuesto y el hecho de que
dos sistemas equivalentes pueden siempre ser sustituidos uno
por el otro sin que cambie el estado dinamico del cuerpo so-

“bre el que se hacen actuar, podremos decir que un par de
fuerzas puede siempre, sin que se altere su efecto dinamico,
ser sustituido por otro par de fuerzas situado en su plano y
de igual momento, o, lo que viene a ser lo mismo, un par
puede ser trasladado en su plano, de cualquier manera, con
tal que no se altere el valor de su momento.

Para que el enunciado que acabamos de dar sea general
faltaria demostrar que él se verifica también en el caso en
que las rectas a y b sean paralelas a las fuerzas del par dado.

Sean, fig. 71, F’F’ el par dado, a y b las rectas dadas.
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Descomponiendo F’ ¢n dos fuerzas que actiien en a y b ten-
dremos como valor de sus componentes

d + m —|— d’
T"'—= B ——— S
d’
d + m
.)/' T” AR F) zk -
d.v

Descomponiendo F'’ segtin a y b, y llamando Z’ y Z”’
sus componentes, tendremos :

m -+ d’
AR iy il v e
d’
m
.\, Z” = F?"
d’

El par de fuerzas F’F’’ tiene por equivalente el siste-
ma de 4 fuerzas T’, Z’, T y Z"’ v veamos a que se reduce
este sistema de fuerzas. :

T’ y 7’ actuando sobre una misma recta tienen por re-
sultante una fuerza

d
(5) ) e 7 — WI
d’
Analogamente T’ v Z’" tiencen por resultante una fuerza
d
QR =27 —T" = —F ., —— (6)
d’

Las expresiones (5) v (6) nos demuestran que Q' v Q"7

son iguales y de signo contrario; como por hipotesis actian
en rectas paralelas, ellas forman un par, par equivalente al
dado. Ademés, de cualquiera de las igualdades (5) .0 (6) se€
saca T2
QR die— N
0 sea
M. par Q = M. par F

lo que nos indica que los dos pares equivalentes tienen igual
momento. La figura nos indica también la igualdad de los
signos, y por lo tanto la verdad del enunciado anterior pa-
ra todos los casos: un par de fuerzas puede siempre, sin al-
terar su estado dindmico, ser sustituido por otro par cual-
(quiera situado en su plano, de igual momento estatico que el
par dado, o, en otras palabras, un par de fuerzas puede ser
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transformado en otro par sin alterar su efecto dindmico con
tal que se conserve constante el valor de su momento.

Resultante de varios pares de fuerzas. — Para compo-
ner varios pares de fuerzas, se puede, teniendo en cuenta lo
que se acaba de exponer, transformarlos en pares de igual
brazo de palanca, conservando sus respectivos momentos,
transportarlos luego de modo que sean congruentes v hallar
en seguida las resultantes de los dos sistemas de fuerzas
congruentes obtenidos al superponer los pares. O bien, si-
guiendo los procedimientos generales expuestos en la c¢om-
posicion de fuerzas cualesquiera, se puede: A) componer
los pares dos a dos hasta haber compuesto todos los pares
dados; B) aplicar el procedimiento del poligono funicular.

Cualquiera que sea el procedimiento que se siga. la re-
sultante obtenida sera otro par de fuerza de momento igual
a la suma algebraica de los momentos estaticos de los pares
componentes.

En efecto, si F’F”’ y Q’Q’’ son dos pares coplanares
(fig. 72) y los componemos hallando primero la resultante
R’ de F’ y Q’ y luego la R’ de F”’ y Q’’, y se comparan
luego los tridangulos ABD y A’B’D’, veremos que estos trian-
gulos son iguales y paralelos y que por lo tanto R’ y R”’
son también iguales y paralelas.

Lias fuerzas R’ y R’ son pues iguales.en intensidad. ac-
than en rectas paralelas y tienen sentidos contrarios. For-
man por lo tanto un par de fuerzas que es el par resultante
de los dos pares dados.

Si se considera el grupo de las tres fuerzas R, Q7 v
F??" en dicho grupo R’ es la resultante de Q7 y F’’ v por
lo tanto su momento con respecto a un punto cualquiera de-
be ser igual a la suma de los momentos de las otras dos.
fuerzas respecto del mismo punto. Tomando, pues, el punto
A como centro de momentos debe tenerse
(7) Mom. R’ resp. A = Mom. F’’ resp. A + Mom. Q’’ resp A
pero

Mom. R” resp. A — R’’.r
Mom. F”’ resp. A = F”.f
Mom. Q’ resp. A = Q’’.q

v, sustituyendo estos valores en (7), resulta
Rt L G7q i)
Observando ahora que

R Ars—aMBpar” R 3
F’.£"= M par F y
QR qE=—aNMIEpar (e



podra escribirse, sustituyendo en (8),
Mptr R— M par ¥ + M par Q

lo que nos demuestra que el momento del par resultante es.
igual a la suma de los momentos de los pares componentes.

Demostrado el teorema para dos pares, facil seria exten-
derlo a un nimero cualquiera de pares, pues bastara ir com-
poniendo dos a dos los pares dados y los pares resultantes
parciales que se obtengan, hasta haber compuesto todos los
pares dados.

Dos pares de igual momento pero de rotacién contraria
se equilibran. Es en efecto evidente por lo que se acaba de-
exponer que el par resultante de dos pares tales tiene un
momento nulo por ser igual a la suma de dos cantidades.
iguales y de signo contrario. Siendo el efecto didmico de-
un par proporcional a su momento, resultara que el par re-
sultante no producird ningin efecto dinamico y por lo tan-
to los dos pares dados son equilibrantes entre si y su con-
junto constituye un sistema en equilibrio. Al mismo resul-
tado se llegaria si se compusieran los dos pares dados por
medio de alguno de los procedimientos explicados cn los
capitulos anteriores.

Por lo tanto, para anular ei efecto de un par bastara
aplicar en su plano otro par de fuerzas de igual momento,.
pero de rotacién contraria.

Resultante de un par de fuerzas y de una fuerza aislada —-
Un par de fuerzas y una fuerza situada en el plano del par
tienen por resultante una fuerza de igual intensidad y para-
lela a la fuerza dada y cuyo momento estatico respecto de-
un punto del plano de todas las fuerzas es igual al momento:
estiatico de la fuerza dada respecto de dicho punto mas el
momento del par dado. :

En- efecto, sean (fig. 73) el par F’F”’ y la fuerza P.
Para hallar su resultante apliquemos el procedimiento de-
componer dos a dos todas las fuerzas del sistema hasta ha-
berlas compuesto todas: construyamos el poligono ABCD:
de las fuerzas, tracemos por E una || a AC y por G una || a
AD, linea de cierre del poligons de las fuerzas. Tendremos.
asi la recta de accién de la resultante total, que llamaremos
R. La figura ABCD es evidentemente un paralelogramwo por:
ser en ella AB = y || CD; por lo tanto AD sera también
igual y paralela a BC, o,

)

quedando asi demostrada ‘la primera parte del teorema..
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Respecto de la segunda parte, ecs decir a la que se refiere
a los momentos, no necesita mayor demostraciéon si se re-
cuerda que en virtud del teorema de Varignon el momento
de la resultante de cualquier sistema es igual a la suma al-
gebraica de los momentos estaticos de sus componentes. :

En virtud de este teorema puiede afirmarse que e! efee-
to producido por la introduecion de un -par de fuerzas en
un sistema de resultante tnica es el de hacer trasladar esta
resultante paralelamente a si misma hasta que su momento
estatico haya aumentado algebraicamente de una cantidad
igual al momento del par introducido. :

Si el par de fuerzas y la fuerza dadas tienen, respecto
de un punto, momentos iguales, pero de signos contrarios. su
resultante tendra un momento nulo con respecto a ese pun-
to. Como dicha resultante tiene una intensidad igual a la de
la tuerza dada, para que su momento sea nulo con respecto
a un punto es necesario que pase por dicho punto. Por lo
tanto, cuando una fuerza y un par tienen momentos iguales
respecto de un punto, pero de signos contrarios, su resul-
tante pasara por dicho punto.

‘Si el par y la fuerza dados estan aplicados a un cuerpo
que tiene un punto fijo y es con respecto a este punto fijo
que se verifica que los momentos son iguales pero de signos
contrarios, la resultante de todo el sistema pasard por dicho
punto' ¥ por consiguiente no producird movimiento alguno
sobre el cuerpo. Por lo tanto se podra anular el efecto di-
namico de un par sobre un cuerpo que tiene un punto fijo
introduciendo una fuerza cuyo momento respecto de dicho
punto sea igual y contrario al momento de aquel par.

CAPITULO VII

FUERZAS EN EL ESPACIO (1)

i
iFuerzas del espacio, su representacién. — Composicién de fuerzas
concurrentes. — Composicién de fuerzas paralelas. — Composi-
cién de los sistemas anteriores por medio de los métodos de Geo-
metria descriptiva. — Lema fundamental: la proyeccién de la
resultante es la resultante de las proyecciones de las componen-
tes. — Propiedades de la resultante de los sistemas anteriores;
teoremas de las proyecciones y de los momentos. — Parés_de

(1) De este capitulo el profesor de Escuela Industrial ensefiara
Tnnicamente la parte que pueda tener mas tarde aplicacién en Resis-
itencia de Materiales. .
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fuerzas en el espacio. — Constancia de su momento respecto de-
una-serie de ejes paralelos. — Valor del momento de un par res-
pecto de un eje cualquiera. — Movimiento de un par en planos pa-
ralelos. — Pares equivalentes. — Pares equilibrantes. — Resuitan--
te de dos o mas pares. — Resultante de un par de fuerzas y de:
una fuerza Unica. — Sustitucién de una fuerza por un par y otra
fuerza. — Composicién de fuerzas cualesquiera no coplanares. —
Sistema resultante.

Composicién de fuerzas en el espacio. — Las fuerzas que:
act@ian en el espacio pueden ser concurrentes, ser paralelas.
0 no ser ni lo uno ni lo otro.

Todo sistema en el espacio puede ser representado en
un plano por los métodos de la geometria descriptiva; que-
dara por lo tanto definido un sistema de fuerzas cuando se-
den sus dos proyecciones.

Un sistema de fuerzas Z, Q, F, concurrentes en un pun--
to A (fig. 75), tendra por proyeceién horizontal 3 rectas:
Z’, Q’, F’ concurrentes en A’ proyeceién horizontal de A,
¥ por proyeccién vertical 3 rectas F’’, Q’’, Z’’, concurren--
tes en A’’, proyeccién vertical de A, pues sabemos que la
proyeccion de un haz de rectas sobre un plano es otro haz
cuyo punto de concurrencia es la proyeccién del punto de-
concurrencia del haz dado.

Siendo las proyecciones de un haz de rectas paralelas.
sobre un plano otro haz de rectas paralelas, un sistema de:
fuerzas paralelas tendra por proyecciones dos series de rec-
tas paralelas. Asi un sistema de fuerzas F, Q, Z (fig. 76),
paralelas entre si, estara representado por- las proyecciones.
F’, Q’, Z’, paralelas entre si, y F’’, Q’’, Z’’, paralelas tam--
bién entre si.

Finalmente, cuando las fuerzas que constituyen el siste-
ma no son ni concurrentes ni paralelas, sus proyecciones se-
ran rectas de direcciones varias. La figura 77 representa-un
sistema de esa naturaleza.

Empezaremos por estudiar la composicion de fuerzas.
concurrentes siguiendo luego con la de fuerzas paralelas pa-
ra terminar finalmente con la composicion de fuerzas cua-
lesquiera.

Composicién de fuerzas concurrentes. — Sean F, (), X..
Z cuatro fuerzas que concurren al mismo punto A (fig. 78).
Para hallar la resultante de tal sistema puede hallarse pri--
mero la resultante r de dos de las fuerzas dadas,spor ej.. de
F y Q, por medio del paralelégramo ABCD de estas dos
fuerzas F y Q; componer luego r con otra de las fuerzas
dadas, p. ej. con X, por el mismo procedimiento, obteniendo.

]
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«asi la fuerza r’ que seria resultante de r y de X o sea resul-
tante de F, Q y X. Componiendo finalmente r’ con la cuar-
ta fuerza dada Z tendremcs en R la resultante de r’ y de
Z o sea la.de F, Q, X v Z, es decir, la del sistema dado.

Si empleando la misma escala de fuerzas adoptada pa-
ra construir los paralelégramos sucesivos ABCD, ADEG y
AGHI, a partir de un punto A’ cualquiera del espacio tra-
zamos uno a continacién del otro los segmentos A’ B’ re-
presentativo de F; B’ D’, repres. de Q; D’ G’ repres. de X
v G'D repres. de Z, tendremos en la quebrada A’R’D’'G’I’
el policono de las fuerzas F, Q, X, Z, poligono que en este
caso no es plano por no ser coplanares todas las fuerzas
dadas. Uniendo A’ con D’, A’ con G’ y A’ con I’ y com-
parando los tridngulos A’B’D’, A’D’G’ y A’G’l’ con los
triangulos ABC, ADG y AGI respectivamente, se deduce in-
mediatamente que

2D e S
R R
AT =y || Al

vV que por lo tanto

A’D’ es un segm. repres. de r
ARG e ST ¥ I
A ‘A’I, 3y 3 i) i) R

Luego, un segm. repres. de la resultante de un sistema
de fuerzas concurrentes se -obtiene trazando la linea de cie-
rre del poligono de dichas fuerzas.

La resultante se obtendra en su verdadera posicién tra-
zando por el punto de concurrencia una paralela a la linea
de cierre.

Es evidente que si se proyecta el poligono de las ff.
A’B’D’G’I’ sobre un eje cualquicra, se verificari que la pro-
veccion del segmento A’l’ sera igual a la suma algebraica
de las proyecciones de los segmentos A’B’, B’D’ D’G’ y
G’ o sea se verificard que la proyeccion de la resultante
sobre un eje serd igual a la suma algebraica de las pro-
veceiones de las componentes sobre el mismo eje. En tér-
minos generales podrd, pues; afirmarse que en un sistema
de fuerzas concurrentes la proyeccion de su resultante sobre
un eje cualquiera es igual a la suma algebraica de las pro-
yecciones de las componentes sobre el mismo eje.

Composicion de fuerzas paralelas. — También en el
~caso de fuerzas paralelas puede aplicarse el procedimiento
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de ir componiendo sucesivamente las fuerzas del sistema pa-
ra hallar la resultante de éste.

Asi (fig. 79) para hallar la resultante de las ff. F, Q,
X y 7 aplicadas respectivamente en los puntos A, B, C, y D
podemos determinar primero la resultante r de F y Q, lo
que sera facil por estar F y Q en un plano; se tendri asi

r=TF + Q (1)
Y ;
AM Q
—— = ——; luego determinamos la resultante r’ de v
MB F
v X, debiendo tenerse r’ — r 4+ X (2)
- MN X
Yy —— = ——; y finalmente compondriamos r’ con %, lo
NC r :

que nos daria la f R que seria la resultante de todo el sis-
tema y que debe satisfacer las relaciones.

R—=r"+1% (3)
2
NO A
OD i

Las relaciones (1), (2) vy (3) dan sucesivamente R =1’ + 7
R=r+ X+ Z

R=F + Q + X 4+ Z == Suma componentes, es decir que
en el caso de fuerzas paralelas la intensidad de la resultante
es igual a la suma algebraica de las intensidades de las com-
ponentes. ! :

Siendo la fuerza R paralela a la direccién general de
las fuerzas y siendo su intensidad igual a la suma algebrai-
ca de las intensidades de las componentes, es evidente que
también en el caso de fuerzas paralelas se verifica el teo-
rema de las proyecciones, es decir que en un sistema de
fuerzas paralelas la proyeccion de su resultante sobre un
eje cualquiera serd igual a la suma algebraica de las pro-
yecciones de sus componentes sobre el mismo eje.

Determinacién de la resultante de un sistema de fuer-
zas concurrentes o paralelas por los métodos de Geometria
Descriptiva. — Esta determinacién se funda en el siguiente
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prineipio: Tanto para un sistema de fuerzas concurrentes
como para un sistema de fuerzas paralelas se verifica siem-
pre que la proyeccion de su resultante sobre un plano cual-
quiera es la resultante de las proyecciones de las compo-
nentes sobre el mismo plano.

Demostraremos primero este principio para el caso de
fuerzas concurrentes. Sean (fig. §0) I, Q v Z tres fnerzas
concurrentes en A, R su resultante determinada por medio
del poligono MBCD de las fuerzas dadas. Sea a el plano de
proyeceion, A’ la proyeccion de A; F’, Q’, Z° v R’ las de las
ff. F, Q, Zy R; M’ B’ ¢’ D’ la del poligono de las fuerzas
MBCD.

Siendo MB y F paralelas entre si sus proyecciones so-
bre a también seran paralelas entre si, es decir, M’ B’ sera
paralela a F’ y, por la misma razon,

B0 (|2
CDL A

MD’ || R’

Por otra parte, a la escala de fuerzas adoptada para
construir el poligono MBCD, el scem. M’B’ representa la
fuerza F’, es decir la fuerza proyeccion de F sobre a, pues
si b es el angulo que forma F con el plano a se tendré

o

F’—= F cos b
M’B’ — MB cos b

v, dividiendo miembro a miembro,

¥ F 311 M’B’

— P S O e Uk

M'B’ MB F MB

lo que demuestra que M'B’ es un segm. repres. de F’. Ana-
logas demostraciones comprobarian que B!C’ es un segm.
repres. de Q’, que C’D’ cs segm. repres. de Z’ v que M'D”
lo es dé R’. s .

Basta ahora la simple inspecciéon de la figura parva ver
que M'D’, segm. repres. de R’, es la linea de cierre del
poligono M’B’C’D’ de las tf. F’, Q’, Z’, v que por lo tanto
R’ es la resultante de estas tres ff. F’, Q’, Z’.

Como R’ es la proyeccion de la resultante y F', Q’ v Z’7
las de las componentes, queda demostrado que la proyeccion
de la resultante es resultante de las proyecciones de las
componentes.
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versamente proporcionales a esas dos componentes. Pero
R’ es la proyeccion de R, y F? v Q' son las proyecciones de
Iy Q; luego: la proyeccion de la resultante de dos fuerzas
paralelas sobre un plano es resultante de las proyecciones
de estas dos fuerzas sobre el mismo plano. Sera facil exten-
der el principio a un ndwmero cuaiquiera de fuerzas para-
lelas. ¢

Aplicando el principio anterior se podra determinar la
resultante de un sistema de fuerzas concurrentes o parale-
las dado por sus dos proyecciones; bastard componer las
proyveceiones sobre cada plano para obtener las proyeccio-
nes de la resultante buscada.

Teorema de los momentos -—— Recordemos que si F es
una fuerza cualquiera (fig. 82), OV un eje cualquiera, F’
la proyeccién de F sobre un plano a perpendicular a dicho
eje v OA la distancia de la f. F7 al punto O de interseccién
del eje OV con el plano a, el momento de la f. F respecto
al eje OV estara dado por el producto F7 X A0, o sea por el
momento de su proyeceion K’ respecto del punto O.

Consideremos ahora el sistema de fuerzas concurrentes
de la fig. 80 v su proyececién sobre ¢l plano a. Sea y un eje
cualquiera perpendicular a a y O su interscecion con a.

Siendo R’ resultante del sistema plano ¥', Q’, Z’, se
tendra :

. Mom. R™ resp. O = Mom. F’ resp. O + Mom. Q’ resp. O +
-+ Mom. Z’ resp. O @)

.

pero, seglin lo recordado en el parrafo anterior,

Mom. R’ resp. O = Mom. R resp. eje v
Mom. F’ resp. O = Mom. F resp. eje ¥
Mom. Q’ resp. O == Mom. Q resp. eje v
Mom. Z’ resp. O = Mom. Z resp. eje y

v. sustituyendo estos valores en (1), podrd escribirse:

Mom. R resp. eje y = Mom. F resp. eje y +

+ Mom. Q resp. eje vy + Mom. Z resp. eje v

ecuacion que nos dice que en el caso de un sistema de fuer-
zas concurrentes el momento de su resultante respecto de
un eje cualquiera es igual a la suma algebraica de los mo-
mentos de sus componentes respecto del mismo eje.

Si en vez de considerar un sistema de fuerzas concurren-
tes se considera (fig. 83) uno de fuerzas paralelas I, Q, T,
V. su resultante R, un eje cualquiera z, se traza un plano
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@ perpendicular al eje z y se proyectan sobre é] las ff. da-
das y su resultante, tendremos que
M. R’ resp. O = M. F’ resp. O + M. Q’ resp. O 4+ M. T’
 resp. O -+ M. V'’ resp. O (2)

pero segtin lo ya recordado

M. R’ resp. O = M. R resp. eje z

M. K resp. M. F resp. eje z

M. Q’ resp. M. Q resp. eje z

M. T’ resp. M. T resp. eje z

M. V’ resp. O = M. V resp. eje z

I

=fefofa
I

y sustituyendo en (2) estos valores tendremos
M. R resp. z= M. F resp. z + M. Q resp. z. + M. T. resp. z +

-+ M. V resp. z

ecunaciéon que nos dice que en un sistema de fuerzas parale-
las el momento de la resultante respecto de un eje cual-
‘quiera es igual a la suma algebraica de los momentos de
las componentes respecto del mismo eje.

Pares de fuerzas. — Estudiada la composicién de fuer-
zas concurrentes y de fuerzas paralelas corresponde pasar a
la determinacion de la resultante de un sistema de fuerzas
de direcciones cualesquiera, pero antes debemos ver algu-
nos teoremas relativos a equivalencia y composiciéon de pa-
res de fuerzas situados en planos distintos.

El momento de un par de fuerzas es constante para to-
dos los ejes paralelos a una misma direccion -- En efecto
sea FF (fig. 84) un par situado en un plano ¢ualquiera y
2, z’, 2’ una serie de ejes paralelos. Tracemos un plano per-
pendicular a z, y, por lo tanto, a toda la serie de ejes, y pro-
vectemos sobre él el par FF. La proyeccion de éste serd otro
par F'F’. 81 O, 07, O, ete. son los respectivos puntos de
interseccién de z, z’, z’’, ete. con el plano a, tendremos, por
lo yva recordado, que

M. par F resp. eje z = M. par I’ resp. punto O

M. par F resp. eje z” = M. par ¥’ resp. punto O’

M. par F resp. eje z'” = M. par F’ resp. punto O’ .

Pero siendo el momento de un par F’ constante para
‘todos los puntos de su plano, los segundos miembros de las
ieualdades anteriores son todos iguales y, por lo tanto, los
primeros también lo seran, es decir:

M. par F resp. eje z == M. par ¥ resp. eje z° =

M par I resp, eje z’’ = constante
L. q. q. d.
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El momento de un par respecto de un eje cualquiera
es igual al momento de una de sus fuerzas con respecto a un
eje paralelo al dado y que corte la otra fuerza del par.

Es evidente, por lo recién visto, que el momento del par
FF’ (fig. 85) sera el mismo para el eje z que para el z’ || z
Ahora, siendo M par FE’ resp. eje z” = MF resp. eje z” +
-+ MF’ resp. eje z’ v siendo nulo el momento de F respecto
de z’, por cortar a este eje, se tendrd

M par FF”’ resp. e¢je z” = MF’ resp. eje z’

o también, en virtud de la igualdad de momentos de un mis-
mo par respecto de ejes paralelos

= MF’ resp. eje z’

M par FE’ resp. eje z
L aheg-ads

Si el eje con relacion al cual se refieren los momentos
es normal al plano del par, el momento de éste con relacién
a dicho eje es igual a lo que se conoce simplemente con el
nombre de momento del par o sea al producto de una de las
fuerzas por el brazo de palanca del par.

Esto es evidente pues si se traza un plano pernendlcular
al eje, dicho plano serd paralelo al del par, la proyeccién de
éste serd otro par exactamente igual al mismo y su momento
con respecto al punto O (fig. 86) serd igual segiin lo visto
en el capitulo anterior a F’d’; pero F' = F v d’ = d

“od

-. M. par re:

El momento de un par de fuerzas respecto de un eje
cualquiera es igual a su momento respecto de un eje normal
a su plano multiplicado por el coseno del angulo formado
por esos dos ejes. — Sean fig. 87, un par FF, un eje cualquie-
ra z, un eje z’ paralelo a z que corte una de las fuerzas
del par en C; n el eje normal en C al plano del par FF, a un
plano perpendicular al eje z, O cl punto de interseccién de
z’ con a, AB un segmento representativo de F' v A’B’
proyeceién sobre el plano a o sea un segmento representati-
vo de la fuerza I, proyeccion de ¥ sobre a; sea b ¢l angulo
de los ejes n y z’, 4ngulo igual al que forman el plano del
par FF y el a. Se tendra, sucesivamente,

M par K resp. eje n triang. ABC (1)

M par F resp. eje z triang. A'B’C’
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pero
tridng. A'B’C’ = tridng. ABC. cos b
de donde
triang. ABC il
tridng. A’B’C” cos b
valor que sustituido en la igualdad (1) da
M par F resp. eje n 1
M par F resp. eje z cos b

de donde, finalmente, resulta

M par F resp. eje z = M par F resp. eje n X cos b

5 1l q. q. d.

Teniendo presente que b es también el d&ngulo formado
por el plano del par con un plano normal al eje dado y que
¢l momento de un par respecto de un eje normal a su plano
es llamado simplemente momento del par, se podrd erunciar
el teorema recién demostrado como sigue: El momento de
un par respecto de un eje cualyniera es igual al momento
del par multiplicado por el cosenc del angulo que forma su
plano con un plano normal al eje dado.

El momento de un par con relacion a un eje no varia
aunque se mueva el par de cualquier manera en su plano o
en planos paralelos al mismo, siempre que se mantenga cons-
tante el momento del par.

En efecto, segtin lo que se acaba de ver, el momento de
un par con respecto a un eje cualquiera z estd dado por el
producto

M par resp. eje z == M par X cos b

en que M par es el momento del par respecto de un eje nor-
mal al plano del mismo, o simpl mente momento del par, ¥
b el angulo formado vor el plano del par con un plano per-
pendicular al eje z.

Ahora bien, si se mucve el par en las condiciones mar-
cadas, permaneceran invariables M par y b, v por lo tanto
también” permanecerd constante el primer miembro de la
igualdad que precede. _

Dos pares de igual momento y de rotacion opuesta, situa-
dos en planos paralelos, se equilibran. — Para demostrarlo
reduzeamos (fig. 88) los dos pares a otros equivalentes
de igual brazo de palanca F'F’’, Q'Q’’ y dando a todas
las fuerzas una misma direcciéon. Entonces, como los pares
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son de igual momento, sus ff. deberan ser también iguales
puesto que lo son los brazos. Lia figura ABCD es evidente-
mente un paralelégramo; componiendo F’ con Q’ y F7’ con
Q’’ se obtendran las resultantes parciales F’ + Q' v F'' -+
Q7 aplicadas al mismo punto E y por lo tanto congruentes.
de sentidos contrarios y de igual intensidad. Componiéndo-
las darian una fuerza cero y por lo tanto el sistema estara
en equilibrio, o sea un par ha cquilibrado el otro.

Dos pares de fuerzas de igual momento, situados en pla-
nos paralelos, son equivalentes. — En efecto, scan F'TV7
Q'Q’" los dos pares dados, a y b sus respectivos planos de
aceion. Si imaginamos el par Z’° Z’’ (figura 89) en el plano
del’ par" QN @* y tal que¥se tenga.

M par Q = — M par Z (1)
se tendra, también, en virtud de la hipdtesis,
M par F = — M par Z (2)

Segin lo visto en el capitulo anterior la (1) nos dice
que el par Q equilibrara el par Z y, por lo visto en el pa-
rrafo que precede, la (2) nos dice que el par I equilibrara
el par Z; como dos sistemas que equilibran separadamente
un tercer sistema son cquivalentes entre si, resulta que el
par Q sera equivalente al par F.

Como consecuencia importante de este teorema se tiene
que un par puede ser desplazado como se quiera en planos
paralelos al mismo con tal que se mantenea constante su
momento. :

La resultante de un n@imero cualquiera de pares, situa-.
dos en planos cualesquiera, es otro par de fuerzas cuyo mo-
mento con relacion a un eje cualquiera es igual a ln suma
algebraica de los momentos de los pares componentes res-
pecto del mismo eje. Si los pares dados estan. en planos
paralelos todos entre si resulta evidente el enunciado. pues
todos los pares pueden ser trasladados hasta ubicarlos en un
solo plano, y va sabemos por lo visto en la bolilla anterior
que entonces tienen por resultante un solo par cuyo momen-
to es igual a la suma de los de los pares componentes.

Queda por considerar el caso en que los planos de los
pares no son paralelos. Consideremos primero (fig. 90) el
caso de dos pares FF y QQ situados en los planos a y b res-
pectivamente. Sea MN la interseccién de a y b, y AB dos
puntos cualesquiera de dicha interseccion. Sin alterar el
efecto dindmico de los pares, manteniendo constante sus mo-
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mentos, podremos transformarlos y transportarlos en sus
planos hasta que sus fuerzas pasen por A y B. Supongamos
que F’ y F7’ es el par equivalente al FF y Q’Q’’ el equi-
valente al par QQ. Compongamos F’ con Q’, v F’7 con Q’’;
sean R” y R’’ las resultantes obtenidas. Es facil ver que los
paralelégramos de ff. ACDE y BC’D’E’ seran iguales v pa-
ralelos, y que, por lo tanto, AD ser4 — y !l BD’ o sea
R’ = y || R”. Como estas fuerzas son de sentidos ecntrarios
constituiran un par, quedando pues demostrando que la re-
sultante de dos pares cualesquiera es otro par.

Para demostrar la segunda parte del teorema ccnside-
remos un eje cualquiera y’' y tracemos otro eje y que pase
por el punto B y sea || y'. -

Por lo visto antes tendremos

(1) M par FF resp. eje y = M par K’F’’ resp. eje v =
= M £.F’ resp. eje y

(2) M par QQ resp. eje y == M par Q'Q’’ resp. eje v —
= M £.Q’ resp. eje y

(3) M par RR resp. eje y = M par R'R”’ resp. eje v =
= M £.R’ resp. eje y

Siendo R’ la resultante de las fuerzas concurrentes K’
v Q’ se tendra
M f.R’ resp. eje y = M f.F’ resp. eje v-+M f.Q’ resp. eile y
Y sustituyendo en esta igualdad sus términos por sus
iguales dados en las relaciones (1), (2) y (3), resultard

M par R’R’’ resp. eje y — M par F’F’ resp. eje v -
-+ M par Q'Q’’ rcsp. eje y

con lo que queda demostrada la segunda parte del teor.ma.

Demostrado el teorema para dos pares, facil sera. apli-
cando las relaciones-que acabamos de ver, extenderlo a un
nimero cualquiera de pares componiéndoles dos a dos hasta
haberlos compuesto todos.

Resultante de un par y de una fuerza. — Una fuerza
tnica y un par de fuerzas tienen por resultante una fuerza
tnica o dos fuerzas no coplanares segiin que la fuerza dada
sea o no paralela al plano del par dado (fig. 91).

En efecto, si la fuerza dada es paralela al plano del par,
se puede trasladar éste, sin alterar su efecto dinAmico, has-
ta que contenga la recta de acciéon de aquélla. Fn ese mo-
mento el sistema se ha reducido a una fuerza y a un par si-
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tuados ambos en un mismo plano, sistema que por lo visto
en el capitulo anterior tieme por resultante una fuerza utmi-
" ca igual y paralela a la dada. Si la fuerza dada no es pa-
ralela al plano del par, se puede siempre trasladar éste pa-
ralelamente a si mismo hasta que una de sus fuerzas corte
la fuerza dada. Lias dos fuerzas que se cortan tienen una re-
sultante que no se corta con la otra fuerza del par y, por
lo tanto, el sistema se ha reducido a dos fuevzas rreducti-
bles. no coplanares.

Sustitucion de una fuerza por un sistema equivalente
formado por una fuerza y un par. — Una fuerza puede siem-
pre, sin que se altere su efecto dinamico, ser sustituida por
un.sistema formado por una fuerza que pase por un punto
cualquiera dado y por un par de momento ‘gual en valor
v signo al de la fuerza dada respecto de dicho punto.

En efecto, sea (fig. 92) F una fuerza dada; tomemos
un punto cualquiera A y vamos a sustituir la fuerza ¥ por
otra fuerza que pase por A y por un par. Para ello tracemos
por A dos fuerzas F’' y F’’  iguales y paralelas a I, pero
de sentidos contrarios entre si. Un sistema tal es un siste-
ma en equilibrio y puede ser agregado a cualquier grupo
sin alterar su efecto; por lo tanto el sistema total F, F’, F’
serd equivalente a la fuerza F. Pero el sistema K, F’, F’’
puede considerarse también como formado por el par FF”’
v por la fuerza F’ resultando que aquel par y esta fuerza
I forman un sistema equivalente a la fuerza dada F. Aho-
ra bien, siendo evidente que la fuerza F’ es igual y para-
lela a la fuerza dada y que el momento del par FF’'’ es ignal
en valor y signo al de la fuerza dada.respecto del punto A,
queda demostrada la verdad del enunciado.

Observando que si z es un eje cualquiera que corte a
F’ v F’, el momento del par FF’’ respecto de dicho eje
es igual -al de la fuerza F respecto del mismo eje z, vy que
ese momento es constante para todos los ejes paralelos a z,
se podra enunciar el lema anterior como sigue: Una fuerza
puede siempre, sin alterar su efecto dinidmico, ser sustituida
por un sistema formado por una fuerza igual y paralela
a ella y que corte a un eje cualquiera dado y por un par
cuyo momento con respecto a dicho eje sea igual en valor
v signo al de la fuerza dada respecto del mismo eje.

Composicion de fuerzas cualesquiera, no coplanares. —
Para hallar la resultante de un sistema de n fuerzas situa-
das de cualquier manera en el espacio, se sustituye cada
una de ellas por un grupo equivalente formado por una
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fuerza K y por un par, tratando de que todas las fuerzas
K pasen por un mismo punto, con lo que el problema se re-
duce a componer n fuerzas K concurrentes y n pares. Las
‘n fuerzas K dardn una resultante finica R y los n pares da-
ran un par resultante N; por lo tanto la resultante de un
sistema de fuerzas situadas de cualquier manera en el es-
pacio es una fuerza Unica y un par.

Si la fuerza es paralela al plano del par ¢l sistema ten-
«dra como resultante final una fuerza tnica; si la fucrza no
es paralela al plano del par el sistema resultante lo forma-
ran dos fuerzas no coplanares irraductibles.

Asi, fig. 93, si se quiere obtener la resultante del sis-
tema de tres fuerzas F, Q v Z. se toma un punto M cual-
quiera en el espacio y por &l se irazan, de acuerdo con lo
indicado en el lema anterior, dos fucrzas F’ v F’7 iguales
v paralelas a ' pero opuestas entre si, otras dos ff. Q" y Q7
iguales y paralelas a Q, pero opuestas entre si, y finalmen-
‘te dos ff. Z° y Z7, iguales y paralelas a Z, pero también
opuestas entre si. Todo el sistema dado puede entonces ser
reemplazado por las 3 fuerzas concurrentes ¥', 27 v Q' ¥
por los tres pares FIF"’, QQ’’, ZZ’ .

Componiendo las ff. F', Z’ v Q' tendremos una fuerza
R componiendo los pares un par K; esa fuerza R y el par
K podrian todavia reducirse a una fuerza unica si el plano
del par es paralelo a R. Si dicho paralelismo no existe po-
dran ser reducidos a un sistema irreductible de 2 fuerzas

no coplanares.
D

.

CAPITULO VIII

‘RESULTANTE DE UN SISTEMA CUALQUIERA DE FUER-
ZAS CUALESQUIERA Y CONDICIONES DE
EQUILIBRIO DE LOS SISTEMAS
DE FUERZAS.

‘Resultantes de un sistema cualquiera de fuerzas coplanares. — Con-
diciones graficas de equilibrio de un sistema de fuerzas copla-
nares. — Condiciones analiticas de equilibrio de dicho sistema.
— Resultante de un sistema cualquiera de fuerzas no coplana-
ress. — Condiciones de equilibrio de tal sistema. — Cuerpo enj
equilibrio. — Condiciones de equilibrio de un cuerpo. — Fuer-
.zas exteriores.
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Resultante de un sistema de fuerzas coplanares. — He-
mos visto que la resultante de un sistema plano de fuerzas
se obtiene por medio de un poligono de las fuerzas y de un
poligono funicular de las mismas, teniendo el sistema de
fuerzas dado, por equivalente, un sistema de dos fuerzas que
act@ian en los lados primero y ultimo del funicular y cuyvos
segmentos representativos son, respectivamente, el primer y
el dltimo radios polares, con sentido del origen del poligono
de las fuerzas al polo, el primero, y del polo al término dei
poligono de las fuerzas el altimo. Al construir dichos poli-
gonos, podra resultar que ¢l de las fuerzas sea, o no, abierto.
En el primer caso, la resultante tiene por segmento repre-
sentativo un segmento de longitud bien determinada, v co-
mo los lados primero y ultimo del poligono funicular se
cortan en un punto situado en la parte finita del plano, esa
resultante serd una fuerza bien determinada en magnitud y
posicion. En el segundo caso, es decir cuando el poligono de
las fuerzas sea cerrado, los radios polares primero y ultimo
son congruentes v entonces las dos fuerzas equivalentes a
todo el sistema dado y que actiian en los lados extremos del
funicular seran iguales y de sentidos contrarios. Ahora
bien, un funicular cualquiera de tal sistema tendra sus la-
dos extremos paralelos entre si, por serlo separadamente
a una misma recta, y podra suceder que esos lados extre-
mos no se superpongan o que sean congruentes. Si los lados
extremos no se superponen, el sistema dado resulta tener
por equivalente un sistema de dos fuerzas que actiian en
rectas paralelas, que son iguales en intensidad y que tienen
sentidos contrarios, es decir un par de fuerzas. En cambio,
si los lados extremos se superponen, el sistema resulta te-
ner por equivalente dos fuerzas que acttan sobre la misma
recta, de igual intensidad y de sentidos contrarios, es decir
un sistema en equilibrio y, por lo tanto, el sistema dado
estara en equilibrio.

En resumen: si cuando se construye un poligono de las
fuerzas de un sistema dado de fuerzas coplanares y un fu-
nicular del mismo resulta abierto el policono de las fuer-
zas, el sistema tiene por resultante una fuerza Unica; si el
poligono de las fuerzas resulta cerrado y el funicular abier-
to, el sistema tiene por resultante un par de fuerzas; y, fi-
nalmente, si resultan cerrados los dos poligonos, el sistema
esta en equilibrio.

Condiciones graficas de equilibrio de un sistema de
fuerzas coplanares. — Hemos definido el sistema de fuerzas
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en equilibrio diciendo que es el sistema ¢ue tiene por re-
sultante- una fuerza nnica de intensidad cero y situada en
ia parté finita del plano. Si se construye un poligono de:
fuerzas correspondiente a un sistema en:equilibrio, debe re-
sultar cerrado, porque, de ser abierto, el sistema tendria por
resultante una fuerza tnica bien conocida, lo que es con-
trario a la hipétesis. Si se construye un funicular de dicho
sistema debe resultar también cerrado, es decir que sus la-
dos extremos deben resultar superpuestos, pues, si asi no
fuera, el sistema tendria por resultante un par de fuerzas,
lo que también es contrario a la hipétesis.

Reciprocamente, para que un sistema de fuerzas copla-
nares esté en equilibrio es necesario y suficiente que resul-
ten cerrados cualquier poligono de dichas fuerzas y cual-
quier funicular de las mismas. Esta condicién es necesaria,
porque si no se verifica, el sistema tendra por resultante una
fuerza o un par de fuerzas y no estaria por lo tanto en
equilibrio. Es suficiente, porque, segin lo que se acaba de
ver, si ella se verifica el sistema tiene por resultante una
fuerza cero situada en la parte finita del plano.

Condiciones analiticas de equilibrio de un sistema de
fuerzas coplanares. — Si una fuerza es igual a cero, sus pro-
vecciones sobre dos ejes ortogonales cualesquiera seran nu-
las también, y, reciprocamente, para que una fuerza sea
nula es necesario y suficiente que sus proyecciones sobre
dos ejes ortogonales cualesquiera sean nulas. En efecto,
sabemos (fig. 94) que si F’ v F’’ son las proyeccionés de
una fuerza E sobre dos ejes ortogonales x e y se tendra la
relacién

ER—— SR T
de donde

VT T

Como los dos sumandos que hay debajo del radical se-
ran siempre positivos, por ser potencias pares, para que el
primer miembro, es decir F, sea nulo, serd necesario que
cada uno de ios sumandos subradicales sea nulo, y para ello
debera tenerse separadamente F’ == O v F”? = O.

Puede entonces establecerso que para que un sistema
tenga una resultante nula es indispensable que dicha resul-
tante tenga proyecciones nulas sobre dos ejes ortogonales
cualesquiera.- Pero como segiin el teorema de las proyeccio-
nes la proyeccién de la resultante sobre un eje es igual a
la suma algebraica de las proyecciones de sus componentes.
sobre el mismo eje, resultara que para que un sistema de.
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‘fuerzas coplanares esté en equilibrio, o sea tenga por resul-
‘tante una fuerza cero, serd necesario que las sumas alge-
‘braicas de las proyecciones de sus fuerzas sobre dos ejes
ortogonales cualesquiera sean nulas separadamente, es de-
‘cir, para cada eje.

Por otra parte, hemos dicho que un sistema de fuerzas
en equilibrio es un sistema cuya resultante es cero y no ac-
tia en el infinito. Una resultante tal tiene siempre un mo-
mento igual a cero con respecto a cualquier punto situado
en la parte finita del plano de las fuerzas, pues ese momento
serd igual a una longitud determinada multiplicada por una
intensidad cero. Como segin el teorema de Varignon el mo-
mento de la resultante es igual a la suma algebraica de los
momentos de las componentes, resulta que en un sistema en
cequilibrio esta suma serd igual a cero.

Reciprocamente, para que un sistema de fuerzas copla-
nares esté en equilibrio es necesario que ademas de verifi-
carse la condicion de las proyecciones se verifique también
que la suma de los momentos estaticos de sus componentes
respecto de un punto situado en la parte finita de su plano
sea igual a cero. Esta condicion es necesaria pues si ella no
se verifica el momento estatico de la resultante tendria un
valor determinado, diferente de cero, ¥ ello no seria pe-
sible sino teniendo la rvesultante del sistema un valor bien
«determinado, es decir no estando el sistema en equilibrio.

Reuniendo todas las condiciones analiticas de equilibrio
que acabamos de ver podra, pues, decirse que para que un
‘sistema esté en equilibrio, ¢s necesario y suficiente que las
‘sumas algebraicas de las proyecciones de todas sus compo-
‘nentes sobre dos ejes ortogonales sean nulas para cada eje
y que la suma algebraica de los momentos estaticos de sus
componentes respecto de un punto de su plano sea también
‘nula. La condicion que llamaremos de las proyecciones mos
asegura que la resultante es cero, la condicion de los mo-
mentos nos asegura que ella no actiia en el ‘infinito.

Resultante de un sistema de fuerzas cualesquiera, no co-
‘planares. — Hemos visto que un sistema cualquiera de fuer-
zas no coplanares puede siempre ser reducido a una fuerza
Gnica que pase por un punto elegido libremente y a un par
de fuerzas. Se dice que un sistema tal de fuerzas esta en
cequilibrio cuando dicha fuerza tnica es nula y dicho par
tiene un momento nulo respecto de cualquier cje del espa-
¢io. Para que estas condiciones se verifiquen es necesario
v suficiente que queden cumplidas las siguientes: 1.° Que las
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sumas de las proyecciones de todas las componentes del sis--
tema sobre tres ejes ortogonales cualesquiera sean nulas.
para cada uno de los tres ejes. Y 2.° Que las sumas de los
momentos estaticos de todas las componentes del sistema
respecto de tres ejes ortogonales cualesquiera sean nulas
para cada uno de los tres ejes.

La primera condicién nos asegura que la intensidad de
la resultante es cero; la segunda, que el par resultante ten-
drd un momento nulo respecto de cualquier eje.

Condiciones de equilibrio de los cuerpos. — Hemos de-
finido un cuerpo en equilibrio diciendo que es todo cuerpo-
que permanece en reposo.

Para estudiar las condiciones de equilibrio de los cuer-
pos hay que considerarlos en relacién con los cuerpos que
los rodean. Un cuerpo puede ser completamente libre o pue-
de tener puntos de contacto con cuerpos vecinos (apoyos,
puntos fijos, ete.).

Si el cuerpo es completamente libre permanecera en re-
poso, es decir, en equilibrio, siempre que el sistema de fuer-
zas que sobre él actiie esté en equilibrio; pues, siendo en-
tonces nula la resultante y nulo el momento del par resul-
tante, no habra ni traslaciéon ni votacion. Por lo tanto, para
‘saber si un cuerpo libre estd en equilibrio bastard deter-
minar las condiciones en que esta el sistema de fuerzas que:
se le ha aplicado.

Si el cuerpo tiene vinculos de unién o puntos de con-
tacto con cuerpos vecinos, puede considerarsele como libre
v sometido al sistema de fuerzas dado y ademas a las reac-
ciones que sobre él ejercen los cuerpos veecinos en cada uno-
de los puntos de contacto o vinculacion. Y entonces, para
que el cuerpo esté en equilibrio, bastara que lo esté el sis-
tema de todas esas fuerzas exteriores que actiian sobre el
cuerpo, fuerzas exteriores que, como acabamos de decir,
comprenden las cargas dadas, el peso propio del cuerpo ¥
las reacciones que los cuerpos veeinos ejercen sobre el cuer-
po considerado.

Esta condicion de equilibrio de los cuerpos apoyados o-
vinculados es justamente la que sirve para calcular las reac-
ciones que los apoyos ejerceran sobre ¢l cuerpo, reacciones
que se determinan siempre de modo que vengan a equilibrar
todas las demdas fuerzas que actiian sobre el cuerpo dado
(cargas y peso propio), pues cuando se calcula una cons-
truceién se supone que ella debe permanecer en equilibrio
bajo la accion de todas las fuerzas exteriores que sobre ella
actuaran.
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En general, las construcciones estin constituidas por
un conjunto mas o menos complejo de piezas, y para que
ellas estén en equilibrio es mnecesario: 1.° Que toda la cons-
‘truceién, tomada en conjunto, esté en equilibrio bajo la ae-
cion de las fuerzas exteriores que sobre clla actiian; y 2.° Que
cada pieza constituyente de la construcciom esté en equili-
brio bajo la accién de las fuerzas exteriores que sobre ella
actien, fuerzas exteriores que comprenderan las cargas que
actlian sobre esa pieza, el peso de la pieza y las reacciones
que el resto de la construceién ejerce sobre dicha pieza.

Estas condiciones de equilibrio de los cuerpos tienen
‘eran importancia, pues, como veremos mas adelante, ellas
sirven para determinar las reacciones de los apoyos de vi-
gas v armaduras y las tensiones de las barras de los sis-
temas reticulares articulados. -

En algunos casos, tratandose por ejemplo de cuerpos
con un punto fijo o con un c¢je fijo, se enuncian bajo forma
especial las condiciones de equilibrio de los mismos, pero no
nos ocuparemos de esos casos por no interesarnos en este
curso y por caber, por otra parte, todos ellos, dentro de la
wwondicion general enunciada.

CAPITULO IX.

CENTROS DE GRAVEDAD

‘Centro de un sistema de fuerzas paralelas. — Centro de gravedad
de un cuerpo. — Centro de gravedad de superficies y de lineas
homogéneas. — Principios que facilitan la determinacién del

centro de gravedad de cuerpos, superficies y lineas. — Plano
diametral; diametro; centro de figura. — Determinacién del
centro de gravedad de los siguientes cuerpos, superficies y lineas:
segmento de recta, quebrada cualquiera, porcion de poligono re-
gular, arco de circunferencia, tridngulo, paralelégramos varios,
trapecio, cuadrilatero cualquiera, sector circular, circulo, segmen-
to de circulo, segmento de corona circular, figura cualquiera, pa-
ralelipipedo cualquiera, prisma, tetraedro, pirdmide, cilindro, cono,
esfera, zona esférica, casquete esférico, sector esférico, cuerpo
cualquiera. — Determinacién analitica del centro de gravedad de
las figuras planas.

Centro de un sistema de fuerzas paralelas. — Cuando
las componentes de un sistema de fuerzas paralelas giran
alrededor de sus respectivos puntos de aplicaciéon conser-
vando constantes sus respectivas intensidades y los angu-
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los que forman entre si (es decir conservandese siempre pa-
ralelas) la resultante de dicho sistema gira alrededor de un
punto que se llama centro del sistema. :

En efecto, sean dos fuerzas paralelas ¥’ y ¥”’; A y B
sus respectivos puntos de aplicacién, R su resultante y C su
punto de aplicacion o sea el punto en que R corta la recta
AB (fig. 95), punto determinado por las relaciones

F’ ar CB (1)

R d AB

Si conservando constantes las intensidades de 'y F”’
las hacemos girar de un mismo angulo hasta ocupar por ej.
la posicion indicada con Q' y Q’, y si R’ es la resultante

“de Qv Q7 se tendra R> = Q’ + Q" y, por ser Q’ = F’
y Qn 5 F”, )

R =F 4+ F”’ — R
Deberad tenerse ademas,

Qe e OO (2)
R e AB
indicando con C’ el punto en que R’ encuentre a AB. Pero
Q? A F’
BR: =R
v por lo tanto la (2) podra eseribirse
F’ BC (3)
R AB
ecuacion que comparada con la (1) nos da BC = BC’ lo

que nos dice que C’ debe ser congruente con C.

Resultando pues que para cualquier posicién de las ff.
F’ y K7 su resultante pasa por C, queda demostrado que
cuando dos fuerzas paralelas giran de un mismo angulo al
rededor de sus respectivos puntos de aplicacion conservarn-
do constantes sus intensidades, su resultante gira alrededor
de un punto que se llama centro del sistema y que se obtie-
ne en la interseccién de la resultante del sistema, en cual-
quiera de sus posiciones, con la recta que une los puntos de
aplicaciéon de las componentes.

Sea ahora un mayor ntimero de fuerzas paralelas, cua-
tro, p. ej., en un plano o en el espacio, como se quiera. Sean
{fig. 96) F’, F’’, F’”’ y FIV las fuerzas dadas, A, B, D, E,
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sus respectivos puntos de aplicacion, r’ la resultante de F7
y F’ixr’? ]a resultante:de ¢’ y-F’”’, o seala de B, F’' v 1’7,
v sea R la resultante de r’’ y FIV o sea la de todo el sistema.

Si C es el punto de interseceion de r’ con AB, € el de
r’’ con CD y ("7 el de R con C’E, tendremos por lo recién
visto que (' serda el centro de las ff. IV y F7') que €’ serd
el centro de las ff. r’ vy F”' v que €7 serd el centro del
sistema r’’ y FIV,

Supongamos ahora que hacemos girar las fuerzas da
das de un mismo éngulo alrededor de sus respectivos pun-
tos de aplicacién. Entonces r’ gira alrededor de C conser-
vandose paralela a las fuerzas y conservando su intensidad
que es igual a F' 4+ F’’. Conservandose constantes en in-
tensidad r’ y F’”, ¥ conservando su paralelismo al girar al-
rededor de los puntos C y D respectivamente, resultard que
su resultante r’’ girara alrededor del punto C’ en que cor-
ta a CD. Por razones anélogas R girard alrededor de (77
punto en que corta R a C'E quedando por lo tanto demos-
trado que en un sistema de fuerzas paralelas, al girar las
componentes alrededor de sus respectivos puntos de aplica-
cién, su resultante gira alrededor de un punto. Este punto
es el que llamamos centro del sistema.

Es evidente que si todos los puntos de aplicacion de las
fuerzas estdn sobre una misma rvecta, el centro del sistema
estara sobre dicha recta, pues, en tal caso, todos los segmen-
tos AB, CD, C’E, ete. (fig. 96) estarian sobre esa misma
recta. También es evidente que si todos los puntos de apli-
cacion estdn sobre un mismo plano el centro estara sobre ese
plano, porque entonces los segmentos AB, CD, ('K, ete. es-
tarian todos en ese mismo plano.

s también evidente que si en un sistema de fuerzas.
paralelas se hace variar la intensidad de todas las fuerzas
de manera que los nuevos valores sean proporcionales a los
anteriores c¢l centro del sistema no habra cambiado, pucs
los primeros miembros de las igualdades (1), (2) v (3) =e
habran conservado, por hipétesis, constantes; por lo tanto
sucederd lo mismo con los segundos v de consiguiente todas
las resultantes parciales conservan la misma posicién no va-
riando sino su intensidad.

La propiedad de la resultante de girar alrededor de un
punto (eentro del sistema), cuando las componentes giran
en ciertas condiciones alrededor de sus puntos de aplica-
¢ion, da un procedimiento sencillo para determinar ese cen-
tro. Bastard en efecto determinar la resultante del sistema
dado, hacer girar luego todas las componentes del sistema




alrededor de sus respectivos puntos de aplicacién conservan-
do constantes sus intensidades y los &4ngulos que forman en-
tre si, determinar la resultante del sistema en la nueva po-
sicién del mismo y hallar la intersecciéon de las dos resultan-
tes obtenidas para las dos posiciones del sistema.

Centro de gravedad. — EI centro de gravedad de un
cuerpo es el punto por el que pasa constantemente la resul-
tante de las acciones que la gravedad ejerce sobre todas las
moléculas del cuerpo, cualquiera que sea la posicién de és-
te. Si se considera el sistema de fuerzas paralelas formado
por todas las acciones que la gravedad ejerce sobre las mo-
léculas de un cuerpo, es evidente que dichas acciones no va-
rian de intensidad y permanecen siempre paralelas entre si,
es decir no cambian los angulos que forman entre si, aun-
que cambie la posicién del cuerpo. Por lo tanto tal sistema
admite un centro de fuerzas y ese centro es justamente el
centro de gravedad del cuerpo.

Por ello mismo la determinacion del centro de gravedad
de un cuerpo se reduce a hallar el centro del sistema de
fuerzas paralelas formado por las acciones que la gravedad
ejerce sobre los elementos del cuerpo.

Las superficies y las lineas, no teniendo volumen, no
tienen en rigor centro de gravedad. Sin embargo, si a cada
elemento de linea o de superficie se asigna una fuerza pro-
porcional a su extensién, el sistema de fuerzas paralelas asi
obtenido tiene un centro, centro al que se llama centro de
gravedad de la linea o de la superficie respectivamente.

Nos ocuparemos especialmente de la determinacién de
los centros de gravedad de cuerpos homogéneos y de super-
ficies y lineas que supondremos también homogéneas, es de-
cir tales que a porciones iguales de las mismas correspon-
dan fuerzas también iguales. La determinaciéon de los cen-
tros de gravedad se hara, en general, buscando el centro de
un sistema de fuerzas paralelas, pero esa determinaciéon se-
ra mas simple cuando se pueda aplicar alguno de los prin-
cipios siguientes :

1°. 8i un cuerpo tiene un plano diametral el centro de
gravedad se encuentra en dicho plano.

Plano diametral de un cuerpo con relacién a un eje z
es todo plano a tal que si se proyecta sobre él, y paralela-
mente al eje Z, un punto material cualquiera N se encon-
trara siempre en el cuerpo, del otro lado del plano a y a una
distancia N’Q = NQ, otro punto material N’ de igual masa
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que N (fig. 97). Supongamos que el cuerpo de la figura
97 tiene un plano diametral a y que queremos determinar
su centro de gravedad. Aplicarlamos en todos sus puntos
fuerzas paralelas y proporcionales a sus masas. Las fuerzas
aplicadas a dos puntos tales como N y N’ por iguales y
equidistantes de Q, tendrian como resultante una fuerza
aplicada en Q, punto del plano a. Todos los puntos del cuer-
po podrian ser reunidos en grupos de dos, de la misma ma-
nera, y el conjunto de las fuerzas se reduciria asi a un nu-
mero mitad de fuerzas aplicadas todas en puntos del plano
diametral, siendo evidente que entonces el punto de aplica-
¢ion de la resultante total estara también en dicho plano.

Los prismas de bases paralelas (fig. 115 y 116), el te-
traedro (fig. 117) y otros cuerpos tienen siempre uno o mas
planos diametrales.

2°. 8i un cuerpo tiene un diametro el centro de gravedad
de dicho cuerpo estd sobre ese diametro.

Didmetro de un cuerpo con relacién a un plano a es
toda recta Z tal que si se proyecta sobre ella en P un
punto cualquiera M del cuerpo (fig. 98), paralelamente al
plano fijo a, y se prolonga en seguida MP de una cantidad
M’'P = MP, se encontrard en la posicion M’ asi determi-
nada un punto material perteneciente al cuerpo y de igual
masa que M. :

Admitamos desde luego la existencia de un diametro
tal como OZ en un cuerpo C.

Haciendo actuar sobre todos los puntos del cuerpo fuer-
zas paralelas y proporcionales a las masas, las dos fuerzas
iguales aplicadas en M y M’ tendran una resultante cuyo
punto de aplicaciéon serd P. Como todos los puntos del cuer-
po podran ser reunidos de la misma manera en grupos de
dos, el conjunto de todas las fuerzas podré reducirse a un
sistema de resultantes parciales, de misma direccién, en ni-
mero mitad que el de fuerzas, y cuyos puntos de aplicacién
estaran situados sobre OZ. Si se efectiia después la compo-
sicion de esas resultantes parciales resultara que el punto de
aplicacion de la resultante total estard también sobre OZ.

Todo prisma de bases regulares y paralelas, de niimero
par de caras laterales, los cuerpos de revolucién y otros
tienen uno o mas diametros.

3°. 8i una figura plana tiene un didmetro el centro de
gravedad de la figura estard sobre dicho didmetro.

Didmetro de una figura plana con relacion a un eje x
es toda recta tal que si se proyecta sobre ella, en P por ejem-
plo (fig. 99), un punto cualquiera M de la figura, parale-
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lamente al eje X, y se prolonga en seguida MP de una can-
tidad M’P = MP, se encontrari en la posicién asi determi-
nada M’ un elemento material de igual masa que M.

Agrupando también en este caso todos los puntos o ele-
mentos de la figura en pares de elementos formados por un
elemento y su simétrico se podra sustituir todas las fuer-
zas por un numero mitad que tengan sus puntos de aplica-
¢ion sobre el didmetro considerado, siendo evidente enton-
ces que el punto de aplicacion de la resultante total, o sea
el centro de gravedad de la figura, estard bien sobre esa
recta.

El triangulo, los paralelégramos, los poligonos regula-
res v otras figuras tienen uno o mas diametros.

4°. En todos los cuerpos y superficies dotados de un
centro de figura, si los puntos diametralmente opuestos son
de igual masa el centro de figura coincide con el centro de
gravedad.

En efecto, las fuerzas paralelas y proporcionales a las
masas, aplicadas a todos los puntos del cuerpo o de la su-
perficie, podrdn disponerse segiin un numero mitad de gru-
gos de dos fuerzas iguales actuando en puntos diametral-
mente opuestos. Las resultantes parciales de estos grupos
estarén aplicadas en el centro de figura, la resultante ge-
neral estard también aplicada en este centro y, por lo tanto,
este punto es el centro de gravedad.

5°. Si un cuerpo o una superficie, estd compuesto de dos
partes cuyas masas son M y M’ y cuyos centros de grave
dad respectives sen. A y A’, el centro de gravedad G dell
cuerpo se encontrars sobre la linea AA’ y la dividira en dos
segm. AG y A’G inversamente proporcionales a M y M’
(figura 100) .

En efecto, cuando se hace actuar sobre todos los pun-
tos del cuerpo fuerzas paralelas y proporcionales a las ma-
sas, las de la primera parte dan una resultante proporcional
a M y que pasa por Aj; las de la segunda parte dan una re-
sultante de igual direceién, que pasa por el centro A’ y pro-
porcional a M’.

La composicion de estas dos resultantes parciales con-
duce siempre, cualquiera que sea la direceién de ambas, a
una resultante general que pasa por un punto G de AA’ tal
que se tenga

AG M’

A'G M
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El punto G asi obtenido es el centro del sistema de fuer-
zas paralelas aplicadas a todos los puntos del cuerpo y es,
por lo tanto, el centro de gravedad de 3ste.

En general, si un cuerpo o una superficie estd formado
por diversas partes de masas M, M’, M”’, ... y de centros
de gravedad A, A’, A", ..., el centro de gravedad del con-
junto se obtendrad buscando el centro de las fuerzas para-
lelas y proporcionales a M, M’, M’’, ...., aplicadas en A, A’,
A’’, ... respectivamente.

Esta regla se deduce extendiendo el quinto prineipio al
caso de un cuerpo dividido en més de dos partes.

Expuestos los principios que anteceden pasaremos a de-
terminar el centro de gravedad de lineas, superficies y cuer-
pos usuales, debiendo hacer notar que tratdndose de cuer-
pos, superficies y lineas homogéneas los planos diametrales
v los didmetros son, respectivamente, planos y ejes de si-
metria, oblicua unas veces, ortogonal otras.

Centro de gravedad de una recta pesada. — Si se consi-
dera una recta formada por una sucesion de puntos ma-
teriales se tendrad una recta pesada, y, si se supone gue un
clemento de recta de longitud dl (fig. 101) pesa siempre
la misma cantidad dp en cualquier parte de la recta en que
se le tome, se tendrd ademds una recta homogénea o uni-
formemente cargada. ;

El centro de gravedad de tal recta se obtendra facil-
mente observando que su punto medio C es su centro de
fieura y que por lo tanto, de acuerdo con el principio 4.°,
recién expuesto, en él debe estar su centro de gravedad.

Centro de gravedad de una quebrada homogénea. — Fl
centro de gravedad de una quebrada ABCD (fig. 102) se
obtendré aplicando el principio 5.° recién visto. Para ello
dividiremos la quebrada en sus elementos AB, BC y CD;
buscaremos los centros de gravedad de estos elementos, ob-
teniendo asi los puntos g, g’ y g’’; aplicaremos en estos
puntos fuerzas proporcionales a los pesos de AB, BC v CD
respedtivamente, es decir fuerzas p, p’ y p’’ tales que

Z

p p j (1)

peso AB peso BC peso CD

v buscaremos finalmente el centro del sistema p, p’ y p’’.
Hste centro sera el centro de gravedad buscado.
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Observemos que si la quebrada es homogénea y se indi-
ca con q el peso de la unidad de longitud de la misma se
tendra

peso AB = AB.q (2)
peso BC = BC.q (3)
peso CD = CD.q (4)

De donde, dividiendo primero (2) por (3) y luego (3)
por (4), resulta

peso AB AB o peso AB peso BC (5)
peso BC BC AB BC

N
peso BC BC o peso BC peso CD (6);
peso CD CD BC CD

reuniendo (5) y (6) se tendra

» peso AB peso BC  peso CD (7)

AB BC DC

¥, multiplicando miembro a miembro (1) por (7), resultard

% kg

p p b

AB BC CD

lo que quiere decir que si las ff. p, p’ v p’’ son proporeio-
nales a los pesos de los elementos también lo serin a las lon-
gitudes de éstos. Por lo tanto se simplificard la operacién
tomando fuerzas proporcionales a las longitudes de los ele-
mentos correspondientes.

Centro de gravedad de una poligonal regular. —— El cen-
tro de gravedad de una poligonal regular se determina te-
niendo presente que se halla sobre el didmetro de la poligo-
nal y que su distancia al centro de la poligonal es una cuar-
ta proporcional entre el desarrollo de la poligonal, la cuer-
da que subtiende y el radio de la circunferencia inseripta.

Asi (fig. 103) si G es el centro de gravedad de la po-
liconal ABCDEF, su distancia al punto O debe ser tal que

AF
GO = 0J X

desarr. ABCDEF

Para determinar graficamente la posicion de G.se pro-
cede somo sigue:
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Sea (fig. 103) ABCDEF la poligonal regular cuyvo cen-
tro de gravedad se busca. Sea O su centro, OJ su diametro,
AF la cuerda que subtiende y OJ el radio de la cireunfe-
rencia insceripta. Se levanta en J una perpendicular al dia-
metro OJ y se toma sobre ella JH igual a la mitad del de-
sarrollo de la poligonal; se traza por el extremo A una pa-
ralela al didmetro OJ y se determina el punto I en que esa
paralela encuentra a la recta que une O con H. Se proyecta
en seguida ortogonalmente I sobre OJ y se tendra en su pro-
yeceion G el centro de gravedad buscado. En efecto, compa-
rando los triangulos semejantes OGI y OJH, se tiene:

oG GI
OJ JH
de donde
GI
0G = 0J X ——
JH pero

GI = AK = 1% AF = 4 ¢

JH = 14 desarr. poligonal — 14 a

0OJ = radio cire inseripta = r
luego, sustituyendo y simplificando, se tendra

¢
OGi—'r.

a

es decir que OG es cuarta proporecional entre r, ¢ y a v es
por lo tanto el centro de gravedad de la poligonal.

Centro de gravedad de un arco de circunferencia. —
Siendo un arco de circunferencia una poligonal regular de
ntimero infinito de lados infinitamente pequefos se compren-
de que el procedimiento para la determinaciéon de su centro
de gravedad sera el mismo seguido para una poligonal regu-
lar. Asi (fig. 104) si se quiere determinar el centro de-erave-
dad del arco ACB de centro O, trazaremos primero su- dia-
metro OC perpendicular a la cuerda AB, levantaremos en
C una perpendicular a OC y tomaremos sobre ella CD igual
Y5 arco ACB, uniremos D con O, trazaremos por A una pa-
ralela a OC y determinaremos su punto de interseccion E
con DO. Proyectando en seguida E sobre OC tendremos en
G el centro de gravedad buscado.

Centro de gravedad de superficies. — Sise supone su-
perficies pesadas y homogéneas, es decir que tienen siem-
pre el mismo peso por unidad de superficie en cualquier par-
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te que se la tome, podra determinarse facilmente su centro
de gravedad aplicando los principios expuestos.

Cuando las superficies tengan un centro de figura el
ventro de gravedad estard en él. Tales son el circulo, el cua-
drado, el rectangulo, el paralelégramo, el rombo (fig. 105)
v todos los poligonos regulares de nimero par de lados.

Si la superficie tiene un diametro su centro de grave-
dad estard sobre dicho diametro, si tiene varios diametros
su centro de gravedad estard en el punto de interseccion de
dichos didmetros, pues tiene que estar simultdneamente so-
bre todos ellos.

Centro de gravedad de un triangulo. — En todo trian-
cgulo sus medianas son diametros del mismo (cada una di-
vide en partes iguales todas las rectas contenidas en el trian-
gulo y paralelas al lado a cuyo punto medio llega) y por lo
tanto su centro de gravedad estard (fig. 106) en el punto
G de interseccion de las medianas. Por Geometria sabemos
que la altura del punto G sobre un lado AC sera 113 de la
altura total correspondiente a este lado.

Centro de gravedad de un trapecio. — El centro de gra-
vedad de un trapecio se determina como sigue (fig. 107). Si
se unen los puntos medios de las bases se tiene un diametro
del trapecio y sobre él debe estar el centro de gravedad.
Por otra parte si dividimos el trapecio en dos porciones
ABD y BCD y determinamos sus respectivos centros de gra-
vedad g’ y g’’, sobre g’ g’’ debe hallarse también el centro
de gravedad. Luego éste se hallard en la interseccién de las
dos rectas EH y g’ g’ o sea en el punto G.

Otra manera de determinar el centro de gravedad de
un trapecio (fig. 108): se prolonga cada base de una can-
tidad igual a la base opuesta, una hacia un lado y la otra
hacia el otro lado, p. ej., AE igual DC, CH igual AB. Se
unen los puntos E y H, se traza la mediana IJ del trapecio,
v el punto G de interseccién de esas dos rectas serd el cen-
tro de gravedad buscado.

Centro de gravedad de un cuadrilatero cualquiera. —
Para su determinacién grafica se procede como sigue: Se
considera (fig. 109) los dos tridngulos ABC y ACD deter-
minados por la diagonal AC; se buscan los centros de grave-
dad g’ y q’’ de estos tridngulos y, uniendo estos dos puntos,
tendremos una recta q’ gq’’ sobre la que debe estar el cen-
tro de gravedad del cuadrilatero segun el prineipio quinto.
Si se traza luego la otra diagonal BD, se consideran los dos
triAngulos ABD y BCD en que divide al cuadrildtero, se de-
terminan los puntos g’ y g’’, centros de gravedad de dichos
tridngulos, y se unen g’ y g’’, se tendrid también en esta

o

-
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recta g’ g’’ una recta sobre la que debe estar el centro de
gravedad del cuadrilatero. Debiendo estar este centro de
gravedad simultineamente sobre g’ g’’ y sobre q’ q’’ estara
evidentemente en el punto de interseccién G de ambas rec-
tas. Obsérvese que se verifican las siguientes igualdades:
GO o B Gt R (5 o i R G R ) AT

Centro de gravedad de un sector circular. — Sea (fig.
110) el sector circular OAB. Si suponemos el arco AB di-
vidido en elementos AH, HI, IJ, ete. muy pequefios y traza-
mos los radios OA, OH, OI, OJ, ete., tendremos el sector fof-
mado por una infinidad de tridngulos de vértices congruen-
tes en O, de bases sobre el arco AB y todos de igual altura
R. Los centros de gravedad de esos tridngulos seran los pun-
tos g’, g’ g’ glV, ete. situados a una distancia igual a un
tercio de R de sus respectivas bases v estaridn, por lo tanto,
sobre un arco EF concéntrico del AB y de radio igual a dos
tercios de R.

Si se ha dividido el sector en triangulo de bases igua-
les e infinitamente pequenas, los puntos g’, g’’, g’"’, ete,
formardn un arco continuo sometido a cargas iguales para
longitudes iguales, o sea un arco homogéneo EF de radio
igual a dos tercios de R, y cuyo centro de gravedad coin-
cidird con el del sector circular. Por lo tanto para tener el
centro de gravedad de un sector circular bastari hallar el
centro de gravedad del arco de circunferencia de igual cen-
tro v abertura, y de radio igual a dos tercios del radio del
sector.

Centro de gravedad de un segmento circular y de una
corona circular. — Sea (fig. 111) ACB un segmento ciren-
lar. Para determinar su centro de gravedad se considera el
seemento como resultado de restar el tridngulo AOB del
sector OACB y se aplica el principio quinto. Se busca g’,
centro de gravedad del sector OACB, y g’’ centro de era-
vedad del triangulo AOB. Se aplican en g’ y g’’ fuerzas
paralelas p’ y p’’, de intensidades proporcionales a las areas
del sector y del tridngulo respectivamente, y de sentidos con-
trarios, es decir fuerzas tales que se verifique.

DI area OACB

P’ area OAB

Se busca en seguida ‘la resultante R de p’ v p’’; su in-
terseccion G con el didmetro OC del segmento, sera el cen-
tro de gravedad de este segmento.

Analogamente, para obtener el centro de gravedad de
un segmento de corona circular tal como el ABCD (fig. 112)

L]



LRAREETC

se buscan los centros de gravedad g’ y g’ de los sectores
OAB y OCD que por diferencia dan el segmento de corona
ABCD; se aplican en g’ v g’ dos ff. p’ v p’’ de sentidos
contrarios y de intensidades proporcionales a las Areas de
los sectores respectivos y se determina su resultante R: en
la interseccién de ésta con el diAmetro OE se tendra el cen-
tro de gravedad G buscado.

_ Centro de gravedad de una superficie plana cualquiera.
— El centro de gravedad de una figura cualquiera (fig.
113) se determina dividiendo la figura en elementos super-
ficiales, AHF, AFB, FBDE, BCD, ete., cuyos respectivos
centros de gravedad se sepa ya determinar; es decir se di-
vide la figura en tridngulos, cuadrados, rectangulos, trape-
¢los, sectores, ete., seglin sus contornos. Se determinan los
centros de gravedad de estos clementos y se aplica en ellos
fuerzas p’, p’’, p’’’, ete. paralelas y proporcionales a las
areas de dichos elementos. El centro del sistema de fuerzas
asi formado sera el centro de gravedad de la figura.

Se aplican fuerzas proporcionales a las areas de los ele-
mentos porque tratandose de superficies pesadas homogé-
neas. las areas de los elementos son proporcionales a los pe-
sos de los mismos y entonces pueden ser sustituidos éstos
por aquéllas sin que cambie el centro del sistema.

Ejemplo: Para aclarar lo dicho vamos a buscar el cen-
tro de gravedad de la superficie ABCDEFH dibujada en la
fig. 114. Dividamos la figura en una serie de figuras cu-
yos centros de gravedad sepamos va determinar, por ej., en
los rectangulos ABIII, CIDK, JKLF y en los triangulos HJF
y LDE. . Busquemos los centros de gravedad de estas figu-
ras: obtendremos los puntos g’, g’’, g’’’, glV, etc.; apli-
quemos ahora en cstos puntos fuerzas p’, p’’, p’’’, p'V. ¥
PV paralelas y proporcionales a las areas de los respectivos
elementos y busquemos el centro de este sistema. Para ello,
por los métodos conacidos, determinamos la resultante del
sistema ; sea R dicha resultante.

Hagamos girar en seguida todas las fuerzas alrededor
de sus respectivos puntos de aplicacién g’, g’’, g’’’, ete., con-
servando constantes sus intensidades y conservandose para-
lelas, hasta que ocupen una nueva bvosicién, por ej., la q’,
q’’, q’”’, ... v hallemos la resultante R’ del nuevo sistema.
La interseccion de R’ econ R nos dara el punto alrededor del
cual giré la resultante o sea el centro del sistema, centro
que es el centro de gravedad buscado.

Centro de gravedad de los cuerpos. — El centro de gra-
vedad de los cuerpos se halla aplicando los principios ex-
~ puestos y siguiendo un procedimiento enteramente analogo al
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explicado para superficies cualesquiera. Se divide el cuerpo
en una serie de elementos o cuerpos menores cuyos centros
de gravedad se sepa ya determinar facilmente (veremos en
seguida cuales son esos cuerpos), se buscan los centros de
gravedad de estos elementos, se aplica en ellos fuerzas para-
lelas proporcionales a los pesos o a los volimenes de los
elementos correspondientes, y finalmente, por cualquiera de
los procedimientos conocidos, se determina el centro del
sistema de fuerzas paralelas asi formado. Ese centro es ¢l
centro de gravedad buscado.

En cuerpos méas o menos regulares la determinacidn del
centro de gravedad se simplifica por la existencia de pla-
nos diametrales, de diametros o de wun centro de figura.

Cuerpos con un centro de figura. — La esfera, el cubo.
el paralelipipedo, los prismas regulares de bases paralelas
y de ntmero par de caras laterales, tienen un centro de fi-
gura y por lo tanto en él se encontrard su centro de gra-
vedad.

Centro de gravedad de un prisma cualquiera de bases
paralelas. — El centro de gravedad de un prisma tal se ha-
lla en el punto medio de la recta que une los centros de
gravedad de las bases. Sea, en primer lugar (fig. 115) el
prisma triangular ABCDEF. Si H es el punto medio de EC
e I el punto medio de FB, DHIA serd un plano diametral
del prisma y, por lo tanto, sobre él estara el centro de gra-
vedad buscado. De la misma manera, si J es el punto medio
de DE y K el de FA, el plano JCBK es diametral y también
sobre él debe estar el centro de gravedad del prisma. Este
debera estar entonces sobre la recta LM, interseccién de
esos dos planos y recta de union de los centros de gravedad
de las dos bases, pues M es el ¢. de ¢. de AFB v L es el
¢. de g. de DEC. Si trazamos ahora el plano PQS paralelo
v equidistante de las bases, se tendrid un nuevo plano dia-
metral y por lo tanto sobre él debe estar el centro de gra-
vedad del prisma. Este centro de gravedad estara pues en
la interseccién de LM con PQS, pero como PQS equidista de
las bases cortard a LM en su punto medio, quedando por lo
tanto demostrado el enunciado para el caso del prisma trian-
oular.

Si ose trata (fig. 116) de un prisma cualquiera, pode-
mos descomponerlo en prismas de bases triangulares, deter-
niinar el centro de gravedad de cada uno de esos prismas,
aplicar en dichos centros de gravedad fuerzas paralelas y
proporcionales a los pesos o volimenes de los prismas res-
pectivos y buscar el centro del sistema de fuerzas asi for-
mado. Pero los centros de gravedad g, g'’, g’’’, asi deter-
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minados, estdn en el plano medio LMNPQ y son los centros
de gravedad de los tridngulos LQM. QMN y QNP en que
queda dividido el policono LMQNP igual a las bases, y las
fuerzas p’, p’’ v p’’’ son proporcionales a las dreas de es-
tos triangulos por ser todos los prismas de igual altura.
Entonces el centro del sistema p’, p’’, p’”’, que es el centro
de gravedad del prisma total, es también el centro de gra-
vedad del poligono LQPNM. Es evidente que este centro
estd sobre la recta que une los centros G’ y G’ de las ba-
ses, y, como el plano LMNPQ es el plano medio, el punto
G sera el punto medio de G” G,

Centro de gravedad de una piramide triangular. — Sca
(fig. 117) VBCA-la piramide cuyo centro de gravedad se
busca. Sean D, E y F los puntos madios de CB, AC y VB
respectivamente. Los planos AVD, VEB y AFC son planos
diametrales de la piramide y por lo tanto en todos ellos de-
be estar el centro de gravedad buscado. Trazando entonces
Ve’ intersecciéon de AVD y de VEB, y Ag’’, interseccién
de AVD con AFC, tendremos en @, interseccion de Ve’ v
Ag’’, el centro de gravedad de la pirdmide dada.

Por ser g’ D igual 1|3 AD y g’ D igual 1|3 VD se
tendra Gg’ igual a un tercio de VG, Gg’’ igual a un ter-
cio de AQ, y, de consiguiente

Gg’ = 1y Vg’
y ng " ]/4‘ ‘Agn

Como g’ es el centro de gravedad de la base ABC, y
g’’ el de la cara VBC, podra decirse que el centro de gra-
vedad de una piramide triangular se encuentra sobre la rec-
ta que va de un vértice al centro de gravedad de la cara
opuesta y a una distancia de esta cara igual al cuarto de la
longitud de dicha recta, pues la demostraciéon anterior pue-
de extenderse facilmente a las otras caras del tetraedro.

Si se trazan las alturas de la pirdmide se verd en se-
guida que el centro de gravedad dista de una cara cual-
quiera una cantidad igual a la cuarta parte de la altura
correspondiente a dicha cara.

Si se trata de una pirdmide cualquiera, ¢l centro de gra-
vedad estard sobre la recta que une el vértice con el centro
de gravedad de la base y a un cuarto de altura sobre la base.
En efecto, si (fig. 118) se divide la piramide en pirdmi-
des triangulares de bases en la base ABCDE y de vértice
comun V, los centros de gravedad de las piramides asi ob-

bR

- tenidas estaran en el plano FHIJK distante de la base una
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cantidad igual a un cuarto de la altura de la pirdmide y
por lo tanto el centro de gravedad de la pirdmide estari
también sobre ese plano.

Si por otra parte se supone la pirdmide formada por
una infinidad de capas de espesor infinitamente pequeiio,
paralelas a la base, y superpuestas, los centros de grave-
dad de todas estas capas estaran sobre la recta VG que une
el vértice con el centro de gravedad de la base y por lo
tanto el centro de gravedad de la piramide deberi estar
también sobre ViG. De consiguiente, dicho punto estari en
la interseccién de VG con el plano FHIJK o sea en el pun-
to G’ tal que G’G igual 14 VG.

Centro de gravedad de un cilindro de bases paralelas
Yy de un cono. — Siendo el cilindro un caso particular del
prisma su centro de gravedad se hallard en el punto medio
G (fig. 119) de la recta AB que une los centros de grave-
dad de las bases del cilindro. De la misma manera, siendo
el cono un caso particular de la piramide, su centro de gra-
vedad se hallara sobre la recta VA que une su vértice con
el centro de gravedad de la base y a una altura igual a un
cuarto de la altura total (fig. 120).

Centro de gravedad de una zona y de un sector esféri-
cos. — Kl centro de gravedad se encuentra en el punto G,
medio de la recta que une los centros de las bases de la zona
esférica.

Asi si (fig. 121) se tiene la zona ABCD (superficie es-
férica comprendida entre los planos paralelos AD y BO),
sabemos que las bases de la zona son las circunferencias de
centro O’ y O’ ¥ que estos centros estan sobre el didmetro
OV perpendicular a los planos de las bases. Este diametro
OV es también didmetro estatico de la zona y sobre él, en
¢l punto medio de O’0’’, se encuentra el centro de grave-
dad de la zona.

?

Siendo un casquete esférico un caso particular de una
zona, aquel en que uno de los planos basicos es tangente
a la esfera originaria, su centro de gravedad se hallard en
el punto medio de la altura del casquete, (fig. 122).

El centro de gravedad de un sector esférico se deter-
mina siguiendo un procedimiento similar al seguido para
encontrar el de un sector circular. Basta para ello deter-
minar el centro de gravedad del casquete esférico, de igual
abertura y centro que el sector esférico dado, y de radio
igual a los tres cuartos del radio de dicho sector esférico.
(figura 123).
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Sabiendo determinar el centro de gravedad de los cuer-
pos que acabamos de ver, serd posible, siguiendo el procedi-
miento ya indicado, determinar el de un euerpo cualquiera
pues, en general, los cuerpos dados podran ser divididos en
algunos de los cuerpos q ue acabamos de estudiar.

Determinacién analitica del centro de gravedad. — Es
tan importante esta determinacién y tan conveniente su em-
pleo en muchos casos, que la expondremos a continuacién,
pero Unicamente para figuras planas.

Hemos visto que el procedimiento general para hallar
el centro de gravedad de una figura cualquiera consiste en
dividirla en una serie de elementos, en buscar los centros
de gravedad g’, g’’, g’"’, etc., de estos elementos, en apli-
car en estos puntos una serie de fuerzas paralelas p’, p’’,
p’’’. ete.,, y en hallar la resultante R de este sistema para
dos posiciones del mismo, salvo que la existencia de algin
didmetro permita determinar el centro por su interseccién
¢on una sola posiciéon de R.

Para el caso de figuras planas, caso en que se toman
las fuerzas p’, p’’, p’’’, ete .en el mismo plano de la figura,
es muy faeil obtener analiticamente, por medio del teorema
de los momentos, una o dos posiciones de la resultante, y,
por consiguiente, la posicién del centro de gravedad de la
figura dada.

Supongamos, p. ej., que se quiere determinar el centro
de gravedad de la figura ABCDEFHA (fig. 124); si se la
divide en los elementos ABCI, IDJH y JEF; si g’, g’ v g’"’
son los centros de gravedad de dichos elementos, y si p’,
P’y p’’”’ son las fuerzas paralelas proporcionales a las areas
de los elementos aplicadas en sus respectivos centros de gra-
vedad, se tendra, si R es la resultante del sistema anterior
y O un centro de momentos,

RY = p7 y’ + p” y7? _|_ p,7’ y77, (1)
ecuacién en la que se conocen todas las cantidades menos
Y, que se podra calcular en seguida despejandola de dicha
ecuacion. Es evidente que conocido Y se tendra R con tra-
zar una paralela a Ox, situada a una distancia Y de ella.

Si luego se hacen girar todas las fuerzas de un mismo
adngulo conservando constantes sus intensidades, por ejem-
plo hasta ocupar una posicion normal a la anterior, se ten-
dra, si R’ es la resultante del sistema en la nucva posicién
y si se refieren los momentos al mismo punto O. :

RIEXE—tqlasc =i (B e (2)

ecuacién que nos permite calcular en seguida el valor de X,
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pues en ella son conocidas todas las deméas cantidades. Co-
nocido X se podra obtener la recta de accion de R’ tra-
zando una paralela a Oy, a una distancia X de este eje y.

Determinadas dos posiciones de la resultante, se tendra
en el punto de interseecién'de ambas el centro de gravedad.

Teniendo presente que las fuerzas que aparecen en las
féormulas (1) y (2) son proporcionales a las areas de los
clementos correspondientes y que la posicion de la resultan-
te de un sistema de fuerzas paralelas no varia cuando todas
las fuerzas del sistema varian en la misma proporcidén, se
sustituyen en dichas féormulas las fuerzas por las areas co-
rrespondientes, resultando asi simplificada la determinacion.

En resumen, las férmulas anteriores, sustituyendo las
fuerzas por las areas y llamando s’, 8’’, 8’”’ v S estas areas,

dan
Q,X’ _|_ S” x” + S”’ X?”
(3) X —
S
y
S? y7 + s” ‘7’7 + S’?’ y7’7
(4) Y =

S

Noétese que en geometria analitica se llama coordenadas
de los puntos g’, 8”7, g’’’ y G respecto de los ejes x e y las
CANtIGRUES X X oy o B s o SIERHCX X L B Y X, T8
abeisas respectivas de aquellos puntos e y', y'°, y’”’, Y, sus
respectivas ordenadas. Por eso también se dice que las ecua-
ciones (3) v (4) dan las coordenadas del centro de grave-
dad de la figura.

Terminemos ahora de hallar el centro de gravedad de
la superficie de la figura 124.

Se tendra

ABCI = s = 10 ¢m x 20 em = 200 e¢m?2

IDJH = ¢ = 10 em x 40 em = 400 cm2

JEF — §77 = 14 10 ¢m x 12 ¢em = 60 em?

ABCDEFHA = S = s’ + 8”7 + 8’77 = 660 cm2

Tomando como ejes coordenados los Ox y Oy, paralelo

¢l x a HF y perpendicular el otro a X, y dando a las fuer-
zas p’, p’’, p’’’ primero la direccién del eje x y luego la del
eje v, se tendra

5 em x”7 = 20 em X’ = 36,7 em
32 e¢m i Ll em! iy 94 8 cm

M
I

&
it

I
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Y, sustituyendo estos valores y los de las areas en las fér-
mulas (3) v (4) v efectuando los céaleulos, resultara:

200¢m?2x 5¢m—+4-400em2x 20¢em-+-60e¢m2x 36,7¢m

X = == 7l (e
660 cm2
200e¢m2x 32¢m—+400e¢m2x 17¢em-+-60¢m2x 8em
e = 20,7 cm
660 ¢m2

Si se traza entonces una paralela a Ox, distante 20,7 em
de este eje, y una paralela a Oy, distante 17 ¢m de este eje,
se tendra cn el punto de interseceién de ambas paralelas el
centro de gravedad de la figura.

Como ya lo dijimos, en el caso en que la figura tiene un
didmetro basta hallar una de las distancias anteriores.

CAPITULO X.

VIGAS CARGADAS

Generalidades. — Viga sometida a cargas aisladas: determinacién
de las reacciones, de los esfuerzos de corte y de los momentos
flectores. — C%nstruccién de los diagramas correspondientes y
determinacion de los valores maximos. — Caso en que la viga
esta sometida a una sola carga aislada en cualquier parte de
su luz. — Caso en que la viga sostiene una carga aislada en el
centro de su luz. — Viga sometida a la accién de una carga
continua en toda su luz. — Determinacién de las reacciones,
de los esfuerzos de corte y de los momentos flectores. — Cons-
truccién de los diagramas correspondientes y determinacién de

" los valores maximos. — Caso en que la carga continua uniforme-
mente distribuida actia sobre parte de la luz solamente. —
Caso en que sobre la viga actian cargas aisladas y cargas con-
tinuas simultdneamente. — Caso de carga indirecta.

Llamase viga a toda pieza de forma prismatica, desti-
nada a soportar cargas, y una de cuyas dimensiones es muy
grande con relacién a las otras dos.

Las vigas de madera tienen en general la forma de
paralelipipedos alargados (fig. 125); su seceién transver-
sal, o sea la seccion hecha (fig. 126) por medio de un plano
P perpendicular a su longitud, es en este caso un rectan-
gulo. La linea que une los centros de gravedad de todas
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las secciones transversales es llamada eje longitudinal de
la viga.

Las vigas de hierro no son en general paralelipipédicas,
sino que tienen una seccién transversal que adopta formas
muy diversas segin el destino de la viga. Asi hay vigas o
fierros doble té (fig. 127), vigas o fierros té (fig. 128), vi-
gas o fierros u (fig. 129), vigas o fierros angulos o canto-
neras (fig. 130) y muchas otras formas que seran vistas
mas adelante.

En las construcciones las'viga's descansan, en general.
en dos puntos por lo menos (p. ej.: los tirantes de techos.
o de pisos que descansan sobre dos muros); esos puntos se
llaman apoyos de la viga. Estos apoyos son de forma y na-
turaleza muy variables, pero, a los efectos de los célculos
simples que efectuaremos, no haremos distincién en ellos.

Cuando (fig. 131) una viga descansa simplemente por
sus dos extremos se dice que es ‘‘una viga simplemente .
apoyada por sus dos extremidades’’ y la distancia que hay
entre los dos apoyos se llama luz de la viga. Cuando (fig.
132) la viga descansa sobre dos apoyos, no ya por sus dos
extremos sino por uno de ellos y por un punto intermedio,
se dice que es ‘‘una viga simplemente apoyada en dos pun-
tos y con una parte volada’’; se llama luz de la viga a la
distancia entre apoyos y vuelo de la parte volada a la lon-
eitud de viga libre que sobresale del apoyo intermedio. En
algunos casos (fig. 133) la viga puede apoyar en dos pun-
tos intermedios; en tal caso tiene ambos extremos volados.

Aunque el contacto entre la viga y cada uno de sus
apoycs no sea nunea un punto, sino una superficie mas o
menos grande, se admite, a los efectos del caleculo, que dicho
contacto se establece en un punto para cada apoyo, o sea
que cada apoyo es teéricamente un punto, y que la luz de
la viga es la distancia entre esos dos puntos. Una viga y
sus apoyos se indicaran esqueméticamente como se vé en la
figura 134.

Las cargas que actian sobre las vigas son aisladas o
son continuas, indicandose, segin lo dicho en los capitulos
I v V, por medio de fuerzas aisladas o por medio de su-
perficies de carga respectivamente.

Asi en la fig. 135 se representa una viga sometida a
la accién de cargas aisladas F’, F”? y F’’’; en la fig. 136
se representa una viga AB sometida en toda su longitud a
la acciéon de una carga continua. uniformemente distribuida,
de 100 kilégramos por metre de luz, siendo la superficie de
carga en este caso un rectangulo ABCD. La fig. 137 repre-
senta una viga sobre la que actia una carga continua no
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distribuida uniformemente, carga que se indica por una su-
perficie ABCDEG irregular. Hay también casos en que so-
bre una misma viga actlian una carga continua y varias
cargas aisladas. s

El problema més frecuente en la practica de las con-
trucciones es el que se propone determinar las dimensiones
transversales que deberd tener una viga, de luz dada, para
sostener cargas que también son dadas, directa o indirec-
tamente.

Esas dimensiones se calculan sobre la base de los si-
guientes elementos que aprenderemos a determinar en se-
guida :

A.—Reacciones de los apoyos.
B.—Esfuerzo de corte méaximo.
C.—Momento flector méximo.

VIGAS SOMETIDAS A CARGAS AISLADAS

A.—Reacciones de los apoyos. — Vamos a sintetizar los
distintos métodos que se siguen para determinar las reac-
ciones, métodos que se fundan todos en el principio de que
las reacciones de los apoyos son iguales y contrarias a las
acciones que la viga ejerce sobre los apoyos, y en el hecho
de que éstas se obtienen descomponiendo la resultante de
todas las cargas en dos fuerzas paralelas a ella y que pasen
por los apoyos.

Como trataremos tinicamente de casos sencillos supon-
dremos siempre cargas verticales y reacciones también ver-
ticales.

Pudiendo hacerse analitica o gréaficamente la descom-
posicion de una fueza en otras dos paralelas a ella, habra
también ‘dos procedimientos, uno grafico y otro analitico,
para la determinacion de las reacciones.

Supongamos que se tiene (fig. 138) una viga AB so-
metida a la acciéon de las cargas aisladas F’, F”’, F”’7 y FIV,
cuyas distancias a los apoyos indicamos con las letras qu:
se ven en la figura.

Se procede como sigue: se construye (fig. 138-b) un
poligono CDEGL de las cargas F’, F’’, F””’ y FIV: se toma
un polo O (eonviene tomarlo a distancia entera de centi-
metros de la linea de cierre del poligono de las fuerzas) v
se construye (fig. 138-¢) un funicular I-II-ITI-IV-V de las
cargas. Se trazan las verticales de los apoyos, se determina
el punto de interseccion A’ del primer lado del funicular
con la vertical del apoyo A, y el punto de interseccion B’
del 0ltimo lado del funicular con la vertical del apoyo B,
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se unen A’ y B’ por medio de una recta A’B’ obteniéndose
la ‘‘linea de cierre -VI- del poligono funicular’’; se traza
por el polo O una paralela a dicha linea de cierre: esta pa-
ralela divide el segmento CL, representativo de la resul-
tante de las cargas, en dos segmentos IC y LI que represen-
tan las reacciones R’ y R’’ de los apoyos A y B respecti-
vamente. Para no confundir el segmento representativo de
R’ con el de R”’, téngase presente la siguiente regla dedu-
cida de las reglas para trazar los poligonos funiculares: El
segm. repres. de R’ sera el comprendido entre los radios po-
lares paralelos a los lados del funicular que se cortan sobre
R’, v el segm. repres. de R’’ sera el comprendido entre los
radios polares paralelos a los lados del funicular que se
cortan sobre R”’. Asi se ve en la figura que sobre R’ se
cortan los lados I y VI del funicular: el segmento repre-
sentativo de R’ serd el comprendido entre los radios I y VI
o sea entre los puntos I y C.

La construccion que precede se basa en lo siguiente :
Para hallar las reacciones de los apoyos basta hallar las ac-
ciones de la viga sobre los apoyos y cambiarles el signo, y
para hallar esas acciones basta descomponer la resultante
de las cargas en dos fuerzas paralelas a ella y que pasen
por los apoyos. :

Ahora bien, para hacer graficamente esta descomposi-
cién, conocida la resultante R que pasa por K y euyo segm.
repres. es CL, tendremos que tomar un punto de R, p. ej.:
el mismo K, trazar por él dos rectas cualesquiera, por ej.
las rectas I y V, marcar los p. A’ y B’ en que estas rectas
I y Vcortan las paralelas a R trazadas por los apoyos A vy
B respectivamente, trazar la recta A’ B’; tomar luego un
segm. repres. de R (que es el CL), trazar por sus extremos
Il'a 1 y V, paralelas que son los radios polares I y V, y
trazar finalmente por el punto O de interseccién de dichas
paralelas una recta paralela a A’B’, paralela que dividira
el segm. repres. CLi en dos: CI e IL, representativos de las
componentes buscadas de R, o sea de las acciones que la
viga cjerce sobre los apoyos A y B respectivamente. Cam-
biandoles el sentido a estas acciones tendremos las reaceio-
nes cuyos segmentos representativos seran IC y LI.

Recuérdese que se llama fuerzas exteriores en una cons-
truccion cualquiera a todas las cargas que actiian sobre ella.
al peso propio de la construcciéon y a las reacciones de los
apovos. Si se supone (fig. 138) que el peso propio de la
viga estad incluido en las cargas F’, F’’, F””’ y FIV, ten-
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dremos como fuerzas exteriores en la viga AB las siguien-
tes: R, ', F”’, F’”’) FIV y R’’. Recordando ademas las
condiciones graficas de equilibrio de un sistema de fuerzas
¥ que en una construcciéon en equilibrio (como la viga, por
que todas las vigas se calculan de manera que permanez-
can en equilibrio cuando actian sobre ellas las cargas) las
fuerzas exteriores deben formar un sistema en equilibrio, se
tendra que las ff. R’, F’, F”’, F’”’, FIV y R’ deben estar
en equilibrio, ¥y que por lo tanto deben resultar cerrados
cualquier poligono de dichas fuerzas y cualquier poligono
funicular de las mismas que se construya. FEn la fig. 138
se tiene el polilono de todas esas fuerzas exteriores en
ICDEGLI y un funicular de las mismas en VI-I-IT-III-
-IV-V-VI.

Observando estos poligonos se verd que ellos compren-
den el poligono de las fuerzas exteriores que quedan a un
lado de una seccion cualquiera s de la viga y el funicular
correspondiente. Asi, p. ej., si tomamos la seccién s, tene-
mos a su izquierda las fuerzas exteriores R’ y I’. Pues bien:
en 1CD se tiene el poligono de las ff. R’ y F’, y en VI-I-TL
un poligono funicular correspondiente al polo O. A la de-
recha de s quedan las fuerzas exteriores F’’, F’"’, FIV y R"’
cuyo poligono de fuerzas es DEGLI y cuyo funicular es
II-TII-IV-V-VI. Si se considera la seceién s’, se tiene a su
izquierda las fuerzas exteriores R’, F’, F”” v ¥’ en ICDEG
se tiene un poligono de dichas fuerzas y en VI-I-II-ITI-IV
un funicular correspondiente al polo O.

Esta propiedad es utilisima como se verd mas adelante.

Las reacciones pueden ser calculadas facilmente por el
procedimiento analitico. Si tenemos en cuenta (fig. 138) que
todas las fuerzas exteriores R’, F’, F”’, I’ FIV y R’ for-
man un sistema en equilibrio, se tendra que la suma de sus
momentos estaticos respecto de un punto cualquiera sera
igunal a cero. Si se refieren los momentos al apoyo B, como
«centro, la ecuaciéon de los momentos dara

g it B B B
M- i M S M G M s =0
_R'. . Fv F" I)”’ FIV
por ser
B
M, =50
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Y, si se expresa el momento de cada fuerza por el pro-
ducto de la misma por su brazo de palanca respecto de B
resultara

R — F.b” — F’. b — F? b’ — FIV IV = O
de donde

>

F?b’ _'_ F’?b” + F!”b?” + FIV bI‘v‘

R — _ (1)
1
0 también
F’h’ F'p?? Fpy? F1vpiv
R’ — + + + (2)
1 1 1 1
F'b’
Si se tiene presente que
; 1
es la reaceién originada en A por la fuerza F’, que
F)’ b”
1

es la reaccién originada en A por la fuerza F’’| etc., se ten-
dré que la reaccién total en A puede obtenerse por la suma
de las reacciones parciales producidas en A por cada una
de las cargas. X ;

De la misma manera, si se aplica la ecuacién general de
los momentos al punto A, se tendra

A A A A V. A
PR | SR ol L L Tl T L ST e
R, F? F77 F”’ FIV R?’
A
v, sustituyendo, y teniendo en cuenta Yue oM - * = 0
R’

F'.a’4+ F’.a” + F.a’ 4 FIValv — R”’.1 = O
de donde f .
F’a’ + F?7a7’ +'E”7’a777 + FIVaIV
R’? , P (3)
F7a7 F”a’, F’?7a5’7 FIVaIV
B + ot (@)
1 1 1 : 1
férmula que nos dice que la reaccién total en B es igual a
la suma de las reacciones parciales producidas en B por
cada una de las cargas.
Las férmulas (1), (2), (3) y (4) permiten calcular ra-
pidamente las reacciones de los dos apoyos de una viga.
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Téngase plw que estando en ecquilibrio el sistema de
todas las fuerzas exteriores, se tendra:
R+ F +F’” + F” 4+ FIV4+ R” = O de donde
R'+ R =— (F' + F” + T 4 FIV)  (5)
¥ que, por lo tanto, conocida una de las reacciones, se po-
dra obtener facilmente la otra por esta férmula (5). Por
ejemplo, conocida R’, la (5) nos da

R” = — Suma F — R’
Analogamente se tiene
R’ = — Suma K — R’’, debiendo tenerse especial

cuidado en dar el signo mas a las fuerzas que tengan un
mismo sentido vy el signo menos a las que tengan sentido
contrario.

Recuérdese que, en todos los casos, la suma de las re-
acciones es igual, en valor absoluto, a la suma. de las cargas
que sostiene la viga (cargas propiamente dichas y peso pro-
pio de la viga).

ESFUERZOS DE (CORTE

Se llama esfuerzo de corte de una seccion a la resultan.
te de todas las fuerzas exteriores que quedan a la izquierda
de dicha seccion. — Por ejemplo, el esfuerzo de corte de la
seccion s (fig. 138) de la viga AB es la resultante de las
fuerzas exteriores R’ y F’ que quedan a la izquierda de s;
el esfuerzo de corte de la seccion s’ es la resultante de las
fuerzas exteriores R’, F’, F”” y F"”’ que quedan a la izquier-
da de s’.

Notese que estando en equilibrio todas las fuerzas exte-
riores, si se consideran las que quedan a la derecha de una
seceion, su resultante debe ser igual pero contraria a la re-
sultante de las fuerzas exteriores que quedan a la izquierda
de la misma sececién.

~Por lo tanto, el esfuerzo de corte puede obtencrse toman-

do las fuerzas exteriores que quedan a uno u otro lado de
la seceién, pero, en el caso de tomarse las que quedan a la
derecha, se le obtendra con el sentido cambiado. 4

Hemos dicho méas arriba que el poligono de fuerzas
ICDEGLI (fig. 138-b) y el poligono funicular VI-I-TI-I11-
-IV-V-VI (fig. 138-¢) de todas las fuerzas exteriores que ac-
than sobre la viga comprenden respectivamente el poligono
de fuerzas y el poligono funicular del grupo de todas las
fuerzas exteriores que quedan a la izquierda de una misma
seceidn cualquiera s de la viga, y, por lo tanto, ellos ser-
viran para hallar graficamente y con facilidad el esfuerzo
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de corte de una seccién cualquiera. Asi, para la seccion s,
se tiene que el esfuerzo de corte Qs serd la resultante de
las fuerzas exteriores R’ y F’ que quedan a la izquierda de
s. Pues bien, se tiene en ICD (fig. 138-b) un poligono de
las ff. R’ y F’, en ID su linea de cierre o sea un segm.
repres. de Qs. y en VI-I-II (fig. 138-¢) un poligono funicular
de las mismas fuerzas (correspondiente al polo O); por lo
tanto, se tendra en U (punto de interseccién de 1T y VI) un
punto de la recta de accién de Qs, y bastara trazar por U una
paralela a ID para tener Qs, cuya intensidad se calculari
midiendo previamente la longitud ID. De la misma manera,
si se quiere el esfuerzo de corte de 8’, o sea la resultante de
las fuerzas exteriores R’, F’, F”7 y F’" que quedan a la
izquierda de 8’, obsérvese que ya se tiene en ICDEG un po-
ligono de dichas fuerzas, en IG la linea de cierre de este
poligono o sea un segm. repres. de Qs’, v en VI-I-II-ITI-IV
un funicular de las mismas fuerzas. Por lo tanto Qs’ pasari
por el punto N de interseccion de VI y IV v tendré el va-
lor que corresponde al segm. IG.
.
De lo expuesto se puede deducir la siguiente regla:

El esfuerzo de corte de una seccion s de una viga esta
representando en el poligono de las fuerzas por el segmento
interceptado por dos radios polares, uno paralelo a la linea
de cierre del poligono funicular y el otro paralelo al lado
del poligono funicular que estd debajo de dicha seecidén s.
Por el punto de interseccion de estos dos lados del poligono.
funicular pasa la recta de accién del esfuerzo de corte de s.

Se comprendera entonces facilmente que si un lado del
funicular es || a la linea de cierre de dicho funicular, serd
nulo el esfuerzo cortante de toda seccién situada arriba de
aquel lado.

Siendo, en los- casos sencillos que consideramos, verti-
cales todas las fuerzas y por lo tanto paralelas entre si, y
siendo la intensidad de la resultante de un sistema de fuer-
zas paralelas igual a la suma algebraica de las intensidades
de las componentes, puede calcularse con toda facilidad,
analiticamente, el valor de Q para cualquiera seceién s ha-
ciendo la suma algebraica de las fuerzas exteriores que
quedan a la izquierda de dicha seccion.

Asi, para la seccién s (fig. 138) se tendria

Qs =R —F’
y para s’
QS, o R, Rt F’ = F”'_ F”’
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DIAGRAMA DE LOS ESFUERZOS DE CORTE

Consideremos siempre el caso de la fig. 138 en el que
cuatro cargas aisladas actiian sobre una viga AB, y veamos
como varia el esfuerzo de corte a lo largo de dicha viga y
como se puede construir un diagrama que nos dé inmedia-
tamente el esfuerzo de corte de cualquiera secciom.

Para todas las secciones comprendidas entre A y F’ el
esfuerzo de corte es igual a R’ pues para todas ellas no hay
a la izquierda sino la fuerza R’.

Para la seccién s, como para cualquier otra compren-
dida entre F’ y F”’ el esfuerzo de corte es igual a la re-
sultante de R’ y de F’ o sea a

. R’ o bj’
Entre F’ y F’”’ se tiene como esfuerzo de corte, para
cualquiera seceién, R> — F’ — F’7

Entre F’”’ y FIV el esfuerzo de corte es
R) fak— Fr < iy F! rad Fnr . !

v finalmente, entre FIV y R’’, el esfuerzo de corte es
R’ o F’. b F?? P F,’) el FIV emc oy .. R”

Todo ello nos dice que el esfuerzo de corte es constante
entre dos fuerzas aisladas consecutivas y que . varia brusca-
mente de valor en las secciones en que hay alguna fuerza
aislada aplicada. ;

Si se atribuye signo -+ a las fuerzas que tienen sentido
hacia arriba y signo — a las de sentido contrario, vemos que
el esfuerzo de corte es igual a + R’ sobre el apoyo A y que
cambia de valor a medida que vamos hacia el apoyo B donde
es igual a — R’’, es decir ha pasado de un valor positivo a
uno negativo, lo que no ha podido hacer sin pasar por el va-
lor cero. Por lo tanto, en alguna seccién, el esfuerzo cortante
pasa por cero; esa seccion debe estar necesariamente debajo
de una de las cargas, ya que solamente en esas secciones
hay variacién del esfuerzo cortante.

Esta seccién, en la que el esfuerzo de corte pasa por el
valor cero, tiene mucha importancia, pues es en ella donde
se tiene el momento: flector maximo; se la llama ‘‘seccion
pelgrosa de la viga’’.

~Si tomamos ahora un eje de abeisas A’’B’’, prolonga-
mos las verticales de todas las fuerzas exteriores, tomamos
A”’C’ = R’, trazamos C’C’’ paralela a A’B’’ limitdndola
entre R’ y F’, tomamos C’’D”’ — F’ y trazamos entre F"
y F’’ la recta D’ D’ paralela a A’ B’’, tomamos D’ E’
— F”’ y trazamos E’’ E’ paralela'a A’’B’’ limitandola en-
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tre F’ y F’”’, tomamos K’ G — F’”’ y trazamos entre

F’* y FIV la paralela G’ G’a A’’ B”’, y finalmente to-
mamos G’L’’ = FIV y trazamos L’’ L.’ paralela a A”’ B’

tendremos en la superficie A’ C”’C’D”’D’E”E’ G’ G’ L”’
1’B’" un diagrama de los esfuerzos de corte de las distintas
secciones de la viga AB, es decir una figura tal que para ob-
tener el esfuerzo de corte de una seceién cualquiera s basta
trazar por ésta una paralela a las cargas y medir a la escala
de fuerzas el segmento SS’’ interceptado sobre ella por di-
cho diagrama.
En efecto, se tiene, por construceién:
DS AP SR G R — S () 5
De la misma manera
'l\',lV,"' — I}”IG7’ = R" o F’ Sl F’? s FV)? e QS,.

Nétese que si se tiene el poligono de las fuerzas exte-
riores construido en frente del espacio en que se quiere cons-
truir el diagrama de los esfuerzos de corte, como en nuestro
caso, esta construccion se hace rdpidamente si se toma como
eje de abecisas la horizontal que pasa por el punto de sepa-
racion de las dos reacciones. Lia simple inspeccion de la fi-
cura descubre el procedimiento seguido, por lo que mo lo
desceribimos.

Iin el diagrama que hemos construido se ve inmediata-
mente que el esfuerzo de corte pasa por el valor cero en la
seceion que esta debajo de la carga F’’. Esa seccidn sera
por lo tanto la ‘‘seccién peligrosa’’ de la viga.

El mismo diagrama nos indica también inmediatamen-
te que el esfuerzo de corte alcanza un valor miximo en uno
de los dos apoyos, en este caso el apoyo A en el que es
1ouAlRSSREE— 85558

MOMENTOS FLECTORES

Llamase momento flector de una seccién ‘‘s’’ a la suma
algebraica de los momentos estaticos de todas las fuerzas
exteriores que quedan a la izquierda de dicha seccién, to-
mados con respecto al centro de gravedad de la misma sec-
cién.

Teniendo en cuenta el teorema de los momentos puede
enunciarse como sigue la definicién del momento flector de
una seceiéon: Es el momento estatico, con respecto al centro
de gravedad de dicha seccion, de la resultante de todas las
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fuerzas exteriores que quedan a la izquierda de la seccitn
considerada.

Asi (fig. 138) el momento flector de la seceidn s sera

Mf de s = MR’ resp. s +~ MF’ resp. s
v el momento flector de s’ sera
Mf de s’ = MR’ resp. s’ + MF’ resp. s’ + MF’’ resp. s’ 4
-+ ME’” resp. s’

Si se da la posicion de las cargas y de la seccién s, se
tendra facilmente los brazos de palanca de las fuerzas exte-
riores respecto del c.g. de s, y, por lo tanto, se podra cal-
cular analiticamente el momento flector de s, debiendo te-
ner cuidado de expresar cada momento con el signo que le
corresponda.

Asi

Mf de s = R’.x — F’.x’

NMifFders " =i R IR @ —F RilttieR? — =Rl iTe 272

Se puede obtener graficamente el valor del momento
flector de una seccién cualquiera recordando las propieda-
des del poligono funicular VI-I-II-TIT-IV-V-VI (fig. 138-¢)
v el procedimiento grafico para determinar el momento es-
tatico de un sistema de fuerzas respecto de un punto. El
momento flector de s se obtendré trazando por s una || a las
cargas, marcando sobre dicha paralela la ordenada y que
interceptan sobre ella el primer y Gltimo lados del funicular
IT-I-VI de las ff. R’ y F’, v multiplicando dicha ordenada
por la distancia polar H, es decir, haciendo el producto

Mf de s = H.y

debiendo ser medido con la escala de longitudes uno de los
segmentos y con la de fuerzas el otro segmento.

En efecto, las fuerzas exteriores que quedan a la izquier-
da de s son R’ y F’. Ahora bien, el poligono II-I-VI es un
funieular de dichas fuerzas, correspondiente al polo O. y por
lo tanto el momento estatico del sistema R’ y F’ respecto de
s se obtendra multiplicando la distancia polar H por el seg-
mento que sobre la || a las fuerzas, trazada por s, intercep-
tan el primer y el Gltimo lados de dicho funicular, es deeir
los lados VI y II, o sea el segmento y.

De la misma manera se puede demostrar que el mo-
mento flector de s’ se obtendra trazando por s’ una || a las
cargas, determinando el segmento y’ que sobre dicha !l de-
limitan los lados IV y VI del funicular y multiplicando di-
cho segmento por la distancia polar H, debiendo medir uno
de dichos segmentos en la escala de las ff. v el otro en la
de las longitudes. :
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DIAGRAMA DE LOS MOMENTOS FLECTORES

Acabamos de ver que

Mf de s = y.H
¥ que
Mf de s’ = y’.H

Dividiendo miembro a miembro, resulta
Mf de s y

Mf de s’ Vil

relaciéon que nos dice que en una viga los momentos flecto-
res de dos secciones son directamente proporcionales a las
ordenadas correspondientes del poligono funicular de todas
las fuerzas exteriores. Por lo tanto el valor maximo del mo-
mento flector se tendrd en la seccién a la que corresponda
la ordenanza maxima (y méx) del poligono funicular, o sea,
en nuestro caso, en la seccion que esta debajo de la fuerza
F’”, la que es la ‘‘secciéon peligrosa’ de la viga. (Obsér-
vese que es la misma secciébn en que Q pasa por cero).

La simple inspeccién de la figura 138-¢ nos indica que
el momento flector es nulo en los apoyos y que va crecien-
do a medida que uno se acerca a la regién central de la
viga, verificAndose siempre su maximo debajo de una de
las cargas.

Siendo el poligono funicular VI-I-II-ITI-IV-V-VI una fi-
gura tal que sus ordenadas son proporcionales a los mo-
mentos flectores, ella serd un diagrama de estos momentos
flectores. Para obtener el momento flector de una seccién
cualquiera bastard trazar por ésta una || a las cargas, me-
dir la ordenada correspondiente interceptada sobre ella por
el poligono funicular, y, multiplicar dicha ordenada por la
distancia polar. i o

OTRO DIAGRAMA DE LOS MOMENTOS FLECTORES

El diagrama de los esfuerzos de corte, fig. 138-d, es
también un diagrama de los momentos flectores, pero éstos
se obtienen entonces, no ya por medio de las ordenadas co-
rrespondientes a las secciones sino por integraciéon de las.
areas que quedan a la izquierda de dichas ordenadas, de-
biendo considerarse como positivas las areas de las porcio-
nes que quedan arriba del eje de abcisas y como negativas
las que quedan debajo del mismo. Asi el Mf de s estara dado-
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B. — Caso. de una carga aislada aplicada en el centro
de la luz. (fig. 140).

Este es un caso particular del anterior: el caso en que

Sustituyendo estos valores en las férmulas anteriores,
se tiene

P.
E e L e (10)
" 2
Q méx — R’ — R” 11)
P.1
y M. f. mix — — (12)
4

Este momento flector maximo corresponde a la seccion
que esta debajo de la carga P, seccién que es la ‘‘peligro-
sa’’ de la viga. :

Las férmulas (7) a (12) deben ser recordadas de me-
moria por cuanto tienen aplicacién continua en los célculos
de las construcciones. Conviene recordar también su dedue-
€ién, a cuyo efecto serd necesario tener bien presente las de-
finiciones de reaccién, esfuerzo de corte y momento flector.

o

VIGA CON CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA
SOBRE TODA SU LONGITUD.

~ Este es otro de los casos frecuentes en las construe-
clones .

Sea una viga AB, simplemente apoyada en sus extre-
midades, de luz 1, y con una carga continua, uniformemente
distribuida- sobre toda luz, de p kilégramos por metro de
luz. (fig. 141).

Segtin lo dicho al final del capitulo V la resultante de
toda esta carga continua serd una fuerza P — pl, aplicada
en el centro de la luz. Las reacciones se obtendran descom-
poniendo P en dos fuerzas || a ella, que pasen por A y B.
Por estar P en el centro de la luz, se tendra

P pl
R7 == R” e N WA e SN
: 2 2

Gréaficamente se hubiera hecho la descomposicion to-

~mando CD — segm. repres. de P, tomando un polo O, tra-
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zando un funieular THJ correspondiente a este polo, trazan-
do la linea de cierre A’B’ de este funicular y luego, por el
polo O, una paralela a esta linea de cierre. Esta paralela
dividird el segm. repres. de la resultante P en dos segmen-
tos que seran los representativos de las reacciones R’ y R’’.

Un poligono funicular®de la carga continua se obtendré
facilmente recordando lo que hemos dicho antes sobre ello.
Sera dicho poligono una curva (parabola) tangente a IH
en A’y a HB en B’ y que pasard por el punto medio L de
KBS

Una vez construida la pardbola, ella, con la linea de
cierre A’B’, da la superficie o diagrama de los momentos
flectores. E1 momento flector de una seccién s se obtendri
multiplicando la ordenada ys que le corresponde en el fu-
nicular por la distancia polar T.

En dicho diagrama se ve que la ordenada méaxima co-
rresponde a la secciéon central de la viga; por lo tanto es
ella la seccion peligrosa o sea la de momento flector ma-
Ximo.

Un diagrama de los esfuerzos de corte se obtiene faecil-
mente tomando A’C’” = R’, B”’D’’ = — R”’ y uniendo los
puntos C’’ y D’’. La superficie comprendida entre ¢l eje de
abcisas A”’B’’ y la recta C’’D’’ es el diagrama de los es-
fuerzos de corte pues sus ordenadas dan dichos esfuerzos
para las secciones correspondientes (demostraremos esto mas
adelante).

Como A’’C”” y B”’D” son iguales, también lo seran
A’’N y NB”” y por lo tanto N es el punto medio de A”’B”’,
o sea el correspondiente a la seccidon que esta en el centro
de la luz. Observando el diagrama vemos que la ordenada
que representa el esfuerzo de corte es maxima en cualquiera
de los apoyos y que disminuye paulatinamente a medida
que vamos hacia el centro de la viga, llegando a anularse
en el punto medio. Nétese que aqui también vuelve a veri-

(1) Para obtener dicho arco de paradbola dividase AH’ y HB"
en igual namero de partes iguales, p. ej., en cuatro partes cada uno,
méarquense los puntos de division con la serie de numeros 1, 2, 3, 4,
etc. sobre una de las tangentes empezando . por el punto de tangen-
cia, y con la serie 1’, 2’, 3’, etc. sobre la otra tangente empezando
por el punto de interseccion de las dos tangentes; tricense las rec-
tas 11°, 22’, 33’, etc. las que son todas tangentes al arco de parabola
qﬂe se busca, el que se obtendra por eso mismo trazando una curva
tangente a dichas rectas, y el que sera tanto mas exacto cuanto ma-
vor sea el nimero de partes en que se dividan las tangentes.
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ficarse que en la misma seccién en que el esfuerzo de corte
es nulo el momento flector alcanza su valor maximo.

Puede obtenerse analiticamente los valores del esfuerzo
de corte y del momento flector de una seccién cualquiera s.
En efecto, a la izquierda de s hay, como fuerzas exteriores,
la reaccién en A y la carga continua que queda entre A y s,
carga que tiene por valor px. Por lo tanto el esfuerzo de
corte en s sera

pl
Qs = R’ — px = — pX. (13)

0 también

QS=p(—2l——X) (14)

Cualquiera de estas dos férmulas permitird caleular Q
para una seceién situada a una distancia x del apoyo A.
- Demostremos ahora que el diagrama que hemos cons-
truido antes, da efectivamente en su ordenada SU un segm.
repres. de Qs. Se tiene que

pl
SU = SV — UV, pero SV = A”’C”’ = R’ = ——
2
C’V b.< X '
y UV = XD’ =P —=pl— =px
C”X 1 l
luego, sustituyendo, se tendra
pl 3
SV — —— — px, férmula exactamente igual a la (13).
2

Por lo tanto
SU = Qs.

En cuanto al momento flector de s, recordando el teo-
rema de los momentos podremos sustituir el momento de
toda la carga continua que hay sobre X por el de su resul-
tante px, y eseribir :

Mom. fl. de s = MR’ resp. s + Mpx resp. s

v, sustituyendo los momentos por los productos de las fuer-
zas por los respectivos brazos de palanca,

pl PXX plx px2
Mfde s — —  .x.— — ~ohre

2 2 2 2
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p | e
o M. £ de s — (lx———xz) (15)
, 2

féormula que permite calecular el momento flector de una

seccién cualquiera situada a una distancia X del. apoyo A.
Hemos dicho ya que el momento flector maximo se pro-

duce en la seccién central de la viga..Siendo para ella

1
X =—= —
2
la féormula (15) dara
) 12 12 pl?
Mf. max = ( — )=
2 2 4 8
pl?
ME. méx — ————f (16)
8
Recordando que P = pl podra escribirse también
o g
Mf mix = —— a7
8 .

También estas férmulas (16) y (17) deben ser recorda-
das de memoria, pues el caso a que corresponden es uno de
los mas frecuentes en la préctiea.

VIGA CON CARGA CONTINUA SOBRE PARTE DE LA
} LUZ SOLAMENTE.

Si en vez de tener una viga cargada en toda su longi-
tud se tiene una viga cargada solamente en una porcién
de la luz (fig. 142) se procederi como sigue para la cons-
truccion de los diagramas correspondientes y para la ob-
tencion de los valores que interesa conocer para el calculo
de la viga: ; :

Se traza la resultante P = pa de la carga continua, se
toma un segmento repres. de la misma, p. ej., el CD, se
toma un polo O, se trazan los radios polares I y Il y luego
los lados del funicular GHI; determinando los puntos A’ y
B’ en que los lados de ese funicular cortan a las verticales
de los apoyos, uniéndolos y trazando por el polo la recta
OFE paralela a esa linea de cierre A’’B’’, se tendria en EC
el segmento repres. de R’ y en DE el de R”. Si se traza
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ahora las verticales v y v’ que delimitan la carga, ellas cor-
taran a los lados I y II del funicular en los puntos J y K res-
pectivamente. Lia porcion de diagrama de momentos flecto-
res entre esos dos puntos es un arco de parabola tangente
en esos mismos puntos a las rectas GH y HI, y se la obten-
dra siguiendo el procedimiento explicado para el caso ante-
rior. A la izquierda el diagrama estara limitado por la recta
A’’J y, a la derecha, por la recta KB’’, de modo que en defi-
nitiva el diagrama representativo de los momentos flectores
sera el AV’JKB’’A’’ que ha sido rayado para mayor claridad

En cuanto al diagrama de los esfuerzos de corte es el
A’C’C”’D’D’’B’A’ y basta su observacion detenida para
darse cuenta de ¢omo se le construye. Se ve que el esfuerzo
de corte pasa por el valor cero en la seccion s; por lo tanto
en esta seccién se producird el momento flector maximo, el
que sera igual a y max. H.

Construidos los dos diagramas sera posible obtener en
seguida, para cualquiera seccién, el valor del esfuerzo de
corte vy el del momento flector, bastando para ello trazar
la vertical de la seceién, medir las ordenanzas que sobre
ella interceptaran los dos diagramas y calcular con las es-
:alas los valores correspondientes a dichas ordenadas.

Los mismos valores podran ser obtenidos analiticamente
recordando las definiciones dadas y observando cuales son
las fuerzas exteriores que quedan a la izquierda de la sec-
cion dada.

En el caso en que sobre la viga hubiera varias porcio-
nes con carga continua se construiria un poligono funicu-
lar de las resultantes de todas las cargas continuas y luego
se reemplazaria el funicular obtenido, debajo de cada carga
continua, por un arco de parabola trazado como se acaba
de indicar, obteniendo asi en definitiva un funicular de las
cargas que hay sobre la viga y, trazando previamente la li-
nea de cierre, un diagrama de los momentos flectores en el
que se podria determinar cual es la ordenada maxima y por
lo tanto cual es la seccién peligrosa de la viga, y el que
serviria también para calcular el momento flector de cual-
quicra seceién. Bl diagrama de los esfuerzos de corte se
construiria de una manera analoga a la recién descrita.

Viga con carga mixta. — [En el caso en que sobre la
viga actien simultineamente fuerzas aisladas y cargas con-
tinuas, se construirdn por separado los diagramas corres-
pondientes a las cargas aisladas y a las cargas continuas y
luego se construirdn diagramas totalizadores de los parcia-
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les obtenidos. Es decir que el diagrama final de los esfuer
zos de corte se obtendrd sumando los diagramas de esfuer-
z0s de corte correspondientes a las fuerzas aisladas y a las
cargas continuas, v el diagrama de los momentos flectores
se obtendra sumando los diagramas de momentos flectores
correspondientes a fuerzas aisladas y a ecargas continuas.
El diagrama de los esfuerzos de corte permitird determinar
en seguida la seccién en que el esfuerzo de corte es cero,
seccién en la que se produce siempre un maximo del mo-
mento flector.

Viga con carga indirecta. — Cuando (fig. 143) las car-

gas no actian directamente sobre la viga, sino que actian
_sobre ésta por intermedio de viguetas C, D, E, H, G, I, se
dice que la carga es indirecta o mediata. Para calcular ta-
les vigas basta sustituir cada una de las cargas por dos com-
ponentes equivalentes a ella que actiien sobre las dos vigue-
tas que comprendan a dicha carga y calcular luego la viga
como sometida a las fuerzas que cada vigueta trasmite a
la viga AB. Asi, en la fig. 143, se sustituird F por sus com-
ponentes £ y f’ obtenidas graficamente o por las férmulas
. k=R hesn (- hyva 't —sRvaes < (2 —=2h)
v Q por sus componentes q y q’ obtenidas de la misma ma-
nera, y se calcularan todos los valores de los esfuerzos de
corte y de los momentos flectores de una viga AB sometida
a las cargas f, f’, q y q’.

CAPITULO XI.
SISTEMAS RETICULARES

Generalidades. — Distintas formas de apoyos. — Calculo de las
reacciones de los apoyos. — Calculo de las tensiones de las ba-
rras: método de Cremona, método de Culmann, método de Ritter.
— Accién del viento. — Aplicacién de los métodos anteriores al
caléulo de las tensiones de algunos sistemas reticulares simples.

Generalidades. — Lladmase sistema reticular plano un
conjunto de barras de ejes coplanares unidas entre si por
medio de articulaciones colocadas en sus extremos. Esos
sistemas estdn sometidos generalmente a varias cargas ais-
ladas. cargas que supondremos aplicadas solamente en los
nudos, es decir, en los puntos de unién o articulaciones.
Estos sistemas reticulares descansan en dos o mas apoyos
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v, bajo la acecion de las cargas, nacen en las barras esfuerzos
interiores cuyvas resultantes coinciden con los ejes de dichas
barras y pueden ser determinadas por varios métodos. Nos
ocuparemos unicamente de sistemas reticulares sencillos,
apoyados en dos puntos y estaticamente determinados, es
decir tales que las tensiones de las barras puedan ser de-
terminadas con ayuda de los principios que hemos visto
hasta ahora en este curso.

A esos sistemas pertenecen la mayor parte de las arma-
duras de techo y muchas vigas de enrejado empleadas en
puentes, como la viga Warren y la viga en enc (fig. 144),
la armadura inglesa (fig. 145), la armadura belga (fig. 146),
la armadura Polonceau de una biela (fig. 147) y muchas
otras que pueden ser vistas en los manuales. En esas vigas
indicamos con 1, 2, 3, 4, 5, ete. las barras, con A, B, C, D, I,
ete., los nudos; se dice que las barras superiores de con-
torno forman el cordén superior y que las barras inferio-
res forman el corddén inferior; asi en la figura 144 izquier-
da las barras 1, 4, 8 y 11 forman el corddén superior y las
barras 2, 6 y 10 forman el inferior; en la figura 144 las
barras 4, 8, 12 y 14 forman el cordén superior y las ba-
rras 2, 6, 11, 16 forman el cordén inferior.

El problema de los sistemas reticulares se propone de-
terminar las tensiones de las distintas barras, lo que consi-
gue, una vez caleuladas las reacciones, aplicando los prin-

_cipios generales de equilibrio de una construceién y las
condiciones gencrales de equilibrio de un sistema plano de
fuerzas. :

Lo primero que hay que hacer es determinar las reac-
ciones de los apoyos, determinacion que se hace siguiendo
exactamente el mismo procedimiento indicado para las vi-
gas cargadas, pues aqui también supondremos que se trata
de construcciones de pequefia luz, simplemente apoyadas en
sus extremos, en las que las reacciones de los apoyos son
paralelas a la resultante de las cargas que acthan sobre la
construceién. En construcciones de esta naturaleza las vi-
oas descansan simplemente sobre los apoyos (fig. 148) o
estdn -ademés unidas a éstos por medio de pernos o rema-
ches (fig. 149) ; la luz teérica 1’ o sea la distancia entre las
reacciones de los dos apoyos es aproximadamente un 4 olo
mayor que la luz libre 1 cuando los apoyos son muros . de
fabrica y es igual a la distancia entre ejes de los apoyos
cuanto éstos estdn formados por otras vigas o por columnas.’

Iin construcciones de mayor importancia se da a los
apoyvos formas y disposiciones especiales con el objeto de
fijar los puntos de apoyo o la direceién de alguna rveaccion,
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v a veces ambos. Hay apoyos fijos articulados en los que
Ia viga descansa sobre el apoyo por intermedio de un per-
no de articulacion (fig. 150) por cuyo eje pasara siempre la
reaccién del apoyo; hay apoyos rigidos de resbalamiento en
fos que la viga descansa sobre el apoyo por intermedio de
rodillos que pueden rodar sobre un plano (fig. 151) siendo
en este caso la reacciéon perpendicular a dicho plano; hay
la articulaciéon mévil de apoyo en la que la viga es soste-
nida por una articulacion que descansa sobre el plano de
apoyo por intermedio de rodillos (fig. 152) siendo en este
caso la reacciéon una fuerza normal al plano de apoyo y que
pasa por el eje de la articulacién. Las construcciones de
importancia tienen casi siempre un apoyo fijo articulado y
un apoyo movil, articulado o no, quedando con ello deter-
minadas las rectas de accion de las reacciones las que po-
«dran ser entonces calculadas descomponiendo la resultante
de todas las cargas en dos fuerzas que actien en dichas
rectas. Por ejemplo, si la armadura AB de la figura 153
tiene en A un apoyo articulado moévil sobre un plano hori-
zontal ¥ en B un apoyo articulado fijo, la-reaccion del
apovo A debe pasar por este punto y ser mormal al plano
horizontal, es decir ser vertical; la reaccién del apoyo B
«lebe. conjuntamente con la de A equilibrar la resultante de
fas cargas siendo necesario para ello que las dos reacciones
se corten en un mismo punto de R. Por lo tanto la reaccion
del apovo B pasard por el punto C en que la reacciéon del
apoyo A encuentra a dicha resultante. Determinadas asi las
rectas de accion de las reacciones, bastard descomponer R
en dos fuerzas que actiien en esas dos rectas para obtener
las reacciones. §7
Conocidas las reacciones se pasa a determinar las ten-
siones de las barras, tensiones que se puede encontrar por
varios métodos, entre los que se encuentran los que expo-
nemos a continuacion.

METODO DE CREMONA i

Este método se funda en los principios de equilibrio de
fos cuerpos v de los sistemas de fuerzas. Sabemos que para
gue una construceiéon cualquiera esté en equilibrio es nece-
sario que cualguiera de sus partes, considerada aisladamen-
te, lo esté también. Por lo tanto para que la armadura de la
figura 154 esté en equilibrio sera indispensable que cada
nudo lo esté bajo la accion de todas-las fuerzas que a €&
concurren.“Asi el nudo D debe estar en equilibrio bajo la
aceién de las tensiones que denominamos T2, '1(3, [[ofEyerie;
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I nudo E debe estarlo bajo la accién de las fuerzas que a
él concurrven, que son las F’’, T4 T5 T7 y T8,

Para que un nudo esté en equilibrio es necesario, por
otra parte, que todas las fuerzas exteriores que a él concu-
rran formen un sistema de fuerzas en equilibrio, compren-
diendo en esas fuerzas exteriores las cargas y las tensiones
de las barras que llegan al nudo. Asi el equilibrio del nudo

D exige que las fuerzas tensiones en las barras 2, 3, 5y 6
formen un sistema de fuerzas en equilibrio. El equilibrio
del nudo E exige que las fuerzas F’’, T4, T5 T7 y T8 for-
men un sistema en equilibrio.

Sabemos también que en un sistema de fuerzas en equi-
librio una parte del mismo equilibra la otra parte, o sea la
resultante de una parte del sistema es igual y contraria a
la resultante de la otra parte.

Si observamos los distintos nudos de la armadura ve-
mos cn seguida que en general, en eada uno de ellos, con-
curren una o mas fuerzas conocidas y varias fuerzas desco-
nocidas. (Las tensiones de las barras son las fuerzas desco-
nocidas). Si en un nudo en que concurren fuerzas conoci-
das y fuerzas desconocidas, agrupamos las primeras en una
parte y las segundas en otra parte, tendremos que la resul-
tante de las fuerzas conocidas serd igual y contraria a la
resultante de las desconocidas, y por lo tanto podra tenerse
en seguida esta resultante de las fuerzas desconocidas ha-
lando la de las conocidas y cambiindole el sentido. Obte-
nida la resultante de las fuerzas desconocidas, serd posible
hallar los valores de estas Gltimas, siempre que sea posible
descomponer aquella resultante en fuerzas que actiien en
las rectas de accién de las fuerzas desconocidas.

En nuestro caso todas las fuerzas que concurren en un
nudo forman un sistema de fuerzas concurrentes, lo mismo
que una parte cualquiera de dicho sistema. Por lo tanto la
resultante que hay que descomponer y las rectas de aceion
de las componentes que se buscan (ejes de las bdrras) con-
curren en el nudo. Se podrd descomponer esa resultante
siempre que las fuerzas desconocidas no sean mas de dos,
pues hemos visto que la descomposiciéon de una fuerza en
mas de dos fuerzas que se cortan sobre la fuerza a des-
componer es un problema indeterminado. Habra por lo tan-
to que empezar por un nudo en el que no haya mas de
dos incognitas, o fuerzas desconcidas, y seguir operando con
‘nudos en que se satisfaga siempre esta condicion de no
haber mas de dos fuerzas desconocidas, pudiendo haber
cuantas se quiera conocidas.

Asi, en el nudo E concurren cinco fuerzas, una conocida.
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la F7’) v cuatro desconocidas, las tensiones de las barras 4,
5, 7y 8. La fuerza F" sera, por lo dicho, igual y contraria
a la resultante de las tensiones de las barras 4, 5, 7 v 8, pero
no se podrd hallar éstas porque no sabemos descomponer
una fuerza en otras cuatro. En el nudo C, para tener las
tensiones de las barras 1, 3 y 4, habria que descomponer la
fuerza ¥’ en tres fuerzas que actuaran en las rectas 1, 3 y 4
que se cortan en un mismo punto de ¥, lo que tampoco sa-
bemos hacer. En cambio en el nudo A tenemos solamente dos
fuerzas desconocidas T! y T2 y sera posible hallarlas des-
componiendo la fuerza R’ en dos fuerzas que acttien en las
rectas 1 v 2. Resumiendo lo dicho tenemos: Para hallar las
tensiones de las barras operaremos con nudos en los que
no haya mas de dos tensiones desconocidas.Tomando un nudo
que satisfaga esta condicién, se buscard la resultante de
todas las fuerzas conocidas que a él concurren, y se descom-
pondra esta resultante en dos fuerzas que actiien en las rec-
tas de aceién de las fuerzas desconocidas que a él concurren,
con lo que se tendra las fensiones de las dos barras desco-
nocidas. Deberd tenersevpresente que la determinacion suce-
siva de tensiones va transformando en conocidas tensiones
antes desconocidas, v que por lo tanto un nudo que al prin-
¢ipio no satisface la condicién de no existir en él mas de
dos incdgnitas, la satisface después de determinadas por
medio de nudos vecinos las tensiones de algunas de las ba-
rras que concurren cn él.

Para fijar los conceptos v el método exacto que debe
seguirse vamos a resolver el problema de calcular las ten-
siones de las barras de la armadura de la figura 154.

Sea ACDEGNB una armadura que descansa sobre dos
apoyos A y B por sus extremos (fig. 154). La armadura
estd formada por las barras 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 y 11,
las que se unen por sus extremos por medio de articulacio-
nes que constituyen los nudos A, B, C, D, E, G ¥y N. Supon-
camos que en los nudos superiores (!, B ¥ N actfien las
Garoas alsladas RS —— NS R = eD SRy TR —— ] et

Previamente se determina las reacciones de los apoyos
por medio del procedimiento grafico indicado para las vigas
cargadas. Si IJKL (fig. 155) es un poligono de las car-
eas B’ B v B’ si A’-[-II-ITI-IV-B’ es un‘funicular co-
rrespondiente al polo O, A’B’ su linea de cierre y O-M una
paralela a esta linea de cierre trazada por el polo O, se ten-
drd en MI el segm. repres. de la reaceion del apoyo A y en
LM el segm. repres. de la reaccion del apoyo B. Conocidas
las reacciones s¢ construye el Cremona como sigue: Se tra-
za un poligono eabcde de todas las fuerzas exteriores
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que actian sobre la armadura, (fig. 156), es decir de las
cargas v reacciones (suponemos incluido el peso propio en
las cargas). Se considera un nudo en el que no concurran
mas de dos fuerzas desconocidas, p. ej., el nudo A, en el
gque concurren las fuerzas R’, T1 y T2, de las que R’ es ya
conocida siendo las deméas desconocidas. Debiendo formar
estas tres fuerzas un sistema en equilibrio resultara que
R’ deberd ser igual y contraria a la resultante de T1 v T=
v aue por lo tanto podrd hallarse el valor de éstas descom-
poniendo simplemente R’ en dos fuerzas que acten en las
rectas 1 y 2 de accién de las tensiones T! v T2 respectiva-
mente.  Para efectuar esa descomposicion basta tomar un
segm. repres. de R’ y trazar por cada uno de sus extremos
paralelas a las rectas de accion de las componentes que se
busca. Siendo ea el segm. repres. de R’, frazaremos por 1ino
de sus extremos, el a, p. ej.. una paralela a 1 y por el otro
extremo e una paralela a 2. Estas paralelas se cortan en un
punto g el que determina dos segmentos eg y ga represen-
tativos de las tensiones T2 y T1 respectivamente, pero con
el signo cambiado. Midiendo estos segmentos y calculando
las fuerzas que representan, tendremos los valores de las
tensiones de las barras 1 y 2. Para saber ahora cual es la
naturaleza de estas tensiones, se escribe sobre las barras v
al lado del nudo A con que se opera las flechas de los sen-
tidos de eg y ga, pero camhidndoles el sentido; y se aplica
la regla siguiente: si la flecha se acerca al nudo, la barra
trabajard a la compresion; si se aleja, a la extension. Ep
nuestro caso resulta que la barra 1 serd comprimida, y que
la barra 2 sera extendida. :
Conocidas las tensiones de 1 y 2 se pasa a otro nudo
en ¢l que no haya méas de dos fuerzas incdgnitas, p. ej., al
nudo C, en el que concurren las fuerzas F’, T1, T3 y T4, de .
las cuales son desconocidas solamente las dos tltimas, pues
Tt ya ha sido determinada y F’ estd dada. Para hallar las
‘tensiones desconocidas aplicaremos la regla yva expuesta:
buscaremos la resultante de las fuerzas conocidas que con-
curren en el nudo v la descompondremos en dos fuerzas que
actlien en las rectas de aceion de las fuerzas desconocidas.
En este caso buscaremos la resultante de F’ y T! v la des-
compondremos en dos fuerzas que actien en las rectas 3 y
4, ejes de las barras 3 y 4. Construiremos un poligono de
las fuerzas conocidas, poligono que ya tenemos en gab, v
tendremos en su linea de cierre gb un segm. repres. de su
resultante. Para descomponer esta resultante en dos fuer-
zas (que actien en 3 y 4 bastard trazar por uno de los ex-
tremos del segm. repres., p. ej.,, por g, una paralela a 3. ¥
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por el otro extremo b una paralela a 4. Estas dos paralelas
se cortan en un punto h que determina los segmentos gh y
hb representativos de T3 y T4 respectivamente. Tendremos
los valores de estas tensiones midiendo sus segms. repres
a la escala de las fuerzas; en cuanto a la naturaleza de las
tensiones volveremos a aplicar la regla enunciada: eseri-
biremos las flechas de los sentidos de gh y hb sobre las ba-
rras 3 y 4, al lado del nudo con que operamos, el C en este
caso, pero cambidndoles el sentido. Si la flecha se acerca
al nudo, la barra serd comprimida; si se aleja, extendida.
En este caso resulta que ambas barras 3 v 4 trabajaran a
la compresion.

Ya conocemos las tensiones de las barras 1, 2, 3, v 4.
Se pasa a otro nudo, tratando siempre de elegir uno en el
que no haya méas de dos fuerzas incognitas. No podremos
pasar al nudo E porque en él tendriamos como desconocidas
las tres tensiones de las barras 5, 7 y 8. En cambio, en el
nudo D tenemos como desconocidas, o incégnitas, solamente
las tensiones de las barras 5 y 6, pues conocemos ya T2 y T3.
Debemos pues seguir con el nudo D volviendo a aplicar las
distintas reglas que hemos dado para hallar las tensiones
en las barras desconocidas. Buscaremos la resultante de las
fuerzas conocidas que son T2 y T3; tendremos en egh un
poligono de dichas fuerzas conocidas y en eh su linea de
cierre o sea el segm. repres, de su resultante. Trazando por
un extremo, el e, p. ej., una paralela a la barra 6, ¥ por el
otro extremo h una paralela a la barra 5, tendremos en ei
e ih los segms. repres. de las tensiones T6 y T5 respectiva-
mente. Escribiendo ahora las flechas sobre las barras, al
lado del nudo D, pero invertidas, vemos que la barra 5
serd comprimida y que la barra 6 serd extendida.

De la misma manera se van determinando sucesivamen-
te las tensiones de todas las demés barras de la armadura
con lo que queda resuelto el problema.

La figura 156 formada por los segmentos representati-
vos de las fuerzas exteriores y de las tensiones de las ba-
rras se llama el Cremona y para construirlo debe tenerse
especial cuidado de seguir ciertas reglas que facilitan mu-
chisimo su construccién y que son las siguientes: ¢

1. — Si tres barras forman un tridngulo, en el Cre-
mona sus paralelas deben concurrir en un mismo punto. Asi
p. ej., las barras 1, 2, 3 forman un triangulo; sus paralelas
deben concurrir en un punto. Vemos que efectivamente las
paralelas a esas barras se cortan en el punto g. De la misma
manera las barras 5, 6 y 7 forman un tridngulo; sus para-
lelas se cortan en el Cremona en el punto i.
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2. — Si en la armadura varias barras y fuerzas exte-
riores concurren en un mismo punto, en el Cremona sus pa-
‘alelas deben forman un poligono cerrado (este poligono
puede ser cémeavo o convexo). Asi las barras 2, 3, 5 y 6
concurren en el nudo D; sus paralelas en el Cremona deben
formar una figura cerrada: efectivamente, vemos que for-
man la figura eghie. En el punto E de la armadura concu-
rren las barras 4, 5, 7Ty 8 y la carga F’’; sus paralelas
en el Cremona forman el poligono cerrado bckihb.

Como regla derivada de las anteriores se tiene la si-
guiente: ('uando una barra de cordon esta entre dos cargas
aisladas, su paralela debe pasar en el Cremona por el punto
de separacion de los segms. repres. de esas cargas. Asi la
barra 4 esta entre las cargas F’ y F’’; su paralela deberd
ser trazada por el punto b que separa los segms. repres. de
esas cargas. De la misma manera la paralela a la barra 8
debe ser trazada por el punto ¢ que separa los segms. repres.
de F’ v F’”, y la paralela a la barra 11 debe pasar por
el punto d de separacion o unién de los segms. repres. de
las fuerzas exteriores F’’’ y R’’,

Aplicando con cuidado estas reglas se puede tener la
seguridad de aue en el Cremona van resultando, de por si
los poligonos de fuerzas que se va necesitando sucesiva-
mente para obtencr los segmentos representativos de las re-
sultantes de las fuerzas conocidas aplicadas a cada nudo.

METODOS DE CULMANN Y DE RITTER

Istos métodos se fundan también en ios principios de
equilibrio ya recordados: 1°. Kn una construcciéon en equi-
libric debe estar en equilibrio cualquier parte de la misma
bajo la aceién de las fuerzas exteriores que sobre esa parte
actian, debiendo hacerse entrar entre esas fuerzas extervio-
res las reacciones del resto de la construceién sobre la parvte
considerada. 2°. Para que un cuerpo cualquiera esté en cqui-
librio es necesario que todas las fuerzas exteriores que so-
bre él acthan formen un sistema de fuerzas en equilibrio.
3° En un sistema de fuerzas en equilibrio una parte cual-
quicra del mismo equilibra la otra parte, o sea, la resultante
de una parte es ignal y contraria a la resultante de la otra
parte.

Supongamos (fig. 154) cortada la armadura por una
seccion ss y consideremos la poreién de armadura que que-
da a la izquierda de dicha seccién. Esta porcion debe estar
en equilibrio bajo la accién de las fuerzas cxteriores que
sobre ella actan, que son R’, ¥’ y las reacciones que el resto
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«de la armadura cjerce sobre esta poreidn, reacciones que son
Justamente las tensiones de las barras cortadas por la sec-
«ion 88, es decir, las tensiones T2, T3 y T4. Para que esa por-
«ion de armadura esté en equilibrio es necesario que dichas
cinco fuerzas exteriores que actiian sobre eclla formen un
sistema de fuerzas en equilibrio, o sea qué las fuerzas R,
F'. T2, M8 y T4 formen un sistema en equilibrio. Entre es-
tas fuerzas tenemos dos conocidas, R” v F’, y tres descono-
cidas, las tensiones de las barras 2, 3 y 4. Como una parte
«de un sistema de fuerzas en equilibrio equilibra la otra par-
te, resultara que la resultante de las fuerzas conocidas R’
v I serd igual v contraria a la resultante de las descono-
cidas T2, T3 y T4, y por lo tanto éstas podran ser obtenidas
«descomponiendo la resultante de las fuerzas conocidas en
tres fuerzas que actiien en las rectas de accion de las ten-
~iones desconocidas, es decir en las rectas 2, 3 v 4, lo que
podra hacerse siempre que las rectas de accion de las fuer-
zas desconocidas no sean concurrentes ni se corten dos de
ellas sobre la resultante de las fuerzas conocidas.

Asi, en nuestro caso, buscariamos la resultante de R’ ¥
F’, resultante que tenemos en @s, siendo M.J un segm. repres.
de la misma. Obtenida esta resultante la descompondremos
en tres fuerzas que actGen sobre las barras 2, 3 v 4, para
lo que seguiremos el procedimiento explicado en el capitulo
c¢narto: Prolongamos una de las tres rectas, p. ej., la 2,
hasta cortar la fuerza Qs que se quiere descomponer (fig.
154). determinamos el punto (' en que se cortan las otras
dos rectas 3 v 4, unimos Q con C y tenemos la recta auxi-
liar x; descomponemos ahora Qs en dos fuerzas (ue-actien
ma en X v la otra en 2, y finalmente descomponemos la
fuerza auxiliar X en dos que actfien una en 3 y la otra en 4.
Sioe’b’ es un segm. repres. de Qs (fig. 157) y trazamos por
‘b’ una paralela a X y por e’ una pavelela a 2, tendremos ¢n
e’g’ ¢l segm. repres. de la tension T2 v en g’b’ el de la fuer-
za auxiliar x; trazando por g’ una paralela a 4 y por el
otro extremo b’ una paralela a 3 tendremos en g’h’ el seeom.
repres. de la tension T+ v en h’b’ el de la tension T3, que-
dando asi determinadas las tres tensiones incognitas, o sea
las tensiones “de las barras cortadas por la scecién ss, por el
método llamade de (‘ulmann. Téngase bien presente que
para que el problema sea determinado es necesario que la
seccién ss no corte sino tres barras y que éstas no sean
concurrentes.

De la. misma manera que. hemos hallado las tensiones
de las barras 2, 3 y 4 podriamos hallar las de otras tres
harras, p. ej., las de 6, 7 y 8, para lo que bastaria hacer un
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corte que interesara estas tres barras y considerar la pors
cién de armadura que queda a la izquierda de este corte.
aplicandole el método recién expuesto.

El método de Ritter aplica los mismos principios de
equilibrio va expuestos, pero, para calcular las tensiones de
las barras, hace uso del teorema de los momentos. Asi, una
vez efectuada la seccion ss, y considerada la poreién de arv-
madura que queda a la izquierda, se tiene que sobre esa
porcion actiian las fuerzas exteriores R’, F’ T2, T3 y T4,
fuerzas que deben formar un sistema cn equilibrio. Ni for-
man un sistema en equilibrio se tendrd que la suma alge-
braica de sus momentos con respecto a un punto cualquiera
de su plano debe ser igual a cero, es decir

MR’ 4 MF’ 4+ MT2 4 MT3 4 M{T4 = O (1)

Aplicando esta ecuacion a tres puntos distintos toma-
dos como centros de momentos, tendremos tres ecuaciones.
de primer grado con tres incognitas, sistema por medio del
cual podrd determinarse el valor de dichas incognitas T2,
B3y

Méas simple es elegir los centros de momentos de ma-
nera que en la ecuacién anterior se anulen dos de los tér-
minos que contienen incégnitas, porque entonces la ecua-
c¢ion (1) se reduce a una ecuacion de primer grado con una
sola incégnita, la que podra ser despejada en' seguida. Asi.
si hecha la seccién ss queremos la tensién de la barra 2,
tomaremos como centro de momentos el punto C en que se
cortan las otras dos barras 3 y 4 interesadas por el corte.
v, refiriendo a él la ecuacion (1), tendremos

MR’ resp. C + MF’ resp C 4+ MT2 resp. C = O 29
pues los otros dos términos MT3 resp. C y MT4 resp. C son
nulos por estar C' sobre T3 Sl

Observando que V-I-IT es un funicular de R’ v F’ se
tendra

MR’ resp. C - MF’ resp. C =y’ . H
v si h’7 es el brazo de palanca de T2 respecto de C resultara
MT?2 resp. C = T2.h”’
y podra escribirse la ecuacién (2) como sigue

y’.H 4+ 2. h”’ = O 2 (3)
de donde
. v 2 H
11‘2 iy o mae S Y WO 2 1 (4)
h,7

ecuacién que permite obtener el valor de la tension de 2
pues las demés cantidades pueden ser medidas en seguida
en el dibujo.
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Si se quiere la tensién de la barra 4 se aplicari la ecua-
¢iéon de los momentos al nudo D en que se cortan las otras.
dos barras 2 y 3 y se tendria sucesivamente

MR’ resp. D + MF’ resp. D - MT4 resp. D = O ()
MR’ resp. D + MF’ resp. D = y'.H 3
MT4 resp. D = T4.h’

y.H4+ T¢h =0 (6)
y finalmente
y.H
T = — —— (7)
h’

Por Gltimo, si se quisiera la tensién de la barra 3 ha-
bria que referir la ecuacién de los momentos al punto P en
que cortan las dos barras 2 y 4, lo que dard sucesivamente-

MR’ resp. P 4+ MF’ resp. P + MT3 resp. P —= 0  (8)
MR’ resp. P 4+ MF’ resp. P = y’’.H
MUES respii B —2113 22
y'’7.H 4+ T3.h’ = O
de donde, finalmente,
y,”.H

iR el
h”’

En cuanto a la naturaleza del esfuerzo que sufren las
barras, se determina como sigue:

En el método de Culmann, efectuada la descomposicion
. (fig. 157), se escribe sobre las barras cortadas, al lado del
corte.y a la derecha del mismo, las flechas de los sentidos
de e’g’, g’h’ y h’b’, pero invirtiéndolas, y se aplica la re-
gla: si la flecha se acerca a la seccién, hay compresion; si
se aleja, extensién. 2

Asi en nuestro caso resultan comprimidas las barras 3
v 4. extendida la barra 2.

En el método de Ritter se deduce la naturaleza de las
tensiones por consideracién de los signos de los momentos.

En general, en una armadura que descansa por sus ex-
tremos en dos apoyos y que estd sometida a cargas vertica-
les aplicadas en los nudos, las barras del c/ordén superior
(son las barras 1, 4, 8, y 11) trabajan a la compresion, las
del cordon inferior (barras 2, 6 y 10) trabajan a la exten-
sién; las demés trabajan a uno u otro esfuerzo segin su
posicion y la de las cargas.

Debe hacerse notar que cuando se trata de armaduras
simétricas con respecto a la vertical que pasa por el centro
de la luz, cargadas simétricamente con respecto a la misma
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vertical, las tensiones de barras simétricas son iguales, por
lo que basta entonces caleular las tensiones de una mitad
de armadura. Asi, si en la armadura belega de la figura 145
F y V son iguales, Q y T también lo son entre si, y la
armadura es simétrica respecto del eje vertical CD al que
son paralelas todas las cargas, se tendra que las tensiones
de 1 y 17 seran iguales entre si, asi como las de 4 y 14,
de 2 y 16, de 3 y 15, las de 5 y 13,-las de 7 y 11, ete.

Armaduras de techo. Cargas. Accion del viento. — lias
armaduras de techo (figs. 145, 146 y 147) y las cimbras
son en general sistemas reticulados planos estaticamente
determinados, que satisfacen la relacion que debe existir
entre el nimero 1 de barras y el n de nudos para que un
sistema reticular sea estrictamente indeformable, es decir,
la relacion

]l =2n — 3

Aunque la mayvor parte de las armaduras usuales tie-
nen sus nudos formados por remachaduras que constituyen
enlaces rigidos, caleularemos las tensiones de las barras si-
guiendo alguno de los métodos que acabamos de exponer
para ios sistemas reticulares articulados.

Las cargas que actian sobre las armaduras compren-
den los pesos propios de la armadura, del entramado del
techo ¥ de la cubierta del mismo, y las sobrecargas acci-
dentales que en eciertas ocasiones pueden actuar sobre el
techo, como la accion del viento y, para ciertas localidades,
el peso de la nieve.

51 peso propio p de las distintas parte constituye siem-
pre cargas verticales y depende de la maturaleza de la cu-
bierta y del material con que seran construidas las arma-
duras, siendo mas livianas las armaduras metalicas que las
de madera y que las mixtas de madera y de hierro. Se Ie
expresa en general en kilégramos por metro cuadrado de
vertiente o cubierta y se le encuentra en los manuales.

La accion de la nieve' constituye una carga vertical n
que actia casi siempre sobre todo el techo; depende de la
inclinaciéon que tiene la cubierta sobre la horizontal siendo
tanto menor cuanto mayor es dicha inclinacién. Se la en-
cuentra en los manuales expresada en kilégramos por me-
tro cuadrado de superficie cubierta. ;

Las tensiones originadas en las barras por cargas de-
bidas al peso propio y al de la nieve se determinan de un
eolpe aplicando ¢n cada nudo una carga vertical propor-
cional a la superficie de cubierta correspondiente a dicho
nudo y a la suma (p ++ n).
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En cuanto al viento, se supone que sopla formando un
angulo de 10° con la horizontal y que su accién produce,
en los nudos, cargas de igual direccion (fig. 158) que ac-
tian de un solo lado del techo, ya que en espacio reducido
el viento no sopla en un momento dado sino de un solo
lado. Las tensiones originadas en las barras por la aceién
del viento pueden ser calculadas de varias maneras:

1°. Se calculan las cargas que corresponden a los nudos
de un lado, se les da la direccion indicada en el parrafo
anterior y se determinan las tensiones originadas por dichas
cargas. Ks el procedimiento mas exacto.

2°. Suponiendo siempre que el viento carga solamente
un lado se descomponen las cargas correspondientes en com-
ponentes normales al techo y componentes trangenciales al
mismo (fig. 159), y, admitiendo que estas tltimas no tie-
nen influencia sobre la armadura, se determinan las ten-
siones originadas en las barras por la accion de aquellas
componentes normales. En otros casos (fig. 160) se descom-
ponen las cargas producidas por el viento en componentes
verticales y componentes tangenciales y se determinan las
tensiones originadas por dichas componentes verticales.

Cualquiera de los dos procedimientos anteriores que se
haya seguido, sera necesario, en ambos, calcular primero las
tensiones producidas en las barras por el viento actuando
de un lado, y luego las producidas por el viento actuando
del otro lado. De los dos valores obtenidos para cada barra
se tomard el maximo como valor de la tension originada por
el viento, siendo indudable que cuando la armadura sea si-
métrica y simétricamente cargada bastard efectuar la de-
terminacion de las tensiones para una Sola direcciom del
viento.

Una vez determinadas las tensiones maximas produeci-
das por el viento en las barras se obtendra la tension total
méxima de cada barra agregando a la tension originada en
clla por las cargas permanentes y por el peso de la nieve
la tensién méxima originada en la misma barra por la ac-
¢iéon del viento. -

3°. Con el objeto de facilitar los caleulos se sustituye
la accién del viento por una carga vertical equivalente v
que actie sobre toda la cubierta y que se expresa también
en kilogramos por metro cuadrado. En tal caso, para obte-
ner las tensiones maximas que sufririn las barras bajo la
accién de todas las cargas permanentes y accidentales, se
aplica en cada nudo una carga vertical que comprende el
peso de la construceién correspondiente a dicho nudo y las
sobrecargas producidas por la nieve y el viento en la por-
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cion de cubierta correspondiente a ese mismo nudo. La
carga de cada nudo serd asi proporcional al drea de cubierta
que le corresponde y a la suma (p + n 4+ v).

En los manuales y en la ‘‘Mecanica Aplicada a las
Construcciones’, de Marva y Mayer, se encontraran los va-
lores mas convenientes de p, m, y v para cada caso, es de-
cir segin sea el material de armaduras y de cubierta, la
inclinacién de las vertientes y el lugar en que se ha de le-
vantar la construeceién.

Para los calculos que efectuaremos en nuestros cursos
s¢ pueden aceptar los siguientes valores para la determina-
«i6n de las cargas a aplicar a cada nudo:

VALORES DE (p + n + v) POR METRO CUADRADO
DE CUBIERTA

Armaduras Armaduras de madera

de fierro y mixtas
Cubierta de
kg|m? kg|m?
Pizarragisr sibitekes pesinli3 002160 150 a 180
Tejas varias . . . . . 190 a 220 210 a 240
Vidrio de 5 mm. . . . 105 a 135 130 a 150
ZiNG L s St nsaig . sessrn e ieal 00Ea 5130 120 a 150
Fierro galvanizado . . 100 a 130 120 a 150
Fierro galvanizado con
tejuela inferior. . . 150 a 180 170 a 200

Si, por ejemplo, se tiene en lugar abrigado un techo de
armaduras . de hierro y de cubierta de fierro galvanizado
acanalado en el que las armaduras distan 5 m entre si y
los nudos superiores. estan a 3 m uno de otro, (fig. 161), se
tendrd que la carga vertical correspondiente a cada nudo
intermedio sera de

bm X 3m X 100 keg. m-2 = 1500 kg.

Si la misma construccién debiera ser levantada en lu-
car aislado (en el campo por ejemplo) se tomaria, para la
determinacion de las tensiones, en cada nudo intermedio

bm X 3m X 130 kg. m-2 = 1950 kg

En algunos manuales se da el peso propio y las sobre-
cargas producidas por la nieve y el viento en kilégramos
por metro cuadrado de superficie cubierta; es decir por me-
tro cuadrado de piso cubierto por el techo: en tal caso se
obtiene la carga vertical que corresponde a cada nudo mul-
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tiplicando el valor total dado en las tablas para todas las
cargas por el area de suelo cubierto por la porciéon de ver-
tiente que corresponde a dicho nudo, o, lo que es lo mismo,
por la proyeceién horizontal de dicha poreion de cubierta o
vertiente. ‘

CAPITULO XII.

PROBLEMAS Y EJERCICIOS

1. — Representar una fuerza F = 50 kg, de cualquier
direceion, a la escala 1 em. representa 10 k.
2. — Determinar la intensidad de una fuerza cuyo seg-

niento representativo tiene, a la escala 1 e¢m' repres. 1t, 3
cm de longitud.

3. — Calcular el momento estatico de una fuerza hori-
zontal F = 100 kg. ‘de sentido de derecha a izquierda, res-
peeto de un punto situado arriba de la misma y a 30 cm
de ella.

4. — Sobre una misma recta vertical actiian las fuer-
zas I' = 30 kg y 7 = 100 kg con sentido hacia abajo, y
las fuerzas F’ = 50 kg v F’”7 = 20 kg con sentido hacia
arriba. Determinar la resultante de todas las fuerzas indi-
cadas.

5. — Un bote se mueve en el rio Parani impulsado

aguas arriba por remeros que ejercen un esfuerzo total de
impulsion igual a 50 kg. Lia corriente ejerce sobre el bote
un esfuerzo de 20 kg. Determinar el esfuerzo resultante que
actuara sobre el bote.

6. — Un elevador para construceién de edificios, for-
mado por travesanos sostenidos por una doble cadena de
barras, eleva en un momento dado cuatro cargas de 45 kg
cada una. Suponiendo que la posicién de las cargas es tal
aue los travesanos las reparten por igual a los eslabones
que los sostienen, determinar el esfuerzo total méximo que
sufre cada cadena. (fig. 162).

- 7. — Determinar la resultante de dos fuerzas coplana-
res I' = 2t v F’ = 3t que se cortan formando un angu-
lo de 45°.

8. — Calecular la proyeceién de cada una de las fuerzas

del problema anterior sobre un eje paralelo a la rvecta de
aceion dé F.

9. — C(alcular el momento de la resultante obtenida en
<] problema N° 7 respecto de un punto situado sobre la bi-
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sectriz del angulo que forman F y F’ y a 2 metros del
vértice de dicho angulo. ;

10. — Un bote cruza un tramo recto del rio Parana
bajo la aceion de unos remeros que le comunican un esfuerzo
total perpendicular a la corriente de 50 kg. La corriente
ejerce sobre el bote un empuje total de 30 kg. Suponiendo
constante en magnitud y direccién las dos fuerzas que ac-
tian sobre el bote, determinar el camino resultante que
seguird. (fig. 163). ;

11. — Un soporte vertical AB (fig. 164) sostiene en A
dos jabalcones AC y AD que ejercen sobre A una presion
de 500 kg cada uno. Determinar el esfuerzo resultante ejer-
cido sobre el soporte.

12. — Sobre un muro de contencién que pesa 8t actia
una fuerza lateral E = bt (fig. 165). Se desea saber si el
muro conservara su estabilidad bajo la accién de las dos
fuerzas que sobre &l acttan (para ello es necesario que la
resultante de todas las acciones encuentre la superficie de
apovo) .

13. — Descomponer la fuerza F = 1500 kg (fig. 166)
en dos fuerzas que actian en las rectas a y b.

14. — Una carga P = 1t est& suspendida de un nudo A
sostenido por dos barras AB y AC. Determinar la fuerza o
tensiéon que extendera cada una de dichas barras. (fig. 167).

15. — Una armadura de alero, formada por las barras
AB y AC (fig. 168), sostiene en su extremo libre A una
carga vertical F = 500 kg. Determinar las tensiones origi-
nadas en las barras por la acciéon de dicha carga.

16. — Un cuerpo C descansa por una de sus caras sobre
un plano AB que forma un dngulo de 30° con el horizonte.
Siendo 2t el peso del cuerpo, determinar la fuerza gue com-
prime normalmente el cuerpo contra el plano de apoyo y
la fuerza que tiende a hacerlo resbalar sobre él. (fig. 169).

17. — Si el coeficiente de frotamiento entre el cuerpc
v el plano de apoyo del problema anterior es 0.40, deter-
minar: 1°. Si el euerpo resbalara solo sobre el plan de apo-
vo. 2°. En caso negativo ;cual sera la fuerza tangencial ne-
cesaria para hacer resbalar el cuerpo sobre el plano AB
en sentido ascendente y cual para moverlo en sentido con-
trario?

18. — Un vapor estd amarrado a dos postes de ama-
rrazom Ay C por medio de dos cables AB y BC. Si la co-
rriente del rio actia sola sobre el vapor con una resultante
de 1t, determinar las tensiones que dicha accién desarrolla
_en los cables AB y BC. (fig. 170).

19. — El mismo vapor del problema anterior recibe en
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cierto momento la aceion de un fuerte viento normal a la
corriente. Bajo la accion de dicho viento- el vapor se atra-
viesa a aquélla; y, a medida que se va atravesando, la ac-
¢ién de la corriente aumenta mientras que la del viento dis-
minuye, por cuanto el vapor se va enfilando con él; en cier-
to momento se establece el equilibrio. Suponiendo que en
este momento la accidon de la corriente sobre el vapor sea
igual a 2t y la del viento igual a 1t, determinar las tensiones
que en el mismo momento sufren los cables de amarrazén.

20. — Con los datos del problema anterior determinar
¢l valor que debe aleanzar la accion del viento sobre el vapor
para que trabaje solamente uno de los cables de amarrazon.

21. — Determinar la resultante de las fuerzas coplana-
res concurrentes F = 500 kg, Q = 300 kg, Z = 800 kg vy
M= U i (e lrAlTs

22. — Determinar las tensiones de las barras de la ar-
madura de alero dibujada en la figura 172 y sometida en
su extremo libre a una carga vertical de 3t. -

23. — Determinar si el sistema de fuerzas concurrentes
F, F’ y F” estd en equilibrio. (fig. 173). '

24. — Hallar la resultante de cuatro fuerzas cuales-
(uiera mo concurrentes.

25. — Tres caballos ejercen sobre un mismo vehiculo
esfuerzos paralelos, de traccion, iguales a 45 kg cada uno.
:Cuél es el esfuerzo total de traccion ejercido sobre el ve-
hiculo?

26. — Tres fuerzas paralelas actian simultineamente
sobre un cuerpo C con las intensidades y en las condiciones
indicadas- en la figura 174. ;Cudl es el momento de la re-
sultante de ese sistema respecto del punto C?

27. — Sobre una barra .(fig. 175) fija en un punto C
alrededor del cual puede girar, actGan las fuerzas F — 20
kg y F’ = 40 kg. Se desea saber si la barra permanecera
en equilibrio bajo la aceion de esas dos fuerzas.

28. — Si la barra anterior no esta en equilibrio bajo la
aceion de las dos fuerzas que sobre ella actiian, determinar
el punto en que deberia ser ella apoyada para que perma-
nezca en equilibrio.

29. — Descomponer una fuerza F = 3t en dos fuerzas
paralelas a ella y situadas: una de un lado de F y a dos
metros de ella, la otra del otro lado y a cuatro metros de F.

; 30. — Sobre una viga horizontal AB, apoyada en los
puntos A y B, de 5 m de luz, actGa una carga vertical ais-
lada F = 4t a dos metros del apoyo A. Se desea conocer

las acciones ejercidas por la viga sobre los apoyos v las
reacciones de éstos.
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31. — Un tablén AB estd sostenido en sus extremos
por dos escaleras de tijera, de piernas iguales, exactamente
iguales e igualmente abiertas. El tablon sostiene una carga
de 300 kg., dispuesta como indica la figura 176, figura en
la que se indica también la disposicién de las cscaleras. De-
terminar las reacciones de los apoyos del tablom, la fuerza
que comprlmla cada pierna de escalera y la fuerm de com-
presion de cada zanca.

32. — Determinar las reacciones de los apoyos de una
viga horizontal AB simplemente apoyada por sus extremos
v sometida a la accion de cuatro cargas aisladas verticales
cualesquiera.

33. — Dadas (fig. 177) las fuerzas F, Q y Z determinar
graficamente si estan en equilibrio.

34. — Dadas (fig. 178) las fuerzas F, Q, Z v M deter-
minar analiticamente si forman un sistema en equilibrio.

35. — AB es una palanca de primer orden apoyada en
C y sometida en sus extremos A y B a las fuerzas F y F
respectivamente. (fig. 179). Determinar si bajo la accion
de esas dos fuerzas la palanca conservara el equilibrio.

36. — El juego de palancas ABCE gira alrededor de los
puntos H y 14, y estd sometido en A a una fuerza F=10 kg.
:Qué fuerza vertical habrd que aplicar en D para que dicho
juego no se mueva? (fig. 180).

37. — Haciendo uso de las condiciones de equilibrio de
los cuerpos y de las de los sistemas planos de fuerzas de-
terminar las reacciones que sufrira el armazon de graa di-
bujado en la figura 181.

38. — Determinar el centro de gravedad de varias fi-
guras planas simples e indicar para que cada una de ellas
la distancia de dicho centro a uno de los lados de la figura
correspondiente.

39. — Determinar graficamente el centro de gravedad
de las superficies dibujadas en la figura 182.

40. — Determinar analiticamente la posicion del centro
de eravedad de cada una de las superficies de la figura 182.

41. — Determinar el centro de gravedad de varios cuer-
pos simples indicando para cada uno la distancia de dicho
centro a una de las caras del cuerpo y una recta sobre la
que esté el centro de gravedad.

42, — Determinar grafica y analiticamente la posicion
del eentro de gravedad del cuerpo de revolueién dibujado
en la figura 183.

43. — Determinar las reacciones - de los apoyos, el es-
fuerzo de corte maximo y el momento flector maximo de la
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viga del problema 30, del tablén del problema 31 y de la
viga del problema 32.

44. — Construir los diagramas de los esfuerzos de corte
v los de los momentos flectores para las vigas del problema
anterior.

45. — Determinar las reacciones de los apoyos, los es-
fuerzos de corte maximos y los momentos flectores maxi-
mos que sufren las palancas del problema 36 cuando estan
en equilibrio bajo la aceién de las fuerzas aplicadas en
Ayl

46. — Una viga horizontal de 8 m de luz, simplemente
apoyada por sus extremos, sostiene en el medio de su luz
una carga aislada de 3t. Determinar las reacciones, el es-
fuerzo de corte maximo y el momento flector méaximo, v
construir el diagrama de esfuerzos de corte y el de momen-
tos flectores.

47. — La viga AB (fig. 184), simplemente apoyvada cn
sus extremos, sostiene dos columnas que le trasmiten car-
gas de 3t y 5t respectivamente. Determinar las reacciones,
el esfuerzo de corter maximo, el momento flector maximo ;
construir los diagramas de esfuerzos de corte y de momen-
tos flectores, ¥y determinar el esfuerzo de corte y el mo-
mento flector de una secciéon situada a un metro del apoyvo B.

48. — La viga ABC (fig. 185) tiene una parte volada
BC y-esta sometida a las cargas verticales F, Q y Z. Deter-
minar las reacciones, los momentos flectores debajo de las
- eargas, el momento flector méaximo, y construir los diagra-
mas de los esfuerzos de corte y de los momentos flectores.

49. — Una viga AB horizontal, de 5 metros de luz, sos-
tiene en toda su longitud un muro dé 30 em de espesor v
de 4 metros de altura. Siendo 1600 kg por metro cabico el
peso unitario de la fabrica que integra el muro, determinar
las reacciones (la viga estd simplemente apoyada en sus ex-
tremos), el esfuerzo de corte maximo, el momento flector
maximo, y construir los diagramas de esfuerzos de corte y
de momentos flectores. -

50. — Una viga horizontal AB, de 10 metros de luz, sos-
ttene a partir del apoyo A un muro de 5 metros de largo,
6 m de alto y 0.45 m de espesor. Si la fabrica con que ha
sido construido el muro pesa 1800 kg. por metro cabico, de-
terminar las reacciones de los apoyos, el esfuerzo de corte
maximo y el momento flector maximo asi como la seccién
en que se produce, construir los diagramas de esfuerzos de
corte y de momentos flectores, y determinar el esfuerzo de
corte y el momento flector de la seccion media de la viga.

51. — Determinar las tensiones que sufriran las barras

-
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de la armadura de alero de la figura 172 en el supuesto de
que c¢n cada uno de los nudos del corddén superior, menos
en el B, actta una carga vertical de 1t.

52. — Determinar las tensiones que sufriran el tirante
v el puntal de la griaa de la figura 181 en el supuesto de .
que la carga estd simplemente colgada de A. Calcular tam-
hién la fuerza de compresion de la columna y el momento
flector maximo de la misma.

53. — Calcular las tensiones de la armadura dibujada
en la figura 186.

54. — Determinar las tensiones de las barras de la ar-
madura de la figura 187.

55. — C(lalcular las tensiones de las barras de la arma-
dura Polonceau de la figura 188 suponiendo que el techo
fenga cubierta de palastro de fierro galvanizado acanalado
v que las armaduras estdn a 4 metros una de otra.

56. — Determinar las tensiones de las barras de la ar-
madura de la figura 189. El techo tiene cubierta de vidrio
de Smm y las armaduras distan cuatro metros una de otra.

57. — La armadura de la figura 190 tiene una parte
volada y estd sometida en sus nudos superiores a las cargas
verticales que se indica en la misma figura. Determinar las
fensiones originadas en las barras por la accién de dichas
careas.

58. — Una armadura Shed ABC (fig. 191) sostiene so-
bre la vertiente AC una cubierta de tejas y sobre la CB una
de vidrio. Determinar: 1°. Las cargas que hay que aplicar
en los nudos para calcular las tensiones de las barras. 2°.
Las tensiones originadas en las barras por dichas cargas.
(Las armaduras distan 3,5 m entre si).

59. — Un cuchillo o armadura lateral de pila esta so-
metido a la accion de un viento que produce en los nudos
las cargas horizontales indicadas en la figura 192. Deter-
minar las tensiones originadas en las barras de dicho cu-
chillo por la accion del viento.

60. — ABC es cl esqueleto de una gria mural con po-
lea simple para izar las cargas (fig. 193). Suponiendo que
el cable sea paralelo al puntal, determinar las tensiones ori-
ginadas en las barras de la carga Q.

61. — Admitiendo que la gria de la figura 181 tenga
polea simple en A y que la carga estd suspendida de un
cable que corre paralelamente al tirante AB, determinar
las tensiones originadas en las piezas de la armazén por la
accion de P.

62. — AB es una viga de puente rodante (fig. 194) pa-
ra 10t. Suponiendo que la carga esté en el punto medio de
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