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Resumen

La presencia de dependencia en datos plantea desafios especificos en los problemas
de prediccién, ya que la informacion observada en una localizacién suele estar asociada
a la de su entorno. Modelar adecuadamente esta estructura resulta clave para obtener
predicciones confiables y para realizar conclusiones vélidas sobre los procesos subyacentes.
En este marco, los métodos geoestadisticos tradicionales han sido ampliamente utilizados
por su capacidad predictiva, en contraste con los modelos econométricos espaciales, cuyo
énfasis esté en la interpretacion de los efectos de las covariables y la modelizacion explicita

de las interacciones entre unidades espaciales.

En esta tesis desarrollamos un modelo autorregresivo espacial de caracter semiparamé-
trico enfocado en la prediccién, que combina una componente lineal asociada a las cova-
riables con un término autorregresivo espacial estimado mediante técnicas de estadistica
no paramétrica. Esta estrategia permite representar la dependencia espacial sin recurrir
a especificaciones paramétricas estrictas de la estructura de covarianza, utilizada general-
mente en los métodos geoestadisticos clasicos y, al mismo tiempo, conserva la posibilidad
de interpretar los efectos marginales de las covariables, aproximandose asi a la riqueza

explicativa de los modelos econométricos espaciales.

El trabajo aborda el estudio de las propiedades teéricas de los estimadores que inter-
vienen en el predictor propuesto, analizando su comportamiento asintético, en particular
la normalidad asintética y las tasas de convergencia de los parametros lineales y de la com-
ponente no paramétrica. Asimismo, se evalta el desempenio del modelo a través de estudios
de simulacién y aplicaciones a datos reales, comparandolo con metodologias geoestadisti-
cas clasicas como asi también en modelos econométricos espaciales, con el fin de examinar

tanto su desempeno predictivo como su exactitud en la estimacién puntual de parametros.
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Introduccion

Gran parte de la literatura clésica en estadistica se desarrolla bajo el supuesto de
independencia entre las observaciones, lo que permite simplificar tanto la formulacién de
los modelos como el desarrollo tedrico asociado. En este marco, la predicciéon de fenémenos
de interés a partir de informacién observada constituye uno de los objetivos centrales de
la estadistica aplicada. La construccién de modelos estadisticos adecuados requiere no solo
capturar la relaciéon entre la variable de interés y las covariables disponibles, sino también

representar de manera apropiada las estructuras presentes en los datos.

En muchos contextos aplicados, sin embargo, las observaciones exhiben distintos tipos
de dependencia, cuya omisién puede conducir a estimaciones inconsistentes y a un deterio-
ro significativo del desempenio predictivo, comprometiendo tanto la validez teérica como la
utilidad préctica de los resultados obtenidos. La estructura de dependencia aparece de for-
ma natural en numerosos contextos, entre ellos las series de tiempo, los modelos de medidas
repetidas y, particularmente, los datos espaciales, en los cuales las observaciones se asocian
a localizaciones geograficas especificas. En este tltimo caso, la cercania espacial suele in-
ducir patrones de correlacién que no pueden ser tratados adecuadamente bajo supuestos
de independencia. Nuestro interés se centra en este tipo de datos y, en particular, en el
problema de realizar predicciones incorporando explicitamente la dependencia asociada a

la estructura espacial.

La prediccién en presencia de dependencia espacial constituye un problema central en
diversas areas aplicadas (Kheir et al., 2025; Kiani et al., [2025; |Cerqueti et al., 2025), donde
la calidad de las estimaciones y de las predicciones depende fuertemente de la correcta
modelizacién de dicha dependencia. En este marco, los modelos espaciales han sido am-
pliamente desarrollados con el objetivo de capturar estas estructuras de correlacién. Entre
ellos, los enfoques basados en kriging (Meng et al., 2024; Pang et al., 2023; Khan et al.|
2023)) son los modelos més destacados, dado su buen desemperio predictivo y su fundamen-
tacién tedrica a partir de la modelizacion de la funcién de covarianza. No obstante, si bien
estos métodos resultan eficaces para la prediccion en sitios no observados, no permiten, en
general, obtener estimaciones directamente interpretables de los efectos marginales de las

covariables sobre la variable de interés.
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En los dltimos anos, se ha observado una creciente tendencia a combinar métodos
geoestadisticos clasicos con técnicas de aprendizaje automético, dando lugar a enfoques
hibridos que buscan capturar simultaneamente relaciones no lineales globales y dependen-
cia espacial residual (Fouedjio y Aryay 2024). Estas metodologias han sido aplicadas con
éxito en distintos dominios, incluyendo ecologia y agricultura (Shen et al.l 2024), datos
espaciotemporales (Jeong y Koo|, |2025)) y variables derivadas de sensores remotos (Tadi¢
et al., [2024)). Sin embargo, estos enfoques hibridos conservan una limitacion de fondo: la
ganancia en desempeno predictivo no se traduce en estimaciones interpretables de los efec-
tos de las covariables, lo que restringe su utilidad en contextos donde interesa comprender

los mecanismos subyacentes al fenémeno analizado.

En contraste, los métodos econométricos espaciales se enfocan explicitamente en la
estimacién e interpretacion de los efectos asociados a las covariables, permitiendo cuanti-
ficar su impacto marginal sobre la variable respuesta (Vagnini et al., 2025). A través de
formulaciones paramétricas que incorporan dependencia espacial, estos modelos facilitan
la inferencia sobre relaciones estructurales y la evaluaciéon de efectos directos e indirectos
entre localizaciones. Esta interpretabilidad, sin embargo, se obtiene a costa de una menor
flexibilidad: cuando la relacién entre las variables no puede representarse adecuadamente

mediante estructuras paramétricas simples, el ajuste del modelo se vuelve restrictivo.

A esta limitacion se suma otra propia de los modelos econométricos espaciales: la estruc-
tura de dependencia se introduce a través de una matriz de pesos espaciales, que define el
esquema de vecindad y la intensidad de interacciéon entre unidades geograficas. Esta matriz
no se estima conjuntamente con los pardmetros del modelo, sino que constituye un insumo
exbdgeno cuya especificacion condiciona los resultados; distintas definiciones de vecindad
o esquemas de estandarizacién pueden conducir a estimaciones sustancialmente distintas.
Esta sensibilidad estructural ha motivado diversos estudios orientados a la evaluaciéon y
seleccion 6ptima de la matriz de pesos (Stakhovych y Bijmolt, |2009; Duncan et al., |2017;
Bauman et al.l 2018), y refuerza el caracter paramétrico del modelo, que puede resultar

limitante cuando la verdadera estructura espacial no se ajusta a la especificacion adoptada.

Motivados por esta tension entre flexibilidad e interpretabilidad, y a partir del estudio
de la estructura estocéstica subyacente a los datos espaciales, en trabajos previos desarro-
llamos el enfoque de kriging no paramétrico (Lovatto et al.l 2022} Garcia Arancibia et al.|
2023). En esta direccién proponemos un predictor que conserva la forma funcional de los
predictores de kriging, pero cuyos pesos se estiman mediante técnicas de suavizado por
ntcleos, evitando la especificacién paramétrica explicita de la funcién de covarianza o de la
matriz de pesos espaciales. Los resultados obtenidos evidenciaron un buen desempeno pre-
dictivo, lo que motivo la exploracion de extensiones que permitieran incorporar informaciéon

adicional a través de covariables.

En este contexto, en la presente tesis proponemos resolver el problema de la predic-

cion espacial mediante un modelo autorregresivo espacial semiparamétrico, que combina
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un componente lineal asociado a las covariables con un término autorregresivo espacial
estimado mediante el enfoque de kriging no paramétrico desarrollado en [Garcia Arancibial
et al.| (2023)). De este modo, el modelo captura la dependencia espacial de manera flexible
sin renunciar a la interpretacion directa de los efectos marginales de las covariables, posi-
cionandose como una alternativa intermedia entre los métodos geoestadisticos puramente

predictivos y los modelos econométricos espaciales tradicionales.

Uno de los objetivos de esta tesis es estudiar las propiedades tedricas de los estimadores
involucrados en el predictor propuesto, asi como evaluar su desempeno predictivo bajo
distintos escenarios. En particular, se analizan sus propiedades asintoticas, incluyendo la
normalidad asintética y las tasas de convergencia de los parametros lineales, junto con
las tasas de convergencia correspondientes a la componente no paramétrica. Asimismo,
exploramos su comportamiento empirico mediante estudios de simulacién y aplicaciones
a datos reales, comparando su desempeno con el de modelos autorregresivos espaciales

ampliamente utilizados en la literatura.

El trabajo se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se presentan los con-
ceptos basicos necesarios para el desarrollo de la tesis, incluyendo una revisiéon de los datos
espaciales, las funciones aleatorias y las nociones de estacionariedad, asi{ como un repaso
de los principales modelos y métodos autorregresivos utilizados en la predicciéon espacial,
con énfasis en los enfoques basados en kriging y en los modelos econométricos espaciales.
El Capitulo 2 introduce el modelo autorregresivo espacial semiparamétrico propuesto,
detallando su formulacién y el algoritmo de estimacion necesarios para la presentacion del
predictor obtenido. Asimismo, se presentan los supuestos bajo los cuales se desarrolla el
analisis teodrico y los resultados asintéticos para los distintos componentes del modelo. En
el Capitulo 3 se desarrollan estudios de simulacién destinados a evaluar el desempenio del
método bajo distintos escenarios, considerando tanto errores de prediccién como errores
en la estimaciéon de los pardmetros. Finalmente, en el Capitulo 4 se aplica la metodo-
logia propuesta a distintos conjuntos de datos reales, ilustrando su comportamiento en
situaciones practicas y comparando sus resultados con los de modelos alternativos. El tra-
bajo concluye con una sintesis de los principales hallazgos y una discusién sobre posibles

extensiones futuras.
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Capitulo 1

Prediccion para datos espaciales

Una de las herramientas fundamentales en el area de estadistica es la prediccién de
fenémenos de interés a partir de ciertas variables observadas. Si estas variables fueron ob-
servadas o medidas en localizaciones espaciales, la prediccién constituye un desafio central
ya que vulnera los supuestos de independencia. La disponibilidad creciente de datos obser-
vacionales y /o experimentales de este tipo ha generado la necesidad de desarrollar métodos
capaces de explicar y modelar la variabilidad de dichos fenémenos considerando la depen-
dencia que los caracteriza. En este capitulo abordamos la definiciéon y caracterizacién de
este tipo de datos, explicitamos la estructura formal subyacente sobre la cual se supone
que se generan los mismos y describimos las herramientas existentes para realizar dichas

predicciones de manera precisa en contextos espaciales.

Comenzamos presentando y definiendo los datos espaciales y sus caracteristicas, in-
cluyendo la estructura espacial y las propiedades estadisticas relevantes, como momentos,
independencia y estacionariedad. Luego, describimos los modelos que permiten capturar
las particularidades de los datos espaciales, junto con los métodos de estimacién especificos
utilizados con fines predictivos. Se abordan los modelos basados en Kriging, ampliamente
utilizados en geoestadistica por su capacidad de incorporar explicitamente la correlacion
espacial, asi como los modelos econométricos, que resultan ttiles para capturar la hetero-
geneidad espacial y sus efectos sobre variables econémicas de interés. Para cada enfoque
describimos tanto los fundamentos tedricos como su implementacién practica. En el caso
del Kriging, también incluimos extensiones donde los pesos se calculan mediante métodos
no paramétricos; aunque el modelo subyacente es el mismo, el procedimiento de estima-
cion varia, ofreciendo mayor flexibilidad frente a supuestos rigidos sobre la estructura de

dependencia espacial.

Este enfoque integral permite combinar una comprensioén conceptual del fenémeno con
técnicas de modelado adecuadas, constituyendo un marco sélido para la prediccién de datos

espaciales.
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1.1. Los datos espaciales

Los datos espaciales se caracterizan por estar vinculados a una unidad espacial especi-
fica, como coordenadas o areas geograficas. Esto implica que, ademas del valor observado
de la o las variables de interés, es esencial disponer de informacion sobre la ubicacién o
referencia geografica asociada a cada observacion. A partir de esta definicién, surge na-
turalmente el concepto de valor regionalizado o dato regionalizado, que se entiende
como el valor o realizaciéon de la variable de interés en el punto o lugar geografico donde se

registro.

Los datos espaciales pueden clasificarse segiin la forma en que se representa el dominio
geografico D C R?, es decir, la manera en que se indexan las localizaciones en el espacio
(Longley, 2005). Una primera distincion se basa en si el dominio es continuo o discreto.
Cuando se asume un dominio continuo, el nimero de posibles localizaciones donde se
puede observar la variable es no numerable, lo que implica que dicha variable podria medirse
en cualquier punto del espacio (Zhang et al., 2014). Estos datos, conocidos como datos
geoestadisticos, se caracterizan por ser realizaciones de un campo continuo, aunque en la
practica se trabaja con una discretizaciéon del dominio mediante puntos de muestreo finitos
(Fischer y Wangj, 2011). El interés principal en este tipo de datos suele centrarse en la

interpolacién espacial.

En contraste, cuando el dominio D es discreto, el conjunto de localizaciones es, a lo
sumo, numerable (finito o infinito numerable). En este caso, los datos corresponden a me-
diciones realizadas en ubicaciones especificas, sin posibilidad de observaciones intermedias.
Este tipo se denomina datos reticulares (o lattice data, en inglés), y ejemplos tipicos
incluyen tasas de mortalidad por regién, desercion escolar por instituciéon o el color de pi-
xeles en imagenes satelitales. Es posible transformar datos geoestadisticos a reticulares, por
ejemplo, mediante un teselado del dominio continuo y utilizando los centroides de las celdas
como puntos de observacién. No obstante, esta aproximacién puede alterar la estructura
de dependencia espacial (Zhao y Wall, 2004)), y el proceso inverso (interpolar desde datos

reticulares) generalmente no es valido.

Existe un tercer tipo de datos espaciales, donde el dominio no es fijo sino generado por
un proceso aleatorio. En este contexto se habla de patrones puntuales (point pattern
data), donde las localizaciones mismas son aleatorias. Ejemplos de este tipo incluyen la

ubicacién de arboles, nidos, epicentros de terremotos o caidas de rayos.

En este trabajo, consideramos tnicamente el anélisis de datos espaciales definidos sobre
un dominio D fijo. Nos enfocaremos en el estudio de varias variables medidas en ubicaciones
representadas por coordenadas s € D C R Este enfoque se enmarca dentro del estudio

de funciones aleatorias, que se desarrolla formalmente en la Seccion
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1.2. Funciones aleatorias

Con el objetivo de enfocar nuestro analisis en un contexto estocéstico, consideraremos
que los datos espaciales surgen de un mecanismo aleatorio que conceptualizamos como

funciones aleatorias y se definen en esta seccion.

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, con €2 el espacio muestral, F es el o-algebra
y P la medida de probabilidad y D ¢ R¢ un conjunto de localizaciones. Se llama funcién

aleatoria al conjunto
Y={Y(s):se€DeY(s): Q2 — R es una variable aleatoria}.

Esto es, una funcion aleatoria ) puede entenderse como una funcién ) : D — R, donde

R es una coleccion de variables aleatorias Y (s) : Q — R y para cadas € D, Y(s) = Y(s).

Consideremos ahora p funciones aleatorias simultaneas, a las cuales llamaremos,
. Q _
Xy:D—=R¥ conu=1,---,p,

donde para cada s € D y para cada u = 1,- -, p definimos X, (s) = X, (s) sobre el espacio
de probabilidad (2, F,P).

En esta tesis, para cada localizacion s de la regién de interés asumiremos que conta-
mos con una coleccion de variables aleatorias {Y (s), Xi(s),..., Xp(s)}. En este sentido, si
fijamos v € €2, obtenemos una realizacion de las funciones aleatorias, que sigue siendo una
funcion de s, por lo que si la evaluamos en un conjunto de sitios de la regién de interés

hallamos los datos espaciales.

Esta forma de considerar los datos como realizacion de funciones aleatorias en distintos
sitios, nos permite tener en cuenta diferentes fuentes de variabilidad. Por un lado, la varia-
bilidad del fenémeno en cada sitio a partir de la variacién de los v € €2, esto nos permite
hallar una matriz de correlacién para modelar dicha variabilidad. Esta correlacién se la
llama intrinseca para diferenciarla de la variabilidad inducida por la cercania. Esto es, la
variacion de la ubicacién en el espacio de dichos objetos, nos posibilita la segunda fuente
de variabilidad, en este caso también la modelamos con una funcién pero de los sitios s.

Estos conceptos se formalizan en la siguiente seccion.

1.2.1. Momentos

Teniendo ya una definicién formal de las funciones aleatorias, en esta seccidén nos enfo-
caremos en la teoria de correlacion de funciones aleatorias (Yaglom, 1987). Esto significa
que estudiaremos los momentos de primer y segundo orden de la funciéon. Vale aclarar
que si bien presentamos las definiciones para las funciones X, para cada v =1,...,p, las

mismas valen para cualquier funcién aleatoria.
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Llamamos primer momento de la funciéon X, a la funcién media, denotada por p, :
D — R y definida por,

ty(s) = E[X,(s)] paratodos e D.

Luego, definimos el vector pu(s) como
pu(s) = (pa(s), ..., mp(s)".

A su vez, definimos tres momentos de segundo orden: la varianza, la covarianza y el

variograma. Llamamos varianza, a la funciéon o2 : D — RT dada por

2(8) = E[(Xu(s) — mu(s))’].

Luego, definimos el siguiente vector

o’(s) = (01(s),..., o5 (s))",

donde ordenamos las varianzas para cada funcién de la coleccion. Ademés, si E [X,(s)?] <
oo para todo s € D, llamamos funciéon matriz de covarianza o simplemente matriz de

covarianza a la funcion C : R% x R — RP*P definida por

CH(S,t) Clg(S,t) cee Clp(S,t)
C(s,t) = : : : ;
Cpl (57 t) Cpl (87 t) T Cpp(57 t)
donde, para todo s,t € D,
Cuv(s,t) = Cov(Xy(s), Xu(t)). (1.2.1)

De forma matricial, definiendo X (s) = (X1(s), ..., X,(s))?, tenemos que
C(s,t) =E[X(s) X (t)"] —E[X(s)|E [X(¢)T].

Podemos observar que los elementos diagonales C,,,(s,t) = Cov(X,(s), Xy (t)) de la matriz
de covarianza C(s,t) son las funciones de autocovarianza de las variables aleatorias
Xu(+), las cuales modelan la dependencia espacial de la variable X, (-), medida en diferentes
localizaciones. Si s = t, Cyu(s,s) = 02(s). Por otro lado, la matriz de covarianza Cf(s, t)
incluye también las llamadas funciones de covarianza cruzadas Cy,(s,t) = oy(s) de
dos funciones aleatorias X, (s) y X,(t) definidas por la ecuacion si u # v. En este
caso modelamos la dependencia espacial entre diferentes variables medidas en diferentes

localizaciones. Cuando s = t, obtenemos la matriz de covarianza intrinseca,
C(s,s) = Var(X(s)) paracadase€ D. (1.2.2)

Por otro lado, definimos la funcién matriz de correlaciéon normalizada o simplemente

matriz de correlacion a la funcion R : R x R? — RP*P definida por

R(s, t) = (Io(s))"'C(s, t)(Io(t)) ™",
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donde I € RP*P es la matriz identidad. Los elementos de R(s,t) estan dados por
Cuv(s, t)
ou(s)ou(t)’

los cuales son una extension del coeficiente de correlacion de Pearson. De forma analoga la

R, (s, t) = (1.2.3)

matriz de covarianza, a los elementos de la diagonal Ry, (s, t) los llamamos funciones de

autocorrelacion y al resto Ry, (s, t) funciones de correlacion cruzada.

Otra forma de medir dependencia espacial es a partir de la funcién variograma cruzado
o simplemente variograma, el cual se define como la varianza de la diferencia X,,(s) — X, (t),

esto es,

Yuw (8, t) = Var (X, (s) — Xy (t)) .

De la misma manera que el resto de momentos, lo podemos expresar como una funcién
bivariada de las ubicaciones espaciales s y t. Esto es, llamamos funcién matriz de va-
riograma o simplemente matriz de variograma a la funcion I'(s,t) : R? x R? — RPXP

definida por

Y118, t) yi2(s,t) - y1p(s,t)
F<S7t):

7p1(sat) Wpl(svt) ’ypp(sﬂt)

1.2.2. Estacionariedad

Hacer inferencia sobre la distribucién de una funcién aleatoria a partir de una tnica
realizacion, es una tarea dificil si no se imponen restricciones adicionales sobre la clase de
funciones consideradas (Steinl, |1999)). Un supuesto ampliamente adoptado en la literatura
consiste en imponer alguna forma de estacionariedad, entendida como la invariancia (en
distribucién o en momentos) frente a traslaciones de la funciéon. Intuitivamente, la estacio-
nariedad refleja la idea de que las propiedades de la distribucién, o de los momentos de la
funcién, son homogéneas en el espacio: observar la funcién en distintas regiones del domi-
nio es, de alguna manera (ya que depende del tipo de estacionariedad), informativamente
equivalente. Este supuesto permite, en particular, utilizar una tnica trayectoria para infe-
rir caracteristicas poblacionales, dado que valores observados en diferentes localizaciones

espaciales se consideran realizaciones de la misma estructura probabilistica.

Suponiendo que D = R¢, diremos que X, es estrictamente estacionaria si para todo
N, S1,...,5p ERd, xlu,...,mnueRyheRd,

P(Xy(s1+h) <xiy,..., Xu(sn +h) <xpy) =P(Xu(s1) < 21y -+, Xu(Sn) < zpy)-

Otra forma de definir la estacionariedad es en términos de los dos primeros momentos.

Se dice que una funcion aleatoria X, es débilmente estacionaria si su valor esperado
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E[X,(s)] = p, es constante con respecto a s y la funciéon de covarianza depende solo de la

norma ||s — t||, para todo u, v, esto es,
Cov(Xu(s), Xu(t)) = Cpy(lls — ),

donde C7, : R — R. En este caso, todas las funciones X,(s), v = 1,...,p, son funciones
estacionarias, y cualquier par de ellas posee la propiedad de que su funcién de correlacion
cruzada depende solo de ||s—t||. Dos funciones aleatorias que poseen esta tltima propiedad
se dicen correlacionadas estacionariamente (entre si). Por ultimo diremos que, una fun-
cion aleatoria X, es intrinsecamente estacionaria si el valor esperado de la diferencia
E[Xu(s) — X,(t)] es 0 y la funcion de variograma depende de la norma ||s — t||, para todo
u, v, esto es
Var (Xu(s) = Xu(t)) = 72 (s - t]).

donde vy, : R — R.

1.3. Modelos y métodos autorregresivos para prediccion es-

pacial

La prediccién espacial consiste en hallar el valor de una variable de interés en lugares
donde dicha variable no ha sido observada utilizando datos disponibles u observados en
ubicaciones concretas del espacio. Para dicho procedimiento es indispensable identificar y
modelar las relaciones espaciales presentes en los datos. Para ello, existen distintos modelos
y métodos que difieren en su complejidad, sus supuestos y sus aplicaciones. Esta seccion
tiene como objetivo describir las principales metodologias utilizadas en la literatura para

la prediccion de datos espaciales donde se emplean modelos con términos autorregresivos.

Con el objetivo de hallar el mejor predictor de la variable respuesta, tradicionalmente
se utiliza la técnica de minimizar el error cuadratico medio entre el valor real y el valor
predicho. Un resultado clasico establece que, dada la informacién disponible, el predictor
que logra ese minimo es la esperanza condicional del valor a predecir respecto de dicha

informacion (Ferguson, 1967).

Para clarificar esta idea, consideramos una muestra {Y(s;), X1(s;), ..., Xp(Si) }s;con
donde, dado un conjunto de sitios O,, = {s1,...,8,} con s; € D, definimos la variable
respuesta por

Yi =Y (si),
y las covariables, por

Xiuw = Xu(si) para i=1,...,n, u=1,...,p.

Para el caso de las variables X, con u = 1,...,p, definimos para cada sitio s; el vector
aleatorio
. T
Xi = X(Sz) = (XiI; e ;Xz'p) .
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Consideremos por ahora solo la variable respuesta Y;, mas adelante veremos cé6mo, depen-
diendo de cada metodologia, se utilizan las variables predictoras X;. Sea Yp, con sg ¢ O,,

el valor de la variable que se quiere predecir e
Y = (Y1,..., V)T (1.3.1)
, el vector de los valores observados. Se sabe que, bajo el supuesto de normalidad de los

)= () G %)

el predictor que minimiza el error cuadratico medio de la prediccién esta dado por

datos, esto es,

E[YoY] = po + Soy Ty (Y — ). (1.3.2)

Este predictor es llamado predictor lineal insesgado 6ptimo (BLUP, por sus siglas en in-
glés). Robinson| (1991)) presenta una revision teorica sobre diferentes formas de deducirlo,

ejemplos y diferentes aplicaciones.

En el contexto de la estadistica espacial, diversos autores abordan el problema de la
prediccion desde distintas perspectivas. Algunos se apoyan explicitamente en la nocion del
BLUP, como los kriging y los basados en modelos mixtos (Welham et all 2004), mientras
que otros arriban a la misma expresion del predictor, o a formulaciones equivalentes, a
través de enfoques alternativos, como los modelos econométricos y el Lattice Kriging. Los
modelos de econometria espacial introducen la dependencia espacial a través de matrices
de pesos que reflejan la interaccién entre unidades geograficas. Autores como [Kelejian v
Pruchal (2007),Kato| (2008) y (Goulard et al. (2017) utilizan estas ideas con el objetivo de
predecir en el contexto de datos faltantes. Por otro lado, se han desarrollado enfoques no
paramétricos (Menezes et al., |2010; Dabo-Niang et al., |2014; Biau y Cadre, [2004; |Gar-
cia Arancibia et al., |2023)) que combinan la logica del kriging con técnicas de estimacion
de pesos mediante nicleos. Esto permite relajar supuestos paramétricos estrictos sobre la

estructura de dependencia espacial en contextos de heterogeneidad.

En lo que sigue, se presentaran estos enfoques, destacando tanto su formulacién como su
interpretacion en términos de prediccion espacial, subrayando las similitudes y diferencias

y su relacién con el BLUP.

1.3.1. Modelos basados en Kriging

Dentro de las aplicaciones que encontramos en Robinson (1991)) esta al método Kriging.
El autor sostiene que en el contexto de la geoestadistica dicho método surge independiente-
mente del BLUP pero que las estimaciones son esencialmente las mismas. En esta seccion

presentamos las caracteristicas principales de este método y de los que surgen de esta idea.
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1.3.1.1. Kriging

Sea {Yi}s,co, una muestra resultante de una funcion aleatoria Y'(s) que satisface que
E[Y(s)] = p(s), seD
Cov(Y (s),Y(t)) = C(s, t). s,teD

Sea Yy con sy ¢ O, la variable de interés en el sitio donde queremos predecir, sg. El predictor

kriging para dicha variable es una combinacion lineal pesada de los datos observados, dada

por
Yo=Y w(siso)Yi (1.3.3)

SiGOn
Considerando el vector de pesos w = (wy,...,w,)T € R", con w; = w(s;,sg), podemos

escribir el predictor de manera matricial como
Yo =wlY. (1.3.4)

Al buscar el predictor BLUP, es decir, al buscar los pesos w de manera tal que el predictor
sea insesgado y de minima varianza, se deduce (ver Lovatto et al., 2022, cap. 2) el siguiente

sistema de n + 1 ecuaciones con n + 1 incognitas,

wll1=1

Yyw — 71 = ¢y,

donde la primera ecuacién nos asegura que el predictor sea insesgado, esto es, E [YO] = g

y la segunda que la varianza del error de prediccién o2 = Var (YO — Yo) sea minima. Para

ello, si ¥y es la matriz de varianza-covarianza del vector Y, dada por

C(s1,s1) C(s1,s2) -+ C(s1,sn)
Sy = C(S%’SI) C(SQZ’SQ) C(SZ:’S”) : (13.5)
C(s,;,sl) C(Sn:,SQ) C(sn.,sn)
el vector ¢y = (C(s1,80),---,C(sn,80))T , 7 es un multiplicador de Lagrange y 1 € R™ un

vector de unos, resolviendo el sistema resulta

1723 ey — 1

el Yy 0

w =3y (co T iyl 1) .
Y

Una de las principales ventajas con las que cuenta kriging radica en que considera la
estructura de la correlacion espacial de los datos (Montero et al., |2015]). Esto es, poder
aplicar este método implica modelar la estructura de correlacién del fendémeno a estudiar,
para lo cual es necesaria la estimacion de la funcion C(-,-). Como en cualquier modelo

estadistico, la calidad de las predicciones depende de la calidad de la informacién disponible,
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en este caso la distribucién uniforme de los sitios muestrados, su relacién con el fenémeno

estudiado y el conocimiento que tengamos del mismo.

Para obtener las predicciones Yg, mediante el cilculo de los pesos, necesitamos estimar
la funcion de covarianza C(-,-) de la variable objetivo con lo cual obtenemos tanto Xy,
mediante ([1.3.5]), como cg. Para ello, y en funcién del objetivo del problema, es necesario

hacer supuestos sobre algunos componentes del siguiente modelo
Y (s) = pu(s) + Z(s) +<(s), (1.3.6)

definido para cada s € D, donde u(s) = E[Y(s)] es la funcion media, Z(s) es una
funcion aleatoria con esperanza cero y funcion de covarianza Cov(Z(s), Z(t)), para to-
do s,t € D, y &(s) es otra funciéon aleatoria con esperanza cero y funciéon de covarianza
Cov(e(s),e(t)) = 0% sis =t y cero en otro caso. El caso clasico llamado kriging ordina-
rio supone que la funciéon media es constante y Z(s) es intrinsecamente estacionaria. Esto

implica que Y'(s) es intrinsecamente estacionaria, lo cual implica que

E[Y(s)— Y (t) =0 s,t € D,
Var (Y (s) - Y(t)) = 7([ls - t]) st e D.

Por ejemplo, si h = ||s — t||, 75-(||s — t||) se puede modelar con una funcion analitica dada

por un modelo exponencial; esto es,

0, si h =0,

W (h;0) = 6 + 0, [kexp(f%)], sih >0,

(1.3.7)

donde 75 : R = Ry 0 = (01,62,63) son el efecto pepita, la meseta parcial y el rango,
respectivamente. El efecto pepita es la varianza del error o error de mediciéon. La meseta
parcial es la varianza de la funcién diferencia, con lo cual es un indicador de dependencia
espacial. El rango es la distancia a partir de la cual dejamos de contar con dependencia
espacial. Dichos parametros se estiman mediante méxima verosimilitud o minimos cuadra-
dos generalizados. Una vez obtenidas las estimaciones, se construyen la matriz T'y € R"*"™,
cuyo ij—ésimo elemento esta dado por 75 (||s; — s;||), para cada s;,s; € Oy, y el vector
Yoy = ((lIst —sol), - -, (lIsn — sol]))T € R™. Con todo esto, obtenemos el predictor
de kriging, dado por

Yg =wlY
T
1Ty vy — 1 1
=al'TJ'Y + 45, T}'Y, (1.3.8)
17Ty vy — 1

con o a —
—1
17T, '
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Recordemos que para obtener este predictor, hemos supuesto que la funcion media p(s)
en es constante en s y la funcion Z(s) intrinsecamente estacionaria. En muchos
casos, estas condiciones pueden ser restrictivas, por lo que surgen extensiones del kriging
para flexibilizar estos supuestos, los cuales se describen a continuaciéon. Para mas detalles

sobre este predictor consultar Lovatto et al.| (2022)).

1.3.1.2. Kriging con modelo de tendencia

En ocasiones, se puede incluir informaciéon auxiliar al modelo para mejorar la preci-
sion de las predicciones y, en otras, para flexibilizar supuestos. La informacién mencionada
puede surgir de la conexién entre la variable a predecir y otras variables, que hemos deno-
minado covariables, o de la relacién entre la variable objetivo y los lugares en los cuales
ha sido muestreada. Para estos casos existe el kriging con media desconocida (Chiles y
Delfiner, 1999) o kriging con un modelo de tendencia, también conocido como external
drift (Bourennane et al., [1996), Hudson y Wackernagel (1994)), Bourennane et al.| (2000).
Aqui pueden reconocerse al menos tres enfoques distintos, el kriging universal, que utiliza
funciones de las coordenadas, el kriging con tendencia externa y el kriging de regresioén que

utilizan covariables.

El kriging universal (UK), introducido originalmente por Matheron (1969)), constitu-
ye un caso particular que, a diferencia del kriging ordinario, permite considerar una funcién
media no constante. En este enfoque, la media se modela como una funcién de las coor-
denadas espaciales, esto es, dadas fo, fi,..., f; funciones deterministicas que dependen de

las coordenadas geograficas s € Dy g € N, u(s) se modela como
q
pis) => a;fi(s), (1.3.9)
j=0

Como consecuencia de ([1.3.9)), del modelo ([1.3.6]) e imitando la formula del predictor pro-
puesto en (|1.3.4), tenemos que

A

Yy =w! (Fa+ G),
donde

1 fl(sl) fq(sl)
1 fi(s2) .. fqls2)

F = c R”X(‘I‘H)’

L filsn) - folsn)
a = (1,a1,...,ay)7 y, a partir del modelo definimos G(s;) = Z(s;) + £(s;) con
s;i € 0,y G = (G(s1),...,G(sn))T. En este caso, solo podemos asegurar que la funcién
G es intrinsecamente estacionaria por lo que para obtener el vector g y la matriz T'q,

estimamos 7, el variograma de la funcion error G. Luego,

Yo=wlY
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= avyaY +7ele'Y, (1.3.10)

donde « esta dado por

-1

o= (fgf — 7{GrgFT> <FT1“;1F> FT,

con fy = (1, fi(so), .., f4(50))T € RITL. Otros autores (Wackernagel, 2006; Papritz y Stein,
1999) también coinciden en que el término kriging universal debe reservarse para el caso

en el que sélo se usan coordenadas como informacién auxiliar.

Si la funcién media se define externamente mediante covariables, se utiliza el término
kriging con tendencia externa (kriging with external drift, KED) o external trend
(Wackernagel, 2006; |Chiles y Delfiner, [1999). Este es, probablemente, el enfoque mas uti-
lizado actualmente para kriging con informacion auxiliar (Hengl et al. 2003)). Recordemos
que estamos considerando una muestra {Y;, X;}s,c0, € R x RP. En este caso, a diferencia
de la matriz F construida utilizando funciones de las coordenadas, construimos la matriz

de datos X, a partir de la muestra de covariables { X }s,c0,, la cual queda definida por

X, = (1 X)eRPH),

donde
Xi(s1) Xp(s1)
X1 (s oo X,(s
X = 42 , ’f( S (1.3.11)
Xi(sn) ... Xp(sp)

Operando de la misma manera que para el kriging universal, el predictor queda dado por

Yo = ol G'Y +v0gTd'Y, (1.3.12)

-1
Q= (bOT — 70TG1“G1X*> <X:{FG1X*> X7,
donde by = (1, X1, - - - ,Xpm)T. Puede observarse que si p = 1 tanto en el caso del kriging

universal ((1.3.10)) como en el kriging con tendencia externa (|1.3.12]), obtenemos el kriging
ordinario ((1.3.8]). Por otro lado, si reescribimos el predictor, obtenemos

-1
-1
— b7 <xj{rg§x*> X, TGy
1
- eTg R (XITGR. ) KITGY 4 feTdY.

Luego definiendo
-1
[o = by <X:{I‘G1X*) Xty
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n=X, <X*TI‘&1X*> 71X*TI‘&1Y,
obtenemos una expresion similar al BLUP, dada por,
Yo = mo —vele' 1+ 1ele'Y
= o + YoeTa (Y — ).
De la misma manera, llegamos a esta forma para el caso del kriging universal.

Por otro lado, la funciéon media y la funcién error G, también pueden ajustarse por
separado y luego sumarse. Un procedimiento similar fue sugerido por primera vez por
Ahmed y de Marsily| (1987).|Odeh et al.| (1994, |1995) lo denominaron kriging de regresiéon
(RK), mientras que |Goovaerts (1999)) utiliza el término kriging después de eliminar la

tendencia. El predictor de dicha propuesta estd dado por
Yo = bga +wl'G,

donde a y w son los pesos a estimar. Para ello, y considerando que la funcion error G no
es observable, se plantea un método iterativo donde se estima a con minimos cuadrados

para obtener los residuos que estiman la funcién G, esto es,
G =Y — X,a,

luego se aplica kriging ordinario sobre dichos residuos. Con ello se estima I'g que se utiliza

para reestimar a a partir de minimos cuadrados generalizados.

1.3.1.3. Cokriging

Si el numero de covariables es bajo y no estan disponibles en todas las unidades geogra-
ficas, el predictor co-kriging (CK) es una alternativa para mejorar la prediccion (Hengl

et al., 2003)). Dados Y y X, definimos el predictor cokriging como
R P
Vo =wlY + Z w] X.;,
j=2

donde X.; representa la columna j de la matriz X. Bajo estacionariedad se tiene que E [Y] =
Ml, E [Xj] = Mj]- y
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P
= ,uwlTl + Z ,ujw;fpl.
j=2

Luego, para que el predictor sea insesgado, esto es, E [YO] = [ es necesario que

(1.3.13)

Por lo tanto, bajo las condiciones dadas en la ecuacion anterior ((1.3.13)) obtenemos el mejor

predictor lineal insesgado minimizando la varianza del error, dada por

p 2
E <y0_ﬂwf1_zujw;fl> |
j=2

sujeta a (|1.3.13]). En principio, este problema no es mas dificil que el kriging ordinario,
excepto que hay méas multiplicadores de Lagrange my, ..., m,. Las ecuaciones de cokriging,

basadas en la covarianza, estd dada por

p Ny
./ ./
E E Wijcjj/(si,si’) —mj = Clj/(SO,SZ-/) t=1,...,n5, 7 =1,...,p

7j=1 =1
ni nj
E wﬂ:l,g wijzo, j:2,...,p.
i=1 =1

Esto es, (n + 1)p ecuaciones lineales con (n + 1)p incognitas.

Para todos los casos descritos hasta ahora, es necesario estimar las matrices de variogra-
ma o covariograma, segin corresponda. Para ello se proponen funciones paramétricas, como
el ejemplo dado en . Estas funciones dependen de los sitios donde estan medidos los
datos observados y de los parametros 0. En la practica, dichos parametros, llamados efecto
pepita, meseta y rango, pueden estimarse de distintas maneras. Una aproximacién clésica
es la estimacion basada en momentos, que ajusta un modelo tedrico al variograma empirico,
generalmente mediante minimos cuadrados ponderados o métodos graficos. Otra posibili-
dad es la mdzima verosimilitud (ML) o la verosimilitud restringida (REML), que tratan a
las observaciones como realizaciones de un proceso gaussiano y buscan los pardmetros que
maximizan la funciéon de verosimilitud. También existen enfoques bayesianos, que incor-
poran informacién a priori y producen distribuciones posteriores de los parametros. Cada
método tiene ventajas y limitaciones: los momentos son sencillos pero menos eficientes, ML
y REML son més rigurosos estadisticamente aunque computacionalmente mas costosos, y
los bayesianos permiten cuantificar mejor la incertidumbre a costa de mayor complejidad.
Para que estas opciones cumplan con lo que proponen son necesarios diferentes supuestos.
Para relajar los mismos se ha propuesto la siguiente metodologia usando estadistica no

paramétrica.
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1.3.1.4. Kriging no paramétrico

En esta seccion presentamos el predictor que denominamos kriging no paramétrico,
desarrollado en (Garcia Arancibia et al.| (2023)). Su construccion sigue la idea general del
kriging (Ecuacion ((1.3.3))), proponiendo tres formas de estimar los pesos de forma no pa-
ramétrica. Aunque este predictor no incorpora covariables, ocupa un papel central en los
resultados principales de este trabajo. La propuesta se apoya en ideas presentes en |Biau
(2003); |[Menezes et al.| (2010); |[Dabo-Niang et al.| (2016), entre otros. Sin embargo, dichos
trabajos no se describen aqui en detalle porque algunos no consideran covariables y otros
no incorporan términos autorregresivos, por lo que sus estructuras difieren de la que se

estudia en esta seccion.

Recordemos que Y = (Y7,...,Y,)? son los datos observados tal que s; € O, e Yj la
variable que queremos predecir. Luego, de la misma manera que en (|1.3.3)), el predictor de

Yy con sg ¢ O,, es una combinacion lineal de los datos disponibles dada por

Yo= > w(si,s0)Yi.

SiEOn

Considerando diferentes formas (no paramétricas) para los pesos w;, obtendremos diferentes
versiones de predictores que serdn estudiadas a continuacién. Para describir el comporta-
miento de dichas versiones, utilizamos el ejemplo presentado en la Figura el cual es
una realizaciéon de la funcién Yy gaussiano, no estacionario, con funcién de covarianza ex-

ponencial, con d =2 y n = 99. En el panel (a) de dicha figura consideramos desconocido

® Entrenamiento @ Prueba

2 @ @ 68 @8 @ |22 o8 @ (8 [2)
{19 & @ (68) (@) (o3 o|19] (22) 27 [65) @ (o) @9) (oa)
19 @ e (68) @) (o2 |18 08) (8 (0 (6 (8
|19 &0 @ (58) (@8 (63 |28 22) (25 () (08 @9 (0) &3] |
|9 @ @ D) @) () |28 6 [2) [26) @8 (67 @9 .
+{9) (52) [o2) 9 [o8) 5@ @ @ @ @ 320 69 @) |
A9 69 @ ) (@) (14 (13) @ D @ (18) 24) [ (69) (69)
B @) @) 0 @ @) 69 6@ @ @ 12 @3 (22) (25 (08) (1) 68 O
{28 @) 29 (29) (&) (32) (o8) (69) (o) (o) : ) @8 (68) (@9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

(a) (b)

Figura 1.1: (a) Conjunto de wvalores regionalizados simulados a partir de una funcion aleatoria
gaussiana Y, no estacionario con funcion de covarianza exponencial para n = 99 y d = 2. (b)

Comportamiento de los valores regionalizados segun su ubicacion.

el valor regionalizado en el sitio sp = (4,4), es decir, suponemos que el valor yo ~ 0.2 es
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desconocido y seréd predicho a partir del valor de la variable de interés en los sitios restan-
tes. En el panel (b) de la misma figura agregamos una escala de colores para visualizar la

distribuciéon de tales valores regionalizados.

Kriging de un nicleo simple (K183)

En esta version del predictor, tomando como base a|Menezes et al. (2010) y Dabo-Niang
et al.| (2016]), los pesos = wp(sp,s;) consisten en un sélo nicleo que controla la distancia

espacial entre los puntos muestreados y el sitio donde deseamos realizar la prediccién, esto

d(s,s;)
wh(s,si) = nKl (;(7;3) 7
o (45

donde K7 : R — R es una funcién ntcleo univariada, h, es el parametro de suavizado

€s

(1.3.14)

correspondiente y d(-) es la distancia euclidiana entre sitios.

En la Figura (a) mostramos el comportamiento de los pesos , tomando
como K7 una funcién de nicleo gaussiana y h el parametro de suavizado elegido mediante
validacién cruzada de 5 submuestras, utilizando como muestra de entrenamiento los 99
datos restantes. En dicha figura observamos que a medida que aumenta la distancia al sitio
de interés, el valor de los pesos disminuye. Por otro lado, en la Figura (b) mostramos
el comportamiento de los pesos para diferentes valores del pardmetro de suavizado, donde
observamos como la magnitud de los pesos aumenta cuando el pardmetro de suavizado

disminuye, concentrandose sus valores alrededor del sitio sg = (4,4).

La principal ventaja de este predictor es su simpleza, al involucrar un solo ntucleo
univariado y con ello, un tnico parametro de suavizado. La desventaja es que solamente
tiene en cuenta la distancia entre los sitios, ignorando la posible relacion entre el valor de

la variable en algtin entorno del punto que se busca predecir.

Kriging de dos nicleos con medianas (K2ME)

En esta version del predictor incluimos, ademas del niicleo que controla las distancias,
un segundo nucleo que incluye cierta medida de similaridad los valores de la variable de

interés en sitios vecinos.

Para ello necesitamos definir los sitios vecinos. Sea k € N un parametro fijo que indica
la cantidad de vecinos a considerar. Para cada sitio s;, denotamos por s;) € Op al k-
ésimo punto més cercano a s;, excluyendo al propio s;. Decimos que s; es vecino de s; si

se cumple que

0 < d(si,s;) < d(si, i)
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Figura 1.2: Comportamiento de los pesos del predictor K1S sobre el conjunto de valores regiona-
lizados para: (a) el pardmetro de suavizado dptimo obtenido a través de validacion cruzada, (b)

diferentes valores del parametro de suavizado.

donde d(s;,s;) representa la distancia euclidea entre los puntos s; y s;. Luego, T; € R*

definido por

es el vector de vecindad o vecindario, esto es, el vector de valores de la variable a

predecir medida en los k vecinos mas cercanos a s;.

Definimos la medida de similaridad,
dm(To,T;) = |Med(Ty) — Med(T;)|, (1.3.16)

donde Med(T;) es la mediana del vector T;. De esta manera, los pesos quedan dados por

K (d(so,si)) Ko (dm(To,Ti)>

hln h2n
d ] dm ] ’
Sy B () i ()

donde h = {hyy, hop, k}. Observemos que este predictor esta basado en el predictor intro-

wn(Ty, T;) = (1.3.17)

ducido por Biau y Cadre| (2004)) el cual compara las distancias entre vectores de vecinos. La

diferencia principal radica en que |Biau y Cadre (2004) consideran la distancia entre vec-

tores, necesitando asi utilizar un ntcleo multivariado. En esta nueva version sin embargo,
proponemos la distancia entre las medianas de dichos valores necesitando de esta manera

un nucleo univariado.

En la Figura (a) observamos el comportamiento de los pesos dados en la Ecuacion
(1.3.17)) sobre los valores regionalizados. Los mismos fueron calculados tomando como K;

y Ko funciones nucleos gaussianas y, para la construccion del vector T', 8-vecinos mas
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Figura 1.3: Comportamiento de los pesos del predictor K2ME sobre el conjunto de: (a) wvalores

regionalizados, (b) medianas de los valores vecinos para cada sitio.

cercanos (lo cual se mantiene para los casos siguientes). En la Figura (b) observamos

en cada sitio s; la mediana del vector T;.

En este caso los pesos mas grandes estan asociados a observaciones para las cuales
ambas distancias son pequenas, ya que estan construidos por el producto de dos funciones
nucleo. Sin embargo, basta con que una sola de las distancias sea grande (o un parametro
de suavizado pequeno) para que la funcion nucleo correspondiente se anule y arrastre el
peso de la observacion, sin importar el valor del otro nicleo. Por eso, un sitio con vecindario
similar pero geograficamente alejado recibe un peso bajo, y lo mismo ocurre con un sitio

cercano cuya mediana difiere considerablemente de la del sitio a predecir.

Este comportamiento puede observarse en la Figura (a) y (b), donde solamente un
par de sitios cercanos a sy reciben un peso alto, por estar espacialmente proximos a sg
y tener una mediana del vecindario similar a la de éste. También se observa que el sitio
ubicado en la coordenada (4,5), a la misma distancia de sg que el sitio en (3,4), recibe un

peso menor debido a que la distancia entre medianas es grande.

Considerando la autocorrelacion supuesta y la primera ley de la geografia —que es-
tablece que todo esti relacionado con todo lo demés, pero las cosas cercanas estan mas
relacionadas que las lejanas—, esperamos que la mediana sea representativa de la distribu-
cion de la variable Yp: que el valor de la mediana asignado al sitio sy sea similar al valor,
no observable, de la variable que deseamos predecir. Bajo dicha hipétesis, esta version
del predictor puede captar el comportamiento de la variable de interés incluso cuando sus

valores son muy disimiles entre sitios cercanos.

En la Figura|1.3| observamos que el valor regionalizado en sy (panel (a)) y la mediana

Med(Tp) (panel (b)) son iguales, lo que confirma que en este caso la hipotesis se cumple.
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Figura 1.4: Comportamiento de los pesos del predictor K2ME sobre: (a) el conjunto de valores

regionalizados, (b) el conjunto de medianas de los vecindarios para cada sitio de la muestra.

La eleccion del sitio sp = (4,4) como sitio a predecir no fue aleatoria sino intencional: en
la Figura[I.1] donde coloreamos en funcion de la variable de interés, dicho sitio representa un

limite en el comportamiento de la variable, ya que su vecindario es fuertemente heterogéneo.

En la Figura (a) observamos la misma realizacion del proceso mostrado en la Figura
pero cambiando el sitio a predecir para ejemplificar el caso en que la mediana no sea
representativa de la distribucién de la variable Y. La coordenada del nuevo sitio es sg =
(8,5), cuya particularidad es que la mediana de los valores del vecindario, Med(Ty) = 1.5,
difiere marcadamente del valor de la variable en sg, que es 0.5. Este tipo de comportamiento,
en el que los valores vecinos a sy son muy diferentes al valor en el propio sitio, se conoce
como autocorrelacion espacial de datos disimiles (Anselin) 2010) o autocorrelacion negativa
(Griffith y Arbiay, 2010)).

En consecuencia, en la Figura (a) el comportamiento de los pesos no es el esperado:
aparecen pesos altos asociados a valores poco similares al que queremos predecir, como el del
sitio (8,4). Esto muestra que, si bien enriquecer la version no paramétrica con la similaridad
entre vecindarios mejora su desempeno en general, los pesos se comportan de manera
erratica ante evidencia de autocorrelacién negativa, es decir, cuando una observaciéon esté

rodeada de valores muy diferentes a la propia.

Teniendo en cuenta lo anteriormente expuesto, en el proximo apartado consideramos
un predictor cuyos pesos tienen en cuenta la interaccion entre la distancia geografica y la

distancia entre medianas, pero considerando un solo nicleo.

Kriging de un nicleo Multiplicativo (K1M)

En direccién a lo anteriormente expuesto, introducimos en esta seccién los pesos de
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nicleo multiplicativo los cuales estan dados por

K (d(so,sz) hd m(To, T, )

n

gKl (d(SOaSj)*hi m(To, T} ))

wh(To, T;) =

i

que, a diferencia de los pesos dados en la Ecuacion , utilizan solo una funcién nicleo
evaluada en el producto de las distancias entre sitios y las distancias entre las medianas
de vecindarios, considerando en este caso un solo parametro de suavizado y k, esto es,
h = {h,, k} . Esta estrategia brinda una ventaja computacional al requerir la busqueda de

un solo parametro de suavizado en contraposicién con el de dos niicleos.

En la Figura [1.5| observamos el comportamiento de estos pesos para los dos sitios de
interés sg = (4, 4) en el panel superior y sy = (8,5) en el panel inferior. A diferencia de las
Figuras y correspondientes al predictor K2ME para los mismos sitios, en este caso
observamos un mayor aporte no solo de sitios cercanos (esto es, cuya distancia espacial
es pequena) sino también en sitios alejados pero cuya mediana del vecindario es similar a
la del sitio donde queremos realizar la prediccion. Particularmente, en la Figura (a) y
(b) vemos que los pesos mayores se concentran cerca del sitio de interés y se observa un
leve cambio en la magnitud del peso a medida que nos alejamos del mismo. Esto se debe a
que la distancia entre medianas se mantiene constante sobre dichos sitios y por lo tanto el
cambio en el comportamiento lo aporta su distancia espacial. Por otro lado, en la Figura
(c) y (d) vemos que, debido a que la mediana es méas variable cerca del punto donde se
desea realizar la prediccion, los sitios a los que se le asigna mayor peso estéan relacionados
con la distancia entre medianas, desestimando la distancia espacial a la que se encuentran

dichos sitios.

Este predictor también tiene un mejor comportamiento en sitios donde la mediana
es representativa de la distribuciéon de Yy. La ventaja del mismo radica en que permite
detectar vecindarios similares aiin estando espacialmente alejados y asi poder usar toda la

informacion disponible en la muestra.

1.3.1.5. Lattice Kriging (LK)

Un método desarrollado para gestionar conjuntos de datos grandes es el Lattice Kri-
ging (LK) y fue desarrollado por Nychka et al| (2015). Este modelo se centra en la ca-
pacidad de modelar estructuras complejas de dependencia espacial, en particular aquellas
que presentan varias escalas de correlacion espacial, mediante la separacion del proceso
espacial modelado en multiples capas, cada una con su propia resolucién espacial y escala

de correlacién.
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Figura 1.5: Panel superior: Comportamiento de los pesos del predictor K1M para el sitio sy = (4,4)
sobre (a) el conjunto de valores regionalizados, (b) el conjunto de medianas de los vecindarios para
cada sitio de la muestra. Panel inferior: Comportamiento de los pesos del predictor K1M para el
sitio so = (8,5) sobre (c) el conjunto de valores regionalizados, (d) el conjunto de medianas de los

vecindarios para cada sitio de la muestra.

Para cada sitio s; € O,,, este método propone utilizar el modelo
Y; = X8+ g(si) + i (1.3.18)

Si consideramos el modelo dado en , en este contexto se modela la funcion media p
a partir de pu(s;) = X 3, la funcién e como (s;) = &;, con g; ~ N(0,0?), independiente de
g. Por ltimo, la funcién Z en s; se modela con la funciéon g y el objetivo es predecir g(sp)
en sitios no observados sg. Para ello, el aporte de este enfoque radica en la estimacion de
la funcién g a partir de su descomposicién en una serie de grillas con resolucién espacial

creciente sobre las cuales se evaltian funciones base. Formalmente,

L L m(l)
g(s) => ai(si) =YY diu(si), si€DCR
=1

=1 j=1

En esta expresion, L denota la cantidad de capas de grillas, usualmente entre 2 y 4. Las fun-
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ciones g1, ..., gr, corresponden a funciones espaciales suaves asociadas a cada grilla, repre-
sentada cada una de ellas como una combinacion lineal de las funciones base ¢y 1, . . . , §1 (1)

cuyos coeficientes cé son variables aleatorias.

Aqui las ¢;; son funciones de base radiales de soporte compacto (Funciones de Wend-

land), organizadas en grillas de resolucion creciente (cada nivel duplica la densidad de

m(l))

nodos). Los coeficientes ¢; = (cll, e T provienen de una funcién aleatoria gaussiana

de Markov (GMRF, por su siglas en inglés) con matriz de precision sparse, esto es,
Ccp ~ N(07 le_l) ) Ql = BlTBl/ala (1319)

donde B; define un modelo autorregresivo espacial sobre la grilla, a; es un peso de nivel y
p un parametro de escala global. La matriz de precision @, definida como la inversa de la
matriz de covarianza, es elegida ya que es sparse, y eso reduce enormemente los costos de

calculo.

Si escribimos el modelo (1.3.18)) de forma matricial, y considerando g = (g(s1), ..., g(sn))"

ye=(c1,...,e,)T, tenemos que
Y=XB+g+e.

Con ello, utilizando la distribucién de los coeficientes dados en y considerando ®
como la matriz cuyas columnas indexan las funciones base y cuyas filas indexan las ubicacio-
nes de los sitios observados, esto es, ®;; = ¢;(s;), tenemos por un lado que, E [Y'|X] = X33,
ya que E[g +¢€] = 0 por y por el supuesto de media cero de €. Por otro lado

tenemos que

Var (Y'|X) = Var (g + ¢)
= Var (g) + Var (e) por independencia
= p®Q &7 + 521

Luego, tenemos que
Y|X ~ N(XB, p2Q '®" + 5%1),

La estimacién de los parametros se realiza mediante maxima verosimilitud iterada y
perfiles de verosimilitud. Para p y Q' fijos, la estimaciéon de maxima verosimilitud de 3

coincide también con la estimacion de minimos cuadrados generalizados (GLS), dado por
B=XTA'x)"IxTA Y,

con Ay = ®Q'®T + A\I y A = 0% /p. La prediccion de la funcién g; en un punto sq es

di(so) = & (so), con & =Q'®TATN(Y —Xp).
j=1
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Es decir, un predictor lineal en las bases, pero los coeficientes se encuentran modelados por
la estructura de dependencia impuesta por GMRF. Esto implica que los pesos se ajustan
de forma coherente con las relaciones locales definidas por la matriz subyacente para cada
capa B, lo cual introduce un efecto de suavizado en la predicciéon y garantiza que ésta

respete la estructura espacial del modelo. Entonces, el predictor queda dado por

Yo = XoB + ®0Q '®F AN (Y — XB).

Aunque el modelo presentado en esta seccidon no pertenece estrictamente a la clase de
modelos autorregresivos, se lo incluye debido a su naturaleza semiparamétrica y a su reco-
nocida capacidad para capturar estructuras complejas de dependencia espacial. En efecto,
la combinaciéon de un componente paramétrico asociado a las covariables con un proceso
espacial latente permite modelar de manera flexible tanto los efectos sisteméaticos como la
correlacién entre observaciones, lo cual lo convierte en una herramienta particularmente

eficaz para el anélisis y la prediccién en contextos espaciales.

1.3.2. Modelos econométricos

En el contexto de los modelos econométricos, la prediccién espacial surge con el proble-
ma del tratamiento de datos faltantes, un desafio metodologico relevante (LeSage y Pace,
2004; Kelejian y Prucha, 2007; Kato, 2008, 2013; (Goulard et al., 2017). En particular,
cuando el modelo incluye errores espaciales estructurados, como los modelos autorregresi-
vos condicionales y simultaneos, la estimaciéon de parametros en presencia de datos ausentes

requiere técnicas especificas que aprovechen la estructura de dependencia espacial.

Dada la muestra {Y;}s,c0, , se define el modelo autorregresivo simultdneo mediante

Yi=pi+ ) bii(Y;—my) +ei
s]-GOn
S;j#Si
donde &; ~ N (0, \;), E(Y;) = pi, y bij son constantes conocidas o desconocidas, con b;; = 0
para i = 1,...,n. Este modelo se llama simultdneo porque se modelan simultaneamente las
Y; con el resto del ellas y los términos de error ¢; estaran correlacionados con {Y; : j # i}. Si
n es finito, consideramos la matriz B que contiene los b;;, el vector p = (p1, po, . . - i) T

I, la matriz identidad de dimensiéon n e Y el vector de valores de la muestra, podemos

escribir el modelo de forma matricial,
Y = (I, - B) e + pu.
Luego la distribucién conjunta de Y esté dada por

Y ~ N, (I, — B)"'A(I, — BT)™!).
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Con ello, y usando que E [e] = 0 tenemos que la covarianza entre Y y ¢ esta dada por

Cov(e,Y) =E [eY "]
=E[ee” (I, - BT) ' +ep’]
=A(I,— B")™!,

y como A(I, — BT)*1 no es diagonal, probamos que € e Y estan correlacionadas.

Por otro lado, para poder definir el modelo autorregresivo condicional partimos de

suponer que

VYo N it Y e (VG —py), 772 | (1.3.20)

SjEOn

Sﬁész‘
donde Y_; = {Y; : j # i}, E(Y;) = p;, 77 es la varianza condicional, y ¢;; son constantes co-
nocidas o desconocidas, en particular ¢;; = 0,7 =1, ..., n. De la misma manera que en el ca-
so anterior C' es la matriz cuyos elementos son las constantes ¢;; y M = diag(Tf, 7'22, o T2,

y por el teorema de factorizacion (Cressie, 1991, 6.4), se obtiene que
Y ~ N(u, (I, - C)"'M).

A partir de , podemos escribir el modelo de forma matricial como
Y=p+CY —p)+v,

donde v = (v1,...,vn)T tal que E [14|Y_;] = 0y Var (v;]Y_;) = 72, parai = 1,...,n. Luego
conv = (I —C)(Y — p), la varianza de v esta dada por

Var (v) = (I — C)Var (Y) (I - C)T
—I-Cc)(I-C)'MI-oc)”
=M(I-CT),

y la covarianza

Cov(v,Y) =E [vY"]
=E[v"(I-CT)' +vu”]
=M -Cchia-ch)™!
= M.

Luego como M es diagonal, v; es independiente de {Yj,7 # j}.

La estructura de B y C usualmente se especifica en funciéon de la estructura de las
unidades geograficas. Una forma comun de construir B o C' es usando un pardmetro que
escala una matriz de vecindad W definida por el investigador, la cual indica si las unidades

son vecinas o no.
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Retomando el objetivo de obtener predicciones, |Griffith et al.| (1989al) propusieron un
enfoque iterativo. Dada una muestra {Y;,X;} € R x RP| Y}, el valor a predecir e Y y X los
valores observados. Consideran g = X3, M = A = ¢%I y proponen

Y ~ N(XB,02V).

Si V= (I—-7W)™!, es un modelo condicional y si V' = [(I — pW)(I — pWT)]71, es
una modelo simultdneo. A partir de esto, estiman 3 = (XXT)~IXTY, hallan Yy =XoB vy
completan el conjunto de datos haciendo Y7 = (YT, YOT). Una vez obtenidos los datos,
estiman V' mediante méxima verosimilitud y reestiman 8 = (XV1XT)"1XTV -1y . Por

altimo, usando el BLUP, actualizan los valores a predecir

Yo = XoB + Voy Vi (Y — XB), (1.3.21)
s VW Vo . .
donde V = . N . Repiten el proceso con los nuevos valores predichos hasta
Voy Voo

alcanzar la convergencia.

LeSage y Pace (2004) abordan esta problemética en el contexto de modelos de error
espacial (SEM), de autocorrelacion espacial (SAR) y del modelo de Durbin (SDM). Para
estimar los parametros de dichos modelos, maximizan la verosimilitud de la distribucion
condicional de los datos observados, completados con la predicciéon de los valores faltantes
obtenida mediante el BLUP, dada en (1.3.21). A diferencia de |Griffith et al| (1989b)),
obtienen las estimaciones de 3, p y o2 utilizando una version del algoritmo EM, en lugar

de un procedimiento iterativo directo.

Kelejian y Pruchal (2007)) enfocan su estudio en la prediccion dentro del modelo SDM,
comparando predictores clasicos con nuevas propuestas menos eficientes con respecto al
error cuadratico medio, pero mas intuitivas. Considera diferentes escenarios donde varia la

informacién conocida.

Por su parte, Kato| (2008, |2013) examina el problema desde una perspectiva de simu-
lacién, analizando el rendimiento del BLUP bajo distintos modelos espaciales y distintas
configuraciones del proceso generador de datos (incluso cuando el modelo esta mal espe-
cificado). En particular, compara el desempeno del BLUP cuando se parte de un modelo
geoestadistico frente a un modelo SEM o SDM, y analiza su desempenio tanto en prediccion

como en estimacion.

En (Goulard et al| (2017)), retoman el concepto de BLUP y evidencian los retos que
supone aplicar este directamente a predicciones simultineas fuera de muestra en multiples
lugares. En respuesta a esto, sugieren tacticas casi dptimas, que son més ficiles de manejar
desde el punto de vista computacional, y explican la manera en que se vinculan estas con
algoritmos EM. La contribucién fue doble; por una parte, compilaron las diversas férmulas
de prediccién que existian en la literatura sobre modelos SAR; por otra parte, realizaron

simulaciones con el fin de cotejar el rendimiento de los predictores éptimos, casi 6ptimos y
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clasicos, subrayando en qué situaciones es mas ventajoso cada uno. Hasta le incorporaron
extensiones a la perspectiva que Kelejian y Pruchal (2007) propusieron en un principio,
aunque lo hicieron en un contexto mas general y realista, con varias predicciones fuera de

muestra y con aplicaciones practicas.
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Capitulo 2

Modelo autorregresivo
semiparamétrico para prediccion

espacial

En este capitulo presentamos el modelo autorregresivo semiparamétrico para prediccién
espacial desarrollado en esta tesis y probamos las propiedades asintoticas de los estima-
dores de sus parametros. Este modelo permite combinar flexibilidad en la captacién de la

dependencia espacial con la interpretabilidad propia de los modelos paramétricos.

El modelo se basa en el propuesto por |Aneiros-Pérez y Vieu| (2008]) y la estimacion del
componente autorregresivo no paramétrico se basa en una nocién de vecindario y se inspira
en los resultados de |Dabo-Niang et al. (2016|) y |Garcia Arancibia et al.| (2023), utilizando
nicleos en los pesos que permiten controlar tanto la geometria espacial de los datos como

la similitud entre vecindarios.

En las secciones siguientes describimos en detalle el modelo propuesto, el procedimiento
de estimacion y los resultados tedricos obtenidos. En particular, para el estimador para-
métrico se establece un resultado de normalidad asintética y, bajo hipo6tesis adicionales, la
convergencia casi segura que permite caracterizar su tasa de convergencia. Asimismo, para

el estimador no paramétrico se obtienen tasas de convergencia bajo condiciones regulares.

2.1. Modelo espacial semiparamétrico

En |Aneiros-Pérez y Vieu (2008)), los autores proponen un modelo autorregresivo se-
miparamétrico para series de tiempo, el cual predice la variable de interés en funcién de
un periodo especifico de la serie (modelado como dato funcional) y de covariables. Estos

periodos pueden representar, por ejemplo, dias o anos. En este modelo, la componente
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no paramétrica es la que los autores consideran autorregresiva y se define en funcién de
datos funcionales. Estructuralmente, nuestra propuesta es similar pero la diferencia radica
en que, en el contexto de datos espaciales, no disponemos del orden que caracteriza a las
series de tiempo. Una aproximacion espacial a la idea de periodo temporal podria ser su-
poner que la funcién aleatoria presenta el mismo comportamiento en diferentes zonas de
la regién de interés, lo cual no es tan facilmente identificable ni demasiado realista. Ade-
més, no siempre contamos con observaciones medidas en grillas regulares, lo cual es una
ventaja en los datos medidos en el tiempo. Por esta razoén, nuestra propuesta consiste en
reemplazar lo que los autores utilizan como periodos anteriores de la variable a predecir,

en la componente autorregresiva, por vecindarios.

Para ello, sea {(Y;, X, T")},,cz¢ una muestra de vectores aleatorios de (p + k + 1)
variables definidas sobre algin espacio de probabilidad (2, F,P), donde Y; € R, X; €
R? y T; € R*. Consideramos que la variable de interés esta observada en los sitios s =
(i1,...,iq) € Z% los cuales forman parte de una grilla definida por Dy = {s, 1 < 4; <
ny, I =1,...,d} donde n; es la cantidad de puntos en cada direccion, n = (ny, -+ ,ng) y
definimos 7. = nq X - - - X ng como el tamano de la muestra. Por simplicidad asumimos que
n=ny=ng=--=mngyquen— oosin— oco. Sisy € Dy, entonces On, = Dy, \ {so}.
Para simplificar la notacién, en lo que sigue prescindiremos del subindice en la notacién
de las muestras consideraremos que {(Y;, X}, ")} es la muestra de vectores en los sitios

observados Dy,.

En este contexto de datos dependientes, Y; es una variable aleatoria no solo asociada
al conjunto de covariables, X;; (j = 1,...,p) sino también a ella misma mediante el vector
T; definido en (|1.3.15)). A partir de las definiciones anteriores, modelamos dichas relaciones

mediante el modelo semiparamétrico autorregresivo, dado por

Vi =X B+ r(T;) + &, V's; € On (2.1.1)

donde B = (f4,..., Bp)T € RP es un vector de parametros desconocidos, 7 : R¥ € R una
funcién suave desconocida y €; € R son errores aleatorios, idénticamente distribuidos con

Observacion 2.1.1. El modelo presentado en (2.1.1) es una adaptacion semiparamétrica
y autorregresiva del modelo presentado en (1.3.6)). Es decir, modelamos la funcion media
w(8) con una funcion paramétrica lineal en los pardametros y la funcion aleatoria Z(s) con

una funcidn no paramétrica autorregresiva.

Para obtener las predicciones, entonces, necesitamos estimar el vector de parametros 3

y la funcién r, lo cual explicamos en la préxima seccion.
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2.2. Algoritmo de estimaciéon y prediccion

En esta seccién explicitamos el algoritmo de estimacién para las componentes del mo-
delo (2.1.1)) mediante una adaptacion del método de |Aneiros-Pérez y Vieu (2008)) al caso

de datos espaciales.

La esperanza condicional del modelo esta dada por,

EYi|T)) = E [X]|T}] B + r(T;) + E [&|T}]
= E [X]|T)] B+ r(Ty), (2:2.1)

ya que hemos supuesto que E [¢;|X;, T;] = 0 lo cual implica que E [¢;|T;] = 0. Considerando
las ideas de [Robinson| (1988), restamos (2.2.1)) de (2.1.1]) y obtenemos

Y — E[YiT)] = (X, — E[X,|T)78 + <. (2.2.2)

Para lo que sigue es necesario estimar las esperanzas condicionales. Para ello, sea t = T'(s)

el valor de la funciéon T en s. Con esto, para cada h fijo, consideramos

EY|T, =t] = > wn(t, Th)Vs, (2.2.3)

s EOn
SkF#S

E[X;|T = t] = Y wn(t, Th) X, (2.2.4)

s EOn
Sk#S

En esta tesis, los pesos se calcularan a partir de los propuestos en la Seccion [1.3.1.4] En
particular, en este capitulo trabajamos con el peso,dado en la ecuacion (2.2.5)):

K (d(;ik)) K, <dm}(L;;;Tk)>

d(s,s; dm (8,T5)\ "’
S con 16 (%520) 1 (422
5

wh(t, Ty) = (2.2.5)

con d,, la medida de similaridad, definida en (1.3.16)) y h = {h1n, hon, k}. Ademés consi-
deraremos que wy(t, T) = 0 para todo t = Tj.

Si definimos la matriz W3, € R**® como la matriz de pesos tal que (Wh);; = wn (T}, Tj)

podemos escribir (2.2.3]) de forma matricial como sigue
E[Yi|T] = (WaY);, (2.2.6)

con (W,Y); el i-ésimo elemento del vector W, Y € R™. De la misma manera, podemos

escribir (2.2.4)) como
E[X4|T] = (WiX)ij, (2.2.7)

con (WyX);; el ij-ésimo elemento de la matriz Wy, X € R?*?,
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A partir de estas dos estimaciones definimos,
Y; =Y - E[Yi|T}] = Y; — (WLY);
y, considerando (WyX);. como la fila i de la matriz WX, definimos
X; = X; — B[X;|T}] = X; — (WiX).,
de esta manera, usando obtenemos que
371' = XZ-T B+ei.

De igual forma que definimos Y en ) v X en m definimos Y = (}71, LY 7' e
Ry X = (X1,...,X3)T € R?™>P, Por lo tanto, si la matriz X”X es invertible, el estimador

de minimos cuadrados de 3 estid dado por
Bn = X'X)'XTy. (2.2.8)

Observacion 2.2.1. El procedimiento de estimacion se basa en remover, tanto de la va-
riable respuesta como de las covariables, la informacion explicable a partir de T;. En con-
secuencia, los coeficientes 3 miden la relacion lineal entre las covariables X; y la variable
de interés Y; que no puede ser explicada por la informacion espacial local contenida en los
vecinos. Es decir, 3 cuantifica el efecto de X; sobre Y; una vez descontada la dependencia

espacial inducida por los valores observados de Y en sitios cercanos.

Ahora, para estimar la funcién r, a partir de la ecuacion se obtiene la siguiente
expresion
mn(T;) = E[Y;|T;] — E[X;[Ti]Bn
Definiendo (Wh,);. como la fila ¢ de la matriz Wy, y reemplazando en la ecuacion anterior,

las estimaciones halladas en - ) v en , obtenemos

in(T;) = E[Yi| T} — E[X;|T]Bn
(W

= (WnY )i — (WiX);.0n
= (Wh):Y — (W), XBn
(Wh)i-(Y — XBh). (2.2.9)

Finalmente, usando el modelo propuesto, la prediccién de la variable de interés Y, en

el sitio sg € Oy esta dada por
}/}0 = IAED/O|X03TO]
= X{ B + 7(Tp)
= X Bn + (Wh)o.(Y — XBn). (2.2.10)

donde X € RP es el vector las covariables medidas en sg y Ty € R¥ es el vecindario de sq.
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Por altimo resta estimar el vector de paradmetros h, esto es, los pardmetros de suavizado
y la cantidad de vecinos més cercanos k. Para ello utilizamos la técnica de validacién
cruzada de k-submuestras, (k-fold cross validation, en inglés) el cual detallamos en los

capitulos siguientes.

Observacion 2.2.2. De forma similar a los métodos presentados en la Seccion[I.3 también
arribamos en (2.2.10) a una expresion similar del BLUP (1.3.2)), donde lo que varia con
respecto a dichos predictores es que no necesitamos modelar ni estimar la matriz de varianza

Y CovaTianza.

Observacion 2.2.3. En el caso de no considerar covariables, el predictor propuesto en
(2.2.10) queda dado por
E[Yo|To] = #(To),

cuya estimacion queda resuelta con lo dado en (2.2.6) desarrollado en |Garcia Arancibia
et al.| (2023) y descrito en la Seccion|1.5.1.4)

2.3. Resultados asintoticos

En esta seccién estudiamos el comportamiento asintotico de los estimadores By, v 7

definidos en (2.2.8) y (2.2.9), respectivamente.

2.3.1. Preliminares y notaciéon

Aneiros-Pérez y Vieu| (2008)) demostraron la normalidad asintética y obtuvieron las ta-
sas de convergencia tanto del estimador del parametro lineal, definido como y de la
componente no paramétrica, definida de forma analoga a . Una diferencia relevante
con respecto al enfoque adoptado en esta tesis radica en que sus estimaciones no paramé-
tricas se construyen a partir de una tnica funcién ntucleo, la cual depende exclusivamente
de una variable T;. Los autores suponen que T; toma valores en un espacio semi-métrico

abstracto H, provisto de una semi-métrica asociada dy/(-, ).

Por otro lado, |Dabo-Niang et al. (2016) proponen un predictor no paramétrico para
datos espaciales cuyos pesos se construyen a partir de dos funciones nucleo: una asociada
a las distancias entre sitios espaciales y otra vinculada a las distancias entre las variables
predictoras. Bajo supuestos de dependencia débil, formalizados mediante una condicién de
a-mixing, las autoras establecen la consistencia uniforme casi completa y la normalidad
asintotica del predictor. A diferencia del enfoque desarrollado en esta tesis, el predictor
propuesto no incorpora términos autorregresivos espaciales. En particular, se trata de un
modelo de regresién no paramétrico clésico en el cual la variable T; corresponde alterna-
tivamente a las covariables o a la variable respuesta, sin considerar la inclusién de ambas

dentro del modelo.
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La metodologia presentada en esta tesis integra y extiende los enfoques anteriores.

Previo a su desarrollo, se formulan algunas consideraciones preliminares. Concretamente,

para estimar las esperanzas condicionales (2.2.3]) y (2.2.4]) proponemos estimadores del tipo
Nadaraya-Watson, con pesos dados por (2.2.5)) cuyo numerador esta dado por

dm(t, T;
Kthn (d(svsi))KQ < i(L )> ’
2n
donde los nucleos K7 v K5 estan definidos sobre R, y las secuencias hiy, y hon son pardme-

tros de suavizado que tienden a cero, las cuales supondremos que ﬁh‘fnhlgn — 00. Ademaés,
definimos

d(%,5) S i1 2 iq
K17h1n (d(S,Si)) =K T con — = | —,—,...,—

y cada sitio fijo s, definimos el tamano del vecindario como
Fn = Z H{d(s,si)grn}a
$;€Dn
donde r, > 0 es un radio de vecindad creciente y d(-) denota, como antes, la distancia

euclidea. La cantidad ky representa el nimero de ubicaciones incluidas en la prediccion
local cerca de s.

De este modo los sitios que verifican

d(: %)
hln

son exactamente aquellos tales que d(sg,s;) < rn, con

<1

Tn = nhin.

Ademas supondremos que

'n — 00, vy porlotanto (nhin)? = ah{, — oo,

lo cual garantiza que el nimero de observaciones efectivamente utilizadas en la prediccion
local aumenta sin acotarse.

Desde el punto de vista geométrico, sobre una grilla regular en Z¢, el nimero de puntos
contenidos en una bola euclidea B(r) de radio r satisface

#(27 0 B(r)) = Vola(B(r)) + O(r®™),

resultado clasico conocido como el problema del circulo de Gauss, donde # representa el
cardinal del conjunto. En consecuencia,
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Ma4s atin, asumimos la expansion asintotica
kn=Cyri+0(rl)), 0<pB<d, (2.3.1)

donde Cy es el volumen de la bola unitaria en R¢. Esta condicién expresa que el niimero
de vecinos crece esencialmente al ritmo del volumen del vecindario, con una correccion de

orden menor.

Estas hipotesis permiten controlar el compromiso sesgo—varianza del predictor propues-
to: el crecimiento de ky, asegura una reduccién de la varianza, mientras que el decrecimiento

de hi, controla el sesgo inducido por el suavizado espacial.

2.3.2. Hipétesis generales

Los resultados asint6ticos asociados al predictor propuesto se obtienen bajo las siguien-
tes hipotesis sobre las funciones de regresion y de densidades, las funciones ntcleos, los

anchos de banda y la condicién de dependencia.

Hl. Sea T € C C R*, con C compacto tal que

¢ c | Bz n),
k=1

donde m,lE = C' |, con C constante, 7, — 00 y In — 0 cuando n — ooy B(t',h) =
{t' € R¥; d,,,(t',t) < h}, donde d,,(¥,t) = |[Med(t') — Med(t)|.

H2. Las funciones nucleo K y Kj tienen soporte en [0,1], son Lipschitz continuas en

[0,00), y existen constantes k;, con i = 1,2, tales que para todo u € [0, 1],
—Ki(u) >k >0y — Kj(u) > kg > 0.
Ademas, para todo u € [0,1], K;(u) >0 coni = 1,2.

H3. La densidad marginal f de T con respecto a la medida de Lebesgue en R¥ existe, es

Lipschitz y satisface que

inf f(t) >4d > 0.
e =0=0

La densidad conjunta fr; ; de (T}, T}) con respecto a la medida de Lebesgue en RZ

existe, es acotada y, para todo ti,ts € R?, existe una constante C' > 0 tal que

fr, 1y (61, 82) — fr,(t1) fr, (E2)| < C,

para todo t1,t2 y s; # s;.
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H4.

H5.

H6.

H7.

HS.

(i) Las densidades condicionales fr, 1,)y; y; de (T3, T}) dado (Y;,Y;) y las densidades

condicionales fr,y;, de T; dado Y; existen y verifican que

frooyyy, (s telyn, v2) <O fryy, (61 | y) <C

para todo y1,y2,t1,t2,s;,s;.

(i) sup; E[|Yi|]"] < oo, suqu ly|" fr, v (q,y) dy < C para algin r > 4, y para todo
si. Sea g2(q) = Var(Y; | T; = q), independiente de s; y continua en algin
entorno de t, de modo que supg |q_¢<n 192(q) — g2(t)| = o(1) cuando h — 0.
Ademas, con m un modelo no paramétrico puro, g.(q) = E[|Y; — m(t)|" | T; = ¢]
es independiente de s; y continua en algin entorno de t. Asimismo, g(q1,q2,t) =
E[(Yi —m(t))((Y; —m(t))) | T; = q1,T; = q2], Vsi # sj, no depende de s;,s;, y
es continua en algin entorno de (t,t).

Analogamente, las condiciones (i) y (ii), se cumplen para cada una de las variables del

vector X; en lugar de Y;.

Sea g;(t) = E[X;; | T; = t] yr(t):E[Yi—XiTB]Ti:t] conl<i<n,1<j<p.
Suponemos que todas las funciones a estimar son Lipschitz, esto es V(t1,t2) € C X
C7 v}7’6‘{7,7.917"'7.913}7

|h(t1) — h(t2)] < Cflt1 — to,
para algin C' < oc.

Suponemos que {(Y;, X7, T}, es conjuntamente estrictamente estacionaria y pro-

viene de alguna funcion fuertemente mixing cuyo coeficiente mixing «(r) verifica que,

a(r) < Cr~°  para algin b > 4.5d.

Sea m; = (i1, - - -,Mip)L donde n;; = X;; —E(Xy; | T;) para j = 1,...,p, consideramos

que paracadai=1,...,n
n; es independiente deg; (i =1,...,n).
Sea
Ve=E(e?) con el'=(e1,...,en) v 7T =0m,...,m).

suponemos que
B=E[mn{] y C= limn™'E[n"Ven]

son matrices definidas positivas.

Observacion 2.3.1. Las hipdtesis H1-H5 del Teorema[A.0.5 de|Dabo-Niang et al| (2016)

estan directamente asequradas por las hipotesis H2-HS de esta tesis. De manera particular,

la hipotesis H5 y los supuestos sobre los parametros de suavizado (explicitos en el enunciado

de los resultados obtenidos) permiten verificar las hipdtesis H6 y H7 de dicho teorema.
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Ademds, HS, asi como la condicion para aplicar la Observacion 4 del trabajo de las autoras,
quedan garantizadas por el supuesto de estacionariedad estricta en H6. Finalmente, la
compacidad del conjunto C, establecida en H1, nos permite emplear la medida de similaridad
dada por la diferencia entre las medianas vy, de esta forma, mantener el resultado obtenido

por las autoras.

2.3.3. Resultados asociados a los parametros lineales

El siguiente teorema es una adaptacion del Teorema 1 de |Aneiros-Pérez y Vieu| (2008)

al contexto espacial.

Teorema 2.3.2. Bajo las hipdtesis en H1 - HS y si, ademds, cuando 1 — 0o

= 2h3, — 0,
log #
- % -0,
h’lnh2nn4 "
entonces
Vi (Bh - B) 4 N(0,A), donde A=B'CB!,
Y
. 1
If " )18 — Bs| = a2 c.s. dond A (2.3.2)
= i — 3| = a2 c.s. dondeaj; = Aj;. 3.
lgfogp 2loglogn 1Brj J 3J 3J 3J
Antes de la demostracion del teorema, probaremos algunos lemas necesarios para su
prueba.

Lema 2.3.3. Sea {Z(s) : s € Z%} una funcion aleatoria con coeficiente de mizing espacial

definido, para r > 0, por
a(r) = sup{\P(AmB)—P(A)P(B)\ A€ a(Z(s):seS), BeolZ(s):se S, dist(S,S) > r},
donde S, S C Z% son conjuntos finitos y

dist(S,5") = inf{||s — 5[ : s € S, s € §'}.
Suponemos que:

1. Existen constantes C >0 y b > 1 tales que, para todo r > 0,

a(r) < Crb.

2. Suponemos que el dominio Dy C Z%, para constantes 0 < ¢, < Cp,, satisface que

criMd <Dy < Cpall?,

0, equivalentemente, Dy = A'/?
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3. Suponemos que los conjuntos E, E' C 7% tienen densidad acotada, es decir, que existe

una constante cq > 0 tal que, para toda bola B(x,r) C Z% conr>1,

#(EﬂB(m,r)) <cgrt oy #(E'ﬂB(a:,r)) < gt

Entonces, para cualquier € > 0 fijo, existe una constante C' tal que, para todo par de
subconjuntos E, E' C Dy con dist(E, E') > en'/?, se cumple

a(o(E),o(E')) < C' a4,

Demostracion. Sean E, E' conjuntos de Dy, y € > fijo. La condicién excluye concentracio-
nes locales de puntos, mientras que la extension del dominio Dy, del orden 71/? (condicion

2|) garantiza la existencia de subconjuntos separados a distancia del mismo orden.

1/d

Luego, aplicando directamente la hipotesis|l| con r = dist(E, E’) > en'/%, tenemos que

a(o(E),0(E")) < C(dist(E,E’))fb < C(Eﬁl/d)*b — ' b,
lo que prueba el lema.

O]

Observacion 2.3.4. El lema establece que, bajo un decaimiento polindmico del mizing

y un crecimiento reqular del dominio, dos subconjuntos de sitios separados una distancia

1/d

del orden n'/?® dentro del dominio presentan una dependencia débil la cual decrece sin que

existan efectos locales de agrupamiento de puntos.

Observacion 2.3.5. El Lema[2.3.3 conecta la hipdtesis HO| con la hipdtesis sobre el coefi-

ciente mizing del Lema[A.0.3, asegurdndonos su aplicacion.

Lema 2.3.6. Sea {(Y, XZT,TZT)} una secuencia que satisfacen las hipdtesis H1, Hj, HJ,
H6 y H7. Supongamos que los datos satisfacen el modelo

Y; = X] B +r(T) + &,

donde

Sim; = E[X; — E[X;|Ti]], entonces, las secuencias {e;}, {mi} v {mic:} tienen media cero,
son estrictamente estacionarias y fuertemente mixing, con coeficientes mixing acotados por

a(r). Ademds, existen v >4, § > 0 y una constante C > 0 tales que

supE[lg;|"] < C < o0,
7

sup E [[|n]|"] < € < oo, (2.34)

E | llmisil|***] < oo,

respectivamente.
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Demostracion. En primer lugar, probaremos que las secuencias tienen media nula: para €;,
por (2.3.3)) tenemos que
Elei] = E[E [&:|X;, Ti]] = 0; (2.3.5)

mientras que para 7;; tenemos que
E[nij] = E[Xi; —E[Xy; | T]] = 0. (2.3.6)

Luego, de (2.3.5)), (2.3.6) y de la hipotesis H8, que nos asegura que 7; y &; son indepen-

dientes, tenemos que E [n;e;] = 0.

Por definicion, la secuencia {n;}, es estacionaria, ya que tanto X; como E(X; | T;) son
funciones medibles de {(X;,T;)}. De manera analoga, el proceso {¢;}, es estacionario por
ser una funcién medible de {(Y;, X, T)}, y con el mismo argumento e independencia, la

secuencia {mn; £;} es estacionaria.

Por otra parte, por hipotesis H6 tenemos que, conjuntamente, {(V;, X', T)} es fuer-
temente mixing, con coeficientes a(r) < Cr~*. Dado que tanto ; como 7;; son funciones
medibles de {(Y;, X;,T;)}, notando que E(X;; | T;) depende tnicamente de Tj, tanto &,
como 7;; heredan esta propiedad de mixing con coeficientes menores que a(r) por la in-
clusion de los o-algebras. Esto es, sea {Z;} = {(Yi, XI, T)}, entonces &; = g(Z;) es una

funcion medible de {Z;}. Para todo conjunto U C Z% tenemos
olei:s; €U)=0(9(Z;) :s; €U).
Como g es medible, para todo boreliano B se cumple
ei € Bl=[9(Z:) € Bl = [Zi € g (B)],

y por lo tanto o(g;) C 0(Z;) para cada s;. Sean ahora U,V C Z? tales que dist(U, V) > 7.
Dado que

o(ei:si€elU)Co(Zi:s;elU) y olgjis;€V)Co(Zj:s;€V),

el supremo que define a.(r) se toma sobre un subconjunto de los eventos utilizados para

definir az(r). Por lo tanto,

as(r) < az(r).

Un argumento idéntico se aplica a la sucesion {n;}, asi como al producto {n;e;}, ya que

ambos son funciones medibles de {Z;}.

En lo que respecta a los momentos, de la hipoétesis (ii) se deduce la existencia de un

momento de orden r > 4 uniforme en %, es decir,

sup E [|Y;|"] < oo, supE [| X"l < oo, j=1,...,p. (2.3.7)
i i
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Como 7(-) es Lipschitz (H5) y T; toma valores en un conjunto compacto C (H1), tenemos

que 7(+) es uniformemente acotada en C, esto es,
sup |r(t)| < oo.
teC

En consecuencia,
supE [|7(T;)|"] < oo. (2.3.8)
i

Por lo tanto, usando que
" = [¥i = XT8 = r(T)" < (il + IXTBI" + [r(T)I"),
para alguna constante C,. > 0, y y , obtenemos
supE [leif'] < Gy (supE (1Y) + sup E [| X7 8] + sup E[Ir(T)['] ) < o0.  (23.9)
i i i i
De manera similar, para n; = X;; — E [X;;|T;], la desigualdad de Jensen implica que
EX; | T)|" <E[X;|" | T cs.,

tomando esperanza en cada lado y considerando que el momento 7-ésimo de X;; es finito,

(por (2.3.7)) tenemos que
E[[E[X; | T]|"] <E[1Xy]"] < oo
Esto garantiza, junto con ([2.3.7)), que

sup E [|;;]"] < sup E[|X;]"] = supE [|E[X;; | T]|"] < oo, (2.3.10)
K] (] (2

También, necesitamos probar que existe > 0, tal que E [HmeiH”a] < oo. Para lo cual,

sabemos que para 7 > 4, E [|g;]"] < ooy que E [|n;;]"] < oo uniformemente en 4, probado en

(2.3.9) v (2.3.10)), respectivamente. Ahora, tomando 0 < § < § —2y como ¢; € R, tenemos

que
i |40 = Jeal**0 Il *+°.

Dado que la dimension de n; es fija, por equivalencia de normas existe una constante C' > 0
tal que
P
[P0 < C Y I P+
k=1
Por lo tanto,
P
Ellmieil > < €Y E(leil** i)
k=1

Aplicando la desigualdad de Holder con exponentes 2 y 2, se obtiene

E(\Ei\2+5\77¢k!2+6) < (E’&P(Z-i-é)) 1/2 (E\nik!2(2+6)) 1/2.
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Como definimos r > 2(24-0), los momentos del lado derecho estan uniformemente acotados

en ¢ y k. En consecuencia,

E [llmiei][**] < oc.
O
Lema 2.3.7. Supongamos que H1 - H6 se cumplen, entonces
i |wn(T5 T5)| = O((Ahdlh) ) c.s.
1<7,5<n
para wp(T;, T;) definido en (2.2.5)).
Demostracion. Consideramos los pesos definidos en (2.2.5)). Definimos
. Ai(t)
wn(t, T = : 2.3.11
(o1 = 5 (2.3.11)
con | dpn(t,T5)
A0) = e (s K ()
Gs, nh hon
y

R dm(t, T})
q(t) = asnhk gKl hin (d(8,85)) K2 <h2n>

donde an = asn = Z?Zl Ki h,, (d(s,s;j)). Para demostrar el lema, procederemos en dos
etapas. En primer lugar, acotaremos superiormente el numerador por la expresién objetivo,
es decir, por (h{, k5 ). A continuaciéon, demostraremos que el denominador esta acotado
inferiormente por una constante positiva. La combinacién de estas dos cotas concluira la

demostracion.

Por hipotesis sabemos que para todo u € [0, 1], existen 0 < m; < M; < oo tales que
parat=1,2,
my; < Kz(u) < Mi- (2.3.12)

Luego, para todo s € Dy, podemos acotar a, como sigue

my Z Tta(s,s)y<nhin) < an < My Z Tt d(s,si)<nhin}- (2.3.13)
s;€EDn S;EDn

Para asegurar la primera etapa, probaremos que ﬁhcllnhénAi(t) esta acotado por una cons-
tante. Esto es, considerando (2.3.12)), tenemos que, para todo t € C,

nh hk dm (t,T; nhd n
72“1(1 Jin (d(s,si))K2< ( )> < AL M.
Cth h2n an

Ahora utilizando (2.3.13)) y el supuesto (2.3.1), rn = nhin, f < d y 7 = n?, aseguramos
que

m1Cy ﬁhclln + O((nhln)’g) <an < M;Cy flhiln + O((nhln)ﬂ).
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Esto implica que cuando n tiende a oo,

nhd, 1
—n _, — 2.3.14
w O ( )

con C’, entre mCq y M1Cy ya que O(nh1n)?) — 0 pues 8 < d. Luego, por ([2.3.14]) para el

Ak,
numerador tenemos que

L Ko (d(so,s:)) Ko <dm(t’Ti)>:o<1> cs. (2.3.15)

k ~hd Lk
anh2n hon nhlnth

para todo s, s;, t, T;.

Para completar la prueba queda demostrar que el denominador ¢(t) esta acotado por
una constante. Para ello, en la demostraciéon del Teorema (el cumplimiento de las
hipotesis se justifica en la Observacion Dabo-Niang et al.| (2016) prueban que ¢(t)
converge uniformemente y casi seguro a g(t), esto es, existe un conjunto Qg con P(g) = 1

tal que, para todo w € €2y, existe fg(w) con
. 0 A
Suplq(t) - q(t)‘ < -, paratodo n > fgp(w).
teC 2

Como ademaés, por hipotesis H3| se cumple que

inf |¢(t)] > § > 0
Inf |q(t)] 2 6 >0,

y usando que
lq(t)] < |q(t)[ + | — q(t) + q(t)],

obtenemos que, para todo t € C, n > ng(w) y w € Q,

[N S)

(&) = [a()] - [4(t) —q(t)] =

En consecuencia, para n suficientemente grande,

)
{ q > S.
éI€1£|q(t)\ =9 ¢.s
Esto implica que
1 ‘ 1 ,
~ = < —. (2.3.16)
Yo dn (£,
‘Q(t) ani’gn P Kip, (d(s,s0)) Ko (%) 5/2

A partir de (2.3.15)) y de (2.3.16]) y para n suficientemente grande, tenemos que

dm (8T}

e K (dls,51)) Ko (43810
q(t)

—L K, (d(s, i) Ko <%>

an hlgn

- < Cl(iyt,)
n dm (t,T; - noen ’
e Y K, (d(s, 1)) Ko (510

con lo cual, queda probado el lema. ]

wh(t, T;) =
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Lema 2.3.8. Bajo las hipdtesis H1-H6 , y si la muestra {(X;1, ..., Xip, Ti)}, proviene

de una funcion estacionaria a-mixing cuyo coeficiente satisface a(r) < er=t, con b > 1, Y,

existe r > 4 tal que maxi<i<n E[|X;;|"] < C < o0, para j =1,...,p. Ademds, si hon — 0
)
logn
% — 0 cuando n — oo,
nhlnhQn

entonces se tiene que

A IXTX — B c.s.

Demostracion. Como X = X — WhX, tenemos que el elemento kj de dicha matriz esta

dado por

n
Xij = Xpj — th(TkaTl)le
=1

A
= Xpj — B [Xp)| T + B [Xi| i) = D wn(Th, Th) X5
=1

=My — G5(Tk),

donde ny; = X — E [Xy;|T;] definido en la hipotesis H7|y g;(T}) esta definido por

95(Te) = E[Xi;|Th] = > wn(Te, T)) Xy (2.3.17)
=1

Luego el elemento js de n~'XTX puede escribirse como

n
(a57%) =Y Rk
Js k=1

n

nt Z (1 — G5(Tx)) (ks — 9s(Th))

k=1
=7 mmgtes — D G5 (Te) ks — Y Gs(Th) My
k=1 k=1 h=1
7
+ ) 9i(Tk) §s(Tk))7 (23.18)
k=1

Aplicamos el Teorema a la sucesion Yy, = ngnks. Dado que {mx} es estrictamente
estacionaria, (por el Lema cualquier funcion medible de sus componentes también
lo es; en particular, {Y)} es estrictamente estacionaria. Ademés, como {7} es fuertemente
mixing con coeficientes a(r), la sucesion {Y}}, al ser funcién medible de {n;}, hereda la pro-
piedad de mixing fuerte con coeficientes no mayores. Por otra parte, queremos probar que

E [|mimis] log™ |nijnis|] < oc. Para ello, probaremos en primer lugar que E [‘nijnis’T/Q] < 00,
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esto es, para indices j, s fijos, tenemos que cada componente esta acotada por la norma del

vector, es decir,
il < llmill, il < [l
Por lo tanto,
[migis| < [lmall”.

Elevando ambos lados a la potencia r/2 y tomando esperanza, tenemos que
E [Igmisl™?] < Ellmil"]-
Por altimo, por (2.3.4) (Lema [2.3.6)), existe r > 4, tal que
Efllm|"] < C < 0.

En consecuencia,
E [!mjmslr/ﬂ < oo0. (2.3.19)

Con esto, podemos asegurar que E [|77ij777;5| log™ |77i]-77i8|] < o0, ya que, considerando ¢ =
5 > 1 (pues r > 4), sabemos que para todo ¢ > 1 existe una constante Cy > 0 tal que,

para todo [n;;nis| > 0,
[mi5is | Log™ [mijmis| < Ce(1+ |nijmis|*)-

En efecto, para [n;jn;s| < 1 el lado izquierdo es cero, y para |ninis| > 1, log|nijnis| =
o(|77ij77i8|£_1), por lo que |7;nis|log |nijnis| < Cﬁ‘ﬁijnisv para alguna constante adecuada.
Tomando esperanza, y considerando (2.3.19)), obtenemos

E [|mijmis) log™ [nijnis|]] < Ce(1+E [‘nijnis’q ) < oo

Esto completa las pruebas de las hipotesis del Teorema [A.0.3] el cual nos asegura que

n

L1

7 E NkjMks — Bjs c.s.
k=1

En particular,

n

-1 2

n E Nes — Bgs c.s.,
k=1

y por lo tanto,
7
Aty mp,=0(1) cs. (2.3.20)
k=1

Consideremos ahora que en ([2.3.17)) el peso esta dado por (2.2.5)), que T}, son las covaria-
bles y que cada Xj; representa la variable a predecir. Bajo las hipétesis H1-H6 y, por la
Observacion aplicamos directamente la Observacion 4 de Dabo-Niang et al.| (2016]),

de donde se sigue que, casi seguramente,

max max
1<j<p1<i<n

_ logn
gjh(Ti)‘ = O(hon) + O(W) (2.3.21)
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Por tltimo, analizamos el resto de los términos de (2.3.18]). Comenzamos con el término
7
A0 G5 (Tk) ks
k=1
Aplicando la desigualdad de Cauchy—Schwarz tenemos que

0 1/2 P
< (ﬁl > gj(Tk)2> (ﬁl > mi)
k=1 k=1

log
Shd phk
nhlnh’Zn

con ([2.3.21)), nos aseguran que para f — 00,

1/2

n
A7 g5 (T ) s
k=1

Por hipétesis sabemos que hopy — 0y — 0 cuando 7 tiende a infinito. Esto, junto

mliixgj(Tk)Q — 0,
luego

n
Aty 5(T) < maxg;(Ti)? - 0. (2.3.22)
k=1

Finalmente, usando (2.3.20)) y (2.3.22)), tenemos que

n
A1 " gi(Th) ks — 0.
=1

Los mismos argumentos se aplican a los términos restantes, lo que concluye la prueba del

lema.
O]
Demostracion del Teorema[Z32. Recordemos que B = (XIX)1XTY donde Y = Y —
WLwY y X=X- WhX. Con ello tenemos que
Vi(Bn —B) = Va(X'X)T'XTY - B)

_ RETR) KT - XTR)

= Vn(XTX) N (XT(Y - WY) - XTXB). (2.3.23)
Ademés, definiendo r = (rq,...,r3) con r; = r(T}) y € = (e1,--- ,€4), podemos escribir

el modelo (2.1.1)) de forma matricial como sigue
Y =XB+r—+e.
Reemplazando el modelo en (2.3.23) tenemos que

XY —mhY) - XX =XTY - XTwY — XTXg
=XT'(XB+r+e) -XTWy(XB+r+e)-XIXB
=XTX8 + XTr + XTe - XTWy, X0
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— XTWhr — XTth — XTX,B

= XTx8 - X"wy,X8 — XT'Xg3 (2.3.24)
+ XTT' — XTWhT‘
+X%e — X" Whe.

Luego, como
XTx8 — XTwWy X8 = XT'(X — W,X)8
= XTxg,
en tenemos que
XTX8 - XTW,X8 — XTX3 = 0.
Por otro lado, definiendo 7 = r — Wy, resulta que
XTr — XTWhr = X7,

Con estas dos igualdades, tenemos que

XT(Y —WLY) —XTXB = XT7 + XTe — XTWie.
Finalmente en , resulta

Vi(Bn — B) = VaXTX) T (XTF — XTWhe + XT¢)

= (A IKTX) 72 (Sp1 — Sna + Shs). (2.3.25)

Para el estudio del comportamiento asintotico de Sy1, Sne v Sns, vectores en RP, primero

trabajaremos en la descomposicién del elemento ij de la matriz X presente en todos los
términos. Para ello, sumando y restando g;(T;) = E [X;;|T;] — th T;, T,)E [ Xy;|Ty] v
utilizando 7;; = X;; — E[X;;|T;] definida en tenemos que

A
Xij = X5 — th(Tz‘, Ty) Xj
k=1

E [Xi;|T] - th (T3, Tio)E [ X | Th) + Xi5 — E[Xi5] T3]

— th(Ti,Tk)ij + th(TiaTk)E (X | T3]
k=1 =1

n
E [X;;|T}) th T;, T E (X1 Th] + Xij — B (X5 T] = ) wn(Ti, Te)n
k=1

= g;(T;) +mij — th(% T ) k- (2.3.26)
k=1



2.3 Resultados asintoticos 47

Con esto, podemos escribir el elemento j-ésimo del vector 8,1 = XT# = Z X 7(T;) como
1=1

Snrg =Y §i(T)HT) + an )= > #(T, (th Tz,ka])
=1

=1 k=1
= Sn1,j1 + Sn1j2 — Snijs- (2.3.27)

De la misma manera, podemos escribir el elemento j-¢simo del vector Spy = XL Whe =
n 7

Z X; ( Z wh (T, Tk)€k> como

i=1 k=1

n

Snaj = Zgy (th T, Ty 5k> + Znij<ZWh(E,Tk)€k>
i=1 k=1
—Z (th ;T 61) (
=1 = k

n
= Sn241 + Sn22 — Sn2,j3, (2.3.28)

wh(Tz‘,Tk)ﬁkj>
1

y el elemento j-ésimo del vector S,3 = XTe = Z Xisi como
i=1
7l 7
Snz,j = Zgj i)ei +Z771]51 - Z@(th(ﬂka)nkj)
=1 k=1
= Sn3,j1 + Sna,jo — Sn3,j3- (2.3.29)

En lo que sigue aplicaremos el Lema sobre {ex} v {nk;}; para ello, a continuacion
verificamos que ambos procesos satisfacen sus hipotesis. A partir de las hipotesis H1, H4,
H5, H6 y H7 y el Lema tenemos que las secuencias {e;}, {m;} tienen media cero,
son estrictamente estacionarias y fuertemente mixing, con coeficientes mixing acotados por
a(r). Ademas, el Lema [2.3.6] también nos asegura que existe r > 4 y una constante C' > 0
tales que

mix E[|g;]"] < C < oo,
1<i<n

< :
pdx Effn"] < ¢ < oo

Por otro lado, el Lema [2.3.3] asegura que

544~

oo
an Va(n) < Zmu—v)ﬁ*b/d,

ademés, por la hipotesis H6, b > 4.5d y eligiendo 0.5 < v < 1 —

4b, la serie resulta

convergente. Por lo tanto, ambos procesos satisfacen todas las condiciones requeridas para

la aplicacion del Lema [A.0.2] Ademaés, por el Lema [2.3.7] sabemos que

(T3, T3)| = O((hiuh5,) ™), cs.

max
1<,y <
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Con esto tenemos que si en el Lema|A.0.2) tomamos a;; = wn (T}, T) con ay, = (Ah$, k5 )7L,
Vi=ery05<vy<1—9/(4b) , tenemos que

=0 ((h?nhgn)*lﬁ*1/2+1/r log n) c.s. (2.3.30)

max
i

A
> wn(Ty, Tr)ex
1

k=

y, bajo las mismas condiciones tomando V}, = n; tenemos que

n
> wn(T, i)k
k=1

~0 ((h;lnh’gn)—lﬁ—l/2+1/" log n) cs, (2.3.31)

max
3

ambos para r > 4.

Por otro lado, usando la igualdad dada en (2.3.26)) y la definicion de 7, tenemos que

n
9;(Ty) = Xi5 — mij + th(Ti> T )k
k=1

n
= Xij = Y _wn(T, Te) Xij — Xij + E[Xy|T) + > wn(Ts, Ti)ne
k=1 k=1

E[Xi;|Ti] = > wn(Ty, Ti) Xij + Y wn(Ty, Te )k
k=1 k=1

n
=G;(T) + > wn(T;, Ti)mkj,
k=1

con g(T;) definido en (2.3.17). Finalmente, aplicando lo obtenido en ([2.3.21)) y ([2.3.31)

tenemos que,

miix | (T,)| = O(hza) + O ((h‘fnhén)_lﬁ_l/“l/” logﬁ> cs. (2.3.32)

2y}

De igual manera, necesitamos acotar el méx; |7(T;)|, para ello recordemos que 77 = r—Wyr,

por lo que el elemento i-ésimo del vector 7 esta dado por

F(T) =r(T) = > wa(Ti.Te)r(Ty).
k=1

Ademaés, por un lado, considerando la definicion del modelo (2.1.1)), tenemos que r(T}) =
Yy — XI'B — ex. Por otro lado, considerando la esperanza condicional [2.2.1) r(T}) =

E [YZ — XiT B |E] Con ello, tenemos que la ecuacion anterior puede escribirse como
n
HT) = r(T) = Y wn(T;, T)r(Th)
k=1

=E[Y; - X]B8IT;] = > wn(T;, Ti) (Vi — Xi B — ex)
k=1

=E[Y;|T}] - E [ X[ 8|T}] thz,Tk
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n n
+ ) wn(T, T) X B+ D wn(Ti, Ty)ex,
k=1 k=1

luego, sumando y restando 87 S7_, wi (T}, Ty )E [X1|Ts], obtenemos

#(Ty) = E[Y;|T}] — th T,, T,)Y, (2.3.33)
+5Tzwh(Ti,Tk)(Xk —E[Xk|Tk]> (2.3.34)
k=1
- 8" (E [Xi|T] — ) wn(T, Ti)E [ X [Ty ) (2.3.35)
k=1
+ zn:wh(Ti,Tk)&k. (2.3.36)
k=1

Si en (2.3.33)), los pesos wn(T;, T)) estan dado por (2.2.5)), Tj son las covariables y ca-
da Y} representa la variable a predecir, bajo las hipotesis H1-H6, y, por la Observacion

2.3.1} aplicamos directamente la Observacion 4 de Dabo-Niang et al. (2016), obteniendo
los mismos 6rdenes que en ([2.3.21)), esto es,

max
1<i<n

n
E[Yi|T] =) wn(T, Th)Yi
k=1

En (2.3.34)), usando (2.3.31]), para cada j-ésimo elemento del vector 22:1 wn(T;, Tk) (Xk -

E [X|Tx]) tenemos que

logn
=O(hon) + O ———F | - 2.3.37
)+ 03 (2350

<th(1},Tk)(Xk — B [Xk|Ty] )> = wn(T Ty
J

k=1 k=1

A
> wn(T, T
k=1

:0((hilnh’gn)—lﬁ—l/zﬂ/"1ogﬁ) cs. (2.3.38)

En (2.3.35), usando (2.3.32), tenemos que

< méx
3

(B Z%nn X)) =3,T)
J

< IIZR?X 19jm (T3
= O(hg) + O ((h‘fnh’gn)_lﬁ_l/“l/r log n) cs.
(2.3.39)

Por ultimo, para ([2.3.36)), obtuvimos la cota en ([2.3.30). Con esto, (2.3.39)), (2.3.38) y
(2.3.37)), tenemos que

r@ﬂmmﬂ:mmm+0<u1?1)+O@%¢&r%*mﬂw%@
v nhlnth
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= O(han) + O ((hjlnh’gn)_lﬁ_l/”l/” log n) cs. (2.3.40)

A continuacion, analizamos los nueve términos, obtenidos en ([2.3.27)), (2.3.28) y (2.3.29),

que componen el elemento j-ésimo de los vectores Sy1, Sp2 v Sh3, respectivamente. Para

Sni,j1, consideramos los resultados hallados en (2.3.40), (2.3.32) y acotando por el maximo

en ¢, tenemos que

i)
< A~ 2hvmdx |g; (1)) | méx |F(T)|
=iz <0(h§n) + O( (M) 207 log? ) >
= O(th3,) + O((hfahba) 207~ 3 10g? ) >
o4 (L logn 2
=0 ((nhQn)2> +O0\ | —————< c.s. (2.3.41)
h{phSat ™"
Para el segundo término de S, ;, volvemos a aplicar el Lema tomando a;; = 7 (T})

con an = hon + (hjlnhgn)_lﬁ7%+%logﬁ (probado en (2.3.40)), Vi, = m; v 0.5 < v <
1 —9/(4b), obteniendo

N|=

n

”_ L " -

n QSnng:n E T(Tk)nkj
k=1

n

> (Tw) i

k=1
— 7730 (hanit3 7 log i+ (hhb,) 10 log? )

_1
=N~ 2 max
2

- o(hgnﬁ% log# + (A hE )~17% % log? n>

.1 logn log 2
= O (h3pn)1 + < > c.s. 2.3.42
(( 2n ) ﬁi*% (hd hk )%ﬁi*% ( )
En el siguiente caso, acotamos por los méximos y aplicamos lo obtenido en (2.3.31) y

(2.3.40)), esto es,

n-2Sp13 ="n" 2 g 7(T3) E Wh(T%aTk)nkj
=1

k=1

A
> " wn(T, T
k=1

- ﬁ%0<hzn<hilnh§n>1ﬁi+i log 1 + (hfyhb,) 2717 log? n>

~ ~ 2
:o<(h§nﬁ)i log 1+< log >> c.5. (2.3.43)

d pk s5— d pk A5
hlnh2nn4 hlnh’an4

1
< A~ 2nméx |F(T;)| méx
7 (2

<l
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Mediante un razonamiento similar al usado para obtener (2.3.43)), pero utilizando los re-
sultados obtenidos en (2.3.30) y (2.3.32) en lugar de (2.3.31) y (2.3.40)), respectivamente,

se tiene que

k=1
- ﬁ%O(hzn(h‘fnh’gn)—lﬁ—%+% log i + (A hk )23~ 147 1og2 n)
_of (ht 4 L logn logn 2 5.3 44
- (Znn)hdhkAl%+ hdhkAl% C.S. (2.3.44)

Por otro lado, considerando a;; = Z?:l wh(Ty, T))e; con an = (h{ hE )"'n"2 v log 7,
Vie=mr; y 0.5 <y <1-9/(4b) en el Lema obtenemos

A28, %Zn: (Zn:wh (T, Th)e > Nk

k=1

s (z% 7. 11)c )w

k=1
- %0((h wltsn) 127 log? 1)

~ 2
-0 ( logn__ 1) cs. (2.3.45)
(P ahb,) 207

En el siguiente término acotamos por el maximo y, utilizando lo obtenido en (2.3.30)) y

(2.3.31)), tenemos que
1 1 n
772 S g3 = 2 (th T, T, %) (th T;,T))e )

k=1 \l=1

th T, Ti)wj th T;, T))e

k=1
- ﬁ%()((hlnhgn)— n~ 147 log? n)

N <<(hd hI:g)n - i)2> o (2:3:40)

Usando el mismo razonamiento utilizado para obtener (2.3.42)), esto es, volvemos a aplicar
el Lema tomando a;, = §;(T}) con an = hon + (h?nhgn)_lﬁ_%"‘% logn (probado en
(2.3.32)), Vi = €, vy 0.5 <y < 1—9/(4b), con ello, tenemos que

max

>
|
w\»—x
m\»a
gl
Qz
ﬁ
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.1 logn log 7 2
= h4nn 411 -+ < > C.S. 2.3.47
<( on?) pir (hd_hk )%ﬁi_% ( )

Si utilizamos el razonamiento con el que obtuvimos ([2.3.45)) tomando a;; = Z?Zl wh (T, T7)mi;
con an = (hcfnh’gn)*ln_%*'% logn, (probado en (2.3.31), Vix = e, y 0.5 <y <1 —9/(4b)

tenemos que

> (Z wh (T, Tl)ﬁlj) €k

k=1 \l=1

~ 2
~0 ( logn 1) c.s. (2.3.48)
(b, 0

Para probar que los érdenes hallados convergen a cero, usaremos las hipotesis del Teorema:

oo
Al -0y o, (2.3.49)

d pk 53—
hlnh’2nn4

. L Y . L1 L1
cuando n — co. En primer lugar, bajo dichas hipétesis, es directo que, 2™ 2.5y,1 51, 7~ 25,1 53,

y ff%Sng,jl, dadas en ([2.3.41)), (2.3.43)), (2.3.44)), respectivamente, convergen a cero cuando

n — o0o. Por otro lado, como hi, y hon son los pardmetros de suavizado, que tienden a
cero, loq ue para un 7 suficientemente grande implica que (hilnhgn)% > (hd, h5), lo que

nos asegura que

- (2.3.50)

De (2.3.49) y (2.3.50) tenemos que ﬁ_%Sngng, ﬁ_%SnQJ‘g y ﬁ_%Sn?,,jg, dados en, (2.3.45)),
(2.3.46)), (2.3.48)) convergen a cero cuando n — oo. Por tltimo, como 7 > 4, (por hipotesis

H4) para n suficientemente grande tenemos que,

esto nos asegura, junto con (2.3.49) y (2.3.50), que ﬁ_%Snl’jg y ﬁ_%Sng,jl obtenidos en

(2.3.42) y (2.3.47) convergen a cero. Considerando estos tres casos obtenemos que, si . — 0o

1
1" 2(Sp1,j1 + Snij2 + Snijs — Sn2,j1 — Sn2j2 — Sn2,j3 + Sn3j1 + Sn3j3) = 0,



2.3 Resultados asintoticos 53

equivalente a
1
Sn1j1 + Snij2 + Snijz — Sn2,j1 — Sn2,j2 — Sn2,j3 + Sn3,j1 + Sns,jz = o(n2),

y por lo tanto,
1 1
Sn1 = Snz + Sng = Snz g2 + 0(n?) stl +o(RZ) cs. (2.3.51)
Ahora, mediante el Teorema queremos probar que

D
W25 =272 e S N(0,C), (2.3.52)
i=1
donde C = limj_,0o 0 'E [nTVEn] definido en IE Para ello en lo que sigue, probare-
mos el cumplimiento de las hipétesis de dicho Teorema. En primer lugar necesitamos que
{mie;} tenga esperanza cero, sea estacionaria, c-mixing y que exista ¢ de forma tal que
E [||m5i\|2+6] < 00. Lo cual queda asegurado por el Lerna Ademas, queremos probar
que la serie > 07, a(ﬁ)i’% es convergente para algin § > 0 . Esto queda probado, ya que,
por la hipotesis H| y el Lema [2.3.3] sabemos que
)

ﬁz:la(ﬁ 5 < Z:: (ndb> M

por lo que, eligiendo ﬁ < 6 < r—2y utilizando b > 4.5d (H6), que nos asegura que § es
positivo, tenemos que la serie es convergente. Por lo que (2.3.52)) es valido.

Ahora, a partir de (2.3.51) y (2.3.52)) tenemos que

(Sn1 — Sn2 + Su3) S N(0,C). (2.3.53)

N|=

n
Finalmente, usando (2.3.53)), que
A IXTX — B cs., (2.3.54)

obtenido en el Lema y aplicando el Teorema de Slutsky en ([2.3.25)), tenemos que

Vi (Bn = B) = (AT XTR) A TE (S — Sua + i) S N(0,BT'CBTY),

lo cual prueba la primera parte del Teorema.

Para probar la segunda parte del Teorema, dada en (12.3.2)), esto es,
1
i ) 1y - Byl = a
imsup | ——— i —Bi| =a% cs.
fHoop 2loglog n hi J 3 ’

donde aj; = Aj; v A = B 'CB™!, consideramos la descomposicion en (2.3.25)). Luego de
(2.3.54) y (2.3.51)), tenemos que

~ ~ o~ 1
Bn—B = (A'XTX) A} (S1 — Sua + Sna)
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= (B! +o( ( -1 Zmaz + o 1/2)> c.s. (2.3.55)

Ahora, teniendo en cuenta lo que queremos probar y considerando que b;. es la j-ésima fila

de la matriz B!, estudiaremos el término

N 1 n _1
7 2 1 2

b. iEi = _ _ b o

(210g10gﬁ> R ;7762 <2nloglogn) I ngz

Para ello, usaremos el Teorema [A.0.1] tomando V; = b;.m;e;. Usando el Lema m (apli-
cable bajo H1, H4, H5, H6 y H7), y que b;. es no aleatoria y no depende de 4, tenemos que
‘2—1—6}

{V;} tiene media cero, es estrictamente estacionaria, a-mixing y E [|VZ < oo. Por otro

lado, por el Lema [2.3:3] sabemos que

> R > L —b ﬁ/é’
D a@z <y (a7 )
n=1 n=1
ademaés, por la hipotesis H6, b > 4.5d y eligiendo ﬁ < ¢ < <r—2, la serie resulta

convergente.

Sea S, = Z?’:l V;, también tenemos que probar que la varianza asintotica de S, es
positiva. Por un lado, considerando n? = (n1,...,m,) y € = (€1, ..., ey,) definidas en H7 y

que 7 es independiente de g, tenemos que

ar (Z bj.m@) = b;.Var (Z 77i€z‘> b
i=1 i=1
= b;.Var (nTe) b}?
=b;E [nTssTn} bT

= b,E[E [n"ec"nln]] bj.
=b,E [n"E [ee” |n] n] bf
=b,E [n"E [ec”] 7] b],
dividiendo por 7, obtenemos que
%Var (Sn) = bj. (;E [nTVEn]> bl (2.3.56)

Por hipotesis HS, el limite
1
C=lim -E [nTVET/]
n—oo 1
existe y es definida positiva. En consecuencia, por continuidad de las formas cuadréticas,
1
lim — = b;.Cb’..
Jm ﬁVar (Sn) = b;.Cb;.

Como b;. es una fila de B! podemos asegurar que b; # 0, luego tenemos que b]Tij >0lo
que implica que la varianza de S, es estrictamente positiva para n suficientemente grande.

Con esto, queda demostrado que se cumplen todas las hipotesis del Lema.
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Ademas, usando ([2.3.56) tenemos que

3721 =E [SIZI] = Var (Z bj.mr:i)

i=1

= 1 b;.Cb] + o(#)

= 7 b;.Cb] (1+0(1))
= naj;j(1+o(1)),

y el Teorema nos asegura que
7

. 1/2
If S b,
e <2ﬁ log log n) Z T

Luego, (2.3.55)) y (2.3.57)) prueban la segunda parte del Teorema. O

= (aj;)"/? c.s. (2.3.57)

2.3.4. Resultados asociados a la componente no paramétrica
Teorema 2.3.9. Bajo las hipdtesis H1 - H7 y si, ademds, cuando i — 00

» h3, — 0,

o
. logn

At
. [ logn

Demostracion. A partir de las definicién del estimador de la regresion dado en (2.2.10) y
la del modelo dado en (2.1.1)), podemos escribir

tenemos que

=" wn(t, T)(Y; — X Br)

i=1

_thtT)(XT,B—i—T( ) +ei — XZTBh)
=1

:th(t,Ti)( DER) thtT T(Bn—B),

donde, el primer término corresponde a un estimador no parametrico puro. Definimos
PE(t) = Y0 wn(t, T;) (r(T;)+e;) y usando, bajo las hipotesis HI-H6, y, por la Observacion
la observacion 4 del Teorema de [Dabo-Niang et al.|(2016) tenemos que

logn
t)| = O(hon 0] T .S. 2.3.58
sup [F(8) = r(6)] = Olhan) + (\/ ﬁhilnhgn> o (2:3.55)
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Por otro lado, a partir del resultado obtenido en (2.3.2) sabemos que para cada j = 1,...,p,

‘th - ﬁj‘ - 0(,/102;:%) cs. (2.3.59)

Como los pesos son no negativos (H2) y satisfacen Y . ; wn(t,T;) = 1, tenemos por

desigualdad triangular

n
< wnt. T X))

i=1

n
> wa(t, )X
=1

Por la definicién de los pesos en ([2.3.11) tenemos que

Ailt) = ——— K1 gy (d(s,50)) Ko <dm(tT)>

as,nhlgn hon
Dado que los ntcleos tienen soporte compacto (, sOlo contribuyen los indices tales que
d(s,s;) < Cnhin, d(t,T;) < Chan.
Sea Tp(t) dicho conjunto de indices activos, tenemos que su cardinal es del orden
Zn(t)] = ( Bk ) cs.

Ademas del Lema tenemos que

wn(t,T;) = O ( ! > c.S.
nhd b

uniformemente en t e s;. En consecuencia,
d 1
> wn(t, T X =0 > Il
; h h 4
i=1 1€Zn(t)

Como E|| X || < ooy la sucesion es a-mixing, la ley fuerte de los grandes nimeros (Teorema

aplicable bajo los mismos argumentos que en (2.3.21))) implica

1
> IXil = EIX] cs.
| Zn(t)]
S;€Zn(t)
. d ok L log i
uniformemente en t. Dado que nh{, h5, — 00, ya que por hipdtesis 1T 0,
he hk nir

concluimos que n’tan’t

sungh (t, T))|| Xi]| = 0(1) cs.

te

Este resultado, combinado con la tasa de convergencia de Bh en ([2.3.59)), y lo obtenido
en ([2.3.58]) nos permite obtener la siguiente cota

sup |7n(t) — r(t)] < sup |7, (t) — r(t |+SUPZ lon (&, T:) X | [18n — Bl
teC teC teC
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o7

B logn log log
= O(han) + O <1 / ﬁh?nh§n> + O<\/ —— cs
logn
= O(h2n) + O — .
(el (\/ ﬁhalnhsn>

donde || - || denota la norma euclidiana. Este tltimo resultado concluye esta prueba.
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Capitulo 3

Estudios de simulacion

Con el objetivo de evaluar el desempeno de la metodologia propuesta bajo condiciones
controladas, en este capitulo se presentan distintos estudios de simulaciéon orientados a
analizar el comportamiento de los predictores considerados en diversos escenarios. Estos
estudios se basan en la generaciéon de datos sintéticos y ponen especial énfasis en el efecto
que ejercen tanto la estructura de correlaciéon espacial como la configuracion de la grilla de
sitios sobre la calidad de la prediccion. El propésito principal es cuantificar la exactitud en
la estimacion de los parametros del término paramétrico y analizar las distribucién de los
errores de prediccidén que se obtienen. Los resultados de estas simulaciones posibilitaran
obtener conclusiones fundamentadas acerca de las limitaciones, fortalezas y condiciones de

aplicabilidad de los procedimientos desarrollados.

El propésito principal es cuantificar la exactitud en la estimacion de los pardmetros del
modelo y analizar la distribucién de los errores de prediccién resultantes. Los resultados ob-
tenidos permiten extraer conclusiones fundamentadas acerca de las fortalezas, limitaciones

y condiciones de aplicabilidad de los procedimientos desarrollados.

3.1. Meétodo para simular las covariables

Para simular los datos, partimos de una estructura de covarianza espacial (1.2.1)) y una

estructura para su covarianza intrinseca (|1.2.2)) y simulamos realizaciones de las covariables.

Recordemos que dada una muestra {X;}s,co,, tenemos la matriz de covariables dada
por X = (X1,...,X,)T, donde cada columna X, € R™ ! con u = 1,...,p, es una de
las covariables. Para simular las realizaciones de las mismas, utilizamos la descomposicién
de Cholesky de la matriz de covarianza (Cressie, |1993)). A partir de las n localizaciones

definimos el vector de esperanzas de cada covariable como

E[Xu) = (u(s1)s s pu(sn) T = pru,
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y la matriz de covarianzas X, € R™*", simétrica y definida positiva, tal que su ij-ésimo

elemento esté dado por
Cuu(si, ;) = Cov(Xu(si), Xu(s))) = (Buu)ij-
Utilizando la descomposicion de Cholesky tenemos que
S = Lo L,

donde L, es una matriz de n xn, triangular inferior. A partir de dicha matriz L,, modelamos

la u-ésima covariable como

Xy = o + Ly€n, (3.1.1)

donde €, = (e(s1),...,€(s,))” es un vector aleatorio de variables no correlacionadas e

idénticamente distribuidas con esperanza E [e] = 0 y Var (€) = I,,. Esto nos asegura que
EXu] = puy
Var (X.,) = Var (Ly€,) = LVar (e,) LT = 3.

Con el objetivo de controlar ademas la correlaciéon intrinseca entre las covariables,
seguimos las ideas de |Oliver| (2003) donde, ademés de la matriz de autocovarianzas X,

utilizan la matriz de autocovarianzas X,,, con u,v = 1, ..., p, definidas en ((1.2.1)).
En consecuencia, los datos se construyen de manera tal que, para todo u,v =1,...,p,

se verifique que

» Si u es impar, hallamos la covariable X.,, siguiendo (3.1.1]),

Xy = by + Lyey. (3.1.2)

= Si v =wu+ 1 obtenemos la covariable de la siguiente forma

X~v = My + LU (puveu + 1- P%ﬁv) 3 (313)

donde €, y €, son variables aleatorias independientes con distribuciéon normal, media
cero y matriz de varianza-covarianza identidad. Por otro lado, la correlaciéon entre
Cuv (SZ', Sj)

ou(si)ou(s;)
y 8;. Ademas, esta forma de definir X, explicita el mecanismo mediante el cual se

Xiu ¥y Xj, esta dada por py, = , la cual es constante con respecto a s;
introduce dependencia lineal entre ambas a través del pardmetro p,,. En particular,
X., se construye como una combinaciéon de dos componentes: una parte proporcional
a €, que induce correlacion con X.,, y otra parte independiente de €, asociada a €,.
El coeficiente p,, controla la intensidad de esta dependencia, de modo que cuando
puy = 0 ambos vectores resultan no correlacionados, y cuando |py,| = 1 la variabilidad

de X, queda completamente explicada por X.,). El factor y/1 — p2, asegura que la
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varianza total de X., se mantenga constante al variar el grado de correlaciéon. Esto

altimo quiere decir que si hallamos la varianza de X., obtenemos que

Var (X.,)) = Var <LU (puveu +4/1— p%wev))
= L,Var (puveu +4/1— pgvev> LUT

= Lup, Var (€,) + (1 = pii,) Var (ey) Ly
= L,LT.

De esta forma, de (3.1.2) y (3.1.3)), y utilizando que los errores son no correlacionados

obtenemos que la covarianza cruzada de X.,, y X.,, es

Cov(Xou, Xop) = E [(Xou — o) (Koo — )]

—E
g {Lueu (Lv (pweu +/1- pzszEq;))T:|

—E |Loey (puel LT + V1= 2.l LT )|
= puv Ly, E [EUGZJ LZ + Ly 1 — pq%vE [gueg] LZ
= puw L LY.

= En el caso que u y v no cumplan con las condiciones explicitadas, esto es, que v sea

par y w impar o v — u > 1 , la covarianza Cov(X,,, X, ) es la matriz de ceros.

3.2. Escenarios

Dado D = [0,1]2, generamos grillas regulares, irregulares y con focos, que podemos

observar en la Figura y se describen a continuacion.

Grilla regular. Bajo esta estructura, la mayor parte de las localizaciones (=~ 0.7n) se
disponen siguiendo un arreglo sistematico (una grilla) sobre el dominio D, de manera que
las distancias entre puntos vecinos resultan aproximadamente constantes. Dado que un
arreglo sistemético no permite ajustar de manera exacta el ntimero de puntos generados a
un valor arbitrario n, las localizaciones restantes se completan mediante puntos ubicados de
forma completamente aleatoria sobre D (ver estructura irregular), de modo de garantizar
exactamente n localizaciones totales conservando el caracter predominantemente regular

del patroém.

Grilla irregular. Bajo esta estructura, las n localizaciones s; = (s;1, SQ)T se distribuyen

de manera independiente y uniforme sobre el dominio D:

SﬂNU[O,l], SZ'QNU[O,I], z':l,...,n,
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lo que corresponde a una realizacién de aleatoriedad espacial completa, es decir, un proceso

puntual homogéneo sobre D sin estructura de dependencia espacial.

Grilla con focos. Bajo esta estructura, las localizaciones se distribuyen alrededor de M
focos (o centros de agregacion) sj,...,s}, € D, cuyas coordenadas se generan de manera
independiente y uniforme sobre D. Del total de n localizaciones, una proporcion m € (0, 1]

se asigna a los focos, en partes iguales:

= 15r)

puntos por foco. Para el foco j-ésimo, cada uno de sus ny puntos s; = (s;1, si0)T

se genera,

P * * \T
con s = (87, 82)" , como

SilNN(S;fl,O'Q), SiQNN(S;2,O'2), izl,...,nf,

de manera independiente entre si, con o = 0.035. Las n, = n— M ny localizaciones restantes

se distribuyen de forma dispersa sobre todo el dominio, con coordenadas
si1 ~ U]0, 1], siag ~ U]0, 1],

representando asi una componente de “ruido” espacial sin asociaciéon con los focos. En los

escenarios simulados se utilizé6 M = 4 focos y m = 0.8.

Para el tamano muestral, consideramos n = 100,625, 1089. Para asegurarnos de que
obtenemos realizaciones de diferente tamano pero de las mismas funciones aleatorias, cal-
culamos una realizacién de tamano n = 1936 y luego seleccionamos submuestras de tamafo
100, 625 y 1089 de dicha realizacién. Para ello, subdividimos el cuadrado original en cuadra-
dos anidados mas pequenos. El cuadrado méas pequeiio con 100 datos, estd completamente
incluido en un cuadrado intermedio que contiene 625 datos, y este a su vez, esta contenido

en el cuadrado de mayor tamafio con 1089 datos.

Para simular las covariables usamos el algoritmo descrito en la seccién anterior, consi-
deramos p = 8 covariables. Para cada €, y €,, consideramos n realizaciones de una variable
con distribucion normal estandar. Si u es par y v = u+ 1, tenemos que py, ~ U[—1,1]. En
cuanto a las funciones medias, consideramos funciones constantes en s; € R? para todas
las covariables pero diferentes entre si. Esto es p,(s;) = ¢, con ¢, ~ UJ[0.5,2] para cada
u =1,...,p. Por altimo, para las matrices de varianza-covarianza X, utilizamos la defini-
cién de matriz de autocorrelacion . Recordemos que el elemento uv de dicha matriz,

evaluada en (s;,s;), estd dada por

Cuv(si7 S )

Ry, (s;,s;) = — 0717

(80, %5) ou(si)ow(s;)

Ademas, proponemos o, = 4/ Var (X,(s)) constante en s, para cada u = 1,...,p. Luego

como Cyy(8i,85) = (Lyw)ij tenemos que

(Zuw)ij = opRuu(si, ;).
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Figura 8.1: Variacion de la grilla en funcidn del tamano y la estructura.
donde consideramos o2 = 1 para cada u = 1,...,p. Por tltimo, describimos las diferentes

propuestas para las matrices de autocorrelacion Ry, (s;i,s;). Para ello consideramos que,

para cada ¢,7 = 1,...,n, el elemento de dicha matriz est4d dado por
(Ruv)ij = R(HSZ - sj”)7

donde R : R — R es una funcién determinada de autocorrelaciéon. De esta manera y con
h = ||s; — sj||, vamos a considerar cuatro funciones diferentes de autocorrelacion R, para

asi construir cuatro matrices asignadas de forma aleatoria a las p covariables.

Las funciones elegidas fueron, un modelo esférico con efecto pepita,

]-a Sihzo,
R(h) = § s 1= (15 (2) + 05 (8)%)] L sio<nz<r,
07 Sih>7’,

con la meseta parcial m; = 1, el efecto pepita my = 0.1 y el rango r = 0.5 . El mismo
modelo esférico pero sin efecto pepita, esto es con my = 0; un modelo gaussiano con efecto
pepita dado por

1, si h =0,

L) [exp (—%)] , sih>r,

m1+m2

donde la meseta m; = 1, el efecto pepita my = 0.1 y el rango » = 0.5 y por ultimo un

modelo seno cardinal (sinc), un caso particular del modelo J-Bessel para el cual oo = %, el
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cual estd dado por

1’ si h:(),
R(h) = ! .
st () T @ ()] sz

donde la meseta m; = 1, el efecto pepita mo = 0.1, el rango r = 0.05 y I" es la funciéon

gamma y Jy /5 es la funcién J-bessel de primer tipo de orden 1 /2.

Para generar las realizaciones de la variable respuesta Y = (Y (sy,..., Y (s,)))?, utili-
zamos las covariables obtenidas usando la informacién detallada en el parrafo anterior, el

algoritmo definido en la Secciéon y el siguiente modelo,
Y =XB+pVY +¢ (3.2.1)
= (I —pV) ' (XB+e),

donde V € R™ " es la matriz de vecindarios generada a partir de los pesos dados en
(1.3.14) con hy = 0.5. Los errores € = (g(s1),...,e(sn)))? son n realizaciones de una
normal estandar y el vector 3 € RP, son p realizaciones de una variable aleatoria con

distribucién normal de media 0 y desvio 10.

En este modelo, el pardmetro p mide la intensidad con la que influye el término auto-
rregresivo en la respuesta. Esto es, p es el parametro de dependencia espacial (o de rezago
espacial) asociado a la matriz V. Dicho parametro mide en qué medida el valor de Y en
cada sitio estd explicado por los valores de Y en los sitios vecinos, donde la nocién de
vecindad y la intensidad de la interaccién estan determinadas por V. Cuando p = 0, el
término pV'Y desaparece y el modelo se reduce a una regresiéon lineal estandar sin inter-
accion espacial. A medida que |p| aumenta, el desempefio de la variable de interés en un
sitio deja de ser puramente local y pasa a depender cada vez més del entorno espacial.
Consideramos tres posibles valores para el parametro p, estos valores son p = 0, p = 0.6
y p = 0.9. El objetivo es estudiar el comportamiento de las predicciones en términos de la

influencia de dicho término en la variable respuesta.

Por ultimo, todos los conjuntos de datos fueron previamente estandarizados, es decir,
a cada variable se le restdé su media y se la dividié por su desvio estandar; en el caso del
conjunto de prueba, la estandarizacion se realizé utilizando exclusivamente los parametros

(media y desvio) hallados a partir del conjunto de entrenamiento.

3.3. Metodologia de entrenamiento, validacién y evaluacién

de desempeno

Para medir el desempeno de los métodos proponemos dos caminos. Por un lado medir la
capacidad predictiva de los mismos y por otro medir la precision en la estimaciéon puntual

de los parametros lineales a aquellos que corresponda.



3.3 Metodologia de entrenamiento, validacion y evaluacion de desempeno 65

Para estimar la variabilidad de los errores reportados en la Seccion [3:4] del conjun-
to original de n observaciones construimos, aleatoriamente, dos muestras: la muestra de
entrenamiento (70 %) y la de prueba (30%) (Wadoux et al. 2021). Con la muestra de
entrenamiento estimamos todos los parametros involucrados en los predictores, tanto pa-
ramétricos como no paramétricos, y con la muestra de prueba medimos el desempeno de
los métodos calculando el error de prediccién de los mismos. Dicho error serd medido uti-

lizando la raiz cuadrada del error cuadratico medio (RMSE por sus siglas en inglés)

noYs V)2
RMSE = \/ZH( i~ Yi) : (3.3.1)
n

donde Y] es el valor de la prediccion en el sitio s;. Por otro lado, para medir el desempeno

dado por

de los métodos mediante su capacidad para la estimaciéon del parametro lineal, medimos
el error utilizando la distancia de las estimaciones con respecto a los valores reales de los

parametros 3 (MAE, por su siglas en inglés), esto es,

p
MAB; = 3|6~
i=1

Para los predictores no paramétricos necesitamos estimar los parametros de suavizado y la
cantidad de vecinos més cercanos k. Para ello utilizamos la técnica de validaciéon cruzada
de k-submuestras, (k-fold cross validation, en inglés) en la muestra de entrenamiento.
Esto es, para un conjunto de posibles pardmetros, dividimos la muestra de entrenamiento
aleatoriamente en k grupos, tratamos al primer grupo como un conjunto de validacién y
entrenamos los métodos con los k — 1 restantes. Luego calculamos el RMSE; sobre las
observaciones del conjunto de validacién. Repetimos este procedimiento k veces; cada vez,
tratamos a un grupo diferente de observaciones como conjunto de validacion. Este proceso
da como resultado k estimaciones del error de prediccion, RMSFE+, ..., RMSE}. Luego,

la estimacién del error por validacién cruzada esta dada por

k
Eovi = % > RMSE;.
i=1
Finalmente, elegimos los parametros éptimos como aquellos que minimizan el Foy . Pa-
ra los parametros de suavizado implementamos una versién personalizada de validacién
cruzada K-fold, con el objetivo de reducir el tiempo computacional, esto es, refinamos la
busqueda de dichos parametros ajustando el rango del intervalo alrededor del mejor valor

encontrado en cada iteracion.

Repetimos este proceso 50 veces para obtener 50 errores de prediccion. Todos los ana-
lisis, simulaciones y aplicaciones (de este capitulo y del siguiente) presentados fueron rea-

lizados utilizando el software R, version 4.3.3[1]

LE] codigo con las funciones necesarias para implementar la metodologia propuesta se encuentra dispo-

nible en el siguiente lenlace.


https://drive.google.com/drive/folders/1OklmprfhUnfD42V9CPdJM9C3hN-qhUxD?usp=sharing
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3.4. Resultados

En pos de organizar los resultados obtenidos, dividimos el analisis en dos partes. En
primer lugar, comparamos el desempeno general de los métodos con respecto al tamano de
la muestra, a la estructura de la grilla utilizada para generar los datos y al parametro p,
definido en , que controla la influencia del término autorregresivo para cada tipo de

grilla. En segundo lugar comparamos el desempenio de la estimaciéon del parametro lineal.

Los métodos se presentan en el siguiente orden; los cuatro primeros son los predictores
semiparamétricos propuestos que varfan en el término no paramétrico. Recordemos que el
KS1 cuenta, en dicho término, solo las distancias geograficas, el KIME, solo las distancias
entre medianas de la respuesta, el K2ME que esté formado por dos niicleos, uno para cada
distancia y, por tultimo, K1M considera las dos distancias pero un solo niicleo evaluado en el
producto de dichas distancias. A ellos los comparamos con el kriging con tendencia externa,
KED, el lattice kriging, LK y el modelo econométrico usado para generar los datos, SAR,

y por ultimo, la regresiéon clasica por minimos cuadrados ordinarios, OLS.

3.4.1. Con respecto al error de prediccion

Analizamos, entonces, la distribucion de los errores de prediccion (RMSE) mediante
un diagrama de caja para cada método y cada escenario, ademas, se incluyen la media y
el desvio estandar, calculados sobre las 50 repeticiones. En las siguientes figuras, si bien
representan la misma cantidad, para asegurar la visualizacién, la escala del eje y no es la

misma en todos los casos.

3.4.1.1. Grilla regular

En cada panel de la Figura observamos, para el caso de la grilla regular, las nueve
combinaciones de los tres valores diferentes de p, (p = 0,0.6 y 0.9) y para cada tamano

muestral propuestos, esto es, n = 100,625 y 1089.

En general, observamos que a medida que aumenta el tamano de la grilla, el RMSE
disminuye, siendo esto mas evidentes para la dispersiéon que para los valores centrales. Este
comportamiento resulta particularmente marcado al pasar de n = 100 a tamanos de grilla
mayores; en cambio, entre n = 625 y n = 1089 no se observan diferencias relevantes en los

resultados y, en algunos casos, incluso se registra un leve aumento del RMSE. .

La influencia del término autorregresivo (p) parece ser més notoria en tamanos mues-
trales pequenos. En la primera columna (n = 100), al aumentar p de 0 a 0.6 o de 0 a 0.9,
se observa una mejora en el desempeno de casi todo los métodos pero més marcada en

los semiparamétricos, KIM y K2ME y el LK. En cambio, para n = 625 y 1089, el efecto
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Figura 3.2: Distribucion del RMSE para los datos bajo la grilla reqular.

de p se vuelve casi imperceptible: los métodos tienden a mostrar un RMSE muy similar.
En particular, en el caso de p = 0.6, se observa una mayor variabilidad en el desempeno
entre métodos. Esto podria explicarse por el hecho de que, en este escenario, tanto las
covariables como la estructura de dependencia espacial aportan informaciéon relevante pa-
ra la prediccion. A diferencia de los extremos, donde para p = 0 la informacién proviene
exclusivamente de las covariables, y para p = 0.9 domina fuertemente el componente au-
torregresivo, el caso intermedio representa una situacion en la que la contribucién relativa
de ambas fuentes de informacién estd mas equilibrada. Esto puede favorecer o perjudicar
a los métodos segtin su capacidad para integrar eficazmente estos dos aspectos. Ahonda-
remos en este andlisis en siguientes secciones. En términos generales, podemos ver que el
desempeno de las metodologias propuestas, exceptuando el caso de inexistencia de término
autoregresivo, el K2ME muestra el mejor desempeno predictivo, con resultados muy com-
parables a LK. También, el K1S muestra resultados competitivos en varios de los escenarios

propuestos bajo una grilla regular.

3.4.1.2. Grilla irregular

La Figura [3.3] muestra la distribucion de los errores bajo una grilla irregular. En los
nueve casos, los métodos semiparamétricos se comportan de forma similar si miramos el
desempeno relativo entre ellos. Los mejores resultados lo muestran los que en los pesos
cuentan con la distancia geogréfica, ya que al contar con més datos tenemos més informa-

cion cerca y como el nucleo que considera distancias geografica tiene toda la influencia en
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Figura 8.3: Distribucion del RMSE para la grilla irreqular.

K1S y mucha influencia en el K2ME, mejora el desempeiio. En particular, el K2ME y el
LK, reportan el mejor desempenio en casi todos los casos en los que existe autocorrelacion.
Esto quiere decir que tiene un rol mas relevante la dependencia espacial, lo cual hace que
el predictor estimado por OLS deje de ser suficiente, ya que observamos sus errores més
alejados de los semiparamétricos. Lo mismo le ocurre al SAR, el cual tiene un rendimiento
pobre en casi todos los escenarios donde p # 0. En comparacion con el escenario de grilla
regular (Figura , hay més variabilidad entre métodos para el caso de mayor influencia
del término autorregresivo (p = 0.9). Con respecto a los valores de RMSE observamos
valores més elevados, para todos predictores en los escenarios con p = 0.6. Si p = 0.9, pre-
dictores como el KIME, el SAR y el OLS también aumentan el error. Esto sugiere que el
diseno de grilla irregular introduce mayor complejidad en la estimacién, posiblemente por
una menor capacidad de capturar eficazmente la estructura de correlaciéon espacial entre

puntos cercanos.

Para p = 0, donde no hay dependencia espacial, las diferencias entre esquemas de las
grillas son menos marcadas. En ese caso, los métodos muestran un desempeno relativa-
mente similar bajo ambos disenos, lo cual es esperable, dado que la estructura espacial no

contribuye a la prediccién y el diseno de la grilla tiene un impacto limitado.

En escenarios con dependencia espacial (p > 0) y tamanos muestrales altos, los méto-
dos semiparamétricos tienden a mostrar mejor desempenio, con menores valores de RMSE

y menor variabilidad. A medida que aumenta p, los métodos basados en kriging (paramé-
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Figura 8.4: Distribucion del RMSE para la grilla con focos.

tricos) también mejoran su rendimiento relativo, aunque con mayor sensibilidad al tipo de
grilla. El modelo OLS, que no incorpora informacion espacial, se mantiene sistematicamen-
te con errores més altos en escenarios con p > 0, reflejando su incapacidad para captar la
dependencia espacial subyacente. E1 SAR, atn incluyendo un término autorregresivo, su

desempenio predictivo resulta muy similar al OLS.

3.4.1.3. Grilla con focos

Por dltimo, en la Figura observamos los mismos nueve escenarios para el tipo de
grilla con focos. En este caso, al igual que en el escenario de grilla regular, encontramos
mayor variabilidad para p = 0.6. En dicho escenario vemos que los métodos semiparamé-
tricos junto con el LK son los que mejor desempeiio presentan, disminuyendo la diferencia

con el resto a medida que aumenta el tamafio de la muestra.

La comparacion entre los tres esquemas de grilla, regular (Figura[3.2)), irregular (Figura
y con focos (Figura , nos permite analizar como interacttan el disefio de la grilla,
la dependencia espacial y método en el desempeiio predictivo, medido a través del RMSE.
En términos generales, observamos que el error disminuye al aumentar el tamano muestral
(n), independientemente del disefio o del valor de p, lo cual es consistente con una mejora

en la precision al disponer de més informacion.

Sin embargo, el disenio de la grilla impacta en la magnitud del RMSE, especialmente
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cuando existe dependencia espacial (p > 0). La grilla irregular tiende a producir errores
maés altos y mas dispersos, particularmente para tamanos muestrales pequenos (n = 100),
mientras que la grilla con focos parece facilitar una mejor captacion de la estructura espa-
cial, reflejdindose en menores valores de error, especialmente en presencia de autocorrelacion
elevada (p > 0.6). Esto tiene sentido ya que son los escenarios donde contamos con mayor

informacion, esto es, muchas observaciones agrupadas y muy correlacionadas.

En cuanto a los métodos, en los tres disefios de grilla, los métodos semiparamétricos
muestran un comportamiento favorable: presentan menores valores del error, menor disper-
sién, y una mayor estabilidad ante cambios en n y p. Esta ventaja es especialmente clara

en escenarios con dependencia espacial y mayor tamano muestral.

Estos resultados sugieren que los métodos semiparamétricos logran integrar de forma
robusta la informacién proveniente de las covariables y la estructura espacial, adaptandose
mejor a diferentes condiciones de la grilla. Por tanto, constituyen una alternativa flexible,
en especial en situaciones donde la estructura de correlaciéon y la calidad del disenio de la

grilla donde se miden los datos no son totalmente controlables.

3.4.2. Con respecto a la estimacion del parametro 3

En este apartado analizamos el desempeno de los métodos de prediccién estudiados,
mediante su capacidad para la estimaciéon del pardametro lineal del modelo propuesto. Solo
comparamos los que en su construccién consideran dicha estimacion, estos son, los semi-

paramétricos propuestos en este trabajo, el lattice kriging, el modelo SAR y OLS.

La Figura muestra cémo varia el promedio de las diferencias entre los coeficientes
estimados y los verdaderos, bajo distintos escenarios a medida que aumenta el tamano
muestral. Se analizaron los tres tipos de grilla (grilla regular, irregular y con focos) com-
binados con los tres niveles de autocorrelacion (p = 0, p = 0.6, p = 0.9), y en dicha figura
se compararon solo cinco métodos, K1S, K2ME, LK, OLS y SAR para hacer posible una
mejor visualizacion y, en la Tabla[3.1] incluimos los métodos KIM y KIME. En dicha tabla

reportamos las medias y desvios estandar promedio del M AEg para cada escenario.

En la mayoria de los casos, al incrementarse el tamano muestral, el error tiende a dismi-
nuir, lo cual confirma el comportamiento esperable,donde més datos permiten estimaciones
maés precisas. Este patron se observa de manera consistente en todos los métodos, aunque

con diferencias en la magnitud de la mejora.

Entre los métodos comparados, los semiparamétricos (K1S, K2ME) se destacan por
su desempeiio estable y poco sensible a los cambios en los escenarios. Su error disminuye
sisteméticamente con el tamano muestral, y en la mayoria de los escenarios se mantienen

por debajo del resto. En contraste, el modelo OLS muestra un comportamiento deficiente:
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Figura 3.5: Promedio del M AEg para distintos métodos predictivos.

no solo parte de errores altos en muestras pequenas, sino que incluso con muestras grandes

su desempertio sigue siendo pobre, sobre todo en presencia de alta autocorrelacion.

Los estimadores semiparamétricos (K1S y K2ME) exhiben, en términos generales, el
desempenio més consistente: presentan descensos marcados entre n = 100 y n = 625 y una
estabilizacion posterior en niveles de error comparativamente bajos. El método LK también
mejora con el tamano muestral, aunque su rendimiento inicial resulta menos favorable, es-
pecialmente en escenarios con p = 0. Tanto OLS como SAR muestran errores notablemente
més elevados a lo largo de todas las configuraciones, y si bien ambos métodos se benefician
del aumento en n, la magnitud de la mejora es sensiblemente menor, lo que los posiciona

como las alternativas poco convenientes en este contexto.

Las diferencias entre tipos de grilla son visibles pero no determinantes: la grilla irregular
tiende a generar los niveles de errores mas altos, particularmente cuando p es intermedio,

mientras que en la grilla regular observamos un decrecimiento més suaves y estables.

Cuando p = 0, todos los métodos presentan errores promedios comparables, porque la
estructura espacial no domina el proceso y la ventaja de los modelos flexibles no es tan
marcada. A medida que la dependencia crece, los métodos semiparamétricos y, en menor
medida, el predictor LK son los que mejor capturan la estructura espacial mejorando asi el
desempenio de la estimacion. Por el contrario, OLS y SAR muestran una disminucién del

error bastante més lenta y permanecen persistentemente por encima del resto. Esto genera
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que la separaciéon entre grupos de métodos se haga mas visible conforme aumenta p.

A partir de la Tabla podemos observar que, para p = 0, el método K1S presenta
errores sisteméticamente més elevados, en particular bajo la grilla regular y la grilla con
focos, lo que indica un desempefio menos estable en comparacion con los restantes enfo-
ques semiparamétricos. En contraste, KIM, KIME y K2ME muestran comportamientos

similares, con diferencias reducidas una vez alcanzados tamanos muestrales intermedios.

Cuando la dependencia espacial es moderada (p = 0.6), el comportamiento de los errores
se vuelve més heterogéneo. El incremento del tamano muestral no siempre se traduce en una
reducciéon mondtona del error, observandose incluso aumentos locales, especialmente para
KIME bajo grilla regular y con focos. En este contexto, K2ME se destaca por presentar
los menores errores promedio y una disminucién mas clara al aumentar n. Por su parte,

K1S contintia mostrando un desempeno relativamente mas débil.

En escenarios de alta dependencia espacial (p = 0.9), las diferencias entre métodos se
intensifican. En general, los errores de estimaciéon promedio son mas elevados y la reduccion
asociada al aumento del tamano muestral resulta mas lenta e irregular. En particular,
K1ME presenta un comportamiento poco estable bajo la grilla irregular y con focos, con
incrementos del error para n = 1089, lo que sugiere posibles problemas de variabilidad o
de adaptacion del método en presencia de fuerte autocorrelacién espacial. En contraste,
K2ME mantiene una tendencia decreciente méas consistente y alcanza los valores méas bajos
de error en practicamente todos los esquemas de las grillas, mientras que K1M exhibe un

comportamiento intermedio.

En conjunto, los resultados indican que no existe un método claramente dominante en
todos los escenarios analizados. Sin embargo, a medida que aumenta la dependencia espa-
cial, las diferencias entre predictores adquieren mayor relevancia que el mero incremento
del tamano muestral. En particular, K2ME exhibe un comportamiento mas estable fren-
te a variaciones en p y en el tipo de grilla, mientras que K1S y, en ciertos casos, KIME

presentan un desempeno més inestable.

En resumen, el anélisis indica que los métodos semiparamétricos logran un equilibrio
favorable entre flexibilidad, precision y capacidad predictiva. Estos métodos aprovechan la
informacion espacial disponible y muestran un desempeno creciente a medida que aumenta
el tamafnio muestral. En contraste, enfoques como OLS, que ignoran la estructura de de-
pendencia espacial, presentan fallas sisteméticas en escenarios donde dicha estructura es
relevante. Asimismo, el disefio de las grillas resulta un factor determinante: configuraciones
méas homogéneas o centradas conducen a una estimacién mas precisa de los parametros del

modelo.
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Capitulo 4

Aplicaciéon a datos reales

Este capitulo presenta la aplicaciéon de los métodos propuestos a datos reales, contras-
tando su desempeiio tanto entre ellos como frente a predictores paramétricos clasicos y a
aquellos basados en kriging. Para la aplicaciéon nos hemos enfocado en el problema de pre-
diccién de precios de viviendas, concentraciéon de metales y puntajes de desempenio escolar.
Especificamente, trabajamos con 4 grupos de datos y, para cada uno de ellos, presentamos
sus caracteristicas y describimos mediante un anélisis exploratorio. Por otro lado, presen-
tamos los resultados de aplicarle los diferentes predictores, ya analizados en el capitulo

anterior, y estudiamos el desempeno predictivo de cada uno y entre ellos.

4.1. Metodologia de entrenamiento, validacién y evaluaciéon

de desempeno

En este capitulo, consideramos el mismo procedimiento que para los datos simulados,
esto es, para cada conjunto de datos construimos, aleatoriamente, dos muestras: la muestra
de entrenamiento (70 %) y la de prueba (30 %). Con la muestra de entrenamiento estima-
mos todos los parametros involucrados en los predictores, tanto paramétricos como no
paramétricos. Para éstos tltimos, y con la muestra de entrenamiento utilizamos validacién
cruzado de 5 submuestras, para estimar los parametros de suavizado. Por tltimo, con la
muestra de prueba medimos el desempeno de los métodos calculando el error de prediccion
de los mismos. Dicho error serd medido utilizando el RMSE definido en . Cabe des-
tacar que, de la misma manera que en las simulaciones, todos los conjuntos de datos fueron
previamente estandarizados, es decir, a cada variable se le restdé su media y se la dividio
por su desvio estandar; en el caso del conjunto de prueba, la estandarizacién se realizo
utilizando exclusivamente los parametros (media y desvio) hallados a partir del conjunto

de entrenamiento.



76 Aplicacién a datos reales

4.2. Datos Ohio

En primer lugar, trabajamos con un conjunto de datos de |1965 escuelas primarias del
estado de Ohio correspondientes al ano 2001-2002 (LeSage y Pacel 2009). El objetivo es pre-
decir un indice que representa el desempeno promedio estudiantil (pscore) en cada distrito.
Como variables explicativas se consideran indicadores del sistema educativo y del contexto
socioeconomico. En particular, se incluyen la matricula escolar (enroll), el nimero de
docentes (teachers), los afios promedio de experiencia docente (experience), el salario do-
cente promedio (salary), la razon alumnos—docente (ppupil) y el gasto por alumno (PPS)
desagregado en instruccion (pinstruct), operaciones edilicias (pbuilding), administracion
(padminist), apoyo al alumnado (ppsupport) y apoyo al personal (pssupport). Asimismo,
se incorporan las proporciones del gasto total destinadas a instruccion (instructp), opera-
ciones edilicias (buildingp), administracion (administp), apoyo al alumnado (psupportp)
y apoyo al personal (ssupportp). El contexto socioeconémico se caracteriza mediante el in-
greso per capita de la zona (logpincome), la proporcion de poblacién no blanca (nonwhite),
el porcentaje de poblacion en situacion de pobreza (poverty), la proporcion de personas
que residen en la misma vivienda desde hace al menos cinco afios (samehouse) y la pro-
porcion de alumnos que asisten a escuelas publicas (public). Finalmente, se consideran
variables asociadas al nivel educativo de la poblacién mayor de 25 anos, medidas a tra-
vés de los porcentajes de graduados de secundaria (highsh), formacion técnica o terciaria

(assoc), universitaria (college), posgrado (grad) y formacion profesional (prof).

En este conjunto de datos, las coordenadas espaciales estan asociadas a codigos postales
(ZIP), expresados en latitud y longitud, habiendo en algunos casos mas de una escuela en
un mismo punto espacial. En tales casos, promediamos las variables para obtener una tnica
observacion por codigo postal de distrito. De esta manera, obtenemos una muestra de 799
observaciones espaciales. En este caso, el mapa en la Figura (a) sugiere una distribucion
espacial ampliamente dispersa, con una marcada superposicion de los distintos grupos entre
cuartiles a lo largo de todo el dominio. No se observan areas extensas dominadas de manera
consistente por valores altos o bajos del puntaje, sino mas bien una alternancia fina entre
rangos, lo que indica una organizacién espacial débil a gran escala. Si bien los valores
correspondientes a los grupos de valores altos aparecen repartidos en todo el territorio,
sin conformar nicleos claramente delimitados, podemos observar diferentes agrupamientos
de puntos sobre la region de interés. Esto lo podemos observar en los paneles (¢) y (d)
de la Figura en los que vemos que en el centro de los agrupamientos encontramos
valores bajos del puntaje y a medida que nos alejamos del centro ese valor disminuye. Este
ejemplos inspira la grilla con focos como alternativa en el analisis realizado en el apartado

de simulaciones.

El histograma muestra una distribucién unimodal, relativamente concentrada en valores

medios—altos del puntaje, con una ligera asimetria hacia la izquierda. Esta forma sugiere
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Figura 4.1: Distribucion de la variable pscore de la base Ohio.
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Figura 4.2: Correlacion intrinseca para los datos Ohio.

una variabilidad moderada, sin presencia marcada de valores extremos. En conjunto, am-
bos gréficos son coherentes en indicar que, si bien existe dispersiéon espacial, la variable
no presenta contrastes espaciales pronunciados a nivel global pero a nivel local podemos

observar cierta tendencia.

En el grafico de correlaciones, Figura solo incorporamos las covariables més corre-
lacionadas con la variable respuesta. En primer lugar, el desempenio estudiantil (pscore)
aparece negativamente correlacionado con variables asociadas a caracteristicas estructura-
les, en particular con la proporcion de poblacion no blanca (nonwhite) y con el nivel de
pobreza (poverty). Estas correlaciones son relativamente altas en valor absoluto, lo que
sugiere que el rendimiento promedio esté fuertemente condicionado por el contexto socio-
econémico del distrito, mas que por decisiones presupuestarias puntuales. En contraste,

pscore muestra una correlacion positiva con el ingreso per cépita (logpincome) y con el
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Figura 4.3: Distribucion del RMSE para los datos Ohio.

nivel educativo de la poblacién adulta, especialmente con el porcentaje de graduados uni-
versitarios (college), lo que refuerza la idea de un gradiente socioeconémico persistente. En
cuanto a las variables de gasto, se observa una estructura de correlaciéon bastante marcada
entre las distintas partidas presupuestarias. Por ejemplo, los gastos en apoyo al alumnado
(ppsupport) y al personal (pssupport), asi como sus proporciones sobre el gasto total, estan
fuertemente correlacionados entre si, lo cual es esperable dado que responden a decisiones
presupuestarias conjuntas y a restricciones contables. Sin embargo, su relacion directa con
pscore es més débil y, en algunos casos, incluso negativa, lo que sugiere que mayores asig-
naciones a estos rubros no se traducen necesariamente en mejores resultados promedio, al
menos de manera lineal. También es relevante la alta correlacion entre pobreza (poverty) y
proporcion de poblacion no blanca (nonwhite), asi como la correlacion negativa de ambas
con logpincome. Esta colinealidad indica que muchas de las variables explicativas estan
capturando dimensiones similares del contexto socioeconémico, lo que tiene implicancias
metodologicas claras: parte de la relaciéon observada entre pscore y ciertos gastos puede
estar mediada, o incluso enmascarada, por estas condiciones estructurales. En conjunto, el
grafico refuerza la idea de que el desempeno estudiantil estd mas estrechamente vinculado
al perfil socioeconémico y educativo del distrito que a la mera magnitud o composiciéon del

gasto escolar.

4.2.1. Resultados

En el caso de los datos de Ohio, los valores de RMSE se concentran en torno a 0.74-0.76,
si bien los resultados son comparables, es importante destacar que nuestros métodos logran
un mejor desempeno predictivo, presentando errores incluso menores que los obtenidos con

el LK, método que ya habia demostrado un rendimiento altamente competitivo en las simu-
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laciones. Esta cercania sugiere que, para Ohio, la estructura del problema permite que tanto
enfoques flexibles como modelos més simples capturen una fraccién importante de la va-
riabilidad de la respuesta. Desde el analisis exploratorio, esto es coherente con la presencia
de asociaciones claras entre la variable respuesta y las covariables, junto con una organiza-
cién espacial que no es completamente aleatoria, pero tampoco dominada por un patrén
global fuerte. El método KED presenta una mediana algo més elevada y una dispersion
ligeramente mayor, lo que puede interpretarse como una mayor sensibilidad a observaciones
extremas o a configuraciones particulares del muestreo. No obstante, esta diferencia no es
sustancial y no altera el orden general de desempeno. El método LK muestra resultados
muy cercanos a los enfoques kernel, reforzando la idea de que la incorporaciéon de suaviza-
do local es suficiente para capturar la variabilidad relevante del proceso. Por su parte, los
modelos SAR y OLS no muestran un deterioro marcado del desempeno, a diferencia de lo
observado en otros conjuntos de datos. Esto sugiere que, en Ohio, la dependencia espacial
global y las relaciones lineales con las covariables ofrecen una aproximacién razonable al
proceso subyacente. En conjunto, los resultados indican que, para este conjunto de datos,
la eleccion del método tiene un impacto limitado sobre el RMSE, y que las ganancias de

complejidad son moderadas, en linea con lo anticipado por el anélisis exploratorio.

4.3. Datos Saltillo

En segundo lugar trabajamos con datos obtenidos de la competencia Valuacion de
inmuebles de 2018 en la seccion Metadata de Fundacion Sadovsky (Metadatal [2018]). El
problema fue propuesto por el grupo de I+D de la empresa Navent en base a su experiencia
con ZonaProp. Navent es una empresa que se dedica a que sus usuarios consigan empleos y
hogares de la mejor manera posible. Nuestro objetivo es predecir el precio de los inmuebles
a partir de las variables que capturan los atributos fisicos del inmueble (modelo hedoénico):
metros totales, metros cubiertos, antigiiedad, cantidad de habitaciones, de garages y de

bafios. Contamos ademés con la ubicaciéon del inmueble, dada por su latitud y longitud.

Si bien el conjunto de datos original contiene observaciones de todo el pais, decidimos
utilizar y analizar los datos de la ciudad de Saltillo. Esta base contiene 967 observaciones.
Saltillo es la cabecera del municipio que lleva el mismo nombre, el cual se localiza en
el sureste del estado de Coahuila, a una altura de 1600 metros sobre el nivel del mar
(coahuila.gob, [2020).

Los graficos presentados en la Figura [I.4] permiten caracterizar de manera complemen-
taria la variabilidad espacial y marginal de la variable precio. En el boxmap (Figura (a))
observamos una marcada heterogeneidad en el espacio, sin una distribucién estricta por
grupo cuartilico aunque si con ciertos patrones. Los valores correspondientes a los grupos
superiores tienden a concentrarse en areas especificas del territorio, lo que sugiere la presen-

cia de zonas con mayor valorizacion relativa, mientras que los cuartiles inferiores aparecen
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Figura 4.4: Distribucion de la variable Precio (en miles de pesos mexicanos) de la base Saltillo.

maés dispersos y con mayor presencia en sectores periféricos. Esta superposicion parcial en-
tre grupos indica que la estructura espacial no responde a una estructura espacial simple,
sino a un entramado més complejo en el que coexisten valores altos y bajos en proximidad
geografica, lo que deja entrever posibles efectos locales o discontinuidades espaciales que

no quedarian capturadas por un anélisis puramente global.

El histograma muestra una distribuciéon claramente asimétrica a la derecha, con una
alta concentraciéon de observaciones en los rangos de precios méas bajos y sugiriendo algunos
datos extremos. Esto sugiere que la mayoria de las unidades analizadas se sitian en niveles
de precio relativamente moderados, mientras que los precios altos son menos frecuentes
pero influyen de manera sustantiva en la forma de la distribucién. La ausencia de sime-
tria y la presencia de valores extremos hacen poco plausible el supuesto de normalidad,
necesario para algunos métodos (LK, OLS, SAR). En conjunto, ambos graficos apuntan
a una distribucién no homogénea, tanto en el espacio como en el rango de los precios, lo
que justifica explorar modelos que contemplen explicitamente la variabilidad espacial y la

naturaleza fuertemente sesgada de la variable.

En la Figura[4.5] observamos el grafico de correlaciones el cual muestra que el precio del
inmueble esté fuertemente asociado con las variables que capturan el tamano en metros. En
particular, se observan correlaciones altas y positivas entre el precio y los metros cubiertos
y metros totales, lo que indica que la superficie es uno de los principales determinantes
del valor del inmueble. La magnitud de estas asociaciones sugiere que buena parte de la

variabilidad del precio esté explicada por diferencias en el tamano de las viviendas.

Asimismo, el precio presenta correlaciones positivas relevantes con el nimero de bafios
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Figura 4.5: Correlacion intrinseca para los datos Saltillo.
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Figura 4.6: Distribucion de RMSE para los datos Saltillo.

y de garajes, lo que refuerza la interpretacion de estas variables como indicadores del nivel
o la calidad del inmueble. No se trata de efectos marginales aislados, sino de atributos
que tienden a incrementarse conjuntamente con la superficie y, en consecuencia, con el
precio. El niimero de habitaciones también se asocia positivamente con el precio, aunque
con menor intensidad, lo que sugiere que este efecto esté en parte explicado por las medidas

de superficie.

En contraste, la antigiiedad muestra una correlacién negativa con el precio, indicando
que, en promedio, los inmuebles mas antiguos tienden a presentar valores de mercado mas
bajos. La intensidad de esta correlacién es pequena lo cual sugiere que la antigiiedad influye,

pero no domina la formacién del precio frente a variables como superficie o equipamiento.

4.3.1. Resultados

Recordemos con esta base de datos contamos con 967 observaciones y 6 covariables.
En la Figura[4.6] observamos los resultados que muestran algunas diferencias claras y otras
de menor magnitud en el desempeno predictivo de los distintos métodos, medido a través
del RMSE. En particular, los métodos semiparamétricos presentan valores de RMSE muy
similares entre si y tienden a registrar RMSE ligeramente menores que los enfoques pa-
ramétricos. Las medias se ubican en torno a 0.43-0.45, con dispersiones similares, lo que
indica un desempeiio estable frente a las distintas particiones o repeticiones del experimen-
to. Este comportamiento puede vincularse directamente con la estructura observada en
el analisis exploratorio. Por un lado, la distribucién del precio mostraba una variabilidad

considerable, con asimetria y ausencia de patrones espaciales simples.

Por otra parte, el mapa exhibe una marcada superposicion espacial de valores, sin
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patrones de variacion definidos ni regiones homogéneas de gran extensiéon. En ese contexto,
resulta razonable que métodos flexibles, capaces de capturar relaciones locales y no lineales
entre el precio y las covariables, logren un mejor ajuste que modelos que imponen una
estructura funcional rigida. El método LK se ubica en un nivel de desempeno comparable
al de los enfoques semiparamétricos, lo que sugiere que, aun bajo una formulaciéon mas
estructurada, la incorporaciéon de suavizado local permite adaptarse adecuadamente a la

heterogeneidad presente en los datos.

En contraste, el modelo SAR exhibe un RMSE sustancialmente mayor, lo que indica
un ajuste consistentemente pobre. En el caso del método KED se observa una dispersion
ligeramente mayor del RMSE en comparaciéon con los restantes enfoques basados en ni-
cleos. Este incremento en el desvio esta asociado a la presencia de un valor atipico, que
introduce una variabilidad adicional en el error de prediccién. Si bien la mediana del RMSE
se mantiene en un nivel comparable al de los otros métodos, la sensibilidad del procedi-
miento a observaciones extremas se refleja en una cola superior méas pronunciada de la
distribucién. Finalmente, el modelo OLS presenta un desempefio intermedio, peor que los
métodos flexibles pero claramente superior al SAR. Esto es consistente con el anélisis de
correlaciones, que mostraba relaciones fuertes entre el precio y variables de tamano y ca-
lidad del inmueble, lo que permite a un modelo lineal explicar una parte relevante de la

variabilidad.

4.4. Datos Meuse

En tercer lugar trabajamos con los datos clasicos del rio Meuse (Rikken y Van Rijn,
1993). Este conjunto de datos proporciona, entre otras variables, mediciones de diferen-
tes tipos de metales en la capa superior del suelo en una llanura aluvial del rio Meuse,
cerca del pueblo de Stein (Paises Bajos), medida en diferentes localizaciones espaciales,
las cuales estan identificadas con coordenadas geogréficas (latitud y longitud). En general,
este conjunto de datos se utiliza para predecir el valor de alguno de esos metales en una
localizacion espacial donde el mismo no fue medido; en este caso, queremos estudiar el
comportamiento de la concentraciéon de zinc en funcién de la concentracién de plomo y
cadmio, para poder predecirlo en sitios no muestrados. Particularmente, estos datos son
utilizados para ejemplificar el método de prediccion espacial clasico, Kriging . En
la Figura [4.7) el Boxmap muestra una organizaciéon espacial mas estructurada que en el
ejemplo anterior. Los grupos cuartilicos de concentracién mas elevada tienden a alinearse
siguiendo el rio Meuse, por lo que podemos asociar una clara influencia del espacio en
los valores de la variable objetivo. En contraste, los grupos cuartilicos inferiores aparecen
con mayor frecuencia alejados del rio indicando una diferenciacién espacial mas marcada
entre zonas de baja y alta concentracién. Esto implica una tendencia creciente en direccién

noroeste. Adn asi, persiste cierto solapamiento entre grupos.
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Figura 4.7: Distribucion de la variable zinc de la base de datos Meuse.

El histograma muestra nuevamente una distribucién asimétrica a la derecha, con una
fuerte acumulacion de observaciones en concentraciones bajas y una cola que se extiende
hacia valores elevados. Sin embargo, a diferencia de una distribucién donde casi todas las
observaciones se acumulan cerca del minimo y algunos valores extremos, aqui el histogra-
ma muestra un volumen no despreciable de datos en valores intermedios. Esta forma de la
distribucién es coherente con el patréon espacial observado: la franja de valores altos corres-
ponde a un subconjunto relativamente acotado de observaciones, mientras que la mayor
parte del area presenta concentraciones bajas o moderadas. En conjunto, ambos gréficos
indican que la variable exhibe una estructura espacial mas organizada, superpuesta a una
distribucién marginal claramente sesgada, lo que refuerza la necesidad de considerar simul-

taneamente la dependencia espacial y la asimetria de la variable en los anélisis posteriores.

La Figura[d.§ presenta la estructura de correlacion entre zinc, lead y cadmio en los datos
de Meuse, considerando al zinc como variable respuesta. Se observan correlaciones positivas
muy elevadas entre el zinc y las dos covariables, en particular con lead y cadmio, lo que
indica que las concentraciones de estos metales tienden a variar de manera conjunta en el
area de estudio. Esta asociaciéon sugiere la presencia de procesos geoquimicos comunes o de

fuentes compartidas de contaminaciéon que afectan simultaneamente a los tres elementos.

La correlacion casi perfecta entre zinc y lead, junto con la también elevada asociacién
con cadmio, pone de manifiesto una fuerte dependencia lineal entre las variables. Desde
un punto de vista exploratorio, esto refuerza la idea de que plomo y cadmio contienen

informacién altamente relevante para explicar la variabilidad del zinc. Sin embargo, tam-
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Figura 4.8: Correlacion intrinseca para los datos Meuse.

bién advierte que estas covariables no aportan informacién independiente entre si, ya que

mantienen una correlacién interna muy alta.

4.4.1. Resultados

En este caso contamos con 155 observaciones y dos covariables. En la Figura [£.9] los
resultados muestran un comportamiento sensiblemente distinto al observado para Saltillo,
con desempenos mas homogéneos entre los métodos considerados. Los valores de RMSE
se concentran en un rango estrecho, con medias muy proximas entre si, lo que indica
que ningtn enfoque se impone de manera clara sobre el resto en términos de precisiéon
predictiva. Esta cercania entre distribuciones sugiere que, para este conjunto de datos,
las diferencias entre métodos son mucho menos pronunciadas y no presentan el caracter

sisteméatico observado previamente.

Este resultado es coherente con el analisis exploratorio, donde la variable respuesta
presenta una estructura espacial mas organizada y una dependencia espacial mas marcada,
pero, sobre todo, una relacién clara con las covariables. En este contexto, tanto los mé-
todos que incorporan explicitamente la dependencia espacial como aquellos més flexibles
logran capturar adecuadamente la variabilidad del proceso, lo que se refleja en desempenios
similares. A diferencia del caso de Saltillo, donde la heterogeneidad local y la ausencia de
un patrén global penalizaban a ciertos modelos, aqui la informacién espacial resulta menos

conflictiva con los supuestos de los distintos enfoques.
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Figura 4.9: Distribucion del RMSE para los datos Meuse.

4.5. Datos Jura

En cuarto lugar, trabajamos con un conjunto de datos Jura. Los datos fueron recolec-
tados por el Instituto Federal Suizo de Tecnologia en Lausana. Nuestro objetivo es predecir
las concentraciones de cadmio, usando las concentraciones de otros metales presentes en la
muestras como cobalto (Co), cromo (Cr), cobre (Cu), niquel (Ni), plomo (Pb) y zinc (Zn)
en una region en el Jura suizo. Todas las concentraciones de metales fueron medidas en 359
ubicaciones. En este caso, el mapa (Figura[4.10] (a)) muestra una distribucion espacial mas
fragmentada y menos alineada con una estructura dominante clara. Los distintos grupos
entre cuartiles aparecen ampliamente intercalados en el territorio, sin que se identifiquen
zonas extensas ocupadas de manera predominante por un tnico rango de concentraciones.
Si bien pueden reconocerse agrupamientos locales de valores altos o bajos, estos no se tra-
ducen en patrones espaciales continuos ni en una variacién ordenada en el espacio, sino que
se manifiestan a escalas mas pequenas. Esta distribucién sugiere una fuerte variabilidad

local y una dependencia espacial débil o, al menos, no facilmente capturable.

El histograma presenta una distribucion unimodal (Figura con asimetria a la
derecha, concentrando la mayor parte de las observaciones en valores bajos y medios de
concentracion, y solo unos pocos valores elevados. En conjunto, ambos graficos indican que
la variabilidad de la concentracién de cadmio estd dominada principalmente por fluctua-
ciones locales, méas que por contrastes espaciales de gran escala, lo que sugiere un escenario

en el que los efectos espaciales se manifiestan principalmente a distancias cortas.

La Figura resume las correlaciones entre las concentraciones de los distintos me-
tales, considerando a la concentraciéon de cadmio (Cd) como variable respuesta. En primer

lugar, se observa que el cadmio presenta correlaciones positivas de magnitud moderada con
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Figura 4.10: Distribucion de la variable Concentracion de Cadmio (mg/kg) de la base Jura.
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Figura 4.12: Distribucion del RMSE de los datos Jura.

varias de las restantes variables, en particular con Zn y Cr, y en menor medida con Ni. Esto
indica que las areas con concentraciones elevadas de estos metales, en promedio, también
tienden a presentar concentraciones altas de cadmio, lo que sugiere la posible existencia
de fuentes comunes o de procesos geoquimicos compartidos que afectan simultdneamente

a varios elementos.

Las correlaciones entre las covariables muestran ademés una estructura interna mar-
cada. Destacan las asociaciones elevadas entre Cu y Pb, asi como entre Ni y Cr, lo que
apunta a agrupamientos de metales que varian de forma conjunta. Esta organizacion no es
aleatoria y sugiere que el sistema estd gobernado por uno o més factores latentes que ex-
plican gran parte de la variabilidad conjunta, més que por relaciones independientes entre

pares de variables.

4.5.1. Resultados

En este caso contamos con 259 observaciones y dos covariables. Los resultados ob-
servados en la Figura muestran nuevamente diferencias apreciables en el desempeno
predictivo de los métodos, aunque con un patrén distinto al observado en Saltillo y Meuse.
Entre los semiparamétricos se destacan el K1S, K1M, los cuales presentan los valores de
RMSE mas bajos, con medianas ubicadas en torno a 0.63-0.65, lo que indica una mayor
capacidad para adaptarse a la estructura del proceso subyacente. Dentro de este grupo,

K1M se destaca levemente.

El método LK presenta un desempeno comparable al de los enfoques semiparamétricos,
lo que sugiere que la incorporaciéon de suavizado local es suficiente para capturar gran parte

de la variabilidad del proceso, aun bajo una formulaciéon més estructurada. En contraste,
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el modelo SAR exhibe el mayor RMSE y una dispersion levemente més baja, lo que indica

un desempeno inferior.

El modelo OLS muestra un desempeno intermedio, mejor que SAR pero claramente por
detras de los métodos semiparamétricos. Esto sugiere que, si bien las covariables explican
una parte sustancial de la variabilidad del cadmio, las relaciones no son completamente
lineales ni homogéneas en el espacio. En conjunto, los resultados para Jura refuerzan la
conclusiéon general de que, en presencia de heterogeneidad espacial y ausencia de una es-
tructura global clara, los métodos flexibles tienden a ofrecer ventajas predictivas frente a

enfoques paramétricos globales.

4.6. Comparaciéon del desempeno predictivo entre dos blo-

ques muestrales para el conjunto Ohio

En esta secciéon comparamos el comportamiento de los métodos cuando la validacion
se realiza por bloques no aleatorios, en contraposiciéon con la validaciéon aleatoria utilizada

en las secciones anteriores.

En particular, analizamos dos bloques muestrales de prueba, que difieren en la localiza-
cioén espacial y en las caracteristicas distribucionales. Para cada combinacién de muestra y
predictor se calcularon los errores de prediccién al cuadrado de cada punto y se resumieron
mediante su media (MSE) y su desvio (reportados entre paréntesis). Este enfoque permite
comparar, por un lado, el desempeno relativo de los distintos métodos para cada muestra
de entrenamiento y prueba y, por otro, evaluar céomo las diferencias en la estructura de

dichas muestras influyen en la precision y estabilidad de las predicciones.

En la Figura[4.13] graficamos los conjuntos de entrenamiento y de prueba de la Mues-
tra 1 (panel superior) y la Muestra 2 (panel inferior). Al comparar los conjuntos de
prueba desde el punto de vista espacial (paneles correspondientes a prueba), observamos
que presentan patrones de distribucién espacial diferentes. La primera muestra de prueba
(panel (b)) exhibe una dispersion de valores por cuartiles caracterizada, relativamente, por
valores mayores a la media. Por otro lado, la segunda muestra de prueba (panel (d)) posee
mayor variabilidad, con valores maximos (cuartiles 75-100 %) concentrados en la zona norte
de la region observada, mientras que los valores minimos (cuartiles 0-25 %) se agrupan en

el sureste, con una separaciéon geografica muy clara entre los grupos de alto y bajo valor.

Por otro lado, en la Figura observamos la distribuciéon de la variable respuesta
Pscore. Observamos una diferencia clara en la estructura de la distribuciéon: en la Muestra
1, la distribucién se encuentra fuertemente concentrada en un rango relativamente acotado
de valores, principalmente entre 60 y 90, con muy escasa presencia de observaciones bajas

y una forma global unimodal y regular. En contraste, la Muestra 2 presenta una distribu-
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Muestra K1S KIME K2ME KIM KED LK SAR OLS

Muestra 1~ 0.54 046 046 0.45 052 056 051  0.52
(0.71)  (0.56) (0.57) (0.56) (0.64) (0.7) (0.65) (0.64)

Muestra2 071 0.65 0.61 063 071 07 07 0.71
(1.24) (0.91) (0.81) (0.87) (1.25) (1.25) (1.24) (1.25)

Cuadro 4.1: MSFE para cada método y cada muestra. Entre paréntesis se informa el desvio estandar

de los errores al cuadrado.

cion mas extendida hacia valores bajos, con mayor heterogeneidad y una forma claramente
més irregular, evidenciada por la presencia de multiples picos y una densidad menos con-
centrada. Esta mayor complejidad estructural de la Muestra 2 configura un escenario de
prediccién mas exigente, ya que la variabilidad de la respuesta es considerablemente mayor

que en el caso de la Muestra 1.

4.6.1. Resultados

En la Tabla 4.1 se reportan los MSE y, entre paréntesis, los desvios de los errores al
cuadrado para cada muestra. Dentro de cada muestra observamos ventajas consistentes
de los métodos K1M, KIME y K2ME, sobre el resto de predictores. En Muestra 1, estos
métodos presentan los menores niveles de error, con valores de RMSE muy similares entre si
y claramente inferiores a los del resto de los predictores, lo que indica una mejora moderada
pero sostenida en la precision de las predicciones. En cambio, predictores como K1S y
LK exhiben errores mas elevados, mientras que SAR, OLS y KED se ubican en un nivel
intermedio. Este mismo patrén se mantiene en Muestra 2, donde K2ME logra el menor
RMSE, seguido de cerca por KIM y KIME, confirmando su mejor desempeno relativo
incluso en un escenario mas exigente. Aunque el error global aumenta en esta muestra para
todos los métodos, la jerarquia entre predictores se conserva, lo que sugiere que los enfoques
K1M, KIME y K2ME ofrecen un comportamiento mas robusto respecto de la variaciéon de

la muestra a predecir y sisteméaticamente mas preciso dentro de cada conjunto de datos.

En la Figura y observamos las predicciones por cuartiles, para cada método,
de los datos de la Muestra 1 y Muestra 2, respectivamente. En este contexto, los métodos
K1M, KIME y K2ME reproducen de manera consistente la ubicacién relativa de varios
puntos pertenecientes al grupo cuartilico superior y conservan en buena medida la estruc-
tura general observada. K1S presenta un patréon algo mas uniforme, con menor contraste
entre grupo cuartilicos. El método LK mantiene una distribucién espacial coherente con
los datos, aunque con cierta regularizaciéon en algunas zonas. Por su parte, OLS y KED
tienden a mostrar una mayor homogeneidad en la asignacién de grupos cuartilicos, redu-

ciendo la variabilidad local, mientras que SAR refleja parcialmente la dependencia espacial
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sin generar contrastes tan marcados. En conjunto, la Muestra 1 evidencia un desempeno
visual relativamente similar entre varios métodos, lo que sugiere que la estructura espacial
de esta muestra no impone grandes desafios en términos de diferenciacion local del puntaje.
En la Figura la comparaciéon gréfica entre los predictores y los datos reales muestra
diferencias claras en la capacidad para reproducir la heterogeneidad espacial observada.
Los datos reales presentan zonas bien definidas de valores altos y una marcada variabilidad
local. En este contexto, K2ME y, en menor medida, K1S, KIM y KIME, logran captu-
rar con mayor nitidez los focos de alto puntaje y las transiciones entre grupos cuartilicos,
reproduciendo mejor los contrastes espaciales. El método LK muestra un comportamien-
to intermedio: consigue reflejar parte de la estructura espacial y algunas zonas intensas,
aunque con un grado de suavizado mayor que K2ME, lo que ateniia ciertos extremos. Los
métodos globales o de estructura més rigida, como OLS, SAR y KED, tienden a generar
superficies un tanto mas uniformes. En conjunto, la evidencia visual sugiere que los méto-
dos con mayor capacidad de adaptacion local, los semiparamétricos, reproducen con mayor
fidelidad la estructura espacial de la Muestra 2, mientras que los enfoques més globales

privilegian regularidad a costa de la precisiéon puntual.
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() OLS. (h) SAR. (i) KED.

Figura 4.16: Distribucion de las predicciones de la variable pscore de la Muestra 2 la base Ohio.



Conclusiones generales

En esta tesis se estudié un modelo autorregresivo espacial de tipo semiparamétrico
orientado a problemas de predicciéon. El enfoque adoptado permitié integrar, dentro de una
misma formulacién, una estructura lineal interpretable y una componente no paramétrica

flexible, preservando al mismo tiempo la dependencia espacial inherente a los datos.

Desde el punto de vista tedrico, se establecieron resultados asintoticos para los esti-
madores asociados tanto a los pardmetros lineales como a la componente no paramétrica,
bajo un conjunto de hipétesis que, si bien son estandar en la literatura, no estdn exentas
de restricciones. Estos resultados aportan respaldo formal al procedimiento de estimacion
propuesto, y a las predicciones que dichas estimaciones permitieron, ademés de caracteri-
zar su comportamiento en muestras grandes. Concretamente hemos probado la normalidad
asintotica del parametro lineal, cuyo resultado nos permitié obtener las tasas de conver-
gencia tanto para dicho pardmetro como para la componente no paramétrica. A partir de
ello, podemos asegurar la convergencia del predictor, que constituye uno de los objetivos

de esta tesis.

Los estudios de simulacién realizados permitieron complementar el anélisis tedrico y
evaluar el desempeno del modelo en escenarios controlados. Los resultados sugieren que
el enfoque semiparamétrico logra un desempeno competitivo en términos de error de pre-
diccion frente a métodos paramétricos tradicionales, especialmente en situaciones donde
la especificacion funcional es més compleja o parcialmente desconocida. Al mismo tiem-
po, observamos que el grado de dependencia espacial y la distribuciéon de los puntos en el
espacio influyen de manera no trivial en la calidad de las predicciones, lo que refuerza la
necesidad de cautela al interpretar los resultados y de un anélisis exploratorio adecuado

previo a la aplicacién del modelo.

La aplicaciéon a datos reales mostré que la metodologia propuesta es operativamente
viable y capaz de adaptarse a distintos contextos empiricos. En estos casos, el modelo
semiparamétrico permitié capturar patrones que no siempre son recogidos por enfoques
puramente paramétricos, sin evidenciar pérdidas en el desemperio predictivo. Sin embargo,
las mejoras observadas no son uniformes en todos los conjuntos de datos, lo que sugiere que

el beneficio del enfoque depende fuertemente de las caracteristicas especificas del problema
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considerado.

En conjunto, los resultados obtenidos indican que el modelo autorregresivo espacial
semiparamétrico y el algoritmo de estimacién propuestos en esta tesis constituyen una
alternativa valida dentro del conjunto de herramientas disponibles para la prediccién espa-
cial. Su principal aporte radica en ofrecer mayor flexibilidad cuando la estructura funcional
subyacente es incierta y evitar la estimaciéon tanto de estructuras de covarianza como de

matrices de vecindario.

Como lineas futuras de investigacion, resulta natural considerar extensiones del modelo
a contextos no estacionarios, a estructuras de dependencia méas generales o flexibilizar los
supuestos sobre la estructura de los sitios de muestreo, modelandolos como aleatorios.
Asimismo, queda pendiente la propuesta, y posterior analisis teérico, de un estimador de
la varianza de los parametros de la componente lineal que permita realizar inferencia sobre
los mismos, ya sea mediante la derivaciéon de un estimador clésico consistente o mediante

una aproximacion bootstrap de la varianza adaptada a estructuras de dependencia.
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Apéndice A
Resultados Auxiliares

A continuacién introducimos algunos resultados necesarios para probar nuestro resul-

tado principal.

Teorema A.0.1 (Teorema 5, Odaira y Yoshihara (1971) ). Sea {Vj} una funcion aleatoria

real, estrictamente estacionaria, de media cero y fuertemente mixing, tal que

5/

ElViY <o y Za(n)m<oo (0< 8 <),

n=1
y o
Var(Vy) + 2 Z Cov(Vi,Vi4k) > 0.
k=1
Sea Sp = "p_1 V& y s2 = E(S2). Entonces,
S

lim sup
n—oo (252 loglog s2)

1/2 = C.S.

Lema A.0.2 (Aneiros-Pérez y Vieu| (2008)). Sea {Vi} un proceso real, estacionario, fuer-

temente mizing y de media cero, tal que para algin r > 4,

mix E|V;|" < C < oo.

1<k<n
Sea {ax, i,k = 1,...,0} una sucesion de nimeros positivos tal que Maxi<;p<n |air| =
O(ay). Si, ademds,
[o¢]
5+4~v
Zn‘l(lﬂ)oz(n) <oo (0.5<vy<1),
n=1
entonces,
n
. _ ~1/241/r A
max a;k Vi —O<a N lo n) c.S.
1<i<h Z ik VEk n g

Teorema A.0.3 (Walk| (2010)). Sean {Y;,}n>1 variables aleatorias reales idénticamente
distribuidas. Si E(|Y1]log" [Y1]) < 0o e {Y,,} es a-mizing con

an =0(n"%  para algin b > 0,
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entonces

1 n
= E Y, — EY1) cs.
n

i=1

Teorema A.0.4 (Teorema 1.7, Ibragimov| (1962)). Sea {Y;} un proceso aleatorio estacio-
nario fuertemente a-mizing, tal que

E|Y; "+ < o0

para algin 6 > 0, y ademds

Z(a(j))é/(ﬂé) < o0.

oo
j=1

FEntonces,

o’ =E(Yo — EY)* +2) E[(Yo — EY))(Y; — EYj)] < oo,
7j=1

Ademds, si o #0 y E[Y;] =0, entonces

Yi+--+Y, 1 z
IP’(M < z) — / e /2 du,
o'\/ﬁ n—o00 /21 J_
Teorema A.0.5 (Teorema 3.1 Dabo-Niang et al| (2016)). Si se cumplen las siguientes

hipdtesis

H1: La funcién de densidad f y la funcién de regresiéon r son continuas en D y se cumple

que infp f > 0.
H2: La funcion de densidad f y la funcién de regresion r son Lipschitz.

H3: Las funciones K;(-) y K2(-) son nucleos integrables y acotados en R. Ademas, el

nicleo K (+) satisface ciertas condiciones de Lipschitz.
H4: Existen constantes C1; y Co; con 0 < C; < Cy; < 0o, para i = 1,2, tales que
Criljgq)(s's) < Ki(s) < Ca1ljgq)(s’s) para s € R,

Cialp)(t) < Ka(t) < Calpyy(t) parat € R,
donde s’ denota la transpuesta de s.
H5: Condicion de dependencia local. La densidad de probabilidad conjunta fx; x; de

(Xi, Xj) existe, es acotada y, para todo u,v € R?, verifica para alguna constante
C >0, que | fx; x;(u,v) — fi(u)fj(v)| < C, para todo u,v,i # j.
H6: (n,m) < Cmin(n,m) y bl plologab3uf% — oo con el coeficiente de mezcla 6 >
N(s(d+4)+2d),s >2y
~ s(0+N(d+2) 9 — s(0+ Nd) .
TO—N(s(d+4)+2d) ' 60— N(s(d+4)+2d)’
_ s(N(d+2)—-0) 0. — —2(N(s+d)+0)
TO—N(s(d+4)+2d) P 60— N(s(d+4) +2d)

to

02
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H7: ¢(n,m) < C(n+m + 1)5 y ﬁbﬁé)pfqv(l’ log fl%uﬁé — 0o con el coeficiente de mezcla

0>N(s(d+3+23)+2(d+1)),s>2,3>1y

o — s(0+ N(d+3)) g s(0+ N(d+1))
=

0—Ns@t+3+20) +2Wd+1) ' 0-N(s(d+3+28) +2d+1)

o S(N(d+1) — ) g “AN(s+d+1)+0)
-

0—N(s(d+3+28)+2(d+1)) ° 0—N(s(d+3+28)+2(d+1))

HS8: (i) Las densidades fi y fx,v; de Xy (Xj,Y;) son tales que

sup |fi(x) = f(2)] = o(1), sup |i(2) — ()| = o(1)
2R (i—io) /m||<h w€R%| (i) /ml|<h

cuando h — 0 con ¢;(z) = [yfx,v;(z,y)dy. La densidad condicional in,leyi,Yj de
(Xi, Xj) dado (Y3,Y)) v la densidad condicional fy;y; de X;j dado Yj existen y

fxixvy s tle,uw) <Oy fxy(ylu) <C

para todo x,y,u,t,1i,]J.
(ii) E(|Y3]®) < oo, sup, [ |v|*fx,y; (u,v) dv < C para algin s > 2, para todo i.
Sea ga(u) = Var(Yj|X; = u) independiente de i y continua en un entorno de x:
sup  |g2(u) — g2(x)| = 0(1) cuando b — 0.
Adicionalmente, gs(u) = E(|Y; — r(2)|?|X; = u) es independiente de i y continua en

un entorno de z. g(u,v,z) = E((Y; — r(2))((Yj — r(2))|Xi = u, Xj = v),Vi # j, no

depende de i,j y es continua en un entorno de (x, z).

Entonces

lim sup |r,(z) —r(z)]=0 c.c.
n—o0 zeD

Con . .
> ier, YiKi((z — Xi)/bn) K2,p, ([[i0 — i|)

Yiez, Ki((z = X5) /bn) K2,p, ([[i0 — i[]) 7

() =

e T, una grilla regular en Z%.
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