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Entre el mes de julio y fines de septiembre del corriente
aiio el ilustre matemdtico francés Georges Valiron hizo una
visita @ los paises de América Meridional, Argenting, Chile
y Uruguay como mensajero de Francia para reanudaer las re-
laciones culturales interrumpidas por la guerra. En los dias
7 a 9 de agosto tuvimos el honor de tenerlo huesped en Rosa-
rio, dictando en el Instituto de Matemdtica dos interesantes
conferencias: una de caracter general relatando sobre los tra-
bajos de Analisis publicados en Francia durente la ocupa-
cion, la seqgunda dé argumento mds especializado sobre estu-
dios recientes en el campo de la teoria de las funciones de va-
riable compleja. El tema de la primera conferencia forma
parte de un conjunto de relaciones distribuidas entre varios
matemdticos franceses para_informar al mundo cientifico so-
bre el trabajo desarrollado en Francia en las distintas ramas
de la matemdtica en los 4 y mds afios de forzoso aislamiento
y que, en su tdioma original, apareceran en publicacion apro-
piada. Agradecemos al distinguido profesor de la Universi-
dad de Paris el privilegio de publicar a continuacion dicha
relacion en traduccion castellana.
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RELACION SOBRE LOS TRABAJOS DE ANALISIS
MATEMATICO PUBLICADOS DURANTE
LA OCUPACION

por GEORGES VALIBON

Doscientas ocho notas, articulos, memorias y libros dedi-
cados al Anélisis han sido publicados en Francia durante el pe-
riodo comprendido entre julio de 1940 y fines de 1944. Este
numero no comprende evidentemente los. trabajos que han po-
dido publicar los franceses que se encontraban fuera de Francia;
en cambio estan incluidas las publicaciones. de extranjeros resi-
dentes en Francia trabajando en investigaciones de inspiracion
francesa. ,

Es preciso observar que las fronteras entre el Analisis y las
ramas vecinas de la matematica son muchas veces bastante
dificiles de sefialar, pudiendo por tanto suceder que sean citados
trabajos que merecen ser mencionados también desde otros pun-
tos de vista. ;

Hemos agrupado los trabajos bajo nueve titulos: I. Numeros,
conjuntos, topologia y métrica; Il. Funciones de variables rea-
les; III. Funciones de una variable compleja; IV. Funciones
de varias variables complejas; V. Funciones armoénicas y po-
tencial; VI. Ecuaciones diferenciales; VII. Ecuaciones en deri-
vadas ‘parciales; VIII. Ecuaciones integrales; IX. Trabajos y
obras diversas. Al fin de cada titulo figuran los nombres de to-
dos los autores y el ntimero de sus publicaciones en cada re-
vista o coleccion que se designan con las abreviaciones siguien-
tes: Comples Rendus, C; Annales de UEcole Normale, A;
Journal de Mathématiques, J; Annales de la Faculté de Tou-
louse, T; Bulletin des Sciences Mathématiques, M; Actualités
Scientifiques, H; Revue Scientifique, R; Enseignement Mathé-
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matique, E; Obras separadas, O. El nimero que sigue a la
letra indica el correspondiente nimero de articulos (1).

I. Numeros, conjuntos, topologia y métrica. — El grupo
Bourbaki ha hecho aparecer los dos primeros fasciculos del
libro III, titulado Topologia General, de la primera parte de su
tratado. Se sabe que este grupo de matematicos se ha pro-
puesto revisar los conceptos desde el origen, con el fin de dar fun-
damentos sélidos al conjunto de toda la mateméatica moderna,
Este proposito le obliga, dice él, a adoptar primeramente un
modo de exposicion axiomatico y abstracto, y a proceder muy
frecuentemente de lo general a lo particular. Ademas, las nece-
sidades de la demostracion exigen que los capitulos, los libros
y las partes se sucedan en un orden légico rigurosamente fijado.
El lector debe poseer un cierto poder de abstraccién y mucha
paciencia. La Topologia general es el estudio de las correspon-
dencias entre elementos de conjuntos muy generales para los
cuales se pueden definir los entornos y por consiguiente la con-
tinuidad y los limites. Estos elementos se llaman puntos, pero
el lenguaje geométrico no puede hacer olvidar que se tra-
ta de Analisis, y en el capitulo IV se encontraran los ieo-
remas clasicos sobre las funciones continuas, la convergencia
de series y la aproximacién de ntmeros. He aqui el motivo
de porqué la obra de Bourbaki debemos seialarla en este
lugar. Es conveniente seiialar que si bien considera los espacios
mas generales, Bourbaki no pierde de vista las aplicaciones
y que tiene buen cuidado de excluir, gracias a axiomas conve-
unientes, ios espacios teratologicos.

Aparte de su obra, Bourbaki ha publicado una nota
que la compieta sobre espacios que califica de minimales y com-
pletamente separados. Uno de los miembros del grupo, Dieu-
donné, ha estudiado bajo el nombre de paracompactos una
generalizacion de los espacios compactos.

Las viejas concepciones de Fréchet sobre el Anélisis general

(*) Nos hemos permitido afiadir en alguna de estas referencias la sefialacién
de unos pocos trabajos aparecidos en las Publicaciones del Instituto de Ma-
temdtica de Rosario con fecha posterior al periodo encarado en esta Relacidn,
pero que le pertenecen por el tiempo de su redaccién, habiendo sido la publi-
cacién atrasada por dificultades inherentes a la situacién internacional. N.
DE LA RED.
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y los espacios abstractos han sido desarrolladas por uno de sus
alumnos Ky Fan, de nacionalidad china, que ha vivido en
Francia durante toda la ocupacién y cuya obra durante este
periodo es esencialmente francesa. En su tesis ha estudiado los
polinomios abstractos y la representacion de ciertas clases de
funciones abstractas por series uniformemente convergentes de
tales polinomios, asi como la nocion de diferencial en el sen-
tido de Hadamard-Fréchet; ha puntualizado la nocién de tipo
de dimensiones de Fréchet, introduciendo la nocion de tipo ho-
mogéneo de dimensiones, y ha dado una caracterizacion topo-
légica del arco simple y de la semirecta topologica en los es-
pacios de Riesz. Sobre esta cuestién volvid poco después como
aplicacion de un estudio sobre conjuntos que llama filiformes.

Las funcionales lineales en los espacios uniformemente con-
vexos de Banach han sido estudiados muy simplemente por
Fortet. 4

En este dominio del analisis general se podrian citar nume-
rosos trabajos de Julia sobre los espacios de Hilbert, a los
cuales se relaciona una nota de Marrot, pero estas investi-
gaciones pareceran mas propias en una relacion sobre Topologia
y Geometria. ;

Choquet ha dado una clasificacion de los continuos planos
o espaciales deducida de la consideracion de puntos invarianies en
las transformaciones homeomorfas de esos continuos en si mis-
mos. :

La teoria de la medida se ha enriquecido por los trabajos
de Favard sobre la medida en los espacios compactos, semi-
compactos y separables; de H. Cartan quien, basindose so-
bre un teorema de aproximacién, demuestra, sin utilizar el axio-
ma de eleccion, la existencia y la unicidad de una medida inva-
riante por las traslaciones a izquierda, en el caso de grupos local-
mente compactos; de Choquet, a quien una definicion de
las transformaciones isométricas de conjuntos respetando la dis-
tribucion de las masas, permite estudiar la aplicabilidad, la
variacién total de una funcion y las integrales.

En la totalizacién de Denjoy, la progresion transfinita es
de un empleo esencial. Denjoy se ha propuesto introducir
en el analisis clasico los numeros transfinitos de la clase II.
Para ello considera el nimero transfinito como indicador del
orden de un elemento en un conjunto bien ordenados. A un
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numero irracional comprendido entre cero y uno, dado por su
desarrollo neperiano, hace corresponder biunivocamente una per-
mutaciéon de la serie de los enteros positivos; mediante ciertas
condiciones a esta permutacién corresponde un namero trans-
finito de la clase II. Todo ntimero transfinito de la clase II
puede ser definido de esta manera.

REFERENCIAS: Bourbaki C102, H. Cartan Cl, Choquet C3, Denjoy C3, Dieu-
donne J1, K. Fan C4 J1 B2 (Bull. Soc. Roy. Liege 1), Favard J1, Fortet Cl.

II. Funciones de variables reales. — Denjoy ha publi-
cado las tres primeras partes de su gran obra sobre el calculo
de los coeficientes de una serie trigonométrica. El habia dado
en 1921 los principios fundamentales de este método bajo una
forma muy condensada, en cinco notas de los Comptes Rendus;
expuso después el método en detalle en 1938-39 en sus cursos
en la Universidad de Harvard. La obra en curso de publicacion
es en realidad una exposicion de toda una parte de la teoria de las
funciones de variables reales y desarrolla teorias generales de-
bidas al autor. El problema propuesto es el siguiente: se sabe
que si una funcién f(x) es la suma de una serie trigonométrica
convergente en todo punto, esta serie es tnica y los coeficientes
deben ser determinados por los datos de f(x). ¢Como se podran
calcular? El problema es resuelto por Denjoy. La primera
parte de la obra esta dedicada al estudio de la derivacion segunda
generalizada de Riemann, la segunda a la métrica y a la to-
pologia de los conjuntos perfectos y de las funciones, la ter-
cera a la determinaciéon de una funcién continua por sus na-
meros segundos generalizados, la parle cuarta, cuya aparicion
ha sido retrasada por las circunstancias, tratara principalmente
de los ntimeros transfinitos y el autor desarrollara los conceptos
mencionados. Estos libros de Den joy constituyen la obra ori-
ginal de matemitica més notable aparecida durante la ocupa-
cion; la lectura se encuentra facilitada por el cuidado puesto
en la redaccion.

Esta preocupacion de hacer faciles las cosas fué también la del
maestro de la teoria de funciones de variables reales, Lebesgue,
prematuramente desaparecido en 1942; ella se encuentra en una
de sus tltimas publicaciones, donde da un ejemplo de funcién
continua sin derivada mas simple que la de Weierstrass.

En este dominio de las series trigonométricas y de las fun-



— 142 —

ciones de variacion limitada sefialemos una nota de d’Arbault
sobre la convergencia absoluta de las series trigonométricas en
la cual se generaliza un teorema de Fatou, una nota de
Schwartz sobre las funciones de variacion limitada y las cur-
vas rectificables, y sobre todo, una nota en la cual Choquet
resuelve un problema propuesto por Lebesgue definiendo la
primitiva de una funcién con respecto a una funcién de varia-
ci6on no limitada.

La aproximaciéon de las funciones de una variable ha sido
estudiada por Roussel que obtiene bonitos resultados sobre
la aproximacion local de funciones continuas, por ejemplo el
siguiente: el crecimiento entre x y 4+ h (donde h es positivo)
de una funcién continua F(z) es la suma de una iserie en
sen (nh), cuyos coeficientes dependen de F(z) y de un término
o(g(h)) donde g(h) es una funcién arbitraria dada de h, cre-
ciente y tendiente a cero con h. Roussel resuclve después
el problema inverso de la determinacion de funciones por su
crecimiento infinitesimal.

También a un problema de aproximacion esta consagrada
la brillante tesis de Schwartz. Se trata de la aproximacion
de funciones continuas sobre el segmento (0,4 ) por polino-
mios de Dirichlet ~

ao _i_.‘al e—?ﬂllx + Ty _I_an e”?ﬁ)\nw

donde la sucesion de los X\, estd formada de ntmeros positivos
dados indefinidamente crecientes. Se sabia que para que toda
funcién continua pueda ser aproximada en menos de &, por
pequeiio que sea &, por un tal polinomio, es necesario y sufi-
ciente que la serie de término genmeral 1/\, sea aivergente.
Schwartz ha considerado el caso en que esta serie converge
y ha determinado todas las funciones susceptibles de ser aproxi-
madas. Ellas son analiticas, holomorfas en un semiplano y
representables por una serie cuyos términos son polinomios de
Dirichlet, la cual converge wuniformemente en el semiplano.
Schwartz ha extendido sus investigaciones al caso en que el
segmento . (0,+ o) es sustituido por un segmento finitoy ha
estudiado ciertas propiedades extremales de los polinomios de
Dirichlet. En una memoria ulterior considera el caso en que
las )\, son numeros reales de signos cualesquiera. Todas estas
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investigaciones salen evidentemente del cuadro de las funciones
de variable real y tlenen sus aplicaciones en la fteoria de fun-
ciones analiticas.

Los polinomios de Dirichlet de los cuales acabamos de ha-
blar se cambian en polinomios trigonoméiricos cuando se reem:-
plaza x por iz, resultando entonces los polinomios que se con-
sideran en la teoria de funciones casi-periodicas, siendo los X,
reales cualesquiera y los a, reales o complejos; una funcién ca-
si-periddica de la variable real x es el limite de una suma dae
tales polinomios, siendo la convergencia uniforme. Fréchet
ha introducido las funciones asintoticamente casi-periddicas y
las ha utilizado en el estudio del problema ergédico de Birkhoff.

Una funcién asintéticamente casi-periédica es la suma de
una funcién casi-periédica ordinaria y de una funcién que tien-
de a cero cuando la variable real x tiende a infinito.

Favard ha escrito, estando prisionero, una memoria sobre
los multiplicadores de interpolacion. Si f(x) es definida y con-
tinua sobre el segmento (0,1) y satisface ciertas condiciones,
los multiplicadores de interpolacion de Favard son funciones
Ak(z) definidas sobre el mismo segmento y tales que f(x)
sea el limite para n infinito de la suma

n—1

«f( ) AH(z).

k=

Favard estudia los multiplicadores no-negativos -asociados
a las funciones continuas y los multiplicadores cualesquiera aso-
ciados a las funciones de variaciéon limitada, dando, ciertas ex-
tensiones a las funciones de dos variables. Los ejemplos que da
para el caso de multiplicadores positivos se relacionan con la
teoria de probablhdades

El cilculo de variaciones fué el objeto de la primera parte
de la tesis de Pauc: empleando los métodos de Fréchet y
de Menger, precisa sobre numerosos puntos los resultados cono-
cidos y hace una interesante comparacién entre la integral de
Lebesgue utilizada por Tonelli y una integral introducida por
Weierstrass y generalizada por Burkill. Choquet ha estudia-

‘do las curvas minimizantes del calculo de variaciones introdu-

ciendo la nocién de arcos equivalentes asociados a una distribu-
cion de masas.
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Seinalemos finalmente una nota de Motchane sobre las
funciones de variacién limitada de dos variables y un trabajo
de Gombes sobre ciertos desarrollos del tipo tayloriano. No
dejaremos ademas este dominio de las funciones de variables rea-
les sin deplorar la pérdida de un joven matematico de talento,
Gorny, que habia sustentado su tesis poco antes de la ocu-
pacién y que no regresd del campo donde habia sido deportado.

REFERENCIAS: Arbault Cl, Choquet C2, Combes Cl, Denjoy O3, Favard
J1, Fréchet C2 R2, Lebesgue E1, Motchane C1, Pauc H1, Roussel C2 S2, Sch-
wartz C1 H1 TI1.

A este mismo parrafo. pertenece una Nota de G. Julia sobre convergencias
débil y fuerte en el espacio de Hilbert, publicada en el Vol. VI de las Publica-
ciones del Instituto de Mateméitica (Homenaje a Rey Pastor). (N. de la R.)

III. Funciones de una variable compleja. — La teoria de
funciones de una variable compleja ha dado lugar a numerosos
e importantes trabajos debidos en gran parte a jovenes investiga-
dores. Este aporte de los jovenes compensa en parte las grandes
pérdidas sufridas durante el periodo que nos interesa, que ha
visto desaparecer al decano de nuestros maestros y de los mate-
maticos franceses, E. Picard, cuyo nombre estd unido a
tantas hermosas teorias y en particular a un teorema tan célebre
que por una tendencia simplificadora se tiene costumbre de reu-
nir bajo el nombre de Teorema de Picard una serie de hechos
que fueron enteramente extraiios al pensamiento de Picard. Han
desaparecido igualmente: E. Fabry, contemporineo de Pi-
card, quien en una uGltima nota publicada en 1941 presentaba
bajo una forma simplificada sus bellos resultados sobre los
puntos singulares de las funciones analiticas, las cuales, por lo
menos por un tiempo, preservarin su nombre del olvido; Leau,
que se ha hecho conocer por sus trabajos sobre las singularidades
de las series de Taylor, sobre las funciones enteras, sobre las
ecuaciones funcionales y la iteracién; Flamant, a quien se
deben sélidas investigaciones sobre las ecuaciones funcionales y
quien, a pesar de su complexion delicada no consintié en aban-
donar su puesto de mando sobre el Rin hasta que su salud estuvo
definitivamente arruinada. Pero la pérdida mas dolorosa fué la
de F. Marty, muerto '‘por Francia en 1940, con menos de "
treinta afios, al igual que su padre, matematico como ¢él, falle-
cido en las mismas circunstancias en 1914, y al cual bonitos e
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importantes trabajos colocaban entre los mejores de la nueva
generacion. '

La teoria de las funciones enteras y de las funciones me-
romorfas debe importantes trabajos a Dufresnoy. Es im-
posible sefalar aqui la evolucion de esta teoria después de los
trabajos fundamentales de Poincaré, Laguerre, Hadamard y
Borel. Limitémonos a recordar que a los métodos de estudio de
una funcion entera f(z) basados sobre la descomposicion en fac-
tores yo habia sustituido un método de comparacion directa
del moédulo méaximo y del ntumero de ceros de f(z)—a 'y
f(z) — b, basado sobre la demostracion elemental del teorema de
Picard debida a Borel, y que poco tiempo después R. Nevanlinna
introdujo en lugar del médulo méaximo una media mas apro-
piada, lo cual le permiti6, gracias a un complemento esencial de
Littlewood, fundar una teorfa general y precisa aplicable tam-
bién a las funciones meromorfas; y finalmente que su alumno
Ahlfors renové completamente la teoria edificando un nuevo
método cuya posibilidad habia sido prevista por A. Bloch. Sobre
el método de Ahlfors ha vuelto Dufresnoy dandole una
forma mas completa en muchos puntos, y pudiendo entonces
demostrar proposiciones tales como el teorema de los tres discos
que habian resistido a las investigaciones de Ahlfors. Gracias a
los trabajos de Dufresnoy, esta teoria, francesa en sus
principios, conducida por Julia por caminos nuevos, aquellos del
estudio de los argumentos de los ceros, debe sus perfecciona-
mientos mas recientes a un francés.

Se sabe que Montel ha relacionado los teoremas del
ciclo de Picard y los teoremas de Landau y de Schottky a su
teoria de las familias normales de funciones analiticas. El ha ob-
tenido resultados nuevos en esta direccién demostrando entre otras
cosas que las funciones meromorfas en un dominio, que no sean
nunca iguales a una funcién algebraica con tres ramas por lo
menos, forman una familia normal. Por el contrario, abando-
nando los métodos elementales por los métodos trascendentes,
uno de sus alumnos, Yang, obtiene limitaciones exactas de
ciertas funciones de esta teoria utilizando las funciones fuchsianas.
El estudio de los sistemas de funciones enteras o meromorfas,
que contiene la teoria de las funciones llamadas algebroides por
Painlevé, habia conducido Montel a una teoria de familias com-
plejas de funciones meromorfas. Inspirado por los trabajos de
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H. y J. Weyl y de ‘Ahlsfors, Dufresnoy ha renovado esta
teoria y la ha extendido a las familias de funciones algebroides.

En su tesis, sostenida a los veinte afios, F. Marty habia
estudiado. la descomposicién del plano de la variable compleja
en dominios fundamentales de univalencia tales que en uno cual-
quiera de estos dominios una funcion meromorfa dada toma
una sola vez el mismo valor, tomando en el dominio cerrado
todo valor. Hibbert, matematico haitiano de cultura francesa,
se ha esforzado en construir tales dominios por métodos elemen-
tales. En estos trabajos se encuentran dificultades que yo he se-
flalado. La Sra. Schwartz a quien se debe también la cons-
truccién de una funcidn meromorfa que admite un valor defi-
ciente que no es valor asintotico, ha obtenido en esta direccion
interesantes resultados que las circunstancias derivadas de la ocu-
pacion no le permitieron publicar todavia.

La generalidad y la precisién de los resultados suministra-
dos por los métodos nuevos no deben hacer olvidar los procedi-
mientos antiguos -que permiten ir mas lejos mediante ciertas
restricciones. Diversas proposiciones han sido obtenidas en este
sentido por Rauch. La nocién de «ordre précisé» que yo
habia introducido en la teoria de las funciones enteras de orden
finito, ha encontrado aplicaciones en los tultimos trabajos de
Dufresnoy sobre la distribucion de los valores de las fun-
ciones meromorfas; ella ha permitidlo a Hervé completar
proposiciones de Gelfond e Iyer sobre la interpolacion de fun-
ciones enteras. Esta nocién es también util en el estudio asintdtico
del nimero de ceros de las funciones enteras con ceros jorientados
donde se tienen que resolver ciertas igualdades integrales asinto-
ticas.. Mi método, bastante complicado, habia sido simplificado
por Hardy y Littlewood. Delange, que después de haben
logrado regresar fa Francia, ha por otra parte aportado impor-
tantes complementos a sus investigaciones anteriores sobre los
ceros de las series de polinomios, ha vuelto nuevamente sobre
estas cuestiones y ha obtenido de una parte. extensiones consi-
derables de mi enunciado, y de otra parte teoremas tauberianos.
Estos teoremas son reciprocos del teorema de Abel sobre las
series enteras: mediante hipotesis sobre los coeficientes se dedu-
cen propiedades de la suma de los n primeros términos de la
serie en un punto del circulo de convergencia, a partir de la con-
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sideracion del comportamiento de la suma de la serie al aproxi-
marse a este punto.

El lema de Abel segin el cual el radio de convergencia de
una serie entera es por lo menos |z| si los moédulos de los
términos de la serie quedan limitados para este valor x, no sub-
siste si se supone Gnicamente limitada la parte real de los mis-
mos. Teissier du Cros ha demostrado que basta que la
parte real de los términos sea limitada en dos puntos tales que
la razon con 7 de la diferencia de sus argumentos sea un namero
algebraico irracional, para que el radio de convergencia sea
por lo menos igual a la distancia mas corta de estos puntos al
origen. Yo he dado diversas extensiones de esta proposicion. Cier-
to ntimero de teoremas sobre las series enteras han sido exten-
didos por Y. Martin a series mas generales, por ejemplo
a las series e funciones de Bessel de orden entero. Kravtchén-
ko ha extendido teoremas de Fatou y de Privaloff; Giraud
ha estudiado los ceros de ciertas funciones de Bessel y de Whit-
taker. Sefalaremos atn un trabajo de Montel sobre las rela-
ciones entre las diferencias divididas y las derivadas, dos no-
tas de Arpirrian sobre ciertos desarrollos en series de po-
linomios, una nota de Bouzitat demostrando la imposibili-
dad de la existencia de funciones enteras que verifiquen ciertas
ecuaciones funcionales, una nota . de Kreweras probando la
existencia de soluciones de ciertas ecuaciones en iteradas y una
nota de Gilly sobre los productos de composiciones que se
relacionan a un orden de ideas que figura bajo la rubrica VIII.

La teoria de la representacion conforme ha dado lugar a
importantes trabajos. Denjoy ha dado propiedades nuevas
simples de la funcion Z —=f(z) =2¢, zn representando el circu-
lo |z|<1 sobre un dominio simplemente conexo C, propiedades
validas para casi todos los puntos dela circunferencia |z|=1. Si a
es un punto de esta circunferencia, f'(z) J z—a tiende hacia cero
cuando el punto z tiende hacia @ permaneciendo en un éngulo
de vértice en el interior del circulo, f'(z) tiende hacia un nu-
mero b y el cociente (f(z)—b)/)z—a tiende hacia cero, el
conjunto de las b para las cuales esta tGltima propiedad tiene
lugar es de area cero. El entorno angular de a puede ser reem-
plazado por un entorno mas amplio, estudidndose entondes el
entorno correspondiente en el plano de Z. La convergencia de la
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serie f(z) es discutida. Si f(z) es limitada, la condicién necesa-
ria y suficiente para que ella converja uniformemente para
|z]=1 es que la frontera C sea lo .que Denjoy llama un
continuo ciclico; entre los continuos ciclicos figuran las curvas
simples de Jordan. En otra nota Denjoy . estudia el caso
de funciones univalentes no limitadas.

En su tesis, la Srta. Ferrand extiende primeramente al-
gunos resultados de Denjoy al caso de funciones holomorfas y
atin meromorfas en una corona y las demuestra por un método
nuevo el cual, en el caso de las funciones univalentes, le permite
precisar ciertos enunciados. Sucesivamente ella vuelve al estudio
local de la transformacién conforme en el entorno de un punto
frontera. A pesar de numerosos trabajos de los cuales los altimos
son debidos a Ahlfors, la investigacion de las condiciones bajo
las cuales la representacion permanece conforme en un 'punto
frontera no estan todavia terminadas, mientras que el problema
de la semi-conformidad ha sido resuelto por Ostrowski. ‘Utili-
zando los resultados de Denjoy sobre la iteracion de funciones
analiticas, la Srta. Ferrand encuentra de nuevo el teorema
de Ostrowski sobre la semi-conformidad y después ataca el pro-
blema de la conformidad por los métodos de Ahlfors dando
condiciones suficientes menos restrictivas que las de éste. En sus
trabajos ulteriores sobre esta dificil cuestion, la Srta. Ferrand,
utilizando a veces trabajos de Dufresnoy y de Choquet, acerca
poco a poco sus condiciones necesarias a las suficientes. La Srta.
Ferrand demuestra también que una parte de sus enunciados
permanece valida en el caso de representaciones casi-conformes y
después aplica una desigualdad fundamental de Ahlfors a otros
problemas de deformacion. Entre las otras publicaciones de la
Srta. Ferrand sefialaremos particularmente su memoria sobre
las funciones prearmonicas y las funciones preholomorfas; es-
ta 1ltima nocion, que le es debida, ella utiliza para la demostra-
cién del teorema fundamental de la representacion conforme
para dominios simplemente conexos. :

Otras investigaciones igualmente importantes sobre la repre-
sentacién conforme han sido hechas por Choquet, el cual
se ocupa primeramente de la estructura de los dominios planos
v de su accesibilidad, de manera de obtener una respuesta a
esta cuestion vaga, que él precisa, de saber cuando dos dominios
planos tienen la misma forma. Trata después la topologia de



— 149 —

la representacion conforme a partir de la consideracion de la
sinuosidad de las curvas de acceso de los puntos accesibles y sus
transformadas.

REFERENCIAS: Arpiarian C2, Bouzitat Cl, Choquet C3, Delange C4, Den-
joy C5 S1, Dufresnoy C12 A3 Bl S2 R1, Fabry Cl, Srta. Ferrand C7 Al B2
81, Gilly C1, Giraud 'Cl, Herve B1, Hibbert J1 Bl, Kravtchenko Cl, Krewweras
C1, Martin C1, Montel C3 J1 (Mathematica 1), Rauch Bl S1, Sra. Schwartz Cl,
Teissier du Cros Cl, Valiron J1 Bl1, Yang C2. :

A los argumentos de este parrafo pertenecen todavia una Nota de Montel
sobre las funciones analiticas cuyos valores cubren un dominio de &rea limi-
tada y una de Dufresnoy sobre las familias casi-normales publicadas en el
Vol. VI de las Publicaciones del Instituto de Matemética. (N. de la R.)

IV. Funciones analiticas de dos o varias variables complejas.
— Los estudios dificiles sobre las funciones analiticas de varias
variables que habian sido dejados en suspenso durante varios
“afios, han vuelto a considerarse en el periodo entre las dos gue-
rras por un grupo de matematicos representados en Francia por
H. Cartan, a quien se debe una gran parte de los progresos
nuevos en esta teoria. En el periodo que nos ocupa H. Cartan
ha publicado una importante memoria sobre los ideales de las
funciones analiticas de n variables complejas. Un ideal de fun-
ciones holomorfas es un conjunto de funciones holomorfas tal
que toda combinacién lineal de un numero finito de estas fun-
ciones, con coeficientes holomorfos, sea una funciéon del con-
junto. El estudio profundo de estos ideales, ademis de su
interés propio, permite a H. Cartan resolver en parte el pro-
blema del estudio global de las variedades analiticas complejas
de un ntmero cualquiera de dimensiones.

En un orden de ideas muchio mas elemental, Delange
ha estudiado bajo una forma méis geométrica que la adoptada
ordinariamente el dominio de convergencia absoluta de una se-
rie entera de varias variables. '

Otra contribucién a la teoria de las funciones de dos varia-
bles se debe a Wachs, quien empleando métodos y una ter-
minologia debidos a Bergmann, llama seudo-conforme a la
transformacién de un dominio del espacio de dos variables com-
plejas u,v en otro por medio de dos funciones holomorfas de
u,v. Estudia, bajo ciertas hipotesis, la correspondencia entre es-
tos dominios en un punto frontera supuesto invariante y genera-
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liza un teorema de Julia relativo al caso de las transformaciones
conformes planas.

Numerosos e importantes resultados sobre la teoria de fun-
ciones de dos variables complejas son debidos a Lelong quien
ha dedicado su tesis y varias notas y memorias a esta cuestion.
Poniendo la funcion holomorfa f(x,y) bajo la forma de Har-
togs f(z,y) =2A,(x) (y —y,)n, donde los coeficientes A,(z)
-son funciones holomorfas de z, introduce la serie de funciones
sub-armonicas

Jap s iy
Un\$) W (P(") lOg [An(x)l

donde ¢(n) se elige de manera conveniente para que estas fun-
ciones sean limitadas, luego el limite superior de esas funciones pa-
ra n infinito y una funcién regularizante. Después de haber en-
contrado de nuevo los teoremas de Hartogs referentes al domi-
nio de convergencia uniforme de la serie considerada, estudia el
conjunto de valores de z para los cuales la funcién \f(x,y) es
una funciéon entera de y, y luego las singularidades a distancia
finita de f(x,y). Demuestra que su método se adapta al es-
tudio de las propiedades comunes de las clases de funciones en-
teras que dependen analiticamente de un parametro x.'Considera
los valores de x para los cuales f(x,y), entera en y, no tiene
ceros y establece que el conjunto de esos valores es mumerable
cuando el orden méaximo de f(x,y) con relacién a y es finito.
Por otra parte, prosiguiendo sus investigaciones sobre los domi-
nios de holomorfia, introduce y emplea la nocién de funciones
plurisubarmoénicas.

‘.REFERENCIAS: H. Cartan Al, Delange D1, Lelong C8 Al Bl, Wachs JI.

V. Funciones armdnicas y potencial. — Las investigaciones
de Lelong de las cuales acabamos de hablar se relacionan en
muchos puntos a la teoria del potencial en la cual las funciones
sub-armoénicas juegan un papel preeminente.

Brelot, a quien la teoria del potencial debe importantes
progresos, se ha propuesto, siguiendo a Perron y Wiener, tra-
tar los problemas del tipo de Dirichlet basindose sistematica-
mente sobre la nocion de funciones sub-armonicas y sobre las
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propiedades - de las medidas esféricas. A este efecto introduce
la nociéon de copjunto- polar: un conjunto E se dice polar si
existe una funcion, llamada asociada' de E, sub-armonica en to-
das partes y valiendo —oo sobre el conjunto E. Esto le per-
mite estudiar los puntos singulares. En la teoria del potencial
estudia los puntos irregulares y las transformaciones continuas
introduciendo la mocion, a él debida, de conjunto deshilachado
(effilé). Un conjunto E se dice deshilachado en el punto O si
éste es punto aislado del conjunto suma (o reunion) de E y O,
y, si no, siexiste en el entorno de O una funcién sub-armonica
u(M) tal que u(O) sea superior al limite méaximo de u(M),
cuando M, distinto de O, tiende hacia O permanecciendo en FE.
Para que un punto O, punto frontera del conjunto cerrado E
sea irregular, es mnecesario y suficiente que E sea deshilachado
en O. < :
Este género de problemas de la teoria del potencial ha sido
también considerado por Vasilesco en diversas notas y me-
morias; en ellas introduce la nocién de capacidad de un: con-
junto limitado cualquiera y generaliza los criterios de regulari-
dad debidos a De Le Vallée Poussin y a Wiener.

En estas cuestiones H. Cartan ha aportado algunas pro-
posiciones fundamentales y nuevos ejemplos de la tendencia de
su espiritu generalizador. En una memoria sobre los fundamen-
tos de la teoria del potencial demuestra que el espacio euclidiano
no juega ningln papel esencial, que el papel de primer plano lo
tiene una féormula de composicion de Riesz y transporta la teo-
ria en el espacio de un grupo topolégico que supone localmente
compacto con el fin de poder definir en él una operacion de
composicién. Su objeto es principalmente dar demostraciones
lo mas puras posibles, sin utilizar ninguna contingencia secun-
daria o fortuita. Ulteriormente ha construido la teorfa en los
espacios homogéneos. ;

H. Cartan ha estudiado por otra parte la capacidad ex-
terior de los conjuntos y ha demostrado que para que un conjunto
sea polar es necesario y suficiente que su capacidad exterior
sea nula; ha aplicado esta nocién al estudio de las series con-
vergentes de potenciales. En particular ha completado un teorema
de Brelot segtin el cual si una sucesién de distribuciones de ma-
sas positivas w,. cada una de masa totale limitada, converge hacia
una distribucién p, el potencial creado por las masas p es el limite
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inferior de los potenciales de las masas p,, salvo sobre un con-
junto de capacidad exterior nula. Estos resultados han permitido
a diversos autores, Delange, Lelong, Brelot, perfec-
cionar algunos de sus enunciados; Deny ha deducido un teo-
rema de convergencia: de toda sucesion de distribuciones cuales-
quiera p, convergente hacia p, se puede extraer una sucesion
parcial cuyos potenciales converjan hacia el potencial de. masas
p salvo sobre un conjunto de medida nula en el sentido de Le-
besgue. :

Choquet y Deny han extendido la propiedad de la
media de una funcién armoénica sobre un circulo o sobre una
esfera a conjuntos méas generales y a las funciones poli-armo-
nicas; han demostrado especialmente que si una funcién de dos
variables es armoénica en un poligono regular y sobre su con-
torno, la media de esta funcién sobre el contorno es igual a la
media sobre el conjunto de radios que unen el centro del poli-
gono con los vértices. Siguiendo una indicacién de H. Cartan
deducen de sus investigaciones hermosos teoremas sobre la apro-
ximacion de funciones de una o dos variables por medio de fun-
ciones que se deducan mediante ciertas semejanzas de una fun-
cion dada. Este resultado ha sido extendido por Schwartz
al caso de funciones de n variables.

En el caso del espacio ordinario de tres dimensiones, Krav-
tchenko ha considerado en detalle, siguiendo los métodos cla-
sicos, las demostraciones de la continuidad de las derivadas del
potencial newtoniano, que se tratan habitualmente haciendo sobre
la densidad de las masas atractivas hipétesis de continuidad del
tipo de Holder; y ha reemplazado esta hipétesis por otras mas
amplias, suponiendo que las superficies limites satisfacen a con-
diciones convenientes cuando se trata de masas repartidas sobre
estas superficies.

Teissier du Cros ha demostrado que las funciones ar-
monicas o sub-armonicas en un circulo C estan caracterizadas por
tres propiedades: aditividad, conservacion por representacién con-
forme sobre C de todo circulo ¢ interior a C, extremo supe-
rior en ¢ alcanzado sobre la circunferencia c.

REFERENCIAS: Brelot B2 J1, H. Cartan C2 Bl S1, Choquet y Deny 81,
Deny C1, Kravtehenko C1 J1, Schwartz S1, Teissier du Cros Cl, Vasilesco
C3RBIEATIT
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VI. Ecuaciones diferenciales. — Las ecuaciones dlferﬂncmle%
han dado lugar a trabajos poco numerosos. '

Chazy que se ha ocupado de la reduccién del sistema
de ecuaciones del problema de los tres cuerpos, se ha dirigido

~también hacia el estudio de las soluciones de la ecuacion de las

lineas de curvatura de una superficie en el entorno de un um-
bilico y ha encontrado interesantes complementos a los trabajos
de Picard y Darboux. La sefiora Dubois Violette ha ge-
neralizado resultados de Garnier y Dulac sobre las smouldn—
dades de ciertas ecuaciones de primer orden. Garnler, vol-

-viendo a sus anteriores investigaciones sobre las superficies mi-

nimas que pasan por un cuadrilatero dado, ha demostrado la
unicidad de la soluciéon suministrada por su método. Ha cncon-

“trado entre las funciones contiguas de la clase sexta de Painlevé,
relaciones un poco analogas a las que existen entre las funciones

contiguas de Gauss.

Ky Fan ha dado una teoria de existencia de las solu-
ciones de ciertas ecuaciones en diferencias finitas de segundo
orden. M. Segond ha hecho algunas observaciones sobre el
intervalo de convergencia del método de Cauchy-Lipschitz.

En su importante tesis, Guerard des Lauriers estu-
dia los sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo orden que
admiten un grupo continuo de transformaciones. Se trata de la
extension de los resultados de Lie relativos a una sola ecuacion,
pero el autor se coloca en un punto de vista mas analitico y
examina mas partlcularrnente el sistema de ecuaciones de las
geodésicas de un espacio. Para esto debe abandonar el método
de Lie que seria demasiado complicado para permitir determinar
el grupo. Se ve que esta investigacién dificil pertenece mas bien
al campo de la teoria de grupos, pero convenia sin embargo se-
fialarla en este lugar. :

Otro trabajo importante desde el punto de vista de las apli-
caciones, es el realizado por Haag, quien hace un estudio
asintético, que llega hasta el calculo numérico, de las oscilaciones
de relajaciéon. Desde el punto de vista matemaético se trata de
las soluciones de la ecuac1on ds las oscilaciones auto-entretenidas
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donde f(x) es una funcién continua en general y & un namero
muy pequeiio. Haag aporta a esta busqueda sus altas cali-
dades de analista y el talento de calculador que ha demostrado
repetidas veces.

REFERENCIAS: Chazy Al Cl, Sra. Dubois Violette C1, Fan C1 Bl 81, Gar-
nier C2, Guerard des Lauriers J1, Haag A2, Segond JI1.

VII. Ecuaciones en derivadas parciales. — Elegimos este lugar
para rendir homenaje a la memoria de Giraud y Gosse cuyos
trabajos han enriquecido este dominio de las matemdticas y
que .han desaparecido durante los afios de ocupacion. Giraud,
que tuvo durante toda su vida que luchar contra la enfermedad,
deja una obra matematica considerable y de primer plano, con-
sagrada principalmente a la teoria de ecuaciones en derivadad
parciales lineales de tipo eliptico y a las ecuaciones integrales.
Recordemos que, durante los meses de 1940 que precedieron a la
invasién, Giraud habia aportado un concurso activo al gabinete
de calculo balistico del Instituto Henry Poincaré. Gosse, cuya
produccioén cientifica se habia iniciado con una tesis sobre las
ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden integrables
por el método de Darboux, aporté un concurso completo a la
resistencia y fué cobardemente asesinado por los agentes del
enemigo.

Vessiot ha proseguido sus investigaciones sobre las ecua-
ciones de primer orden en el espacio ordinario de n-+1 dimen-
siones, consideradas como ecuaciones de contacto; estudia espe-
cialmente las ecuaciones que Lie llamaba semi-lineales, es decir
que admiten integrales de menos de n dimensiones. Edifica un
método que le permite reconocer si una ecuacién es semi-lineal
y da ejemplos en que la integracion es completamente explica-
tada. Vessiot ha finalizado por otra parte, su trabajo sobre
las ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden en dos
variables independientes, integrables por el método de Darboux.
Ellas admiten dos sistemas de caracteristicas distintas las cuales
poseen dos invariantes por lo menos del  primero o segundo
orden. Determina aquellas de estas ecuaciones que se jintegran
explicitamente, indicando doce tipos reducidos.

Fortet se ha ocupado de las ecuaciones lineales de se-
gundo orden en dos variables del tipo parabélico que se reducen
a la forma simple :
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y ha demostrado la existencia de soluciones que satisfacen a las
condiciones en los limites del tipo de Cauchy, dadas sobre una
curva x=g(t) cuyos puntos son regulares; la condicién de
regularidad estd dada bajo una forma que hace intervenir una
probabilidad de absorcion.

Mendes ha considerado los sistemas de ecuaciones de pri-
mer orden en involucién cuando el sistema no es normalmente
resoluble con relacion a las derivadas parciales, y también una
ecuacion lineal de segundo orden de tres variables cuyo cono
caracteristico se descompone en dos planos imaginarios conju-
gados. Argence, Haag, Humbert han estudiado las so-
luciones de ecuaciones particulares, Teissier du Cros ha
dado algunas propiedades de las funciones bi-armoénicas. Con el
fin de extender el método de los espectros a la mecanica ondu-
latoria de De Donder, Riben ha sido conducido a genera-
lizar el método de Schwarz y el principio de Picard, prin-
cipio que por otra parte ha sido extendido por Gevrey a
otros tipos de ecuaciones. Scfialemos finalmente un articulo de
Bouligand en el que demuestra la existencia de soluciones de
la ecuacién de primer orden que no admiten derivadas segundas.

REFERENCIAS: Argence C1, Biben C4, Bouligand R1, Fortet Cl, Gercy C1,
Haag C1, Humbert C1, Mendes (2, Teissier du Cros C2, Vessiot Al J1.

VIII. Ecuaciones integrales. — En sus tltimas notas y pu-
blicaciones Giraud ha extendido la teoria clasica de la ecua-
ci6n de Fredholm al caso en que el nucleo es funcién holomorfh
de un parametro (en lugar de ser.lineal y homogénea como
en el caso clasico), para lo cual ha debido generalizar la nocién
de nucleo resolvente. Obtiene resultados analogos a los de Ia
teoria clasica. En un orden de ideas analogo, pero distinto,
Pérés ha llamado la atencién sobre las ecuaciones cuyo nicleo
depende de ciertos funcionales.

Gevrey ha proseguido sus investigaciones. Ha tratado
para las ecuaciones lineales en derivadas parciales y mas general-
mente para las ecuaciones integro-diferenciales de tipo eliptico
en dos variables, el problema de la determinacién de una solu-
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cién cuya derivada en cada punto de un contorno, tomada en una
direccion dada, tenga un valor dado. Es conducido asi a determi-
nar, para una ecuacion de Fredholm, ciertas funciones que jue-
gan el papel de densidades de los potenciales. Generaliza ade-
maés al caso de varias ecuaciones.

Una cuestion de mecénica de fluidos ha conducido a Gode-
froy a una ecuacion integro-diferencial para la cual demues-
tra la existencia de una solucion.

En un doble fasciculo del Memorial des Sciences Mathema-
tiques, Janet ha dado una interesante exposicion de la teoria
de ecuaciones integrales del tipo de Fredholm colocindose prin-
cipalmente en el punto de vista de Goursat y de Lebesgue e
insistiendo particularmente sobre el caso de nuacleos simétricos.
Trata extensamente las aplicaciones a la fisica-matemética y a
las ecuaciones de Sturm y Liouville.

El método de calculo de Heaviside y Carson, impropia-
mente llamado calculo simbolico, atrajo la atencién de varios
matematicos. Desde 1926 P. Levy habia demostrado la re-
lacién entre este método y el célculo de composicién de Vol-
terra en la teoria de ecuaciones integrales, asi como el parentesco
entre ciertos enunciados de Carson y las igualdades de la trans-
formacion de Laplace-Borel utilizadas en la sumacion expo-
nencial de series divergentes. Una exposicion matemaética muy
completa del método ha sido dada por Ky Fan. A continua-
cion de una nota de Parodi sobre la aplicacion del célculo
de Heaviside-Carson a la resoluciéon de ciertas ecuaciones integra-
les e integro-diferenciales, Pérés ha vuelto sobre la compa-
racion de este calculo y el célculo de composiciéon de Volterra,
y teniendo en cuenta el trabajo de P. Levy ha hecho una
puesta al dia de la cuestion. Su alumno Gilly ha emprendido
un estudio més profundo de la misma. Un poco apartadas del
debate, dos notas de ‘Bayard abundan en el mismo sentido.

REFERENCIAS: Bayard C2, Fan R1, Gevrey C3, Gilly C2, Giraud C2 B3,
Godefroy C1, Janet M1, Parodi Cl, Peres C2.

IX. Trabajos y obras - diversas. — La transformaciéon de
Heaviside-Carson se relaciona igualmente con la férmula de in-
version llamada de Fourier y debida a Riemann y Mellin. Esta
es la razén por la cual no he puesto bajo la rubrica precedente
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diversos trabajos cuyos autores, Colombo, Humbert, Hum-
bert y Poli, se preocupan sobre todo de definir y estudiar
las funciones transformadas de las funciones simples, lo que les
conduce a introducir trascendentes de las cuales algunas son nue-
vas.

Humbert y Lachlan han establecido un formulario
muy extenso que serd util tanto a los matematicos como a los
fisicos y atn a los profesores en su busqueda de ejercicios.

Haag ha dado una nota sobre el calculo de ciertas inte-
grales ligadas a la funcién euleriana; Thomas ha dado una
nota sobre una férmula de cuadratura mecinica; Challier
extiende la férmula de Riemann-Green sobre la transformacion
de integrales; Roure estudia ciertas funciones hiperabelianas.
P. Levy precisa las relaciones entre las funciones cuyo jaco-
biano es idénticamente nulo. :

Sefialemos todavia una nota, de naturaleza pedagogica, de
Vessiot sobre la variacion de funciones, exposiciones de Bou-
ligand sobre los limites generalizados y de Dieudonné
sobre la separacion de conjuntos convexos. Es necesario ademds
hacer un lugar aparte para un bello articulo de H. Cartam
sobre el fundamento 16gico de las mateméticas en el cual todos
aquellos que tienen fe en el porvenir de la investigacion matema-
tica leeran con placer que el grupo de Bourbaki condena logica
y axiomaticamente la escuela del tercio no excluido.

Indiquemos finalmente la publicacion del primer volumen
de mi curso de analisis y de un libro de Bouligand y
Dufresnoy en el que exponen la primera parte del curso de
la clase de matematicas superiores.

REFERENCIAS: Bouligand R1 Cl, Bouligand-Dufresnoy Cl, H. Cartan RI,
Challier C1, Colombo C1 BI1, Dieudonné RI, Ifaag B1l, Humbert Bl Cl1, M1
(Mathematica 1), Humbert y Poli Bl, P. Levy E1, Roure Cl, Thomas Cl,
Valiron O1, Vessiot EI.



SOBRE LA LONGITUD DE UNA CURVA DEL
ESPACIO COMO VALOR MEDIO DE LAS
LONGITUDES DE SUS PROYECCIONES
ORTOGONALES

POR

L. A. SANTALS

Sea C una curva del espacio de longitud L. Si L, es la
longitud de la proyeccion de C sobre un plano normal a la di-
reccion o, en el n. 1 demostramos que la longitud L se expresa
en funcion del valor medio L, de las longitudes L, de las pro-
yecciones respecto todas las direcciones, por la relacion simple

L=—1L.. (1)

g
n

~ Para aplicar practicamente esta formula se puede, por
ejemplo, proyectar (i sobre tres planos ortogonales y tomar co-
mo valor aproximado de L,, la media aritmética de las longi-
tudes de las tres proyecciones obtenidas. Interesa entonces cono-
~ cer los limites del error que se comete al aplicar la formula (1)
para obtener L. Esto es lo que hacemos en el n. 2.

En lugar de tomar la media aritmética de las proyecciones
segun tres direcciones, se puede, mas.generalmente, proyectar G
segin un mayor numero de direcciones, por ejemplo, se-
gtn las doce direcciones normales a las caras de ua dodecaedro
regular, o bien segun las veinte de un icosaedro regular y tomar
en cada caso la media aritmética de las lorigitudes de las proyec-
ciones como valor aproximado de L. para aplicar (1). Tam-
bién en estos casos hay que acotar el error posible. Para estos
casos, estudiados en el n. 3, aplicaremos los resultados obtenidos




— 159 —

por P. A. P. Moran al tratar el problema anélogo, no para
curvas, sino para cuerpos convexos (1).

1. Consideremos un segmento de recta de longitud u.
Para determinar una direccién en el espacio, tomaremos el pun-
to  en que el radio de una esfera fija E de radio unidad, cor-
ta a la superficie de la misma. Siendo %, ¢ las coordenadas es-
féricas del punto o (colatitud y longitud respectivamente) el
elemento de area correspondiente al mismo lo expresaremos abre-
viamente por dw=sen % d9 de. '

Suponiendo el segmento dado coincidente con la direccion
origen de los 4ngulos %, la longitud de su proyecciéon sobre un
plano normal a la direccion o vale

U, = u sen &

y por tanto, multiplicando por dw ambos miembros e integran-
do a toda la esfera unidad E resulta

E

21 T
fuw dc-) :Ef usen? ¢ ddde = uof dcpofsen2 9 d¥=n2u. (2)

El valor medio de la proyeccion u, vale por consiguiente,

fumdoa
Em:sfdoo :%u (3)
E

que nos prueba que la relacion (1) vale para segmentos.

Para una linea poligonal, aplicando (2) a cada uno de sus
lados y sumando, resulta que la misma (3), y por tanto (1),
vale también para lineas poligonales. Para una curva rectifica-
ble cualquiera, basta considerarla como limite de las poligona-
les inscritas y observar que el limite de las longitudes de las
poligonales proyectadas es igual a la longitud de la proyeccion

(*) P. A. P. MorRAN, Measuring the surface area of a convexr body, The
Annals of Mathematies, vol. 45, 1944, pags. 793-799.
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de la curva, para toda direccién de proyeccion, para tener de-

mostrada la validez general de @)-
Consecuencia. Puesto que el valor medio de una funcién

esta siempre comprendido entre los valores miximo y minimo

de la misma, como corolario de la formula (3) resulta:
Dada una curva fija C de longitud L, siempre existen di-
recciones o del espacio, tales que la longitud L, de la pro-

yeccién de G sobre un plano normal a o cumpla la desigualdad

Ly, L

v
] a

y otras direcciones w; para las cuales se verifica

L

I A

ok
g

2. Consideremos ahora un segmento de recta de longitud

u y tres planos ortogonales entre si; por ejemplo los tres planos
=0, £,=0, £3=0 de un sistema de coordenadas x,, T, 3.
Llamando u,, uy5,u,3 a las longitudes de las proyeccio-

nes del segmento dado sobre los tres planos coordenados (de ma-

nera que u;; es la longitud de la proyeccion sobre el plano z;
zj), la formula (1) nos dice que un valor aproximado de u sera

u¥=

T 3

Queremos ver entre que limites puede estar contenida la ra-
z6n u*/u entre la longitud asi calculada y la verdadera.

Llamando u; a la proyeccion del segmento sobre el eje

XT:

i es

£ 2__ 9__
Ut =u?+uy?, ui=ultug?,  u=uy?+ug? (5)

y ademas

u?=u,2+u,? + u,?. (6)

Por tanto, sumando las igualdades (5), se tiene,

u122 + u132 + u232 — 2 u2. (7)

4 ugpfutuy, : (4)

|
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Debemos hallar los valores maximo y minimo de la suma
;5 4-Uy3 4 Uy sabiendo que los tres nimeros u; son positi-
vos, iguales o menores que u y cumplen la relacion (7).

La acotacion superior se obtiene inmediatamente recordando
que entre tres numeros positivos £, n, G cualesquiera existe
siempre la relacion

(E+n+7)2=3(8+n?+1?)
donde el signo de igualdad vale Gnicamente para el caso de ser
E=n=1(9).

En nuestro caso, poniendo E=u,,, n=u;, C=uy; Yy apli-
cando (7), sera,

Uyp+Uyg 4 Ugg = VG—U (8)

Para encontrar la acotacién inferior, observemos que para
cualquier valor fijo de ‘uy, segin (7), es

Gis
(uyg +u5)? =202 —uge® + 2uyp gy
y por tanto, siendo los u;; positivos, la suma u;,+u;; es mi-
nima cuando uno de los sumandos se anula. Suponiendo, por

ejemplo, u;3=0, entonces la igualdad u;,2+uy2=2u% nos
dice que debe ser u,,=uy;=u. Se tiene por tanto

Uys + Uys + Usg = 20, (9)

De (4), (8) y (9) se deduce

8 u* 4)6
HEl it dn
3nd - u 5 3n
O Sea
: -
0848...5—=<1039.. (10)

i

(®)  Ver por ej. la nota L. A. SANTALG, Algunas desigualdades entre los
elementos de wun tridngulo, Mathematicae Notae, vol. III, 1943, pag. 65.



— 162 —

Estas acotaciones no se pueden mejorar, pues el signo de
iguaidad se obtiene, en la acotacién inferior, para un segmento
paralelo a uno de los ejes coordenados, y en la superior para
un segmento paralelo a la recta x; =,, x;=2;.

Si se trata de una curva C cuyas proyecciones sobre los
tres planos coordenados no tengan arcos multiples, o sea, arcos
en los cuales se proyecten varios arcos de la curva, considerando
su longitud como limite de la suma de las longitudes de los
lados de poligonales inscritas, resulta que la acotaciéon (10) va-
le también para C. ;

3. Consideremos ahora el mismo segmento de longitud u
y supongamos que lo proyectamos sobre las doce caras de un
dodecaedro regular. Llamando uy,u,,us,...,u;, a las longitu-
des de las doce proyecciones, aplicando (1) se obtiene el siguien-
te valor aproximado de u

u* = .
&

il
e

=
’-‘Mw

u;. (11)

(i

Queremos ver también en este caso cuales son los valores
extremos del cociente u*/u entre la longitud asi calculada y la
verdadera.

Un método directo como el seguido en el caso anterior,
no parece ficil en este caso. Vamos a seguir un camino indi-
recto, que si bien no da acotaciones precisas (pues los valores
que obtendremos pueden seguramente mejorarse) sirve también
para acotar el error posible de cometer.

Debemos recordar el siguiente resultado de P. A. P. Mo-
ran(l). Sea K una superficie convexa cerrada de area F.
Proyectando K ortogonalmente sobre las doce caras de un do-
decaedro regular y llamando F,,F,, Fs,...F;, a las areas de
las proyecciones obtenidas, se puede tomar como valor aproxi-
mado de I la expresion

et sp 12)
“‘EZI 17 (
teniendo lugar las acotaciones
ST (13)
OO s s 1079 .

wt
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Para aplicar este resultado al caso actual de las curvas en
lugar de las superficies convexas, consideremos el segmento de
longitud u dado envuelto por un cilindro de revolucion de ra-
‘dio €, cuyo eje sea el mismo segmento, y el cual termine en los
dos extremos por semiesferas del mismo radio e. Tendremos
asi un cuerpo convexo K cuya superficie tiene el area

F=2ncu-t4ne2.
Al proyectar K sobre las caras del dodecaedro, entre el area
F; y la longitud u; de las proyecciones de K y del segmento
dado respectivamente, se verifica para cada proyeccion
F,=2¢u;+me?

Por tanto, segtn (12),

% 2 ,12‘ ;
F _—_382 u; +4mel
1

Aplicando entonces (13) y pasando al limite para ¢ ten-
diendo a cero, se tiene

y recordando (11) se tiene finalmente que entre las magnitudes
u* y u vale la misma acotacion (13) correspondiente a las su-
perficies de los -cuerpos convexos, o sea,

*

0918...=—=<1079... (14)

La unica diferencia estriba en que en (13) las acotaciones
no pueden mejorarse, puesto que hay superficies convexas par-
ticulares para las cuales, en determinadas posiciones, valen los
signos de igualdad, mientras que en (14) las acotaciones deben
poder mejorarse, puesto que los signos de igualdad no son al-
canzados. '
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Como siempre, si en lugar de un segmento se tiene una
curva G, tal que sus proyecciones sobre las doce caras del do-
decaedro regular carezcan de arcos multiples, considerandola co-

mo limite de poligonales inscritas, resulta que las acotaciones

(14) valen también para ella. !

Exactamente el mismo razonamiento sirve para el caso de
considerar la media aritmética de las longitudes de las proyec-
ciones de una curva G de longitud L sobre las veinte caras de
un icosaedro regular; en este caso, Moran (1) ha probado que
para las superficies de los cuerpos convexos vale la acotacion

F*
0,957 . §7§ 1,048 ... . (15)
siendo
4 20
FiF=—2X3F
20, ¢

Para las curvas, llamando u;(i=1,2,3,...,20) a las lon-
giludes de las proyecciones sobre las 20 caras y tomando como
valor aproximado de la longitud u de la curva, la expresion,

A5 20
o
iy 20%7u,

resulta vilida la misma acotacion (15), o sea,

u*

0,957 o 10485 (16)

u
Como siempre, esta acotacién (16) supone que las proyec-

ciones de la curva sobre las caras del icosaedro carecen de ar-
cos multiples.

4. Las acotaciones (14) y (16), aun siendo bastante bue-
nas, ya hemos dicho que deben poder mejorarse.

Por simples razones de simetria parece evidente, que tan-
to en el caso del dodecaedro como en el del icosaedro, los va-
lores maximo y minimo del cociente u*/u para el caso de un
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segmento, deben corresponder a las posiciones del mismo en que,

supuesto colocado con un extremo en el centro del poliedro es

normal a una cara, o es normal a una arista o tiene la direccién
que pasa por uno de los vértices.

Como en estas posiciones es facil calcular directamente los
valores correspondientes de u*, se tienen acotaciones que, si
bien no quedan demostradas con todo rigor, parece muy proba-
ble que sean efectivamente las verdaderas.

Para el caso del dodecaedro se calcula que el valor de u*
para un segmento colocado con un extremo en el centro del po-
liedro v con la direccion normal a una cara, vale

ut— 0 0,949

y para la direccion de una diagonal que une dos vértices opues-
tos, vale

ut—wy 0 s

Para la direccién normal a una arista el valor de u* esta
comprendido entre los dos anteriores. Por tanto, la verdadera
acothcion para segmentos y por tanto para curvas rectificables
cualesquiera, cuyas proyecciones carezcan de arcos muiltiples,
en el caso del dodecaedro parece que debe ser

0,949...§%§1,011.... (17)
En el caso del icosaedro, colocando el segmento con un ex-
tremo en el centro y en la direccién normal a una cara, es
U =n"0:9758
y en la direccion de uno de los vértices es
= AL

Este valor es el mismo que se obtiene para el dodeacedro, lo
cual es natural que sea asi, puesto que los dngulos que forma un
radio del icosaedro con sus caras son iguales a los que forma
un radio del dodecaedro con las suyas.



— 166 —

En la direccién normal a una arista, el valor de u* esta
comprendido entre estos dos. Por tanto, para segmentos y en
consecuencia para curvas rectificables cualesquiera cuyas pro-
yecciones sobre las caras del icosaedro carezcan de arcos mul-
tiples, la verdadera acotacion en el caso del icosaedro parece
que debe ser

0,970 .20 =45 PgRIviT] (18)

Las suposiciones anteriores tienen en su apoyo el hecho de
que es facil calcular que los primeras derivadas parciales de
u* respecto los cosenos directores del segmento, son efectiva-
mente nulas en las posiciones consideradas. Faltaria, sin em-
bargo, probar que estas anulaciones corresponden efectivamente a
maximos y minimos absolutos.

ROSARIO, INSTITUTO DE MATEMATICA.

RESULTADO DEL CONCURSO ENTRE
SOLUCIONISTAS DE PROBLEMAS PROPUESTOS
EN EL ANO QUINTO (1945)

En aplicaciéon de lo dispuesto en el art. 42 de la Ordenanza de institucién
del Boletin del Instituto de Matematica Mathematice Note, el director del
Instituto ha tomado en consideracién las soluciones enviadas hasta el 1° de
julio de 1946, haciendo al seilor Delegado Interventor las propuestas corres-
pondientes, que fueron aprobadas con Resolucién fecha 25 de octubre de 1946,
Exp. N© 1183 -1-1946 en la forma siguiente:

1° Adjudicar al estudiante Adolfo Daghetto del 69 afio de la Escuela
Industrial Anexa el premio correspondiente al afio 1945,

29 Declarar desierto el concurso entre solucionistas no pertenecientes a
la Facultad.

39 Encargar al Director del Instituto de Matemitica la eleccién de uno
o més libros de matemética o de fisica para entregarlos como premio al Sr.
Adolfo Daghetto.



| UNA EJERCITACION SOBRE INTEGRALES
ELIPTICAS

POR

BepPo LEVI

En la Nota que sigue vamos a tomar oportunidad de la re-
solucion del problema No. 90 (Math. Notae, Afio IV, p. 249)
para desarrollar algunos interesantes detalles de calculo y parti-
cularmente llamar la atencién sobre métodos debidos a Legendre,
que ain vamos a exponer con cierta gencralidad y quizds con
algtn aporte en el aspecto sistematico (1).

El enunciado del problema era el siguiente:

Determinar el volumen de penetraciéon de un cilindro elip-
tico y de un elipsoide cuyo centro esti sobre el eje del cilindro.
El cilindro se supone definido por su seccién recta y el elip-
soide por sus tres ejes (2).

Para la resolucién vamos a considerar primero una parte
geomélrica, que tiene por fin de simplificar notablemente la
parte formal de los céalculos analiticos sucesivos.

1. Parte geométrica del problema. — Vamos a mostrar co-
mo, utilizando oportunamente los métodos de la geometria ana-
litica, puede el célculo propuesto reducirse siempre al cgso en
que el elipsoide propuesto sea una esfera, la cual se podra su-
poner sin més de radio 1. Si en efecto el elipsoide dadotu-
viera semiejes de longitudes a, b, ¢, sometiendo el espacio a una

(*) Estos métodos se refieren particularmente al caleculo de las integrales
de tercera especie y parecen un poco olvidados en los tratados modernos que
més bien se inspiran a la teoria de las funciones analiticas de Jacobi y de
Weierstrass.

(*) TUna solucién parcial del problema fué enviada por el sefior Adolfo
Daghetto, alumno de la Escuela Industrial Anexa.
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transformacion afin que reduzca las longitudes sobre estos
ejes en las razones respectivas 1:a, 1:b, 1:c¢ el elipsoide se trans-
forma en la esfera y el cilindro en otro cilindro eliptico, del
cual Unicamente necesita determinar las caracteristicas, mientras
los volumenes se reducen en la razéon 1:abe.

A continuacion vamos a dar las férmulas para esta trans-
formacién acudiendo a algunos elementos de calculo vectorial
y de célculo de matrices (3).

Indiquemos momentaneamente con £&n% un sistema de
ejes ortogonales de referencia dirigidos segun los ejes del elip-
soide. Para definir el cilindro supondremos ‘trazada por el cen-
tro del elipsoide, origen de coordenadas, una seccién normal del
mismo, y supondremos determinada la elipse seccion por medio de
un par de semidiametros conjugados, representados por los vec-
tores '

3L
V= (}\1 Wivy )y vp= (Ao Mg vs)

La afinidad sefialada en el n. 1 transforma esa elipse en
otra de la cual seran luego semididmetros conjugados los de los
vectores

| v
(]

e ]

nos sera util escribir sin mas el area del paralelogramo de estos
dos vectores

Ak

S e qustSeee
Xy Mo vy

T i e

El eje del cilindro, por ser ortogonal por hipétesis a los
vectores vy, v,, tiene la direccion del producto vectorial de estos,

ST,

(“') El lector deberi tnicamente recordar que un producto de matrices
rectangulares equivale a una suma de productos de determinantes homdélogos
extraidos de las mismas. ¢



— 169 —

cuyas coordenadas seran representadas por los coeficientes de
g,n,¢ en el desarrollo del determinante

g n 4

A it VLI Rg

Ag 5 o
su transformado por la afinidad, el cual en general no serd mas
ortogonal a v’;,v’;, tendra la direccién del vector cuyas coor-

denadas son los coeficientes de £,n,C en el desarrollo del de-
terminante

0, lo que es lo mismo, la direccion del vector cuyas coordenadas
son los complementos algebraicos de £€n7 en el determinante

2 n (&
a\, by, Gy ok (2.1)
ak, bu, ey

Nos conviene ahora proyectar la conica obtenida arriba sobre
el plano normal a esta direccién; se obtendrd una nueva elipse
de la cual las proyecciones de los vectores ©v’y,v’, representaran
todavia un par de semididmetros conjugados. Se calcula facil-
mente que, si

- es un vector cualquiera sobre el plano de la conica, su proyeccion
tendrd por coordenadas los coeficientes de £n7Z respectivamen-
te en la forma lineal






T

se sigue que el area A” del paralelogramo de los vectores v”;
v”y, que se obtiene multiplicando A’ por este coseno, serd

Ao Yy
Byl a\, by, cvy
e LR aly  bpy, vy

a b ¢
[| o\ by, vy |IP
al2 bpcz CV2

Recordemos todavia que en una elipse es constante la suma
de los cuadrados de los semididmetros conjugados y también
el 4rea del paralelogramo comprendido entre ellos; estamos lue-
go en condicion de calcular los semiejes de la cénica seccién nor-
mal del cilindro transformado, siendo sus cuadrados las dos rai-
ces de la ecuacién

/lll AT

X2— (0”2 +v,"2) X + A" =0.

3. Determinacion del volumen comin a la esfera y el ci-
lindro. — Podemos ahora volver a la posicion asumida en el
n. 1, con la precisacion mas que supondremos definido el ci-
lindro por medio de los dos semiejes de su seccion normal.
Indicaremos por «,B estos dos semiejes y supondremos

a =< f. (3.1)

Supondremos fijado un sistema de ejes coordenados orto-
gonales = y z, de los cuales los ejes x,y seran las rectas de
los dos semiejes de la elipse, « y B respectivamente, de manera
que la ecuacion de la elipse sera

x? 42

cc.a

B

Siendo ademaés el radio de la esfera =1, para resolver el
problema de la intersecciéon, nos conviene, desde un principio,
distinguir tres casos, segin sea



19; : B=az=1
29, _ B>1>a
30. : | =R =

En el caso 1°. no existe problema, pues la esfera estd con-
tenida dentro del cilindro. El caso 3°. es el caso propiamente
de la penetracion del cilindro en la esfera. El caso 2°. es maés
bien de inferseccién y serd conveniente tratarlo como ultimo.

4. —En el caso 3°., cortando el solido de penetracion con
un plano paralelo al yz a la distancia del origen 4z (2 <a)

se obtiene un segmento de circulo de radio }'1—az2, compren-
didc entre las dos cuerdas distantes del centro

yzB]/l—g,

cuya area s(z) se calcula en seguida:

s(2)=2 B ]/'(1—2—2) (1—p+p—a )+

. B a?—g2
+ (1 —2?) arcsen :V ]

1-=2 ]

(4.1)

El volumen de penetracién sera

o

V:Z[s(x) dx. (4.2)

(U]

Conviene, como primera operacion, eliminar la transcenden-
te arc sen en el segundo término de (4.1) mediante integra-
cion por partes, eligiendo como factor diferencial (1— 22?)dx;
se ve en seguida que el término integrado resulta nulo en los
extremos de integracion y por lo tanto se mantiene la expresion
(4.2) del volumen sustituyendo, en cambio del segundo término
de la expresion (4.1) de s(x):

B(1—a?) il Cani) :
0] (12 ) (o)

a

(4.3)
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la dltima, si a la misma sustitucion se hace seguir la otra
U =arctgt se cambia en

©
%

a2 4 — % arctg | 1—a2t R Yo
EEGRT T n T i g O T e

0

Resumiendo (%)

Vae=" (1= (1—a)93].

e Q

o

Notese que si en (5.1) y en (5.2) se pone a=1 se ob-
tiene el valor limite del volumen considerado cuando el cilin-
dro tiende al circunscrito a la esfera

4
lim Vp_y =lim Vp_,=——.
a—>1 o—>1 =

6. —En cualquier otro caso (1>p>a) la integral (4.2)
no se puede efectuar con funciones elementales y, para calcular
el volumen de penetracion, tendremos que acudir a la teorfa de
las integrales elipticas. Pongamos por brevedad

p2—a2 1—p2
Lot 1.9 B JOEE L <
1—o2 =k l—a‘-’_l : : (6.1)
x2 —_ 0y Edg
B 2o T e e VN e S
i a2_€’ V1—Fk2E2=A, da_ ewTy
R ()
arcsen § =9 dﬁzﬁ‘ )
y1-g2

(*) Note el lector que en este caso particular el volumen se calcula tam-
bién fécilmente con los métodos de la geometria elemental.

(®) Estas sustituciones tienen por fin de aproximarnos a la forma adoptada
por Legendre para la representacién de las integrales elipticas, de manera que,
al atribuir a o, 3 valores numéricos, puedan utilizarse las tablas correspondientes.

Recordamos que las tablas de integrales elipticas de primera y segunda
especie calculadas con 9 decimales fueron publicadas por Legendre en su cé-
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La (4.2), teniendo en cuenta (4.1), (4.3), se escribe en-
tonces

#5000 = E e
V:40,Bl/l—a2[f22Ad9—|—§f 1_&2 )__]

o2 %'&2 A
BY1— a2 .
:4“_'”_“[3 EzAdS—{—LO AdY
S k2
(k’2 2 dd
e (BREEE A (e A e
Ry oc‘-’) A
2 1 d9o E
+°°‘~’(1—0°'2)f WL 52_]—] o
+l—a?

lebre Traité des foMtions elliptiques (Paris, 1825-1828). Reducciones de las
mismas se encuentran en varias colecciones de tablas y férmulas publicadas
por distintos autores. Entre éstas muy corrientes son las Funktionentafeln mit
Formeln und Kurven de Jauke y Emde, publicadas en varias ediciones a partir
de 1909, donde los valores estin dados con 4 decimales y que son las que nos
han servido en el ejemplo final. Solamente tablas parciales para completar o
corregir en alguna parte las de Legendre fueron publicadas sucesivamente por
otros autores. (Véase una lista en TRICOMI, Funzioni ellittiche, Bologme Za-
nichelli, 1937). No se poseen tablas para las integrales de tercer especie por
la dificultad de depender estas integrales de tres parametros. Para girar esta
dificultad se indica ordinariamente sustituir el caleulo directo de las inte-
grales por el uso de las funciones elipticas tabuladas por Jacobi (funciones @ ),
lo que implica una profundizacién teérica mo indiferente. Para el mismo fin,
Legendre indic6, ya desde sus primeros estudios sobre el argumento, £ér-
mulas de reduccién que vamos a considerar en lo que sigue. Recientemente
C. HEUMANN ha publicado en el Journal of Mathematics and Physics, vol.
XX, 1941, p. 127, una memoria Tables of complete elliptic Integrals en la
cual, ademis de indicar algunas correcciones a las tablas de Legendre, da
algunas tablas complementarias para céalculos en intervalos donde la inter-
polacién proporcional no es satisfactoria y ademés tablas para integrales com-
pletas de tercer especie a las cuales tendremos todavia que referirnos, como
ejemplos de aplicacién.

Recordamos por fin que el Traité de Legendre fué precedido por los
Egercices de calcul integral del mismo autor (1811-1810) donde ya estin todos
los fundamentos de la obra mayor y que es la obra a la cual nos referimos
en las referencias que siguen, por no estar el Traité a nuestra disposieién.
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T

y, para =, E=1,

2
1 1 K2 -
fEMd%:fS-[(Z»—F)E(k)T =Kk |- (6.4)

La ultima integral en (6.3) es una integral completa de
tercera especie; dejando, por méas generalidad, indeterminado el
extremo superior de integracion, y poniendo en lugar de la cons-
tante «?/1—a? una constante indeterminada n, la escribire-
mos con Legendre

1. -dd

2ad. 6.5
14+ng2 A b,

@
gk, n, 9)= f
0
Por depender ella de tres pardmetros no existen hasta aho-

ra para esta integral tablas calculadas. Solo recientemente en
la memoria citada de Heuman, el autor ha publicado una tabla

; . : T
de integrales completas es decir correspondientes a cp:—z—, co-
mo es precisamente el caso nuestro.

7. — En el n. 8 vamos a ver, siguiendo siempre a Le-

gendre, que en realidad las tablas de Heuman pueden susti-
tuirse por las de Legendre para integrales de primera Yy
de segunda especie, y que para nuestro problema nos conviene
todavia referirnos a estas ultimas.

Anticipamos sin embargo algunas observaciones con res-
pecto a su uso eventual. Ellas estin construidas para valores
negativos de n; precisamente

—1l<n<—k2<0,
lo que no es el caso nuestro; pero Legendre ha dado también
el modo de pasar de uno a otro caso con la observacion si-
guiente : :
Indicando con h una constante positiva, se tiene

hEYI—E2 —  1-282 k%L 4%
A T 1—(k*—h)g2—hEt A’

% d arctg
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y la expresion del volumen V (6.3) resulta

8 (7.8)

( K(k)— 11 (k, — 2, %))]

o(1—B?),
BY1—a2

V= % apV1—a® E(k)—

8. —Nos conviene, sin embargo, considerar el problema
todavia desde otro punto de vista; primero porque las tablas de
Heuman no han entrado todavia, por lo que sabemos, en las
colecciones de tablas que se pueden facilmente alcanzar; segun-
do porque, como vamos a ver, siguiendo todavia a Legendre,
llegaremos a dar para nuestro problema, una férmula explicita
que permite calcular la soluciéon en cada caso numéricamente
dado, con el subsidio solamente de las clasicas tablas de Le-
gendre. \

Aplicamos para eso todavia el procedimiento de derivacion
y sucesiva integracion en la forma siguiente: para transformar
la integral TI(k,n,¢) (6.5), ponemos por un momento, por
brevedad, ;

N=14+nt=1-+nsen?$

y consideremos la expresion

i sen 9 cos A 2 sen2d cos2FA cos29r—sen23A k2sen29 cos2y
E TN SRS ity 4 Y T R Y SRR O e

__ BOE)(1-k)  1-a(k1)eyahene

e Weh, ok il NA '

Desarrollando los numeradores segtin potencias de

N 1
= :E?+_

n n
se tiene

(1—€2) (1—k2E2)= (1+}T) (1-%%)~

(e D)) (e e

n
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la solucion general sera luego
O (9, n) A (%) +A(T) “o B

donde A y A’ son funciones arbitrarias; nos queda el pro-
blema de elegir estas funciones de manera que (8.10) venga a
coincidir con (8.8). En virtud de la simetria de (8.7) y de
® (%, n) respecto de las variables 9,7 (donde T es una repre-
sentante de n por el cambio de variables (8.2) las dos fun-
ciones A y A’ no pueden diferenciarse sino por el cambio de
variable y eventualmente el cambio de las constantes k&, k', da-
do que ellas aparecieran en la expresion.

Para determinar ahora esta funciéon, supongamos hacer
variar 9 en un pequeiio intervalo proximo a O:

0<% <@, ¢ arbitrariamente pequeiio.

Si se supone ¢ arbitrario, y por lo tanto suficiente-
mente lejos de 0, el segundo miembro de (8.9) y la funcién

]/}—LII(]C, n,¥) toman valores tan préximos a 0 como se quie-
re, con tal que sea ¢ bastante pequefio; tenemos luego

| VW TL (K, 0, 0) — A (3) —A'(C)|<e (8.11)
donde ¢ es un numero positivo que se puede tomar arbitra-

riamente pequefio.
Pero, integrando por partes, sc tiene

@
10 (I ', 2) i -
£ n, = e
( 1+n'sen®s J1—J'2sen?t
0

&
Tz
= (A,)"_fT(T)d

V1—k"2sen2t .
con

rey— (& [ Qb 1
_fl-{—n’sengr—fl—{—(l—{—n’)tg?t Vit
0

0

arcthl +n'tgT);
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El cuerpo comun al cilindro y a la esfera se compone del
segmento esférico comprendido entre los planos paralelos

r=uak, “T="Sak' (10. 2)

cuyo volumen es

Vit 2nk’ o(3B2—2a2—a2pB2)
1="3 FEm

(10.3)

y dos casquetes, apoyados exteriormente a los planos (10.2) y
cuyo volumen se calcula en modo analogo a lo dicho en el n. 4,
con las observaciones siguientes:

10.  Respecto de la variable x los extremos de integracién
serdn ahora ok’ y o en cambio de 0 y «a.

20. Para reducir las integrales elipticas a la forma nor-
mal de Legendre serd necesario poner, en cambio de la sustitu-
cién (6.2):

% 2

1-Tope 1-prE-oS -« 0-n)
; o
ke (10.4)
o Ji—kee

Respecto de la variable £ los extremos de integracion seran
nuevamente O y 1; pero serd de observar que, al transformar
el segundo término de (4.1) mediante integracion por partes,
en cambio del valor O se obtiene, para el término integrado

que se anula al sumar con (10. 3). El volumen buscado resulta
asi nuevamente expresado por una suma de integrales analoga
a (6.3) ‘
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Tal es por lo tanto la maxima longitud asignable al apéndice;
puede observarse que, por el valor de o en que se realiza él mi-
nimo de BD, en ningan instante el apéndice con esa maxima
longitud, viene a rozar los lados del cuadrilatero.

Esta solucién es debida, salvo ligeros detalles de redaccién, al sefior CARLOS
KRUGER, alumno de la Facultad de Ciencias Mateméaticas de Rosario.

N. 109. — Sea la hipérbola

(132 y? .
“ab g e

Se pide hallar la ecuacién y el irea de la curva inversa de esta hipérbola
con potencia de inversién k y centro de inversién el origen de coordenadas.

SoLucIoN. — Con las condiciones del enunciado recordemos
que si p=f(9) es la curva dada, la ecuacion de la curva inversa
es p=Fk/f(%). Por tanto en nuestro caso la curva inversa sera

k
p:—azl/b2 cos? & —a?sen? 9. (1)

Aplicando la formula

1
A=— 2d9
. pr

que da el area en coordenadas polares y observando que en el
caso actual la curva es simétrica respecto ambos ejes y sola-

mente esta definida en el intervalo 0 <% <arctg — (junto con
a
su opuesto) resulta que el valor del 4rea buscada es
arc tgé’-

A=2[ p2ds.
0

Sustituyendo el valor (1) y verificando la integracion, se
tiene
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arctg—
f ——(b2 cos? & —a?sen? ¥) do
0
1 1 b k2
ST Bl AN 2
(a‘~’ b2 )k arctg +— e

que es el valor del area buscada.

Como generalizacion natural aparece el problema de hallar
el area analoga en el caso de sustituir la hipérbola del enunciado
por la elipse

x2 y?

—Z’l? ﬁzl.

En este caso la curva inversa es

Tk :
o :Ebe? cos? & + a2 cos? 9,

que solamente difiere de la (1) en un signo, siendo también simé-
trica respecto los dos ejes.

El célculo del 4rea es en este caso mas simple que en el
- anterior, puesto que la curva inversa no pasa por el origen y por
tanto esta definida para todo valor de 9. Teniendo en cuenta
las condiciones de simetria mencionadas, sera

/2
k2 it 1
A= Zf prTE (b2 cos? & 4- a2 cos? &) d¥ = (—+ ——) nk?2.

b2 g2
0

Esta solucién ha sido enviada por el Sr. JoSE G. LAHOz, alumno de la Fa-
cultad de Ciencias Mateméticas de Rosario. Otra solucién, restringida al enun-
ciado del problema, se ha recibido del Sr. ApoLFo DAGHETTO, alumno de la
Escuela Industrial Anexa a la misma Facultad.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

PROPUESTOS

122. — Demostrar las igualdades

R b 0 ad; bdy cd,

ald0e dy dy adlyr: @diykilead

bty AV, i hdg dikici 0 ) ;

B s 00 0 R T it
R R T = [éabd2d3)2 + (aedydy)? + (bedyd,)?]
a2 0 d2? dy? — [(ads)t + (bdy)t + (edy)4] =

b2 d2 0 dg? | (ady-+bdy+ed,) (ady -+ bdy— edy)
02 d22 d32 0 (‘ad?’ 2 bd2 + Cdl) (— ads + bd2 + Cdl).

123. — Demostrar que para todo triangulo acutangulo ABC se
verifica

tg A+tgB+1gC=3V3.

124. — Sea una circunferencia de radio r. Por un punto M
de un diametro AB se traza la cuerda PQ perpendicular a AB.
Se pide determinar el punto M de manera que el érea del trian-
gulo APQ sea ar?. Demostrar que el problema tiene dos o nin-
guna solucién; determinar los valores de o para los cuales existen
soluciones. Galculo numérico para a=1.

125. — Demostrar que la suma de las tangentes trigonomé-
tricas de los angulos formados por las tangentes a una conica
desde un punto exterior P con un eje de la misma es igual a la
suma de las tangentes trigonométricas de los angulos que for-
man con dicho eje las rectas que unen P con los vértices de la
conica correspondientes al mismo eje.

", 126. — Determinar las condiciones que deben realizar los.
coeficientes de una ecuacion para que a cada raiz corresponda
otra complementaria respecto del numero 1.
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* Se trata de la reproduccién fotogrifica de la tercera edicién (1930) del

conocido libro de Bieberbach sobre Ecuaciones diferenciales perteneciente a
la coleccién de los ‘‘Grumdlehren der Mathematischen Wissenschaften’’ cuya
primera edicién aparecié en 1923.

] Las excelentes cualidades de expositor, reconocidas en el autor a través
de sus variadas obras de texto, quedan bien patentes en la presente, en la
cual, sin romper la unidad ni la continuidad de los diversos capitulos, se ex-
ponen desde los elementos de la teoria hasta los conceptos fundamentales de
los problemas y métodos mas recientes de la misma. Veamos brevemente las
diversas partes de que consta.

La primera parte estd dedicada a las ecuaciones diferenciales de primer
orden. Se estudian en ella, primeramente, los métodos eclementales de inte-
gracién y su aplicacién a algunas ecuaciones tipicas clésicas. Para el caso
general se estudia con detalle el método de las aproximaciones sucesivas que
sirve tanto para demostrar la existencia de la solucién como para establecer
los relativos teoremas de continuidad. En capitulo aparte trata de la apli-
cacién a las ecuaciones diferenciales de primer orden de la teoria de los
grupos continuos de Lie, exponiendo con claros ejemplos las relaciones mu-
tuas entre los problemas de la integracién de ecuaciones diferenciales y la
bisqueda de los grupos de transformaciones infinitesimales que las dejan
invariantes. A continuacién estd dedicado un importante capitulo al estudio
“‘en grande’’ de las curvas integrales y de su comportamiento en el entorno
de los puntos singulares. Respecto de lo primero se estudian, demntro de lo po-
sible, los casos de curvas integrales cerradas y periédicas, problemas dificiles
que son tratados con gran generalidad y eclaridad. Respecto los puntos sin-
gulares de las ecuaciones diferenciales, siempre de primer orden, se estudian
los clasicos resultados de Poincaré y Bendixon. Termina esta primera parte
con un capitulo referente a las ecuaciones diferenciales de primer orden en el
campo complejo, estudiando los puntos singulares de las soluciones desde el
punto de vista de la teoria de las funciones analiticas.

La segunda parte trata de las ecuaciones diferenciales de segundo orden.
Después de demostrar, por el método de aproximaciones sucesivas, los teore-
mas de existencia de soluciones y de estudiar algunos tipos especiales de estas
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ecuaciones, en especial las ecuaciones lineales, entra en un interesante capi-
tulo destinado al estudio, en el campo real, de las curvas integrales de las
ecuaciones de segundo orden. Se tratan en él, con detalle y eclaridad, los
clisicos resultados de Sturm-Liouville y analogos referentes a la distribu-
ciéon de los ceros de las soluciones de ciertos tipos de ecuaciones y de los va-
lores propios de las mismas. Sigue luego un capitulo dedicado a las ecua-
ciones de segundo orden en el camfvo complejo. El problema que se presenta
en este caso es el estudio y clasificacién de los puntos singulares de las
soluciones desde el punto de vista de la teoria de funciones analiticas, pro-
blema mucho méas complicado que su andlogo para las ecuaciones de primer
orden. Considera el autor con mucho detalle el caso de la ecuacién general
homogénea w’’ 4 p(z) w’ 4 q(2)= 0, tratando en particular de la solucién
(que obtiene por coeficientes indeterminados) en el entorno de un punto
singular no esencial (en cuyo caso demuestra que p(z) y ¢g(2) poseen en
dicho punto un polo de primero o segundo orden a lo sumo), haciendo apli-
cacién del método y resultado a la ecuacién diferencial de Bessel y a las
ecuaciones cuyas curvas integrales carecen ' de puntos singulares esenciales
(ecuaciones de Fuchs).

Las partes tercera y cuarta constituyen la segunda mitad del libro y es-
tin dedicadas a las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. En la ter-
cera parte se tratan las ecuaciones en derivadas parciales de. primer orden,
empezando por las lineales y pasando después a la ecuacién general, demos-
trando los teoremos de existencia y unicidad de la solucién. Después de unas
aplicaciones a la integracién de ciertos tipos especiales de ecuaciones pasa al
caso de ecuaciones con n variables mencionando aplicaciones a la mecénica
y a las transformaciones de contacto.

La parte cuarta esti dedicada a dar una vista rdpida sobre las ecua-
ciones en derivadas parciales de segundo orden; teoremas de existencia, su-
perficies integrales, caracteristicas con aplicacién a los diversos métodos ecla-
sicos de integracién y a clasicos problemas fisicos.

Las breves indicaciones precedentes pueden servir para dar una idea del
contenido de la obra, cuyas sucesivas ediciones en pocos afios demostraron el
interés con que fué recibida por el phblico matemético, interés que segura-
mente ha de subsistir para esta cuidada y bien presentada reproduccién fo-
tografica de la casa Dover.

L. A. SANTALO

MANUEL KANT, Historia natural y teoria gemeral del cielo. (Editorial Lauta-
ro. Buenos Aires, 1946).

En la interesante colecciéon ‘‘Tratados fundamentales’’ de esta Editorial,
acaba de aparecer traducida directamente del alemin por Pedro Merton, la
cliasica obra donde Kant expone su hipétesis cosmogénica, Deméis estd signi-
ficar la importancia que tiene la difusién de las ideas del ilustre filésofo ale-
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mén. Su trascendencia ha creido con el tiempo. Desconocida o ignorada en el
instante de su primera edicién, adquiri6 luego categoria superior como todas
las obras kantianas, Mas tarde refundida con el titulo de hipétesis de Kant-
Laplace gravité fuertemente en el espiritu de los cientificos, hasta que con el
avanzar de la astronomia, fué desalojada de su lugar preeminente por la nue-
va concepciénn de Jeans. :

De ahi que veamos con regocijo la aparicién de esta obra que permitird
a los estudiosos y a los amantes de la cultura en general valorar la evolueién
de las ideas cientificas. La estructuracion de esta edicién permite tal valora-
cién, ya que se completa con un extracto del ‘‘Sistema del mundo’’ de Lapla-
ce, y cuadros donde se consignan los datos méis modernos en punto a distan-
cias, periodo de revolucién, masas, densidades, inclinaciones con el plano de la
ecliptica, ete., de los planetas y satélites, que con muy buen tino agregd como
apéndice el traductor de Laplace y prologuista Manuel Sadosky.

La nota preliminar del joven matemético argentino es un estudio serio y
fundamentado de las ideas kantianas como asi mismo de las hipétesis anteriores
a partir de los griegos y de la evolucién de las ideas cosmogénicas.

£l .

CorTES PLA

CH.-J. DE LA VALLEE PoUSSIN, Cours d’analyse infinitesimale. Dover Pu-
blications, 1946. Vol. 1, p. 400 4 VIII. Doll. 4. Vol. II, p. 524 4 X.
Doll. 4.

La editorial newyorkina Dover presenta en reproduccién fotografica los
dos volimenes del célebre curso de anélisis de de la Vallée Poussin respec-
tivamente sobre la octava edicién original (1938) y sobre la séptima (1937).
El segundo volumen reproduce sin alteraciones la tltima revisacién de la
obra hecha por el autor en la oportunidad de la sexta edicién (1928); el
primer volumen por el contrario corresponde a una recientisima adaptacién de-
bida a la colaboracién de F. Simonat, alumno y sucesor del autor en la
citedra de andlisis de Lovanio que no cambia esencialmente el trazado de las
tltimas ediciones anteriores. Estos detalles pueden valer pdra sefialar la
historia y las etapas de la obra. Es conocido que el curso de La Vallée Pou-
ssin ha sido acogido a su aparicién a principio del siglo con el méis pro-
fundo interés, no solamente por la personalidad del autor, sino porque éste
entendia no contrastar a la inspiracién fundamentalmente elemental, al dar
cabida a complementos méas bien correspondientes a concepciones, recientes
entonces, como las de medida y de’la integral de Lebesgue. En las sucesivas
ediciones el autor ha dado, desde este punto de vista, algtn paso atrds amol-
dandose mayormente, en la eleccién de los distintos temas, a exigencias en
parte esencialmente did4cticas, en parte también a imposiciones de la tra-
dicién. De esta manera el contenido de la obra en la ediecién actual corres-
ponde, principalmente por el primer volumen, mis o menos a un comfn curso
de célculo: después de una introduceién sobre las nociones de ntmeros y #
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