





GEOMETRIA INTEGRAL EN LOSIESPACIOS
TRIDIMENSIONALES DE CURVATURA CONSTANTE

por
L. A. SANTALG
1. Introduccion. — En su forma més general, el problema

central de la llamada Geometria Integral es el siguiente: sea S,
un espacio de n dimensiones en el cual actia un grupo de trans-
formaciones (3, continuo y transitivo. Supongamos, ademés, que
G posea una medida, o volumen, invariante a izquierdas por 'las
operaciones del grupo; es decir, si representamos por dg el
elemento de volumen invariante y s es una transformacion
cualquiera del grupo, la tltima condicién se puede escribir, sim-
bolicamente, d(sg)=dg.

Sea Cp una variedad de dimension p contenida en S, y C7
otra variedad, también contenida en S,. de dimensiéon q. Indi-
quemos por gC7 a la variedad transformada de la C7 por la trans-
formacién g de G y por Cr.gC1 la interseccion de CP con gC1,
la cual dependerad de g. Sea F(Cp.gC4) una funcion de esta in-
terseccion. Se trata de estudiar integrales del tipo

(1.1) I—.:fF(CP.ngI) dg,

donde la integracién estid extendida a todo el volumen del gru-
po G.

El caso mas estudiado es aquél en que S, es el espacio eucli-
diano y G el grupo de los movimientos en el mismo; dg es enton-
ces la llamada densidad cinemética. En este caso, la integral I se
puede calcular para varias funciones F y de los resultados obteni-
dos se han podido deducir, a veces, proposiciones geomé-
tricas referentes a las variedades Cp y C4. Por ejemplo, si C¥
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y C9 son variedades de volumen p-dimensional V(Cr) y ¢-di-
mensional V(C4) respectivamente, y por F se toma el volu-
men (p+4q—n)-dimensional de la interseccion, resulta

(1. 2) fV(Cp .gC7) dg=a V(Cp) V(C9),

G

siendo o una constante independiente de CP y C7 (dependiente
solo de p, q, n).

Bajo ciertas condiciones de regularidad para CP y C4, si por
F se toma la caracteristica de Euler N(Cp.gCq) de la intersec-
cion Cp.gC4 y siempre en el caso de los movimientos en el espa-
cio euclidiano, la integral (1.1) también se puede calcular, dando
la llamada férmula fundamental de Blaschke para n=3 y que
fué generalizada a n dimensiones por Chern y Yien (1).

En este trabajo vamos a considerar el caso de ser S, un espa-
cio de tres dimensiones de curvatura constante K y G el grupo
de los movimientos en el mismo. Mas exactamente podriamos de-
cir que consideramos el caso de los espacios eliptico (K >0) e hi-
perbélico (K <0), cuya representacién proyectiva es bien cono-
cida; el grupo G es entonces el de las proyectividades que dejan
invariante una cuddrica imaginaria (K>0) o real no reglada
(K<0). El caso K>0 ha sido ya estudiado por Ta-Jen-Wu (2),
pero el camino que vamos a seguir aqui, méas geométrico, per-
mite tratar simultaneamente ese caso y el de K <0. Como proble-
ma principal consideramos el caso de ser CP y C7 dos variedades
de 3 dimensiones de volumen finito (p=q=3), es decir, dos
cuerpos limitados del espacio y la funcién F la caracteristica de
Euler de la interseccion de los dos cuerpos. Supondremos, ade-
mas, que ambos cuerpos estan limitados por superficies de drea
finita y con curvatura finita y continua en cada punto, condicién
que, una vez obtenido el resultado, puede reducirse mucho.

(2 8. Cuery y C. T. YiEN, Sulla formula principale cinematlica dello spa-
zio ad n dimensioni, Bollettino della Unione Matematica Italiana (2), vol. 2,
1940, pp. 432-437. Para n — 3 ver W. BLASCKE, Vorlesungen iiber Integralgeo-
metrie, Leipzig und Berlin, 1937. En 1ealidad en estos trabajos se considera
sélo el easo p — q — m pero por consideraciones de paso al limite se puede
pasar facilmente al caso general.

(*) Ta-JEN Wu, Ueber clliptische Geometrie, Mathematische Zeitschrift,
Vol. 43, 1938, pp. 495-521.



Veremos después algunas aplicaciones, entre ellas la genera-
lizacién a los espacios de curvatura constante de un resultado
obtenido por O. Varga para el espacio euclidiano.

Finalmente consideraremos el caso en que  C7 es un plano
del espacio (o sea una superficie totalmente geodésica); entonces,
como para cada plano e existe un subgrupo E de G que lo deja
invariante, habri que considerar el espacio homogéneo G/E y como
medida invariante en el mismo tendremos la Ilamada densidad para
conjuntos de planos. Con esta densidad se pueden generalizar
muchas férmulas integrales conocidas para el caso euclidiano; la
mayoria de ellas, sin embargo, resultan idénticas para los espacios
de curvatura constante, por lo cual nos limitamos a sefalar la
(10. 3), que depende de K y que contiene la desigualdad (10.5),
valida para los cuerpos convexos del espacio hiperbélico.

En todo lo que sigue, al hablar de espacio, entenderemos que
se trata del espacio de 3 dimensiones. Ademés, con objeto de
abreviar la escritura, para indicar la curvatura del espacio utiliza-
remos, segiin convenga, K o k, ligados por la relacion

(1.8) k=K.

2. La densidad cinemdtica en espacios de curvatura cons-
tanle. Densidades para planos, rectas y puntos. — Supongamos
el espacio tridimensional de curvatura constante K y el grupo G
(dependiente de 6 parametros) de los movimientos del mismo. Pa-
ra hallar el elemento de volumen invariante de G, es cémodo
utilizar el método del «triedro mévil», de E. Cartan (3).

Sea P un punto del espacio y consideremos el triedro trirrec-
tangulo formado por tres vectores 2¢,, &,, ¢;, de médulo unidad
y origen P. Se cumplen, por tanto, las condiciones

SR W T
&) "*'ef‘{ 0 si ij

donde los productos escalares del primer miembro se entienden
tomados segtin la métrica del espacio.

(*) E. CARTAN, Legons sur la Géométrie des spaces de Riemann, 22 edicién,
Paris 1946, Capitulos IX y XII. Para este n® 2 puede ser fitil consultar la
fundamental memoria de 8. 8. CHERN, Integral Geometry in Klein spaces,
. Annals of Mathematics, Vol. 43, 1942,



S RS

El vector PP’ determinado por P y el punto infinitamente
proximo P’, tendrd respecto dicho triedro ciertas componentes
que representaremos por oi; es decir, poniendo d,P=PP’, sera

(2. 2) dlp p— Eﬂiéi

donde en el segundo miembro se entiende implicita una suma-
toria desde i=1 a i=3, cuyo simbolo suprimimos, como es
costumbre en céalculo tensorial; la misma convencion vale en todo
lo sucesivo en este n°. 2.

Por otra parte, las diferenciales absolutas De; de cada uno
de los vectores €; se podran también expresar en la forma

(2 3) Déi = m'j‘ ék,

siendo o nuevas formas diferenciales lineales; es decir, lanto
las i como las w;} son formas lineales en las diferenciales dz!
de las coordenadas zi del espacio, mas de las otras tres coorde-
nadas que fijan el triedro formado por los vectores €. Su valor
se deduce ficilmente de (2.2) y (2.3), multiplicando ambos
miembros escalarmente por el vector ¢; conveniente. Se obtiene asi

(2. 4) G)E=él o dlp’ mlk: — ka!' :_Bk . Déi.

Las diferenciales exteriores de las formas i, of satisfa-
cen a las siguientes ecuaciones de estructura del espacio (*)

(2.5) dori = [k ]

it y 1 ¢
(2 6) .d(DiJ paoes [(.Oik Cﬂkf] e ? Ri}kh [Cﬂ'k (ﬂh],

donde los paréntesis cuadrados [ ] indican multiplicacién exterior
y Rijy;, es el tensor de curvatura del espacio.

Consideremos ahora el grupo G de los movimientos del es-
pacio. Supuesto fijado un triedro trirrectingulo de vértice P,
formado por los vectores &, (lo indicaremos (P,, €;)), cada mo-
vimiento ¢ de G puede determinarse por el triedro (P, €;) trans-

L=

(*) E. CaRTAN, loc. cit.,, pig. 322.



formado del (P,,&;), por g y reciprocamente, cada triedro (P,&)
determina un movimiento ¢: aquél que lleva (P, €;,) a coin-
cidir con (P,¢;). La familia de triedros P,€; constituye por tanto
una familia de triedros <«adaptada al grupo G». Las formas
wi, of son entonces las componentes relativas de G y (2.5),
(2.6) son las ecuaciones de estructura del mismo. Las compo-
nentes relativas oi, o son invariantes por G y por tanto tam-
bién lo sera la forma diferencial de sexto grado

(2.7) - dg=]o! 0?0l 0,0, o],

Siendo el grupo G ftransitivo, toda otra forma diferencial
mvariante de grado seis debe diferir de la anterior dg en un fac-
tor constante. Luego (2./7) es el elemento de volumen inva-
riante del espacio de G: se llama la densidad cinemdtica del es-
pacio de curvatura constante considerado.

A la expresién anterior de dg se le puede dar upa inter-
pretacion geométrica simple. En primer lugar se observa que
segin (2.2) el producto [o! ®2®?] es igual al producto de los
desplazamientos elementales de P, segun tres ejes rctangulares, o
sea, es igual al elemento de volumen del espacio, que represen-
taremos por dP, o sea

(2.8) dP =[o! 02 3]

Por ofra parie, cada una de las o/, segin (2.4), representa
una rotacién elemental alrededor del eje &, (h/<i5:k). Por tanto,
el producto [w3®,3], por ejemplo, representa el elemento de
area dQ de la esfera de radio unidad y centro P (esfera euclidiana,
situada en el espacio tridimensional tangente al dado en P) co-
rrespondiente al punto representativo de la direccién de €;. Po-
niendo finalmente dp en lugar de la forma o,? para representar
una rotacién elemental alrededor de @;, se tiene para dg la expre-
sién muy intuitiva

(2.9) dg=[dP dQdey],
que tien la misma forma que para el caso euclidiano. Aqui,

como en todo lo que sigue, las densidades se consideran en va-
lor absoluto.



L

Supongamos, por ejemplo, un punto P fijo del espacio y
un cuerpo cualquiera Q de volumen finito V mévil en el mismo.
La medida del conjunto de posiciones de Q en las cuales contiene a
P (o sea, la medida del conjunto de movimientos que llevan a
Q a una posicion en la cual contiene a P) es

(2.10) fdg:8ﬂ2 #
PZQ

Basta, en efecto, observar que esta medida debe ser igual a
la de las posiciones de P (supuesto movil) en las que queda
ivterior a Q (supuesto fijo) y por tanto al integrar (2.9), Q
varia sobre el area 4n de la esfera unidad, ¢ entre 0 y 27 y P
en el volumen de Q; sale asi el resultado (2.10).

Consideremos ahora el subgrupo I de los movimientos que
dcjan invariante un plano e del espacio (?). Tomando como plano
e el determinado por los vectores €,,e, y considerando desplaza-
mientos del triedro P, €; en los cuales é; se conserve normal a e,

las ecuaciones (2.2) y (2.3) dan
(2.11) w8=0, 0;3=0, 0d=0.

Este sisteha de ecuaciones de Pfaff, por la manera como ha
sido obtenido, debe ser completamente integrable y sus varie-
dades integrales representaran, en el espacio representativo del
grupo G, al subgrupo E y sus transformados por las operacio-
nes de G (°). El producto

(2.12) de=[w? 0,3 0,8].

(°*) Recordemos que aqui y en todo lo que sigue, como es costumbre, llama-
remos ‘‘planos’’ a las superficies totalmente geodésicas del espacio.

(*) Para mejor comprensién consideremos como modelo aclaratorio el grupo
G de los movimientos en el plano euclideo referido a un origen O y dos ejes
rectangulares z, y. Cada movimiento, siendo reducible a una traslacién y una
rotaecién, estari determinado por las coordenadas z, y del punto transformado
del O y por una rotacién ¢ : (&, %) sern las coordenadas del espacio tridi-
mensional representativo del grupo @ de los movimientos del plano (sélo hay
que observar que g s6lo puede variar entre 0 y 2=, es decir, deben identifi-
carse los planos ©=0y ¢=2x, con lo cual el espacio de G puede decirse
que es un cilindro de tres dimensiones). Consideremos ahora una recta r del
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es invariante por G y podra tomarse como elemento de .volumen
del espacio homogéneo G/E, siempre y cuando su valor dependa
exclusivamente del plano e, no del punto P ni de los vectores
tangentes €;, €, elegidos sobre él. Esta independencia se pueds
deducir por métodos generales, teniendo en cuenta las ecuaciones
de estructura (2.5) y (2.6) y que el espacio es de curvatura
constante, pero en este caso particular es mas simple proceder
geométricamente. Para ello observemos que (2.12) equivale a

(2.13) de=[dQ dt],

siendo dQ=[®;3 w,3] el elemento de éarea sobre la esfera eucli-
diana unidad de centro P correspondiente a la direccién e; y
dt=w3 un desplazamiento clemental en la misma direccion, o
sea, normal a e. Desplazando por paralelismo el triedro (P,&;)
sobre e, el vector normal & se conserva normal y por conser-
varse también el 4ngulo entre vectores y las longitudes de los
mismos, dQ y dt se conservarin, o sea (2.13) no depende del
punto P elegido sobre ¢ ni de la particular posicién de los vec-
tores tangentes e;, €,.

La expresion (2.12) o su equivalente (2.13) puede por
tanto servir para medir conjuntos de planos (o, lo que es lo
mismo, conjuntos de puntos en el espacio homogéneo G/E), ob-

plano de partida, que por simplicidad podemos suponer que es el eje x. El
subgrupo B de G que deja r invariante estd representado por la reeta y=0,p= 0.
Observemos, ademis, que cada punto z,y,¢ se transforma por la operacién

(%o, Yo, ¢y) de G segin las férmulas (grupo de los parfimetros),

g’ =& eosg,— Y sen g, 4 T ,
¥’ =z sengy+ y o8 gy -+ Vo ,
¢ =¢+%0-
Por tanto la recta y = 0, g = 0, se transforma por la operacién (%, Y, @)
en la recta.

) 2’ =2 08 g+ %, Y =% sen g+ Yo »9=10

en cuyas ecuaciones el parimetro variable es x. Estas rectas (*) son tales que
por cada punto del espacio representativo de G pasa una y una sola: son las
variedades integrales del sistema andlogo al (2.11) para el caso del plano que
ahora consideramos. A cada una de ellas corresponde una recta del plano de
partida. (la que pasa por el punto #, , ¥, y tiene la direceién g,). Considerando
cada recta (*) como un solo punto del espacio de G resulta un espacio de dos
dimensiones: es el espacio homogéneo G/R y el elemento de volumen invariante
de este espacio es la densidad para rectas del plano.
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teniéndose una medida invariante respecto de G, la cual, salvo
un factor constante, sera tinica debido a ser G transitivo respecto
los planos e; cualquiera de estas expresiones (2.12), (2.13) se
llama la densidad para conjuntos de planos.

Conviene dar a esta densidad una forma mas adaptada para
el calculo efectivo. Para ello consideremos un punto fijo O
del espacio y determinemos cada plano e por su distancia p
a 0, mas las coordenadas esféricas 9,¢ de la direccion de la
normal a e desde O. El elemento de arco del espacio, en estas
coordenadas geodésicas p, ¥, ¢ (suponiendo zl=p, 22=9,
8 =0¢) es

(2.14)  ds2=dp®+ K~ sen? kp d92 4 K1 sen? kp sen? 9 d?.

Elijamos como punto P de e el pie de la normal desde O,
y como vectores €;, € las tangentes a las direcciones segin las
cuales varia tunicamente ¢ o ¥, respectivamente.

Las componentes de &;, €;, €; seran

5 k £ k £
¢( 0,0, -m), eg(o,hl , 0), % (1, 0, 0).

Segin (2,4) se tiene, puesto que las componentes de d, P
son dp, 0, 0,
k

= (F3ytdp+ Fgo1 A9+ Ilg3t dp) ————— =— cos kp sen & do
sen kp sen ¥

= (Lg; dp+Egp! d¥+Ligst do) '—E'-— =—coskp d¥
sen kp

y por tanto, llamando ahora dQ = sen 9 d9 de al elemento de
drea sobre la esfera euclidiana unidad de centro O correspondiente
a la direccion normal a e, queda

(2. 15) de = cos? kp [d) dp].



Por ejemplo, la medida de los planos que cortan a una es-
fera de radio p, integrando la expresion anterior de 0 a p
respecto p y sobre la esfera unidad dQ (lo que da 4=), resulla
ser :

(2.16) v 2n (p-+k1 cos kp sen kp).

En particular, si K>0 (o sea, k es real), todo el espacio
equivale a una esfera de radio n/2k y por tanto se tiene el resul-
tado conocido (2) de que la medida de todos los planos del espacio
eliptico de curvatura K=FKk? vale n2/k. Si se quiere expresar .
este resultado desde el punto de vista de los grupos, se tiene: en
el caso K>0, el espacio homogéneo G/E tiene volumen finito
igual a n2/k.

De manera analoga a la anterior se puede obtener la densi-
dad para conjuntos de rectas (o sea, geodésicas) del espacio.

Sea r una recta y consideremos el subgrupo R de los mo-
vimientos que la dejan invariante. Tomando el triedro P, é; de
manera que €; sea tangente a r, las ecuaciones diferenciales de
las variedades que en el espacio del grupo G representan al sub-
grupo R y sus transformados por las operaciones de G, serdn

el s ntasl ol et =(,

La densidad . para conjuntos de rectas, o sea, la medida ele-
mental invariante del espacio homogéneo G/R sera por tanto,

(2.17) dr =[o! 02 04! w,?]

siempre y cuando esta expresion no dependa del punto particular
P elegido sobre r. Geométricamente, observemos que [w!®?]| re-
presenta el elemento de area do normal a r en el punto P y
[o04! 0g2] =[w,3 w,3] segtin lo dicho anteriormente es igual al ele-
mento de area sobre la esfera euclidiana unidad de centro P co-
rrespondiente a la direccion de r. Se puede por tanto escribir

(2.18) dr=[dsdQ].

En esta forma se ve bien que no depende del punto P, pues-
to que por traslacion paralela a lo largo de r, ni do, ni d0)
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varian. Como G es transitivo respecto las rectas del espacio, la
densidad anterior es unica salvo un factor constante.

Es interesante observar que la forma dr es independiente de
P para las geodésicas de cualquier espacio, aunque no sca de cur-
vatura constante, como aqui consideramos. Entonces no existe
desde luego el grupo G ni el R, pero a partir de la densidad dr
se pueden medir también conjuntos de geodésicas obteniéndose
propiedades del espacio, como hicimos para las superficies
(n=2) en un trabajo anterior (7) y vamos a hacer para un es-
pacio de Riemann general de dimension n en un trabajo préximo.

Para el célculo efectivo es util referir las rectas r a un
sistema de coordenadas fijo, como hicimos para el caso de los
planos. Tomando un punto fijo O. cada recta r delermina un
plano normal a ella desde O; sea ahora d() el elemento de area
sobre la esfera euclidiana unidad de centro O correspondiente a
la direccion normal a dicho plano y do el elemento de area
sobre el mismo plano correspondiente a su punto de interseccion
con r. Entonces, si p es la distancia de O a r, por un método
anélogo al caso de los planos o hien directamente por un cambio
de variables en (2.18), se obtiene

(2.19) dr = cos kp [do dQ].

Calculemos, por ejemplo, la medida de todas las rectas que
cortan a una esfera de radio p. Como sobre un plano del espa-
cio, en coordenadas polares p, ¥, es do=~Fk—1senkpdpd?, resul-
tara

27
fded%}fk—l sen kp cos kp dp = 2n2 k1 sen? kp.
%Q 0 0

En particular, si K>0, o sea k es real, todo el espacio
equivale a una esfera de radio n/2k y, por tanto, se tiene el resul-
tado conocido (2): la medida de todas las rectas del espacio
eliptico de curvatura K=Fk? vale 2n2/k. Si se quiere expresar
desde el punto de vista de los grupos, el resultado es: el volumen

(") L. A. SaxrarLé, Integral Geometry om surfaces, Duke Mathematical
Journal, Vol. 16, 1949, pégs. 361-375.
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del espacio homogéneo G/R correspondiente al caso K >0 vale
2n2/k.

Aunque es trivial, terminaremos observando que la densi-
dad para conjuntos de puntos P. de manera anadloga a la an-
terior para planos y rectas, se obtiene que vale

(2.20) dP =[o! 0? ],

que ya vimos en (2.8) equivale al elemento de volumen del espa-
cio. Por ejemplo, la medida del conjunto de puntos contenidos en
una esfera de radio p es iguai al volumen de la misma, que
vale 27 k=3 (kp —sen kp cos kkp). Para el caso K>0, al bacer
p=n/2k, resulta como volumen total del espacio gl valor =2/ks.

3. Sobre la curvatura total de una superficie cerrada. -- Sea
S una superficie cerrada contenida en el espacio de curvatura
constante K. En cada punto de S se distinguen dos curvaturas:
a) La curvatura intrinseca o absoluta K¢, que es la curvatura
riemanniana de S considerada como un espacio de Riemann de
dos dimensiones. b) La curvatura relativa Kr, igual al producto
de las curvaturas principales 1/R;, 1/R, de S como superficic
contenida en el espacio de curvatura constante considerado; es
decir:

1
R\R,

(3.1 Kr—

También utilizaremos la curvatura media, que entendere-
mos siempre tomada con los radios Ry, Ry, o sea

Yorililew' §
(3.2) H_E(—R—ITE).

Como los radios principales de curvatura R;, R, van a
jugar un papel fundamental en lo sucesivo, conviene que recor-
demos su significado geométrico. El estudio de la geometria di-
ferencial de las superficies contenidas en un espacio de curva-
tura constante (y aun en muchos casos, para las contenidas en un

(®) Ver E. CartaN, loc. cit., phgs. 96-99.
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espacio de Riemann general) puede hacerse de manera analoga al
de las superficies del espacio ordinario con sélo sustituir las
rectas por geodésicas y el paralelismo ordinario por el de Levi-
Civita (8). Se demuestra asi que por cada punto P de la super-
ficie pasan dos curvas ¢; (i=1,2) normales entre si, que tienen la
propiedad de que la normal a la superficie en P, la tangentea c;
y la direccién que resulta al trasladar por paralelismo al punto P
la normal a la superficie en el punto infinitamente préximo P’
de c¢;, estin en un mismo elemento plano. Estas curvas son las
lineas de curvatura de la superficie. Dos geodésicas del espacio,
normales a S en dos puntos infinitamente préximos P, P’ de la
linea de curvatura c; se cortaran (?) en un punto O; y la distancia
O;P=r; (i=1,2) (medida sobre la geodésica del espacio) estd
ligada con el radio de curvatura principal R; por la relacion (1°)

(3.3) R, =k—1tan kr;,

que puede tomarse como definicion de los radios de curvatura
principales R;.

La 1gualdad (3.3) es general para cualqmer curva del es-
pacio; es decir, el radio de curvatura relativo R de una curva
del espacio, esti ligado con el radio r del circulo osculador por
la misma relacion

(3.4) R =I-1tan kr.

Geométricamente, la definicion de circulo osculador es muy
clara, pues es la misma que para el caso euclidiano; a partir de
ella la relacion (3.4) define entonces el radio de curvatura rela-
tivo de la curva. Con esta definicion, se demuestra que para
las curvas de una superficie valen sin modificaciéon los teoremas
de Meusnier y de Euler de la geometria euclidiana ordinaria (11).

(°) TUtilizamos aqui el lenguaje usual en geometria diferencial, que puede
parecer no riguroso pero que lo es si se entiende bien el sentido que debe darse
a las palabras. Decir que dos curvas infiniamente préximas del espacio ‘‘se
cortan’’ quiere decir que pertenecen a un haz que tiene envolvente y el punto
de encuentro de cada curva con su infinitamnte préxima es su punto de con-
tacto con la envolvente.

(**) Ver por ejemplo L. P. EISENHART, Riemannian Geometry, 1926, pig. 214.

(**) E. CArTAN, loc. cit., pig. 201.
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Es decir, si & es el angulo de la normal principal de una curva
de la superficie con la normal a la superficie, entre el radio de
curvatura R de la curva y el R, de la seccién normal vale la
relaciéon

(3.5) R=R, cos®

y si la seccion normal forma con una de las direcciones principa-
les un angulo ¢, es

1 _cos’¢  sen’q
(3.6) 5 R, |- i,

n

Volvamos ahora a la curvatura total absoluta K¢ y relativa
Kr de la superficie S. Si K es la curvatura total del espacio
ambiente, se sabe que entre ambas existe la relacion (12)

3.7) Kr—=Ka—K.

Sea do el elemento de area de S. Si N es la caracteristica de
Euler de S, es conocida la férmula (13)

(3.8) Co— f Ke do=—2x N
5

y por tanto, llamando F al drea de S, de (3.7) se deduce

(3.9) | C*‘:JKrdc—_'——QnNﬂKF.

Las integrales Co y Cr se llaman, respectivamente, la cur-
vatura total absoluta y relativa de la superficie S.

Si la superficie S es cerrada y orientable, limitara un cuer-
po Q y se puede introducir en (3.9) la caracteristica de Euler

() E. Carraw, loc. cit.,, pig. 194.

(**) Ver por ejemplo W. BLASCHKE, Differentialgeometrie I, pag. 166.
Para la definicién de la caracteristica de Euler ver H. SEIFERT-W. THRELFALL,
Lehrbuch der Topologie, pAg. 87, y para la relacién (3.10), pag. 223.



i
N’ de Q. Basta recordar que entre N y N’ hay la relacién simple
(3.10) N=2N
con lo cual (3.9) se puede escribir
(3.11) Cr=—4rN'—KF.

Interesa también recordar finalmente que en el espacio de
curvatura constante K, el elemento de arco ds de un circulo de
radio r correspondiente al angulo central da, esti dado por la
férmula

(3.12) ds =k-1sen kr da.

4. Una expresion de Blaschke para la densidad cinemdtica. —
Para muchos propositos es util dar a la expresion (2.9) de la
densidad cinematica otra forma méas conveniente; es la forma dada
por Blaschke para el caso del espacio euclidiano (14) y que vamos
a ver subsiste para el caso de los espacios de curvatura constante.

Sean S, y S; dos superficies con curvatura continua del
espacio de curvatura constante K. Supongamos a S, fija y con-
sideremos las distintas posiciones gS; de S, obtenidas sometiendo
esta tdltima superficie a las operaciones g del grupo de los mo-
vimientos del espacio. Hemos visto que g queda determinado por
los elementos P, (), ¢ mencionados en el n°. 2 y por medio, de
ellos la densidad cinematica toma la forma (2.9); obsérvese ade-
mas que la dg no puede depender del punto P ni de las direc-
ciones que sirven de referencia u origen para expresar () y ¢, que
se eligen para determinar g. _

Supongamos una posicién de S; en la que corte a S,. Sea P
un punto de la curva de interseccién y representemos por ¢ a
la tangente a esta curva en P. Sean, ademas, % el angulo que
forman las normales a las-dos superficies en P y dsy, ds; los
elementos de arco de las curvas normales a ¢ contenidas en S,
y S; respectivamente. Si ds es el elemento de arco de la curva

(*) W. BrascHKE, Integralgeometrie 17, Ueber Kinematik, Deltion, Ate-
nas, 1936.
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d» interseccion correspondiente al punto P, el elemento de vo-
lumen del espacio puede expresarse

(4.1) dP = sen 9 ds ds, ds,.

Si representamos por do,, do; los elementos de area de S,
y S; en el punto P, es también

4.2 dog='dsdsy, Fdoy="dswls
0 & o b
y por tanto de (4.1) se deduce
(4.3) [dP ds]=sen ¥ [do, do, ].

Por otra parte, tomando la direccion de ¢ como direccion ()
que figura en (2.9) y llamando ¢,, @, a las rotaciones elemen-
tales alrededor de las normales a S; y S; en P, es

(4 4) dQ=sen ¥ dp,d¢,

y ademés dp=d9. Por tanto, multiplicando exteriormente las
Gltimas igualdades resulta

(4.5) [ds dg]=sen? % [do, dp, do, do, ],

que es la formula que desedbamos obtener.

Recordemos, aunque no lo digamos explicitamente cada vez,
que las densidades, asi como los productos exteriores anédlogos a
los que figuran en ambos miembros de (4.5), se consideran
siempre en valor absoluto.

5. Curvatura total de la superficie de la interseccion de dos
cuerpos. — Sean ahora Q,, Q, dos cuerpos del espacio de cur-
vatura constante que suponemos acotados y limitados por las
superficies Sy, S, con curvaturas continuas. Supongamos Q,
fijo y consideremos las distintas posiciones ¢gQ, de Qy, o sea, los
distintos cuerpos que se obtienen aplicando a Q, los movimien-
tos ¢ del espacio. El cuerpo interseccion '

(5.1) Qo1 =0, .90,
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estard limitado por una superficie cerrada Sy, (que puede cons-
tar de varias partes separadas) formada por partes de S, y S,
que se unen en la curva de interseccion H de S, y S, curva
que serd de discontinuidad para la curvatura de S,.

La curvatura total relativa Cr(Q,.g0Q,) de Sy, definida por
la integral (3.9), se compone de la integral Cry, de la curvatura
relativa de S, extendida sobre la parte de S, interior a gQ;, mas
la integral Cry, de la curvatura relativa de S; extendida sobre
la parte de la gS; que es interior a S;, mas la parte Cr; corres-
pondiente a la curva de interseccion de S, con ¢S;. Es decir

(5. 2) C!“: Cr01 ‘]— !Crlo —|— Cri.

Interesa tener una expresion de Cr;, es decir, de la parte
que debe atribuirse a la curva de interseccion H al formar la
curvatura total relativa de S,;. Un método para ello consiste en
sustituir Sy, por una superficie paralela proxima que tenga curva-
tura relativa continua en todos sus puntos; calcular para eclla la
curvalura total relativa y pasar luego al limite cuando la distancia
entre las dos superficies paralelas tienda a cero. Haciendo esto, a
la curva H correspondera la banda de superficie generada de la
manera siguiente: en cada punto P de H supongamos las nor-
males ng,ny; a Sy, ¢S, y consideremos el arco de circulo de radio
e v centro P limitado por estas normales; cuando P recorre H
este arco de circulo describird una banda de superficie, que lla-
maremos B, cuya curvatura total relativa, para €—0, es Cr;.
Para calcular esta curvatura total empecemos por calcular el ele-
mento de 4rea do sobre B. Sobre los arcos de circulo conside-
rados de radio &, segin (3.12) es

(5.3) ds; =k-1senkeda

siendo o el angulo entre el radio correspondiente y la normal
principal de H en P. Estos arcos de circulo son lineas de curvar
tura de la banda B, por estar sus normales en un plano; las
otras lineas de curvatura serin las secciones con B de las nor-
males a H tangentes a las evolutas de esta curva. Por tanto, si
r—4¢ es la distancia de P al punto de contacto con la evoluta
(distancia que dependerd de «) segin (3.12), entre el elemento
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de arco ds de H y el ds, de B normal a ds, existird la relacién

ds  sen k(r+e)

E_ sen kr
de donde
sen kr

(5.4) 32=m L

Por tanto, segin (5.3) y (5.4) serd

(5.5) do=ds, ds, = o e B P

© ksenlk(rie)

Por otra parte, los radios principales de curvatura de B son
k—itanke y k-ltankr; por consiguiente, escribiendo la curva-
tura total relativa de B y haciendo tender e—0, resulta

(5. 6) Cri= f L D

tan kr

donde para cada valor de s, o sea cada punto P, a varia entre
los angulos @, o; que las normales a S, ¢S; forman con la
normal principal de H; después, s varia a toda la curva H.

Para ver como depende r de «, observemos que la distancia
r+¢ del punto P al punto de contacto con la evoluta es la lon-
gitud de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo uno de cuyos
catetos es igual al radio del circulo osculador p y el dngulo com-
‘prendido es igual a «. Se tiene entonces, por una simple fér-
mula trigonométrica de los tridngulos geodésicos rectingulos de
los espacios de curvatura constante I,

tan kp = cos o tan k(r--¢).

Por tanto, haciendo e—0 y sustituyendo en (5.6) resulta

oy

Cri;f LA IR
H

J tankp
%
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sen a,—sendy o

5. 1) (e —
o ; tan kp

H

6. Integral de la curvatura total relativa de la interseccion
de dos cuerpos. — Hemos visto que la curvatura total relativa
Cr(Qy.gQ,) de la interseccién de los cuerpos mencionados en
el no. anterior se descomponia seglin expresa (5.2), donde la
ultima parte estd dada por (5.7). Nuestro objeto es ahora calcu-
lar la integral

(6.1) f Cr(Q, - 90Q,) dg

G

donde dg es la densidad cinemética (2.9) y la integracion esta
extendida a todo el grupo G de los movimientos del espacio de
curvatura constante.

La integral de Cry; se calcula inmediatamente por uu arti-
ficio corriente en geometria integral. Si K, indica la curvatura
relativa de S, en el punto cuyo elemento de area es do,, consi-
deremos la integral

f Kryds,dg

extendida, respecto o, a todos los puntos de S, interiores a
gQ; y, respecto de g, a todo el grupo G. Si fijamos prime-
ro g e integramos respecto do, resulta precisamente la integral
de Cry;; en cambio; si se fija primero o) segun (2.10), es

fKrO ddl} (19:8‘31:2 Vl fKro dGﬂ =] 8?(2 VI Cro-
8
Por tanto se tiene

(6.2) f Cro, dg=8x=2V, Cr,.

G
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indicando con R;;, Ry, los radios principales de curvatura de S;
De aqui, teniendo en cuenta (4.5) y que el dngulo entre las nor-
males a las superficies es ahora « en lugar de ¥, resulta

2 2
(6.6) f Cridg= f ot
: il 3 01 02

cos?q, sen® @,

RII 'R_I2

1
) tan TR sen? a doy dpydoy do,.

Al tener en cuenta todas las posiciones de Q,, o sea todos
los movimientos ¢, el dngulo « varia entre —=n y - para cada
valor de oy, ¢y, o4, 9y, y por tanto, puesto que deben conside-
rarse valores absolutos, resulta

f[tan—;— a| sen?a da=4.

Los angulos ¢, ¢; pueden variar, independientemente uno
de otro, entra 0 y 2n, apareciendo las integrales de sen2 @ y cos? ¢
que valen w. Haciendo esto, hay que dividir luego por 2, pueslo
que si para cualquier valor de ¢4, ¢, se incrementan ambos édngu-
los en =, resulta la misma posicion de Q, o sea el mismo g.
Poniendo finalmente

1 2 3 ;
(6.7) Ef(?il-l- R,-f,_) do;=M; (i=0,1)
S;

que son las curvaturas medias totales de S;, resulta
f Crydg=8=* (M, F,+ M, F)
G

y juntando con (6.2) y (6.3) se tiene la férmula final

(B-S)IC‘"(QO-QQJ dg=8n2 (V,Cry+V,Cro+M,F,+ M, F).
é
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Es curioso que en este resultado no aparezca la curvatura
del espacio. La férmula (6.8) tiene, por tanto, idéntica forma
para cualquier espacio de curvalura constante, en particular para
el espacio euclidiano, en cuyo caso coincide con la llamada for-
mula fundamental de Blaschke y es bien conocida (Ver notas

I R

7. Integral de la caracteristica de Euler. — De (6.8) y (3.11)
es ya inmediato la obtencién de la integral sobre G de la carac-
teristica de Euler N'(Q,.gQ,) del cuerpo Q, interseccion de
Qo con gQ,. Para ello necesitamos tnicamente conocer la inte-
gral del area F; de la superficie que limita Q,,. Exactamente
el mismo método seguido en el nimero anterior para hallar la
integral de Cry; y Cryy da

(7.1) [ Foy dg=8n2 (Vo F, +V, Fy).

(£

De aqui, teniendo en cuenta (6.8) y (3.11) resulta

(7.2) [N’(Qo .90Q,) dg=_8x2 (N'\V+-N'V,) —2xn (M F,+M,F)
G

donde N’g, N’y son las caracteristicas de Euler de Q, y Q,. Esta
es la formula fundamental buscada. Se observa nuevamente que
ella no depende de la curvatura constante del espacio: es la misma
que para el caso euclidiano.

Observaciones. a) El hecho de que en (7.2) no aparezca la
curvatura del espacio no es general, sino que esti relacionado con
el nimero de dimensiones del espacio. Para dos dimensiones esto
no ocurre. La formula analoga a la (7.2) para dos dimensiones
es

(7:3) f N’ dg=2n(N'oFy+ N',F,) - KF,F,—L,L,,
G

siendo F; las areas, L; las longitudes de los contornos y ’; las
caracteristicas de Euler (N’= — vérlices - aristas — caras) de los
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dos recintos bidimensionales considerados del plano de curvatura
constante K.

b) Para la demosiracion de (7.2) hemos utilizado (6.8) que
fué establecida suponiendo que S, y S; tenian curvatura continua,
lo cual es una condiciéon muy restrictiva. Sin embargo, una vez
establecida la (7.2), por continuidad, es facil demostrar su
validez para casos mucho méas generales. Supongamos, por ejem-
plo, que S, y S; estén formadas por un nimero finito de cas-
quetes superficiales (o0 «caras») cada uno con curvatura continua,
pero unidos por aristas que sean curvas de discontinuidad para la
curvatura. Entonces, redondeando las aristas para transformar
So v S; en superficies con curvatura continua y aplicando (7.2) a
las nuevas superficies, al pasar al limite resulta la validez de
(7.2) también en este caso. Solo hay que aclarar el valor de la
curvatura media M para cuerpos con aristas, lo cual se deduce del
método seguido en el n°. 5. En efecto, la curvatura media en un
punto de la banda B alli considerada era

% k (tan™! ke 4 tan—? kr)

y por tanto, multiplicando por (5.5), integrando y haciendo
e—0, resulta que a la curvatura media total de las caras hay
que agregar, como contribucién de las aristas, el valor

1
(7.4) M:;fads

siendo « el édngulo formado por las normales a caras a lo largo de
las aristas y s la longitud de arco de éstas; o es'funcién de s y
la integracion estd extendida a todas las aristas de la superficie.

8. Aplicacién: La férmula de Steiner para espacios de curva-
tura constante. — Consideremos el caso particular de ser Q, y
Qy dos cuerpos convezos; quiere decir que el arco de geodésica
quc une dos puntos cualesquiera de los mismos estd integramente
contenido en ellos. Entonces es N'y=N;=N'=—1y la formula
fundamental (7.2) queda

(8.1) fdg-_:Src? (Vot+Vy) + 27 (M F M, F).

o
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donde la integracion estd extendida a todos los movimienlos ¢
para los cuales es Q,.q Q0.

Supongamos en particular que Q; sea una esfera de radio p.
Entonces, tomando como punto P que figura en la expresion
(2.9) de dg el centro de la esfera, para cada posicién de P la
integral de dQdep da 872 y la integral de dP extendida a todas
las posiciones en que es (Q,.gQ;/-0 es precisamente el volumen
del cuerpo paralelo exterior a Q, a distancia p. Llamando V, a
esle volumen y siendo

M, = 4= k=1 sen kp cos ko
Fi=4nk-2sen? kp
Vi =2n k-3 (kp—sen kp cos kp)

resulta

(8.2) Vo=Vo+Fok-tsenlkpcoskp+ M,k =2sen®lp +
27 k=3 (kp—sen kp cos kp),

que generaliza a los espacios de curvatura constante la formula
de Steiner sobre el volumen del cuerpo paralelo exterior a un
cuerpo convexo. Para k=0 se tiene la formula clisica de Stei-
ner. Una demostracion directa de (8. 2) valida para el espacio de n
dimensiones fué dada por C. B. Allendoerfer (15). Para el caso
bidimensional ver también E. Vidal Abascal (16). Ei caso K >0
(espacio eliptico) se encuentra también en Ta-Jen Wu (2); en este
caso el valor de p debe ser menor que (n/2)k™1, puesto que las
geodésicas son de longitud finita igual a nk~L

9. Generalizacion de unos resultados de O. Varga a los es-
pacios de curvatura constante. — A partir de la formula (4.5),
que tiene la misma forma que para el espacio euclidiano, O. Varga
obtuvo distintos valores medios de funciones definidas sobre la
curva de interseccion de dos superficies del espacio euclidiano,

(*) C. B. ALLENDOERFER, Steiner’s formulae on a general Sn , Bulletin
of the American Mathematical Society, vol. 54, 1948,

(**) E. VipaL ABASCAL, 4 generalization of Steiner’s formulae, Bulletin
of the American Mathematical Society, vol. 53, 1947.
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cuando una de ellas se supone fija y la otra moévil sin deforma-
cion a todas las posiciones posibles (17).

Todas las férmulas obtenidas por Varga valen lo mismo
para los espacios de curvatura constante, con solo sustituir las
curvaturas absolutas por las relativas respecto el espacio ambiente.
Mencionaremos, como ejemplo, tan s6lo una de ellas, que con-
duce a la generalizacion a los espacios de curvatura constante
(0, si se quiere, a las geometrias no euclidianas) de un teorema
dado por Varga para el espacio euclidiano.

Sean, como siempre, S, y S; dos superficies con curvatura
continua de un espacio de curvatura constante. No hace falta
suponer ahora que ellas limiten un cuerpo del espacio: pueden
ser abiertas o cerradas no-orientables. Sea, como antes, H la
curva de interseccién de S, con ¢S;. Sea t la torsion de H en el
punto P (se entiende torsion relativa, o sea, respecto la métrica del
espacio) y s el arco de H. Llamando a, al 4ngulo de la normal
principal de H con la normal a S; y ¢, el angulo de la tangente
a H con la primera direccién principal de S, (todo en el punto
P), se sabe que vale la férmula (18)

_ dy

o o ds

1 1
+ (Rgo_ _?ﬂl) DO Py 208 Py

en la cual Ry, Ry son los radios principales de curvatura de
Sy en P. Esta férmula tiene idéntica forma que para el espacio
ordinario.

Anilogamente para S; vale

1 .
(9 2) T=———1 ( h-f?_n) sen ¢, cos ¢y

y por tanto, restando ambas expresiones y llamando o =a; —«,
al angulo de las dos superficies en P, queda

1 1

o _.-) sen @, Cos Py — (— - —) Sen ¢q cos g

d(t (_1-“
Rl? jl.{1] RO‘.’ HU]

E:

(™) O. VArGA, Mittelwerte an dem Durchschnitt bewegter Flichen, Mathe-
matische Zeitsehrift, vol. 41, 1936.
(*) E. Carran, loc. cit., pig. 99.
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Elevando al cuadrado y poniendo para abreviar

1 1 1 1
5 e S st K
RS R, o Ry

queda

i d
(9.3) (é) —A,2sen2 @, cos? 9, + A Zsen2q, cos? ¢,

— 2A A sen @, cosp, sen @, cos Q.

Multipliquemos miembro a miembro esta igualdad con la
(4.5) e integremos a todo el grupo G. En el segundo miembro
hay que integrar «, ¢,, ¢, de 0 a 27 y luego dividir por 2
por el hecho de corresponder cada par de valores ¢, @, ¥y 9o+,
@, +7 a una misma ¢S,. Siendo

2%

fsen2 ¢ cos? pdy =
0

-

N

y observando que la integral del término negativo de la expre-
sion (9.3) es nula, queda

ay 2 nd_:
(9.4) J([(%) ds)dg:-g[prAfF do; +F, [Aog doy].
big é’; S)

Esta es la formula obtenida por Varga para el espacio eucli-
diano y que vale igualmente para los espacios de curvatura
constante. De ella se deduce que si «=-constante, deben ser
A, =0, A;=0 y por tanto las superficies deben tener todas sus
puntos umbilicos, o sea, deben ser esferas o partes de suporfi-
cie esférica. Se puede, pues, enunciar:

Si el dngulo en que se cortan dos superficies de un espacio
de curvatura constanfe, es constante a lo largo de la linea de in-
terseccion para toda posicién de las superficies, ellas son esferas
o partes de superficies esféricas (incluidos los planos como esfe-
ras de radio infinito).

10. Férmula fundamental para planos. — Ya definimos en
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el u°. 2 la densidad para conjuntos de planos, o sea el elemento
de volumen invarianfe del espacio homogéneo G/E. Veamos ahora
como se generaliza [a férmula (7.2) para el caso en que en lugar
de Q; tenemos un plano movil e.

Necesitamos primeramente obtener una féormula analoga a la
(4.5). Para ello consideremos una posicién de e en la que corta
a una superficie fija S;. Sea P un punto de la curva de inter-
seccion H y ng,n, las normales a S; y a e en P. Tomemos
la expresién (2.13) para de. Si & es el angulo entre ny y n,
Y @o indica la rotacion alrededor de n, que determina la posicion
del plano ng,n; es dQ=sen9d¥de. Por otra parte, si ds, es
el elemento de arco sobre S, normal a H, es di=sen%ds,. Por
tanto serd de=sen?¥[ddd¢ ds,]. Iniroduciendo en ambos miem-
bros el elemento de arco ds de H y llamando do, al elemenio de
area de S, correspondiente al punto P, se tiene la formula buscada

(10.1) [ds de] =sen? & [d¥ do, o).

Sea ahora un cuerpo fijo Q, limitado por la superficie S,
cerrada y con curvalura continua. Sea e un plano que corta a Q,
y consideremos un punto P de la curva de intersecciéon H. Mul-
tipliquemos ambos miembros d» (10.1) por la curvatura geodé-
sica xg de H, considerada como curva de e, en P. Por ser e
un plano, esta curvatura geodésica coincide con la curvatura or-
dinaria (se entiende relativa al espacio de curvatura constante que
consideramos). Por el teorema de Meusnier, si R, es el radio de
curvatura de la seccién normal de S, tangente a H, serd

(10.2) 1/%xg=R,sen %

y por tanto, recordando la férmula de Euler y la definicion de
curvatura media :

[([xgds) i :

GIE H

fsen8|d9j fcos 259 ‘“”e;‘{ q’0) dpo=2x M,

Por otra parte, la férmula de Gauss-Bonnet aplicada al
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su integral de curvatura media. La medida del conjunto de pla-
nos que tienen punto comin con @, esti dada por (10.4): la
representaremos ahora por e, o sea,

La medida del conjunto de puntos contenidos en Q, es su
volumen; representindolo por p, sera

(11- 2) p[’:Vo.

La medida del conjunto de rectas que tienen punto comun
con Q, se deduce inmediatamente de (2.18) exactamente igual
que para el caso euclidiano o eliptico (notas (1) y (2)), resul-
tando valer

(11.3) ro=— nF,.

ro| =

Con esto, suponiendo ahora. otro cuerpo convexo moévil Q,,
la medida del conjunto de posiciones de Q, en las cuales tiene
punto comin con (Q,, que ya vimos estd dada por (8.1), se
puede escribir

(11.4) [ dg =8 (pg+py) +4 (eors+esro) — 4K (pors+pyro)s
Q.8 =|=0

que no da dicha medida cuando se toman como invariantes de los
cuerpos convezxos las medidas de los puntos que contienen y de
los planos y rectas que los cortan.

Facultad de Ciencias Fisicomatemiticas
LA PrATA.



LA DIFERENCIAL EN LOS ESPACIOS
METRICOS AFINES

por

MANUEL BALANZAT

1. La extension del concepto de diferencial a las transforma-
ciones entre espacios abstractos fué hecha, por primera vez, por
Fréchet (1) para las transformaciones de un espacio méirico vecto-
rial en otro espacio del mismo tipo. La definicién dada era la
generalizacion de la de Stolz para las funciones de varias variables
reales: y=F(z,,%y,...,%,)-

Recordemos (2) que un espacio mélrico vectorial es aquel
en que la distancia entre dos puntos es igual a la longitud del
vector que dichos puntos determinan.

Una transformacion X =f(z) entre los puntos de dos espa-
cios métricos vectoriales se dice que es diferenciable en el punto
x, si existe una transformacion lineal (es decir distributiva y con-
tinua) U(x) tal que

AX=f(zo+ Ag) — f (a) = U(Aa) + <[ Aa|
con la condicién

lim ] =0
||ﬂa:“-)[]

(en donde con la notacién [ja| se designa la longitud del vector
a). La transformacién lineal U(Az) es la diferencial de f(z)
en el punto z,.

(*) M. FrfcHET, La notion de différentielle dans I’ analyse génerale (Ann.
scient. Eeole Norm. sup., 3% série, t. 42, 1925).
() M. FreécHET, Les espaces abstraits (Paris, 1928), pigina 140.
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Fréchet (1) demostr6 que esta definicion de la diferencial
conserva las propiedades esenciales de la definicion del Analisis
clasico (unicidad, continuidad de la funcién diferenciable, teore-
ma de la funcién de funcién, toda funcién cuya diferencial es
nula en un recinto es constante en dicho recinto, etc.).

2. En lugar de la definicion de Stolz puede tomarse, dentro
del Analisis cléasico, la dada por Hadamard (%) en forma opera-
toria. Segtn dicha definicion la diferencial de una funcion f(z, y)
es una expresion

A(z,y)dz -+ B(z, y) dy

tal que cualesquiera que sean las funciones derivables de una va-
riable real: x==z(t); y=y(t), la funcion F(t)=flz(t), y(1)] sea
diferenciable y se verifique que

aF(t) = Afa(t), y(1)] dz + Blz (), y(1)]dy.

Esta definicién puede igualmente extenderse al caso de las
transformaciones entre elementos de espacios méiricos vectoriales
en la forma siguiente:

De la misma forma que la definicién de Hadamard para la
diferencial de una funcién de varias variables supone la definicion
previa de la diferenciabilidad de las funciones de una variable
real, en el caso de los espacios métricos vectoriales hay que defi-
nir previamente la diferencial para las transformaciones de un nu-
niero real en un elemento de un espacio métrico vectorial. Para
ello se utiliza la definicién de Stolz que se puede modificar, en
esle caso particular, de la manera siguiente:

Sea x=g¢g()\), en donde \ es un nimero real y = un ele-
mento de un espacio méirico vectorial, una transformacion dife-
renciable en el punto \,. Existe entonces una transformacién
lineal U(\) tal que

Az =U(A\) +¢|AX|

con la condicién
lim ”E” =0.
| All-) ]

(*) J. HapaMarD, La notion de différentielle dans 1’ enseignement (Scripta
Univ. Ab. Bib. Hierosolymitanarum, (Jerusalem, 1923).



2L inge Xe

Por la linealidad de U(\) la igualdad anterior puede po-

nerse en la forma
Az=ANU(1) +¢|AX]
o lo que es lo mismo |

Az

con la condicion

lim || =0.
|AN] >0

Es por consiguiente equivalente la existencia de la transfor-
macion lineal U(X) a la existencia del elemento U(1l) con las
condiciones mencionadas. El elemento U(1) puede decirse que es
la derivada vectorial de la transformacion z=g(\) en el punto \;;
se la designa con la notacion ¢’(\;). Pasemos al caso general:

Una transformacion X=f(z) entre los puntos de dos espacios
mélricos vectoriales se dice que es diferenciable en el punto z,
si existe una transformacion lineal U(x) tal que para toda trans-
formaciéon z=g()\), en donde X\ es un ntmero real, diferenciable
en el punto X\, y tal que g()\) ==, la transformacion X =f[g(\)]
sea diferenciable y f'[g(Xo)]=U[g’(Xy)].

3. Esta definicién es debida a Fréchet (), quien estudi6 las
relaciones entre ambas definiciones de la diferencial y probo que
la segunda era mas general que la primera, es decir que si bien
toda transformacion diferenciable en el sentido de Stolz lo es el
de Hadamard, existen transformaciones que son diferenciables en
el segundo sentido sin serlo en el primero. Ambas definiciones
son sin embargo equivalentes en el Analisis clasico.

El estudio de las propiedades de la diferencial de Hadamard-
Fréchet, problema que este ultimo planted, fué hecho por uno
de sus discipulos, Ky-Fan, en su tésis, en donde probé que dicha

() M. FricHET, Sur la notion de différentielle (Journ. de Math,, t. 16,
1937) ; ver igualmente Melanges mathématiques (Comptes Rendus del Congreso
de Oslo).



e

diferencial conserva las propiedades esenciales de la diferencial
del Anélisis clésico (5).

En dicha tésis se ocup6 también Ky-Fan de la extension de
la definicion de Hadamard-Fréchet al caso més general de las
transformaciones entre espacios métricos afines, pero, como ¢él
mismo lo hizo observar, la definicién adoptada no cumplia las
propiedades esenciales; en particular, una funcién diferenciable
podia no ser continua.

El objeto de este trabajo es dar una definicién de diferencial
para las transformaciones entre espacios métricos afines, que com-
prenda a la de Hadamard-Fréchet, como caso particular cuan-
do dichos espacios sean métricos vectoriales, y que conserve las
propiedades esenciales de la definicién del Analisis clasico.

4. Recordamos (6) que un espacio métrico afin es aquel en
que la distancia entre dos puntos puede no ser igual a la longi-
tud del vector que dichos puntos determinan, pero en el que
ambos nameros tienen que estar relacionados por las siguientes
condiciones:

10. Las traslaciones y las homotecias son operaciones bi-
continuas.

20, Sobre cada recta abstracta, tomada aisladamente, la dis-
tancial (A, B) entre dos puntos de dicha recta y la longitud |AB]|
del vector que dichos puntos determinan no pueden ser (al variar
B y quedar fijo A), infinitésimas, més que simultineamente.

Es ficil ver que esta generalizacién no es arbitraria, ya que
existen espacios métricos importantes en los que, cuando se aso-
cia al espacio un campo de vectores abstractos definido teniendo
en cuenta la naturaleza de los puntos de dicho espacio, es impo-
sible definir una longitud gue pueda ser igual a una distancia,
definida en el espacio y compatible con su topologia.

Asi por ejemplo tomemos el espacio E, (7) en el que cada
punto X viene definido como una sucesiéon de ntimeros reales, sus
coordenadas: &, Zy, ..., ,,....; ¥y en el que X» — X si las coorde-
nadas de X tienden, sin ninguna condicion de uniformidad, a
las coordenadas de X.

(®) Ky-Fan, Swr quelques notions fondamentales de 1’ Analyse générale
(Journ. de Math., t. 21, 1942). v

(®) M. FrfcHET, Les espaces abstraits, paAg. 144.

(*) M. FrecHET, Les espaces abstraits, phg. 81.
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Un campo de vectores asociado a E,, si ha de definirse de
una forma natural, tiene que ser tal que la suma de vectores y
la multiplicacion de un vector por un namero real correspondan
a las mismas operaciones realizadas con las coordenadas.

En estas condiciones, cualquiera que sea la definicién que
se adopte de longitud no podrd nunca coincidir con una distancia
definida en E, y que conserve la convergencia. En efecto:

Consideremos los puntos P7(0,0,...0,1,0,...) cuyas coor-
denadas son todas nulas, salvo la enésima que es igual a la
unidad; sea

L =[O Pri

3

s_ln_:

Tomemos los puntos Qn(0,0,...0 0...) de coordenadas

- : 1
todas nulas, salvo la enésima que es igual £y tendremos

0@ =10 Prj=1

(en donde O es el vector cuyas coordenadas son todas nulas).

La sucesién de los puntos Q» converge hacia el punto O,
luego, cualquiera que sea la definicién que se tome de distancia,
compatible con la convergencia, las distancias (O, Qr) tienden
hacia cero, luego no puederi ser todas iguales a la unidad, es decir
tiene que haber algunas diferentes de la longitud [OQ~|.

Nosotros supondremos ademas, en los espacios métricos afi-
nes que vamos a estudiar, una condicién suplementaria: las dis-
tancias se conservan en toda traslacién. Esta condicion es salis-
fecha por los espacios métricos afines més importantes (espacio
E,, espacio de las funciones enteras, espacio de las fuuciones
medibles, espacio de los polinomios, espacio R) (8).

5. Veamos ahora cémo se puede definir la diferencial. Co-
menzaremos por el caso en que la variable independiente sea un
numero real.

La transformacion z=gq(\), en donde X es un nimero real

y x un elemento de un espacio métrico afin e, es diferenciable en
\

(®)) M. FrecHET, Les espaces abstraits, pig. 145.
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el punto \, si existe un elemento del espacio e, que designaremos
con la notacidn g'(\,), tal que

gA) —g(Xo) = (A—29) §'(Ro) + @

con la condicidn

Aty —\o -

en donde la notacién (w,0) designa la distancia del vector « al
origen (vector de longitud nula). La transformacién lineal \g’(X,)
es la diferencial de g(\) en el punto X\,.

Si e es un espacio métrico vectorial, poniendo

w

A2

B =

tendremos
gA) —g(Xo) = (A—=Xg) g'(No) + &[A—=X,|

(@,0 Mo _ o _
A=do A=y == |l"lu|_—j: I

lo que prueba que esta definicion comprende a la de Hadamard-
Fréchet en el caso particular en que e sea un espacio métrico
vectorial. '

Para el caso general, la definicion tiene la misma forma
que la definicién en los espacios métricos vectoriales.

Una transformacion X =jf(x) entre los puntos de dos espa-
cios métricos afines e y E se dice diferenciable en el punto x,, si
existe una transformacidn lineal U(x), tal que para toda trans-
formacion x=g(\), en dondz \ es un niumero real, diferenciable
en el punto \, y tal que x,=g(\), la transformacion

X=%)=flg(\)]

es diferenciable y se tiene

¥'(Xo) =U[g'(Mo)]-
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La transformacion lineal U es la diferencial de f(x) en el
punto z,.

6. Vamos a demostrar ahora que esta definicién conserva
las propiedades esenciales de la definicién en el Anilisis clasico.

Teorema. — La diferencial es unica.

Supongamos que hubiese otra transformacion lineal V(x)
que pudiese desempefiar el mismo papel que la diferencial U(x).

Tomemos -

g\ =y + (A=) 2,
siendo #; un punto cualquiera de e. Tendremos
g(A) —g(Ro) =2:(x—X0)
luego

g (Xo) =24
y por lo tanto, segiin la hipdtesis hecha sobre V,
U(z,) =V ()

y como z; es un punto cualquiera de e, estd probado que ambas
transformaciones son idénticas.

7. Teorema : Si una transformacion es diferenciable en un
punto es continua en dicho punto.

Sea X=f(z) una transformacién diferenciable en el punto
Ty y sea &,,Ty,...,&,, ... una sucesion de puntos de e que con-

verja hacia z,, es decir, tal que lim (z,,2,)=0.
n=rx .

Llamemos ¢(n)= (z,,%,); siempre podemos suponer, elimi-
nando de la sucesién los puntos que fuere necesario, que ¢(n) <
¢(n—1). Sea ahora

Av=2Xo+ ]'Jcp(n)

en donde A\, es un ntmero real cualquiera.
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Definamos la transformacion z=g(\), en donde X\ es un
numero real, de la manera siguiente:

para A=<X,, g(\)==,; en particular g(\g) =,
para ln é X = ln-l’ g()\) — mn'

La transformacién g(\) es diferenciable en el punto )\, y
ademés ¢'(X,)=0. En efecto: bastard probar que

m n=0, siendo n= ([g(N)—9(2)1, 0)
o BR T

Ahora bien, si A<<X, s g(X)=g(X,), lu;go n=0;"y si
A, =X <)\,_jentonces g(\)==x,, luego

(20,0 _ () _ o) _ o) _

n = i
R A T N Vo(n)

0<limn=lim}qp(n)=0; es decir limn=0.
l*l‘) n=> .= 1—}10

Ahora bien, la transformacién f(z), siendo diferenciable, la
transformacion b()\) =f[g()\)] es también diferenciable y

b)) = U(0), luego como U es lineal, $'(\;) =0.
Se tiene entonces que verificar que

lim T@O)—F(g)))0) _ 4

haby l—lo >

por consiguiente

o ([HE)—FE)0) _ 1 () @) g

L o] 1”—10 Tpon l.”(i)(n)

lo cual implica que

lim  (f(au), (2)) =0



et )

y como esto se verifica cualquiera que sea la sucesion de puntos
que converja hacia z,;, queda asi probada la continuidad de F(z)
en dicho punto.

8. Teorema : La condicidn necesaria y suficiente para que
una transformacion X =F(x), definida en un esferoide de
centro x,, sea una constante es que su diferencial s*a, en todos
los puntos del esferoide, la transformacion lineal idénticamente
nula.

La necesidad de la condicién es inmediata si se tiene en cuen-
ta el teorema ya demostrado sobre la unicidad de la definicién.

Vamos ahora a demostrar que es suficiente:

Sea z; un punto cualquiera del esferoide y consideremos la
transformacién

g(\) =z + \(x,—2,)

en donde X\ es un ntimero real.

; Se ve inmediatamente que ¢'(\)==, —&,, cualquiera que
sea \, y como F(z) es diferenciable y su diferencial es nula, ten-

dremos

L (PO AN (@ —20) —Flre A (z—2a).0) _
Ao, . A :

Consideremos la funciéon numérica
h(X) = (F (zo-\N(®,—2,), F(x,))

y tendremos

h(l+Al)—h(J\_) 2
= T

(F(zo+(AHAN) (2,—20)), F (20 )) —(F (zo-H\(2,—20)), F(2,))
A)

Por la triangularidad de la distancia
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' |h(l+m)*h(l) < (P2t (M +-AN) (2,—2,)), F (2o +\(2,-%0)))
A & |AX|

Y =1 h(A--AN)—h(X\)
l=lim [FOHERRE)
< lim (F@o+O+AN (@ —20))—F (2t \(2,—2))].0) _
8y |AX]

Luego h’(\) es nula para cualquier valor de \ y entonces
h(\) = (F(zy-+\(x,—,)), F(z,)) = constante.
Tomemos A\=0
h(0) = (F (o). F(z)) =0
luego la constante h(\) es nula, es decir que
F(zy+-\(%,—xp)) = F ()
y éi hacemos ahora A =1, tendremos
F(x,)) =F(=,),

pero como xz; es un punto cualquiera del esferoide se ve que F(x)
es constante sobre dicho esferoide y el teorema queda asi de-
mostrado.

El teorema anterior se ewxliende al caso en que en lugar de
un esferoide la transformacion estd definida en un conjunto
abierto y conewo.

Al igual que antes basta con demostrar que la condicion es
suficiente.

Sea A el conjunto de definicién de f(z) y z, un punto cual-
quiera de A. Si para todos los = de A es f(z) =f(z,) el teorema
esta demostrado. En caso contrario, descompongamos el con-
junto A en los dos subconjuntos

E=conjunto de puntos de A en que f(z)=7f(,).
F = conjunto de puntos de A en que f(x)7=f(%,).
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Los dos subconjuntos son no vacios y sin puntos comunes.
Por ser A conexo, el conjunto

M=(E'NF)U(ENF)

no es vacio.

Sea ahora a un punto de M, como pertenece a E o a F,
pertenece a A, luego existe un esferoide de centro a contenido
en A; sobre dicho esferoide la transformacion f(x) es constante,
por el teorema anterior; ahora bien, en el esferoide tiene que
haber forzosamente puntos de E y F, ya que su centro pertenece
a uno de ellos y es punto de acumulacién del otro, lo cual estd
en contradiccion con la definicion de los conjuntos E y F.

9. Teorema: Sean X=f(x) e Y=F(X) dos transforma-
ciones diferenciables (los puntos x, X e Y perteneciendo a los
espacios métricos afines e, E y € respectivamente); sean U(z)
y V(X) las diferenciales de f y F respectivamente. Entonces la
transformacion Y =¢(z) =F[f(x)] es diferenciable y su dife-
rencial W(z) es iqual a V[U(x)].

Sea x, un punto de diferenciabilidad de f(x) y X=/f(x,).
Por hipétesis X, es un punto de diferenciabilidad de F(X).

Sea x=g()\), en donde \ es un numero real, una transfor-
macién diferenciable en el punto X\, y tal que zy=g(}).

Por la diferenciabilidad de f(z), la transformacién

X=o(N)=/g()]
es diferenciable y
?'(X0) =U[g'(R0)]-
Por la diferenciabilidad de F(X)
Flo(\M)]=Flo(Ro)] = (A—29) V[’ (Ao)] +

con la condicion
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0, lo que es lo mismo,

Flflg(]1— Flflg(ha)]l= —2o) V[U[g' Qo) ]| +

es decir

Plg(N)] - lg(ho)]= (A—2o) V[U[g'(Ao)]] +

y poniendo
W(z)=V[U(z)]

tendremos

og()]1— 0[g(\)] = (A—2g) W[g'(Ao)] + @
siempre con la condicién

(=, 0)

Aaldy l_J\cl

Yy como este resultado es vélido cualquiera que sea g(\) diferen-
ciable en un punto X\, y tal que g(A\,)==, y como, por otra
parte W(z) es lineal, ya que

W (z,) + W () =V[U(2)] + V[U(25)]=
V[U(zy) +U(2y)]=V[U(zs+25) | = W (21+2,)

y toda transformaciéon continua de transformacién continua es
continua, el teorema estd demostrado.

10. Consideremos el caso en que un punto Y de un espacio
métrico afin € dependa de varios puntos, en ntmero finito,
Zy, Ly, .. ., T,, pertenecientes respectivamente a n espacios mé-
tricos afines e, ey, ...,e,. Se puede decir que tenemos en este
caso una transformacién Y =F(z,,,,...,x,) de varias variables.

Esta transformacion se reduce a una transformacion Y=F(X)
de una sola variable, siendo X un punto del espacio E producto
de los ey, e,,...,e, es decir que cada punto de E es un con-
junto ordenado de puntos de ey, e,,...,e,: X=(z,%,,...,2,).
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La distancia entre dos puntos P(z,,%s,...,x,) v Q(y.¥s
..., ¥,) puede definirse como

(P, Q)= (@ 1) + (T2 y2) + .- -+ (%n ¥n)

y es inmediato que esta definicién tiene las propiedades exigidas
a la distancia en los espacios métricos.

Definiremos la suma de dos vectores y ‘a multiplicacion por
un namero real mediante las mismas operaciones realizadas con
las componentes, y la longitud del vector PQ como

1PQI= Iy il + I3 yoll . . + I 32l
Es inmediato que queda asi definido un campo vectorial asociado
al espacio.

Si suponemos que las distancias eran invariantes en toda
traslacién en los espacios ey, ey, ...,e,, también serd invariante
la distancia en toda traslacién en el espacio E. Basta, en efeclo,
observar que las componentes del punto P’ transformado del P
mediante una traslaciéon en E, son las transformadas de las com-
ponentes de P mediante traslaciones en ey, e,,. ..., €,.

De una manera analoga se ve que las homotecias son (rans-
formaciones bicontinuas.

Finalmente si el punto P recorre una recta abstracta cn E,
sus componentes recorren rectas en €1,€g, - - -, €y, lo que prueba
que sobre una misma recta abstracta las longitudes y las dis-
tancias no pueden ser infinitésimas més que simultineamente.

En resumen, se ve que si los e, e,,...,e, son espacios mé-
tricos afines que tienen la propiedad de conservar invariantes
las distancias en toda traslacién, el espacio E es un espacio mé-
trico afin que tiene la misma propiedad.

11. Vamos ahora a definir la diferencial para las transforma-
ciones de varias variables.

Diremos que la transformacién Y =F(=z,, z,,. . .,x,) es dife-
renciable en el punto (20,0, ...,x9,) si lo es la transformacién
Y=F(X), siendo X un punto del espacio E producto de los
€4:€95 . ., 6 €0 el punil X0=— (g0 als; .oiiwl).

Vamos ahora a generalizar para esta definicién algunos de
los teoremas esenciales de la diferencial en el Anélisis clasico.









Por otra parte si

lim (mn" 3;") — 1]

N 0

como
([0) .. 0; min’ 0 .. -O:[, J:O, " aa 0, 5\'.!,'. 0 . e 0]) === (x'.n.,x‘)
y puesto que U(X) es continua

lim (U[0,...0,z2,0...],U[0,...0,2,0...])=0

I el
y por consiguiente

lim (Ufzr],Ufz])=0

luego U(x;) es continua. Siendo distributiva y continua es lineal
y el teorema esti demostrado.

La transformacion lineal U(x;) se denomina la dife-
rencial parcial de la transformacion F(zyx,,...x,) en el punto
(29, %, . . . 29,).

Como la transformacion U(X) es lineal y como

(Ccl,x:j,...ﬂ}n):(xl,o,...O) _i' (0,$2...0)+...+
+(0,0...2,)

se liene que

U(zy,2...00)=U(2,,0...0)+U(0,2;...0) +
oo+ U0,0...2,) =U (2,) + Ug(,) 4. . . Up(z,).

es decir que la diferencial de una transformacion es igual a la
suma de sus diferenciales parciales. :

12. Dada una transformacién X=f(z), la diferencial U(z) es
una transformacién lineal que variard, en general, con el punto
x, en que se haya tomado la diferencial. En el caso de las fun-
ciones reales de una variable real U(z) no es otra cosa que la



funciéon lineal y=f(x,).z, y como es sabido la diferencial
correspondiente a un incremento Az es f'(x) Az. Podemos aci
adoptar una convencién andloga y decir que la diferencial co-
rrespondiente al incremento Az, es U(Az), pero sin que ello
signifique que la longitud o la distancia al origen de

f(@o+Az) — f(w,) — U(Az)

tenga que ser infinitamente pequeiia con respecto a la longitud
o a la distancia al origen de Az. Esta es la diferencia esencial
entre las definiciones de Stolz y de Hadamard para las transfor-
maciones entre puntos de espacios abstractos.

Podemos pues convenir en escribir

df(a)=U(Az)

y con una notaciéon mas precisa que indica el punto en que se
toma la diferencial y el incremento

dX =df(z) =d%, f(x).

En el caso de la transformacién idéntica x =2 es claro que
en todo punto z, es U(Az)= Az, es decir que

dz =253, =Az.

Podemos, por consiguiente, poner, como en el caso del Ana-
lisis clasico

dX =df(z) =U(d=).

Supongamos ahora que tenemos una transformacién X == f(x)
diferenciable en el punto z, y otra x=q(¢) diferenciable en el
ty, siendo ademas @(f,) =x,. Sean

dX =df(z) =U(Az); dr=de(f)=V(At?).

Segtn el teorema del parrafo 9

X=o(t) =flo(t)]
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es diferenciable y su diferencial W(t) es igual a U[V(At)]. Ten-

dremos entonces
dX =533, ¢(t)=W(At)=U[V(At)]=U(dz).

Tenemos, por consiguiente, el siguiente resultado:

La féormula dX=U(dz) es siempre vdlida, tanto en el caso
en que x es una variable independiente como cuando depende de
ofra variable t.

Esta notacién conserva, por lo tanto, la ventaja fundamental
de la notaciéon andloga del Andlisis clésico.

13. La ventaja anterior se conserva igualmente en el caso
de las transformaciones de varias variables.

Sea la transformacion de varias variables Y =F(z,,,...%,)
diferenciable en el punto (20, x%,...29,) y sea

AX=(Ac hal ey

Aplicando el resultado obtenido al final del pérrafo 11, ten-
dremos

oy, F(X) =8 FO,(2) + 5} Foy(@y) +... 485 Foy(ay).
que sé puede también escribir en las formas
by, F(X) =00 Foy(2)) + 825 Foy(ws) +...+8." Foy(z,).
dY = dF,(2,) +dFy(2, 4. . . +dF,(z,).

Supongamos ahora que las n variables de la transformacion
Y=Flb ®, .. &) dependan de otras m variables mediante
las transformaciones

T =@y(ty by, . . - L)
Ty =P3(ly, ta, . . - 1)

..................

Tp= (Pn(tl-' t?.’ o tm)
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pero x(\) no es otra cosa que ®[g(\)], ya que

X)) =F@y (1), 0:(2), - . . 0,(N)] =
=Floy[gN) ], 22[g(V)] - - - 2a[g(V)]] == b[g(V)]:

Si llamamos
W) =UV,(FLY () W (DNH
tendremos que
W[T'1+ W[T”"]= .
UV(T), Vo(T'), ... Vo(T) ]+ UV(T"), Vo(T7), . .. Vo(T")]=
ULV (@17 Vo T'L17), . . . V(T ] = W (T'HT?)

y siendo continuas tanto las V{(T), Vo(T),...V (T), como la
U(X), W(T) es también continua.

W(T) es por consiguiente una transformacion lineal, y co-
mo

X Ro) =UR Xo) |=U[V4[g' (M) Valg' M), - - - Valg' (o) | =

= W[g'(X)],
queda probada la diferenciabilidad de la transformacion ¥ (i, t,,
...ty) en el punto (£0,%,...1%,) y vemos ademés que la di-

ferencial en dicho punto es

Wk, t,...0)=
W i R Yl o Vil s st

Consideremos ahora un incremento
AT: (Atl’ Atg, - Atm)

tendremos, por lo que acabamos de demostrar, que

aY =55y Flpy(T), @x(T) .. . oa(T)]= W[AT}.



Por otra parte

To
dz, =dar 9(T)=V,(AT)
day =dp7 ¢3(T)=Vy(AT)

dan =577 oa(T) =Va(AT).

Si consideramos la transformacion FO(x;) que sélo depende
de z, y en donde a su vez x; depende de T, y aplicamos el
resultado final del parrafo 12

y analogamente

dF%(2y) = Uy(dz,)

dFo,(z,) =Uy,(dz,).

Aplicando ahora el resultado final del parrafo 11

dY = W(AT) =U[V,(AT),V4(AT),. .. V,(AT)=
=U,[V,(AT)] 4 Uy[Vo(AT)] 4. . . + U, [Va(AT)]=
=U,(dwxy) + Uy(dx,y) + . . . + U, (da,)
y por lo tanto
dY =dFo(z,) + dF%(z,) + . . . +dFO,(x,).
Obtenemos asi el siguiente

Teorema: La diferencial de una transformacion Y =
F(zy,x,,...x,) es siempre igual a la suma de sus diferenciales
parciales con respecto a cada una de las variables, tanto cuando
éstas son independientes como cuando dependen a su vez de otras

variables t,,1,,. .1,. J







MEDIDAS INVARIANTES EN ESPACIOS
TOPOLOGICOS COMPACTOS

por

MiscuA CortLAR y R. A. RICABARRA

En una importante memoria sobre la teoria de la medida en
la mecinica no lineal, Kryloff y Bogoliuboff (1) establecen la
existencia de medidas invariantes (respecto de un grupo mono-
paramétrico de automorfismos) y de medidas métricamente tran-
sitivas, para el caso de un espacio métrico compacto, y prueban
un resultado mas profundo atn: la cépsula convexa cerrada de
las medidas transitivas contiene a todas las medidas invariantes.

En el presente articulo queremos mostrar que estos resultados
se obtienen muy simplemente (y aun para espacios mas genera-
les) haciendo uso de teoremas clasicos de espacios vectoriales y
particularmente del conocido teorema de Krein-Milman sobre los
puntos extremales de conjuntos regularmente convexos. En los
8§ 1 y 2 exponemos las nociones necesarias de egpacios vecto-
riales orientindolas hacia nuestro objeto; con ellas deducimos
en el § 3 los resultados mencionados de Kryloff-Bogoliuboff ge-
neralizandolos para espacios compactos generales y medidas sim-
plemente aditivas. En el § 4 nos colocamos en el punto de vista
de los grupos y semigrupos generales y probamos que las me-
didas métricamente transitivas coinciden exactamente con los pun-
tos extremales del conjunto de las medidas invariantes.

§ 1. Dedicaremos este paragrafo a dar algunos conceptos ge-

(*) N. Krvrorr et N. BoGOLIUBOFF, La theorie générale de la mesure dans
son application a d’étude des systémes dynamiques de la mécanique non linéaire,
Ann, of Math, vol. 38, 1937, pAgs. 65-133., Ver también el trabajo de OXTOBY
¥ UrLaM en Ann. of Math (1939).




Lo B8

nerales sobre espacios y topologias lineales que necesitaremos en
los §§ siguientes (2).

Un espacio vectorial real (véase por ej. S. Banach, 1. c.
pag. 26) es un conjunto E de elementos x,y,... donde estan de-
finidas dos leyes de composicion: la suma de vectores que a cada
par z, yeE asigna univocamente un tercer elemento z+yek, y
la multiplicacion por escalares reales (ley «<externa») que a cada
par X real, z¢ E, asigna univocamente un elemento \zeF, veri-
ficandose los axiomas siguientes:

1) z4+y=y+2; (z+y)+2z=x+(y+2); existe el vector
nulo 0: 4+ 0=z para todo = de E.

2) Aaty)=Az+ry; (A fp)z=Ar+px; A(pr)=(Ap)z;
lx=2; el elemento — = (—1)x verifica =+ (—x)=0.

En el caso de los vectores ordinarios existen tres vectores
fijos tales que todo otro puede expresarse como una combina-
cién lineal (Z3)\;x;) de esos tres. Esto se enuncia diciendo que
hay una base de tres elementos. Nosolros vamos a considerar es-
pacios vectoriales donde no haya necesariamente una base con
un nimero finito de elementos. Por ej. si Q—={P} es un espacio
compacto (bicompacto de Hausdorff en la terminologia antigua)
y E=C(Q) es el conjunto de las funciones reales continuas de-
finidas sobre (),, x==x(P), C(Q)) constituye un ejemplo de es-
pacio vectorial entendiendo por suma y por multiplicacién escalar las
operaciones ordinarias realizadas punto a punto sobre (). Si
Q no tiene un niimero finito de puntos (por ej. si Q es el inter-
valo cerrado [0,1]), C(Q) no tiene base finita.

Sea pues E un espacio vectorial o, como diremos también,
un espacio lineal. Un subconjunto L de E se dice un subespacio
lineal de E, si L contiene todas las posibles combinaciones
X" \;x; formadas con z;e L. Si A es un subconjunto cualquiera
de E, llamaremos L(A) al subespacio lineal formado con las

(*) Para los conceptos bisicos ver: F. Havuspvorrr, Mengenlehre, Leipzig —
N. York 1944; 8. BawacH, Théorie des Opérations linéaires, Warszawa 1932;
8. LerFscuHETz, Algebraic Topology, Ameriean Math. Soe., Colloquium Publi-
cations, 1942, Cap. I; L. AvraocLu, Weak topologies in mormed linear spaces,
Ann. of Math., vol. 41 (1940), pigs. 252-267, asi como la nota de N. BOURBAKI
en C. R. Acad. Se. Paris, vol. 206 (1938), pags. 1701-1704.
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combinaciones lineales de elementos de A. Un subconjunto CCE
se dice convexo si con cada par de puntos contiene el segmento
por ellos determinado, es decir, si z,yeC, \,p=0, A\ p=1 1m-
plican Az + pyeC. E se dice un espacio lineal normado si esta
dada una funcién real definida sobre E, cuyo valor sobre el cle-
mento & indicaremos con |z|, que posee las siguientes propieda-
des:

|z]| =0 para todo = de E;

x| =0 si y s6lo si x=0;
para X real y z, ye E se verifica
e =i o], e+ yl <l +]]-

La funcion de dos variables |z — y|| es entonces una métrica,
y si E respecto de esta métrica es un espacio métrico completo,
esto es si {z,} siendo una sucesion tal que |z, —z,|— 0 para
n,m—», existe un elemento z¢E tal que |z—xz,/]| —0
(n— ), entonces, el espacio normado se dice espacio de Banach.
Por ej. en el espacio G(()) de arriba la funcién

|z]| = |[2(P)]|=sup |2(P)|, PeQ

(por «sup» entendemos extremo superior ordinario) convierte a
C(Q) en un espacio de Banach.

Una funciéon real f definida sobre el espacio lineal E se
llasma un funcional lineal si  f(Ax+tpy) =N\f(z) +pf(y) A.p
reales, z,ye E). Si E es un espacio de Banach cabe considerar
los funcionales lineales acotados: son los que verifican la con-
dicién

/(@) =M ||

para algin ntimero real M independiente de z. El conjunto E* de
los funcionales lineales acotados forma un espacio lineal respecto
de las operaciones de suma y multiplicacién escalar realizadas
elemento a elemento sobre E.

En E* la funcién

If1* =sup If(2)| (|=] =1)
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es una norma que convierte a E* en un espacio de Banach, el
conjugado de E. Vale pues la relacion

[f@)I=[f]" - ]

idénticamente en ze E, fe E*. Por ejemplo. en el espacio G(())
de arriba los funcionales lineales acotados pueden representarse
(por el conocido teorema de F. Riesz, generalizado por S. Ba-
nach, S. Saks, S. Kakutani (3)) con funciones de conjunto bai-
reiano (*) completamente aditivas, a variacion acotada a(S), SC0);
de manera que, dado fe C*((QQ), existe una tal a(S) con

f(z)=[, a(P)da(S),

siendo [f|* = Variacién total de «(S).

Un subconjunto € de un espacio de Banach E se dice ce-
rrado si z,¢C, z¢E, |z—z,|—0 (n—) implican zeC. Por
capsula convexa o cdpsula convexa cerrada de C se entiende res-
pectivamente el minimo conjunto convexo o convexo y cerrado
que contiene a C. Todo subconjunto de un espacio de Banach po-
see tales capsulas.

Sea E un espacio lineal .(no necesariamente normado) y F un
espacio lineal de funcionales lineales sobre E. Vamos a definir en F
una topologia lineal que llamaremos w. Sea f,eF. A cada siste-
ma finito z,,...,2,¢}E, €0, asociamos el entorno de f,,
Ulfy; ®,,...,2,; ¢}, formado por los feF tales que |f(x;) —
fo(x)l<e para i=1,...,n, simultineamente. Eslo define una
nocién de topologia en el sentido que son satisfechos los axio-
mas de Hausdorff (Mengenlehre, pag. 228). Otra manera de de-
finir esta topologia en F es estableciendo una correspondencia
biunivoca entre los elementos de F y los complejos infinitos del

(*) Ver por ej. H, LEBESGUE, Lecons sur l'intégration et la recherche des
fonetions primitives, Gauthier-Villars, Paris, 1928, y para las generalizaciones
S. KAKUTANI, Abstraet (M)-spaces, Ann, of Math. vol, 42 (1941), pigs. 944-1024,

(*) SCcQ es un baireiano si perteneece al g —cuerpo de conjuntos generado
por los conjuntos Q[ Pyx<a(P)<fl.rzE.x<f arbitrarios (un s —ecuerpo es una
familia de conjuntos eerrada respecto de las operaciones de paso al eomplemen-
tario y unién e interseceién numerables). Si Q es separable los baireianos coin-
ciden con los borelianos, es decir forman el o —cuerpo generado por los con-
juntos abiertos de Q.

-



producto cartesiano de rectas R,: a cada z¢ E corresponde una
recta R,, f se representa en el complejo {f(z)},ze¢E, y F se
representa en un subconjunto del producto cartesiano TIR, (z¢ E).
En TIR, se considera la topologia del producto topoldgico ordi-
nario (S. Lefschetz, 1. c. Cap. I), que se relativiza sobre la
imagen de F, y la correspondencia inversa transporta los entor-
nos a F. Llamaremos cerrado-w a un subconjunto de F cerrado
respecto de la topologia w. Analogamente definimos el concepto
de capsula convexa cerrada-w. Un subconjunto CCF se llamara
acotado-E si para cada xeE es sup |f(z)|<» (fe(C). En parti-
cular si E es normado y F=E* la topologia w asi obtenida se
llama topologia w*. Con respecto a la topologia w* vale el si-
guiente teorema (Bourbaki-Alaoglu, 1. c.) (5):

El conjunto E*[f; |f|* =<N]=S*(N) (esfera de E* con cen-
tro en el origen, cerrada y de radio N) es compacto-w*.

O también, los subconjuntos compactos-w* se pueden carac-
terizar con ayuda de la norma || ||*, diciendo que son los BCE*
cerrados-w* y acotados, en el sentido de que existe algan N tal que
BCS*(N).

Si el espacio de Banach E es separable (es decir conliene
un subconjunto numerable denso), CCS*(N), y si un elemento
foe E* es punto de acumulacion-w* de C, entonces existe una su-
cesion g;¢ C con la propiedad g(xz)—f,(x) para todo xz¢ E {esto
ultimo se expresa diciendo que g; tiende débilmente a f,).

En efecto, si {z;} es el subconjunto denso en E, existe g, ¢ C
con |gn(x;) —fo(%;)|<1/n, i=1, 2, ..., n, correspondiente al
sistema finito {x,, ..., ,; 1/n}. Evidentemente g,(x;) — fo(z;)
(n— ), y si z¢ E es arbitrario, es

19a(2) — fo() |
=190(x) — gn(@) |4 19,(2) — Fo(2) 14 | fo(@:) — fo(®) |
= |gall* - |z — ]| +19n(x) — fo(@) 14 [fol* - |2 — =ill;

luego basta elegir x; como para que [ —z;| sea baslante pe-
g g ] p q_ | il
queiio, para deducir lo deseado. (Si E no es separable, no es

(°) Mis adelante el leector encontrari la demostracién de un teorema mds
general.
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cierto que los puntos limites w* puedan alcanzarse con sucesiones
y se necesitan sucesiones transfinitas adecuadas).

El resultado precedente puede aplicarse a los C(Q). En efec-
to, C(€)) es separable si y sélo si () es separable. Por una parte
si {z;(P)} es una sucesion densa en C(()), los conjuntos S(i, «, )
=0[P; a <x;<B], (a,p racionales), forman una base de conjuntos
abiertos de la topologia de () ybasta tomar un punto en cada S(i, «, 3)
para tener el conjunto denso en (). La reciproca es consecuencia
facil de un conocido teorema de M. H. Stone (¢): si suponemos
() separable, por ser ademés compacto, existe una base numerable
de conjuntos abiertos {S;}, i=1,2,...; definiendo para cada
par {Y; Sj} con S;NS;=0 (S indica S mas los puntos de acu-
mulacién de S) una funcién ¢;;(P), continua sobre () que vale 1
en S; y 0 en Sj, la familia {p;;} es una familia separadora en el
sentido de Stone (1. c.) y los polinomios en las ¢; con coefi-
cientes racionales forman un conjunto numerable denso en C{()).

§ 2. Para lo que sigue serd importante considerar un re-
sultado demostrado por M. Krein y Milman (Studia Math., 1940),
concerniente a conjuntos convexos en E*.

Comenzamos con la definicion de conjunto reqularmente
convexo (7). Sea E un espacio lineal de elementos x,y,z,...; I
un espacio lineal de funcionales lineales definidos sobre E, de ele-
mentos f,g,h,.... E define en F la topologia w del § 1. Sea €
un subconjunto de F. Diremos que € es regularmente convexo
(r. c.) si existen elementos Zy¢ £ y correspondientes niimeros rea-
les a, tales que C= NG F[f; f(z,) =< a,]. Si concebimos cada
F[f; f(x,) = a4] como un semiespacio generalizado, los conjuntos
r. c. son los que pueden representarse como interseccion de lales
semiespacios. En espacios de dimension finita (con base finita)
los conjuntos r. c. son los convexos y cerrados exactamente. En
espacios de dimension no finita los conjuntos r. c. son segura-
mente convexos y cerrados-w, pero la reciproca no es cierta y so-
lamente puede afirmarse que los conjuntos convexos, cerrados-w
y acotados-E son r. ¢. Este resultado demostrado por Krein-Smu-

(*) Trans. Am. Math. Soec. vol. 41 (1937), pfigs. 376-481. La demostracién
sin apelar al teorema de Stone, aunque mds larga, es ficil v se ofrece al
lector como ejereicio.
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lian es consecuencia del siguiente lema de extension (L. c.en (7))(5).

Lema. Sea E(()) el espacio de Bauach particular formado
por todas las funciones reales acotadas con un dominio fijo
()={P}, obtenido poniendo |z| = |z P)| =sup |®(P)| (Pe().
Sea LCE(Q)) un subespacio lineal que contiene a la funcién
constante 1 (por tanto a todas las constantes) y {(z) un funcional
lineal definido en L, no negativo (es decir (z) =0 si z(P)=0
para todo Pe()), y sea x;e () — L. Entonces, si indicamos con
L+, al espacio lineal de los elementos de la forma Az, A
real, ze L, existe un funcional lineal no negativo I definido so-
bre L+ z, tal que l'(x)=I(x) si ze¢L.

Demostracion. Sean Ly, L, los subconjuntos de L formados
respectivamente por los z,,z,¢ L con &y <&y, &= Ni L; ni
L, son vacios, pues x, siendo una funcion acotada sobre (), y
leL hay un \y>0 con —XA\y=o(P) =X, Ademis, si x,¢L,
zy¢ Ly, son arbitrarias, es x; <, luego l(x;) <l(x;). Eslo im-
plica que si

a=supl(z,), z;eL,, b=infl(w,),x5¢Ls,

es a=b. Sea ry un nimero cualquiera con a=r;=0b. Si pone-
mos U'(z+4\zy) =I[(x) +Ar, tendremos la extension deseada. La
no negatividad de ' se verifica sin dificultad.

Apliquémonos ahora a demostrar el resultado de Krein-Smu-
lian citado arriba. Para ello basta mostrar que: si f, es tal que
f(x) =\ para todo feC implica f,(x) <X, entonces f,eC. A
este objeto consideremos el espacio E(()) del lema precedente con
Q=C y dentro de E(C) el subespacio L’ de las funciones F,(f) =
f(x). Cuando z recorre E, F, recorre L' (naturalmente puede su-
ceder que z;/~=z, y F, =F,). Puesto que G es acotado-£ re-
sulta efectivamente F,(f) acotada y por tanto contenida en £(C).
Ahora bien, pongamos L =L’+1 y definamos para cada F,+-\¢ L,
Po(FpAX) =fo(x) +X. La propiedad de f, que nos sirve de

(") IEste concepto fué estudiado detalladamente por M. Krein y V. Smulian
(Ann. of Math. vol. 41 (1940), pégs. 556-583) quienes lo usan en un sentido
algo mis particular.

(*) Kl lema referido afirma una extensién a todo el espacio, del funcional
de que se trata, pero esto, que exige el axioma de Zermelo, no es absoluta-
mente necesario para el resultado que pensamos deducir de éL



s R st

hipétesis trae como consecuencia que ¢, es un funcional no ne-
gativo sobre L, de modo que estamos en las condiciones del lema
precedente, y cualquiera sea el namero finito Fy,..., F, de fun-
ciones de E(C) que consideremos, por aplicacion repetida del
lema podemos extender ¢, al espacio L+ F+...4+F, mante-
niendo la nonegatividad de ¢, Sea U {f,; xy,...,zy: €} un en-
torno-w de f,, y sean A, Ay, ..., A,, subconjuntos de C con la
propiedad que cada F,, tenga en cualquier A; una variacion me-
nor que €>0, y que A;NA;j=0 (i-/zj), ZA4;=C. Esto es po-
sible por ser acotadas las funciones F,. Finalmente pongamos
F;= ¢4, funcion caracteristica del conjunto A; Afirmamos que,
llamando impropiamente de nuevo ¢, al funcional extendido a

L+F +...+F,, es

f*:‘Pu(Fl)f1+tP0(F2)f2+---'I"Po(Fn) fneU{f().; Ly, -« TN €}

cualesquiera sean f,...,f, con tal que f;e A; i=1,...,n, y esto
todavia independientemente de la extension elegida con tal que
satisfaga la condicién de no negatividad antemencionada. Puesto
que o(F;) =0, Ze(F;) =o(ZF;) = ¢(1) =1, es f*¢C (pues
C es convexo), y esto probard que f, es punto de acumulacion-w
de C, y por lo tanto siendo C cerrado-w que f,¢ C. Calculemos
pues los valores de f* en los elementos z;:

(*(a) = ZulFi) fulm) = 20 Zfu(z) - Fy)
de donde
(@) — folm) = vo( Zfulap - Fi—Fe)

y las dos funciones separadas dentro del ultimo paréntesis veri-
fican por construcciéon

| Bu@) Fulh) — Falf)I<e, 1¢C,

que por la no negatividad de ¢, implica |f*(x;) — fo(z;)i<Z¢,
“i=1,...,N, como debiamos probar. Observemos finalmente que
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Demostracién. Tomemos una buena ordenacion de H que co-
mience con &y: £y, &;,...,5,, ... (a<n). La compacidad de C
nos asegura que los conjuntos C,, Cy,. .. que definiremos a conti-
nuacion por induccion transfinita, son no vacios, convexos, com-
pactos-w (consecuencia de la linealidad y semicontinuidad de las
£.). Si « tiene antecedente inmediato @ —1, C, se define como
el conjunto de los elementos de €, ; que realizan el maximo de
€y; si @ es un nimero limite €, es el subconjunto de NCjy
(B<<a) donde E,, considerada sobre NCjp, alcanza su maximo; fi-
nalmente C; es el subconjunto de las f de C en que &, alcanza
su maximo. Es facil ver que NC, (a<n) contiene exactamenie un
solo elemento, que es ¢l f, buscado.

En particular E considerada como una clase de funciones
sobre C (las F, del teorema de Krein-Smulian) posee las propie-
dades de H. En el caso concreto de medidas que consideraremos
en el § 3 habra lugar para una clase I menos trivial.

Corolario 1. Con las notaciones del teorema 1, si § ¢ H y
CoCC es el conjunto donde &, alcanza su mdzimo, entonces exis-
te en Gy por lo menos un punto extremal-H de C.

De este corolario resulta enseguida el teorema de Krein-
Milman:

Teorema 2. Sea CCF, C convexo y compacto-w. Sea Ce el
conjunio de sus puntos extremales-E. Entonces la cdpsula convexa
cerrada-w de C¢ coincide con C.

En efecto, si la capsula convexa cerrada-w de Ce estuviera
contenida como parte propia en G, por ser aquélla regularmente
convexa (teorema de Krein-Smulian), existiria un z,¢ E y un
fo€ C fuera de la capsula con f(z,) <f,(x,) —¢, €>0, (f de la
capsula). Luego el conjunto C,, donde z, alcanza su méaximo en
C, estarfa situado fuera de la cépsula convexa cerrrada-w de Ce,
lo que contradeciria al corolario 1.

Nota. Aunque no sabemos si en general los extremales-F
son todos los extremales, puede verse simplemente que esto es
asi en caso de F' de dimension finita. Otros casos trataremos en
el § 4. _

Para extender en lo més posible el dominio de aplicacion
del teorema de Krein-Milman debemos buscar criterios para afir-
mar la compacidad de subconjuntos de F. El tnico criterio ge-
neral que conocemos es el teorema citado de Bourbaki-Alaoglu,
que a su vez es consecuencia sencilla del teorema de Tychonoff,



PR e

que afirma la compacidad del producto topolégico de espacios
compactos (S. Lefschetz, 1. c.). Como los enunciados ordinarios
nos resultan insuficientes para nuestro propoésito, daremos lo que
quizds pueda llamarse una forma general del teorema de Bour-
baki-Alaoglu. :

Sea ACE tal que L(A)=E. Diremos que CCF es acotado-
A st sup |f(x)| <o (feC) para yeA.

Teorema 3. Un conjunto CCF es compacto-w si y solo st
es acotado-A y cerrado-w.

Demostracion. Una mitad del teorema es trivial. Para la otra,
si G es acotado-A es también acotado-E y por tanto su represen-
tacion en el producto infinito de rectas (§ 1) puede reducirse a
una representacion en un producto de segmentos [—a,,a,], con
az=sup |f(z)| (feC), que es un espacio compacto (teorema de
Tychonoff). Si C es ademas cerrado-w, como subconjunto cerrado
de un compacto es también compacto.

Conviene pues tener un criterio para saber cuando un con-
junto es cerrado-w. Para eso introducimos las siguientes defini-
ciones. Sea E un espacio lineal, de elementos z,y,... como an-
tes y W —={pn} el espacio de todas las funciones reales con do-
minio E (lineales o no lineales), w la topologia definida en N(
por E analoga a la definida por E eh F (§ 1), y sea (P)
una propiedad de pares (E’, ), E’ subespacio lineal de E, pe M.
Vamos a considerar las siguientes tres condiciones a las que puede
satisfacer (P): a) fijado p, (E,n)e(P)siysolosi (E,p)e(P)
para todo E'CE de dimensiéon finita; b) fijado £’ de dimension
finita, el conjunto de los we“M tales que (E, p)e¢ (P), que indi-
caremos Cp, es cerrado-w; b’) Cp es cerrado-w y convexo.

Teorema 4. Cy es cerrado-w, o cerrado-w y convexo, seqin
que (P) satisfaga a) y b) o a) y b).

En efecto, la condicién a) se expresa C; =NCp para los
E’ subespacios de dimensién finita E'C E. La condiciéon b) (b’))
dice que Gy es cerrado-w (y convexo). Luego, iguales propieda-
des posee Cy. :

Aplicaciones: 1. Supongamos que en E haya una norma ||zf.
Pongamos (E’,p)e (P) si y solo si p es lineal sobre £’, y si
zel’, |x| <1, implican |u(z)|<1. Entonces valen a) y b’) y
Cp =S8*(1) es convexo compacto-w por el teorema precedente
(éste es el teorema de Bourbaki-Alaoglu).

2. Sea —={P} un espacio abstracto, J=1{S} una clase de




subconjuntos de () y E el espacio lineal de las combinaciones li-
neales de funciones caracteristicas ¢; de conjuntos S. Sea < una
relacion de parcial ordenacién de elementos de E tal que x=0,
y<0, A\=0 implican z+ y<0, Az<0. Definimos (E’,j1) e (P)si
y solo si we E’, 2<0, implican p(x) <0, p es lineal sobre E’ y
lu(ps)|=1 para todo S. (P) satisface entonces a) y b’) y (.JE
es aqui también convexo compacto-w. Se advierte que este ejem-
plo permite muchas variantes y que de ninguna manera el orden
juega un papel esencial. Esta forma particular de 2 nos sera util
mas adelante (§ 3).

§ 3. En este § nos proponemos mostrar que los resultados
fundamentales de la memoria citada de Kryloff-Bogoliuboff son
consecuencias mas o menos directas de los teoremas generales ex-
puestos en los §§ anteriores. Fijemos antes las notaciones.

Sean: ={P} un espacio compacto; B(Q)={S} el o-cuer-
po de los conjuntos baireianos de Q; C*(Q)={«(S)} las funcio-
nes de conjunto baireiano completamente aditivas, a variacion
acotada; M(Q)={u(S)} CC*(Q) las medidas no negativas com-
pletamente aditivas sobre B(Q) con w(Q)=1; C(Q)={x(P)} las
funciones reales continuas sobre ; up(S)e M(0Q) la medida «tri-
vial» que vale 1¢i Pe Sy O en caso contrario: T, —w <t <4-w,
un grupo monoparamétrico de automorfismos (9) de () con las
propiedades: T4, =T,T,, T,P es una funciéon continua del par
(t, P) para —o<t <+, PeQ(10); I(Q) ={m(S)} CM(Q) las
medidas m(S) invariantes-T',, es decir que verifican m(T,S) =
m(S) para todo SeB(Q)) y t real.

Por lo visto en el § 1, C(Q) es un espacio de Banach res-
pecto de la norma |z|=sup |z(P)|, (Pe(), y que por el teo-
rema de Riesz generalizado C*(()) puede identificarse con el con-
jugado de C({)) poniendo para «¢ C*(Q)),

a(a:)’:fg z(P) da(S)

(*) Un automorfismo de Q es una aplicacién biunivoea y bicontinua de Q
sobre si mismo.

() Esta condicién permite la aplicabilidad del teorema ergédico e implica
la siguiente propiedad: para toda ae C(Q) existe la integral { o (Te P)df .

¥ es funcién continua de P.



(Omitiremos el dominio de integracién cuando éste sea (2). Ana-
logamente m(x) o p(z) designaran [z(P)dm(S) o [z(P)du(S).
Del mismo teorema de Riesz generalizado se deduce también la
siguiente propiedad:

a) Si FeB((Q)) es un conjunto cerrado y weM(Q)) entonces

u(F).= infimum p(z) = [z(P) du(S),

donde el infimum se toma para las posibles xe C(() que verifi-
can o(P) = p(P) ().
Ademés, por el teorema de Bourbaki-Alaoglu se tiene:
b) M(Q) es compacto-w* (y convexo).
Ahora mostraremos que I(Q)) es no-vacio. Para cada
peM(Q) pongamos

p"(x):—i— f [ J o(T,P)du(S)]dt, (z€C(Q), © real).

Se verifica facilmente que u*(x) es un funcional lineal aco-
tado no negativo sobre C({)), de modo que existe una pu7(S)e
M(Q) tal que

wi(2) =[z(P) dp<(S).
Por b) existe una p’€ M(Q) que es de acumulacion-w* del

conjunto {u*(S)} para t— . Vamos a probar que m(S)=w/(S)
es invariante, m(S) e I(()). Pongamos z,==(T P) y sea K, una

3 1 1
sucesion que tiende a 4o tal que p¥* e Ulw'; =, Ty T real

fijado. Entonces p™ (z,) —w/(z,), pn (z2) — p'(z).
Probemos ahora que |u*"(z,) — p*"(x)|—0 para n—o: en
efecto

W5 (2,) — ™ () |=

f}f: f [7 2(T 4, P) dpu(S)]dt — -Ilg; f I[fnf:c(Tt P)du(S)] d;|

fi—f K[] #(T,P) du(S)] dt| = MK‘—’L' 0.

(™) ¢, (P) designard la funcién caracteristica del conjunto 8.
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Hemos obtenido asi el primer teorema fundamental de Kry-
loff-Bogoliuboff que estos autores demostraron para el caso mds
particular de Q métrico compacto:

Teorema I. Para cada pe M(Q) el conjunto {p*(S)} admite
por lo menos un punto de acumulacién-w* (7— ), m(S), y cada
tal m(S) es invariante: m(S) € I(Q). Luego I(Q) es no vacio.

Siendo I(()) no vacio podemos hablar de las medidas inva-
riantes m(S) y hacer uso del teorema individual de la teoria
ergodica (12):

Teorema ergodico de Birkhoff-Khintchine. Para toda medi-
da invariante m ¢ I(Q) y toda funcion real y(P), P € (), sumable-m
existe el limite

T

lim 1. f y(T,P)dt=y*(P),

TS T
0

para todo P ¢, salvo a lo sumo un conjunto invariante NCQ,
N=N(y,m), de medida m-nula; ademds y*(P) es sumable-m,
invariante-T,: y*(P)=y*(T,P), y verifica [ y*dm(S)=[ydm(S).

El conjunto excepcional N depende en general de m(S) y
de y(P). Pero si () es separable y se consideran solamente fun-
ciones y(P)==z(P)e C(Q) continuas, entonces N puede tomarse
fijo con m(S), es decir: si () es separable, a cada meI(Q) co-
rresponde un conjunto invariante NCQ, N=N(m), tal que
m(N)=0 y el limite

lim - f o(T,P)dt=a*(P) (1— ) (1)
0

existe para todo P¢Q—N y toda z(P)e C(Q). Esto resulta inme-
diatamente observando que toda x(P) continua es m-integrable,
cualquiera sea me¢I(()), y que siendo (Q separable existe (§ 1)
una sucesién numerable z,(P) ¢ C(Q) tal que dada una ze¢ C((Q)
arbitraria y €>0, existe una x, de la sucesién que verifica

|z,(P) —x(P)|<e para todo Pe().

(**) Ver por ej. E. Hopr, Ergodentheorie (Ergebnisse der Math., vol. 5,
fase. 2). Berlin, J. Springer, 1937.
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~ Un conjunto SCQ se dice de probabilidad mdzima si para
tode melI(Q) es m(S)=1. Un punto Pe(Q) se dice casi reqular
si en él existe el limite (1) cualquiera sea z¢ C((2); el conjunto
de tales puntos se designara con U. Lia proposicion precedente se
enuncia pues asi:

Teorema II. Si () es compacto y separable, el conjunto U
de sus puntos casi requlares es invariante y de probabilidad md-
xima.

De la definicién de p*(S) resulta inmediatamente que si
u=pup es una medida trivial, entonces

T

wela) =+ [a(T,P) 2)

u

luego si P e U la medida p'p converge para t— o hacia un unico
limite mpeI(Q) que se llama la medida individual correspon-
diente al punto casi regular P, y se tiene:

Corolario I. Para todo PeU hay una medida individual
mpe I(Q) bien definida y para toda- ze C(Q) el limite (1) ecxiste
y es igual a mp(z).

Vamos a mostrar que los resultados mas profundos de Kry-
loff-Bogoliuboff concernientes a las medidas transitivas son con-
secuencias casi inmediatas de los teoremas de Krein-Milman (§
2). Empecemos por examinar el significado de los puntos extre-
males de subconjuntos de C*(Q). El conjunto M(Q)C C*(Q)
es por a) convexo y compacto-w*. Veamos cuales son sus puntos
extremales. Si p es punto extremal de M(()) entonces para todo
SeB(Q) debe ser o u(S)=1 o u(S)=0, pues de lo contrario
para algin S, seria p(S,)=a>0, p(Q—S;)=>>0, luego po-
niendo p,(S)=a1.u(SNS;), pe(S)=>b1.u(SN(Q—S,)), seria
wn=ap,+ bpy,, a>0, b>0, a+b=1, contrariamente a que n
es extremal. Sea ahora {F,} la clase de los conjuntos cerrados
con p(F,)=1; evidentemente si F,,...,F e Fpe {F,} es también
FiNFyN ...NFue {F,}, luego por la compacidad de (), existe
un punto P e () comin a todos los F,. Si S>3 P debe ser u(S)=1,
pues de lo contrario ) —S contendria un F,. Asi pues toda p
extremal de M(()) es una medida trivial, y como la reciproca es
inmediata, se obtiene:

c) Si Q es compacto, las medidas triviales coinciden con los
puntos extremales de M(Q)).
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Aplicando el teorema de Krein-Milman (§ 1, Teorema 2) se
obtiene de c) la siguiente proposicion de Kakutani (l. c.): todg
pe M(Q) es limite-w* de combinaciones convexas de medidas tri-
viales, lo que puede interpretarse asi: la aproxzimacién de las
integrales por sumas de Riemann-Lebesque, constituye un aspeclo
particular del teorema de Krein-Milman.

Nota. La ultima proposicién y c) valen todavia para Q lo-
calmente compacto, tomando como G(()) al espacio de las funcio-
nes continuas nulas en el punto en el infinito.

Una medida meI(Q) se dice métricamente transitiva (omi-
tiremos generalmente la palabra métricamente) si para todo con-
junto Se B(()) invariante (es decir T, S=S para todo ¢ real) se
verifica m(S)=1 o m(S)=0.

Lema 1. Si Q) es compacto, I(Q) es un conjunto convezxo,
compacto-w*, y todo punto extremal m(S) de I(Q) es una medida
mélricamente transitiva (13).

En efecto, si pe M(Q) es de acumulacion-w* de I(Q), dados
e >0, ze C(Q), z,;=x(TP), existe me [(Q). tal que simulténea-
mente se verifica |m(x) —u(z)|<e, |m(x)—p(z)|<e, y como
m(z,) =m(x), por ser m invariante, resulta|p(z) — p(z,)|<<2e,
luego p(x) =p(x;), es decir peI(Q), lo que prueba que I(Q) es
cerrado-w* y siendo I(Q)C M(Q) resulta de b) que I(Q) es com-
pacto-w®. La segunda parte del lema se prueba en forma ana-
loga a c). :

Lema 2. Si para cada conjunio cerrado Fe¢B(Q) se pone
Ep(pn) =p(F) (ne M(Q), entonces la clase H={E;} es una clase
separadora de funciones reales, lineales, semicontinuas inferior-
mente sobre M(()). ;

Demostracicn. Puesto que dos medidas u, e M(()) se supo-
nen idénticas si dan el mismo funcional lineal sobre C(Q), si
coinciden sobre los conjuntos cerrados de B(()), coinciden idén-
ticamente, luego H es una clase separadora. La semicontinuidad
inferior resulta también sencillamente: Sea M'CM(()) el con-
junto de pe M(Q) donde u(F)=a, y v punto de acumulacién-w*
de M'. Sea 2(P)=¢p(P) y p e M’ tales que p,(z)—w(z) (ze
C(Q) fija). Puesto que p,(z) = p,(F) =a resulta w'(z)=a y por
a) que W'(F)=a, esto es we M.

(**) En el § 4 probaremos que también reciprocamente toda medida tran-
sitiva es extremal de I (Q).
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De los tltimos dos lemas y los teoremas 1 y 2 de § 2, re-
sulta inmediatamente el siguiente teorema, cuya segunda parte
fué probada por Kryloff-Bogoliuboff en el caso mas particular
de () métrico compacto.

Teorema III. (1) Si Q es compacto, dados un FeB(Q) ce-
rrado y una meI(Q) existe una m’¢I(Q)) métricamente transi-
tiva tal que m'(F)=m(F). En particular si toda medida inva-
riante, transitiva se anula en F entonces también se anula en F
cualquier otra medida invariante, transitiva o no.

(2) Si Q es compacto, 1(Q) coincide con la cdipsula cerrada-
w* del subconjunto de las medidas invariantes transitivas, es decir
toda me I(Q) es una combinacion convexa de medidas invariantes
transitivas, o punto de acumulacion-w* de tales combinaciones
convezas.

En el § 4 examinaremos con mas detalle los puntos extre-
males de I(Q). En el caso de () compacto y separable se puede
decir algo més sobre las medidas transitivas:

Lema 3. Si Q es separable, dada una melI(()) transitiva,
exisie un conjunto NC() tal que m(N)=0 y para todo P ¢ O—N
es mp=m. Luego toda m transitiva es una medida individual.

En efecto, por el corolario 1 para todo PeU y ze G(()) es
a*(P)=mp(x). Como z*(P) es invariante y m es transitiva, debe
existir un conjunto N,=N,(x) de medida m(N;)=0 tal que
a*(P) es constante en O — N, (14). Como [z*dm=[ zdm=m(z),
resulta que z*(P)=m(x)=const. para todo Pe( —N,. Ponien-
do N=N(z)=N;U(O—U), como U es de probabilidad mixima,
sigue m(N)=0 y a*(P) =mp(x) =m(z) para todo Pe(— N(x).
Haciendo uso de la existencia de una sucesion x,€ C(Q) tal que
toda otra z(P)e C(Q) sea limite uniforme de funciones z,(P),
(§ 1), se ve enseguida que se puede conseguir un conjunto N de
medida m(N)=0 y tal que N(x)CN para toda ze€ C(Q). Es de-
cir mp(z) =m(x) para toda z¢ G(Q)) y Pe(Q—N. Luego para
Pe(—N es mp=m.

Se Ilama conjunto ergddico a todo conjunto GCU tal que:

10,51 Pe G, Qe G es mp=my,

20, si PeG, Qe¢'G es mp/-my.

{*) Para probarlo basta observar que si a<b, S, = conjunto de los P en
z*(P) >b, 8; = conjunto de los P en que x*(P) <a, ambos conjunios 8,, 8,
son invariantes y disjuntos, luego siendo m tramsitiva debe ser o m(S8,)=0
o m(8;)=0.




—Sopnis

Luego U queda dividido en conjuntos ergodicos disjuntos,
siendo cada conjunto compuesto por los puntos de U que dan
origen a una misma medida individual. Por el lema 3 toda m(S)
transitiva es una mp; los puntos P¢ U tales que mp es transis
tiva se llaman puntos transitivos. Cada P €U y en particular cada
P transitivo pertenece a uno y sélo un conjunto ergbdico que
se indicara Gp.

Lema 4. Si Q es separable, P transitivo y Gp el conjunio er-
gédico de P, entonces mp (O—Gp)=0.

En efecto, si fuera mp (Q—Gp) >0, como por el lema 3
existe un NC() tal que mp(N)=0 y para todo QeQ—N es
mg=mp, el conjunto () — N tendria un punto Q comin con
O —Gp, es decir para algin Qe¢(Q— Gp seria mg=mp, luego
Qe Gp, lo que es absurdo.

Teorema IV. Si Q es compacto separable, el conjunto Uy
de los puntos transitivos es de probabilidad mdxima.

Pues por el lema 4 es mp(Q—Up)=0 para todo PeUp,
luego toda medida transitiva se anula en 0 — Up, y en virtud del
teorema III, (i), resulta m(Q—Uy) =0, cualquiera sea la medida
mvariante m(S), transitiva o no, luego m(Up)=1y Uy es de
probabilidad maxima.

Un punto P ¢ U se dice denso (15) si para todo conjunto abier-
to SCQ que contiene a P se verifica mp(S)=>0. Los teoremas
precedentes permiten deducir muy facilmente la siguiente propo-
sicion de Kryloff-Bogoliuboff.

Corolario II. Si Q) es compacto separable, el conjunto RC Uy
de los puntos Pe Uy que son densos es de probabilidad mdxi-
xima (16).

En efecto, por el teorema IV basta probar que si NC Uy es
el conjunto de puntos transitivos y no densos es m(N) =0, cual-
quiera sea me I((). Suponiendo lo contrario, existirfa un cerra-
do FCN y una melI(Q) con m(F)>0, y para cada P¢F un
abierto Sp>P con mp(Sp)=0. Por el teorema III, (i), existe
una m’eI(Q)) transitiva tal que m/'(F)=m(F)>0, y por el
lema 3 existe un cerrrado F'CF tal que m'(F)>0y mp=m’

(**) Los puntos densos tiemen importaneia en vista de que todo tal punto
es fuertemente estable en sentido de Poisson (véase KryLoFFr-BoGOLIUBOFF,
)

(*) Los puntos P : E se llaman regulares.
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para todo PeF’. Pero siendo F’ compacto existe un namero fi-
‘nito de puntos Py,...,P, de F’ tales que F’"CSp U... USp,
luego m'(F’') =m'(Sp,) + ...+ m/(Sp,)= mp, (Sp,) +...+ mp,
(Sp,) =0, absurdo.

Terminaremos este § indicando una propiedad de los puntos
extremales del conjunto de las medidas invariantes, simplemente
aditivas, que permite profundizar la parte (i) del teorema III.

Sea como antes (A= {P} un espacio compacto, B(Q}) ={S} los
conjuntos baireianos, E={z(P)} el espacio lineal de las combi-
naciones lineales (finitas) de funciones caracteristicas @g(S) de
conjuntos S, y T, como antes un grupo de automorfismos de ().
Designaremos con M’((}) el conjunto de las posibles medidas
v(S) definidas sobre B(Q), simplemente aditivas (es decir S=
S;+8;, S;NS;=0 implica v(S)=+v(8;)+v(S;)) con v(Q)=1,
v(8)=0. Si z¢ E es de la forma x(P) =X; ¢g,(P)+. . .4\, ¢5,(P),
pondremos v(x) =2 X;v(S;) (esta definicion es coherente por ia
aditividad de v), y v(z) serd un funcional lineal sobre . En
E ={z} introducimos una relacion < definida como sigue. Es-
cribimos x<y si existen Z;,...,&,, ¥y,...,¥s de E, y ntmeros
reales Ay,..., N, &,...,t, tales que z(P)=\z,(P)+...+
N zu(P), y(P)=X1y1(P) + ...+ nyn(P), yi(P)=2;(T,,P) para
todo Pe() e i=1,2,...,n. Se comprueba inmediatamente que
una funcion v(z) definida sobre E verifica v(z) =0 para x<<0 si
y sélo si v(8)=v(pg) es una medida simplemente aditiva e in-
variante: v(S)=v(T;S) para todo ¢ real. Designando con I’((})
CM'(Q) el subconjunto de M’'(Q) formado por las v(S) inva-
riantes se tiene que toda ve I’(Q)) verifica: v/(z) =0 si *<X0. En
virtud de lo visto al final del § 2, aplicacién 2, es I'(Q)) un con-
junto convexo y compacto-w segtn la definicion de topologia w
alli adoptada, y por tanto valen para I’(Q) los teoremas 1 y 2
del § 2. Igual que en c) se ve que los puntos extremales de
I'(Q) son medidas me I'(Q)) transitivas, es decir que sobre todo
conjunto invariante valen cero o uno. Entre los puntos extrema-
les de I'(Q)) consideraremos una clase especial que llamaremos
punto extremal —F de I'(Q)), que es un caso particular de la
definicion de punto extremal —H dada en el § 2, y que resulta
tomando como H la clase de las funciones caracteristicas @p
de los conjuntos cerrados FeB(()). Vamos a probar que toda
v(S) e I'(Q)) extremal-F es completamente aditiva y transitiva. En
efecto, sea v(S) ¢ I’(Q)) y pongamos para cada S<¢B(Q), m(S)=
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infimum X v(S;), correspondiente a los posibles cubrimientos
SCU S; de S por conjuntos abiertos S;, en nimero numerable. Se
comprueba facilmente (haciendo uso de la teoria de la medida
de Caratheodory (17)) que m,(S) es una medida completamente
aditiva invariante sobre B(Q)), y como () es compacto todo cubri-

miento QC!J S; puede reducirse a uno finito, QCU S;, luego 1=
1 X

v(Q) = Zn:v(S,v), de donde se concluye m,(Q)=1, es decir,
1

m,eI(Q). Asi pues toda vel’(Q}) da origen a una m,el(Q)
con v(F)=m,(F) para todo F cerrado baireiano. Ahora si v(S),

es extremal-F de I'(Q), como m, ¢ I(Q)C I'()), la ullima desi-
gualdad y la definicién de extremal-F implican, como es ficil
ver, que debe ser v(F)=m,(F) para todo F cerrado baireiano,
luego también v(S)=m,(S) para todo S abierto. Si SeB(Q),

SCUS;, Sy=1]5;2 S se tiene v(S) =v(Sy) =m,(Sy) = Zm(8))=
1 1 1

'EV(S(-) luego v(S) =m,(S) para todo SeB((Q). Por tanto debe
L
ser v(S)=m,(S) para todo SeB(Q) (38); luego v=m,eI(Q) y

v(S) es completamente aditiva. Esto permite probar que toda
mel'(Q) extremal-F es extremal de I’(Q). En efecto, de lo con-
trario seria m=>X\; m; + A\gmy, m;eI'(Q), ,;>0, \;+X; =1y pa-
ra todo S es my(S) =m(S) = my(S) o my(S) =m(S)=my(S). Por
ser m(S) extremal-F esto exige m,(F)=m(F)=m,(F) para todo
F, luego m;,m, son también extremales-F, luego por lo recién
probado m, myeI(Q), y la tltima igualdad da m(S)=m,(S)=
my(S) para todo SeB((). Finalmente observemos que toda
mel(Q) extremal-F de I(()) es también extremal-F' de I'(Q);
en efecto, existe una buena ordenacién F, de los cerrados tal que
m(F,) realiza el méximo entre todas las medidas de /((}), después
m(F,) realiza el maximo entre todas las que lo realizaban en F,
etc. Pero esta buena ordenacién determina también un punto ex-
tremal-F de I'(Q)), v(S), que es la v que alcanza el méximo para
v(F;) entre todas las medidas de I’(Q), etc. Por lo demostrado
v(S)eI'(Q) y como corresponde a la misma ordenacion F, que
m(S) debe ser v(S) =m(S) y m(S) es extremal-F de I’((}).

(¥) Véase p. ej. 8. Baks, Theory of the iniegral, Cap. 2, Stechert, 1937
(*) Pues si fuera v (8)<<my (8), como v(Q—8) <mv(Q—=8) seria 1 =
(2)=v (8)4vQ—8)<<mv (8§)4mv(Q—8) =1, absurdo.
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cerrada de {T™,(z)}. Si ponemos |T4||=inf My para los posibles
Mg que satisfacen la desigualdad de arriba, y vale T'g| <1 para
todo TyeT, entonces [T*,]|=1 para todo T%,. Si Tg¢(xy) ==,
para todo Ty diremos que x, es un punto fijo (concepto relativo
al semigrupo dado); si @, es un punto fijo entonces también es
T*}(xy) =z, para todo T*;. En lo que sigue supondremos |T'y/=1
para todo Tjg.

Lema A. Si para todo y<E, K(y) contiene por lo menos un
punto fijo, y si K(x) contiene un solo punto fijo &, entonces da-
dos €>0 y T*, arbitrarios, existe T*), tal que cualquiera sea
T*» vale |T*p»T*p T*(x) —E|| <e.

En efecto, K(T*;,(z))C K(z) contiene por hipétesis un pun-
to fijo que debe coincidir con &, luego existe 7%, ‘tal que
7% T1*(z) — €| <e. De |[T*,»] =1 sigue enseguida la tesis.

Supongamos ahora que E=L2, espacio de Hilbert (por ej.
un espacio de funciones a cuadrado sumable). Birkhoff y Alaoglu
(. c.) muestran que si [Tg] <1 entonces K(z), cualquiera sea
xe L2, contiene uno y sélo un punto fijo, de modo que es apli-
cable al lema A (cuya tesis puede interpretarse como una conver-
gencia generalizada de T*,(x) hacia §).

Diremos que un semigrupo G={g} es medible si existe una
medida v(A) no negativa, simplemente aditiva, invariante (es de-
cir v(A)=v(gA)), definida para todos los subconjuntos A de G
Y que vale uno en G; por ej. los semigrupos abelianos y los gru-
pos resolubles son medibles (20).

Volvemos ahora al espacio C(Q) de los §§ anteriores, donde
Q es un compacto general. Sea G={g} un semigrupo de aplica-
ciones continuas de Q en si mismo, y B(Q) el o-cuerpo de los
conjuntos baireianos. Indicaremos con ¢g1S, SeB(Q), al con-
junto de los puntos Q ef) tales que gQe€ S, de modo que si S es
baireiano g1 S también lo es. Sea M(Q)C C*(Q) el conjunto con-
vexo compacto-w* de las medidas m no negativas con m((Q)=1.
Diremos que me M(Q) es invariante si m(S) =m(g™'S), Se B(Q),
e indicaremos con I(()) al conjunto de tales m. Diremos que
SeB(Q) es m-invariante si m(S—qg1S) +m(g-1S—S8)=0 para
todo g€ G. Llamaremos K(T)CI(Q) al conjunto de las medidas
transitivas: m(S)=0 o 1 para todo S invariante (es decir

() Cfr., J. voN NEUMANN, Zur. allgemeine Theorie des Masses, Fund. Math..
vol. 13, 1929, pags. 73-116. ' '
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S=g¢-18); y llamaremos K(T*)CK(T) al conjunto de las me-
didas m fuertemente transitivas, en el sentido que m(S)=0 o 1
para todo S m-invariante. Indicaremos con J,* J respectiva-
mente las clases de los subconjuntos de () m-invariantes, o inva-
riantes y con K(I*), K(I)CI(Q) las m extremales-J*,, o res-
pectivamente extremales-J, en el sentido del § 2, entendiendo
naturalmente que la clase H de funciones es Eg=m(S), S in-
variante del tipo especificado, m € I(Q) (debemos solamente acla-
rar que aqui las funciones no son semicontinuas, por lo que toda-
via no podemos asegurar que existan tales lipos de extremales;
véase Teorema 2 de este §). Indicaremos con K¢ a los exire-
males ordinarios de I(Q) y finalmente con K(F)CI(()) al con-
junto de las melI(Q) que poseen la siguiente propiedad: si
my, my € I(()) son tales que o bien m(F) pertenece al interior del
intervalo de extremos m,(F), my(F), o bien m(F)=m(F)=
my(F), para todo subconjunto cerrado F e B(Q), entonces m, ==
m,=m. Se observa que K(F)C Ke. El resultado fundamental so-
bre los conjuntos K definidos aqui esti contenido en el Teorema 2
de mas abajo.

Teorema 1. Si G es medible I1(Q) es no vacio.

Demostracién. Sea v(g) la medida sobre el semigrupo, pe¢
M(Q) arbitraria, y pongamos para cada Se B(Q)

m(S) = b[ u(g-1S) dv(g).

m es una medida simplemente aditiva invariante definida so-
bre B(Q) con m(())=1. Para obtener la completa aditividad
basta aplicar el procedimiento usual, indicado en la ultima parte
del § 3, de tomar cubrimientos numerables con abiertos de B(()).
La compacidad de () asegura que la medida obtenida vale uno en
Q 'y por tanto pertenece a I(Q) (21). ;

Si meI(Q), en el espacio L2(m) de las funciones reales de-

(*) El uso de semigrupos medibles remite el problema de la existencia de
punto fijo al problema de la existencia de medida invariante en el grupo, que
puede tratarse directamente. También podemos adoptar el teorema de punto
fijo para conjuntos convexos compactos en espacios lineales topolégicos local
mente convexos (véase por ej. S. Kakurani, Proe. Imp. Acad. Japan, vol. %
(1938), pags. 242-245).
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finidas sobre () a cuadrado m-sumable, podemos definir un se-
migrupo {7y}, g€ G, de operadores lineales con [Tg|=1. Basta
poner para cada z continua Ty(x)=Tgx(P)=x(gP). La inva-
riancia de m asegura que

2= f o(P)/2dm = [ |2(9P)|* dm = Ty(a)],
Q Q

luego Ty puede extenderse por continuidad a L2(m) y, usando la
misma notacién, sera [Tg4|=1.

Lema 1. Dado un nimero finito de med.das m,, ... m, ¢ I(())
y xe€ C(Q), existe una funcidn real E(P) =%(z; my,...,my) defi-
nida sobre O medible Baire y con las propiedades: si S;=—Q[P;
E(P)=E(gP)], es mi(Sy) =1 para todo ge G;

[I&(P)|2dm;<oo; [2(P)dm;=[E(P)dm; (i=1,2,...,n).

Demostracion. Haremos la demostracion para n=2. Sea
€i¢ L2(m;) con las propiedades del £ del lema A,k entero posi-
tivo y h tal que |T,*(x) —&l[,,<1:k. Por el lema A existe
ho tal que |T}*T)*(x) —E?|,,<1:k, y como T, *|=1 tam-
bién es T} *Ty*(x) — &' m,<1: k. La funcion continua T',*
T,*(z) =, verifica pues simultineamente |z, — 1|, <1:k,
"ﬂxk——'q?ﬂmz{l 1k, k=1, 2, ..., y EL,E2 son puntos fijos de
los respectivos L2(m;). Sea zj una subsucesién de ; que con-
verge punto a punto hacia £!, salvo medida m, nula, y z; una
subsucesion de z/ que converge hacia &2 punto a punto, salvo
medida m, nula. Si ponemos &(P)=limz,(P) (h— =) donde
dicho limite existe y £(P)=0 en el conjunto donde el limite no
existe, tendremos una funcién que cumple con la tesis del lema.

Lema 2. Sea &(z; my,...,m,) la funcién del lema prece-
dente. Supongamos que m;e K(T*). Entonces existen conjuntos
S; disjuntos, mi-invariantes tales que m;(S;) =1, y & es constante
(e igual a a;) sobre cada S;, i=1,...,n.

En efecto, pongamos S(a,b)=0Q[P;a=§(P)<b] luego
918(a, b) =Q[P; a<¥%(gP) <b]. Evidentemente sera [S(a,b)—
9728(a,b)]+[g7* S(a,b)—S(a,b) |CQO—S, (el Sy del lema preceden-
te). Luego S(a,b) es m;-invariante, i=1,...,n. Fijemos i ysea a; el
exiremo finito de la semirrecta formada por los a tales que



i i

m;[S(a,)]=0. Entonces m;[S(a;—¢,a;)]=1 cualquiera sea £>0,
de modo que S;=IlimS(a;—¢,q;) (e—0)=0[P;E(P)=aq;] ve-
rifica la tesis del lema.

Corolario. En las hipdtesis del lema precedente, si para un
par i,j es a;=aj, entonces [zdm;= [xdm,.

Porque f;r:dmi:fEdmi:f‘édmizai:aj:f&dm}-:
Q 0 S 35;
fEdmj=fmdmj.
Q

Q

La demostracién de este corolario se aplica igualmente al
siguiente resultado mas general.

Lema 3. Sea &(x; my,...,m,), m;eI(Q). Si S es un con-
junto tal que mi(S)=mj(S)=1 y E es constante sobre S, enlon-
ces my(z)=mj(z) = [ wdmi= [z dm,.

Ahora volvemos a nuestro objeto de interés, los puntos ex-
tremales de I(()).

Teorema 2. K(T*)=K(F)=Ke. Si G es un grupo mono-
paramétrico T, (§ 3) es ademds K(T)=K(T*)=K(I)=K(I*).

Demostracion. 1) KeC K(T*). Igual demostracién que para
c) del § 3. 2) K(T*)CK(F). Sean me K(T*), mel(Q), i=1,2,
tales que sobre cada conjunto cerrado F e B(()), o bien m(F) <
m(F) <my(F), o bien my(F) <m(F)<m,(F), o bien m,(F)=
m(F)=my(F). Sea ze¢C(Q), E=%(x; m,my,m,) del lema 1
y S un conjunto m-invariante donde £ es constante y m(S)=1
(lema 2). Sea F,(CS una sucesion de conjuntos cerrados tales.
que m(S—F,)—0. -

Sobre infinitos F, serd por ej. m,(F,)=m(F,). Luego
my(S)=1. 8Si FCQ—S es m(F)=m,(F)=0, luego my(F)=0.
Por tanto my(Q—S)=0, my(S)=1. Por el lema 3 resulta
m,(x) =my(z), y esto siendo valido para cada z¢ C(()), implica
my=my=m. Luego meK(F). 3) K(F)CKe, trivial. Suponga-
mos ahora G={T,} como en el § 3. 4) K(T)CK(T*). Sea
m e K(T) y S m-invariante. Se sabe (véase por ej. E. Hopf, L. c.,
cap. 3) que existe un conjunto S’ invariante tal que m(S—S’) 4
m(8'—S) =0, luego m(S)=m(8)=0 o 1. 5) K(T)CK(I*).

Puesto que vale el teorema ergodico individual la sucesion
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z (P) :%—f.’c(T: P)dt
0

puede ser usada en lugar de la z;, de la demostracién del lema 1
para definir todas las &(x; my,...,m,). Es decir &(z; my,...,
m,)=E(z;m'y,...,m')=limz,(P) donde existe el limite y ce-
ro en caso contrario. Sea ahora me¢ K(T) y S;, ¢ C(()), un con-
Jjunto invariante donde E(z; m) es constante y m(S,)=1 (lemas
ly2),yseaS,,...,S,..., a<<n, una ordenacién de los con-
Juntos invariantes que comience con los S,. Sea mye () tal que
my(S,)=1. Puesto que &(z; m,m,)=E(x;m) es constante en
S,, el lema 3 es aplicable. Luego m(x)=m,(z) y m=m,. Por
tanto m es extremal-J*,, (y todavia mas, en una buena ordenacion
que comienza con conjuntos invariantes de medida 1).. Esto prue-
ba, en particular, que K(I*) es no vacia lo que no podemos ase-
gurar si G es general. La demostracién precedente se apoya ex-
clusivamente en el teorema individual, por tanto caben generali-
zaciones para grupos m-paramétricos y otros més generales para
los cuales se aplica el teorema ergbdico individual (22). 6)
K(I)CK(T). Sea m extremal-J y no transitiva. Sea S,,...,
S4. ..., a<n, la ordenacion correspondiente de los conjuntos in-
variantes. Sea Sg el primero en la ordenacién en el que m(Sg) /=
0,1, y sea my(S) =m(SNSp) : m(Sp). Si m(S)=0 o 1 serd tam-
bién m(S)=0 o 1, por tanto si a<p es my(S,)= m(S,) en
cambic m,(Sg) >m(S;) que es una contradiccion.

Del teorema que acabamos de demostrar sigue en particular
la identidad entre los puntos extremales de (Q), las medidas
transitivas y las medidas extremales-J, respecto de la clase de los
conjuntos invariantes. Seria interesante saber si las medidas tran-
sitivas coinciden también con las extremales-F, respecto de la
clase de los conjuntos cerrados.

BUENOS AIRES.
FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS.
INSTITUTO MATEMATICO.

(®*) Para una forma general del teorema ergédico individual véase por ej.
YospA-KAKUTANI, An ergodic treatment of the individual ergodic theorem,
Proc. Imp. Acad. Japan, 1941,
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terms of an arbitrary pair of inital constants ¢, ¢,), and that
(ii) the same is true if X, instead of being an «eigenvaluer,
(4), is arbitrary (—oo-Z\<<o).

The function-theoretical reason for the success of the method
will become clear in connection with (15) below. It will then
be scen that the situation is sufficiently peculiar for (1) to
fail when (1) is generalized to

6)  s(l—a)y+[r—(a+B+1)2]y—aBy=0,

the hypergeometric differential equation.

As will be seen at the end of the paper, the method of
undetermined trigonometric coefficients can formally be applied
to (6) also, provided that a suitable factor v=v(x) is split
off from y=y(x). But the expansion resulting by this fac-
torization in the case

(60) T:]-:a'_i—ﬁ:l; l:—GB,

which (after the replacement of the range —1<z<<1 by the
range 0 <x<1) becomes the case (1) of (6), is not identical
with the expansion (5) of the solutions of (3).

2.—First, a formal substitution of (5) into (3) gives

a sl
— = n2e¢,cosn® sin® — X ne, sin nO cos O -
n=0 n=()

+ XX ¢, cos nOsin© =0,
=)

where the first two sums represent the contribution of the first
term of (3).
Hence, if cos®sin n® and cos nO sin © are expressed as

% sin (n4+1)© i% riootn 219 75t “Follows - by BteaigBifortard

contractions that

2 (A—[n—1]) ep_ysinn®— = (A —[n+1]2) cy4; sin nO
n=1 n=—1

—Z (n—1) ¢y sinn®@ — X (n'+ 1) cpyy sinnO@=0.

n=2 n=(



But what this requires is the identical vanishing of a pure
sine series of the form

E Cnsinn®, or simply Z v, sinn®=0, (0<O<7),
1 _

Nee—] =
where Yv,=C, if n>1 and w=C,—C_, if n=1; so that
T].:Y?:,_,:Tnz___zo.

It is readily seen from the preceding two formula lines
that if n>1, then y,=0 means that_

@, B h = Ipy e S e
' —(r=1)cpy—(n+1)Cpyy =0,

and that the remaining condition, y; =0, becomes

But (7) can be contracted into

(9) (A—n2—n) cpyy = (A—n?+n) ¢,_;, where n>1,
and (8) into
(9 bis) (A —2) ¢, =2\c,,.

Accordingly, if ¢, and ¢, are given, then ¢, ¢4, Cg,... and
Cs €50 Cq, ... Tollow from (9bis) and (9) recursively, provided
that the first factor on the left of (9bis), (9), does not vanish
for any positive even n or any positive odd n, respectively.

3.—Since —n? —n=— (n+1)n, the proviso just mentioned
is satisfied in both cases, n=0,1(mod2), if and only if X is
not of the form (4). Suppose first that this is the case. Thus,
if ¢y and ¢; are given arbitrarily, ¢, can be calculated from
(9) and (9bis) for every n =2. In other words,

(10) Cnpg = fa(\) €ass

ﬁhere, for the given value of X, the denominator of




(1) AN =D0-2) and fo(3)=(n2—n—2)/(n +n—1),

where n>1, never vanishes.
It is clear from (11) that, for every fixed X,

{4R) =~ faA)=1—2n"14+0(n"2) as n—».

It follows therefore from (10) that, if the sequence {c,}
is defined by either of the initial conditions

by (cor €)= (1,0), (e ;) =(0,1),

then one of the two sequences {cg,}, {544} is the sequence
{0}, and the other a sequence which is monotone from a cer-
tain n onward.

Hence, if ¢;—0 as n—o, it follows from the boun-
dedness of the partial sums of X cosn®, where 0<©®<n that
the trigonometric series (5) is convergent in both cases (13).
But the hypothesis, ¢, — 0, of this conclusion is satisfied. This
follows from (10) and (12), since the infinite product TI(1—p/n),
where p=2>0, diverges to 0.

In addition, since the n-th partial sum of = p/n is about
plogn, the n-th partial product of TI(1 —p/n) is of the order
of exp(plogn)=n—r. But these estimates can be applied, by
(10) and (12), with p= %.2:1, instead of just with p=2,
in both of the cases (13), since (10) defines ¢, in terms of
Cp_s, rather than in terms of ¢, ;. Hence, the above estimate
of the partial products of-Tl'(l—p/n) when applied to p=1,
shows ¢,=0(n"1).

This O-estimate implies that the trigonometric series (5)
is a Fourier series; in fact, it follows to be of class L2 (Fisher-
Riesz) and, as a matter of fact, of class Lm for every m; (W.
H. Young). In addition, as shown above, (5) is convergent
for 0<®<n (and uniformly for e<O<n—e, if 0<e<m).
Finally, since all of this holds for both particular choices (13)
of (cp,¢q), it holds, by the structure of (10), for an arbitrary
choice of (cg,¢y).
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4. —1In view of the above deduction of c,=0(1), it appears
that n—1 is the true order of ¢y, or ¢y, ; in the respective ca-
ses (13). This indicates that, after the above exclusion of the
\-values (4), every solution y(8)=/=0of (3) has at ©=0 and/or
© == the same singularity as the function having the Fourier
series = n~1cosn®. But this function is the real part of (the
principal determination of) log(1—z)~! on the circle z=e®,

that is, —log(2sin 92-) Correspondingly, it is easy to see

that, for every value \, every solution y(z)=/~0 of (1) has at
z=—1 and/or z=1 a logarithmic singularity, at most.

First, it is clear, for reasons of symmetry, that it is suf-
ficient to consider only one of the two finite singular points,
z=-1, of (1). Next, a translation and a change of the unit
of length on the z-axis transform the singular points, z=-+1,

of (1) into the singular points, = 12:':12’ of

(14) 2(1—x) y+ (1—2z) y+ Ay =0,

But the indicial equation of (14) at =0 is the same as

that of a:;-{—v::—{—hz:(), since only the lowest terms (in z)
are relevant, and the indicial equation of the latter differential
equation is seen to be p(p—1)+pn=0, that is,

(15) uz=0.

Accordingly, both characteristic exponents, the roots of (15),
are 0 for (14) at x=0, no matter what the value of the para-
meter X of (14) may be. Consequently (14) has, for every
A, two linearly independent solutions of the form

y1(z) =2 py(z),
Yo(®) = y1 () log & + v py(),

where p,(z), py(x) are regular power series (for |z|<1), and
ol — i

This proves that, for every value of the parameter X, the
singularities of the solutions of (1) at =1 are logarithmic

.



at most. The (L2)-property of all solutions of (3), found above,
is now evident. In other words, (15) makes evident the Grenz-
kreis character of Legendre’s equation on the segment joining
the two finite singular points; cf Weyl [2].

. b.—1It also follows from (15) that, if (3) is thought of as
a (singular) Hill equation, then (5) represents precisely the
substitution called for by the theory of linear differential equa-
tions with periodic coefficients. But Hill’s infinite determinants
did not appear, since the equations of condition (9), proved
to be recursive. This was due, of course, to (15) and to the
Fuchsian character of the singular points #=--1 in (1), along
with the fact that, by virtue of (2), and of de Moivre’s rule,
every recursion formula in 1,z,22%, ... is equivalent to a re-
cursion formula in 1, cos®, cos29,....

Needless to say, the above procedure remains valid if (5)
is replaced by

(5) (€)== ¢n sia 16, 0<O<x.
=]

In fact, the recursion formula resulting for the sine coef-
ficients, ¢’y,¢’s,..., will be of the same type as (10).

6. — The classical \-values, (4), were excluded at the be-
ginning of Section 3. The asymptotic estimates of Section 3
and the function-theoretical remarks of Sections 4-5 are valid,
of course, in the case (4) also. But if A=1[+41, where
[=0,1,..., then the denominator of (11) vanishes when n=1,
hence (10) ceases to be an unrestricted recursion formula.

It is, however, clear from the structure of the definition
(10) that, depending on the parity of [, one of the sequences
{cn} belonging to the two (linearly independent) initial values
(13) will not be arrested by tha vanishing of a denominator
in (11), when A=10[2+1 and n=0,1,2,... It is also seen that
the other choice of (cy,¢;) in (13) can be used in order to
define cn by (10) if n<1l, and by ¢,=0 if n>1 (and (10) is
then satisfied for n>1 also). Clearly, (5) reduces to the Le-
gendre polynomial Pj(cos ©) in the case of the second se-
quence {cn} (that is, of the sequence arrested at n=1I), whe-
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reas the first sequence {c.} supplies a logarithmic solution
¥(©), one involving the classical function Q).

In the arrested case, there results quite a natural proof
of the wellknown fact that all non-vanishing coefficients of the
trigonometric polynomial Pj(cos ©) are positive (and that every
second of these coefficients vanishes). This is seen from (10)
and (11), since both the numerator and the denominator (11)
are positive if 0<n<! and \=1241L

7.—1If Legendre’s equation (14), is replaced by the hyper-
geometric equation (6), an equation which reduces to (14) in the
particular case (6,), then the situation found after (15) is
changed considerably.

In fact, what corresponds to (15) in the general case (6) is
(16) pp—1+Y)=0 at x=0; p(p+oa+tp—y)=0atz=l;

(cf., e.g., Whittaker and Watson [3], p. 286); whilst (15) be-
longs to both =0 and z=1, in accordance with the facl
that both indicial equations (16) reduce to (15) in the case (6,).
But the indicial equations mean that the general solution of
(6) contains, besides solutions which are regular at =0 and
x=1, respectively (0n=0; p=0), solutions carrying the res-
pective factors «1=7, (1—z)1—2=f. But the latter are inte-
grable, or have integrable squares (near x=+0 and z=1—0),
only for specific values of the parameters of (6).

8. —In order to see what can be saved for (6) from the
method based on (5), put

(17) cosO=2x—1, where 0<z<1,ie, 0<O<.

The substitution (17) corresponds to (2), since (2) belongs
to (1), where the finite singular points are x=—1 and z=1,
rather than =0 and =1, as in (6). But (17) transforms (6),

where J.(:dy /dz, into

atbcos©®
sen ©

(18) ¥+ y' +iy=0




where y =dy/d® and

(19) a=a+B+1—2y, b=a+B; A=—op.
If (18) is written in the form

(18) (y"+Ly)sin O+ (a+bcosO) y =0

and y is then substitute as a cosine series, (5), it is readily
seen that comparison of the coefficients leads to a contradiction
(namely, to sine and cosine terms) unless a=0. But a=0
requires, by (19), the restriction a+f=2y—1, and this res-
triction is equivalent to p;=u,, if p; and p, denote the non-
trivial roots of indicial equations (16) (that is, py=1—7Y and
pg=y—a—B). Hence, barring the question of convergence,
the method of undetermined cosine coefficients applies to (18)
if Legendre’s case or (15) is generalized to p; =p,, but it fails

to apply when py=/=p.,.

9. —It turns out that the method becomes applicable with-
out the restriction p,=p, if (18) is replaced by the differen-
tial expression which results when the first derivative is re-
moved from (18) in the usual way. The latter consists of a
direct application of the variation of constants («Tschnirnau-
sen»), which leads to

Ll

4

gk |
(20) y=wu, where v=(sin Ez 9)—§(a+b1(m512 )2

(b—a)

In fact, substitution of (20) into (18) gives

(21) u”—}-{)\*.{.ﬁb*cose}uzo
sen2@

(cf. Schrodinger [1]), where

22) at= —g (a+be—2b) b =lﬁ (1—b)a;

2

x*:xir(%b) :
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Corresponding to the above treatment of (3) by (5), put

(23) u(©) = = d, cos n®.

n=0
If (21) is written in the form
(24) (A+Bcos®+ Ccos20) u” + (D + E cos O+ F cos 28) u=0,

where A, B, ... denote constants, and if (23) is substituted into
(24), it turns out that the contradiction referred to in Section
8 does not arise this time. The resulting recursion formula for
the coefficients of (23) has more terms than does the binary
relation (10). Correspondingly, the issue of convergence is not
as simple as in Section 3, and, for function-theoretical reasons
which are clear enough from Section 7, convergence’ can re-
sult unless the hypergeometric parameters a,p,y are subject
to certain inequalities. Details will be given elsewhere.

10. —If the procedure, just described, is applied to Le-
gendre’s particular case, then what results is not identical with
the above treatment of Legendre’s equation.

In fact, the problem of (1), where —1 <z <1, is equiva-
lent to (14), where O0<x <1, and (14) represents the case
(6o) of (6). But (6,) reduces (19) to
(19,) a=0, b=1 (A=—ap).

Hence, (22) shows that (21) reduces to

1 1
— cos2 @) u” + s =) cos® -
(24,) (1—cos2@) u” (J\-[—z ()\+4)cos B)u 0,
where, according to (20),

1 1
(20,) y=(sin®) 2 u, that is, u=(sin©)?2 y

(if a superfluous constant factor, resulting from the 2 in

sin © = 2sin }é O cos lé- 8, is djscérded).

il
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Consequently, the two Fourier expansions (5), (23) for
the general solution, instead of being identical, result from
each other by multiplication with the respective Fourier series

1 Ll 1 £
(sin®) 2 =Z a,cosn®, (sin®) 2= B, cosnO,
n=0 n=0

where 0 <O < =n and

T i . ™ 1
mnzzf (sin©)2 cosn® dO, nﬁnzzf (sin®) " cosn® db.
0

0

Both of these Fourier series are convergent for 0 <0<,
but neither of them converges absolutely and only the first
1

1
of the two (positive, integrable) functions (sin®)2, (sin ©) 2
has an integrable square.

THE JOHNS HOPEINS UNIVERSITY. BALTIMORE.
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SOBRE LA FIGURA POLAR DE UNA DADA
RESPECTO DE UN CIRCULO CON
CENTRO EN EL BARICENTRO

POR

Pepro Pr CALLEJA

1.-En el trabajo Un invariante afin para las curvas conve-
zas del plano, de L. A. Santal6 (1), se pide dilucidar la siguien-
te cuestién: :

Una figura convexa de contorno I} esta determinada por la
funcién

(1) h=h(9p),

en que h es la distancia desde un punto fijo O a la tangente
genérica al contorno Ii y ¢ el angulo que la normal a dicha
tangente forma con una direccion fija del plano (la del eje Ox
por ejemplo). Se pide aclarar si las condiciones

2% 2%

. COS @ 4o —0 SeN P 46— 0
(2) f hs ¥ g f h3 5
0 0

implican que el punto O sea el centro de gravedad de la figura
de contorno I}, supuesta ésta cubierta con masa homogénea.

Vamos a ver que en general esto no es cierto, aun cuando
st lo sea en casos particulares, tales como el nimio en que O sea
centro de simetria o el mas interesante en que la figura sea un

() Math, Notae. Afio VIII, pag. 108.

l
d
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tridnqulo cualquiera, dejandose ya d-e_cumplir para el caso de
un cuadrildtero.
Si introducimos la funcion

(3) k=k(p)=1: h(p),

entonces la curva K que tiene el radio vector k de angulo ¢, es
la conjugada de la curva Il representada tangencialmente por (1)
en la correlacion involutoria determinada por la transformacion
por polares reciprocas respecto a la circunferencia de centro O
y radio unidad. Las condiciones (2) se escriben entonces

2n 2%

(4) fk3 cos ¢ dp =0, [ﬂﬁ sen @ dp =0
0

0

y expresan que el punto O es el baricentro del area limitada por
la curva K, por ser equivalentes a anular las dos componentes

E 21 £ 27

p.pdpdy.coseg, ffp.pdpdcp.senq:
0 0

0 0

de las proyecciones del momento de dicha superficie respecto del
T
=

La cuestion propuesta por L. A. Santalo se traduce asi en
decidir si tal baricentro es necesariamente también baricentro del
area limitada por el contorno L.

punto O sobre dos ejes ortogonales ¢ =0y ¢ —

Para el caso del triangulo la respuesta es afirmativa, como
vamos a ver basandonos sobre la observacion siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que el punto inte-
rior O del tridingulo ABC sea su baricentro es que los tridngulos
parciales OAB, OBC, OCA tengan dreas iquales. En efecto, por
la propiedad del baricentro de dividir cada mediana en la razon
2: 1, resulta que sus distancias a los lados son 1/3 de las alturas
correspondientes y son por lo tanto inversamente proporcionales a
las longitudes de esos lados; reciprocamente, cada mediana es el
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lugar geométrico de los puntos que tienen las distancias a dos la-
dos inversamente proporcionales a las longitudes de éstos.

Si ABC de baricentro O tiene, respecto a la circunferencia
de centro O y radio unidad, el tridngulo A;B,C; como polar re-
ciproco, es decir A, es polo de a, B, de b y C; de ¢ respecto
a dicha circunferencia, los éngulos en O de los tridngulos OB,C;,
OC,A,; y OA,B; son suplementarios de los angulos internos del
triongulo ABC. Las respectivas alturas hy, hy, h; en O de los
triangulos OBC, OCA y OAB tienen longitudes reciprocas de

los segmentos OA,, OB, y OC,, es decir

(5) hy/hy=0B,/OA;;  hy/hy=0C,/OB,.

En virtud del teorema que constituye la observacion inicial,
es

(6) hja=hyb=hge

y por tanto

ggm —bja" B __sen Claﬁh . _}1_2 _C¢ _sen & __sen Al_asl. _
e sen 31801 e g sen C.'JL(/}\A1

De (5) y (7) deducimos

(8) OB, .sen B:(\)C.'1 —0A, .sen C:C\)Al;
0C, . sen C,0A, — OB, .sen A,0B,,
es decir
(9) OB,.0C,.sen B:(\JCIZ
=04, .0C, .sen C:(\)Alz
—0A, . 0B, .sen A,0B,,

que prueba la igualdad de las éareas de los triangulos OB,Cj,
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'0CyA; y OAB; y por la misma observacion inicial queda de-
mostrado que O es también baricentro del triangulo A,B,C;.

Sin embargo, para un cuadrilitero cualquiera ABCD, de ba-
ricentro O, el polar reciproco PQRS respecto a la circunferencia
de centro O y radio unidad puede tener un baricentro G distinto
de O. Basta considerar el cuadrilatero cuyos vérlices tengan por
coordenadas A =(—13; —5), B=23; —5), C=(—1;7), D=
#==(—1I3; 7) cuyo baricentro es el origen de coordenadas O=
=(0; 0). Su cuadrilitero polar reciproco, respecto a la cir-
cunferencia de radio unidad y centro O, tiene por vértices los
puntos P=(ab)=(0; —1/5), Q=(bec)=(1/18;2/13), =
=(ed)=(0;1/7), S=(da)=(—1/13;0) de baricentro G=
= (0; 3/455), distinto del punto O (1).

Por tanto, en general, las condiciones (2) no implican que
el punto O sea el baricentro de la figura de contorno L.

2.-Las figuras polares reciprocas presentan otras relacio-
nes de caracter diferencial que no sabemos hayan sido observa-
das y que parecen de interés.

Si W es el angulo que forma el radio vector de un punto
de (3) con su tangente en él, dngulo que es sabido se determina
mediante

(*) Las coordenadas de ambos haricentros se ealeulan facilmente como sigue:
a) Cuadrildtero 4 B C D. En éste basta observar que si C, es la proyee-
cién ortogonal del vértice sobre el lado 4B, resultan un cuadrado AC,CD y un
tridngulo C,CB de 4reas iguales, cuyos respectivos baricentros (—T7;1) ¥
(7;—1) tienen el origen O como punto medio.
b) Cuadrilitero P @ R 8. Los centros de gravedad de los triingulos PQR y
PRS son, respectivamente v
1

1 1 1 1 1 B i
T B IR s 15 7 )~ 1068
1 1 1 1 il 1 2
Ty = ‘§(0+0_1—3‘)=*— 397 ys———?(‘—?+7+9)='—fos.
cuya recta de unién es la
(10) 4552 — 455y 4 3 = 0.

Ademés por tener @ y S abseisas de vabres opuestos, la recta PR es
mediana de los tridngulos PQS y RQS, y en ella, de ecuacién z — 0, estard
el centro de gravedad del cuadrilitero PQRS.

La interseecion de = 0 con la (10) da el punto =0, y = 3/455 de
acuerdo a lo afirmado.









EJERCICIOS Y PROBLEMAS

RESUELTOS

N® 153. — Se considera una elipse de semiejes a, b. Llamando g al dngulo
que una reecta por el centro de la elipse forma con el eje mayor, sea h(y) la
la distancia de dicho eentro a la tangente a la elipse perpendicular a esa recta.

Se propone caleular la integral
on
J he)

y demostrar que el producto de ella por el 4rea de la elipse vale 2z%
Se propone tratar también el problema anilogo en el espacio. Deberi con-
siderarse un elipsoide de ejes a,b,c. Llamando §,¢ las coordenadas esféricas
# latitud y ¢ longitud) de una recta por el centro del elipsoide, se llamard
h(#,¢) a la distancia de dicho centro al plano tangente perpendicular a la di-
reccién de coordenadas §, ¢ y se caleulard la integral

ff cos ¥ d¥ de
h3(%, o)

extendida a toda la esfera, es decir para — E =¥ g% ¥ 0= ¢ =2=. Demos-

trar que el producto de ella por el volumen del elipsoide vale 16/3.7%

10. La recta normal a la direccion ¢ a la distancia h del
origen de un sistema de coordenadas ortogonales x,y esti re-
presentada por la ecuacion

xcos ¢+ ysen @+ h=0. (1)
Sea g
2
=1 (2)

la ecuacion de la elipse considerada por el problema; se sabe
que la ecuaciéon de la tangente a esta elipse en el punto (z,y,) es

z. 2y b2 y.y,02=a?b2; (3)
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esta recta coincidird por lo tanto con la (1) si

> 2,b%:y,a2: —a2b2=cos¢ :sen : h
es decir

—a?cos @ —Db2?sen ¢
To—= Y di e

Por cuanto el punto (z;y,) se supone estar sobre la conica
(2), sera luego

a®cos®q | b’sen’q
h2 T

es decir

h? =a? cos? ¢ + b2sen? .

Reemplazando este valor de h(p) en la integral propuesta
esta resulta

1—-f oe =
J a®cos?p+b2senzq

a
_ 1 dg/cos?e H_l;f d3te
@) 14 %2 @) 14 (%ige)

El valor de la integral indefinida correspondiente al tltimo
miembro es

é- arctg (% tg tp)

y, reemplazando para ¢ los valores extremos de integracion se
obtendria en ambos casos (1/ab)arctg0, es decir 0 0 un mil-
tiplo indeterminado de .

Pero debemos observar que en el denominador de la fun-
ci6n integrando la funcién tg¢ sufre un salto al pasar ¢ por

los valores % y 3—; Para obtener el verdadero valor de la integral



e

definida convendra pues dividir el intervalo de integracion en
0 et G Tl SRR

tres partes, 0 - Mo 2n, obteniendo asi
1
I= s [(arctg w — arctg 0) +
a
(arctg oo — arctg — ) + (arctg 0 — arctg — )]

=£_[(~g—_o) +(5+5)+(0+5)]

El 4rea de la elipse vale mab; multiplicando por el valor
obtenido de I se obtiene 272, como se pedia demostrar.

20. En el caso del espacio de tres dimensiones deberd con-
siderarse analogamente al elipsoide

R ¢ e
TR

la ecuacion del plano normal a la direccion (¥, @) es
x cos ¥ cos ¢ + ycost sen ¢ +zsen9+h=0

y para que este plano sea tangente al elipsoide en el punto
(%0 y02o) debera ser

xob2e?: yoctat: zpa?b? : —a2b2c?=

cosdcosq :cosdsen¢ :send: h

de donde se calculan valores de-x, Yo, 2, que, reemplazados en
la ecuacién del elipsoide dan para h? la expresion

h? =a? cos? 9 cos? ¢ - b2 cos? ¥ sen? ¢ + c2sen ¥,

que, reemplazada en la integral propuesta

ffcos&d%dcp
5 h3(%, ¢) :
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reemplazando resulta, después de simples transformaciones

Lo 2 V2+~~—V2

" szE—E—Z 2\]2 V°+z2+\f2
et A S AL e
:cV x2+-2y2 ZVE \E—[—Z‘*y_’?—}— ' 2y

Anélogamente resulta para v, expresado antes por (**)

I BN
v=log (a:VT—[—Zy?) 2,

Queda solamente por reemplazar estos valores en (*); para
obtener. una expresiéon mas comoda convendrd escribir ésta en
la forma

1k e

ut 2’
se obtiene asi la ecuacion

22 —y2—1 3 212v2_ \[ 2
e — log Vx—I— 4 v Z—Cf:ms’tante

xv x22y2 2\2 Vr9+2y?+ V 2y

Vaii2y—V 22 2Y2 1+y*—oy—20*
e=————-——=Cex S S
Vaiizyi+ V2p2 3 = Vaiay

Una solueién no totalmente completa de este problema fué enviada por los
seiiores Hugo J. VERCELLI y JuaN V. Bussacria alumnos del 3er. afio de inge-
nierfa civil de la Facultad de Ciencias Mateméiticas, Fisico-Quimicas y Natu-
rales aplicadas a la Industria de la Universidad Nacional del Litoral. Igual-
mente trajo una solueién el sefior NEsTorR DISTEFANO.



EJERCICIOS Y PROBLEMAS

PROPUESTOS

159. - Determinar la envolvente de las elipses cuyos ejes es-
tan sobre los ejes de coordenadas ortogonales y cuya drea tiene
un valor constante F.

160. - Determinar la integral general de la ecuacion dife-
rencial ;
e

, 2
g o e Lrhg) 90
161. - Determinar todas las soluciones enteras de la ecuacién

z(z—1)=2y(y—1).
162. - De una transformacion equivalente (es decir que con-
serva las areas) entre dos planos (2 y), (§n) se conocen las cur-

vas del primer plano que corresponden a las rectas &= const.
del segundo; sean representadas por

E=¢(zy);

se pide determinar las curvas que corresponden a 1= const.

Como ejemplo particular, considérese el caso en que las
primeras curvas son los circulos concéntricos, con centro el
origen de coordenadas.

163. - Se supone dada una curva alabeada, por ej., mediante la
representacion paramétrica de su punto corriente; se pide deter-
minar la condicion que debe satisfacerse entre la curvatura y
la torsion para que la reglada que tiene por generatrices las
rectas que unen los centros de curvaturas y de torsion corres-
pondientes a los distintos puntos de la curva dada sea desarro-
llable. Suponiendo verificada esta condicién, determinar la re-
presentacién paramétrica de la arista de retroceso.

ErraTA. — En el problema 156 (afio VIII, fase. 3-4, p. 161) la dltima linea que
aparece “fx=}‘;f," debe corregirse en = fy =0."
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Segun lo expresa el autor en el prefacio, deriva este libro de algunos
cursos que él tuvo la oportunidad de dictar durante el espacio de 30 afios de
su actuacién en las universidades de Marburg y de Gottingen. La redaceién
estaba completa en 1938, cuando, al estallar la guerra, tuvo que demorarse la
publieacién; y recuerda el autor que en el planeamiento tuvo vital influencia
el consejo y la obra de Kurt Hensel (1861-1941) a enya memoria el libro estd
dedicado.

Del dominio enormemente extendido y variado que, por razones histéricas
¥ etimolégicas, se abarea bajo el nombre de teoria de los nimeros, tiene en
mira este volumen esencialmente solo la teoria de los nitmeros algebraicos; en
efecto solo las primeras 75 piginas, bajo el titulo: Die Grundlagen der Arith-
metik im rationalem Zahlkirper se refieren a los problemas propios del cam-
po de los mimeros racionales, por tratar, a manera de introduceién y de pre-
paracién a las teorias que siguen después, los conceptos de divisibilidad, de
congruencias y restos, de grupos finitos y de restos cuadriticos, como inge-
nuamente aparecen en el manejo de los niimeros naturales. Ahora el proble-
ma de extender a cuerpos numéricos mis generales los teoremas que rigen el
cuerpo de los nfimeros racionales y, mis particularmente, del conjunto de los
ntimeros enteros (pues, segn la definicién tradieional ‘‘la teoria de los nié-
meros trata las propiedades de los nlimeros naturales’’), depende de la posi-
bilidad de definir, para los nuevos cuerpos, una noeién que repita eon alguna
fidelidad la descomponibilidad finita y univoea de los niimeros en factores
primos. Para los cuerpos que resultan de ampliar el de los niimeros raciona-
les por la adjuncién de raices de determinadas ecuaciones algebraicas — breve-
mente, los cuerpos algebraicos — la cuestién ha sido resuelta ha poco menos de
un siglo por la obra de Kummer, Kronecker y Dirichlet mediante la invencién
de la nocién de ideal; pero el ideal, més bien que el coneepto del divisor, re-
produce, por decir asi, una idea complementaria, la de la clase de los miltiplos
de un determinado nimero, y ya el mismo Kronecker le reprochaba el defecto
de faltarle asi la efectiva existencia, e intenté redimirlo en sus Grundziige einer
arithmetischen Theorie der algebraischen Grissen, que tan grande importan-
cia han temido en un sentido mucho mis amplio, pero sin desplazar la par-
ticular teoria de los cuerpos algebraicos devenida ripidamente cldsica.

El mismo deseo ha sido encarado con nuevas ideas en los afios que van
del siglo aectual, econ asociar la mnocién de los niimeros p-adicos debida a K.
Hensel con la de valuacion (Bewertung) debida a J. Kiirschak y admirable-
mente desarrollada por A. Ostrowski; y es este el punto de vista que forma
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la base de este interesante libro de H. Hasse, donde quizas por primera vez
se encuentran utilizados dichos conceptos como metdédica sistemiitica y podria
decirse con fines didicticos. ;

Se dice que un cuerpo esti valuado cuando se haya definido una funcién
@ (z) de sus elementos que satisface a las condiciones:

12 ¢ (2) es un nimero real

20 ¢ (zy) =0 (2) o(y) i o4y <@+ ().

Desde luego la ¢ (#) resultarid definida, en particular, en ecualquier sub-
cuerpo contenido en el dado y, puesto que eada cuerpo contiene uno isomorfo al de
los niimeros racionales (caracteristica 0) o se descompone en un cuerpo finito
de clases congruentes respeeto de un modulo primo p, (earacteristica p), de-
beri primero la funeién ¢ satisfacer estas condiciones, considerindola den-
tro de estos conjuntos parciales. Demuestra entonces Ostrowski que, desprecian-
do la solucién banal ¢ (z) = =, en el caso de la caracteristica 0, las valuacio-
nes posibles se clasifican en dos tipos; las arquimedianas que en el subeuerpo
de los nimeros racionales se reducen a pomer g (z) = |z|# donde s representa
un namero positive arbitrario fijo, < 1; y las no-arquimedianas que consisten
en elegir arbitrariamente un ntimero primo p y, después de eseribir cada ntme-
ro racional x en la forma z — % pseeon a, b primos con p y s entero, positivo

¢ megativo, poner ¢ (r) = ¢% donde ¢ representa un nfimero positivo, < 1, ¥
por lo demés arbitrario (que puede por tanto conecretarse en p—'). Si el cuerpo
tiene earacteristica p, la funeién g, considerada en el subcuerpo de los nime-
ros racionales, debe necesariamente ser la mno-arquimediana correspondiente al
mismo p. Las valuaciones no-arquimedianas se relacionan con la mocién de los
nimeros p-adicos de Hensel, formalmente representados por-las series de po-
tencias crecientes del miimero primo p, eon un nimero finito (eventualmente 0)
de términos de exponentes negativo, y con coeficientes enteros positivos <Zp.
Los nfimeros p-adicos constituyen un cuerpo, y se define para ellos una nocién
de continuidad a raiz de la cual el anillo de los enteros p-adicos resulta denso
en el cuerpo mismo.

De pronto, no puede evitarse la impresién de que la definicién de la mo-
cién de valuacién presenta para el lector algo de artificial que parece mal
compensado por lo sencillo que resulta esta construccién efectiva de las valua-
ciones posibles, y poeco méas se gana todavia al tener en cuenta una observacién
de Ostrowski de que, ya en el dominio de los ntimeros naturales, aquella defi-
nicién basta para caracterizar la totalidad de los ntimeros primos; pero donde
ella aleanza su miximo valor es al traspasar de un cuerpo dado K a una am-
pliacién del mismo, sea ella algebraieca o trascendente, por cuanto ella carae-
teriza entonces, en funcién de las valuaciones correspondientes al cuerpo de
partida, las que corresponden al cuerpo ampliado, una o mis, pero siempre en
nimero finito, para eada una de las primeras; y, como en el caso anterior,
para cada una de las valuaciones no-arquimedianas del cuerpo ampliado asi
determinadas, queda definido un ente abstracto —que por costumbre se repre-
senta eon la p en letra gitica— que eumple el mismo oficio que el niimero
primo del caso raciomal.

A una amplia y detallada exposicién de esta teoria de la valuacién estd
dedicada la segunda seccién del libro de Hasse, con el titulo:Theorie der be-
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werter Korper (p. 77-220); la seccién siguiente, Die Grundlagen der . rith-
metik der algebraischen Zahlkérper, puede dividirse todavia Gtilmente en dos
partes aproximadamente iguales, constituyendo la primera una precisa conti-
nuacién de los conceptos desarrollados en la seccién anterior y su aplicacién
a la teoria gemeral de los cuerpos algebriicos, y la segunda la aplicacién a
algunos temas especiales. '

He aqui eomo el autor earacteriza el tema de aquella primera parte:
‘“Nosotros partimos de la aritmética en el cuerpo P de los nimeros racionales
que hemos desarrollado en la primera seccién. Ella se expresa por un grupo
de propiedades del sistema total de las valuaciones mno-equivalentes que dicho
cuerpo admite; en la segunda seccién hemos mostrado, por medio de los teo-
remas sobre la continuacién de las valuaciones, que una parte de estas propie-
dades se transporta a una ampliacién algebraica finita eualquiera K del cuer-
po P. Vamos ahora a desarrollar para K umna aritmética, la cual reproduce las
lineas esenciales de la aritmética en P y en la cual esta aritmética en P queda
naturalmente involucrada’’.

Como hemos aludido en el principio de esta nuestra exposicién, el problema
principal para esta generalizacién de la aritmética reside en la definicién de
la nocién de divisor y divisibilidad y constituye ésta el argumento de tres am-
plios parigrafos (22-24), que son la parte central del libro (p. 249-310), pre-
cedidos por el examen (§§ 1H-21) de eémo las propiedades fundamentales del
conjunto de las valuaciones reconocidas posibles en el cuerpo de los nimeros
racionales (ser, para cada nlimero particular, en mimero finito y univocamente
determinadas las que le hacen corresponder valores == 1; ser el producto de
estos valores siempre el mismo para todos los nlmeros, y normalizable en 1;
por fin, en cada una de las valuaciones no-arquimedianas, corresponder a cada
valor fijado la descomposicién del cuerpo considerado em un nimero finito de

. clases —clases de restos congruentes— que a su vez constituyen un cuerpo) se
mantienen, generalizadas, al extender la valuacién a un cuerpo ampliado. Que-
da entonces razonable llamar divisor del nuevo cuerpo a la asociacién de un
grupo de aquellos entes abstractos que hemos recordado como anflogos de los
nimeros primos en el estudio de la valuacién, la que se representa econvenecio-
nalmente como produecto formal de potencias enteras de los correspondientes
simbolos p. Se demuestra que a estos divisores corresponden complementaria-
mente los ideales de Dirichlet, pero la representacién se hace mis sintética y
ealeulatoria,

Comenta el autor a principio del § 19: ‘‘Queremos todavia llamar aqui la
atencién sobre una diferencia esencial de esta fundacién de la aritmética de
los cuerpos algebraicos en comparacién con la que ha sido en uso hasta ahora
por medio de la teorfa de los ideales. Mientras en aquella estaba como punto
de partida.una definieién del concepto de nfimero entero algebraico que a pri-
mera vista parece arbitraria, brota aqui el campo de integridad de los enteros
algebraicos del cuerpo K, que estd al fundamento de la aritmética en K, espon-
tineamente del conjunto tebrico de la valuacién, y su habitual earacterizacién
por los coeficientes de las ecuaciones aparece como un teorema en vez de una
dfinieién’’. Por lo que hemos dicho antes, nos parece poder observar que la pre-
paracién necesaria para llegar a la demostracién no deja de ser considerable
¥ que las caracteristicas que dan razén del nombre de ‘‘nfimeros enteros alge-
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braicos’’, segun la definicién clisica, emergen de demostraciones bastante ele-
mentales para que no pueda fundarse aqui el juicio de preferemeia en, favor
de la nueva metddica. Pero, no por eso son menos apreciables los méritos que
le pertenecen, principalmente de cardecter estético y, en determinados casos, tam-
bien deductivos.

Los fltimos ecinco parigrafos (§§ 25-30) aplican esta metddica de los
divisores a los temas clisicos: Cuerpos cuadriticos, raices de la unidad, unida-
des, clases de divisores, teoremas de aproximaciéon., Todo a lo largo de la tra-
tacién estiin interpoladas frecuentes disgresiones con el titulo ‘‘Funktionenkir-
per’’ que se refieren a la ampliacién trascendente del ecuerpo por agregacién
de una o mAs variables; ya Kronecker consideraba esta forma ampliada de
la aritmética; ella pone un puente entre la teoria de los nimeros y la de las
funciones algebraicas y es conocido que la primera idea del edleulo p-adico se
le presenté a Hensel al intentar el camino inverso de aplicar al dominio de
los nimeros los métodos que habian dado frutos mnotables en la teoria de las
funciones algebraicas de una variable y precedié en el tiempo a la idea de la
valuacion. Estas digresiones mantienen la conexién sin eontribuir esencialmente,
segiin nos parece, a la estructura de la obra; citamos sin embargo una mis
extendida, en posicién central, en la eual se llega hasta el teorema de Riemann-
Roeh y sus aplicaciones.

El volumen termina con un indice de autores citados y un indice por ar-
gumentos; el autor llama este dltimo Begriffsverzeichnis advirtiendo que ello
no contiene una guia a través de los sujetos tratados, sino solamente, de acuer-
do eon la palabra, los conceptos y los términos eon la indicacién de los lugares
donde se encuentran las definiciones.

Con el andlisis que acabamos de hacer entendemos haber puesto de relieve
el interés de este libro por la estructuracién sintética que de él resulta a la
teoria de los cuerpos algebraicos fundada sobre un instrumento que posible-
mente miis se acuerde con muchas tendencias modernas del pensamiento mate-
mitico; quiero deeir la forma aparentemente abstracta y podria decir impe-
rativa de las hipdtesis iniciales; y, con la aplicacién a un conjunto de concep-
tos que desde tiempo el matemitico esti acostumbrado a considerar eomo rea-
lidad eoncreta, ofrece una justificacién a posteriori de agnellas mismas posi-
ciones iniciales. Talvez pueda esta posicién abstracta poner en mis clara evi-
dencia el hecho, el cual sin embargo fué bien conocido y tenido en cuenta des-
de el nacimiento de la teoria general de las ecuaciones algebraicas al prineipio
del siglo XIX, de que lo de pertenecer los nfimeros algebraicos al dominio de
los niimeros reales y complejos en el sentido del andlisis del continuo, no fiene
importancia —hasta tanto nos quedamos en el eampo estrictamente algébrico
— mis que aceidental, siendo al contrario fundamentales las propiedades ope-
ratorias, Fste ya fué el concepto director de Kronecker y de Steinitz. Refuerza
el A. en el prefacio que la metddica de la teoria de los divisores y de la va-
luacién, no solamente permite expresar en modo mas simple y natural las leyes
de estructura aritmética, sino que esta metédiea permite igualmente presentar
la teoria de los cuerpos de clases y la general ley de reciprocidad de los ntmeros
algebraicos en su verdadera y profunda significacién. Por esto —dice— la ba-
lanza se ha inelinado hoy con preferencia en favor de ella; no entendemos
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pronunciarnos sobre el particular por pensar que en el coneepto mis que en
el simbolo queda el guia esencial.

B. Levi

B. L. vaNn pErR WAERDEN. Modern Algebra. Vol. I. Translated, from the second
revised german edition by Frep Brum. Ungar Publising C?% New York,
1949, pégs. 264 4 XII.

Is la versién inglesa de la segunda edicién (1937) de la bien econocida
Moderne Algebra de la coleceibn Die Grundlagen der Mathematischen Wissen-
schaften del editor J. Springer, con algunas poeas variantes introducidas por
el mismo autor, pero de secundaria importancia; y hoy, como en 1930, cuando
aparecié la primera ediecién, le asigna el autor el propésito de introdueir al
lector en el nuevo universo de conceptos que han sido creados en el dominio
del Algebra por efeeto de las modernas tendencias ‘‘abstractas’’, *‘formales’’,
o ‘“‘axiomiticas’’. Quizas las tres definiciones que asi se presentan a nuestra
eleecién no sean precisamente equivalentes y deban mis bien sumarse; de to-
dos modos, y principalmente en este primer volumen, el contacto con las ideas
del Algebra clisica estd plenamente mantenido.

El primer capitulo (Ntmeros y conjuntos) introduce al lector en la noeién
general de eonjunto y en particular de conjunto numerable y de nimeros na-
turales. Estos estan definidos segun el modo axiomditico de Peano, pues el
concepto de ellos precede y no sigue a cualquier teoria matemitica; notamos
que el traduetor ha querido introdueir una innovacién que atribuye a E. Kasner
al verter el término Mdchtigkeit, potenecia, por ecardinality; la palabra, si mo
equivocamos, no tiene mayor oportunidad de volver en todo el volumen, pero
no sabriamos recomendarla por la falta de sentido que tieme cambiar los nom-
bres en una teoria que ha aleanzado su forma definitiva y puede decirse eli-
sica; mientras, si bien no sabemos por notieia cierta la razén por la cual G. Can-
tor eligié la palabra, podemos suponer haya sido, un recuerdo eliisico del uso que
hicieron de ella los griegos, no menos significativo y apropiado traslaticiamente
de lo que puede justificarse la otra palabra.

En los eapitulos II (Grupos), III (Anillos y Cuerpos), IV (Polinomios)
se establecen las ideas que, mis propiamente caracterizan el dlgebra en su mo-
derna acepeién: de resulta se habla de eclementos y mno de ndmeros, es decir
que por large rato, el niimero no tendri que ser mfs que aquel entero dicho
antes; ¥ se habla de variables que son signos o letras, con propiedades de com-
posicion anilogas a los elementos del cuerpo; y se habla de polinomios que son
agrupaciones de elementos (coeficientes), variables, y niimeros enteros. Es bien
sabido que tal es el concepto de Kronecker y de Steinitz al cual tambien se
refiere el A, en la introduecién. En el eap. IIT (§ 18) aparece conjuntamente
con el término de anillos euclidianos un concepto fundamental (ya utilizado
por Gauss): es la ordenabilidad del anillo aplicando a ecada elemento a un
niimero natural (entero positivo) g(a) eon las propiedades de que g(a) =0
solamente para a — 0 y que, cualquiera que sean los elementos a, b, existe un
miltiplo de a (positivo o negativo) ga, tal que g(b—qa)<lg(a); es la condicién
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para la aplicabilidad del llamado procedimiento de Euclides de las divisiones
sucesivas. El titulo de Polinomios atribuido al Cap. IV pretende tradueir el
Ganze rationale Funktionen (Funciones racionales enteras) del texto alemin
¥, en nuestra opinién, habria sido preferible una traduceién més literal, pri-
mero porque de polinomios ya se tuvo oportunidad de hablar en péginas ante-
riores, y ademis porque en este eapitulo deja el polinomio de ser considerado
como simple expresién formal, para adquirir valores; innegable sin embargo
que en muchos casos todavia los teoremas pueden interpretarse sélo formal-
mente.

Los eapitulos V (Teoria de los cuerpos), VI (Continuacién de la teoria
de los grupos), VII (La teoria de Galois) constituyen la parte central y mas
elisica del libro; el primero destinado principalmente al estudio de la amplia-
eién algebraiea, el Gltimo (al cual el eap. VI sirve de preparacién) la clésica
teoria de las ecuaciones de la ceual lleva el nombre. Un detalle de método, que
vale la pena notar, es que se habla aqui de ‘‘raices’’, mientras, em rigor,
los niimeros reales y complejos y por lo tanto el teorema fundamental del
dlgebra todavia mno existe para el lector; pero existe la ampliacién (eap. V)
a la cual el lector tendri que acudir para dar sentido comereto al eap. VII,
aunque, con razém, el autor afirme la independencia en las palabras de intro-
duceién. Ineidentalmente en el eap. VII estd tratada la resolucién de las eeua-
ciones de 29, 3 y 49 grado, con un breve comentario sobre los problemas geo-
métricos resolvibles eon regla y compis.

La observacién de arriba encuentra respuesta en el cap. IX (Cuer-
pos reales); aqui los primeros pérrafos estin destinados precisamente a recor-
dar las definiciones y propiedades de los nlimeros reales y complejos; pero
la propiedad caracteristica que separa los dos cuerpos se conereta en una hipé-
tesis algebraica: la de admitir o no admitir el nimero -1 la representabilidad
ecomo suma de dos euadrados.

Los eapitulos VIII y X pueden considerarse como complementos, un poco
fuera de la estructura esencial del volumen, siendo el primero (Extensién infi-
nita de un cuerpo) una rdpida exeursién en el dominio de las funciones alge-
braicas de una variable y el otro (Cuerpos con valuacién) una exposicion (am-
plinda con respecto a la edicién alemana) de una teoria sobre la cual el lector
puede encontrar alguna indicacién en otra mnota bibliogrifica que aparece con-
juntamente con la presente (Ver H. Hasse — Zahlentheorie).

Explica el A, en la breve introduecién que el libro esti expresamente ex-
tructurado de manera que el lector pueda informarse sobre una u otra parte
de las distintas teorias que se reunen bajo la denominacién de #lgebra, en
modo independiente, sin la obligacién de profundidar todo el dominio; atin
se presenta en forma grifica una especie de cuadro genealégico de los capi-
tulos para ayudar al lector apresurado en recorrer el camino mfs breve para
llegar a determinados conocimientos, El fin indicado ha sido indudablemente
aleanzado en el modo més completo posible; y un indice por argumentos con
que termina el volumen complementa todavia esa tarea. Y cosa admirable tam-
bien es la brevedad del espacio en el cual ha podido reducirse tan amplio ma-
terial, manteniendo una completa eclaridad y limpidez de exposicién.

B. LEvi
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Marie J. Weiss. Higher algebra for Undergraduate. John Wiley, ine. New
York, 1949 (p. 165 - viii).

El lector encuentra en este pequefio tratado una breve exposicién de los
conceptos fundamentales del Algebra moderna: asi el ecap. 1 trata de los ni-
meros enteros hasta la nocién de congruencia; el eap. 2 de los nfimeros raecio-
nales, nlimeros reales, nimeros complejos; el cap. 3 contiene una teoria ele-
mental de los grupos; el cap. 4 trata de anillos y cuerpos; el 5 de polinomios
schre un cuerpo general; el 6 de las operaciones sobre matrices; el 7 de deter-
minantes; el 8 —titulado: grupos, anillos e ideales— puede considerarse como
un complemento del eap. 3, conteniendo los elementos de la factorizacién de
los grupos. Dados los fines puramente didicticos y de introduceién que la
autora asigna al libro, no necesita poner de relieve la casi identidad programé-
tica de este con una parte importante del tratado fundamental analizado pre-
cedentemente, con la diferencia de atender més bien a una informacién que po-
dria decirse téenica sobre las distintas nociones que a la razén de ser de ellas
en relacién de los problemas algebraicos y a su derivacién histériea. Es, por
otra parte, esta una interpretaciém del programa que bien responde a las mo-
dernas tendencias abstractistas y también a la corta extensién que puede te-
ner un curso semestral ecomo el del cual este tratado trae la oportunidad, y
que suponia en los oyentes una previa preparacion en los fundamentos del al-
gebra clisica y del cdleulo infinitesimal ‘‘mnecesaria para proporcionar al es-
tudiante una suficiente madurez’’.

B. Levr

Hermur Hasse, Invariante Kennzeichnung relativ-Abelscher Zahlkorper mit
vorgegebener Galoisgruppe iiber einem Teilkirper des Grundkirpers (Ca-
racterizacién invariante de cuerpos abelianos relativos, eon dado grupo de
Galois con respecto a un subeuerpo del cuerpo fundamental). Abhandlun-
gen der deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin - Mathematisch-
naturwissenschaftliche Klasse - Jahrgang 1947 N. 8 - (Akademie-Verlag,
Berlin, 1949). :

En su clisica monografia ‘‘Theorie der algebraischen Zahlkérper’’ publi-
cada por primera vez en el Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereini-
gung de 1894-95 (’) define Hilbert cuerpo relativo respecto de un dado cuerpo
algebraﬁco I, a una extensién de & por la adjuneién de una raiz de una ecua-
eién algebraica irreducible en k, extendiendo luego a los euerpos relativos las
clisicas definiciones relacionadas a los cuerpos algebraicos sobre el campo de
los nilimeros racionales; asi serii un cuerpo de Galois relativo al cuerpo & él que
se obtiene por la simultinea adjuncién de todas las raices de una misma
ecuacién irreducible en & (o de una raiz eunalquiera de la resolvente de Galois
‘de esta), y serd el cuerpo abeliano relativo euando las funeiones racionales
que expresan las distintas raices de esta resolvente por una de ellas definen
entre ellas un grupo de sustituciones permutables.

(’) Reeditada luego varias veces; citamos en particular la edicién francesa:
Théorie des corps de mombres algébriques — Paris - Hermann - 1913.
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La teoria de los euerpos abelianos relativos puede considerarse definiti-
vamente establecida con los trabajos de Hilbert, Takagi, Artin y del A. (v. H.
Hassg. Bericht iiber neuere Untersuchungen und Probleme aus der Theorie der
algebraischen Zahlenkorper. Jahresbericht d. d. Math. Vereinigung, 1926-27);
para llevar més adelante el estudio de los cuerpos algebraicos se sefiala por
tanto el easo cuyo cuerpo de Galois, sin ser abeliano relativamente al euerpo
fundamental, es tal relativamente a un propio subgrupo. Ya en 1929 dirige el
A. la investigaeién en esta dirececién conm la memoria ‘‘Aritmetische Theorie
der kubischen Zahlkirper auf Klassenkirpertheoretischer Grundlage’’ (Math.
Zeitsehrift 31) observando que vale la pena intentar una teorin aritmética
de los euerpos efibicos, como un paradigma que podri imitarse en el caso ge-
neral de los cuerpos numéricos cuyo cuerpo de Galois es abeliano sobre un
subeuerpo eielico (en el caso especial cuadritico).

Generalizado ahora el problema se considera pues, en la memoria en exa-
men, un cuerpo K que se supone abeliano relativo respecto de un subeuerpo Q,
mientras es genéricamente cuerpo de Galois relativo a un subcuerpo Q, de Q.
Desde luego serdi a su vez Q cuerpo de Galois respecto de Q,. Se indican con
A el grupo abeliano ligado a K, respecto Q@ y respecitvamente con G y g los
grupos de Galois ligados a K y a Q respecto Q, ; se demuestra que G, eonsi-
derado como extensién de A por medio de g esti earacterizado por dos inva-
riantes es deeir una representacién homomorfa I' de g sobre el grupo de au-
tomorfismo de 4 y una eclase € de sistemas de coeficientes pertenecientes a 4 pa-
ra asociar los elementos de g y I'. Por otra parte, si @ contiene las necesa-
rias raices de la unidad, puede considerarse a K como cuerpo de Kummer in-
variante, eon una eclase de sistemas de coeficientes caracterizados por el ca-
ricter grupal de 4; y si Q es cuerpo algebrico, también como cuerpo de ecla-
ses correspondiente a un determinado grupo H de divisores.

La memoria esti dividida en tres eapitulos; el primero, de introduecitm,
esti destinado a aclarar el problema y resume, en el § 2, los resultados obteni-
dos anteriormente en algunos ecasos particulares por el autor y por alumnos
suyos (H. Reichardt, I. Porusch, E. Rosenbliith). Los dos capitulos siguientes

tratan respectivamente de las dos ecaracterizaciones eomo cuerpo de Kummer y
como cuerpo de clases.
B. Levi

VICENTE INGLADA Garcfa SErRrANo0. Métodos para la resolucidn de los Proble-
mas Geométricos. Madrid. Editorial Dossat, 1948, pags. 478.

‘‘Este libro’’, dice muy oportunamente el autor en una breve preséntacién
inserida en la solapa, ‘‘no es una coleceibn mds de problemas de Geometria
escogidos con mejor o peor criterio’’; es mis bien, en nuestro modo de ver,
un Tratado que se aleja, si asi se quiere, del contenido que la costumbre didie-
tiea asigna a los de geometria, pero tiende en buena parte a cumplir con el
mismo fin. Se divide en dos partes, titulada la primera Nociones sobre trans-
formaciones geométricas y grupos de transformaciones y la segunda Métodos
para la resolucién de los problemas geométricos; esta se subdivide a su vez
en tres secciones con los subtitulos: Métodos sintélicos o geométricos, Método
complejo y Método veetorial. Por cierto el método mis general para resolver
problemas geométricos es de conocer geometria; pero la tradieién le ha atri-
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buido al titulo preferentemente el significado de una orientacién para separar
los problemas en tipos segin el orden de conceptos que convendri encarar,
guiindose por el examen inteligente del enunciado del problema, para acrecen-
tar la probabilidad de aleanzar la solueién. Entre estos métodos hay la trans-
formacién geométrica de la figura del problema en otra para la cual el pro-
blema se exprese en forma mis simple o sin mis en un problema del cual ya
se conozea la solueidn. ;

El programa que el autor desarrolla es por contrario principalmente ted-
rico. El cap. I trata de Generalidades sobre transformaciones geométricas (re-
presentacién analitica de una transformacién geométrica, transformaciones uni-
voeas y no-univoeas, transformaciones algebricas, racionales y birracionales,
ete.); el ecap. IT trata de Figuras y propiedades invarianies en una transfor-
macién y los dos siguientes de Productos y trasmutaciones de transformaciones;
el cap. V trata de las transformaciones proyectivas principalmente planas (ho-
mografias, correlaciones, polaridades, ete.) con notable extemsién; en el VI,
bajo el titulo de I'ransformaciones circulares y anticirculares se trata de la
interpretacién de la proyectividad sobre la recta compleja en la corresponden-
cia entre los planos de Gauss que representan dichas rectas; las inversiones se
presentan como ecasos particulares. La representacion compleja de los vectores
de un plano y su aplicacién al edleulo geométrico es bien conocida, pero muy
poco ha entrado en la ensefianza y en el uso comin de los mateméticos; el A.
tiene evidentemente un afecto particular para este instrumento sobre el cual
vuelve mis tarde y del cual sabe obtener resultados interesantes. Los capitu-
los VII y VIII (Las transformaciones cuadrdticas y Nociones sobre grupos de
transformaciones) tienen, en comparaeién, importanecia menor. Los ecapitulos
IX y X (Problemas de lugares y envolventes y Diferenciales y limites geomé-
tricos) tratan principalmente algunas cuestiones de geometria diferencial y
cineméitica. El cap. XI, contiene una seleceién de problemas de miximos y
minimos. Los eapitulos XII, XIIT y XIV constituyen la seeccién titulada Mé-
todo Complejo que, vinculindose con las ideas ya recordadas, el autor extiende
para reemplazar, en muchos casos, la representacién cartesiana con asoeiar con
cada punto el complejo eonjugado. Se tiene asi la ventaja de no encontrar efee-
tivamente limites a las figuras planas sobre las cuales puede aplicarse dicho
edileulo eomplejo, llegando hasta poder desarrollar una teoria de las curvas al-
gebraicas y, en particular, de las cénicas. La fltima seccién (Método vecto-
rial) se compone de tres eapitulos, euyos titulos, respectivamente: Generalida-
des y operaciones con vectores; Cuestiones relacionadas a puntos, rectas y pla-
nos; Aplicaciones a la teoria de curvas y superficies, denotan suficientemente
el contenido (el Gltimo se refiere esencialmente a los elementos de la geome-
tria diferencial).

Cada eapitulo esti acompafiado por numerosos ejemplos y ejercicios pro-
puestos, generalmente con mnotable caricter de originalidad y constituidos fre-
cuentemente por los enunciados de proposiciones que se proponen por demos-
trar, igualmente como en forma de problemas resueltos esti presentada mu-
cha parte de la teoria; y el libro cierra econ dos indices por capitulos y por
argumentos.

El que escribe siente el deber, al terminar este corto resumen, de volver so-
bre algunas de las observaciones del principio; la geometria es en si un mé-
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todo, el método geométrico que, un poco escolisticamente, puede ser represen-
tado por las consideraciones iniciales del dltimo libro de KEuclides sobre and-
lisis y sintesis; la geometria analitica traduce estos anilisis y sintesis en la
transformacién idéntica por ecuaciones; los vectores no son més que una va-
riacién simbélica de este procedimiento. Y es posiblemente este un punto de
divergencia con lo que considera método el autor; método que sefialariamos
preferentemente como euristico o de inveneién que ecomo de resolucién. En
efecto llama la atencién el autor, en la breve presentacién a la que aludimos
ya en prineipio, sobre algunos resultados particulares que estima dignos de
nota. Coineidimos con gusto en el juicio para algunos de ellos; para otros
hay que presentar reservas; citamos por ej. la prop. 1 del 1. 44. Fl cfileulo analitico
del método eomplejo lleva al A a afirmar que si dos tridingulos del mismo pla-
no son semejantes y homolégicos, los centros de semejanza y de homologia son
los puntos de interseccién de los ecirculos circunseritos a los dos trifingulos,
¥ la deduceién podria ser impecable si no fuera de caer en defecto precisamente
en el caso que geométricamente se presenta como caso general, é de ser los dos
puntos coineidentes y el Gnico punto no relacionado con los eirculos circuns-

critos. Kl teorema, por econtrario, resulta cierto si se agrega la hipitesis de
estar uno de los dos centros sobre el eirculo circunserito a uno (y por conse-
cuencia también sobre el eireulo cireunserito al otro) de los dos triingulos y

mismo la demostracién elemental es entonees interesante.
El material que el libro econtiene es por otra parte tan abundante que estas

reservas no le quitan de algin modo su amplio valor de inspiracién.
B. LEevi

LUIGI BERZOLARI

Mientras estaba por terminarse la eomposieién del presente faseiculo, reei-
bimos la mnoticia, por publicaciones italianas, de la muerte de Luigi Berzolari
oeurrida en Pavia en la noche entre el 10 y el 11 de diciembre de 1949 a._la
edad de 86 afios, habiendo nacido el 19 de mayo de 1863. Su nombre es bien
conocido en la Argentina, prineipalmente por su labor didictica, y Mathema-
tice Note quiere dedicarle una palabra de recuerdo. 5

El que eseribe fué uno de los primeros alumnos en su enseilanza univer-
sitaria, por haber sido nombrado Berzolari profesor de Geometria Proyectiva
v Deseriptiva en la Universidad de Torino en 1893, mientras él cursaba el 20
afio; fué luego, por algunos afios, su asistente para el mismo curso y mantuve
después para él durante toda la vida admiracién y afecto.

En 1899 Berzolari pasé a la Universidad de Pavia, donde enseié sucesiva-
mente Geometria analitica y Algebra y Anilisis algebraico e infinitesimal has-
ta 1936, cuando tuvo que retirarse de la cfitedra por limite de edad, mantenien-
do entera su aectividad ecientifica.

Como matemitico se oecupdé prineipalmente de geometria algebriiea, con
algunas exploraciones en campos afines y por su profunda informaecién al res-
pecto fué designado para redactar los articulos sobre la teoria de las curvas
algebraicas planas, sobre las correspondencias y transformaciones algebraicas y
sobre las curvas algebriiicas alabeadas (este fltimo en reemplazo de Rohn,
fallecido) de la Encyclopaedie der Math. Wissenschaften. Asimismo tratdé estos
argumentos en la edicién alemana del Repertorio de Paseal (Vol. 2, caps. XIII
a XVI). En el dltimo veintenio dirigié con extrema dedicacién la publicacién
de la Enciclopedia delle matematiche elementari, primero en colaboracién econ
Vivanti y Gigli, luego solo; y todavia corrigié todas las pruebas del volumen
que acaba de aparecer, ya después de su muerte.

B. Levi
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