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Resumen

En esta tesis se plantean y abordan nuevos cuestionamientos en relacién a una
reciente variante (introducida en la literatura en 2016 y poco estudiada atn) de la
dominacién clasica en grafos definida y estudiada desde los anos 50.

A lo largo de los anos, se han propuesto numerosas variantes del concepto clasico
de dominacién desde el punto de vista del comportamiento en las vecindades [26].
Una de estas variantes es la {k}-dominacién, donde k es un nimero entero positivo.
Dado un grafo G con conjunto de vértices V', una funcién f : V — {0,1,--- [k} se
denomina funcién {k}-dominante de G si cada v € V satisface 3,y f(w) 2 F,
donde NJv] es la vecindad cerrada del vértice v, es decir el conjunto formado por el
vértice v y todos sus vértices adyacentes [17].

En 2016, Chellali et al. [10] introdujeron la dominacién {2}-romana, también
denominada dominacién italiana en trabajos posteriores (por ejemplo, en [27]) como
una variante de la {k}-dominacién [17] para k = 2: una funciéon f : V — {0, 1,2}
se denomina funcidn {2}-romana dominante de G si 3_,y, f(u) > 2 para cada
v €V con f(v) = 0. El peso minimo de una funcién {2}-romana dominante de G
se denota por y(re(G). Varios resultados de NP-completitud, asi como instancias
polinomiales del problema de decision asociado a la dominacién {2}-romana, se
presentan en [10, 27, 36, 37|, y los més recientes en uno de los trabajos derivados de
esta tesis [20].

Todo grafo G satisface v(G) < vr2}(G) < 29(G) (véase, por ejemplo, [33]),
donde v(G) es el tan conocido y estudiado nimero de dominacion clésico. Se dice
que un grafo G' es un grafo {2}-romano (o un grafo italiano) si vy (G) = 2v(G)
[33]. En [27] se presenta una caracterizacién solo de los grafos drboles {2}-romanos
en términos de cuatro operaciones con grafos. La propiedad {2}-romana de un grafo
general se caracteriza en [22] por la existencia de una funcién {2}-romana dominante
de peso minimo que asume solo valores 0 y 2.

Inspirada en el trabajo de [10], la variante “romana” de la {2}-dominacién para
cualquier entero positivo k fue introducida y estudiada por Wang et al. [40] en 2021:
una funcion {k}-romana dominante de un grafo G con conjunto de vértices V' es
una funcién f:V — {0,1,--- ,k} que satisface ZueN[U] f(u) = k para cada vértice
v € V con f(v) = 0. El peso minimo de una funcién {k}-romana dominante de G

se denomina nimero de dominacion {k}-romana de Gy se denota por viri(G).



El problema de decisién asociado con la dominacién {k}-romana es NP-completo,
incluso para grafos planares bipartitos y grafos bipartitos cordales [40].

Entre las diversas cotas demostradas en [40] para el nimero de dominacién {k}-
romana se encuentra la desigualdad viriy(G) < kvy(G), valida para todo entero
positivo k y todo grafo G. En [40], se definen los drboles {k}-romanos como aquellos
grafos drboles T que satisfacen i (T') = ky(T), y se los caracteriza en términos
de cinco operaciones. En esta tesis se extiende la definicién de drbol {k}-romano
a cualquier grafo G: para un entero £ > 2, decimos que un grafo G es un grafo
{k}-romano si yiriy (G) = kv(G).

El primer resultado general de esta tesis muestra que las clases de grafos {k}-
romanos con k > 2, forman una secuencia no creciente de clases. Esto lleva a
la pregunta de si existe un grafo {k}-romano para todo k > 2. Sin embargo se
demuestra que este no es el caso. Como resultado principal de esta tesis, se demuestra
que para todo k > 3, el problema de reconocer grafos {k}-romanos es NP-dificil,
incluso cuando se restringe a la clase de grafos split. Para probar este resultado, se
definen nuevos conceptos en el contexto de hipergrafos (estructuras que generalizan
a los grafos). Como corolario se obtienen generalizaciones a hipergrafos de resultados
muy relevantes en la literatura relativos a matchings y cubrimientos validos para
grafos.

Por otra parte, en el transcurso del estudio del problema de reconocimiento
antes mencionado, no queda cerrado el caso £ = 2. Sin embargo, a través de la
definicion de una nueva descomposicion de grafos split, se avanza en el estudio de una
caracterizacion de los grafos split {2}-romanos que pueden expresarse como una split
join de dos grafos split mas pequenios. En este sentido, se clasifica la propiedad {k}-
romana dentro de dos familias especificas de grafos split que son indescomponibles
con respecto a esta nueva operacion split join: soles y sus complementos.

También, y con el objeto de profundizar el estudio de los grafos {2}-romanos,
se abordan otras clases de grafos conocidas. Entre ellas, una rama de las clases de
grafos con pocos caminos P, inducidos, y se estudia para cada unA de ellas, qué
grafos en esa clase son {2}-romanos. Un trabajo similar fue hecho sobre una subfa-
milia de grafos arboles. Para todas estas familias de grafos, se obtienen resultados
que ayudarian a demostrar en un futuro, cudl es la complejidad del problema de
reconocimiento de los grafos {2}-romanos.

Por tdltimo, se muestran nuevos resultados de NP-completitud del problema de
decisién asociado a la dominacién {2}-romana, es decir el problema de decidir si para
un grafo dado y un valor j fijo, existe una funcién {2}-romana dominante de peso j.
En particular se prueba que este problema es NP-completo atin en grafos cordales,
en grafos bipartitos planares, en grafos bipartitos cordales y grafos bipartitos con

grado méaximo 3.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Estado del arte

Histéricamente el problema de dominacién surge en la década de 1850 al con-
siderar cudal es el minimo nimero de reinas que pueden posicionarse en un tablero
de ajedrez de manera que cada posicion en un tablero pueda ser atacada por una
reina, o esté ocupado con una reina. Si bien inicia como un juego, este problema
modela una gran variedad de situaciones como localizacion de servicios esenciales,
vigilancia, asignacién de personal entre otras.

Un grafo G = (V, E) es un par ordenado donde V' es el conjunto de sus vértices y
E el conjunto de sus aristas. El Problema de Dominacién en Grafos fue formalmente
definido en 1958 por Claude Berge en [4], como el problema de hallar un subconjunto
de vértices D tal que cada vértice que no esté en el conjunto D, esté conectado con un
vértice en D mediante una arista. De esta forma, diferentes situaciones que pueden
modelarse a través de un grafo pueden plantearse como un problema de dominacion.
Mas atn, cada aplicacion especifica impone restricciones adicionales a los conjuntos
dominantes, dando lugar a diferentes variantes del problema.

Una de estas variantes es el Problema de Dominaciéon romana. Esta variante
estd basada en la estrategia de defensa planteada por el Emperador Constantino el
Grande para proteger el Imperio Romano con el objetivo de abaratar los costos de
mantener activas a las legiones de soldados. Para esto se considera que una ubicaciéon
estd protegida si tiene una legion de servicio en el lugar o, si no tiene un batallén
apostado, requiere que una localidad cercana tenga mas de uno (y pueda viajar de
una ubicacion a la otra en caso de ser necesario).

En el modelo matemadtico presentado por Cockayne et al. en [14] para esta si-
tuacion, cada vértice del grafo corresponde a una ubicacién en el Imperio Romano,
existe una arista entre dos vértices cuando una legiéon puede desplazarse entre am-
bas ya sea a pie o en barco y pueden ubicarse a lo sumo dos legiones por localidad.
En este modelo, una ubicacion estd protegida si al menos una legién se encuentra

de servicio en el lugar, o puede ser enviada una legién desde una localidad vecina
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

(es decir que en el grafo existe una arista entre ambas ubicaciones). Sin embargo,
para evitar dejar una localidad desprotegida, no puede enviarse una legion a una
localidad vecina si deja la ubicacién original indefensa. En otras palabras, una ubi-
cacion que no tiene una legién apostada, debe tener al menos una localidad vecina
con dos legiones de servicio en el lugar. De esta forma, en [14] Cockayne presenta el
Problema de Dominacion romana como el problema de hallar el minimo ntimero de
legiones necesarias para proteger el Imperio.

A objeto de reducir los costos de mantener activa la defensa, en [10] se relajan
las condiciones en el problema de dominaciéon romana. Ahora, se considera que una
ubicacién sin ejércitos esta protegida si tiene una localidad vecina con dos legiones
de servicio, o al menos dos localidades vecinas con una legion en servicio. A esta
variante del problema de dominacién romana se le llama problema de dominacion
{2}-romana y es, junto con el problema de dominacién, el problema que da origen
a esta tesis.

Posteriormente, Wang et al. en [40] definen el problema de dominacién {k}-
romana. En esta nueva variante se considera que una ubicacion sin ejércitos esta
protegida si entre sus localidades vecinas hay al menos k legiones apostadas. Este
problema claramente incluye al problema de dominacién {2}-romana (considerando
k=2).

Mas alla del planteo que da origen a estos problemas, la importancia de los
mismos radica en las aplicaciones. Esto nos lleva a pensar en si es posible encontrar
una solucion al problema, cuando es posible y la dificultad para hallar una solucién
en algiin caso particular. Una forma de abarcar el estudio sobre la dificultad de
hallar soluciones es el estudio de la complejidad computacional de un problema.

La complejidad computacional de un problema sobre una familia de grafos hace
referencia a los pasos que necesita realizar un algoritmo para llegar a la solucién
del problema, en funcion de algunas caracteristicas como podrian ser el nimero de
vértices o el niimero de aristas del grafo de entrada. De esta forma los problemas se
clasifican en polinomiales (P) y dificiles o NP-completos (NP-c).

El estudio de estos problemas muestra que los problemas de dominacién arriba
mencionados son dificiles para grafos en general, e incluso en otras familias de grafos
como grafos split [10, 23, 40]. Sin embargo el problema de dominacién y el problema
de dominacién {2}-romana pueden resolverse en tiempo lineal en arboles [9, 13].
Respecto al problema de dominacién {k}-romana, a nuestro entender, no existen
otros resultados en la literatura, y creemos que en parte se debe a sus recientes
definiciones. Esto nos motiva a profundizar el estudio en este sentido.

Una primera parte de esta tesis estd enfocada en determinar la complejidad
computacional de decidir si un grafo verifica cierta relacién entre los parametros aso-
ciados al problema de dominacién usual y al problema de dominacién {k}-romana.

Esta condicién nos lleva a definir una nueva clase de grafos, la de los grafos {k}-
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1.2. DEFINICIONES BASICAS

romanos y en esta primera parte estudiamos el problema de reconocimiento de esta
clase.

Una segunda parte de esta tesis esta enfocada en hallar clases particulares de
grafos que verifiquen la condicién antes mencionada cuando k = 2, ya que no pudo
resolverse la complejidad computacional del problema de reconocimiento en este
caso. Para ello exploramos clases de grafos relacionadas con los grafos arboles, como
los grafos oruga. También exploramos otras clases de grafos para las cuales se conoce
que la complejidad del problema de dominacién es polinomial, como los grafos con
pocos Py,’s inducidos.

Finalmente, recopilamos los resultados obtenidos para grafos orugas y grafos
con pocos Pj. Esto combinado con la construcciones presentadas por Henning y

Klostermeyer [27] y Wang et al. [40] nos dard nuevos ejemplos de grafos {2}-romanos.

1.2. Definiciones basicas

En esta seccion presentamos las definiciones y notaciones que se usaran en esta
tesis. Algunos términos particulares se dejaron en inglés debido a su amplia difusion

en la comunidad.

Un grafo es un par G = (V(G), E(G)) donde E(G) C {{u,v} : u,v € V(G)}.
Llamamos vértices a los elementos de V(G) y decimos que G es de orden n si
|V(G)| = n. Llamamos aristas a los elementos de E(G), que notamos uv. La arista
uv tiene como extremos a u y v. Cuando no sea necesario especificar, notaremos
simplemente V a V(G) y F a E(G). Llamamos grafo trivial al grafo con un tnico
vértice y sin aristas. En esta tesis trabajaremos con grafos simples, es decir sin bucles
(aristas con extremos iguales) ni aristas multiples.

Dos vértices u, v de G se dicen adyacentes o vecinos si uv es una arista de G. Al
conjunto de vecinos de u lo llamamos vecindad abierta de vy lo notamos N(u) y la
vecindad cerrada de u es el conjunto N[u| = N(u)U {u}. En caso de ser necesaria
la aclaracién, usamos Ng(u) o Nglu| para referirnos a la vecindad de u en el grafo
G. El grado de u es la cantidad de vecinos de u, es decir |N(u)|, y lo notamos d(u).
Cuando sea necesario especificar, notamos dg(u) al grado de u en el grafo G. En
particular un vértice de grado 1 llamado vértice pendiente y un vértice de grado
n—1 es un vértice universal. Notamos 0(G) al minimo grado entre todos los vértices
de G.

Dado un subconjunto S de vértices de GG, es decir S C V', el subgrafo inducido
por S es el grafo cuyo conjunto de vértices es S y cuyo conjunto de aristas son las
aristas en G con extremos en S. Lo notamos G[S]. En este caso decimos que S
induce el subgrafo G[S]. De manera similar, notamos como G — S al subgrafo de G

inducido por el conjunto V' \ S. En el caso en que S = {v}, notamos simplemente
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

G —wv. Decimos que S es un conjunto independiente en G si el conjunto de aristas de
G[S] es vacio. Decimos que C' es una cliqgue en G si el conjunto de aristas de G[C]
tiene a todas las aristas posibles entre vértices de C'.

Dado un grafo G = (V, E), el grafo complemento de G, que notamos G, es el
grafo de vértices V' y aristas {uv : u,v € V Auv ¢ E}.

Dos grafos G y H se dicen isomorfos si existe una biyecciéon ¢ entre V(G) y
V(H) tal que wv € E(G) siy solo si ¢p(u)p(v) € E(H).

Un camino en un grafo es una secuencia finita no vacia P = vy, €1, v1, €, . . ., €, Uk
que alterna vértices y aristas de manera que la arista e; tiene como extremos a v;_1
yv; parat = 1,..., k. Decimos que P es un camino de vy a vy, 0 que P es un camino
vg — V. Notamos P, a un camino de n vértices. La longitud de un camino es la
cantidad de aristas del camino. Dados u y v vértices en un grafo, la distancia entre
u y v, que notamos dist(u,v), es la menor longitud de un camino de u a v, si tal
camino existe. Si no existe tal camino, dist(u,v) = oo.

Un grafo se dice conezo si para cualquier par de vértices existe un camino como
subgrafo de GG, que los contiene. Si G es un grafo no conexo, un subgrafo inducido
G’ se dice una componente conexa de G, si G' es conexo y maximal por inclusién
del conjunto de aristas. Esto es, no existe otro subgrafo inducido conexo de G, que
tenga a G’ como subgrafo.

Un ciclo es un grafo cuyos vértices pueden posicionarse sobre una circunferencia
de manera que dos vértices son adyacentes si y solo si son consecutivos en la circun-
ferencia. Notamos C), al ciclo de n vértices. Un drbol es un grafo conexo sin ciclos
como subgrafo inducido. Una hoja en una arbol es un vértice de grado 1.

Un grafo G es un grafo bipartito si su conjunto de vértices puede ser particionado
en dos conjuntos Ui, Us de vértices tales que cada uno de estos conjuntos es un
conjunto independiente en G.

Una estrella es un grafo conexo de al menos dos vértices en el que a lo sumo uno
de ellos tiene grado mayor a uno. Una n-estrella es una estrella con n + 1 vértices
y la notamos K ,,. Es facil ver que una estrella es un grafo bipartito con el vértice
de grado n en un conjunto de la biparticion, y los vértices de grado 1 en el otro

conjunto de la biparticién.

Ejemplo 1. Ejemplos de grafos camino, estrella, ciclo y grafo no conezxo.

* O 1P

Py , G no conexo

Figura 1.1: Grafos camino, estrella, ciclo y grafo no conexo.

18
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Un grafo G es split si admite una particion split, es decir, una particién (K, 1)
del conjunto de vértices tal que K e I son respectivamente una clique y un conjunto
independiente en G. Nétese que un grafo split puede admitir méds de una particion

split como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2. Dos particiones split posibles para el grafo Psj.
El conjunto K induce una clique en Ps, y el conjunto I es independiente en P

como puede verse en la Figura 1.2.

K I K I
Py P

Figura 1.2: Dos particiones split de Ps.

Dado un grafo G y una familia de grafos H, decimos que G es H-free si G' no
tiene ningin grafo de H como subgrafo inducido.

Por tltimo, vamos a definir algunas operaciones entre grafos.

Dados dos grafos Gy H la union disjunta (en adelante unién) de G y H es el
grafo (no conexo) que notamos GUH de vértices V(G)UV (H) y aristas E(G)UE(H).
El join de Gy H es el grafo que notamos G A H de vértices V(G) UV (H) y aristas
EG)UEH)U{uv: ue V(G),ve V(H)}.

Dado un grafo G, subdividir la arista uv consiste en reemplazar la arista uv por

un camino de vértices u, w, v con w un nuevo vértice en G.

Hipergrafos

Un hipergrafo es un par H = (V, E') donde V' es un conjunto finito y F es una
familia de subconjuntos distintos y no vacios de V. Los elementos de V' y E son
llamados vértices e hiperaristas respectivamente. Si |f| = k para cada f € E, el
hipergrafo se dice k-uniforme. Es decir, los grafos son hipergrafos 2-uniformes.

Un hipergrafo H = (V, E) es no conezo si existe un conjunto de vértices U C V
tal que f CU o f C V \ U para cada hiperarista no vacia fy f # V.

Ejemplo 3. Hipergrafos
Los hipergrafos Hy, Hy y Hs son conexos. Hy no es k-uniforme para ningin
k € 7Z%, Hy es 2-uniforme (grafo) y Hs es 3-uniforme. En todos los casos las

hiperaristas aparecen en colores para mayor claridad.

Un vértice v en un hipergrafo H es un vértice aislado si no pertenece a ninguna
hiperarista. Luego, dado un hipergrafo H = (V| E') sin vértices aislados, un cubri-

miento por aristas en H es un conjunto £’ C F de hiperaristas tal que cada vértice
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Figura 1.3: Hipergrafos.

de H pertenece a una hiperarista en E’. Notamos p(H) al nimero de cubrimiento
por hiperaristas de H, el minimo cardinal de un cubrimiento por hiperaristas. Un
matching perfecto en H = (V, E') es un cubrimiento por hiperaristas disjuntas dos a
dos.

Es importante aclarar que, restringiendo estas definiciones a hipergrafos
2-uniformes, obtenemos las definiciones usuales de matching perfecto, cubrimiento

por aristas y nimero de cubrimiento por aristas para grafos.

1.3. Dominacidn clasica y dominacién {k}-romana

En esta seccion presentamos los problemas sobre los cuales trabajaremos en esta

tesis.

Dado un grafo G = (V, E), un conjunto dominante es un subconjunto D de
vértices tal que todo vértice u ¢ D tiene al menos un vecino en D. Es decir que
para todo vértice u, D N N[u] # 0. Un conjunto dominante D es minimal si es
un conjunto dominante y para todo v € D, D \ {v} no es un conjunto dominante.
Notaremos (G) al nimero de dominacion de G, que es el minimo cardinal de un

conjunto dominante.

Ejemplo 4. Conjuntos dominantes minimo y minimal.
En el grafo G el conjunto de vértices azules es un conjunto dominante minimal,

mientras que el conjunto de vértices rojos es un conjunto dominante minimo.

G P °

Figura 1.4: Conjuntos dominante minimal y minimo.

Otra forma de pensar al conjunto dominante es considerar una funcion dominante

de G, es decir una funcién f: V' — {0,1} tal que > f(v) > 1 para todo u € V.
vEN[u]
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1.3. DOMINACION CLASICA Y DOMINACION {k}-ROMANA

El peso de fes > f(v)ylonotamos w(f). Luego el problema de hallar un conjunto
veV
dominante de cardinal minimo es equivalente al problema de hallar una funcion

dominante de G de minimo peso. Dada una funcién dominante en G, es claro que
el conjunto de vértices cuya imagen a través de f es 1 es un conjunto dominante.
Reciprocamente, dado un conjunto dominante D, la funcion caracteristica de D que
asigna 1 a los elementos del conjunto y 0 al resto es una funciéon dominante.

Esta estrategia de considerar a los conjuntos dominantes como funciones permi-
te definir nuevos problemas de dominacién, que se obtienen imponiendo distintas

restricciones a la funcién. En particular nos interesa la siguiente:

Definicién 1. [40] Dado G = (V,E) un grafo y k € Z*, una funcion f : V —
{0,...,k} es una funcién {k}-romana dominante si para todov € V tal que f(v) =0

se verifica Y, f(u) > k. Bl numero de dominacién {k}-romana es el minimo peso
u€N (v)
de una funcion {k}-romana dominante, y lo notamos Y{rry(G). Notamos Y{pr}-

funcién de G a una funcion {k}-romana dominante de G de peso minimo.

Otra forma de notar a las funciones {k}-romanas dominantes es describiendo
la particién del conjunto V' generada por f, esto es f = (Vg,Vi,...,V,) donde
Vi={veV : fv)=1i}paraiec{l,... k}.

Observacion 1. En el caso en que k > n, donde n = |V(G)| una funcion {k}-
romana dominante de peso minimo es aquella que asigna peso 1 a todos los vértices
del grafo, el problema de hallar una funcion {k}-romana dominante de peso minimo

es trivial y resulta yipiy(G) = n. En general, y{riy (G) > min{k, n}.

Por otro lado, en el caso en que k < |V(G)|, en la busqueda de una funcién
{k}-romana dominante, la asignacién de pesos a los vértices esté fuertemente ligada
a la estructura del grafo. Si bien para k = 2 no es dificil hallar una funcién {2}-
romana dominante de peso minimo cuando el orden del grafo es pequeno (incluso
considerando las particiones de vértices en los conjuntos Vy, Vi, V) esto se hace

mas complejo al aumentar el valor de k.

Ejemplo 5. Dominacion {k}-romana con distintos valores de k.

G G G
1 0 0 0 1 1 0 2 0 1 1 0 4 0
1 0 1 0 1 0 0 0
Yir2y (G) = 4 Yr3y(G) =5 Yiray(G) = 6

Figura 1.5: Dominacién {k}-romana para distintos valores de k.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Para el calculo de los nimeros de dominacién {k}-romana para grafos en los
cuales no exista una féormula cerrada, puede usarse el modelo de programacion li-
neal entera que presentamos en el Apéndice A. Este modelo también proporciona
una asignacién de pesos a los vértices que corresponde a una funcién {k}-romana

dominante.

1.4. Complejidad computacional y problemas de
decisién

En esta seccion introducimos los elementos tedricos necesarios para abordar la
dificultad que presenta la resoluciéon de los problemas involucrados en esta tesis.
Explicamos a qué nos referimos con la complejidad computacional, presentamos los

problemas de decision y comentamos acerca de su dificultad.

Un problema 7 consiste en un conjunto de instancias D,, que contiene todas
las posibles entradas para el problema, y una pregunta sobre esas instancias. Un
algoritmo resuelve un problema 7 si ese algoritmo puede ser aplicado a cualquier
instancia I € D, y se garantiza que siempre producira la respuesta correcta para
dicha instancia I.

Un problema 7 se dice problema de decision si las posibles respuestas son SI o
NO. Un problema 7 se dice problema de optimizacion si la respuesta es una solucién
Optima para el problema planteado. En general, un problema de decision puede ser
derivado de un problema de optimizacion. Por ejemplo, el problema de hallar un
conjunto dominante de minimo cardinal es un problema de optimizacion. De este,

puede derivarse el problema de decision asociado:

Problema de dominacién (DOM)
Instancia: G = (V, E), j € Z™.

Pregunta: ; Existe un conjunto dominante en G de cardinal a lo sumo 57

De esta forma, nos interesa hallar un algoritmo que nos permita determinar,
dado un grafo G y un entero positivo j, si existe un conjunto dominante de G de
cardinal a lo sumo j. Esto es, un procedimiento paso a paso que aplicado a una
instancia, garantiza una respuesta correcta a la pregunta que define el problema.

Para el estudio de estos problemas, necesitamos tener una cierta medida de la di-
ficultad que representa aplicar un algoritmo. Los requerimientos de un algoritmo se
expresan en funcién del tamano de una instancia, una medida que refleja de alguna
forma la cantidad de datos necesarios para describir esta instancia. Més especifi-
camente, supongamos que la instancia puede escribirse como una cadena finita de

simbolos (en un alfabeto predeterminado finito). Luego el tamano de una instancia
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1.4. COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL Y PROBLEMAS DE DECISION

I es el nimero de simbolos en su descripcion. En el ejemplo, el tamano puede ser
el nimero de vértices y aristas del grafo GG, o sélo uno de ellos. Intuitivamente, la
complejidad del algoritmo puede pensarse como la cantidad de pasos que efectia
hasta obtener la respuesta.

La funcion de complejidad temporal de un algoritmo expresa el tiempo de ejecu-
cién de un algoritmo respecto del tamano de la entrada. En otras palabras, esta fun-
ci6én expresa los requerimientos temporales del algoritmo. Una funcién f es O(g(n))
si existe una constante c tal que |f(n)| < ¢-|g(n)| para todo n > 0. Un algoritmo de
tiempo polinomial (o simplemente polinomial) se define como aquel que tiene una
funcién de complejidad temporal que es O(p(n)) para algin polinomio p, donde n
denota el tamano de la instancia. Un algoritmo se dice eficiente si se ejecuta (apro-
piadamente) en un tiempo acotado por una funcién polinomial en el tamano de la
entrada.

La complejidad computacional de un problema de decision, es el minimo tiempo
de ejecucion entre los peores casos de todos los algoritmos posibles, como funcién del
tamano del problema. Los problemas de decision que tienen algoritmos de tiempo
polinomial que los resuelven se agrupan en la clase P.

Un algoritmo no deterministico de tiempo polinomial tiene la capacidad de reali-
zar suposiciones y acertar al azar ciertos cdlculos, algunas de estas suposiciones seran
correctas y algunas serdn incorrectas. Si en cualquiera de estas pruebas (iteracién
del algoritmo) arroja como resultado un SI, el algoritmo responde SI. En otro caso,
responde NO. Esto es suficiente para considerar que si la respuesta es SI, existe una
prueba de tiempo polinomial que lo verifica.

La clase de los problemas resolubles a través de algoritmos no deterministicos
de tiempo polinomial se denomina clase NP. Una computadora capaz de verificar
multiples posibles caminos en simultdneo puede evidentemente seguir sélo uno, por
lo que P C NP. Se cree que P # NP, aunque esto no ha sido probado, por lo que
no podemos llamar “no polinomiales” a los problemas en NP.

Una transformacion (o reduccion) polinomial de un problema de decisién m; a
un problema de decisiéon 79 es una funcion f : D, — D,, que satisface las siguientes

dos condiciones:
1. f es resoluble por un algoritmo de tiempo polinomial; y

2. para toda instancia I € D,,, la respuesta a I en m es “ SI” si y solo si la

respuesta a f([) en mp es “SI”.

En este caso se dice que el problema m; se reduce al problema 7.

En 1971, Cook [15] prueba que un problema particular de la clase NP, el llamado
problema de satisfactibilidad booleana o SAT, tiene la propiedad de que todo otro
problema en NP puede ser reducido polinomialmente a él. Esto significa que si SAT

pudiera ser resuelto con un algoritmo polinomial, entonces todos los otros problemas
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

en NP también, y si algin problema en NP es intratable, es decir que es tan dificil
que ningun algoritmo polinomial podria resolverlo, también lo es SAT.

Cook sugirié que otros problemas en NP debian compartir con SAT esta propie-
dad de ser los “més dificiles” de la clase NP. Karp [30] y luego Garey y Johnson [23]
presentaron mas problemas como éste y se definié entonces la clase de problemas

NP-completos. Formalmente, un problema 7 es NP-completo si
1. 7 pertenece a la clase NP; y

2. para todo otro problema 7’ en NP, existe una transformacién polinomial de 7’

en 7.

Si omitimos el primer item, entonces decimos que 7 es NP-hard (o NP-dificil).

No se conoce hasta el momento un algoritmo de tiempo polinomial que pueda
resolver cualquiera de los multiples problemas NP, lo cual apoya la creencia de que
P # NP. En [23], Garey y Johnson presentan una introducciéon mas completa de
este tema.

A lo largo de esta tesis presentaremos algunos resultados de NP-completitud. En
los mismos se mencionan reducciones al Problema de Dominacién, o al problema

3-Satisfactibilidad Booleana que definimos a continuacion.

Problema 3-Satisfactibilidad Booleana (3-SAT)

Instancia: Un conjunto finito de variables 16gicas U = {u;} y un conjunto de
clausulas C' = {¢;}.

Pregunta: ;Puede fijarse el valor de cada variable en Verdadero o Falso de ma-

nera que cada clausula esté “satisfecha” (contiene por lo menos un literal verdadero)?

Para este problema, una clausula es una expresion légica que consiste en una
disyuncién de tres literales, siendo los literales una variable u; o su negacién u;. Por
ejemplo, una instancia para este problema es la clausula C' = (u; V3 V uy). Luego,
si la variable u4 es verdadera, la clausula C' se considera satisfecha.

Una de las primeras demostraciones de que el Problema de Dominacién pertenece
a la clase NP-c se hace mediante una reducciéon al problema 3-SAT. Detalles de esta

reduccién pueden verse por ejemplo en [23].

1.5. Preliminares

En esta seccién presentamos los resultados de la literatura que seran relevantes
en el desarrollo de esta tesis.

Como es usual en lo que refiere a complejidad computacional, en [40] se presenta
el problema de decisién asociado al Problema de dominacién {k}-romana como sigue,

donde k£ es un ntimero entero mayor o igual a 1.
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Problema de dominacién {k}-romana (DkR)
Instancia: G = (V, E), j € Z*.
Pregunta: ;Existe una funcién {k}-romana dominante en G de cardinal a lo

sumo 57

Aunque inicialmente se demuestra la NP-completitud de D2R (caso k = 2)
incluso en grafos bipartitos mediante una reduccion al Problema 3-SAT, Wang y
otros demostraron en [40] que DR es NP-completo incluso para grafos bipartitos
planares, cordales bipartitos y caminos no dirigidos. Esto 1ltimo, realizando una
reduccién a D(k — 1)R.

En particular Baghirova et al. en [2] demostraron que ciertos problemas que se
dicen localmente chequeables, entre los cuales se encuentra D2R son resolubles en
tiempo lineal en todas las clases de grafos con cliquewidth acotado. Especificamente,

D2R es 2-estable 1-localmente chequeable con una funcién check:

check(v, f): f(v) =0= Z flu) =2

ueN (v)

En efecto, esta funciéon es 1-localmente chequeable ya que, para cada vértice sélo
nos interesan los pesos asignados a sus vecinos (vértices a distancia 1). Ademés, la
funcion check puede reescribirse como una funcién que depende de v y la cantidad
de vecinos a los cuales se asigna peso 7, con ¢ = 0, 1,2. Siendo que sélo nos interesa
si v tiene por lo menos dos vecinos al cual se asigna peso 1, o al menos un vecino
al cual se asigna peso 2, serd equivalente reescribir la funcion check en términos del

minimo entre los vecinos cuyo peso es ¢, y 2. Esto es
check(v, f) : f(v) = 0= min{n], 2} + 2 - min{nj, 2} > 2

donde n; es la cantidad de vecinos de v a los cuales la funcién f les asigna peso 1.
Lo que muestra que la funcién check es 2-estable.

Como la funcién check puede obtenerse en tiempo lineal, se deriva que D2R es re-
soluble en tiempo lineal en estas clases. Sin embargo, estos resultados son puramente
tedricos y no llevan a algoritmos practicos ya que utilizan técnicas de programacién
dinamica, por lo que diseniar algoritmos especificos sigue siendo de gran utilidad.

Notar que si se tomara k& = 1, DkR coincide con DOM. De la misma forma
el nimero de dominacién {1}-romana de un grafo G es el nimero de dominacién
usual 7(G). En efecto, estos pardmetros estan relacionados, como se muestra en la

siguiente proposicion.
Proposicién 1. [40] Para todo grafo G y k € Z* se verifica la desigualdad

YG) < vrey(G) < ky(G).
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Demostracion. Para la cota inferior de 7y (G), notemos que dada una funcién
{k}-romana dominante, el conjunto de vértices a los cudles se asigna un peso no
nulo es un conjunto dominante de G.

Para la cota superior de y{gr(G), si D es un conjunto dominante minimo, la
funcién dada por la particion Vo =V \ D, V, =D, V; =0 parai=1... k—1es

una funcién {k}-romana dominante de peso kv(G). O

Notemos que en general, teniendo en cuenta la Observacién 1, para un grafo G
cualquiera Y¢gr (G) < méx{n, ky(G)}.
Para analizar mejor el comportamiento de estas cotas consideremos el caso k = 2,

para el cual se tienen los siguientes resultados:

Proposicién 2. [10] Sean P, y C, grafos caminos y ciclos de n vértices respectiva-

mente, entonces

z ;_ 1—‘ Yy V{Rz}(Cn) = {g-‘ .

Viray(Fp) = [

Proposicién 3. [22] Sea G de orden n > 2, v{po)(G) = 2 si y sélo si G tiene un

vértice universal o dos vértices no adyacentes de grado n — 2.

Estos resultados nos indican que existen ejemplos en los cuales se verifican las

cotas. Veamos algunos de ellos.

Ejemplo 6. Comportamiento de las cotas.

En los siguientes grafos se presenta en color un conjunto dominante minimo, y
una asignacion de pesos a los vértices que es una funcion {2}-romana dominante de
peso minimo.

Para el ciclo Cy se verifica la cota inferior por igualdad, para el grafo K¢ se
verifica la cota superior por igualdad, y el grafo G no verifica ninguna de las cotas

por iqualdad.

c, G Kig 0 0
0 1 10 0 0 1
. . 2 .,
1 0
1 0 1 0 0
() =2 v(G) =3 Y(Kig) =1
Vir2}(Ca) =2 Viroy (G) = 4 Viroy (K1) = 2

Figura 1.6: Cotas para y{go}(G).

Mds generalmente, el grafo Ky (grafo trivial) verifica v(K1) = virey(f1) = 1
para todo k € 7.
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Por otro lado, consideremos el grafo Ry dado por un ciclo Cg en el cual dos
vértices diametralmente opuestos se anaden k — 1 vértices pendientes, como se ve en
la Figura 1.7.

Es claro que v(Ry) = 2 porque Ry no tiene un vértice universal. Los vértices de
grado mayor a 2 forman un conjunto dominante minimo (celeste).

Por otro lado, veamos que vy{riy(Rr) = 2k. Para esto, probaremos primero que
Yirey (Ri) = 2k. Consideremos f una v{gk)-funcion de Ry. Llamemos vy y va a los
vértices de grado k+1. Como para cada hoja u vale f(u) =1 o f(N(u)) = k tenemos
que f(Nv1]) = k y f(N[vsg]) = k. Como los vértices vy y va no tienen vecinos en
comiin, resulta yirry(Rr) = 2k. Para la desigualdad opuesta, asignando peso k a
v1 Y ve y peso 0 al resto de los vértices de Ry se tiene una funcion {k}-romana

dominante de peso 2k.

Y(Ri) = 2, viriy (Ry) = 2k

Figura 1.7: Grafo R}, que verifica v{gk} (Rr) = ky(Ry).

Como podemos observar en el ejemplo ambas cotas son ajustadas. En particular,
para el caso k = 2, en [27] Henning y Klostermeyer definen la subfamilia de grafos
arboles, que verifica la cota superior por igualdad. Es decir, definen los drboles {2}-
romanos como los grafos drboles 7" para los cuales y{p2y(G) = 27(G) y caracterizan
esta clase a través de ciertas operaciones.

Andlogamente, en [33] Klostermeyer y MacGillivray definen los grafos italianos
y caracterizan subclases de arboles italianos. En [22] Ferrari et al. presentan una
caracterizacién para estos grafos en términos de la existencia de una funcién {2}-

romana dominante 6ptima particular.

Proposicién 4. [22] Un grafo es {2}-romano si y sdlo si existe una funcion {2}-

romana dominante con Vi = 0.

Posteriormente, y anédlogo al trabajo de Henning y Klostermeyer [27], Wang et
al. definen en [40] la clase de drboles {k}-romanos como aquellos arboles para los
cuales viri}(G) = kv(G), y prueban que estos arboles se construyen mediante una
sucesién de operaciones que preservan la relacion entre el nimero de dominacién y
el nimero de dominacién {k}-romana. Sobre esta caracterizacién volveremos en el
Capitulo 5.
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1.6. Descomposicion modular

La descomposiciéon modular es una herramienta que permite descomponer un
grafo en subgrafos mas pequenos, de manera que el grafo original puede obtenerse a
partir de estos subgrafos realizando ciertas operaciones. De esta forma, si se conoce
el nimero de dominacién {2}-romana en los grafos més pequenos podemos, tal vez,
obtener el nimero de dominacién {2}-romana en el grafo original.

Sea G un grafo, diremos que G es indescomponible si G y su complemento G
son conexos. Si G es conexo y su complemento no lo es, entonces puede obtenerse
como el join entre dos subgrafos inducidos G y Gs, es decir G = G; A Gs. Si G es
no conexo, entonces puede obtenerse mediante la unién de dos subgrafos G, Gb,
esto es G = (G; U G4. Aplicando este proceso sucesivamente, se obtiene un arbol de
descomposicion modular. A cada subgrafo que aparece en la descomposicion se lo

llama un mddulo.

Ejemplo 7. Descomposicion modular de un grafo.

En el ejemplo que muestra la Figura 1.8 se ilustra el drbol de descomposicion
modular del grafo G. En un inicio el grafo se puede escribir como el join entre los
vértices azules y los vértices rojos.

Luego, por un lado, consideramos el subgrafo G[{vi,vs,v5}]. Este es no conezxo,
pero su complemento es conexo, es decir que se puede obtener como la union entre el
grafo que tiene como unico vértice a vy y el grafo dado por la arista vavs. Finalmente
este ultimo subgrafo se obtiene como el join entre los grafos de un solo vértice vy y
V5.

Por otro lado, consideramos el subgrafo G[{ve,v3}]. Al ser no conexo se obtiene
como la union de los grafos dados por los vértices que lo componen.

En este caso, la descomposicion modular dio como resultado que los modulos in-
descomponibles asociados a este grafo son los grafos triviales asociados a los vértices
del grafo. Esto podria no ser asi, como ocurre con Py, ya que Py = Py. Es decir que

tanto Py como su complemento son conexos.

Us

i

©) ©) \

@ ®

Figura 1.8: Arbol de descomposiciéon modular de un grafo G.
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Algunas de las clases para las cuales se conoce qué tipo de grafos son sus modulos
indescomponibles: cografos [34], Py;-sparse [29], Ps-tidy [24] y partner limited [38].
Ya que la descomposicién modular de un grafo puede obtenerse en tiempo lineal [34],
tiene sentido analizar el comportamiento del nimero de dominacién {2}-romana en
grafos que se obtienen a partir de las operaciones relacionadas con la descomposicion
modular: el join y la unién. De esta forma, si los niimeros de dominacién {2}-romana
de los grafos asociados a los mdédulos pueden obtenerse en tiempo polinomial en
funcién del orden del grafo, obtenemos un algoritmo de tiempo polinomial para
calcular el nimero de dominacién {2}-romana en las familias de grafos mencionadas.

Sobre esto volveremos en el Capitulo 4.
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Capitulo 2
Grafos {k}-romanos

En este capitulo retomamos la cadena de desigualdades que presenta la Proposi-
cién 1. Esta relaciona el niimero de dominacién con el niimero de dominacién {k}-
romana. A partir de la misma, y de manera similar al estudio realizado por Henning
et al. en [27] para arboles, iniciamos este capitulo definiendo los grafos {k}-romanos
como aquellos grafos que verifican una de estas desigualdades por igualdad. Al in-
troducir una clase nueva de grafos, es interesante estudiar si reconocer cuando un
grafo general esta o no en esta clase es un problema facil o no desde el punto de vista
de la complejidad computacional. Es posible que un grafo sea {k}-romano y alguno
de sus subgrafos inducidos no lo sea (FPs es {2}-romano pero Ps no lo es); esto nos
lleva a no poder por ejemplo encontrar una caracterizacién por subgrafos inducidos.
Al no contar con una caracterizacion de esta nueva clase, debemos encontrar una
manera de realizar ese estudio.

Como es usual, primero analizamos tanto condiciones para que un grafo sea
{k}-romano como condiciones que cumplen los grafos {k}-romanos, las cuales se
presentan en la Seccion 2.2. Haciendo uso de estas propiedades, y relacionando
DER con el problema de matching perfecto en un grafo middle, en la Seccién 2.3
estudiamos la complejidad computacional del problema de reconocer si un grafo es

efectivamente {k}-romano.

2.1. Definicion y ejemplos
Como presentan Wang et al. en [40], todo grafo G verifica
1(G) < Yrey(G) < k(G). (2.1)

En cuanto a la cota inferior, es interesante notar que a pesar de ser ajustada,
la diferencia entre los parametros puede ser tan grande como se quiera, incluso en

grafos conexos, como se ve en el siguiente ejemplo.
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CAPITULO 2. GRAFOS {k}-ROMANOS

Ejemplo 8. Numero de dominacion y nimero de dominacion {k}-romana.

Dados m,k € Z* con k > 3, consideremos el grafo T,, que se obtiene de un
camino de m vértices al cual, en cada vértice se anade una clique de tamano k, como
se muestra en la Figura 2.1.

Para este grafo (T i) = m y Yirey(Tng) = km, es decir que la diferencia entre

estos pardmetros es (k — 1)m.

Figura 2.1: Grafo T} 5

Maés aun, para los grafos 7T, se verifica la cota superior por igualdad, es decir
que los parametros en los extremos de la desigualdad 2.1 estan lo mas alejados
posible. Esta condicién nos permite definir una nueva clase de grafos, que extiende

a la clase de arboles {k}-romanos definida en [40].

Definicién 2. Para un entero k > 2, un grafo G es un grafo {k}-romano si
Yirry (G) = kv (G).
Notar que se considera k > 2 ya que todo grafo G satisface v¢r1}(G) = v(G).

Observacion 2. Claramente esta clase de grafos coincide con la clase de grafos

italianos definida por Klostermeyer y McGillivray en [33] en el caso en que k = 2.

Como es usual al definir un nuevo concepto, las primeras inquietudes que surgen
al respecto son: si existen elementos no triviales dentro de la clase y si hay grafos
que no verifiquen la propiedad. En respuesta a las mismas presentamos los siguientes

ejemplos.

Ejemplo 9. Grafos {k}-romanos.

El niimero de dominacion de los grafos G y Gy en la Figura 2.2 es v(G1) =
v(Ge) = 2. El grafo G no es {2}-romano, ya que admite una funcion {2}-romana
dominante de peso 3.

Para el grafo Go, no existe una funcion {2}-romana de peso 3 ya que ningin
vértice es adyacente a |V (G2)| — 2 vértices, ni existe un conjunto de tres vértices tal
que cualquier otro vértice es adyacente a dos de ellos. Es decir que viray(G2) > 4.
En la Figura 2.2 se presenta la asignacion de una vyiray(Ga)-funcion de peso 4. Por
lo que Gy es {2}-romano.

Por otro lado, como vimos en el Ejemplo 6, cada grafo Ry, es un grafo {k}-romano

para k > 2. En la Figura 2.2 se muestra Ry, que es un grafo {7}-romano.

En lo que sigue presentaremos los primeros resultados que surgen del estudio de

esta clase.
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SO OO O
OO OO O

Figura 2.2: Grafos {k}-romanos.

2.2. Primeros resultados

En esta seccién analizamos condiciones necesarias y suficientes para que un grafo
sea {k}-romano, asi como la relacién entre grafos {k}-romanos para distintos valores
de k.

Como vimos en el Ejemplo 9, el grafo G es {2}-romano, es decir que la clase de
grafos {2}-romanos es no vacia, y el grafo G; no es {2}-romano, es decir que hay
grafos que no perteneces a la clase de grafos {2}-romanos. Més ain, cada clase de
grafos {k}-romanos es no vacia ya que cada grafo Ry es {k}-romano. En contrapo-
sicién, el grafo unién de n copias de K con n < k no es un grafo {k}-romano como
se deduce de la Observacion 1.

Por otro lado, también es interesante pensar, ya que G5 es {2}-romano, si puede
ser {3}-romano. En otras palabras si existe alguna relacién entre los grafos {k}-
romanos para distintos valores de k. Es decir, si un mismo grafo G puede o no

pertenecer a mas de una de estas clases. Esto nos lleva a nuestro primer resultado:

Lema 1. Para k > 2, si G es un grafo {k + 1}-romano, entonces G es un grafo

{k}-romano.

Demostracion. Supongamos que G no es un grafo {k}-romano y sea f una ~yipy}-
funcién de G, entonces w(f) < kvy(G).
Sea D un conjunto dominante minimo en G, y sea g : V(G) — {0,..., k+ 1} tal
que
floy+1 siveD
g(v) = { )

fw) en otro caso.

entonces g es una funcién {k + 1}-romana de G y
w(g) = w(f) + D] = w(f) + 7(G) < ky(G) +7(G) = (k + D(G).
Por lo tanto G no es un grafo {k + 1}-romano. O

Esta condicién necesaria nos da una cota sobre el valor de k para el cual un grafo
puede ser {k}-romano. Dado que, si |V| = n y k > n entonces y(ri}(G) = n, un
grafo serd {k}-romano a lo sumo hasta su orden n. Més ain, no sera {k}-romano

para ningun k£ > n.
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Por otro lado, como es usual con este tipo de resultados, usaremos su contra-
rreciproco. Esto es, si un grafo G no es {k}-romano, entonces no serd {¢}-romano
para ningin ¢ > k. En particular si un grafo no es {2}-romano, no es {k}-romano
para ningun k > 3.

Una primera observacién es la que surge al considerar grafos no conexos. Supon-
gamos que G tiene como componentes conexas a los grafos H; y Hs, entonces para
cada entero positivo k, el nimero de dominacién {k}-romana de G es la suma de los
nimeros de dominacién {k}-romanos de H; y H,. Aplicando inductivamente este

razonamiento a la definicién de grafos {k}-romanos, se tiene la siguiente proposicién.

Proposicién 5. Para cada k > 2, G es un grafo {k}-romano si y solo si todas sus

componentes conexas son grafos {k}-romanos.

Demostracion. Sean C; para ¢ = 1,...,k las componentes conexas del grafo G.

Teniendo en cuenta que

(G) = ZV(C%) y Yirey (G) = ZV{Rk}(C’i)

resulta que, si cada componente conexa C; es un grafo {k}-romano, entonces también
lo es G.

Por otro lado, sea G un grafo {k}-romano y f es una y{py}-funcién de G, entonces
su restriccion a V' (C;), digamos f; es una funcién {k}-romana dominante de C; para
cualquier componente conexa C;. Supongamos que en alguna Cj, el peso de f; es
menor o estricto que kv(C}). Luego como para cada componente conexa, v{gr} (C;i) <
ky(C;) resulta que viriy(G) < ky(G) lo que contradice que G sea un grafo {k}-

romano. O

De este resultado se deduce el siguiente corolario.

Corolario 1. Para cada k > 2, G no es un grafo {k}-romano si existe una compo-
nente conexa C' tal que |V (C)| < ky(C).

Demostracion. Supongamos que C' es una componente conexa de G con |V (C)| <
kv(C). Y sea f la funcién en V(C') que asigna 1 a cada vértice. Entonces f es una
funcién {k}-romana dominante de C, que implica que vyzi (C) < f(C) = |V(C)| <
k~(C). Luego de la Proposicién 5, G no es un grafo {k}-romano. O

En lo que sigue se pretende analizar si un grafo es {k}-romano. Una condicién
necesaria para que lo sea es que cada componente conexa tenga al menos k vértices,
y en particular para los grafos no conexos, serd importante entonces considerar la
cantidad de vértices en cada una de sus componentes conexas. En otras palabras,
sigue de la Proposicién 5 que todo grafo {k}-romano verifica que cada componente
conexa tiene al menos k vértices.

A partir de estos resultados, es vélido conjeturar si alguna de estas condiciones

necesarias es también suficiente.
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Ejemplo 10. Grafo con al menos k vértices que no es {k}-romano.
Para el grafo Gy del Ejemplo 9, en la Figura 2.3 se presenta la asignacion de una
funcion {3}-romana dominante de peso 5. Es decir que Go es un grafo {2}-romano

pero no es un grafo {3}-romano.

Figura 2.3: Grafo que no es {3}-romano.

Como se ve claramente en el Ejemplo 10, la reciproca del Lema 1 no es cierta en
general. Teniendo esto en cuenta, en adelante presentamos algunas condiciones que

nos acercan a una caracterizacién de esta clase de grafos.

Lema 2. Todo grafo de orden n > k con un vértice universal es un grafo {k}-

romano.

Demostracion. Sea G un grafo de orden al menos k con un vértice universal, luego
Y(G) =1y vriy(G) < k. Probaremos que y(riy(G) > k, de lo cual sigue que G es
un grafo {k}-romano.

Sea f una funcién {k}-romana dominante de G. Si f(v) > 1 para todo v € V(G),
entonces f(G) > |V(G)| > k, y si f(v) = 0 para algin vértice v € V(G), entonces
f(G) > f(N(v)) > k. Por lo tanto, en ambos casos, f(G) > k, lo que implica que
Virk}(G) > k. O

Teorema 1. Sea G un grafo. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. existe un k € {2,3,4} tal que todo subgrafo inducido con al menos k vértices

en G es un grafo {k}-romano;

2. para todo k > 2, cada subgrafo inducido de G con al menos k vértices es un

grafo {k}-romano.
3. G es {P;,Cy}-freet.

Demostracion. Mostremos primero que 1 implica 3. Es facil verificar que Py y C4
no son grafos {k}-romanos para todo k& > 2. De hecho, v(Cy) = v(Py) = 2 pero
7{32}(04) =2< 4, ")/{Rg}(P4) =3 < 4, y para todo k > 2, V{Rk}(CZL) <4 < 2k y

ITambién conocida como la clase de grafos Trivially perfect.
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similarmente, yrry (Ps) < 4 < 2k. Es decir que P, y Cy no son grafos {2}-romanos,
luego del Lema 1 se tiene que P, y Cy no son grafos {k}-romanos para todo k > 2.
Por lo tanto, los grafos que satisfacen 1 no pueden contener Py ni Cy como subgrafos
inducidos, ya que de contenerlo, este seria un subgrafo con al menos k vértices que
no es un grafo {k}-romano para k € {2,3,4}.

Probemos ahora que 3 implica 2. Esta prueba la hacemos por induccién sobre el
tamano del grafo. Primero la implicancia se cumple para el grafo trivial. Sea n > 1
y supongamos que la propiedad se cumple para grafos con menos de n vértices.

Sea G un grafo {Py, Cy}-free con n vértices. Sea k > 2 y sea H un subgrafo
inducido con al menos k vértices en G. Si H es no conexo, entonces aplicando
la hipdtesis inductiva sobre cada componente conexa de H, H es un grafo {k}-
romano. Si H es conexo, entonces, como H es un subgrafo inducido conexo de un
grafo {P,, Cy}-free, H tiene un vértice universal. Entonces, por el Lema 2, H es un
grafo {k}-romano.

Finalmente, 2 implica 1 de forma trivial, lo que concluye la demostracion. O

Notemos que en el Teorema 1, si bien los items 1 y 2 son equivalentes, como con-
dicién necesaria es mas fuerte la condicion 2 mientras que como condicion suficiente

lo es la condicién 1.

2.3. Reconocimiento de grafos {k}-romanos

En esta seccion estudiamos la complejidad computacional del problema asociado
a reconocer si un grafo es {k}-romano. Para esto definimos el problema de decisién
asociado, y presentamos el grafo middle [25] de un grafo G. A partir de los resultados
asociados a estos grafos en la literatura, empezamos nuestro estudio del problema
de reconocimiento para el caso k = 2. Inspirados en estas propiedades del grafo
middle de G, y mirando a G como un hipergrafo, generalizamos a continuacion esas
propiedades al contexto de los hipergrafos, lo que nos permite estudiar el problema
de reconocimiento para valores de k£ mayores a 2.

El problema de decision asociado al Problema de Reconocimiento de una familia

F se define como sigue:

Problema de Reconocimiento en F
Instancia: G = (V, E).
Pregunta: ;G € F?

En particular, definimos el problema de reconocimiento de grafos {k}-romanos

como sigue:

Reconocimiento de grafos {k}-romanos (GkR)
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Instancia: G = (V, E).
Pregunta: ;Es G un grafo {k}-romano?

Considerando resultados en la literatura, obtenemos el primer resultado de com-
plejidad computacional para los grafos {2}-romanos. Este resultado involucra la

clase de los grafos middle.

Dado un grafo G, el grafo middle de G (definido en [25]) que notamos M (G), es
el grafo que se obtiene de G al subdividir cada arista una vez y anadir aristas entre

los nuevos vértices si tienen vecinos en comun.

Ejemplo 11. Un grafo G y su grafo middle asociado M(G).

G M(G)

Figura 2.4: Gy M(G).

En particular para la clase de los grafos middle, existen resultados que guian el
estudio del problema de reconocimiento G2R.

Kazemnejad et al. [31] probaron que para todo grafo G de orden n > 2 sin
vértices aislados, el nimero de dominacion del grafo middle asociado a GG es igual al

nimero de cubrimiento por aristas del grafo, es decir:

Teorema 2. [31] Si G es un grafo de orden n > 2 sin vértices aislados entonces
1(M(G)) = p(G).

Observemos que esto implica que si G es un grafo de n vértices sin vértices
aislados, entonces [§] < v(M(G)) < n — 1. La primera desigualdad también fue

probada por Basilio et al. [3], quienes demostraron ademas el siguiente resultado:

Proposicién 6. [3] Sea G un grafo de orden n, v(M(G)) = %5 si y solo si G tiene

un matching perfecto.

Otro resultado que relaciona el niimero de dominacién {2}-romana de un grafo

middle con el orden del grafo asociado es el siguiente:
Teorema 3. [32] Si G es un grafo de orden n, entonces Ypoy(M(G)) = n.

Estos nos permiten obtener el siguiente teorema.
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Teorema 4. Sea G un grafo sin vértices aislados. Entonces, M(G) es un grafo

{2}-romano si y solo si G tiene un matching perfecto.

Demostracion. A partir de la Proposicion 6, v(M(G)) = § si y sélo si G tie-
ne un matching perfecto. Por otro lado, del Teorema 3, si |V(G)| = n entonces
Yir2y (M (G)) = n. Luego vipoy(M(G)) = 2 - y(M(G)) = n si y sélo si G tiene un
matching perfecto. m

Este teorema es el punto de partida para demostrar el resultado clave en este

capitulo. Pero antes de continuar, es interesante mencionar el siguiente corolario.

Corolario 2. El problema de reconocimiento de grafos {2}-romanos es resoluble en

tiempo polinomial cuando se restringe a los grafos middle.

Demostracion. En [39], Skowroniska y Systo probaron que los grafos middle pueden
ser reconocidos en tiempo lineal y, en caso de una respuesta positiva, un grafo G tal
que el grafo de entrada es igual a M (G) puede ser calculado en tiempo lineal. Dado
que la existencia de un matching perfecto en un grafo puede verificarse en tiempo

polinomial (ver por ejemplo [19]), el resultado sigue del Teorema 4. O

Nuestra generalizacion del Teorema 4 se basa en una generalizacién a hipergra-
fos de los grafos middle y ciertas propiedades que se derivan de estos pares grafo-
hipergrafo. Introducimos entonces las siguientes nuevas definiciones en el contexto

de hipergrafos.

Definicién 3. Dado un hipergrafo H = (V, E), un grafo G con conjunto de vértices
V UFE es compatible con H si V' es un conjunto independiente en G y, para cada
vértice v € Ve hiperarista e € E, ve es una arista de G si y solo si v € e. Si,
ademds, dos hiperaristas cualesquiera ey, es € E tales que e;Ney # () son adyacentes

en G, entonces G es fuertemente compatible con H.

Observacion 3. Si G es un grafo fuertemente compatible con un hipergrafo H, puede

haber otras aristas entre vértices en E, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 12. Hipergrafo, grafo compatible y fuertemente compatible.

Dado H = (V, E) el hipergrafo de la Figura 2.5, los grafos G; con i = 1,2,3
tienen como vértices VU E. Por simplicidad, en cada G; se preservo el color en H,
es decir que los vértices asociados a vértices de H aparecen en negro, y los vértices
asociados a las hiperaristas de H aparecen en el color de la arista correspondiente.

El grafo Gy es compatible con el hipergrafo H.

Los grafos Gy y G son fuertemente compatibles con el hipergrafo H. Notar que
en G5 existen aristas entre vértices asociados a hiperaristas no adyacentes en H,

como la arista entre el vértice naranja y el vértice rojo.
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H .-*==- G, Go Gs

o N\ N\ N\

Figura 2.5: Hipergrafo, grafo compatible y grafos fuertemente compatibles.

Observacion 4. Dado un grafo G, si consideramos a G un hipergrafo 2-uniforme,
M(G) es fuertemente compatible con G.

Notemos que, si G = (V, E) entonces los vértices de M(G) son VU E. Ademds,
como en M(G) se hacen adyacentes los vértices asociados a aristas en G con extre-
mos en comin, e’ € E(M(G)) si y sdlo sieNe' # (.

Supongamos que G es un grafo compatible con un hipergrafo dado H = (V, E).

Entonces:

= Si G tiene el menor nimero posible de aristas, entonces E es un conjunto

independiente en G y G es precisamente el grafo bipartito de incidencia de
H.?

= Si GG tiene el mayor niimero posible de aristas, entonces G es el grafo split obte-
nido a partir del grafo bipartito de incidencia de H de manera que E induzca
una clique. Esta construccién fue utilizada por Bertossi en la demostracién
de que el problema del conjunto dominante es NP-completo en la clase de los

grafos split (ver [5]), asi como mds recientemente por Boros et al. (ver [8]).

= Si H es 2-uniforme y G es el inico grafo minimal (con respecto a la relacién de
subgrafo) que es fuertemente compatible con H, entonces G es precisamente

el grafo middle de H, como puede verse en la Figura 2.6.

Figura 2.6: Hipergrafo 2-uniforme y su grafo middle asociado

Como puede notarse de la ultima observacion, el siguiente lema generaliza el

resultado antes mencionado de Kim [32] (que corresponde al caso k = 2).

’Dado G = (V, E), el grafo bipartito de incidencia tiene como vértices a V U E y una arista

indica que el vértice pertenece a la arista en el grafo G.
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Lema 3. Sea k > 1, H = (V, E) un hipergrafo k-uniforme, y G un grafo compatible
con H. Entonces viriy(G) = |V].

Demostracion. Dado que H es k-uniforme, asignar 1 a cada vértice en V' y 0 a cada
vértice en E resulta en una funcién {k}-romana dominante en G. Su peso total es
|V'], por lo tanto, yiriy(G) < [V

Para probar la desigualdad ~piy(G) > |V, consideramos una funcién {k}-
romana dominante arbitraria f de G. Sea F' el subgrafo bipartito de G con bi-
particién Vy y E tal que para todo v € Vj y e € E| los vértices v y e son adyacentes
en F' siy solo si son adyacentes en GG. Es decir, el subgrafo bipartito inducido por
Vo v E. Ahora consideramos la siguiente funcién que asigna peso a las aristas de
F: para cadav € Vy y e € E tal que v € e, sea w({v,e}) = f(e). Sea W la suma
de todos los pesos de las aristas de F. Dado que f es una funcién {k}-romana do-
minante de G, para cada vértice v € V, la suma de los pesos de las aristas de F
incidentes con v es al menos k. Por lo tanto, W > k|V,|. Por otro lado, dado que
H es k-uniforme, para cada e € E, el valor f(e) aparece en como méaximo k aristas
incidentes con e. Por lo tanto, W < k- (3, f(€)). Se sigue que .. f(e) > [Vol.
Dado que f le asigna un peso de al menos 1 a cada vértice en V' '\ Vj, obtenemos
Y wev f(v) = [V \ Vi|. En consecuencia,

Yoo f@ = f)+ > fle) = VAV + Vol = V],

zeV(Q) veV ecFE

Como f era arbitraria, esto demuestra que i (G) > |V O

Siguiendo el esquema de resultados para el caso k = 2, el siguiente lema generaliza
el Teorema 2 [31].

Lema 4. Sea H = (V,E) un hipergrafo sin vértices aislados y sea G un grafo

fuertemente compatible con H. Entonces v(G) = p(H).

Demostracion. Primero, demostramos que v(G) < p(H). Sea E’' un cubrimiento
por aristas minimo en H. Basta con demostrar que E’ es un conjunto dominante
en (G. Esto se verifica facilmente: Primero, cada vértice v € V pertenece a alguna
hiperarista e € E’, por lo tanto, v es adyacente a e en (G. Segundo, para cada
hiperarista e € E \ E’, podemos elegir arbitrariamente un vértice v € e y una
hiperarista ¢’ € E’ tal que v € €’ para obtener un elemento ¢’ € E’ adyacente a e en
G (la adyacencia se mantiene ya que v € e N e’ y G es fuertemente compatible con
H). Por lo tanto, E’ es un conjunto dominante en GG, como se afirmaba.

A continuacién, demostramos que p(H) < 7(G). Notar que para cada vértice
v € V, la vecindad de v en GG es una clique no vacia en G (esto se debe a que H
es fuertemente compatible con G). Por lo tanto, si D es un conjunto dominante
en G tal que v € D NV, entonces podemos elegir cualquier vecino e de v en G

y reemplazar v por e en D para obtener un conjunto dominante D’ en G tal que
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|D’| < |D|. Se sigue que cualquier conjunto dominante minimo D en G que a su vez
minimiza |D N V| satisface D C E. Sea D un tal conjunto dominante minimo en
G. Entonces, cada vértice v € V tiene un vecino en D. En consecuencia, D es un

cubrimiento por aristas en H, lo que implica p(H) < v(G). [

El caso k = 2 de nuestro siguiente lema implica el resultado antes mencionado de
Basilio et al. [3] que establece que si G es un grafo de n vértices sin vértices aislados,

entonces v(M(G)) = n/2 si y sélo si G tiene un matching perfecto.

Lema 5. Sea k > 1, H = (V, E) un hipergrafo k-uniforme sin vértices aislados, y
G un grafo fuertemente compatible con H. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes.
1. H tiene un matching perfecto.
2. 7(G) = [V|/k.
3. v(G) < [V|/k.

Demostracion. Primero, demostramos que el item 1 implica el item 2. Supongamos
primero que H tiene un matching perfecto M = {ey, ..., e,}. Nétese que p = |V|/E,
ya que H es k-uniforme.

Para probar que v(G) < |V|/k, aplicamos el Lema 4 y probamos que v(G)p(H) <
|V|/k, 1o que se sigue claramente ya que M es un cubrimiento por aristas de H.

Para ver que v(G) > |V|/k, nétese que para cada vértice v € V, la vecindad de
ven G es una clique no vacia en G (esto se debe a que H es fuertemente compatible
con (). Por lo tanto, si D es un conjunto dominante en G tal que v € DNV, entonces
podemos elegir cualquier vecino e de v en G y reemplazar v por e en D para obtener
un conjunto dominante D’ en G tal que |D’| < |D|. Se sigue que cualquier conjunto
dominante minimo D en G que minimiza |D N V| satisface D C E. Sea D un tal
conjunto dominante minimo en G. Dado que cada vértice e en G tiene exactamente
k vecinos en V| se sigue que para dominar V', debe ocurrir que |D| > |V|/k, y la
igualdad se sigue.

Trivialmente, el item 2 implica el item 3.

Finalmente, demostramos que el item 3 implica el iftem 1. Supongamos que
v(G) < |V|/k. De Lema 4 se sigue que p(H) < |V|/k. Sea E’ un cubrimiento
por aristas de tamano p(H) y supongamos que £’ no es un matching perfecto. En-
tonces E’ contiene dos aristas con interseccién no vacia. Dado que H es k-uniforme,

un matching perfecto tiene tamano |V|/k. Asi > |e] > |V| porque E’ es un cu-
ecE’
brimiento y hay un vértice que pertenece a al menos dos aristas. Por lo tanto,

p(H) = |E'| > |V|/k, una contradiccién. Resulta entonces E’ es un matching per-

fecto, como queriamos probar. O

Los Lemas 3 y 5 tienen la siguiente consecuencia, la cual generaliza al Teorema 4.
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Teorema 5. Sea k > 1, sea H = (V, E) un hipergrafo k-uniforme sin vértices
aislados, y sea G un grafo fuertemente compatible con H. Entonces G es un grafo

{k}-romano si y solo si H tiene un matching perfecto.

Demostracion. Del Lema 3 tenemos que yiri}(G) = |V|. Luego, si G es un grafo
{k}-romano, v (G) = kv(G). Es decir que y(G) = %, lo cual por Lema 5 es
equivalente a que H tenga un matching perfecto.

Para la reciproca, si H tiene un matching perfecto entonces kvy(G) = |V| que

resulta en ky(G) = v{rr (G). Es decir que G es un grafo {k}-romano. O

Como resultado del teorema anterior, el problema GEkR es equivalente al proble-
ma de determinar si un hipergrafo tiene un matching perfecto. Para k& > 2, GkR
equivalente al problema de decisién cubrimiento exacto por k-conjuntos (XkC), que
se sabe es NP-completo para todo k£ > 3, incluso cuando se restringe a hipergrafos
k-partitos [23]. Por lo tanto, a partir del Teorema 5, dado que puede construirse
un grafo fuertemente compatible con éste y split (con biparticion (V(H), E(H))) se

deduce la complejidad computacional para la clase de los grafos split.

Teorema 6. Para cada k > 3 fijo, el problema GkR es NP-dificil, incluso cuando

se restringe a la clase de los grafos split.

Demostracion. Sea H = (V| FE) una instancia para XkC, es decir, un hipergrafo
k-uniforme k-partito. Sea G el grafo fuertemente compatible con H tal que E forma
una clique. Dado que V' es un conjunto independiente y E una clique en G, el grafo
G es un grafo split. Por el Teorema 5 y la observacion anterior, H tiene un matching
perfecto si y solo si G es un grafo {k}-romano. Por lo tanto, determinar si G es un
grafo {k}-romano es NP-dificil. O

Los resultados presentes en este capitulo fueron publicados en [6].
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Capitulo 3

Sobre el reconocimiento de grafos

{2}-romanos

Continuando con el problema de reconocer si un grafo es efectivamente un grafo
{k}-romano, en el capitulo anterior mostramos que el problema de reconocimiento
para grafos {k}-romanos es NP-dificil para k > 2. Sin embargo, sigue como una
pregunta abierta la complejidad de determinar si un grafo dado es {2}-romano ya
que solo quedod determinada su complejidad, la cual es polinomial, cuando el grafo
de entrada en un grafo middle. En este capitulo proporcionamos respuestas parciales
a esta pregunta.

Si bien GEkR es dificil incluso para grafos split si £ > 2, las herramientas imple-
mentadas para hipergrafos no pueden ser utilizadas para el caso k = 2 (ya que XkC
es NP-dificil cuando k > 3). Debido a esto, abordamos el estudio del problema G2R
en esta misma clase de grafos con el objetivo de extender o refutar la complejidad
del problema de reconocimiento.

Tanto DOM como DER son NP-c en grafos split [5, 40]. Con esto en mente,
analizamos las funciones {2}-romanas dominantes 6ptimas en grafos split, lo que
nos permite tener una idea mds clara sobre cuales de ellos son {2}-romanos.

Siguiendo esta idea, analizamos si es posible descomponer los grafos split en
otros grafos split “més pequenos”. En este sentido, definimos una nueva operacion,
la operacién split join y caracterizamos los grafos split {2}-romanos que pueden des-
componerse con respecto a esta operacién. El problema de reconocer si un grafo split
puede obtenerse como split join de dos grafos split mas pequenos puede obtenerse
en tiempo polinomial, alcanza con eliminar todas las aristas con ambos extremos
en K y analizar si el grafo obtenido tiene por lo menos dos componentes conexas.
Esto reduce el problema de reconocer grafos split {2}-romanos a aquellos grafos split
que son primos con respecto a la operacién split join. En relacion a esta discusion,
caracterizamos los grafos {2}-romanos dentro de dos familias especificas de grafos

split: los soles y sus complementos.
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3.1. Grafos split y funciones {2}-romana

dominantes

Una particion split de un grafo G es una particién (K, 1) de su conjunto de
vértices tal que los I es un conjunto independiente y K induce una clique en G.
Dado un grafo split, la particién split podria no ser tnica (como se muestra en el
Ejemplo 2 del Capitulo 1).

En este capitulo, consideramos los grafos split dotados de una particién. Para
simplificar la notacién, denotamos el hecho de que G = (V, E) es un grafo split
con una particién split (K, 1) por G = (K, I, E). Ademas, por la Proposicién 5, al
estudiar qué grafos split son {2}-romanos, podemos restringir nuestra atencién a los
grafos split conexos.

Comenzamos con un lema general sobre grafos split, identificando ciertas pro-

piedades de las vy{go)-funciones en grafos split.

Lema 6. Sea G = (K, I, E) un grafo split sin vértices aislados. Entonces existe una
Yir2y-funcion de G tal que f(N(u)N1I) <1 para cadau e K y f(K) > 2.

Demostracion. Supongamos primero que existe una yggo)-funcién g de G y u € K
tal que g(N(u)NI)>2.Sigu) >10g(Nu)NI) >3, gnoesde peso minimo
porque podriamos cambiar por 0 el peso asignado por g a los vecinos de u en I,
y por 2 el peso asignado por f a w para obtener una nueva funcién {2}-romana
dominante de G con peso menor que y(roy(G). Luego, g(N(u)NI) =2y g(u) = 0.
Sea f: V(G) — {0,1,2} definida como

2 siv=u,
flv) = 0 siveNu)nNlI,y
g(v) en otro caso.

Entonces f es una y{goy-funciéon de G que satisface las propiedades.

Ahora podemos considerar que toda 7y goy-funcién de G satisface la primera pro-
piedad. Supongamos que alguna ~y;roy-funcién g de G verifica que g(K) < 1. Esto
implica que no hay ningin vértice v € [ tal que g(v) = 0, ya que de lo contrario
g(K) = g(N(v)) > 2. Ademds, como cada vértice v € I tiene un vecino u € K,
tenemos 1 < g(v) < g(N(u)N 1) < 1, por lo tanto g(v) = 1.

Como G no tiene vértices aislados, K es no vacio. Si g(K') = 0, entonces cualquier
vértice u € K tiene g(u) = 0 pero g(N(u)) < 1, una contradiccién. Por lo tanto,
g(K) =1y existe un tnico vértice u € K con g(u) = 1.

Observemos que I tampoco es vacio, de lo contrario u tiene un vecino u' en
Ky g(N()) < g(K) < 1, una contradiccién ya que g(u') = 0. Sea v un vértice

en I. Recordemos que g(v) = 1 y v tiene al menos un vecino en K, digamos o’
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(posiblemente v’ = u). Sea f : V(G) — {0,1,2} definida como

2 six =,
0 siz=uyu#u,
flz) = .
0 six=w,y
g(x) en otro caso.
Entonces f también es una 7ypoy-funcién de G, y f(K) = 2. O

Como resultado de este lema obtenemos la siguiente caracterizacion de los grafos
split {2}-romanos sin vértices aislados para los cuales ningin par de vértices del

conjunto independiente tiene vecinos en comun.

Corolario 3. Sea G = (K, I, E) un grafo split sin vértices aislados tal que para
cadau € K, |N(u) N I] < 1. Entonces G es un grafo {2}-romano si y sélo si |I| <1

(es decir que G tiene un vértice universal).

Demostracion. SiI = (), entonces G es una clique con al menos dos vértices y, por lo
tanto, un grafo {2}-romano. Supongamos ahora que I # (). Dado que los vértices en
I tienen vecindades cerradas disjuntas por pares, tenemos que y(G) > |I|. Por otro
lado, al seleccionar un vecino de cada vértice en I se obtiene un conjunto dominante
en G, lo que implica que y(G) < |I|. Por lo tanto, 7(G) = |I]. Fijemos algin x € [
y y € Ng(z) y definamos f como

0 siv=zoveK\{y}
flo)=91 sivel\{z}, v
2 siv=y.

Es fécil ver que f es una funcién {2}-romana dominante con peso |/|+1. Por otro la-
do, Y(r2}(G) = 2 por el Lema 6 y, por lo tanto, 2 < v(ryy (G) < |I] + 1 < 2|I| = 29(G),
con Y(roy(G) = 27(G) siy sélo si [I]| = 1. O

Aunque este Corolario presenta una condiciéon necesaria y suficiente, esto sélo
es valido en una subclase de grafos split. Por esto, en lo que sigue definimos una
nueva operacion que en ciertos casos nos permitira descomponer un grafo split para

simplificar el problema de reconocimiento.

3.2. Una nueva operacion entre grafos split

Definicién 4. Sean G| = (K1, 11, Ey) y Gy = (Ks, I5, Ey) dos grafos split. Al grafo
split que se obtiene al hacer la union de los grafos G1 y Go y anadir todas las aristas
posibles entre los conjuntos de vértices K1 y Ky, lo llamamos split join de G y G,
denotada por Ns(Gy,Ga).

45



CAPITULO 3. SOBRE EL RECONOCIMIENTO DE GRAFOS {2}-ROMANOS

Ejemplo 13. /\S(Glsz)-

I Ky Ky I

Gy Go Ns(G1,Gs)
Figura 3.1: Gl, Gg y /\S(Gla Gg)

Es facil observar que esta operacién es conmutativa, es decir que para cualquier
par de grafos split G; y Gy se verifica Ag(G1, Gy) = As(Ge,Gy). Esta operacién es
también cerrada en la clase de grafos split, pero no es independiente de la particion
split elegida.

A continuacién, mostramos condiciones para que el nimero de dominacién del
grafo que se obtiene mediante la operacién split join de dos grafos split sea la suma
de los ntimeros de dominacién de los grafos que se operan. En la prueba, hacemos

uso del siguiente resultado.

Lema 7 (Bertossi [5]). Sea G = (K, I, E) un grafo split sin vértices aislados. En-

tonces, G admite un conjunto dominante minimo D tal que D C K.

Lema 8. Sean G| = (K1, 11, Ey) y Gy = (Ky, I, Es) grafos split sin vértices aislados
tal que Iy # O y Iy # (). Sean Dy y Dy conjuntos dominantes minimos de Gy y
Gy respectivamente. Entonces D = Dy U Dy es un conjunto dominante minimo de

Ns(G1,Ga). Mds ain, si D C K, también vale la reciproca.

Demostracion. Sea G = Ng(G1,G2), entonces G = (K, I, E) donde K = K; U K5 e
I = I, U I,. Probaremos primero que D es un conjunto dominante minimo.
Claramente, si Dy, Dy son conjuntos dominantes minimos de G, G5 respectiva-
mente, D es un conjunto dominante de GG. Supongamos por contradicciéon que D no
es minimo. Por el Lema 7, existe un conjunto dominante minimo D’ de G tal que D’
es un subconjunto de K. Dado que D no es minimo, |D’'| < |D|. Sea D} = D' N K,
consideremos un vértice arbitrario u € I; (notar que tal vértice existe por hipdtesis).
Dado que D’ C K, tenemos que u € V(G)\ D' y por lo tanto existe un vértice v € D’
adyacente a u. Luego como no hay aristas en GG entre vértices de I; y vértices de Ko,
el vértice v debe pertenecer a K. Por lo tanto, D] es un subconjunto no vacio de
K que domina a cada vértice en Iy, es decir, D] es un conjunto dominante de Gj.
En consecuencia, |D;| < |Dj|, ya que D; es un conjunto dominante minimo de Gj.
Con un razonamiento anélogo, el conjunto D) = D' N K5 es un conjunto dominante
de Gy y |Do| < |Dj|. Ademés, D' C K implica que los conjuntos D} y D) forman
una particién de D'. Por lo tanto, |D| = |D;| + |Ds| < |Di| + |D4| = |D'], lo cual es

una contradiccion.
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Para la reciproca, veamos que D; y Dy son conjuntos dominantes minimos de G4
y Gs. Por Lema 7, existe D un conjunto dominante minimo de G tal que D C K.
Claramente D; = DN(K;UI;) es un conjunto dominante de G7. Més atin, como I #
0 y D es minimo resulta D; minimo. Andlogamente se tiene que Dy = DN (Ko U )

es un conjunto dominante minimo de G como queriamos probar. ]
Del Lema 8 se desprende el siguiente corolario.

Corolario 4. Sean Gy = (K1, 11, E1) y Gy = (Kb, I, Ey) grafos split sin vértices
aislados tales que Iy # O y Iy # 0. Entonces v(As(G1,G2)) = v(G1) + v(Gs).

Demostracion. Sean Dy y D5 conjuntos dominantes minimos de GG; y G5 respectiva-
mente. Por el Lema 8, el conjunto D = D; U D5 es un conjunto dominante minimo
de As(G1,Ge). Dado que Dy y Dj son disjuntos, obtenemos v(Ag(Gy,G2)) = |D| =
| D[ + [D2] = 7v(G1) +7(G2). O

Observacion 5. Siendo que en ambos resultados se presentan condiciones necesa-
rias para que el numero de dominacion de la operacion split join sea la suma de los
numeros de dominacion de cada grafo, es interesante analizar la importancia de las
hipotesis en cada uno de ellos. Estas son, que los grafos no tengan vértices aislados y
que los conjuntos independientes en cada una de las particiones split sean no vacios.

Para la primera condicion, consideremos G1 = ({z},{y},0) y G2 = ({u}, {v},0),
es decir que ambos grafos tienen vértices aislados. Luego v(As(G1,G2)) = 3 mientras
que Y(G1) + v(Ga) = 2+ 2 = 4. Para la sequnda condicion, consideremos G =
({z,y},0.{zy}) y G2 = ({w}, {z}, {wz}) y nétese que y(As(G1,G2)) =1 y¥(G1) +
1(Gs2) = 2.

A continuacién, mostraremos que la split join de dos grafos split es {2}-romana

sélo si ambos grafos son {2}-romanos.

Teorema 7. Sean G1 y Go grafos split sin vértices aislados tales que Ns(G1,G3) es

un grafo {2}-romano. Entonces, G1 y Go son grafos {2}-romanos.

Demostracion. Sean G1 = (Ky, 11, E1) vy Go = (Ks, I, Es) grafos split sin vértices
aislados tales que G = Ag(G1,G2) es un grafo {2}-romano. Supongamos que G; o
G2 no es un grafo {2}-romano, digamos G. Dado que G; no es {2}-romano y no
tiene vértices aislados, por el Lema 2, G; no tiene vértices universales; en particular,
(G1 no es una clique.

Supongamos primero que I, = (). Por el Lema 6, existe una funcién v go)-funcién
f de Gy con f(K;) > 2. Nétese que, dado que K; U Ky forma una clique en G,
podemos extender f a una funcién {2}-romana dominante de G asignando f(v) =0
para todo v € V(G2). Por lo tanto, v{p2}(G) < vr21(G1). Por el Lema 7, G tiene
un conjunto dominante minimo D tal que D C K; U K,. Si D N Ky # (), entonces
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reemplazar el conjunto D N K, con cualquier vértice en K; da lugar a un conjunto
dominante D’ en G tal que |D'| < |D| y D’ es un conjunto dominante en Gf.
Esto prueba que y(G;) < v(G). Dado que Gy no es {2}-romano, tenemos que
Yr2} (G) < Yr2y(G1) < 29(Gh) < 29(G). Por lo tanto G no es un {2}-romano,
una contradiccién.

Asi, podemos suponer que Iy # (). Por el Corolario 4 tenemos que v(G) =
Y(G1) +7(Gs). Sean f1y fo funciones y{poy-funciones de Gy y Gs, respectivamente.
Ahora construimos una funcién f : V(G) — {0, 1,2} de tal manera que f(v) = fi(v),
paratodoi € {1,2} yv € V(G;). Nétese que f es una funcién {2}-romana dominante
de G ya quessi f(v) = 0 para algin v € V(G;), el hecho que Ng,(v) € Ng(v) implica
que 2 < fi(Ng,(v)) < f(Ng(v)). Ademds, como Gy no es un grafo {2}-romano,
Yir2} (G1) < 279(G1). Obtenemos entonces que Yipoy(G) < w(f) = w(fr) +w(fe) =
Yir2y (G1) + Yr2y (G2) < 279(Gh) + 2v(G2) = 29(G). Por lo tanto, G no es un grafo
{2}-romano, una contradiccién. O

El reciproco del Teorema 7 no es cierto en general. Para ver esto, consideremos
el camino de 4 vértices, P,. Este es un grafo split, con una unica particién split, que
puede obtenerse como la split join de dos copias de P, (con particiones bipartitas
donde ambos conjuntos son no vacios). Mientras que el grafo P; es {2}-romano, el
grafo P, no lo es (ver Corolario 3).

Por lo tanto, estamos interesados en las condiciones sobre los factores G; y Go
tales que el reciproco del Teorema 7 se cumple, es decir, condiciones sobre dos grafos
{2}-romanos para que su split join sea un grafo {2}-romano. Para esto, primero
analizamos el caso en que uno de los grafos a los cuales se aplica la operacién es un

grafo de un solo vértice.

Lema 9. Sea Gy = (Ky, L1, Ey) un grafo trivial y sea Gy = (Ka, I3, E3) un grafo
split conexo. Entonces Ns(G1,Ga) es {2}-romano si y sdlo si Iy = 0 y se cumple

una de las siguientes condiciones:
s (G5 consiste en un solo vértice que estd en Ks.
» Gy es un grafo {2}-romano.

Demostracion. Sea G = Ag(G1,G5), supongamos primero que K; = (). Entonces
G tiene un vértice aislado y no es un grafo {2}-romano, independientemente de la
eleccién de Gy. Luego I = 0.

Sea ahora G5 un grafo de un solo vértice. Si Ky = (), al igual que antes G tiene
un vértice aislado y por lo tanto no es un grafo {2}-romano. Por otro lado, si I = 0,
entonces GG es una clique de 2 vértices y por lo tanto un grafo {2}-romano.

Ahora sea G un grafo split sin vértices aislados; en particular, Ky # ). Dado que
I, = 0y |Ki| = 1, una particién split del grafo G también esta dada por (K3, LUK} ).

Ademads, G no tiene ningtin vértice aislado. Por el Lema 6 existe una -y poy-funcién
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f de G tal que f(K3) > 2. Dado que Ng(K;) = Ks, obtenemos que f(K;) = 0.
Asi, la restriccion de f a V(Gg) es una funcién {2}-romana dominante de Gy. De
manera similar, aplicando el Lema 6 a Gy = (K3, I3, ), existe una vy{poy-funcion
g de G5 con g(K3) > 2 que puede extenderse a una funcién {2}-romana dominante
de G asignando g(K;) = 0. Por lo tanto vira(G2) = Y2y (G).

Aplicando el Lema 7 con un razonamiento similar sobre los conjuntos dominan-
tes minimos de Gy y G, podemos deducir que v(Gs) = v(G). Usando estas dos
igualdades, obtenemos que G es un grafo {2}-romano si y sélo si G5 es un grafo
{2}-romano. O

Corolario 5. Sea Gy = (K1,0, FEy) y sea Gy = (K3, Iy, Eo) un grafo split sin vértices
aislados. Entonces Ns(G1,Gs) es un grafo {2}-romano si y sélo si Gy es un grafo

{2}-romano.

Demostracion. Aplicando el Lema 9 pueden anadirse iterativamente los vértices de
G a Gy. En cada paso, el grafo resultante es un grafo split sin vértices aislados, y

es un grafo {2}-romano si y sélo si G es un grafo {2}-romano. O

Con estos resultados, estamos en condiciones de enunciar y probar una caracte-

rizacién para los grafos split join {2}-romanos.

Teorema 8. Sean Gy = (K1, 11, E1) y Go = (Ka, I, Ey) grafos split sin vértices
aislados tales que ambos G1 y Gy son grafos {2}-romanos. Entonces Ns(G1,G2) es
un grafo {2}-romano si y sdlo si una de las dos condiciones siguientes se cumple:

uno de los conjuntos Iy, I es vacio, o |I| = 2 y |Is] > 2.

Demostracion. Sea G = Ng(G1, Ga). Primero supongamos que | ;| = 1 para algin j € {1, 2},
digamos j = 1, y que Iy # 0. Por el Lema 6, G5 admite una ~{goy-funcién f; tal que
fa(K3) = 2. Sea [ : V(G) — {0, 1,2} definida como

fo(u) siueV(Gy),
flu)y=+<1 siuel, y
0 en otro caso.
Nétese que f es una funcién {2}-romana dominante de G. Dado que G no tiene vérti-
ces aislados, por el Lema 7 existe un conjunto dominante minimo D de GG contenido
en K, U K,. Dado que I, # (), hay un vértice en D N K,. Por lo tanto, el conjunto
DNV (Gs) es un conjunto dominante de G y, dado que cualquier conjunto dominante

de G debe contener un vértice de Gy, concluimos que v(Gs) < |DNV(Gq)| < v(G) — 1.

Por lo tanto,
Vir2}(G) < f(G) = vray(G2) + 1 =279(G2) + 1 < 2(7(G) — 1) + 1 < 27(G),
es decir que G no es un grafo {2}-romano.
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Ahora supongamos que G no es un grafo {2}-romano y sea f una 7o -funcién
de G' como en el Lema 6. Si para cada j € {1,2}, la restriccién f; de f a V(Gj)
es una funciéon {2}-romana dominante de Gj, entonces y(ra(G;) < f;j(G;) para
j € {1,2}, y, dado que f(G) = f(G1) + f(G2) observamos que

29(G) > rey(G) = f(G) = f1(G1) + f2(G2) = Y(r2y (G1) + Virey(G2)
= 27(G1) + 2v(G2) = 29(G),

una contradiccién.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que f; no es una funcién {2}-romana
dominante de G;. Por el Corolario 5, I1 e I son no vacios. Dado que f; no es una
funcién {2}-romana dominante de G, existe un vértice x € V(G) tal que fi(z) =0
y fi(Ng,(z)) < 2. De hecho, debe ser x € Kj, ya que de lo contrario z € [; y
por lo tanto f(z) = fi(x) = 0y f(Ng(x)) = fi(Ng,(z)) < 2, lo que contradice el
hecho de que f es una funcién {2}-romana dominante de G. Resulta en particular
que f1(K7) <1 ya que Ky C Ng,[z]. Ademéas fi(v) > 1 para cada v € I, ya que
si fi(v) = 0 entonces f(v) = 0y f(Ne(v)) = fi(Ne,(v) < filK1) < 1, 1o que
contradice que f es una funcién {2}-romana dominante de G. Dado que f es como
en el Lema 6, f1(Ng,(u)N1I;) <1 para todo u € Ky, y dado que fi(v) > 1 para
todo v € I concluimos que |Ng, (u) N ;] < 1 para todo u € K. Luego se deduce
del Corolario 3 aplicado a G; que |I1]| < 1. Por lo tanto || = 1. O

3.3. Algunos grafos {2}-romanos primos

Como consecuencia del Teorema 8, es interesante considerar familias de grafos
que no pueden obtenerse como un split join de otros dos grafos. Diremos que estos
grafos son primos con respecto a la operacion split join.

Para determinar si un grafo split se puede descomponer en la split join de otros
dos grafos split mas chicos, alcanza con eliminar todas las aristas con ambos extremos
en la clique, y chequear si este nuevo grafo tiene al menos dos componentes conexas.

Esto nos lleva a la siguiente observacién:

Observacién 6. Reconocer si un grafo split G = (K, I, E) puede obtenerse como

un split join de otros dos grafos split puede hacerse en tiempo lineal.

A continuacién, estudiamos algunos grafos split {2}-romanos que son primos res-
pecto de esta operacion, es decir, que no se pueden descomponer como la split join de

otros dos grafos split. En particular, analizamos los grafos soles y sus complementos.

Para un entero t > 3, el t-sol que notamos S; es un grafo split de 2t vértices con
particion split (K, 1) donde K = {uy,...,u;} es una clique e [ = {wy,...,w;} es un
conjunto independiente tal que u; es adyacente a w; si y sélosii =joi=j+1
(mod t).
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Ejemplo 14. 3-sol y 4-sol

53 S4
Figura 3.2: S3 y Sy

Notar que los grafos t-sol tienen una unica particién split. En esta seccién ana-
lizamos los grafos {k}-romanos dentro de estas clases.
A partir de la caracterizacién obtenida en el Capitulo 2, un primer abordaje es

el de considerar grafos S; que sean fuertemente compatibles con algtin hipergrafo.

Observaciéon 7. FEl ciclo Cy es un hipergrafo 2-uniforme tal que Sy es fuertemente

compatible con Cj.

Haciendo uso de esta observacién, primero demostramos que para enteros k > 2
y t >3, S es {k}-romano si y s6lo si k =2y t es par.

Teorema 9. Para cada enterot > 3, se cumple lo siguiente.
1. El grafo S; es un grafo {2}-romano si y sdlo si t es par.
2. El grafo Sy no es un grafo {k}-romano para ningin k > 3.

Demostracion. Dado que el ciclo C; tiene un matching perfecto si y sélo si t es par,
el primer item se deduce directamente de la Observacién 7 y el Teorema 5.

Sea ahora k > 3. Por el Lema 1, cada grafo {k}-romano es un grafo {k — 1}-
romano, pero ningin S; con t impar es un grafo {k}-romano, ya que no es {2}-
romano, por el primer {tem. Supongamos ahora que t > 4 es par, sea (K,I) la
particién split de Sy, sea u cualquier vértice en K y consideremos la funcion f :
V(Sy) — {0,1,2} tal que f(v) = 1siv e IU{u}y f(v) =0 en otro caso. Dado
que cada vértice en K tiene dos vecinos en I y o bien es u o es adyacente a u, f
es una funcién de dominacién {3}-romana con peso f(S;) = t + 1. Por lo tanto,
Yir3y(St) < t + 1. Por otro lado, de la Observaciéon 7 y el Lema 4, obtenemos
V() = p(Cy) = [5]. Se deduce que Yirs}(Se) # 37(S:), ya que t +1 < 35 = 37(Sy).
Por lo tanto, dado que para t par ningin S; es un grafo {3}-romano, ningin S; es

un grafo {k}-romano para k > 3 por el Lema 1. O

Mas aun, para S; podemos calcular sus niimeros de dominacién y de dominacién

{2}-romana.
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Lema 10. Sea S; un t-sol. Entonces v(S;) = [%} Y Y(r2y(St) = t.

Demostracion. Como un ciclo C} es un hipergrafo 2-uniforme y el grafo ¢-sun S; es
fuertemente compatible con Cy, del Lema 4 surge que 7(S;) = p(C;) = [£]. Por otro
lado, del Lema 3 yray (S:) = [V(Cy)| = t. O

Ahora dirijamos nuestra atenciéon a los complementos de los S;. De la misma for-
ma que para S, vale la pena considerar si la caracterizacion obtenida en el Capitulo 2
puede aportar a esta clase. Sin embargo los grafos S, son fuertemente compatibles
con hipergrafos ¢ — 2 uniforme. Esto s6lo nos permite decir que S; no es {t — 2}-
romano (y luego no es {k}-romano para cualquier k > t—2) pero igualmente debemos

considerar si el grafo es {2}-romano.

Ejemplo 15. Grafos S3 y S,.

S _

Figura 3.3: Sy y Sy

De la misma forma que para S;, se tiene la siguiente observacién.

Observacién 8. Sea t > 3. El grafo S; es un grafo fuertemente compatible con un
hipergrafo (t — 2)-uniforme con conjunto de vértices K. Mas aiun, este hipergrafo es
una generalizacion un ciclo, en el cual las aristas pueden ordenarse de manera que
fi=Avi,.. ., vis—a} parai =1,...,t considerando en los subindices de los vértices
congruencia modulo t. Es decir que dos aristas consecutivas tienen t — 3 vértices en

coman.

El hipergrafo (¢ — 2)-uniforme de la Observacion 8 tiene ¢ vértices y, por lo tanto,
solo puede tener un matching perfecto si ¢ es un multiplo de ¢ — 2. Dado que este
no es el caso para ningin ¢ > 5, la Observaciéon 8 y el Teorema 5 implican que para
todo t > 5, el grafo S; no es {t — 2}-romano (y, por lo tanto, tampoco {k}-romano

para ningin k > ¢ — 2, por el Lema 1). Veamos esto en un ejemplo.

Ejemplo 16. S5 fuertemente compatible con H.
H es un hipergrafo 3-uniforme con vértices. Claramente este hipergrafo no tiene

matching perfecto. Esto nos dice que Ss no es un grafo {3}-romano.

En el siguiente teorema, reforzamos esta observacién mostrando que, para enteros
kE>2yt >3 el grafo S; es {k}-romano si y s6lo si k = 2yt € {4,5}. La

demostracion del teorema se basara en el siguiente lema.

52



3.3. ALGUNOS GRAFOS {2}-ROMANOS PRIMOS

-
Ss H oo
s [ ] S0
o’ L R Y
¢ | p— ENIRN
’ PR N [SRY
~
s ¢ ~ N AN
.‘.\, \‘\ .\\
. R 1} 1
.
e Vit
THL] ' 1
) ) ’ 1
W ’ 1
AN \J ’ 1
. \\ [} ~ ’
’
DI IR P 'I
~ \>¢. v
S -" ~ s

Figura 3.4: S5 fuertemente compatible con H.

Lema 11. Sit > 5, entonces y(S;) = 2.

Demostracion. Sea (K, I) la particién split de S;. Dado que S; no tiene vértices
aislados, S; no tiene vértices universales y por lo tanto v(S;) > 1. Sean vy, v, dos
vértices en I que no tienen vecinos en comun en S; y consideremos el conjunto de
vértices D = {v1,v,} de S;. Nétese que, en Sy, el vértice v; es adyacente a todos los
vértices excepto a sus dos vecinos en .S;. Ademas, dado que vy no tiene vecinos en
comun con v; en Sy, el vértice vy es adyacente en S; a los no vecinos de v;. Por lo

tanto, D es un conjunto dominante en .S, lo que implica que v(S;) = 2. O

Teorema 10. Para cada enterot > 3, se cumple lo siquiente.
1. El grafo S; es un grafo {2}-romano si y sélo sit € {4,5}.
2. El grafo S; no es un grafo {k}-romano para ningin k > 3.

Demostracion. Para t = 3, es facil verificar que 7{32}(5_3) <4 <6 =27(S3). Por lo
tanto, por el Lema 1, S3 no es {k}-romano para ningtin k > 2.

Para t = 4, S, es isomorfo a Sy, v es claro del Teorema 9 que S, es un grafo
{2}-romano y no un grafo {k}-romano para ningin k > 3.

Supongamos que t = 5. Para demostrar la primera parte de la afirmacién, ob-
servemos que por el Lema 11 v(S5) = 2, por lo tanto mostrar que S5 es un grafo
{2}-romano es equivalente a mostrar que Y{zz}(S5) > 4. Para ello, sea (K,I) la
particién split de Ss. Por el Lema 6 sabemos que existe una Yir2y-funcion f de Ss
que asigna un peso de al menos 2 a K.

Supongamos primero que existe v € K con f(v) = 2. Entonces, existen exac-
tamente dos vértices z,y € I que no son adyacentes a v en Ss. Dado que por la
definicién de una funcién {2}-romana dominante, necesitamos un peso de al menos
2 en N[{z,y}], concluimos que en este caso Y{rz}(S5) = f(55) = 4.

Supongamos ahora que existen vy, vy € K con f(v1) = f(ve) = 1, y notemos que
vy y vy pueden tener uno o dos vecinos comunes en /. Consideremos primero el caso

en que tienen 2 vecinos comunes en /. Entonces existe z € I que no es adyacente ni
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a v; ni a v9. Ademds sea y; adyacente a vy pero no a vs, € Yo adyacente a vy pero
no a vy, como se ve en la Figura 3.5.

Ahora, o bien f(N[z]) > 2, en cuyo caso (g} (S5) = f(S5) = 4, o bien f(z) = 1.
En ese caso, dado que vy € Nyi] y f(v1) =1, f(N]y1]) = 2 (yasea f(y1) = 1, 0
que otro vecino de y; tiene un peso de al menos 1) donde y; es uno de los vecinos
no comunes de v1. Asi que en este caso y{ Rg}(g) = f(S5) > 4 también.

Por 1ltimo, consideremos el caso en que tienen un vecino comun en /, y deno-
temos por z;, i € {1,2,3,4}, los vértices restantes en I. Ahora cada x; o bien tiene
un peso de al menos 1, o hay un vértice distinto de v; y vy en su vecindad que

tiene un peso de al menos 1. Dado que los x; no tienen un vecino comun, necesi-

4
tamos un peso de al menos 2 en (|J N[z;]) \ {v1,v2}, lo que de nuevo resulta en
i=1

Yir2y(S5) = f(S5) > 4.

Para la segunda parte de la afirmacion, por la Observacion 8 S5 es fuertemente
compatible con un hipergrafo 3-uniforme. Entonces, del Teorema 5, Ss no es un grafo
{3}-romano ya que este hipergrafo no tiene un matching perfecto como se menciona
en el Ejemplo 16. Nuevamente por el Lema 1, S5 no es un grafo {k}-romano para
ningin k > 3.

Finalmente, consideremos el caso t > 6. Ahora, sea (K, I) la particién split de S;.
Dado que t > 6, siempre podemos elegir vértices x,y, z € I tales que ningin par de
ellos tiene un vecino comtin en S;. Sea f : V(S;) — {0, 1,2} tal que f(z) = f(y) =
f(z) =1y f(v) = 0 en otro caso. Notar que, si v € K entonces v es adyacente
en S; a al menos dos vértices entre z,y, y 2, por lo tanto f(N(v)) > 2. Luego si
v € I\ {z,y,2} entonces, dado que I es una clique en Sy, el vértice v serd adyacente
en S; a los vértices x,v, 2, es decir, f(N(v)) = 3. Por lo tanto, f es una funcién
{2}-romana dominante de Sy, lo que implica (g2} (S;) < 3. Del Lema 11 se deduce
que S; no es un grafo {2}-romano, ya que y{roy(S;) < 3 < 4 = 27y(S;). Resulta por

el Lema 1 que S; no es un grafo {k}-romano para ningtin k > 2. O

Figura 3.5: Ss.

Los resultados en este capitulo fueron publicados en [6].
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Capitulo 4

Avances en dominacion

{2}-romana

Por ser dentro de las variantes “romanas”de la dominacion la primera en definirse
en [10], la dominacién {2}-romana es la variante méas estudiada hasta el dia de hoy.
Desde su definicién en [10], donde también se prueba que el problema de decisién
asociado D2R pertenece a la clase NP-c para grafos en general, la complejidad
computacional del problema se ha estudiado para multiples clases de grafos [11, 36,
37]. En este capitulo presentamos nuestro aporte sobre la complejidad computacional
de este problema en algunas otras clases de grafos.

Comenzamos este capitulo presentando los resultados de NP-completitud, con
una nueva reduccién de D2R a DOM, significativamente més sencilla que la reduc-
cién a 3-SAT que se presenta en [10].

Como se mencioné anteriormente, D2R es también conocido como el problema
de dominacién italiana. En [10] prueban que el nimero de dominacién {2}-romana
coincide con el nimero de dominacion 2-rainbow en grafos drboles. Como el problema
de dominacién 2-rainbow es lineal en arboles [9], resulta que D2R es lineal en drboles.
De la misma forma, D2R es resoluble en tiempo lineal para las clases de grafos con
cliquewidth acotado por una constante [2]. Adem4s, es interesante disenar algoritmos
que permitan calcular el nimero de dominacién {2}-romana independientemente de
otros parametros de dominacién, y que permitan también obtener una funcién {2}-
romana dominante 6ptima asociada.

Por otro lado, tanto DOM como D2R son polinomiales en cografos [26, 33]. Los
cografos no tienen P,’s inducidos y se pueden descomponer modularmente a través
de uniones y joins de otros cografos. Muchas superclases de estos son estudiadas
en la literatura, y de ellos se conoce su descomposicion modular. En este capitulo
pretendemos extender los resultados de D2R para cografos que se encuentran en
[33] a varias de estas superclases.

En la Seccién 2 presentamos algoritmos eficientes que derivan polinomialidad de

D2R en ciertas clases de grafos. En la primera subseccién analizamos el niimero de
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dominacién {2}-romana en distintas operaciones. Estas operaciones estdn relacio-
nadas con una descomposicién para los grafos orugas (una subclase de los grafos
arboles) y con la descomposicién modular.

En la subseccién siguiente, primero nos restringimos especificamente a la clase de
grafos orugas. A partir de los nimeros de dominacién {2}-romana para caminos, y
de una adecuada descomposicién, presentamos un algoritmo eficiente para calcular
el nimero de dominacién {2}-romana en orugas.

Luego nos concentramos en los médulos indescomponibles que se obtienen al
realizar la descomposicién modular de ciertos grafos con pocos P4’s inducidos. Esto
deriva en el célculo del nimero de dominacién {2}-romana en cografos y otras su-
perclases con pocos P, como subgrafos inducidos, lo cual nos permitird mostrar que

el problema se mantiene polinomial incluso hasta grafos partner limited.

4.1. Resultados de NP-completitud

Si bien D2R es NP-completo en grafos generales, en [10] la reduccién se hace
desde el problema 3-SAT. En la misma, a partir de una instancia de 3-SAT con 3¢
literales y ¢ clausulas, se construye convenientemente un grafo bipartito a partir de
¢ ciclos de 6 vértices (Cg) con dos vértices extra y ciertas aristas relevantes. En esta
seccion, proponemos una reduccion alternativa y mas sencilla a DOM.

Dado que la transformacién utilizada en la reduccién consiste en anadir vértices

pendientes, presentamos un resultado simple que sera ttil en las demostraciones.

Proposiciéon 7. Sea G' un grafo, entonces existe una Yiray-funcién de G, asigna

peso al menos 1 a todo vértice pendiente de G.

Demostracion. Sean v; con ¢ = 1,...,k los vértices pendientes en G, y sea g una
funciéon {2}-romana dominante de G que no verifica g(v;) < 1 para todo i. Es
decir, supongamos que existe v; con g(v;) = 2 y u; el Unico vecino de v; para
algin ¢ = 1,..., k. Luego la funcién f : V. — {0,1,2} que asigna f(u;) = 2y
f(v;) =0parai=1,...,k, vy g(z) = f(x) para cualquier otro vértice es una funcién
{2}-romana dominante de peso menor o igual que w(g) = 7Y{r2}(G). Por lo tanto,

w(f) = vr2y (G). 0

Teorema 11. D2R es NP-completo para grafos en general.

Demostracion. Dado un grafo G' con n vértices, V(G) = {v1,--- , v, }, consideremos
el grafo G’ con conjunto de vértices V(G') = V(G) U {wy, - ,w,} y conjunto de
aristas E(G') = E(G) U {vyw; : i € {1,--- ,n}}. Es decir, anadimos n vértices
pendientes a GG. Luego G tiene un conjunto dominante de cardinal a lo sumo s si y

sélo si G’ tiene una funcién {2}-romana dominante de peso a lo sumo s + n.
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Supongamos que G tiene un conjunto dominante D de cardinal a lo sumo s.
Consideremos la funcién f que a cada vértice en V(G’) asigna un valor en {0, 1, 2},
definida por f(u) = 1siu € D, f(u) = 0siu € V(G)\ D,y f(w;) = 1, para
1=1,...,n.

Tomemos u € V(G’) con f(u) = 0. De la definicién de f, u € V(G) \ D entonces
u = v; para algun i = 1,...,n y ademds, u tiene un vecino v € D (ya que D es un
conjunto dominante en G). Como f(v) =1y f(w;) = 1, tenemos f(Ng/(u)) > 2.
Por lo tanto, f es una funcién {2}-romana dominante de G’ con peso |D|+n < s+n.

Por otro lado, supongamos que G’ tiene una funcién {2}-romana dominante f
de peso a lo sumo s+n. De la Proposicién 7, consideramos f tal que f(w;) < 1 para
todo i = 1,...,n. Ahora, consideremos el conjunto D = {v € V(G) : f(v) # 0}.

Para cualquier vértice v; € V(G)\ D, tenemos f(v;) =0y f(Ne (v;)) = 2. Dado
que f(w;) =1, tenemos f(u) # 0 para algin v € Ng(v) lo que implica u € D. Por
lo tanto, D es un conjunto dominante de G. Resulta a partir de nuestra suposicion
que el cardinal de D es a lo sumo el peso de f menos n, es decir s +n —n = s.

O

Ejemplo 17. Reduccion de D2R a DOM.

Para el grafo G, el grafo G' que se construye en la demostracion del Teorema 11
se obtiene de anadir n vértices pendientes.

También se muestra la asignacion de pesos de una funcion {2}-romana domi-
nante para G', que verifica la condicion de la Proposicion 7. Notemos que, a partir
de esta funcion {2}-romana dominante de G' se obtiene un conjunto dominante (en
celeste) del grafo G, que corresponde a los vértices de G a los cuales la funcion
astgna peso 1.

1
G/
G 0
1 1
1 0
0 1
1 1

Figura 4.1: G y G’ en la demostracién del Teorema 11.

Corolario 6. D2R es NP-completo en cada clase de grafos que sea cerrada bajo la
adicion de vértices pendientes y para la cual DOM sea NP-completo. En particular,
en grafos cordales* [7], grafos bipartitos planares® [12], grafos bipartitos cordales®
[35].

1Un grafo es cordal si todo ciclo de al menos 4 vértices tiene una cuerda.
2Un grafo es planar si existe una representacién en la que no se intersequen aristas.
3Un grafo es bipartito cordal si todo ciclo de al menos 6 vértices tiene una cuerda.
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4.2. Algoritmos eficientes

4.2.1. Dominacién {2}-romana y operaciones en grafos

En esta subseccién presentamos los resultados que permiten calcular el nimero
de dominacién {2}-romana en grafos que se obtienen mediante la aplicacién de una
determinada operacion, resultados que a continuacién nos permitiran abordar el
estudio sobre varias instancias atin no estudiadas en la literatura.

Comenzamos con un lema general, que vale para cualquier grafo.

Lema 12. Sea G un grafo, v € V y f = (Vo, V1, Va) una y{ray-funcion de G con
v € Vy. Entonces yroy(G) = > Yiroy(Gr), donde cada Gj es una componente
k

coneza de G\ {v}.

Demostracion. Notemos que, para u € Ng(v) N Vo, f(Ne(u)) = f(Ng(u) \ {v}) =

F(Nengoy(uw)) = 2. Es decir que (Vo \ {v}, Vi, V2), es una funcién {2}-romana domi-

nante de G'\ {v} de mismo peso que f. Entonces resulta v(ro (G \ {v}) < v(ryy(G),

y dado que v{poy (G \ {v}) = >_ V(r2}(Gk), la desigualdad queda demostrada. [
k

Para el estudio del nimero de dominacién {2}-romana en orugas, nos intere-
sard descomponer las mismas en orugas mas pequenas. Una de las operaciones que
emplearemos para esto es la operacion suma 1-clique.

La suma 1-clique de los grafos G y H, que notamos G @ H, se obtiene a partir

de la unién entre G'y H, identificando un vértice de G con un vértice de H.

Ejemplo 18. Suma 1-clique

Gy Go G & Gs

C T

Figura 4.2: Suma 1-clique.

Proposicion 8. Sean G y H grafos,

Yr2} (G) + Yir2y (H) — 2 < yroy (G @ H) < Yiroy (G) + Yiroy (H).

Demostracion. Por simplicidad llamemos v al vértice en V(G) y al vértice en V(H)
que se identifican en G @ H.
Para la cota superior, sean g y h 7yrzy-funciones de G y H respectivamente. Sea

f:V(Ge H) — {0,1,2} tal que

g(u) si weV(G)\ {v}
flu) = h(u) sio weV(H)\{v}
méax{g(v),h(v)} =i u=wv.
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Luego f es una funcién {2}-romana dominante de G & H de peso

w(f) = ’V{Rz}(G> —g(v)+ ’Y{R2}(H) — h(v) + max{g(v), h(v)} < ’Y{RQ}(G) + ’Y{RQ}(H)

Por lo tanto v{poy (G ® H) < v(ry(G) + v{rey (H).

Para la cota inferior, sea ahora f una ~ygo)-funcién de G ® H, y consideremos
los posibles valores de f(v).

Si f(v) # 0, las restricciones de f a V(G) y V(H) son respectivamente funciones
{2}-romana dominantes de G y H, es decir que v(ray(G) < w(fle) ¥ vry(H) <
w(flm) luego

Y2y (G) + vrey (H) S w(fle) +w(fln) = w(f) + f(v) < yroy (G ® H) + 2.

Si f(v) =0, consideramos la funcién g sobre V(G) que asigna peso 1 a vy f(u)
al resto de los vértices. Esta funcién es una funcién {2}-romana dominante de peso

w(g) = w(f|g) + 1. Andlogamente consideramos la funcién h sobre V(H), entonces

Yir2y(G) + virey (H) < w(fl) +w(flu) +2=w(f) +2 < yry (GO H) + 2.
O

Notemos que, en el caso en que G y H son caminos, si se identifican extremos del
camino, la suma 1-clique resulta un camino. Mas especificamente, la suma 1-clique
de dos caminos P, y P,, en los cuales se identifican hojas, es un camino de n+m —1
vértices. A partir de la férmula que se conoce para el nimero de dominacién {2}-
romana de caminos, surgen las siguientes observaciones que seran de utilidad para

calcular el nimero de dominacién {2}-romana en orugas.

Observacion 9. 1. Si los vértices que se identifican son hojas, el numero de

dominacion {2}-romana de la suma 1-clique de caminos P, y P, conn,m > 1

es iqual a { 5

2. Para un camino P, conn > 1, sabemos que 7{32}(Pn) = (”THW [10]. Luego es
claro que

Yir2y(Pn) +1 si n es impar

Yirzy (Pr) si n es par.

”Y{RQ}(PnH) = {

Ademas, para caminos, las funciones {2}-romana dominantes verifican las si-

guientes propiedades.
Proposicion 9. Sea P, un camino,

i. Sin es par, existe una yiray-funcion de P, f = (Vo, V1, Va) tal que o up—y € V)
(y asi u, € V1) o up_1 € Vo (y asi u, € V).

i Sin > 5 es impar, una Yyiroy-funcion de P, es unica y satisface Vo = 0 y
{uy,u,} C V4.
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Demostracion. Denotemos P, = uy, ug, -+ , Up.

7.

En ambos casos, las funciones se obtienen considerando u; € V para cada 7
impar salvo ¢ = n — 1y u; € V) para cada j par salvo j = n. En el primer

caso, Up_1, U, € V1, y en el segundo caso u,_1 € Vo y u, € V.

La funcién f = (Vp, Vi, Va) en este caso se obtiene considerando u; € Vj para

cada i y u; € Vi para cada j par.

Es claro que no existe otra 7y;goy-funcién con V5 = ). Para demostrar que f es
la inica y(poy-funcién de G, supongamos que existe g = (Vo, V1, V2) una yipoy-
funcién de P, tal que u; € V, para algin ¢ € {1,...,n}. Luego, los vecinos de
u; estan en Vj y la restriccién de g al subgrafo G = P, — N[v;] es una funcién
{2}-romana dominante de G. Consideremos los posibles valores de i:

Sii=1017=mn,G esun camino de n — 2 vértices, luego la restriccion de g a

G tiene peso al menos "= y w(g) = "T*?’

5 , lo que contradice que g sea de peso

minimo.

Sii=20i1=n—1, G es un camino de n — 3 vértices. y la restriccion de g a
G tiene peso al menos anz Al igual que en el caso anterior, esto contradice la

minimalidad de g.

Sii e {3,...,n—3}, G eslaunién disjunta de dos caminos de m; y ms vértices

tales que m; + my = n — 3. Entonces, la restriccién de g a G tiene peso al

menos |2t 4 matly o mitmet2 _ nol Al joya] que en los casos anteriores
2 2 | X 2 2 q ,

esto contradice que g sea de peso minimo. Por lo tanto, V5 = () y la funcién f

es unica.

O

En lo que sigue nos enfocaremos en las operaciones de grafos relacionadas con la

descomposicion modular, la union de grafos y el join de grafos.

Observacién 10. De la definicion de union y la Proposicion 5 sigue que y{ra(G1U

G2) = g2y (G1) + Y(r2y(G2) para Gy y Go cualesquiera.

Para el join de grafos, es claro que v{poy(G1 A G2) < min{v{r2}(G1), Vir2}(G2)}

para G; y Go no triviales. En lo que sigue mostraremos cémo calcular exactamente
el valor de y(p2y(G1 A G2).

Teorema 12. Sean Gy y G grafos con |V (G;)| =2 parai=1,2 y

m = min{y(r2y(G1), Yr2} (G2)}. Entonces
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Yir2y(G1 A Ga) = 2 si y sélo sim = 2;

2. vry(G1AGy) = 3 siy solo sim =3 o, m =4 yv(G;) = 2 para algini = 1,2;

8. Yroy(G1 NG2) = 4 siy solo sim >4 y~(G;) > 2 para ambos i = 1,2.



4.2. ALGORITMOS EFICIENTES

Demostracion. 1. Sea vy (G1 A G2) = 2y g = (Vo, Vi, V) una ~ypay-funcién
de G; A Gy. Como |V (G;)| = 2 para i = 1,2, resulta m > 2. Si Vo, = {v}
para algiin v € V(G1) U V(Gs), cualquier otro vértice en V(Gy) U V(G3) es
adyacente a v, entonces v es un vértice universal en G; A G5. Ademas, v es
un vértice universal en G; para algin 7, y por lo tanto v{pe(G;) = 2 para
dicho i, lo que implica m < 2. Supongamos ahora que Vo = 0, V; = {u,v} y
u,v € V(G;) para algin i, entonces todo vértice en V(G;)\ {u, v} es adyacente
a ambos u y v. Por lo tanto, y¢goy(G;) = 2 por lo que resulta m < 2. Si por el
contrario, u € V(G1) y v € V(G2), todo vértice en G; es adyacente a u 'y todo
vértice en G5 es adyacente a v. Asi, tanto u como v son vértices universales

en Gy y Gy respectivamente, por lo tanto yiroy (G1) = Yir2 (G2) = 2.

Para la reciproca, es claro que, si 1 < yiroy(G1 A G2) < Yiroy(G;) para cada i,
Vir2}(G1) = 2 (0 Yr2}(G2) = 2). Por lo tanto y{ro} (G1 A Ga) = 2.

2. Sea Y(r2y(G1 AN G2) =3y g = (Vo, V1, Va) una vy{pey-funcién de (G1 A G). Del
ftem anterior, (g2} (G;) > 2 para ambos i. Consideremos las posibles funciones

asignaciones de g.

» Si Vo # 0, Vo = {v} para algin v y V; = {u} para algin u. Supongamos
sin pérdida de generalidad que {u,v} C V(G;). Entonces la restriccién
de g a V(G1) es una funcién {2}-romana dominante de G, implicando
Y¢r2}(G1) = 3, y por lo tanto m = 3. Si, por el contrario v € V(Gy)
y u € V(G,), todo vértice de G distinto de v es adyacente a v, lo que
implica que v es universal en Gy, entonces y{go} (G1) = 2 lo cual contradice

la hipotesis.

» Si V) =A{u,v,w}yuv,we V(G;) parai =1 o i = 2, entonces nueva-
mente la restriccién de g a V(G;) es una funcién {2}-romana dominante

de G, implicando 7Y{g2y(G;) = 3 y por tanto m = 3.

» Si V) = {u, v, w} supongamos sin pérdida de generalidad que u,v € V(G})
y w € V(Gy). Como todo vértice en Gy es adyacente a w, todo vértice en
(1 debe ser también adyacente a u o v. Entonces {u,v} es un conjunto
dominante en G, concluyendo que v(G1) = 2. Més ain, 7(G1) no puede
ser igual a 1 ya que en ese caso (G; tendria un vértice universal lo que

implicarfa v{g2y(G1) = 2, una contradiccion.

Para probar la reciproca, supongamos primero que m = 3 (sin pérdida de
generalidad y(p2y(G1) = 3). Entonces una 7¢goy-funcion de Gy se extiende a

una funcién {2}-romana dominante de G A G y resulta yyroy (G1 A G2) < 3.

Ahora supongamos m > 3. Sin pérdida de generalidad, sea v(G1) = 2, {u, v}
un conjunto dominante para Gy y sea w € V(G2). Notemos que todo vértice

en V(G1) es adyacente en G; AGy aw o vy también es adyacente a w. Ademaés,
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todo vértice en V(G2) es adyacente a ambos u y v. Entonces la funcién que
asigna 1 a w, v y w, y asigna 0 a todos los demés vértices en V(G; A G3)
es una funcién {2}-romana dominante de G; A Gy con peso 3, por lo tanto
’}/{RQ}(Gl A Gg) < 3.

Sin embargo, Yira}(G1 A G2) > 2. De lo contrario Gy A G, y también G; para
i = 1,2, tendrfa un vértice universal por lo que Y{p2y(G1) = Y{r2}(G2) =2 <

m, una contradiccion.

3. De los item anteriores, yiro}(G1 A G2) = 4. Sea v € V(Gy), v € V(Gs) y
consideremos la funcién f = (0,0, {u,v}). De esta forma, f es una funcién
{2}-romana dominante de G; A G2 ya que todo vértice en V' (G1) es adyacente
a vy todo vértice en V(G3) es adyacente a u. Como f tiene peso 4, resulta
que Yiro} (G1 A G) = 4.

O

Ademas del join y la union, al analizar los médulos indescomponibles de ciertas
clases de grafos serd importante contar con el siguiente resultado en relacién al
complemento de un grafo.

Proposicién 10. Sea G un grafo conexo con |V| > 3 y §(G) = 1. Entonces

V{r2}(G) = 3.

Demostracion. Sea v € V con d(u) = 1 y sea v el dnico vecino de u. Entonces
f = (V\{u,v},{v},{u}) es una funcién {2}-romana dominante de G ya que el
tinico no vecino de u en G es v. Por lo tanto, ypsy (G) < 3.

Para probar la desigualdad opuesta, procedemos por contradiccion. Supongamos
que vy Rg}(@) = 2, luego G tiene un vértice universal o dos vértices que son adya-
centes a todos los deméds vértices. Si G tiene un vértice universal, G tiene un vértice
aislado, lo que contradice 6(G) = 1. Supongamos que G tiene dos vértices, digamos
x, z no adyacentes entre si, pero ambos adyacentes al resto de los vértices. Luego
en GG, r y z son adyacentes entre si, pero no adyacentes a ninguno de los otros
vértices, es decir que G es no conexo, lo que contradice la hipdtesis. Por lo tanto,

’}/{Rg}(G) > 3. Il

Ahora nuestro enfoque esté orientado a calcular el nimero de dominacién {2}-
romana en los médulos indescomponibles que puedan aparecer en la descomposicion
modular. En particular para los cografos, cada médulo es un grafo con un tnico
vértice. Es claro que un grafo G tiene nimero de dominacién {2}-romana igual a 1
siy sélosi |[V(G)| = 1.

Sin embargo, en clases mas grandes los mdédulos pueden ser grafos no triviales,
algunos conocidos y otros que se obtienen a partir de otras operaciones como el

anadido de vértices pendientes y el anadido de mellizos.
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Dos vértices u, v se dicen mellizos si las vecindades cerradas coinciden. Esto es,
N[u] = NJv]. Luego, decimos que u y v son mellizos verdaderos si u'y v son vecinos
entre si y mellizos falsos si no lo son. Es decir, u y v son mellizos verdaderos (falsos)
si N[u] = N[v] (N(u) = N(v)).

Dado un grafo G y un vértice v € V', consideremos ahora la operacion que anade
a GG un nuevo vértice v, de manera que v y v son mellizos en el grafo resultante,
que notamos G ~ v. Si es necesario especificar que mellizo es verdadero (falso) lo

notamos G ~r v (G ~p v).

Ejemplo 19. Mellizo verdadero y mellizo falso.
Para un mismo grafo G y un vértice v, se muestran los grafos G ~r v y G ~p v
que se obtienen de anadir el mellizo verdadero o falso de v, que notamos v respecti-

vamente.

G GNTU GNFU

Figura 4.3: Adicién de un mellizo verdadero y de un mellizo falso.

En relacién al nimero de dominacién {2}-romana cuando se anade un mellizo

podemos probar:

Proposicién 11. Sea G un grafo y v € V(G). Si existe una yiray-funcion de G tal
que v ¢ Vi, entonces Yiray (G ~ v) = Yroy(G). En el caso contrario, viray(G) <
’7{R2}(G ~ U) < ’y{RQ}(G) + 1.

Demostracion. Sea g una y(go-funciéon de G ~ v. Notemos que g(v) + g(0) < 2,
de lo contrario g no es de peso minimo (la funcién g tal que g(v) = g(v) = 1y
g(u) = g(u) para todo otro u € V(G) es una funcién {2}-romana dominante de
G ~ v con w(g) < w(g). Entonces definimos f sobre V tal que f(v) = g(v) + g(?)
y f(u) = g(u) para w € V y u # v. Es claro que f es una funcién {2}-romana
dominante de G' con peso Yypo}(G ~ v). Por lo tanto, y{poy (G ~ v) = Y{ra}(G).
Ahora, para probar la igualdad, sea f una 7{go-funcién de G. Si f(v) = 0, como
todo vecino de v en G es también vecino de v, podemos extender f a una funcion
{2}-romana dominante de G ~ v con peso Yira(G). Si f(v) = 2, definimos una
funcién g tal que g(v) = g(v) = 1y g(u) = f(u) para todo otro u € V(G). Como

todo vecino w de v con g(w) = 0 es también vecino de 0, se cumple que g(N(w)) > 2
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y g es una funcién {2}-romana dominante de G ~ v con w(g) = Y{re}(G). Resulta
Vir2} (G ~ v) < Y(r2}(G) y por lo tanto, yiray (G ~ v) = Y(r2y(G).

Para probar las desigualdad restante, supongamos que toda 7;gg-funcién de G,
digamos f, asigna 1 a v. Entonces podemos definir una funcién g sobre G ~ v
asignando ¢(v) = 1y g(u) = f(u) para todo u € V(G) y obtener una funcién
{2}-romana dominante de G ~ v con g(G ~ v) = Y{ro}(G) + 1, lo que implica que
Vw2 (G~ v) < Ymoyp(G) + 1. O

Respecto a la adicién de vértices pendientes en un grafo, por un lado la Proposi-
cién 7 asegura que existe una 7y poy-funcion que asigna a lo sumo 1 a cada pendiente.

Utilizando este resultado, podemos probar la siguiente proposicion.

Proposicién 12. Sea G un grafo, v € V(G) y HV el grafo que se obtiene de G al
anadir un vértice pendiente a v. Entonces

Yirey (G) < Yimy (H') < oy (G) + 1.

Demostracion. Sea w el vértice (pendiente) adyacente a v en HY. Claramente, si
[ = (Vo, Vi, V3) es una 7qpoy-funcién de G, (Vy, Vi U {w}, V3) es una funcién {2}-
romana dominante de H". Entonces yro} (H") < v(roy(G) + 1.

Consideremos ahora una 7ygey-funcién de H", digamos h, que asigna a lo sumo
peso 1 a w (que existe por Proposicién 7). Si h(w) = 0, entonces la restriccién de h
a G es una funcién {2}-romana dominante de G' con peso y(roy (H").

Si por el contrario, h(w) # 0 (es decir que h(v) # 2), podemos definir una funcién
{2}-romana dominante de G, digamos f, del mismo peso simplemente transfiriendo
h(w) a h(v). Observemos que h(v) + h(w) < 2 porque el peso de la funcién h es
minimo y v es el tinico vecino de w. Entonces f es una funcién {2}-romana dominante

de G con peso Y(roy(H"), lo que implica que Y(ro (G) < Yyroy(H"). O

Més atn, si existe una y(po-funcién f de G tal que f(v) = 2, es claro que
Yir2y(G) = Y{rey(H"). Sin embargo la reciproca no es cierta, como puede verse al
considerar P, y v un vértice de grado 1. En efecto, Py = Ps5 'y v{roy(Ps) = Yiro} (F5).

El siguiente resultado presenta una cota inferior que sera de utilidad al considerar

familias de grafos con multiples vértices pendientes.

Proposicién 13. Dado G = (V, E) un grafo sin vértices pendientes, S CV y HY el
grafo que se obtiene de G al agregar vértices pendientes a cada vértice del conjunto
S. Entonces vypay(H®) > |S| + 1.

Demostracién. Llamemos respectivamente v; v u;, al vértice pendiente en H® y
a su vecino, para cada i = 1,...,]S|. Sea f una 7y{pe-funciéon de H*. Notemos
que para cada i = 1,...,[S|, f(N[v]) = 1, y si f(N[v]) = 1 entonces f(v;) = 1.

Luego, como las vecindades de los vértices pendientes son disjuntas dos a dos resulta
S|

w(f) = ;f(N[Ui]) > [S].
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Ahora supongamos que Yip2}(H®) = |S|. Luego f(v;) =1y f(u;) = 0 para cada
i=1,...,]5|. Es decir que f(N(u;)) < 2 lo cual contradice que f es una funcién
{2}-romana dominante de H®. Por lo tanto, v{roy(H®) > |S| + 1. O

4.2.2. Dominacién {2}-romana en clases particulares de

grafos

4.2.2.1. Orugas

Una clase de grafos que suele considerarse a la hora de construir algoritmos, es
la clase de grafos arboles. Si bien se conoce de [9] que D2R en grafos &rboles es
resoluble en tiempo polinomial, el algoritmo que lo demuestra requiere del calculo
de otro nimero de dominacién (ninguno de los mencionados anteriormente). En
esta seccion presentamos un algoritmo alternativo que sélo depende del nimero de
dominacién {2}-romana.

Comenzamos considerando una subclase de los grafos arboles, los grafos oruga,
para los cuales obtenemos un algoritmo a través del cual es posible calcular el nimero
de dominacién {2}-romana en tiempo polinomial. Para esto primero analizamos
algunas caracteristicas de las funciones {2}-romanas dominantes en orugas.

Un grafo oruga es un arbol en el cual, si se eliminan todas las hojas, resulta un
camino. A un camino maximal que es subgrafo inducido lo llamamos camino central.
Luego cada vértice que no estd en el camino central es adyacente a sélo un vértice
del camino.

En una oruga C', un padre es un vértice de grado al menos 3. Una hoja adyacente
a un padre es un hijo. Ademés, llamamos FC, FY y FY, a los subconjuntos del
conjunto de padres con exactamente un hijo, exactamente dos y mas de dos hijos

en C', respectivamente.

Ejemplo 20. C' oruga.
El camino central en C' es el camino v; — vg.
Los conjuntos de padres son FE = {vs}, FS = {vs,v7} y FS, = {vg, v6}.
Los hijos de vy son vy, vg y V19, los hijos de v3 son v, y vi12, €l hijo de vs es vy3,

los hijos de vg son vi4, V15 Y V1 Y l0S hijos de vy son vg y vir.

O (%1 (%) U3 V4 Vs Ve (%rd v
Vg9 V10 V11 V12 V13 V14 V15 Vie V17

Figura 4.4: Grafo oruga C
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Observacion 11. Notemos que una oruga es conexa. Sin embargo, es claro que un
subgrafo inducido de una oruga puede ser no conexo. Cada una de las componentes
COMETAS es UN camino, 0 una oTuga que no es un camino.

Por otro lado, cualquier padre tiene dos vecinos en el camino central y al menos

un vecino de grado 1 (hijo).

Recordemos que, para un grafo no conexo G, es claro que la restriccién de una
funcién {2}-romana dominante de G a cada una de sus componentes conexas es una
funcién {2}-romana dominante para cada componente conexa. Mas atin, el niimero
de dominacién {2}-romana de G es la suma de los nimeros de dominacién {2}-
romana de sus componentes conexas, como se menciona en la demostracion de la
Proposicién 5.

Considerando los posibles subgrafos inducidos de una oruga, y dado que existe
una férmula cerrada para el nimero de dominacién {2}-romana de caminos, en lo
que sigue vamos a considerar orugas que no son caminos y tales que el camino central
tiene al menos tres vértices. Luego estas orugas tienen al menos cuatro vértices.

Comenzamos probando una caracterizacién simple de aquellas orugas con ntime-
ro de dominacién {2}-romana igual a dos.

Recordemos que, cuando |V (G)| = 2, yir2 (G) = 2 siy sélo si G tiene un vértice
universal o dos vértices no adyacentes entre si pero adyacentes a cualquier otro

vértice de GG. Luego, podemos probar el siguiente lema.

Lema 13. Sea C' una oruga. Entonces yiray(C) = 2 si y sélo si C' es una estrella
(K1)

Demostracion. Claramente, si C' es una estrella entonces tiene un vértice universal
y por Lema 2, v{poy(C) = 2.

Ahora sea C' una oruga con y(p23(C) = 2 y sean u,v dos vértices distintos de
C'. Entonces, existen a lo sumo dos funciones {2}-romana dominantes diferentes,
digamos f = (V' \ {u},0,{u}) y g = (V \ {u, v}, {u,v},0). Veremos que, de hecho,
g no es factible.

Por un lado, f es una funcién {2}-romana dominante de C'y V \ {u} es un
conjunto no vacio, entonces cada vértice es adyacente a u en C. Como C es un
arbol, no tiene ciclos como subgrafos, en particular no tiene ciclos de 3 vértices
(tridngulos). Luego, ningtin par de vértices en V' \ {u} es adyacente entre si, por lo
que resulta C' una estrella.

Por otro lado, g es una funcién {2}-romana dominante de C, si cada vértice en
V\ {u, v} es adyacente tanto a u como a v. En este caso C' es P (una estrella pero
no tiene al menos 4 vértices), o tiene un ciclo de 4 vértices como subgrafo. Ambas

situaciones llevan a una contradiccion. O
Para construir un algoritmo que nos permita calcular el nimero de dominacién
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{2}-romana en orugas, en un principio serd importante detectar los subgrafos indu-
cidos que son estrellas de al menos 4 vértices.
Maés ain, como en cada estrella el nimero de dominacién {2}-romana es el mismo,

serd suficiente que cada estrella tenga 4 vértices, como se ve en el siguiente Ejemplo.

Ejemplo 21. C' oruga sin padres con mas de dos hijos.
En la oruga C de la Figura 4.4, los padres con mds de dos son vy y vg. La oruga
C' de la Figura 4.5 se obtiene de la oruga C' eliminando hojas de manera que no

existan padres con mds de dos hijos. Es decir, se eliminan de C' los vértices vy y v15.

!
C (%) V2 V3 V4 Vs Vg (%rd U8
V10 V11 V12 V13 V14 Vie v17

Figura 4.5: Grafo oruga C’

En la siguiente proposiciéon probaremos que la transformacién presentada en el
ejemplo nos permite reducir D2R en orugas a D2R en orugas con FLy = (). Como
nuestro foco estd puesto en calcular el nimero de dominacién {2}-romana de orugas,
tengamos en cuenta que, como cada hijo es un vértice pendiente, por el Proposicién 7,
siempre puede considerarse una 7yro3-funcion tal que el peso asignado a cada hijo

es a lo sumo 1.

Proposicion 14. FExiste una transformacion en tiempo lineal que reduce D2R. en

una oruga general a D2R en una oruga sin padres con mds de dos hijos.

Demostracién. Sea C una oruga con F<, # () y sea C' el subgrafo inducido de C
que se obtiene al eliminar todos salvo dos hijos de cada vértice en FS,.

Sea f = (Vo, Vi, V2) una 7qgoy-funciéon de C, veamos que puede obtenerse una
funcién {2}-romana dominante de peso a lo sumo oy (C) para C’. Si FS, C V;
(y por lo tanto todos los hijos de los vértices en F>02 estan en 1j), la restriccién
de f a V(C') es una funcién {2}-romana dominante de C’ de peso g2} (C). De lo
contrario, si existe x € F>C2 que no pertenece a V5 , todos sus hijos estan en V] (un
hijo en V5 contradice optimalidad de f). Entonces la restriccion de f a V(H) es una
funcién {2}-romana dominante de C’ con peso menor a w(f).

Ahora, sea g = (Vp, Vi, V2) una yypay-funcién de C’. Veamos que puede construir-
se una funcién {2}-romana de C' de peso a lo sumo yrs(C’). Sea z un vértice de
V(C") que también pertenece a F<,. Notemos que z tiene solo dos hijos en C’. Si
2z € Vs, entonces sus dos hijos en C’ estan en V{. Al asignar 0 a los hijos de z en
C' que fueron eliminados de C', obtenemos una funcién {2}-romana dominante de C'

de peso w(g). De lo contrario, si z ¢ V5, sus dos hijos en C” estan en V;, al asignar
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0 a cada hijo de z en C, y 2 a z, obtenemos una funcién {2}-romana dominante de
C' con peso menor o igual que w(g).

Notar que esta transformacion consta de dos partes: identificar los padres en
F>C2 y sucesivamente eliminar hijos hasta que queden sélo 2. La identificacion puede
realizarse comparando las vecindades con el conjunto de hojas, que cuesta a lo sumo
chequear el grado de todos los vértices del grafo. Luego para la eliminacién, en cada
paso se considera un padre en FLs y se eliminan todos salvo dos hijos. En cada paso,
se obtiene una oruga, y el cardinal del conjunto de padres con dos hijos disminuye
hasta obtenerse C’. O

Observacion 12. Notar que de la demostracion surge que si C' es una oruga y H

el grafo que se obtiene al eliminar todos menos dos hijos de cada vértice en FS,,

entonces Yira} (C) = Yiray (H).

Esta proposicién reduce nuestro estudio a orugas C' con F<, = (). Considerando

esta hipotesis podemos demostrar el siguiente Lema:

Lema 14. Sea C una oruga con F # 0 y FS, = 0. Entonces eziste una Y{Rr2}-funcion
de C, (Vo, Vi, Vo), tal que FS C Vo y No(FE)\ FE C V.

Demostracion. Sea g una y{pey-funcién de C, digamos g = (V4, V4, V). A partir de
g construiremos otra ~ygo}-funcién de G' que verifica las condiciones.

Supongamos que FS'N(Vy U Vy) # (), para un padre x en FS'N (Vo U V;) v sean u, v
los hijos de z. Es claro de la definicién de g que u,v € V4. Sea f : V(C) — {0, 1,2}
tal que f(x) =2, f(u) = f(v) =0y f(z) = g(z) para cualquier otro z. Entonces f
es una funcién {2}-romana dominante de peso w(f) = w(g) = Y{r2;(C).

Supongamos ahora que FY N (Vo U Vy) = 0, pero (No(FE)\ FE)YN (VLU V) # 0.
Sea z € (Ng(x)\ FE)N (V4 U Vy) para algtin @ € FY. Notemos que 2 tiene a lo sumo
dos vecinos en C'\ F{ y a lo sumo un hijo. En particular, como g es de peso minimo,
z tiene exactamente un vecino distinto de x en el camino principal. Llamemos u al
posible hijo de z e y al vecino de z en el camino principal.

Siz eV, (yexiste u) u € Vi, ey ¢ Vo (ya que contradice la minimalidad de
g). Luego podemos definir f : V(C) — {0,1,2} tal que f(z) =0, f(y) = g(y) + 1
y f(w) = g(w) para cualquier otro vértice w. De esta forma f es una funcién {2}-
romana dominante de peso w(f) = w(g) que verifica lo pedido.

Si z € Va, (de existir u) u € Vp, e y ¢ Vo (ya que contradice la minimalidad
de g). Ahora podemos definir f : V(C) — {0, 1,2} tal que f(z) = 0, f(u) = 1,
fly) =g(y)+1y f(w) = g(w) para cualquier otro vértice w. Nuevamente, f es una
funcién {2}-romana dominante de peso w(f) < w(g) que verifica la condicién.

O

Este lema nos permite probar la siguiente proposicion.
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Proposicién 15. Sea C' una oruga con FY #+ 0 y FS, = 0. Entonces

Yirey (C) = mey (C\ | Nele]) + 2|,

CCEFZC
Demostracion. Procedemos por induccién sobre |FE|.

» Si FY = {z}, a partir del Lema 14 podemos elegir una 7{zoy-funcién de C,
f = (Vo,V1,Vs) tal que z € Vo y Ne(x) C V. Denotemos C' = C'\ N¢[z].
Luego, la restriccion de f a C” es una funcién {2}-romana dominante de C’. Asf,
Yir23 (C") < Yir2y(C) — 2. Para probar la desigualdad opuesta, consideremos
una y(po}-funcion de ¢ que extendemos a V' (C') asignando peso 2 a z y 0 a
sus cuatro vecinos. Esta funcién resulta una funcién {2}-romana dominante
de C con peso y{r2y(C') + 2. Por lo tanto, y{ra (C) < viray (C') + 2.

» Si |FY| > 2, sea x € FY. Nuevamente, denotemos C' = C'\ N¢|[z].

e Si ambos vecinos de x en el camino central no pertenecen a FY’, observe-
mos que FY' = FS \ {x}. Luego la hipétesis inductiva es valida para C”,
esto es Yoy (C") = Y(roy (C”) + 2(|F{'| — 1), donde

c”:=c'\ |J Nell=c\ |J Nelyl.

yEFQCI yeFy

Ahora consideremos una 7y goy-funciéon de C’, digamos (V4, Vi, V2). Luego
la funcién f = (Vo U Ne(x), Vi, Vo U {z}) es una funcién {2}-romana
dominante de C' de peso yiray (C”) + 2. Asi yiray (C) < Yiry(C') +2 vy la

hipétesis inductiva implica

Y2y (C) < imey (C7) +2(1F5 | = 1) +2 = vy (C\ | Nell) + 2157 .

C
yEFQ

e Si exactamente uno de los dos vecinos de x en el camino central, digamos
w, pertenece a FE, notemos que FY' = FS\ {x,w} y que C’ tiene dos
vértices aislados (los hijos wy y we de w en C'). La hip6tesis inductiva es
vélida para C’, esto es Y(ro}(C") = y(r2y (C”) + 2(|F5’| — 2), donde

="\ |J Nely)=(©\ {J Nely) v2k,

con 2K el grafo sin aristas con dos vértices (en este caso, wy y ws).

Sea (Vo, V1, V2) una vy(pey(C')-funciéon. Dado que w; y wy son vértices
aislados en C’, {wy, we} C V;. Asi la funcién f = (VoUNe(z), Vi, VaU{x})

es una funcién {2}-romana dominante de C' con peso y{p2y(C”)+2. Luego
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Vg2 (C) < vir2y(C") 4 2. En este caso, la hipdtesis inductiva para C’

implica
Y2y (C) < viray (C7) + 2(|Fy | —2) +2
<Y ((C\ | Nely) U2Ky) + 2| Ff| -2

yeFy
= vr2y (C'\ U Nely)) +2 +2|F5| - 2,
yeFS
y la desigualdad deseada se cumple.

e Omitimos el analisis para el caso en el que ambos vecinos de z en el

camino central pertenecen a FQC ya que sigue un razonamiento similar.

Para probar la desigualdad opuesta, seguimos el razonamiento del caso base:
aplicando el Lema 14, podemos elegir una vypoy-funciéon de C, f = (5, Vi, V3)
tal que FSY C Vo y No(FE) \ FSY C Vg La restriccion de f al subgrafo
C\ U Ne¢[z] es una funcién {2}-romana dominante de C'\ |J N¢[z]. Asi,

a:EFQC a:EFQC

Yiray(C\ U Nelz]) < yiroy(C) — 2| Fy).

xGFQC

O

Demostrada esta proposicién, ahora podemos considerar orugas C con FY = ().
Esto nos permite enunciar y probar el siguiente resultado que concierne a orugas con

un unico hijo. Para su demostraciéon haremos uso de la Proposicion 5 y del Lema 12.

Proposicién 16. Sea C' una oruga, y sea v € FF tal que C' :== C \ N¢lz] es la

union de dos caminos P, y P,,, para enteros no negativos n. y m. Entonces,
1. Y2y (C) = Y(roy (Pn) + Ygr2y(Pm) + 1 para n y m pares positivos,

2. vry(C) = viry (Pn) + viry(Pr) +2  en caso contrario.
Demostracion. Claramente, que C” sea la unién de dos caminos implica que FS = ()
y F>c2 =0.

Sean P, := uj,ua, -+ ,U, Y Py := U, Um_1, - ,v1, donde u, y v,, estan ambos
a distancia 2 de x en el camino central. También, sea u,1 € Ng(u,) N Neo(z),
Um+1 € No(vm) N Ne(x) e y el unico hijo de x, esto es No(z) = {y, tnt1, Umt1}-

Sea (Vp, Vi, V) una ~yypay-funcién de P, U B,,. Claramente, (Vo U N¢(z), Vi, Vo U

{z}) es una funcién {2}-romana dominante de C'y resulta

7{R2}(C) < V{RQ}(Pn) + V{RQ}(Pm) + 2.

En particular, cuando n y m son ambos pares, de la Proposicién 9 podemos supo-
ner que {u, 1,Um_1} C V1, v asi {u,,v,} C V4. Entonces (Vo U {x, u,, v}, (V1

{tn, v }) U Ne(x), ) es una funcién {2}-romana dominante de C, es decir que
Vir2p (C) < Yray (Pn) + Vir2y (Pr) + 1.
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Para ver las desigualdades opuestas, sea g = (V, Vi, V2) una y{pey-funcién de C

y consideremos todos los casos posibles para x.

s Siz € Vs, dado que g es de peso minimo podemos suponer sin pérdida de
generalidad que Ne(x) C V. Asi, (Vo \ Ne(z), Vi, Vo \ {z}) es una funcién
{2}-romana dominante de P, U P,,. Por lo tanto, (g2} (F,) + V{r2(Pn) €s a
lo sumo y{r2y(C) — 2.

» Si x € V] entonces y € V. Podemos entonces traslasdar el peso de y a x para
obtener otra funcién {2}-romana dominante de C' con peso g2 (C) v seguir

el razonamiento del caso anterior.

» Siz € V), entonces y € V; y del Lema 12 resulta gy (C) > viroy (Pog1) +
’Y{R2}(Pm+1) + 1.

Luego, por lo visto en la Observacién 9, tenemos

Yr23(C) —1 si ny m son pares
Yir2y (Pn) + Yir2y(Pn) < § Yr23(C) —2 si ny m con distinta paridad

’Y{Rz}(C) —3 sl nym son impares,

Notemos que en el caso en que n y m son ambos impares, se tiene que yyp2y(P,)+
Yir2y(Pm) < Vr2y(C) — 3. En particular, vigoy () + Y{rey (Pm) < Yr23(C) — 2, lo
que implica
Yr2}(C) —1 si ny m son pares

P,) + Py) <
V{RQ}( ) V{RQ}( ) X { 7{32}(0) -9 en caso contario.

]

Notemos que si una oruga C tiene |FC| = 2, puede escribirse como la suma 1-
clique de dos orugas C4, Cy que tienen un unico padre en Fj (como las mencionadas
en la Proposicién 16) o en Fy (en cuyo caso C; — z es un camino). En el siguiente

resultado calculamos el nimero de dominacién {2}-romana en C; @ Cs.

Proposicion 17. Sean C y H dos orugas con unico padre, tales que C & H es una
oruga con dos padres, ambos en FFH. Sea x € FC U FY tal que C' := C'\ N¢[z]
es la unidn de dos caminos P, y P,,, ey € F1 U FJ tal que H' := H \ Ngly| es la
union de dos caminos P, y Py, para enteros no negativos n, m, r y s. Entonces, si

en C'y H se identifican el ultimo vértice de P,, y el primer vértice de P, tenemos:

1. Yr2y(C® H) = v(p2y (C) +vir2y (H) =2 cuandon ym, yr y s tienen distinta
paridad, todos positivos,

2. Yr2y(C ® H) = viray (C) + viray (H) cuando n y s impares, y m =1 = 0.
8. Yry(C ® H) = vroy(C) + viray(H) — 1, en caso contrario.
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Demostracion. Por simplicidad, llamamos v tanto al vértice en C' como H que se
identifica en C' & H.

De la Proposicién 8, tenemos que

Yir2y(C) + viray(H) — 2 < y(r2y (C & H) < Y{rey(C) + v(ray (H).

Si existen ¢g y h funciones {2}-romana dominantes de C'y H respectivamente
que asignan peso 1 a v, entonces la funcion que asigna g a los vértices de C'y
h a los vértices de H es una funcién {2}-romana dominante de C' & H de peso
Yir2y(C) + Y{re2y(H) — 1. Por lo tanto y(ray (C' & H) < Vg2 (C) + viroy (H) — 1. De
la demostracién de la Proposicién 15 y la Observacion 9, el tnico caso en que esto
no ocurre es cuando m =r =0y n y s son impares.

Supongamos entonces que m = r = 0, n y s son impares y sea f una funcién
{2}-romana dominante de C'® H. Claramente, si f(v) = 1, la restriccién de f a V(C)
es una funcién {2}-romana dominante que asigna peso 1 a v, una contradiccién. Por
otro lado, si f(v) = 2, como v tiene grado 2, podemos definir una funcién {2}-romana
dominante de manera que asigne 0 a v y al menos 1 a cada uno de sus vecinos. Esto
es, f(u) = min{f(u)+1,2} parau € Negn(v), f(v) =0y f(u) = f(u) para el resto
de los vértices. |Entonces resulta f una funcién {2}-romana dominante de C'@® H de
peso w(f) < w(f). Por lo tanto podemos suponer que f(v) = 0. Luego, del Lema 12
resulta

Vir2y(C ® H) 2 Yr2} (C = v) + Yroy (H — v)
Ahora, C—v = P, 3y H—v = P, 3, entonces de la Observacién 9 y la Proposicién 15

resulta

Yr2y(C © H) = viroy(Pn) + 2 + vqroy (Ps) + 2 = g2y (C) + virey (H).

Por lo tanto, de la desigualdad en la Proposicion 8, se tiene que y(poy(C @ H) =
Yir2} (C) + Yir2y(H) cuando m = r =0y n y s son impares.

Para el resto de los casos, notemos que, si que n y m son no nulos con distinta
paridad, y también lo son r y s. Entonces la oruga C' & H puede escribirse como la
suma 1-clique de dos orugas C7, H; en las hipétesis del item 2 considerando Cf \
Nlz| = P,UP,,+1y Hi\ N[y] = P,_1UP;. En este caso, no existen simultdneamente
g v h yirzy-funciones de C'y H respectivamente, tales que ambas asignen peso 1 a
vy a su correspondiente vecino.

Supongamos que existe una y{gey-funcién de C®H, digamos f, de peso yiray (C)+
Yir2y(H) — 2 y llamemos fo v fu a las restricciones de f a V(C') y V(H) respecti-
vamente. Consideremos los posibles valores f(v).

Si f(v) = 1, en particular tanto fc como fy son funciones {2}-romana domi-

nantes de C' y H respectivamente. Luego

Yir2y (C) +Yiroy(H) — 2 = w(f) = w(fc) +w(fu) — 1 = Y(roy(C) + Y{roy (H) — 1,

una contradiccion.
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Supongamos entonces que f(v) = 0. En este caso, existen dos posibilidades, que
f asigne peso 2 a un vecino de v, o que f asigne 1 a ambos vecinos de v. Sean z; el
vecino de v en C'y zy el vecino de v en H.

Para el primero de estos subcasos, supongamos sin pérdida de generalidad que
f(z1) = 2. Entonces fco es una funcién {2}-romana dominante de C, asi w(fe) >
Yir2y(C). Més atn, w(fe) = v(r23(C), ya que de lo contrario, existirfa una funcién
{2}-romana dominante de C'® H de peso menor a f.

Ahora, definamos una funcién h sobre V(H) que asigna peso 1 a v y peso f(u)

para el resto de los vértices. h es una funcién {2}-romana dominante de H, luego

Yir2y(H) + vir2y (C) < w(fr) + w(fe) + 1= vy (C® H) + 1.

Supongamos que f(z1) = f(z2) = 1, digamos u; vecino de z; que no es v para
i = 1,2, y definimos f: V(C @& H) — {0,1,2} tal que

0, U=21 0U= 29y
~ 1, u=v
flu)=4q

min{f(u) + 1,2}, u=1u; 0ou=1uy
f(u), otro caso.

La funcién f es una funcién {2}-romana dominante de C@ H de peso w(f) = w(f)+
1. Més anin, las restricciones de f a C'y H, son funciones {2}-romana dominantes

de C'y H respectivamente. Por lo que resulta,

O

Notemos que, si dist(x,y) > 1, siempre puede considerarse r =1y m > 1. Para

el caso en que dist(z,y) = 1, se tiene la siguiente proposicién.

Proposicién 18. Sea C' una oruga con z,y € FF tal que C'\ (N(z) U N(y)) =

P, U P,, con n,m enteros positivos. Sea C' := C' —v con v hijo de y. Entonces
1. Y2y (C) = v(r2y(C") sin,m son ambos pares,
2. vr2y(C) = vr2y (C') + 1 en caso contrario.

Demostracion. Notemos que dist(x,y) = 1, entonces C’ es una oruga con un tinico
padre (z). Llamemos u al hijo de z.

Si f es una y{poy-funcién de C’, puede construirse una funcién {2}-romana do-
minante de C' asignando peso 1 a v y el peso que asigna f al resto de los vértices,
de lo que resulta v{p2y(C) < Yqroy(C’) + 1.

En el caso particular que n y m son pares, notemos que C' \ {z,y,u,v} es la

unién de caminos (impares) P11 U Ppy1. Sea f = (Vo, V1, Va) la y(roy-funcion de
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P,i1 U P,.1 con Vo = ) que existe por la Proposicién 9. Notemos que w(f) =
Yir23(C") — 2, entonces asignando peso (Vo U {x,y}, Vi U {u,v}, V) es una funcién
{2}-romana dominante de C' de peso y(ra(C’). Resulta vyiray (C) < v{roy (C").
Para las desigualdades opuestas, por la Proposicién 7, consideremos g una 7y(ga}-
funcién de C' que asigna a lo sumo 1 a v. Si g(v) = 1, supongamos que g(y) =0y
consideremos el grafo que se obtiene al eliminar y, C' —y = P, 13U P, 11 U {v}. Del
Lema 12, vz} (C) = v{r2y(Prts) + Vir2y(Pm+1) + 1 dependiendo de la paridad de

n, se tiene

Yir2y(Po) + 1+ Y{roy(Pny1) + 1 sin par,
Yir2} (C) = -
Yir2y (Pn) + 2 4+ Yggr2y (Py1) + 1 sin impar

Por otro lado, C' es una oruga con un padre tal que C'\ N[z| = P,,UP,,,1, entonces
de la Proposicién 16

N _ ’V{R2}(Pn) + ’Y{R2}(Pm+1) 4+ 1 sin par, m impar
V{RQ}(C) = _
7{R2}(Pn) + V{RQ}(PmH) +2 si no.

De donde resulta,

Yr2y(C') +1  sin par, m impar
Yir2y(C) = Yira2y (C) si n par, m par
Yir2y (C') + 1 si no.

Supongamos ahora que g(v) = 0. Del Lema 12, vy (C) = v{poy(C — v) =
Y¢r2}(C"), por lo tanto cuando n y m son pares resulta yiro(C) = Yro}(C') como
queriamos probar.

Para el caso en que n y m no son ambos pares, como g(v) =0, g(y) =2y g
asigna peso 0 a alguno de los vecinos de y en el camino principal. Si por el contrario
asigna peso 0 a y y peso 1 a v se tiene una funcién {2}-romana dominante de C' de
peso menor a w(g), lo que contradice la minimalidad de g.

Si g(x) = 0, con un argumento andlogo al caso en que g(y) = 0 se tiene
Yir23(C) = vir2y (C')+1 ya que n y m no son ambos pares. Entonces g(y) = g(x) = 2,
y llamemos z al vecino de y que no es x ni v. Luego podemos definir una funcion
{2}-romana dominante de C' que asigne peso 1 a v, peso 0 a y, peso min{g(z)+1, 2}
a z,y el peso que asigna g al resto de los vértices, obteniendo una ~yyg2)-funcién de
C que asigna peso 1 a v como en el caso anterior. Por lo tanto, si n y m no son
ambos pares resulta yipo (C) = yiray (C') + 1. O

En resumen, para una oruga general dada, a partir de los resultados hasta aho-
ra demostrados en esta seccién podemos restringir su estudio de dominacién {2}-
romana a un subgrafo oruga C' con FY = FS, = (). Claramente, C' es la suma
1-clique (identificando hojas) de un cierto nimero de orugas como las de la Propo-
sicién 16 o de la Proposicién 18, con el anadido de pendientes (vértices aislados en

la descomposicion).
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Supongamos que los vértices en el camino central estan ordenados de vy a vg. F
es el conjunto de padres y |F'| > 2. Una descomposicién que minimice los vértices
aislados puede obtenerse realizando el siguiente procedimiento para orugas conFy’ =
E >C2 = (:

Descomposicion de una oruga

Inicio: Consideramos j =1,7i=1y vy € C}.

Paso 1: Agregamos a C; los vértices v;, ..., v, vy donde v, es el primer padre en F.

Actualizamos F':= F'\ {vs, vp1} e i := L.
Paso 2: Si F' = (), agregamos a C; los vértices v;42, ..., Vs, y €l proceso termina.

Paso 3: Si F # 0y vi42 ¢ F, agregamos a Cj el vértice v; 42 y el hijo de v;. Hacemos
ji=j+1,i=i+2 F:=F\{v,v;41} y vamos al paso 1.

Paso 4: Si v;15 € F, actualizamos j :=j+1ei:=14+ 1y vamos al paso 1.

La descomposicién que se obtiene al aplicar este procedimiento minimiza el ntime-
ro de vértices aislados (véase la Figura 4.7). Ahora las Proposiciones 14 a 16 y 18
derivan en un algoritmo que calcula el nimero de dominacién {2}-romana de la

oruga dada. Asi podemos afirmar:

Teorema 13. Para cualquier oruga, el nimero de dominacion {2}-romana puede

obtenerse eficientemente.

Ejemplo 22. Cdlculo de y{p2y(C) aplicando el algoritmo.
En particular consideramos FY = FSQ = 0, que es donde yace la dificultad del

algoritmo. Para el grafo C, tenemos los vértices {vy, ..., va3} en el camino central y
C v v1 wa v3 V4 Vs Vg U7 Vg Vg Vip V11 V12 VI3 V14 V15 Vi V17 V1g V19 V20 V21 V22 V23

V24 V25 V26 V27 V28 V29 V30 V31

Figura 4.6: Oruga C'

F = {vy,v5, v6, Vg, V13, V15, Vg, Va1 }. Aplicando el procedimiento ”Descomposicion de
una oruga”, se obtiene una particion en 1-cliques que minimiza los vértices aislados
como se ve en la Figura 4.7.

Como el algoritmo involucra determinar la paridad de ciertos caminos, para cada
uno de los subgrafos C; con i = 1,...,6 inducido por la particion, la union de
caminos C! que se obtienen al eliminar el padre y su vecindad cerrada son: C] =
P1UP1, Cé:P()UPl, C:;:PlUPl, C’fl:PIUPO, C'é:POUPl yCé:PQUPQ

)
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Figura 4.7: Grafo oruga C' y una particiéon que minimiza los vértices aislados.

De esta forma se tienen 2 vértices aislados y las sumas 1-clique indicadas en
colores. En particular en este ejemplo se tiene (-1) por cada suma 1-clique distinta
de Cy @ Cy. Entonces

’Y{R2}(C) =24+0C10 SC;pCy P ® Cs

=2+ vry (C1) + =14+ Yroy (C3) = T+ yqrey (Cy) — 1
+ + Y2y (C6) — 1

=24 gy (C1) + + Yir2y (C3) + Y{r2y (Cy)

+ +vry (Cs) — 4

=2+ vy (P1) + Yroy (Pr) + 2+

+ Yiroy (P1) + Yiroy (Pr) + 2 + yray (Pr) + 2

+ + Yir2y (P2) + Y(rey (P2) + 1 —4

=2l 24+ 14241+ 14241 +24 1424241424
=24+4+34+44+34+3+5—-4=20.

En las siguientes subsecciones calculamos el nimero de dominacién {2}-romana
en clases de grafos que resultan mddulos indescomponibles en la descomposicion

modular de los cografos, grafos P,-sparse, grafos P;-tidy y grafos Partner limited.

4.2.2.2. Aranas

Un grafo G es una arana si el conjunto de vértices puede particionarse en tres
conjuntos (S,C,H) con C = {cy,...,c,} vy S ={s1,...,8.} (r > 2) tales que cada
vértice en H es adyacente a cada vértice en C' pero no es adyacente a ninguno de los
vértices en S, los vértices en C' forman una clique y los vértices en S un conjunto
independiente, y tales que sélo una de las siguientes condiciones se verifica: s; es
adyacente a ¢; si y sélo si ¢ = j (en cuyo caso G se dice una arana fina y la arista
s;¢; una pata), o s; es adyacente a ¢; si y sélo si i # j (en cuyo caso G se dice una

arana gruesa).

Ejemplo 23. Aranias finas y gruesas.
En ambos casos se consideran aranas con r = 3. Los vértices en verde corres-
ponden a cada cabeza, los vértices en azul corresponden a las cliques y los vértices

en rojo a los conjuntos independientes respectivamente.
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Arana fina Arana gruesa

Figura 4.8: Arana fina y arafia gruesa.

De la definicién podemos notar que el complemento de una arana fina es una
arana gruesa y viceversa. Llamaremos a (S,C, H) la particion (arana) del grafo y
a los conjuntos C'y H, cuerpo y cabeza respectivamente. Dado que esta particion
puede encontrarse en tiempo lineal [29], el célculo del nimero de dominacién {2}-
romana para la clase de grafos arafia nos indica que la complejidad computacional
de D2R en clases de grafos cuyos médulos indescomponibles sean aranas, serd al

menos lineal.

Proposicién 19. Sea G una arana, entonces

3 si G es gruesa
Vire(G) = { S|+ 1 i G es fina.
Demostracion. Sea G una arana con particién arana (S,C, H), S = {s1,...,S:},
C={cr,...,c,}yr=2.

Si G es gruesa, definimos sobre V' la funcion f = (V'\ {¢;, s;},{s;},{¢;}), donde
j=1,...,r. Como ¢, es adyacente a todo vértice en H UC'y también a todo vértice
en S excepto s;, entonces f es una funcién {2}-romana dominante de G' con peso
3 y por lo tanto y{pey(G) < 3. Para probar la desigualdad opuesta, supongamos
que existe una funcién {2}-romana dominante de G' con peso 2. Como G no tiene
un vértice universal, deben existir dos vértices u, v tales que todo vértice restante
debe ser adyacente tanto a u como a v. Luego, u y v pertenecen a C, por lo tanto
u = c¢; yv=c; para algunos 4,5 = 1,...,r. Sin embargo, s; es no adyacente a un
solo vértice en C, que es ¢; (andlogamente ocurre con s;), lo cual contradice que g
sea una funcién {2}-romana dominante de G. Asi, (g2} (G) = 3.

Si G es fina, notemos que G puede obtenerse anadiendo un vértice pendiente
a cada vértice en S. Como todo vértice en H es adyacente a cada vértice en S,
estamos bajo la hipétesis de la Proposicién 13 y se tiene que v(poy(G) = |S| + 1.
Para la desigualdad opuesta, definimos en G la funcién f = (H U (C\ {¢;}) U
{s;},9\ {s;}.{¢;}), que es claramente una funcién {2}-romana dominante de G,
donde j =1,...,7. Como f(G) = [S| + 1, resulta y(py(G) = |S] + 1.

O
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Cuasi-aranas

Dados dos grafos, G y H, el grafo que se obtiene de reemplazar w de G por H
es el grafo de vértices V(G — w) UV (H), y aristas F(G —w) U E(H)U{uv: u €
Ne(w),v € V(H)}.

Un grafo es una cuasi-arana si puede obtenerse de un grafo arana con particién
(S,C, H) reemplazando a lo sumo un vértice de SUC por K3 o Sy, donde K, (55) es
el grafo con dos vértices adyacentes (no adyacentes) [24]. Notemos que toda arana
es una cuasi-arana.

Por otro lado, reemplazar un vértice por Sy equivale a anadir un mellizo falso, y

reemplazar un vértice por K, equivale a anadir un mellizo verdadero.

Ejemplo 24. Cuasi-aranas.
Presentamos dos cuasi-aranas, a la izquierda a partir de una arana fina anadien-

do un mellizo falso a v y a la derecha anadiendo un mellizo verdadero a v.

v v

Cuasi-arana fina Cuasi-arana gruesa

Figura 4.9: Cuasi-aranas.

Gracias a esta caracterizacién para las cuasi-aranas, como corolario de las Pro-

posiciones 11 y 19, se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 20. Si ) es una cuasi-arana obtenida a partir de una arana G, en-

tonces Yir2y(Q) = V(r2y (G).

Demostracion. Claramente, si no se reemplaza ningun vértice, vale la igualdad. Su-
pongamos que () se obtiene efectivamente reemplazando un vértice. Luego @) es
isomorfo a G ~ v para alguin v € S U C. A partir de la demostracién de la Propo-
sicién 19, existe una funcién {2}-romana dominante minima de G que asigna 0 a v.

Por lo tanto, el resultado se sigue de la Proposicion 11. O
Aranas bien etiquetadas

Si bien no es la definicién original dada en [38], consideramos la definicién equi-
valente presentada en [1]. Un grafo W es una arania bien etiquetada si'y sélo si W se
obtiene a partir de una arana fina (S, C, H) realizando una de las operaciones Ry,

R>, R3 una tunica vez, donde:
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» Ry: reemplazar un vértice v € S por un grafo con tres vértices;

= Ry: reemplazar ambos extremos de una pata de (S,C, H) por grafos con dos

vértices;

= R3: reemplazar a lo sumo un extremo de cada pata de (S,C, H) por un grafo

con dos vértices.

Observacién 13. Una cuasi arana puede pensarse también como una arana bien
etiquetada que se obtiene al aplicar la operacion Rs. Mds especificamente al reem-

plazar un unico extremo de una pata de una arana.

Ejemplo 25. Aranas bien etiquetadas, en donde se aplica Ry, Ry y

Consideremos los grafos de la Figura 4.10. En el grafo a la izquierda se reemplaza
un vértice en el cuerpo por Sy (grafo con 3 vértices sin aristas).

En el grafo del centro, se reemplazan ambos extremos de una pata: El vértice en
C' se reemplaza por Sy y el vértice en S por K.

En el grafo de la derecha se reemplazan dos vértices en S por Ko y un vértice en

C por Ss.

Figura 4.10: Aranas bien etiquetadas.

Proposicién 21. Sea W una arana bien etiquetada obtenida al realizar las opera-

ciones Ry 0 Ry a una arana fina G = (S,C, H). Entonces v{ray(W) = v{ro}(G).

Demostracion. Por un lado, notemos que la operacién R; es equivalente anadir
sucesivamente dos mellizos a un vértice v € S UC. Entonces, de la demostracion de
la Proposicion 19, existe una ~ygoy-funcion de G' que asigna 0 a v. El resultado se
sigue aplicando dos veces la Proposicion 11.

Por otro lado, notemos que realizar la operacién Ry a G es equivalente a agregar
un mellizo a ambos extremos de una pata, digamos ¢;s;, de G. De la demostracion
de la Proposicién 19, existe f = (Vp, Vi, V) una y{poy-funcién de G con ¢; € Vo y

s; € V. El resultado se sigue aplicando la Proposicion 11. O]

Proposiciéon 22. Sea W una arana bien etiquetada (no arana) obtenida al rea-
lizar la operacion Rz sobre una arana fina G = (S,C, H). Entonces vyiray(W) =
Yir2y(G) +t—1, donde t es la cantidad de vértices en S que se reemplazaron por un

grafo de dos vértices.
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Demostracion. Notemos primero que realizar la operacién Rz a GG es equivalente a
agregar al menos un mellizo a algunos vértices de S y de C. Sea t la cantidad de
mellizos agregados a vértices de S.

Para cada vértice s; en S al cual se le anadié un mellizo mediante la operacion
R3, sea s; su mellizo (5 € {1,...,|S]}).

Por un lado, la funcién

2 siv =g
floy)=¢ 1 siv=sjo0v=35;, j#1
0 en otro caso.

es una funcién {2}-romana dominante de W con peso f(W) = 2+(|S|—1)+(t—1) =
Yir2y (G) + (t — 1). Entonces, viray (W) < viry (G) + (t — 1).

Por otro lado, sea g una 7y poy-funcion de W. Notar que si s; tiene un mellizo s
en W, entonces g(s;) + g(c;) + g(s;) = 2. En efecto, si g(s;) + g(c;) + g(s;) = 1, se
contradice que g sea una funcién {2}-romana dominante de W, y si g(s;) + g(c;) +
g(s;) > 2, se contradice que g sea de peso minimo (la funcién h tal que h(c;) = 2,
h(sj) = h(s;) = 0y h(u) = g(u) para todo otro vértice de W, es una funcién
{2}-romana dominante de W con h(WW) < g(IW)). Resulta,

S|
gW) > Zg(si) +g(ci) +9(8i) =2t + (|S| —t) = [S]+t = yroy (G) + (t — 1),

i=1

lo que implica que Yoy (W) = vqroy (G) + (t — 1).

4.2.2.3. Grafos en Z00

Al igual que en [38], llamamos ZOO a la familia de grafos formada por los
siguientes grafos y sus complementos: caminos P, con k > 6, ciclos C} con k > 5,
los grafos C¥ (un ciclo Cj junto con un vértice u adyacente a lo sumo a 4 vértices
del C5), los grafos P¥ (un camino P; junto con un vértice u adyacente a lo sumo a
4 vértices del Ps) en la Figura 4.11, los grafos J, K, L y ) presentados en la Figura
412, J —{w}, J — {v,w} y los once grafos en la Figura 4.13.

C’U

._&‘

Figura 4.11: Ejemplos de grafos C¥ y P

80



4.2. ALGORITMOS EFICIENTES

u v ow u u

N A PEPZAN ?

Figura 4.12: Grafos J, K, Ly Q.

v M2 u v
M1 Iu v M3 %’U/
v
U v v u v u v U w

M. %U M, U U M w% ,, M wl IZ
8 u 9 T T 10 v u 11 v u

Figura 4.13: Grafos M; en ZOO, para i € [1, 11].

En esta subseccién, calculamos el nimero de dominacién {2}-romana para cada
grafo de la familia ZOQO, excepto para los caminos y ciclos, cuyos nimeros de do-
minacién {2}-romana ya fueron calculador en [10]. Recordemos que, para un ciclo

Ch,, se tiene que y(ro}(Cr) = [2], y para un camino P,, vipoy(P,) = [22].

Proposicion 23. virsy (CY) = 3 si u es adyacente a al menos dos vértices del Cs.

En caso contrario, vira(Cy) = 4.

Demostracion. Dado que C¥ no tiene vértice universal ni dos vértices distintos ad-
yacentes a todos los demds, entonces Y{ro}(C%) > 2. Si u tiene grado al menos 2,
entonces una 7y rey-funcién de Cf se puede construir extendiendo una -y gey-funciéon
de C5 asignando peso 0 a u. De lo contrario, G es un C5 con un vértice pendiente,

y en este caso es facil ver que y(po (Cy)=4. [

Observemos que Cs = Cs, y que C# también es un grafo de la forma C¥. Para

los complementos de los ciclos restantes en ZOO, se tiene:
Proposicién 24. v{2}(C)) = 3 para k > 5.

Demostracion. Para k > 5, dado que cada vértice en (Y} tiene grado 2, cada vértice
en Oy tiene grado k — 3. Entonces C), no tiene vértices universales ni dos vértices
distintos adyacentes a todos los demds. Se deduce que (g2} (Cy) > 3.

Para probar Rg}(a) < 3, nombraremos los vértices como u; con i = 1,...,k

y de tal manera que u; no sea adyacente a u; 1 ni a u;y; (médulo k). Sea f la
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funcion que asigna 1 a uy, 1 aus y 1 a ug, y 0 a los vértices restantes. Probaremos
que f es una funcién {2}-romana dominante de Cj. Tomemos u; con j # 1,2,3
y supongamos que u; es adyacente en Cj a como maximo uno entre u;,us y us;
entonces u; es adyacente en Cj a como maximo dos entre uj,up y us. Pero entre
ellos, el tinico par que comparte un vecino (ug) en Cy son {uy,usz}, lo que implica
que u; = us, lo que lleva a una contradiccién. Por lo tanto y{poy (Ck) = 3.

O

Proposicién 25. vyigay (PY) = 3 siu es adyacente a ambos extremos del camino Ps,
0 st u es adyacente exactamente a uno de estos vértices y al vértice central de Ps.

En cualquier otro caso, yiray(Ps) = 4.

Demostracion. Consideremos los vértices de Ps; como sigue:

o vy vy ws v

De su definiciéon, P tiene seis vértices, ninguno de los cuales es un vértice
universal. Ademas, en P: no hay dos vértices distintos con grado 4. Entonces
Y2y (F5') 2 3.

Supongamos que entre los vecinos de u en P:' estan v; y vs. Luego la funcién
f = ({u,va,v4},{v1,v3,05},0) es una funcién {2}-romana dominante de P¥ y por
lo tanto yrrey (P2') = 3. Lo mismo ocurre cuando v es adyacente a exactamente un
vértice entre v; y vs, y también adyacente a vs. Cuando u no es adyacente a vs, la
funcién g = ({ve, va}, {v1, v3, v5,u}, D) es una funcién {2}-romana dominante de P
lo que implica yroy (Pr') < 4. Si d(u) = 1, entonces P es un Py o, en su defecto,
una oruga. Resulta de la Proposicién 16 o del nimero de dominacién {2}-romana
en caminos que Yygoy (Ps') = 4. Para los casos restantes, andlogamente se tiene que

cualquier funcién {2}-romana dominante de P¥ tiene peso al menos 4, lo que implica

Proposicién 26. y(roy(J — {v,w}) = vrop(Q) = roy(K) = yry(L) = 4,
Y2y (J — {w}) = 5, y vrey(J) = 6, donde los grafos J, K, L y Q se muestran
en la Figura 4.12.

Demostracion. Para esta demostracién, hacemos uso de la Proposicién 5 (cota infe-

rior): yiryy (G) = Z Y¢r2}(G),donde cada G, es una componente conexa del grafo

G\ {v}.

Llamaremos a los vértices de J como sigue:
JP—O—E(
Vi Vo VU3 Vg UVUs Vg
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Comenzamos con el grafo J — v — w. Claramente ({u, va, vs}, {v1, v3, v4,v6}, D) es
una funcién {2}-romana dominante de J — v — w con peso 4. Entonces vyipoy(J —
{v,w}) < 4.

Sea g una y{po-funciéon de J — {v,w}. Si g(u) > 1, al menos un vecino de u
pertenece a Vj. Eliminando este vecino de u y aplicando el Lema 12, obtenemos
Yir2y(J —{v,w}) = v{goy (P U Py) = 5, lo que contradice que g sea de peso minimo.
Por lo tanto g(u) = 0, y entonces la restriccién de g a J — {u, v, w} es una funcién
{2}-romana dominante de J — {u,v,w} = Ps. Aplicando el Lema 12, obtenemos
g((J = {v,w}) = g(Ps) = 4. Por lo tanto v{poy(J — {v,w}) = 4.

Para el grafo J — w, observemos que se puede obtener de J — {v,w} anadiendo
un vértice pendiente, entonces 4 < yyp2y(J —w) < 5 por la Proposicién 12. Ahora,
sea f una y(po-funcion de J — {w}. Si f(u) = 0, la restricciéon de f a J — {u, v, w}
es una funcién {2}-romana dominante de J — {u,v, w} y viroy(J — {w}) > 5 por el
Lema 12, lo que implica vyiroy(J — {w}) = 5. Si f(u) > 0, al menos un vecino de u
en J — {u,v,w} pertenece a Vj. Luego, el grafo obtenido al eliminar este vértice es
un P, U P, y por el Lema 12 obtenemos vigoy(J{w}) = viroy(P2) + Vir2y(P5) = 5,
lo que implica nuevamente v{po (J — {w}) = 5.

Para el grafo J, siguiendo un razonamiento similar, notemos que se puede obtener
de J — {w} anadiendo el vértice pendiente w. Entonces 5 < vira(J) < 6. Sea g
una funcién yrpoy(J). Si g(u) = 0, entonces por el Lema 12 tenemos v{poy(J) >
Yir2} (P2) + Y{r2y (FPs) = 6. De lo contrario, al menos un vecino de v en J — {u, v, w}
pertenece a Vp, y entonces g(J) = vira} (P2) +v{r2} (Fs) = 6. Por lo tanto y{gay(J) =
6.

Para el grafo ), asignando 1 a sus vértices pendientes y 1 a cualquier par de
vértices no adyacentes entre si en el ciclo de 4 vértices inducido, obtenemos una
funcién {2}-romana dominante de @ con peso 4. Entonces g2} (@) < 4. Dado que
@ no tiene vértice universal ni dos vértices no adyacentes con grado 4, yira(Q) =
3. Supongamos que Y(g2(Q) = 3 y sea g una funcién yyrs(Q). Si g asigna 2 a
cualquiera de los vértices con grado 3 y 1 a cualquier otro, entonces hay al menos un
vértice en () que para el cual la suma de los pesos asignados por g en su vecindad
es menor a 2, lo que contradice que g es una funcién {2}-romana dominante de Q.
De lo contrario, g asigna 1 a tres vértices distintos, dos de los cuales son pendientes.
No es dificil ver que al menos uno de los vértices restantes no tiene al menos peso 2
asignado por g en su vecindad. Por lo tanto y(re (Q) = 4 y resulta vy (Q) = 4.

Para los grafos K y L, nombramos los vértices de de la siguiente manera

u u
V1 V2 V3 Vg Vs Vg V1 V2 V3 Vg Vs Vg

La funcién f = ({va, vs, u}, {v1,vs, 04,06}, 0) es una funcién {2}-romana domi-
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nante tanto para K como para L. Por lo tanto, yiro1 (K) < 4y v(ry (L) < 4. Como

K no tiene un vértice universal ni dos vértices no adyacentes con grado 5, entonces

Yirey () = 3. No es dificil notar que yggoy(K) # 3 y por lo tanto yypoy(K) = 4.
La prueba para el grafo L es andloga y resulta y(po (L) = 4. O]

Proposicion 27. Sean M;, parai = 1,...,11, los grafos en la Figura 4.13. Entonces

3, parai € {2,3,4,5,6},
Yir2y(M;) = S 4, parai=1o0i¢€ {7,8,9},
5, parai€ {10,11}.

Demostracion. Para cada i =1,...,11, M; no tiene vértice universal ni dos vértices
no adyacentes con grado |M;| — 2, entonces ray(M;) > 3. Llamemos de izquierda
a derecha vy, vq, v3, vy, v5 a los vértices del Ps inducido por V' \ {u,v,w, z} en cada
M;. El Cuadro 4.1 muestra las respectivas funciones {2}-romana dominantes para
M; con i = 2,...,6. El peso de cada una de estas funciones coincide con la cota

inferior, lo que implica y{goy(M;) = 3 para i = 2,...,6.

Cuadro 4.1: Funciones {2}-romana dominantes para los grafos My a Mg.

Vi Vg V3 Uy Vs U U
My O O O O O 1 2
Ms| O O 1 0 0 2 0
My O O O O 1 0 2
Ms| O O O O 1 2 0
Mg| O O O O 1 0 2

De la Proposicion 13 se deduce que yipoy (M;) > 4 parai = 1,8,10y v{poy(Mi1) >
5. El Cuadro 4.2 muestra las respectivas funciones {2}-romana dominantes para es-
tos grafos (excepto para Mg que necesita otro enfoque). Dichas funciones alcanzan la

respectiva cota inferior, lo que implica Y{gray (M1) = Y(r2y (Ms) = 4y Y2y (M11) = 5.

Cuadro 4.2: Funciones {2}-romana dominantes para los grafos My, Mgy My;.

Vi Vg V3 Uy Vs U UV W Z
Mi|1 0 1 0 1 0 1 - -
Mg|1 0 1 0 1 0 1 - -
My|1 0 1 0 1 00 1 1

Para M, supongamos que 7yray(Mig) = 4. Dado que este grafo tiene 3 vértices
pendientes sin vecinos en comun, y existen vértices que no son adyacentes a ninguno

ellos, resulta que y{poy(Mio) > 5. La funcién que asigna 1 a vy, y 2 tanto a vy
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como a v es una funcién {2}-romana dominante de Mo con peso 5. Por lo tanto,
Vrzy(Mio) = 5.

Para M7 y My, no es dificil notar que cualquier funcién {2}-romana dominante de
cualquiera de ellos tiene peso al menos 4, entonces yyroy (M7) = 4y Yiroy (My) > 4. El
Cuadro 4.3 muestra, respectivamente, ejemplos de funciones {2}-romana dominantes

de M; y My, lo que implica ’y{RQ}(M7) = ’}/{RQ}(MQ) = 4.

Cuadro 4.3: Funciones {2}-romana dominantes para los grafos M; y M.

V1 Vg V3 Vg4 Vs U UV W
M;1 0 O O O 1 0 2 1
Mg O 2 0 2 0 0 0 -

]

Finalmente, para los complementos de los grafos mencionados en la definicién de

Z0Q0, aplicamos la Proposicién 10 y obtenemos:

Corolario 7. Si G es uno de los siguientes: P, conk > 6, J, K, L, Q, M; coni # 5,

o H= P} o H una arana bien etiquetada con 6(H) = 1, entonces vy} (G) = 3.

4.2.2.4. Grafos split {H, Hy, H,, Hy}-free

Recordemos que D2R es NP-completo incluso para grafos split [11].

En esta seccién, hacemos uso de la caracterizacion dada en [38] (establecida en el
Lema 15 a continuacién) para la subclase de grafos split que no contienen ni Hy, Hj
ni sus complementos como subgrafos inducidos (véase la Figura 4.14 a continuacién).

Luego demostramos que D2R puede resolverse eficientemente en grafos split que son
asu vez {Hy, Hy, Hy, Hy}-free.

Hl H2 H1 H2
Figura 4.14: Grafos Hy, Hy y sus complementos.

Con el objetivo de enunciar la caracterizacién para grafos {Hy, Ho, Hi, Hy }-free
dada en [38], introducimos la notacién y definiciones especificas. En esta seccién,
dados a,b € Z* con a < b usamos la notacién |[a,b] para indicar el conjunto de
nimeros enteros {a,...,b}.

Sea G = (V, E) un grafo. Un conjunto M C V es un médulo si todo vértice en

V' \ M es adyacente a todos los vértices en M, o a ninguno de ellos. Un grafo G de
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al menos dos vértices se dice primo si sus tnicos modulos son V' o un tnico vértice.
En particular todo grafo primo es indescomponible.
Sea G = (5, K) un grafo split. Sea ¢ el grado maximo en G de los vértices de S
y, para cualquier ¢ € [1,/], i > 3 para C] denotemos
i—2
Ai={seS: ds(s)=i}, Bi= () N(s), Ci= U N(s) vy Ci=UCj.
j=1

SGAi SGAi
Ademas, consideremos las siguientes definiciones: A; es un conjunto estable fino

si |B;| =i — 1y un conjunto estable grueso si |C;] < i+ 1.

Ay &

K es una clique

Figura 4.15: Estable fino (izquierda) y estable grueso (derecha).

Observacién 14. [38, Remark 6] Para cada i € {1,...,(}, observemos que A; es

un estable grueso o un estable fino si y solo si, para cada x,y € A; con v # vy,
IN(2) N N(y)| =i — 1.

Comenzamos esta secciéon, mostrando una generalizacién de la Observacién 14

cuya prueba se presenta en el Apéndice B por ser enteramente técnica.

Proposicién 28. Sea G = (S,K), G primo e i € [1,{] y A; = {51,52,...,54,}-
k+1

Entonces A; es estable grueso o estable fino si y sdlo si | (| N(s;)| =i — k, para
j=1

cada k € [1,i —1].

Demostracion. Ver Apéndice B. O]

La siguiente caracterizacion, presentada en [38] serda fundamental en el resto
de esta seccién para obtener el nimero de dominacién {2}-romana en grafos split
{H,, Hy, H;, Hy}-free graphs.

Lema 15. /38, Lema 3] El grafo primo split G = (S, K) es {Hy, Hy, Hy, Hy}-free si

y sdlo si para todo i € [1,1], se verifican las siguientes:
1. A; es estable fino o estable grueso.
2. C! C B,.

3. 81 |A;| = 4 y A; es estable grueso entonces i = £. Mds ain, si A;_y # ()
entonces |A;—1| <3, C;o1 CCy y Ay UA; 1 UK es {Hy, Hy}-free.

4. St |Ai—1| =4 y Ai_1 es estable fino entoncesi =2, B; 1 C B; y A;UA; UK
es {Hy, Hy}-free.
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5. Si|A;| < 4y |Ai—1] < 4 entonces para todo s € A;, s no es vértice de un
subgrafo inducido de A; U A;_1 U S; U K isomorfo a Hy o Hy, y para todo
s€ A1, IN(&)\ N(s)| < 1.

Previo al resultado central de esta subseccion, presentamos algunos resultados
que derivan del Lema 15. Las pruebas estan incluidas en el Apéndice B por ser

enteramente técnicas.

Corolario 8. Si G es un grafo primo split { Hy, Hy, H,, Hy }-free entonces:
i. Si|A;| =4 entoncesi=1 o01i=1{, luego |A;| < 3 parai € 2,0 —1].
i. B CC; CB;paraje[li—2] yiel3/{.

ii. Si By = 0 para cada j > 3, entonces C = 0 y A; € C; = 0 para cada
iel,5—2].

w. Parai € (2,0], B; =0 siy sdlo si|A;| =i+1 or A; = 0. Mds ain, si|A;| =i+1
entonces cada vértice en C; es vecino de exactamente i vértices en A;.

-CiNBiy1 =0 parai=2,3 o0
- BimBi—i-l Z@pamie [4,5—1],

entonces C; C Ciyq y cada vértice en B; no es vecino de a lo sumo un vértice

en AZ'Jrl .

vi. St € > 2, entonces Ay, Ay y Ay son los unicos conjuntos no vacios entre los

A; con B; = 0.
Demostracion. Ver Apéndice B O]

Con estos resultados ahora podemos obtener el nimero de dominacién {2}-

romana de cualquier grafo split {H,, Hy, H,, H,}-free

Teorema 14. Sean G = (S, K) un grafo split {Hy, Hy, Hy, Hy}-free, { € Z+, £ > 1
y los conjuntos A;, B; y C; para i € [1,(] anteriormente definidos, e

in = min{i € [1,4]}. Ent
i gn;rql){z [1,(]}. Entonces

A +1 < 3r(G) < |Ai] +3.

Mds precisamente,
= Yroy(G) = |A1] + 1 en los siguientes casos:
o /=1,

0€=2y01ﬂ327é®,
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e (=3,B3#0 y A =0,

e (>4 el =1,

e (>4, 1y, =2yCiNBy#0,

e (>4, iyn =23, Bs#D y Ay = 0.

= Yroy(G) = |A1] + 2 en los siguientes casos:

e (=2 By #0 yCiNBy=10,

e (=2 By=0yCiNCy#0,

e (=3, |As| <4y Byn By #£0,

e (>4 ipin=2, Bo A0 yCiNBy =10,

0 (>4, ipin=2,B=0yCiNCy #0,

o (>4, iy =3, |As] <4y BoN Bz # 0,

¢ (>4, 4< i <l —1,B;,. NB;, . (1#0y A, =0,
o [ >4y, =21,

» Yir2y(G) = |Ai| + 3 en cualquier otro caso.

La prueba de este teorema se presenta en el Apéndice B por ser también entera-

mente técnica.

Para finalizar esta seccién, reunimos los resultados presentados para derivar algo-
ritmos précticos de tiempo lineal que calculan el nimero de dominacién {2}-romana

de varias clases de grafos con pocos P,’s inducidos.

4.2.2.5. Grafos con pocos P,

D2R en cografos fue estudiado en [33]. Sin embargo aqui presentamos otra ma-
nera de hallar el nimero de dominacién {2}-romana en cografos que nos permite
extender el procedimiento a superclases de estos como son los grafos Py-sparse, Py-
tidy y Partner Limited.

Cografos

Un cografo es un grafo que no tiene ningtin P, como subgrafo inducido. Aplicando
la descomposicién modular, se tiene que un cografo puede construirse a partir de
grafos triviales mediante union y join. Luego, del Teorema 12 y la Observacién 10,
obtenemos un procedimiento de tiempo lineal para obtener el niimero de dominacion

{2}-romana de cualquier cografo dado.
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Grafos Ps-sparse

Un grafo es Py-sparse si cada conjunto de cinco vértices contiene a lo sumo un
Py inducido [28].
En [29] estos grafos se caracterizan como los grafos que verifican una y sélo una

de las siguientes:

1. G o su complemento es no conexo y cada una de sus componentes conexas es

un grafo Py-sparse.

2. G es una arana (S,C, H) y G[H]| es un grafo Ps-sparse.

En otras palabras, en este caso la descomposicién modular tiene como moédulos
indescomponibles a grafos triviales y grafos arana del grafo Ps-sparse dado. Entonces
del Teorema 12, la Observacién 10 y la Proposicién 19, obtenemos un procedimiento
de tiempo lineal para obtener el nimero de dominacién {2}-romana de cualquier

grafo Py-sparse dado.

Figura 4.16: Ejemplos de mddulos indescomponibles de un grafo P,-sparse

Grafos Ps-tidy

Sea G = (V, E) un grafo, y sea A un P, inducido en G. Un partner de A es un
vértice v en G\ A tal que AU {u} induce un grafo con al menos dos P, inducidos.
Un grafo es Py-tidy si cualquier Py inducido tiene como maximo un partner. Los
grafos Py-tidy se caracterizan en [24] como aquellos que verifican una tnica de las

siguientes:

1. G' o su complemento es no conexo y cada una de sus componentes conexas es

un grafo Py-tidy.
2. G es una quasi-arana (S,C, H) y G[H] es un grafo P,-tidy.

3. GGSP5,F5,C5OK1.

En [24] también se demuestra que los médulos indescomponibles de grafos Pj-
tidy son isomorfos a C5, P5, Ps vy cuasi-arafias cuya cabeza es vacia o tiene a lo sumo
un vértice.

Luego aplicando estos resultados, el Teorema 12 y las Proposiciones 19 y 20 se
obtiene un procedimiento de tiempo lineal que calcula el nimero de dominacion

{2}-romana de cualquier grafo P;-tidy dado.
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— a0 KA

Figura 4.17: Ejemplos de médulos indescomponibles de un grafo Py-tidy

Grafos Partner Limited

G es un grafo Partner Limited (o grafo PL) si cualquier Py inducido en G tiene
como maximo dos partners.

Los grafos Partner Limited se caracterizan en [38, Teorema 1]. Esta caracteriza-
cién puede reformularse de la siguiente manera: G' es un grafo Partner Limited si y

s6lo si veifica una de las siguientes:

1. G o su complemento es no conexo y cada una de sus componentes conexas es

un grafo Partner Limited.
2. G es una arana bien etiquetada o su complemento.
3. G es isomorfo a un moédulo en ZOO.

4. G es un grafo split {H,, Hy, H, Hy}-free, donde H, y H, se muestran en la
Figura 4.14.

Luego aplicamos la caracterizacién en [38], el Teorema 12 y los resultados en
los Parrafos 4.2.2.2 al 4.2.2.4, y obtenemos un procedimiento de tiempo lineal que
calcula el nimero de dominacién {2}-romana de cualquier grafo Partner Limited
dado.

Los resultados presentados en este capitulo fueron publicados en [20, 21].
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Capitulo 5
Bisqueda de grafos {k}-romanos

Teniendo ahora, a partir del trabajo mostrado en el Capitulo 4, algoritmos efi-
cientes para el cdlculo del nimero de dominacién {2}-romana en miltiples clases de
grafos, el objetivo de este capitulo es analizar cudles de estos son grafos {2}-romanos.

También, identificamos algunos grafos {k}-romanos para k > 2.

5.1. Orugas {k}-romanas

Siguiendo el orden del capitulo anterior, iniciamos con los grafos oruga. Como
los grafos orugas son casos particulares de drboles, y existen caracterizaciones para
los drboles {2}-romanos (caracterizados en [27]) y {k}-romanos con k > 3 (caracte-
rizados en [40]) estudiamos qué deberfa tenerse en cuenta en la caracterizacion para

obtener orugas {2}-romanas y orugas {k}-romanas.

5.1.1. k=2

Como ya fue mencionado anteriormente en esta tesis, en [27] Henning y Klos-
termeyer estudian la dominacién {2}-romana en arboles. Para esto, consideran des-
igualdades que relacionan el niimero de dominacién con el nimero de dominacion
{2}-romana y caracterizan las clases de arboles que verifican las cotas por igualdad,
es decir la clase de los arboles {2}-romanos. Nuestro objetivo en esta seccién es
restringir esa construccion a la clase de orugas. Para esto analizamos si la construc-
cién es minimal incluso en orugas, y presentamos condiciones bajo las cuales pueden

aplicarse las operaciones para construir orugas {2}-romanas.

Veamos las definiciones y operaciones necesarias para la caracterizacién mostrada
en [40].

Una funcién f: V — {0,1,2} es casi {2}-romana relativa al vértice v si, cuando
f(u) = 0 entonces f(N(u)) = 1siu=wvo f(N(u)) > 2 en el caso contrario. De

esta forma toda funcién {2}-romana es casi {2}-romana. Denotamos al nimero de
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dominacién casi {2}-romano relativo al vértice v como ¥z, (G, v). Un vértice v es
un vértice estable si Yoy (G — v) = Y2y (G). Decimos que un vértice v es casi
estable si Y{pyy (G, v) = V{r2}(G). Un vértice en un drbol se dice stem si tiene grado

al menos dos y es adyacente a una hoja.

Ejemplo 26. Vértices estables y casi estables.

En Py los vértices stem son vértices estables porque Py—u = K1UP, con u vértice
stem en Py. Sin embargo, las hojas no son vértices estables porque yipa(P3) = 2 <
3 = v(r2y(Ps). Es decir, no cualquier vértice es un vértice estable en un grafo.

Mas ain, una hoja v en un camino par no es un vértice estable ya que, de la
Observacion 9, se tiene que Y{ray (Pan—1) < Yr2} (FPon)-

Por otro lado, una hoja en un camino par no es un vértice casi estable. Sea P,
de vértices vy, ..., Va,. La funcion que asigna peso 0 a los vértices de indice impar y
peso 1 a los vértices de inidce par es una funcion casi {2}-romana relativa al vértice
vy de peso Yigray(Pan) — 1, pero no es una funcion {2}-romana dominante.

Sin embargo, una hoja en un camino impar Ps, 1 es un vértice casi estable.
Notemos que cualquier funcion casi {2}-romana dominante relativa a una hoja, de
minimo peso, y que asigne 0 a dicho vértice es una funcion {2}-romana dominante

del camino inducido Py,, es decir que tiene peso Yoy (Pan) = V{r2} (Pont1)-

Dadas las definiciones, podemos presentar la clase de grafos que son arboles y
{2}-romanos.

Sea H la familia de arboles que puede obtenerse mediante una sucesion Ty, . .., Ty
donde k > 0, Ty = P3 y T = Ty. Mas atn, si k > 1 entonces el arbol T; se obtiene
aplicando al arbol 7" = T;_; alguna de las siguientes operaciones (Figura 5.1):

Operacion O;: Anadir un nuevo vértice u, y la arista uv para algin vértice v
estable y stem en 7",

Operaciéon O,: Anadir un camino P3 con vértice central u y la arista uv para
algin v vértice estable de T".

Operacion Os: Anadir un camino P; y la arista uv, donde u es un vértice de
grado 1 en P; y v un vértice casi estable de T".

Operacién O4: Anadir una estrella K; 3 y la arista uv, donde u es un vértice

de grado 1 en K3 y v es un vértice (cualquiera) de 7".

Figura 5.1: Operaciones O, O,, O3 y Oy4.
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Observaciéon 15. En esta tesis usamos la notacion Ty, = O;(Ty_1,v) para indicar
que el drbol Ty, se obtiene de aplicar la operacion O; con i = 1,...,4 al darbol Tj_4

sobre el vértice v.
Teorema 15. [27] Un drbol T' es un grafo {2}-romano si y sdlo si T € H.

Como corolario de este teorema, dado un arbol que en particular es una oruga,
serd {2}-romano si y solo si se puede obtener a partir de un camino P3 aplicando
una sucesion de las operaciones descriptas. Considerando la operacion O;, es claro
que todo padre es stem. Por otro lado, para las operaciones Oy, O3 v Oy es claro que
aplicar cualquiera de éstas a un vértice que no sea extremo de un camino central
en la oruga, resulta en un grafo que no es una oruga. Luego tenemos la siguiente

observacion.

Observacion 16. Sea C' una oruga en la clase H, entonces C se obtiene a partir
de un grafo P3 realizando la operacion Oy a un padre, o a un vértice a distancia
1 del extremo del camino central, que es un vértice estable, realizando la operacion
Oy a un vértice que es extremo del camino central y vértice estable, realizando la
operacion O3z a un vértice que es extremo del camino central y vértice casi estable o

realizando las operacion Oy a un vértice que es extremo del camino central.

Cabe aclarar que en el caso particular de una oruga que es un camino, el niimero
de dominacién {2}-romana para un camino P, es vigo}(P,) = [*] [10]. Por otro
lado el nimero de dominacién de un camino es y(P,) = [%] [18]. De esta forma los
tinicos caminos que son {2}-romanos son P,, Py y Ps. Por esto, en adelante vamos
a considerar orugas que no sean caminos.

Con esto en mente, ahora nuestro objetivo es determinar con mayor claridad qué
tipo de orugas son {2}-romanas. Para ello, buscamos condiciones necesarias para

poder aplicar las operaciones O; con i = 1,2, 3, 4.

Proposicion 29. Si C' es una oruga, v un vértice stem que no es padre, y v no

tiene vecinos en comun con un padre en C, entonces v es un vértice estable.

Demostracion. Claramente C'—v es la unién entre una oruga C” (al menos 4 vértices)
y un grafo trivial. Llamemos u al vecino de v que no es hoja, x al vértice a distancia
2 de v y z al vértice a distancia 3 de v (que es tnico porque, como x no es padre,
d(x) = 2).

Es claro que si una yqgo)-funcién de C' — v asigna 1 a u, la extensién de esta
funcién a C' asignando peso 0 a v es una funcién {2}-romana dominante de C, es
decir que Y{r2}(C) < Yr2} (C —v)

Veamos que siempre existe una funcién {2}-romana dominante de C’ que asigna
peso 1 a u. Sea f una y(pey-funcién de C'. Si f(x) < 1, f(u) = 1. Supongamos que
f(z) = 2, entonces podemos definir g : V(C") — {0, 1,2} tal que g(u) = 1, g(v) =0,
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g(z) = min{f(z) + 1,2} y coincide con f para el resto de los vértices de C’. Luego
g es una funcién {2}-romana dominante de peso w(g) < w(f) que asigna peso 1 a
u.

Por lo tanto, v es un vértice casi estable de C'. O

Lema 16. Sea C' una oruga y v un vértice en C'. St v tiene mads de un hijo, entonces

v es un vértice estable y un vértice casi estable.

Demostracion. Sea v con al menos dos hijos, veamos primero que es un vértice
estable, es decir que Y(p2 (C' —v) = Y(ray (O).

Si v tiene al menos dos hijos, C' — v tiene al menos dos vértices aislados a los
cuales una funcién {2}-romana dominante f asigna peso 1. Luego, considerando
f(u) = f(u) para todo u € V(C) \ {v} y f(v) = 0, resulta que f es una funcién
{2}-romana dominante de C. Por lo tanto v es un vértice estable.

Veamos ahora que v es casi estable. Como toda funcién {2}-romana es casi {2}-
romana, tenemos que 7?}%2}(0, v) < Y(r2}(C). Parala desigualdad opuesta, sea f una
funcién casi {2}-romana relativa a v de peso Yz, (C,v). Claramente si f(v) > 1,
f es una funcién {2}-romana. Si f(v) =0, f asigna peso 1 a cada uno de los hijos
de v por ser v su unico vecino. Como v tiene al menos dos hijos, f(N(v)) > 2y
entonces resulta que f es una funcién {2}-romana dominante. Sigue que y{go}(C) <

vaz}(C, v) y por lo tanto v es casi estable. 0

Lema 17. Sea C un oruga en la clase H, entonces pueden aplicarse las operaciones

01 a Oy segun las siguientes condiciones:

O1: si el vértice v es stem pero no padre, y no tiene vecinos en comiun con un
padre, o el vértice v es un padre tal que los vértices a distancia 2 no son ambos

padres de al menos dos hijos.

Oy si el vértice v es extremo del camino central (maximal) y estd a distancia

mayor a 2 de un padre de al menos dos hijos.

Os3: si el vértice v es extremo de un camino central y estd a distancia a los sumo

2 de un padre con al menos dos hijos.

Oy: si el vértice v es extremo de un camino central.

Demostracion. Para las operaciones O; y Oy, veamos que un padre que no tiene
vecinos en comun con padres de al menos dos hijos es un vértice estable. Haremos
esta prueba por contradiccién.

Supongamos que v no es estable, es decir que v(ry(C' — v) < Y(r2y(C). Del
Lema 16, v tiene a lo sumo un hijo.

Sea x un vecino de v en el camino central y g una 7yypo-funcién de ¢' — v. Si

g(x) # 0, podemos construir una funcién {2}-romana dominante de peso v{r2y(C'—v)
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para C' asignando peso 0 al vértice v y el peso que asigne g al resto de los vértices.
Luego g(z) = 0 para toda funcién {2}-romana dominante 6ptima de C'—v. Es decir
que todo vecino de v en el camino central debe ser vecino de un vértice al cual
una funcién {2}-romana dominante siempre asigna peso 2. Resulta entonces que los
vecinos de v en el camino central son vecinos de padres con al menos dos hijos.

Para la operacion O3, sea v extremo de un camino central. Veamos que, si esta
a distancia al menos 2 de un padre con al menos dos hijos, entonces v es un vértice
casi estable. Claramente, como v es extremo del camino principal, no es padre. Sea
u el vecino de v. De la definicién, v?RQ}(C’, v) < Y{r2}(C). Supongamos que existe f,
una funcién casi {2}-romana dominante relativa al vértice v de peso y(py(C) — 1.
Si f(v) =1, f es una funcién {2}-romana dominante de peso Y{g2}(C) — 1, una
contradiccién. Consideremos entonces que f(v) = 0.

Como debe ser f(u) > 1, supongamos f(u) = 1. Si u es padre de al menos
dos hijos, tiene al menos un hijo al cual f asigna peso 1, digamos z. Definiendo
una funciéon que asigne peso 0 a x, peso 2 a u y el peso que asignaba f al resto
de los vértices, se obtiene una funcién {2}-romana de C' de peso y(r2(C) — 1, una
contradiccion. Si u es vecino de un padre de al menos dos hijos, digamos z. Si
f(z) < 1, f asigna peso 1 a todos sus hijos y podemos redefinir como en el caso
anterior y obtener una funcién que asigna peso 2 a z. Ahora, si f(z) = 2, podemos
definir una funcién que asigna peso 1 a v, peso 0 a u y el mismo peso que f al resto de
los vértices. Esta es una funcién {2}-romana dominante de C' de peso v{r2(C) — 1,
que es una contradiccién. Por lo tanto, 7y, (C,v) = Y(r2}(C) y v es un vértice casi
estable. O]

Habiéndonos restringido a una subclase de los grafos arboles, en este caso a los
grafos oruga, nos interesa determinar si la caracterizacion presentada es minimal.

Para esto estudiamos el comportamiento de las operaciones.

Ejemplo 27. Una oruga con maultiples construcciones.

El grafo C puede construirse a partir de Ps aplicando la operacion Oy al vértice
v. Es decir C = O4(Ps,v).

Este grafo también puede construirse aplicando la operacion Oz al vértice v y
luego aplicando la operacion Oy al vértice w. Es decir C' = O1(O3(Ps,v),w).

Notar que v es casi estable en Py porque Vipay(Ps) = V{pyy(F3,0) = 2. Y w es
estable en Ps porque Ps\ {w} = Py U {u} y vroy(Ps) = 4 = yroy (Py) + 1.

Figura 5.2: Diferentes construcciones para C.
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Con el objetivo de demostrar o refutar la minimalidad de las operaciones para

grafos oruga {2}-romanos, probamos el siguiente resultado.

Proposicién 30. Si C' es un grafo oruga en la clase H, entonces al aplicar O3 se

obtiene un vértice que es padre y estable.

Demostracién. Sea C una oruga en H, C' = O3(C) donde la operacién se aplica a un
vértice v. Por definicién de la operacién en orugas, v es un vértice de grado 1 en el
camino central de C'y v es casi estable. Luego, en C, llamemos z, Y, 2z a los vértices
del P; que anade la operacion Os. De esta forma v es adyacente a x. Veamos que y
es un vértice estable en C.

Sea f una 7qgr-funcién de C' que asigna 0 al vértice y. Esta funcién existe
porque v es casi estable, es decir que existe una funcién casi estable 6ptima que
tiene el mismo peso que una funcién {2}-romana dominante 6ptima. Construimos
entonces una funcién f en V(C) tal que f(u) = f(u) siu € V(C), f(x) = f(z) =1
y f(y) = 0. Luego f es una funcién {2}-romana dominante de C'y la restriccién
de f a C\ {y} es una funcién {2}-romana dominante de este grafo, por lo que
Yir2y (C\ {y}) < v(mny (O). i

Supongamos ahora que g es una 7yroy-funcién de C'\ {y}. En cualquier caso,
g(z) = 1 por ser un vértice aislado. Si g(z) = 0, la restriccién de g al grafo C' es una
funcién {2}-romana dominante de peso y{z2)(C \ {y}) — 1. Luego asignando 1 al
vértice y, y g(u) al resto de los vértices se tiene una funcién {2}-romana dominante
de C, de peso ’Y{RQ}(O \ {y}). Es decir que V{Rg}(é) < W{RQ}(C‘ \ {y}).

Si g(z) = 1 existen dos posibilidades. Si g(v) = 1, podemos trasladar el peso en
x a v, volviendo al caso anterior. Si g(v) = 0, entonces asignando 0 al vértice y, y
g(u) al resto de los vértices se tiene una funcién {2}-romana dominante de C' peso
Y2y (C\ {y}). Bs decir que v(r2(C) < a2y (C\ {u}).

Por lo tanto y es estable y padre de z. O

Considerando la definicién de la operacion Oy, como consecuencia de esta pro-

posicion tenemos el siguiente corolario.

Corolario 9. Siempre que se aplique la operacion Os, existe un vértice al que puede

aplicarse la operacion O;.

Este corolario nos lleva a pensar que la operacion O, es redundante. Contrario a
lo esperado, si el grafo C' € H se obtiene a partir del camino P3 aplicando en alguna
de las iteraciones la operacion Oy, no siempre es posible obtener C' a partir de Pj
aplicando sélo las operaciones Oy, Oy, O3. El problema yace en que la operacion Oy
se aplica sobre un vértice casi estable, al contrario de la operacién Q4 como puede

verse en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 28. Minimalidad de las operaciones.

El grafo C de la Figura 5.3 se obtiene con la siguiente sucesion de operaciones:
C = 04(03(0x(P3,v2),v4), v7)

Es decir, C' se construye a partir de un P3 aplicando Oy sobre vs, luego O3z sobre
vy Yy finalmente Oy sobre vy.

En este caso no es posible reemplazar este ultimo paso por la aplicacion sucesiva
de O3 y O1, ya que el vértice v; en el subgrafo inducido por {vy, ..., vr,v11}, digamos
C’, no es casi estable. A partir del algoritmo para orugas se tiene y{ra)(C") = 6 pero
si se considera una funcion casi {2}-romana dominante relativa a vy con Vo =
{v1,v3,v5, 07}, Vi = {vg, v2, v, 06,011} y Vo = 0, esta funcion tiene peso 5.

Analicemos las posibles construcciones alternativas para C. Notemos que, como
las operaciones Oy y O3 resultan en la adicion de 3 vértices, y Oy solo se aplica a
padres, no cualquier Py que sea subgrafo inducido es un punto de partida vdlido para
la construccion de C'.

Si Py = wg,v1,vy se tiene la construccion mencionada. St Py = vi1,v3, Uy,
O3(03(Ps,v3),v4) = C'. Y finalmente si Py = vs, vg, v7, O3(O1(O5(Ps,v5),v3),v5) =
C'. Es decir que en cualquier caso se tiene que vy no es casi estable, por lo que no
puede aplicarse O3 sequido de Oy en lugar de Oy.

C
Vo (%1 (% U3 V4 Us Ve U7 Ug Vg9 V1o
Ps l O, O3 J, O4
V11 V12

Figura 5.3: Oruga C' con una unica construccion.

En conclusion, debido a que no existen operaciones redundantes en esta clase de

grafos, la caracterizacién por operaciones es minimal incluso para grafos oruga.

5.1.2. k£>2

Similar al trabajo realizado por Henning y Klostermeyer en [27], en [40] se carac-
terizan los arboles {k}-romanos mediante operaciones entre las cuales encontramos
generalizaciones de las operaciones presentadas en la subseccién anterior.

Se dice que una funcién es {k}-romana dominante relativa al vértice v si es una
funcién {k}-romana dominante que asigna k o k—1 al vértice v. Se nota v, (G, v)
al nimero de dominacién {k}-romano relativo al vértice v. Una funcién es casi {k}-
romana dominante relativa al vértice v si es una funcién f: V' — {0,...,k} tal que,
si f(u) = 0 entonces f(N(u)) > k—1siu=wvo f(N(u)) > 2siu+#v. Notemos que

si k = 2 tenemos una funcién casi {2}-romana, por lo que esta es una generalizacién
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de la anterior. El nimero de dominacion casi {k}-romano relativa al vértice v es
Vifry (G, v). Una funcion es segunda casi {k}-romana dominante relativa al vértice v
si es una funcién f : V' — {0,...,k} tal que, si f(u) = 0 entonces f(N(u)) > k—2si
u=vo f(N(u)) =2 en otro caso. Como es de esperarse, toda funcién {k}-romana
es casi {k}-romana y toda funcién casi {k}-romana es segunda casi {k}-romana.
Andlogamente, el nimero de dominacién segundo casi {k}-romano relativa al vértice
ves Yy (G 0).

Un vértice v es vértice {k}-estable si yipiy(G — v) = Yiriy(G). Un vértice v es
casi {k}-estable si vy, (G,v) = 7(G). De la misma forma, un vértice v es segundo
casi {k}-estable si 75, (G, v) =7(G).

A partir de estas definiciones podemos presentar la clase de los drboles {k}-
romanos. Se define 7, como la familia de arboles que se construyen a partir de
la estrella K ;_; aplicando sucesivamente alguna de las siguientes 5 operaciones
(Figura 5.2):

Operacion O;: Anadir un nuevo vértice u, y la arista uv para algin vértice v
adyacente a al menos un vértice de grado 1 (pendiente) en 7.

Operacién O,: Anadir una estrella K ; con vértice central u y la arista uv para
algin v vértice {k}-estable de T".

Operacién Osz: Anadir una estrella K y la arista wv, donde u es un vértice
de grado 1 en Ky y v un vértice casi {k}-estable de T".

Operacién O,: Anadir una estrella K7 ;1 y la arista uv, donde u es un vértice
de grado 1 en K ;11 y v es un vértice (cualquiera) de 77

Operacién Os: Anadir una estrella K ;1 y la arista uv, donde dg, ,_, (u) =1
es un vértice de grado 1 en K ,_1 y v es un vértice segundo casi {k}-estable de 7"
que verifica Yrr}(1") < Vippy (1", 0).

Para estas definiciones se considera k > 2, salvo para la operacién Oj que debe

ser k > 3. En esta tesis consideramos k& > 3.

Figura 5.4: Operaciones Oy, Oy, O3, Oy v Os.
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Teorema 16. [40] Un drbol T' es un grafo {k}-romano si y sélo si T € Tg.

Observacion 17. De este teorema sigue que los grafos oruga que son grafos {k}-
romanos son aquellos que pertenecen a la clase Ty. Es decir, aquellos para los cuales
a partir de una estrella K 1 la operacion Oy se realiza sobre un vértice v que es
un padre en el camino central o no es padre pero es stem. Las operaciones Og, Os,

Oy u Oy se realizan sobre un vértice v que es extremo de un camino central.

A partir de esta observacién podemos determinar con mayor claridad qué tipo
de orugas son las orugas {k}-romanas. Sélo en el caso k = 3 es necesario tener en

cuenta algunas consideraciones respecto de la operacién Os.

Lema 18. Sea C' = Kj,_1 y u un hijo en C. Entonces u no es {k}-estable. En

particular si k = 3, u no es sequndo casi {k}-estable.

Demostracion. Sea v el vértice universal en C, y u un hijo de v. Notemos que
Yriy(C) =k y d(v) = k — 1. Luego v{rr}(C \ v) = k — 1 ya que el grafo C'\ v tiene
k — 1 vértices, es decir que u no es {k}-estable.

Por otro lado, sea f la funcién que asigna peso 0 al vértice u, peso k—2 a v y peso
1 al resto de los vértices. Luego la funcién f es una funcién segunda casi {k}-romana
de peso w(f) = f(N[v]) = k—2+k—2 = 2k—4. Luego v, (C,u) = min{2k —4, k}.

Como vri}(C) = k, resulta que u no es segundo casi estable sélo si k = 3. O

Corolario 10. En el primer paso para construir orugas {k}-romanas no puede

aplicarse la operacion Oy, si k = 3 tampoco puede aplicarse la operacion Os.

Ya que existen restricciones a las operaciones que pueden aplicarse en el primer

paso, veamos que para el caso k = 3 existe otra restriccién en la operacién Os.

Lema 19. Si k = 3, la operacion Os no puede aplicarse sobre un vértice que se

anade al aplicar Os.

Demostracion. Sean C' = O3(C) y z, v, u en ese orden los vértices anadidos al
aplicar la operaciéon Oz a C tal que u es hijo de v en C’. Veamos que u no es
segundo casi {k}-estable.

Andlogo a la demostracién del Lema 18, sea f una ~yyrs(C)-funcién y fla
extensién de f a V(C') tal que f(z) = f(v) = 1y f(u) = 0. Luego f es una
funcién segunda casi {k}-romana de peso y(r3}(C) + 2, por lo que resulta 7{ps) <
Yr3}(C) + 2 < (g3} (C') = vrs (C) + 3.

Por lo tanto, no pueden aplicarse la operacion Os sobre wu. O]

Notemos que este lema nos dice que si una oruga {k}-romana tiene dos vértices
de grado 2 que son vecinos, entonces uno de ellos es un padre (con un tnico hijo) o

ambos son vecinos de algin padre (claramente no del mismo).
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Teorema 17. Sea C' una oruga {k}-romana en la cual se aplican ¢ operaciones O;

con i =2,3,4,5, entonces en C' se verifican:
1. En C hay £+ 1 padres.
2. Si k > 3, cada padre tiene al menos k — 3 hijos.
3. Si k =3 cada padre tiene al menos un hijo.
4. Dos padres consecutivos en el camino central estan a distancia 2 o 3.

Demostracion. 1. Como consecuencia de la Observacion 17, notemos que al apli-
car la operacion (O; a una oruga C’, sélo se anaden hijos a un padre ya exis-
tente en C’. Mientras que al aplicar el resto de las operaciones se anade un
padre. Luego en K ;_; hay un tnico padre y al aplicar ¢ operaciones O; con
1 =2,3,4,5 se obtienen ¢ + 1 padres.

2. De las definiciones de las operaciones, la operaciéon O, anade k hijos, las opera-
ciones Oy y O3 anaden k— 1 hijos cada una y Os anade k — 2 hijos. Luego cada
vez que se aplica la operacién O; se agrega un hijo a un padre ya existente,
y si se aplica una operacién O; con ¢ = 2,3,4,5, un hijo pasa a ser un vértice
en el camino central de grado 2. Es decir que cada vez que se aplica una de
estas operaciones, un padre a lo sumo pierde un hijo, pero en cada aplicacién
de una operacién esto sucede sobre un padre distinto. Resulta entonces que si
se aplican dos veces sucesivas O5 un padre con k — 2 hijos pasa a tener k — 3

hijos. Por lo tanto cada padre tiene al menos k — 3 hijos.

3. Para el caso particular de £ = 3, teniendo en cuenta el item anterior y el
Lema 19, como no puede aplicarse dos veces sucesivas la operacion Os, cada

padre tiene al menos k — 2(= 1) hijos.

4. Sean vy y ve padres consecutivos en C. Si vy se anadio al aplicar la operacion
O, sobre un hijo u de vy, entonces u es vecino tanto de v; como de vy. Si vy
se anadi6 al aplicar alguna de las operaciones Oz, Q4 u Os sobre un hijo u de
vy, entonces u es adyacente a un vecino de vy. Luego entre v; y v hay uno o
dos vértices en el camino central.

]

Ejemplo 29. Oruga {4}-romana.
Notar que en particular en este ejemplo, C' se construye aplicando 4 operaciones
que no son Oy (¢ = 4). Luego C tiene 5 padres, los padres tienen al menos k — 3

hijos y entre dos padres consecutivos en el camino central hay uno o dos vértices.

Habiendo mostrado cémo son las orugas {k}-romanas, vale la pena analizar la

minimalidad de las operaciones. Notemos que, siempre que sea posible aplicar las
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Figura 5.5: Ejemplo Oruga {k}-romana (k = 4).

operaciones, resulta O1(O5(C)) = O3(C) y O1(01(05(C))) = O4(C). Sin embargo

cada operacion tiene sus restricciones, las cuales analizamos en el siguiente lema.

Lema 20. Sea C' una oruga donde u es hijo de v y extremo de un camino central.

Luego
1. w es casi {k}-estable.

2. u es sequndo casi {k}-estable.

3. Yrey(C) < Vippy (Cru).

Demostracion. Tanto para las funciones casi {k}-romanas, como para las funciones
{k}-romanas relativas a u, la diferencia entre una de estas funciones y una funcién
{k}-romana se da en el peso asignado a N[v]. Para todos los {tems, sea g una
Yiriy (C)-funcién. Luego g(N[v]) = k.

Para probar los ftems 1y 2, notemos que /%, (C,u) < (g (C,w) < viriy (C).

Supongamos que f es una funcién segunda casi {k}-romana. Como la diferencia
entre una funcién {k}-romana y una funcién segunda casi {k}-romana relativa a u se
da en la vecindad de v, analizamos el peso de f en N|v]. Entonces, si f(u) = 0 debe
ser f(v) = k—2. Pero como v tiene al menos k — 2 vecinos distintos de u a los cuales
f deberia asignar peso 1, resulta f(N[v]) > 2k —4. Asi, f(N[v]) > g(N[v]) = k para
todo k > 4. Luego u es segundo casi {k}-estable, y también casi {k}-estable.

Para la prueba del item 3, sea h una funcién {k}-romana relativa a u de peso
minimo. Si h(u) = k—1, h(v) >0y h(N[v]) =2 k—14+k—2+1 > k para todo k > 3.
Por otro lado si h(u) = k 'y h(v) =0, h(N[v]) > k+ k —2 > k para todo k > 3. En
ambos casos h(N[v]) > g(N[v]). Por lo tanto u verifica la condicién necesaria para

aplicar la operacion Os. O

A partir de este lema y del comentario posterior al Ejemplo 29 se tiene el siguiente

teorema.

Teorema 18. Si k > 4, las operaciones Oz y Oy son redundantes en la construccion

de orugas {k}-romanas.

Demostracion. Del lema anterior se tiene que, dado u un vértice al que se pueden

aplicar las operaciones O3 u Oy, u verifica las condiciones para aplicar Os. O]
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5.2. Mas grafos {2}-romanos

En esta seccion analizamos condiciones bajo las cuales las operaciones relaciona-
das con la descomposiciéon modular (join y unién) resultan en grafos {2}-romanos.
También estudiamos los médulos indescomponibles que son {2}-romanos para iden-
tificar los grafos con pocos P,’s inducidos que son {2}-romanos.

Recordemos que dados dos grafos G y H la unidn de G y H es el grafo (no
conexo) G U H de vértices V(G) UV (H) y aristas E(G) U E(H). El join de Gy H
(G A H) tiene como vértices V(G) U V(H) , las aristas de cada grafo y todas las
aristas entre vértices de V(G) y V(H).

Proposicién 31. Sean Gy y Gy grafos y m = min{vy(G1),~v(G2)}, entonces

1 siysolosi m=1

2 St no.

Y(G1 A Go) = {

Demostracion. El caso m = 1 es inmediato. Consideremos m > 2.

Sean G1 y G5 con al menos dos vértices y sin vértice universal, y sean u € V(G)
y v € V(G3). Como G; A G no tiene vértice universal, tenemos que v(Gy A Gg) >
2. Para mostrar la desigualdad opuesta, consideremos el conjunto D = {u,v} en
G1 A Go. De la definicién de esta operacion, dado w € V(G; A G) resulta que
w € Nging,(u) si w € V(Gy) o w € Ngyag,(v) st w € V(Gy). Esto es;, D es un
conjunto dominante y por lo tanto v(G; A G2) < 2 como queriamos probar. m

Gracias a este resultado, el join de dos grafos serd un grafo {2}-romano si
» Y(G1AG2) =1y vry(Gi ANGs) =2, 0
L] ’Y(G1 A Gz) =2 y ’Y{RQ}(G1 A Gz) = 4.

El primer caso ocurre si y sélo si uno de los grafos tiene un vértice universal.
Veamos cuando ocurre el segundo caso.

Por lo demostrado en el Teorema 12, ypoy (G1AG:2) = 4 si min{y(roy (G1), Y{r2} (G2)} =
4y min{y(G1),7(G2)} = 3.

Con el objetivo de analizar qué grafos con pocos P; son grafos {2}-romanos,

supongamos ahora que tanto GG; como (G5 se obtienen como join de pares de grafos.

Teorema 19. Sean G1 y G2 grafos que se oblienen como join de otros pares de
grafos, entonces Gy N Gy es {2}-romano si y sdélo si G1 o Gy tienen un vértice

universal.

Demostracion. Si alguno de los grafos tiene un vértice universal, entonces G1 A Go
tiene un vértice universal y por Lema 2 es un grafo {2}-romano.
Por el contrario, si G1 ni G tienen vértice universal, como (G AG3) = 2 resulta

que Yira}(G1 A G2) < 3 por lo que Gy A G no es un grafo {2}-romano. O
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Teorema 20. Sean Gy y Gy grafos no conexos con |V (G;)| = 2. Entonces G1 A Gy
es {2}-romano si y sélo si y(G;) = 3 para i =1,2.

Demostracion. Como G y G5 son grafos no conexos, no tienen vértice universal,
entonces 7(Gy) > 1y v(Gq) > 1.

Si 7(G1) = 2 o y(Ga) = 2, se tiene de la Proposicién 31 que y(Gy A Gg) = 2
mientras que, del Teorema 12 se tiene que y{go} (G1 A G2) = 3. Es decir que G A Gy
no es {2}-romano.

Supongamos ahora que v(Gy1) = 3y 7(Gz2) = 3. Resulta que v(G; A Ga) = 2 de
la Proposicién 31, y 'y{Rg}(Gl A G3) = 4 del Teorema 12. Por lo tanto G; A G5 es un
grafo {2}-romano. O

Con estos resultados podemos caracterizar completamente los grafos {2}-romanos
para las clases de grafos estudiadas en el Capitulo 4 y para las cuales se conoce su
descomposiciéon modular. Sélo nos resta analizar los médulos indescomponibles en

estas clases.

Observacion 18. Los inicos (entre los analizados en las secciones 4.2.2.2 a 4.2.2.5)
grafos indescomponibles que son {2}-romanos son los grafos en ZOO: Fs, C¥ con
d(u) =1, P¥ particulares, aranas bien etiquetadas que se obtienen aplicando opera-

cion Rz a todas las patas, L, QQ y M.

Demostracion. Como un grafo {2}-romano G verifica (g2 (G) = 2v(G), y ambos
pardmetros son nimeros enteros, claramente aquellos grafos para los cuales 2y (G)
sea impar no serdn grafos {2}-romanos. De la Proposicién 19, el nimero de domi-
nacion {2}-romana en una arana es |S|+ 1 si es fina y 3 si es gruesa. Luego si G una
arafia fina, tiene nimero de dominacion | S|, ya que tiene |S| vértices pendientes, por
lo que C' es un conjunto dominante. Por lo tanto una arana es un grafo {2}-romano
si y sblo si |S| =1, es decir que no es una arana.

De la Proposicién 20, el nimero de dominacién {2}-romana de una cuasi-arana
coincide con el nimero de dominacion de la arana a partir de la cual se obtiene.
Por otro lado, como se calculd en [16], una cuasi-arana que se obtiene de una arana
fina tiene nimero de dominacién |S|. Por lo tanto sélo es un grafo {2}-romano si
|S| = 1, que no es una cuasi arana.

De la Proposiciéon 21, si G es una arana bien etiquetada que se obtiene de aplicar
Ri 0 Ry a una araila fina y(po (G) = |S| + 1.

Para todos los casos, C' es un conjunto dominante, luego v(G) < |S|. Por otro
lado como una arana fina tiene |S| vértices pendientes, dos de estos vértices no
tienen vecinos en comun y el anadir mellizos no modifica esta condicién, cada uno
de estos vértices o su vecino en C' deben ser elementos de un conjunto dominante D
por lo que resulta v(G) > |S|.

Resulta entonces que una arana bien etiquetada es un grafo {2}-romano sélo en

el caso en que se aplica R3 en |S| vértices.
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Los grafos en ZOO para los cuales y{p2}(G) es par a partir de lo obtenido en las
Proposiciones 23 y 25 a 27 son los que se presentan en la Figura 5.6. Como ninguno
de estos presenta un vértice universal, 7(G) > 2, luego los vértices azules en la figura
presentan un conjunto dominante minimo en cada caso y los grafos C¥ con d(u) = 1,
P particulares, L, Q y My son grafos {2}-romanos.

Para los grafos J, M; y Mg notar que existen tres vértices pendientes que no
tienen vecinos en comin, por lo que v(G) > 3. Resulta entonces que estos grafos no
son {2}-romanos.

Para el grafos K, notar que el conjunto dominante minimo del camino Ps in-
ducido no domina al vértice u. Mas atn, si u € D un conjunto dominante, como
K\ {NJu]} es un grafo no conexo, no puede dominarse con un unico vértice. Por lo
tanto v(K) > 3.

Finalmente para el grafo M7, como tiene dos vértices pendientes estos vértices o
sus vecinos deben estar en cualquier conjunto dominante. Més atin, como los vértices

vecinos de los vértices pendientes no dominan a todo el grafo resulta y(M7) > 3. O

C3

v
y M Ms A M, vf ut

Figura 5.6: Grafos indescomponibles con ;s (G) par.
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Capitulo 6

Conclusiones finales

Esta tesis doctoral se centra en el estudio de los grafos {k}-romanos y la com-
plejidad computacional de dos problemas de decisién asociados a la dominacién
{k}-romana. A continuacién, se presentan las principales conclusiones y resultados
obtenidos a lo largo de la investigacion:

En el Capitulo 2 se extiende la definicién de drbol {k}-romano dada por Wang et
al. en [40] a un grafo G cualquiera para cada entero k > 2. Esta a su vez generaliza
la definicién de grafo italiano presentada por Klostermeyer y MacGillivray en [33].
Se demuestra que las clases de grafos {k}-romanos con k > 2 forman una secuencia
no creciente de clases; es decir que si un grafo es {k + 1}-romano entonces es un
grafo {k}-romano. Ademds, se prueba que no existe un grafo {k}-romano para todo
k> 2.

Definida la clase de grafos {k}-romanos, se estudia el Problema de Reconoci-
miento (GkR) de esta clase. Respecto a la complejidad computacional de GkR para
el caso k = 2, a partir de los resultados de Bertossi et al., Kim y Kazemnejad
et al. en [3, 31, 32] respectivamente se prueba que G2R es polinomial cuando nos
restringimos a grafos middle.

Para el caso k > 3, se demuestra que GkR es NP-dificil, incluso cuando nos
restringimos a grafos split. Para la prueba de este resultado se introducen nuevas
estructuras —los grafos compatibles y fuertemente compatibles con un hipergrafo—
y se generalizan los resultados de Bertosssi et al., Kim y Kazemnejad et al. en [3,
31, 32] al contexto de hipergrafos. Esto resulta en la caracterizacién de la propiedad
de un grafo {k}-romano a través de la existencia de un matching perfecto en un
hipergrafo k-uniforme con el cual el grafo dado es fuertemente compatible.

Dado que la complejidad computacional de G2R queda abierta para un gra-
fo general, en el Capitulo 3 se avanza sobre el estudio de los grafos {2}-romanos
restringiéndonos a la clase de los grafos split. En particular se define una nueva ope-
racién entre grafos split, la split join (Ag). Se muestra que esta operacién es cerrada
dentro de la clase de los grafos {2}-romanos. También, se caracterizan los grafos {2}-

romanos que pueden descomponerse en dos grafos split “més pequenos” a través de
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esta operacién. Sin embargo, no cualquier grafo split puede descomponerse en la
split join de otros dos grafos. En relacién a los grafos no descomponibles respecto
de la operacién split join, caracterizamos la propiedad de ser un grafo {k}-romano
completamente dentro de dos familias de grafos indescomponibles: los soles S; y sus
complementos. En particular se obtuvo que los grafos que resultaron {2}-romanos
son S; con t par, Sy (isomorfo a S;) y Ss.

Respecto al Problema de dominacién {2}-romana (D2R), en el Capitulo 4 se pre-
sentaron los avances respecto a la complejidad computacional del problema. Se pro-
porciona una nueva reduccion de D2R a DOM (Problema de dominacion clésico), la
cual es significativamente mas sencilla que la reduccion a 3-SAT previamente cono-
cida. Esta reduccién introduce una prueba alternativa de que D2R es NP-completo
en grafos generales e incluso que la complejidad se preserva cuando nos restringimos
a grafos cordales, grafos bipartitos planares, grafos bipartitos cordales.

También en este capitulo se estudia el nimero de dominacién {2}-romana bajo
distintas operaciones de grafos, lo que nos permite disenar algoritmos eficientes en
multiples clases de grafos. Por un lado, el problema D2R se sabe polinomial en la
clase de grafos arboles [9]. Sin embargo no existen algoritmos practicos que permitan
calcular el nimero de dominacién {2}-romana independientemente de otros nime-
ros de dominacién. En este sentido, disenamos un algoritmo eficiente que permite
calcular el nimero de dominacién {2}-romana en una subclase de los grafos drboles,
los grafos oruga, que no depende de ningin otro parametro.

Por otro lado, se consideran las operaciones relacionadas con la descomposicién
modular de un grafo. En particular esta descomposicién aporta una caracterizacion
para los cografos. Si bien D2R en cografos fue estudiado en [33], nuestro estudio de
las operaciones relacionadas con la descomposicion modular resulta en un algoritmo
eficiente. Mas aun, este algoritmo es vélido para grafos en las clases para las cuales
se conoce la descomposicion modular. Esto resulta en un algoritmo que calcula el
nimero de dominacién {2}-romana en las superclases de cografos: Ps-sparse, P-tidy
y Partner Limited.

En cuanto a los grafos {k}-romanos, en el Capitulo 5 se presentan ejemplos
de estos en las clase de grafos estudiadas en el Capitulo 4. Para las orugas {2}-
romanas se considera la caracterizacion mediante ciertas operaciones, presentada por
Henning y Klostermeyer en [27]. Como resultado se obtuvo que la caracterizacion es
minimal incluso para grafos oruga. Para el caso de orugas {k}-romanas con k > 3,
consideramos la caracterizacion presentada por Wang et al. en [40], que generaliza la
caracterizacién dada en [27]. Al contrario de lo esperado, en este caso se obtuvo una
mejor descripcién de las orugas {k}-romanas, sin embargo las operaciones resultaron
no minimales en orugas cuando k > 4. Intuimos que para el caso k = 3 estas
operaciones también son minimales, aunque permanece como una pregunta abierta.

Respecto a los grafos con pocos P,’s inducidos, primero determinamos cudndo
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las operaciones relacionadas con la descomposicién modular preservan o resultan
en un grafo {2}-romano. Para completar el andlisis de los grafos {2}-romanos con
pocos P,’s, y analizamos cudles de los mddulos indescomponibles son {2}-romanos.

Finalmente, en esta tesis quedan lineas de estudio abiertas. Para mencionar algu-
na, hallar algin tipo de caracterizacion estructural de la clase de grafos {k}-romanos.
Como ya se detall6 en esta tesis, estos grafos no cumplen con la propiedad de que
sus subgrafos inducidos estan dentro de la clase, por lo cual no es factible hallar
una caracterizacion por subgrafos prohibidos. Otra pregunta abierta para la cual tal
caracterizacion podria ser de mucha utilidad, es determinar en general la compleji-
dad computacional del problema de reconocimiento de los grafos {k}-romanos para
k = 2, mas alla de los grafos middle para los cuales se pudo probar polinomialidad
de ese reconocimiento. Tal como muestra parte de esta tesis, ésto ultimo resulté
dificil de llevar a cabo dentro de la clase de los grafos split. De seguir siendo dificil
este camino, podrian ser exploradas otras clases de grafos y, en ellas, estudiar cuan

dificil es determinar que un grafo de esa clase sea {2}-romano.
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Apéndice A

Modelo de Programacion Lineal
Entera para DR

Proponemos el siguiente modelo de programacion lineal entera para DkR que
nos sirvié para validar o refutar conjeturas a lo largo de esta tesis. Este modelo se
programé en Python usando Jupyter y se resolvieron diferentes instancias usando
CPLEX. De esta forma, ingresando un grafo GG de n vértices y el nimero k, obtuvi-
mos un vector x = (z,) € {0, ..., k}" asociado a una funcién {k}-romana dominante

éptima para la cual f(v) = z,.

Modelo PLE

Consideramos para cada v € V(G) la variable z, € {0,...,k}. Esta representa
la asignacién de una funcién f al vértice v, es decir que f : V(G) — {0,...,k} tal
que f(v) = z,.

Como se quiere obtener una funcién {k}-romana dominante de peso minimo, la

funcién objetivo sera el peso de la funcion, ésta es:

> -

veV(Q)

Las restricciones son inecuaciones asociadas a que la asignacién z, resulte una
funcién {k}-romana dominante. Asi, si z, = 0, la suma de los valores asignados a
las variables z,, con u € N(v) debe ser por lo menos k. Una forma de modelar estas

restricciones es la siguiente:

Y wuzk(l-z,) WweV(G) (A1)

uEN|[v]
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DER

En resimen consideramos el Problema Lineal Entero:

min Y, x,

veV(Q)

(PLE) S s >k(l—z,) VoeV(G) (A.2)
u€N[v]
x, €{0,...,k} Yo e V(G).

Teorema 21. Dado un grafo G = (V,E) de orden n y k € Z*, x* € Z" es una
solucion factible de A.2 si y solo si x* representa las asignaciones de una funcion

que es {k}-romana dominante de G.

Demostracion. Probaremos primero que una x* solucién factible de A.2 esta asocia-
da a una funcién {k}-romana dominante de G.
De la definicién de las variables, z* € {0,...,k}". Entonces es apropiado definir
f:V(G) = A{0,...,k} tal que f(v) = z,.
Sea ahora v € V(G) tal que f(v) = 0. Por las restricciones A.1, tenemos que
> xy, = k(1 —0) es decir que

uEN|v]

FN@) = 3 sz k.

uEN[v]

Por lo tanto f es una funcién {k}-romana dominante del grafo G.

Por otro lado, por ser g una funcién {k}-romana dominante del grafo G, y sea
x, = g(v) para todo v € V(G). De la definicién de g, x verifica que pertenece a
{0,...,k}"™. Analicemos ahora si = satisface las restricciones A.1.

Por ser g {k}-romana dominante, si g(v) = 0 entonces g(N[v]) > k. Es decir que

r, =0y >, x, =2k =k(l—ux,). Por otro lado, si g(v) > 0 entonces =, > 1y
ueN[v]
k(1 — x,) < 0. Como g(u) > 0 para todo u € V(G), en particular g(N(v)) = 0.

Luego
Y @ =g(NP]) = g(N(v) + g(v) > k(1 - z,).
]

uEN[v
Por lo tanto z es una solucién factible del PLE. O
Cdédigo de la funcién krom
def krom(G,k):

modelo = Model (name='kromana')

# Vartables

X = [modelo.integer_var(name='x_' + str(v),1lb=0,ub=k) for v in G]

# Funcion objetivo

modelo.minimize (modelo.sum(X[v] for v in G))
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# Restricciones
for v in G:
modelo.add_constraint (modelo.sum(

X[u] for u in G.neighbors(v)) >= k*x(1-X[v]))

# Resolver modelo

sol = modelo.solve() # No timprimimos el log

assert sol, "No se encontré solucién"

resumen (modelo, sol) #Imprimimos sélo los datos de interés

def resumen(modelo, sol):

print(
"Variables: ", modelo.number_of_variables, ", ",
"Restricciones: ", modelo.number_of_constraints, ", ",
"Estado: ", modelo.solve_details.status, ", ",
"Tiempo: ", modelo.solve_details.time, "s, ",
"Gap: ", modelo.solve_details.gap, ", ",
"Valor: ", sol.get_objective_value(), " , "

"Solucion:", sol.display(),

"Verificacién",

# Verificacion
def verif(G,X,k):
for v in G:
if X[v] <= 0.5:
a = sum(X[u] for u in G.neighbors(v))
if a < k:
return False

return True
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Apéndice B
Algunas demostraciones técnicas

Proposicién 28. Sea G = (S,K), G primo e i € [1,{] y A; = {s1,52,...,54,}
k+1
M N(s;)
j=1

Entonces A; es estable grueso o estable fino si y sélo si =1 —k, para

cada k € [1,i —1].
Demostracion. Procedemos por induccién sobre k. Para k = 1, la tesis se cumple
por la Observacién 14. Para k > 1, escribamos

:‘61\7(%’)

k+1

‘ON(SJ')

NG| = [N J NN Gs))

Notemos que i < ‘ﬂle N(s;) UN(sk+1)‘ < i+ 1 debido a que |N(sgs1)] =iy la
Observacién 14. Si ﬂle N(sj) UN(sk+1)

N(si) \ iy N(s)| = k=13 |[IN(sran) Az N(s)] NN (s;)| = k=2, para cada
J € [1, k]. Pero en un conjunto de k—1 elementos hay exactamente k—1 subconjuntos

= i, entonces ﬂle N(sj) € N(sgt1) ¥

diferentes de tamano k — 2, Resulta que dos vértices distintos en A; tienen la misma
k .

N(sp1) U ﬂj:l N(s;)| =i+1.

De la hipétesis inductiva, ’ﬂf;l N(sj)l=(+1—k)+i—(i+1) =i—k,yla

proposicion queda demostrada. [

vecindad, y esto contradice la Observacion 14. Asi,

Corolario 8. Si G es un grafo primo split { Hy, Hy, H,, Hy }-free entonces:
i. Si|A;| =4 entoncesi=1 o01i=1{, luego |A;| < 3 para i € 2,0 —1].
ii. B CC; CB;paraje[li—2] yiel3/.

ii. Si By = 0 para cada j > 3, entonces C = 0 y A; € C; = 0 para cada
iel,j—2.

w. Parai € [2,0], B; =0 siy sdlo si|A;| =i+1 or A; = 0. Mds atn, si|A;| =i+1

entonces cada vértice en C; es vecino de exactamente 1 vértices en Aj.
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- C’iﬂBHl:@pami:ZS 0]
- BiﬂBiH:@pamiE [4,6—1],

entonces C; C Ciyq y cada vértice en B; no es vecino de a lo sumo un vértice

en Aiyq.

vi. St € > 2, entonces Ay, Ay y Ay son los unicos conjuntos no vacios entre los

A; con B; = 0.

Demostracion. i., ii. y iii. se deducen del Lema 15.

iv. Claramente si A; = (), entonces B; = 0. Si |A;| # 0, de la Observacién 28
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B; =0 siysdlosi|A;] =i+ 1. Ademds, si |[A;| =i+ 1 entonces |C;| =i+ 1y

cada vértice en C; no es adyacente a un solo vértice en A;.

Comenzaremos probando que C; C Cyy; para cada i € [2,¢ — 1]. Para i = 2,
sea u € Cy \ C5 y sea s’ € Ay tal que N(s') = {u,v}. Del item 5. en el Lema
15, IN(s") \ N(s)| < 1 para cada s € As. Entonces v € B3 para todo s € Aj,
contradiciendo C,N Bz = (). Para i = 3 el razonamiento es andlogo. Para i > 4,
seau € C;\ Cip1y s € A; un vecino de u. Nuevamente del item 5. en el Lema
15, IN(s') \ N(s)| < 1 para cada s € A;;;. Entonces N(s') \ {u} C N(s) para
cada s € A;q. Asi, N(s') \ {u} C Bjy1 vy B; = {u} ya que B;N B = 0.
Entonces, cuando |A4;| < 4 tenemos |B;| > ¢ — 2 lo que contradice iv. Por lo
tanto C; C Ciyq.

Para probar que cada vértice en B; no es adyacente a como maximo un vértice
en A1, sea k' € B;y s1,80 € Ajx1 \ N(K'). Del item 5. en el Lema 15,
IN(s") \ N(s;)] < 1y entonces N(s')\ {k'} C N(s;) para cada s’ € A; y
j =1, 2. De la definicién de Cj, tenemos C; \ {k'} C N(s1) N N(s2). Dado
que |A;] <4y |Ait1| < 4 tenemos i — 1 < |C; \ {k'}| < i+ 1. Probaremos que
de hecho |C; \ {K'}| =i — 1. Si |A;] =3y |B;| =i — 1 entonces |C;| =i+ 2.
Sin embargo |C; \ {¥'}| < |N(s1) N N(s2)| = 4, lo cual es una contradiccion.
Si|A;] = 2, o ambos |A;| =3y |B;| =i — 2, entonces |C; \ {k'}| =iy por
lo tanto, C; \ {k'} = N(s1) N N(s2) y Bix1 € C; \ {k'}, lo cual contradice la
hipétesis para i = 2,3 ya que C; N B;y1 = (). Para el caso ¢ > 4, dado que
B; N Biy1 = 0, tenemos B; = {k’}. De la Observacién 28, |B;| =i — 1 lo que
implica que i = 2, llegando de nuevo a una contradiccién. Si |A;| = 1, entonces
B; = C; y, de la hipétesis, C; N B; 1 = ) para i € [2,£ — 1]. Por 5. en el Lema
15, IN(s') \ N(s;)] < 1 para j = 1,2. Entonces existe k" € [N(s') N N(s;)], vy
dado que k" ¢ B;1, |Air1| = 3. Sea s3 € A;41 (diferente de s; y s9). Entonces
IN(s')\ N(s3)| <1y k" ¢ N(s3),lo que significa que k' € N(s3). Se deduce



de la Observacion 14 y el hecho de que k" € (N(s1) N N(sq2)) \ N(s3) que
N(s3) N N(s1) = N(s3) N N(s2) y entonces s; = s9. Por lo tanto, cada vértice

en B; no es adyacente a como maximo un vértice en A;;q.

vi. Es directo de i. y iv.
O
Teorema 14. Sean G = (S, K) un grafo split {H,, Hy, Hy, Hy}-free, { € Z+, { > 1

y los conjuntos A;, B; y C; para i € [1,{] anteriormente definidos, e

tmin = min{i € [1,/0]}. Entonces
min{i € (1,0}

[Ar] +1 < Yrop(G) < AL +3.
Mas precisamente,

» Yir2y (G) = |A1| + 1 en los siguientes casos:

o /=1,
e (=2yCiNBy #0,
.€:37B37é®yA2:®7

» Yir2} (G) = |A1]| + 2 en los siguientes casos:

o (=2, By #0 yCiNBy=1,

e (=2 By=0yCyNCy#0,

o (=3, |A3] <4y ByN By #1,

4, tpin =2, Bo £ 0 y Cy N By = 0),

bmin =2, Bo =0y CiNCy # 0,

bmin = 3, |A3| <4y BoN By #10,

, A4 <dpin <€—-1, B ﬂBimmH#@yz‘h:@;

.
~
V

[ ]
-

[ ]
-

tmin

~ ~ ~ ~
A\VZR \VARR\VARR\V,
N O

Y imin = 6;
v Yiroy(G) = |A1] + 3 en cualquier otro caso.

Demostracion. Sif = 1, por la Observacion 14 que GG es una arana fina con particion
(A1, Cy,0). Aplicando la Proposicién 19, se obtiene y(go(G) = |Aq| + 1.

Si ¢ > 2, de la Proposicion 13 y teniendo en cuenta la Observacién 14, se sigue
que Y(r2y(G) = |Ai| + 1. Mostraremos que esta cota inferior se alcanza en varios
casos y, en otros, puede mejorarse. Dividimos el estudio en los casos { =2, { =3y
(>4,

Caso (=2:
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L] SlBQ#@

e Si C; N By # (), entonces se puede construir una funcién {2}-romana
dominante de G asignando 2 a cualquier vértice u en By, 1 a los vértices en

A; no adyacentes a u, y 0 a los demads vértices, obteniendo asi g2} (G) <
| A + 1.

e Si C1N By = (), notemos que una Yir2y-funcion de G, digamos [ satisface
f(Ng[s]) = 1 para todo s € Ay, y también que no hay vértices en A;
adyacentes a vértices en By. Entonces una funcién {2}-romana dominante
asigna al menos peso 2 a los vértices en By U Ay (esto puede lograrse
asignando 2 a un vértice cualquiera en By y 1 a cada vértice en A;; y
para el caso |Ay| = 1, asignando 1 al vértice en Ay, 1 a cada vértice en A;
salvo s’ € Ay, 2 al vértice en C adyacente a s’ y 0 a los demds vértices).
Entonces vroy(G) = |Ai| + 2. Para probar que (g} (G) < |Aq| + 2,
notemos que una funcién {2}-romana dominante de G puede construirse

asignando 1 a cada vértice en A; y 2 a un vértice cualquiera en Bs.

» Si By = (), entonces |Ay| = 3 por el item iv del Corolario 8. Analicemos los

siguientes dos casos exclusivos posibles:

e (1 NCy # : una funcién {2}-romana dominante asigna peso al menos
|A;| 4+ 1 al grafo G[A; U K. Si esto es asi, en el mejor caso la restriccién
de tal funcién al subgrafo G'\ s, con s € Ay es una funcién {2}-romana
dominante (porque del el item iv del Corolario 8, un vértice en Cy es
adyacente a dos vértices en Ay). Entonces yipa (G) > |A1|+2. Asignando
2 a un vértice u en C7; N Cy, 1 a los vértices en A; U Ay no adyacentes a
u (hay uno en cada conjunto) y 0 al resto, se obtiene una funcién {2}-

romana dominante de G con peso |A;| + 2. Asi, yro} (G) = |A:1] + 2.

e C1NCy = ): sea f una funcién {2}-romana dominante de G con peso
estrictamente menor que |A;| + 3. Claramente en este caso, la restriccion
de f a Ay Uy es una funcién Roman {2}-dominante de G[Ay U Cy).
Como f(Ng[A1]) = |A1], ocurre que f(As U Cy) debe ser como mucho 2.
Pero G[AyUCs] es un 3-sol, tiene 6 vértices, ninguno universal ni hay dos
vértices no adyacentes de grado 4. Por lo tanto, yire(G[A2 U Cy)) > 3,
implicando que Y{go}(G) = |A:1| + 3. En total, v{poy(G) = |A1] + 3.

Caso (=3:

» Si Bg # (), entonces C; C By por el item i del Corolario 8. Entonces,

e Si|As| = 0, entonces se puede obtener una funcién {2}-romana dominante
de G asignando 2 a un vértice u en C, 1 a los vértices en A; no adyacentes
a u,y 0 al resto de los vértices de G, implicando que Yra} (G) < [Aq|+1.
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e Si Ay # () entonces:

o Si Cy N By # (), entonces se puede construir una funcién {2}-romana
dominante de G asignando 2 a un vértice cualquiera en C; N By y 0
a cada vértice en Ay, implicando que yroy (G) < [Aq| + 1.

o Si O N By = (), entonces:

o Si |As] > 4, entonces Az no es estable fino por el item 4 del Lema
15 y |Bs| < 1. Pero por la Observacién 14, Bs = (), 1o cual lleva
a una contradiccién.

o Si |A3] < 4, del item 5 del Lema 15, N(s') N N(s) # () para
todo s € A3y s € Ay. Si CoN By = 0y |As| > 2, entonces
|Cy| = 3. Asignando 1 a cada vértice en Cy, todos los vértices en
Ay U Az son Roman {2}-dominados ya que Cy C C3 por v. del
Corolario 8. Si Co N By = 0y |As| = 1, entonces asignando 1 a
cualquier vértice en A,, 2 a cualquier vértice en C; y 0 al resto, se
obtiene una funcién {2}-romana dominante. De otro modo —si
Cy N By # (— hay dos casos a considerar. Si B, = (), asignamos
2 a un vértice cualquiera en Co N By y 1 al vértice en Ay no
adyacente a él; si By # () y BN Bs # (), asignamos 2 a cualquier
vértice en By N Bs se obtiene una funcién {2}-romana dominante
de G[Ay U A3). Cuando B, N By = 0, Cy C C3 y cada vértice
en Az no es adyacente a lo sumo a un vértice en Cy del item v.
del Corolario 8. En este ltimo caso, asignamos 2 a un vértice en
By y 1 al vértice no adyacente a él. De esta manera, obtenemos
en cada caso una funcién {2}-romana dominante de G' con peso
|Ay| +2 (JA1] + 3) si Bo N By # 0 (si Ba N By = 0). notemos
que una funcién {2}-romana dominante asigna al menos peso 3 a
Ay U A3, ya que Ay no es adyacente a C, a menos que |Ay| =1,

en cuyo caso so6lo se necesitaria peso 2.

» Si B3 = (), entonces |Az| = |C3| = 4 por el item iv. en el Corolario 8, Ay =0
por el item #2i. en el Corolario 8 y Cy C (5 por el item 3 en el Lema 15. Dado

que Bz = (), no hay dos vértices no adyacentes de grado n — 2.

e Si Ay # () y By = () entonces |Cs] = 3 del {tem iv. en el Corolario 8
y la Observacién 14. Asignando 1 a los vértices en Cs y 0 a cada otro
vértice en GG, obtenemos una funcién {2}-romana dominante de G, porque
cada vértice en Az no es adyacente a como maximo un vértice en Cy
(|Cs \ Ca| = 1). Por lo tanto, v{r2}(G) = |A1] +3 = 3. De lo contrario
(By # (), obtenemos una funcién {2}-romana dominante de G asignando
2 a cualquier vértice en By, 1 al vértice en A3 no adyacente a este, y 0 a

los vértices restantes. Entonces, v(g2)(G) = |A1| +3 = 3.
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Case ¢ >

Si Ay = (), asignando 2 a cualquier vértice en Cs, 1 al vértice en As
no adyacente a este, y 0 a los vértices restantes, obtenemos una funcion
{2}-romana dominante de G. Por lo tanto, y{poy(G) = |41 + 3 = 3.

4:

Aplicando el item #ii. del Corolario 8, dado que B; C B, o pero posiblemente

B; € B, consideremos las diferentes posibilidades para i,,, = m;%{z € [1,ell]}:
B;

" Imin

< 3: claramente si By # () entonces |A;| =1y By C B; para cada j > 3.

Sea G’ el subgrafo de GG inducido por K U A; U Ay U A, y sea f una 7gra-

funcién de G’. Ahora f puede extenderse a una funcién {2}-romana dominante

de G asignando 0 a los vértices en V' \ (K U A; U Ay U A3). Luego, procedemos

de manera similar al caso ¢ < 3.

s 4 < dpin < —1: en este caso, A; = () porque C; C Bz = () por el item 2 en

el Lema 15. Ademds, debido al {tem vi. en el Corolario 8, A; = () para cada

i < k—1 pero posiblemente A,. Por ii. en el Corolario 8, Cy C B

" Imin

tmin m Bimin"l‘l'
Si B
en G ni dos vértices adyacentes a todos los demds excepto entre si (si
C K).

Imin —

i N By 1 = (), entonces As = () y no hay un vértice universal
no, estarian incluidos en B; . ., pero esto contradice que B
Entonces u € B; para

tmin *

Entonces y{go}(G) > 2. Sea v un vértice en B
J = lmin ¥ para cada j = i, + 2. Pero también de v. en el Corolario
8, u no es adyacente a como méaximo un vértice en A; . 1. Entonces,
asignando 2 a u, 1 al vértice en A; . +1 que no es adyacente a u, y 0 a los
vértices restantes, construimos una funcién {2}-romana dominante de G

con peso 3, y entonces Yira}(G) < 3.

Si B, NB; . 11 #0y Ay # 0, la prueba es andloga al caso anterior.
Entonces, asignando 2 a un vértice v en B; . , 1 al vértice en Ay que no
es adyacente a u, y 0 a los vértices restantes, construimos una funcion
{2}-romana dominante de G' llegando a y(pay(G) = 3.

Si B
—B

un vértice universal. Entonces v (G) = 2.

N B;,..+1 # 0y Ay = 0, entonces un vértice en la interseccién

Imin

NDB;, .. +1— es un vértice en B; para cada j = i,,,, y por lo tanto,

tmin

= (: del {tem ii. en el Corolario 8, |A;| = @ para 1l < j < ¢, yaque B; =0

y |A;] < 4. Ademés A; = 0 porque A3 = (). Entonces, un vértice en B; es un

vértice universal y v{poy(G) = 2.

» Cuando B; = () para cada i, del item iv. en el Corolario 8 tenemos |A,| =

(+1

> 4. Entonces no hay un vértice universal ni dos vértices distintos que sean

adyacentes a todos los demds excepto entre si, lo que implica y(ra (G) > 2.
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Sea s’ € Ay y consideremos A,\{s'} y B,= () N(s). notemos que Bj # ()
s€AN\{s'}
por la Observacién 14. Entonces, asignando 2 a cualquier vértice en By y 1

a s', obtenemos una funcién {2}-romana dominante de G' con peso 3, lo que

implica y(r2y(G) < 3. Por lo tanto, ¢z (G) = 3.

119



APENDICE B. ALGUNAS DEMOSTRACIONES TECNICAS

120



Bibliografia

1]

2]

G. Argiroffo, G. Nasini, and P. Torres. The packing coloring problem for lobsters
and partner limited graphs. Discrete Applied Mathematics, 164:373-382, 2014.

N. Baghirova, C. L. Gonzalez, B. Ries, and D. Schindl. Locally Checkable Pro-
blems Parameterized by Clique-Width. In S. W. Bae and H. Park, editors, 33rd
ISAAC 2022, volume 248 of Leibniz International Proceedings in Informatics
(LIPIcs), pages 31:1-31:20, Germany, 2022.

L. A. Basilio, J. C. Simon, J. Leanos, and O. R. Cayetano. The differential on
graph operator Q(G). Symmetry, 12(5):751, 2020.

C. Berge. Théorie des graphes et ses applications. Collection universitaire de

mathématiques. Dunod, 1958.

A. A. Bertossi. Dominating sets for split and bipartite graphs. Information
Processing Letters, 19(1):37-40, 1984.

K. Bester Storgel, N. Chiarelli, L. Fernéndez, J. P. Gollin, C. Hilaire, V. Leoni,
and M. Milani¢. On {k}-Roman graphs. Procedia Computer Science, 273:325—
332, 2025.

K. S. Booth and J. H. Johnson. Dominating sets in chordal graphs. SIAM
Journal on Computing, 11(1):191-199, 1982.

E. Boros, V. Gurvich, and M. Milani¢. Characterizing and decomposing classes
of threshold, split, and bipartite graphs via 1-Sperner hypergraphs. J. Graph
Theory, 94(3):364-397, 2020.

B. Bresar, M. A. Henning, and D. F. Rall. Rainbow domination in graphs.
Taiwanese Journal of Mathematics, 12(1):213-225, 2008.

M. Chellali, T. W. Haynes, S. T. Hedetniemi, and A. A. McRae. Roman {2}-
domination. Discrete Applied Mathematics, 204:22-28, 2016.

H. Chen and C. Lu. Roman {2}-domination problem in graphs. Discussiones
Mathematicae Graph Theory, 42(2):641-660, 2022.

121



BIBLIOGRAFIA

[12]

[13]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

122

B. N. Clark, C. J. Colbourn, and D. S. Johnson. Unit disk graphs. Discrete
Mathematics, 86(1):165-177, 1990.

E. Cockayne, S. Goodman, and S. Hedetniemi. A linear algorithm for the

domination number of a tree. Information Processing Letters, 4(2):41-44, 1975.

E. Cockayne, P. D. Jr., S. Hedetniemi, and S. Hedetniemi. On Roman domina-
tion. Discrete Math., 278:11-22, 2004.

S. A. Cook. The complexity of theorem-proving procedures. In STOC’71:
Proceedings of the third annual ACM symposium on Theory of computing. New
York, USA, ACM Press, 1971.

P. Dobson, v. Leoni, and G. Nasini. The multiple domination and limited
packing problems in graphs. Information Processing Letters, 111(23):1108—
1113, 2011.

G. S. Domke, S. T. Hedetniemi, R. C. Laskar, and G. Fricke. Relationships
between integer and fractional parameters of graphs. Graph Theory, Combi-
natorics, and Applications, Proceedings of the Sixth Quadrennial International
Conference on the Theory and Applications of Graphs, 1:371-387, 1991.

J. Dunbar, S. Hedetniemi, M. A. Henning, and A. McRae. Minus domination
in graphs. Discrete Mathematics, 199(1-3):35-47, 1999.

J. Edmonds. Paths, trees, and flowers. Canadian J. Math., 17:449-467, 1965.

L. Ferndandez and V. Leoni. New complexity results on Roman {2}-domination
in graphs. RAIRO-Operations Research, 57:1905-1912, 2023.

L. Ferndndez and V. Leoni. Roman {2}-domination on graphs with ”few”4-
paths. arXiv:2511.17369, 2025.

A. J. Ferrari, V. Leoni, and M. I. L. Pujato. Characterizations of italian graphs
and sicilian graphs. RAIRO-Operations Research, 59(1):239-249, 2025.

M. Garey and D. S. Johnson. Computers and Intractability: A Guide to the
Theory of NP-Completeness. W. H. Freeman and Company, N.Y., 1979.

V. Giakoumakis and H. T. F. Roussel. On P,-tidy graphs. Discrete Mathematics
& Theoretical Computer Science, 1:17-41, 1997.

T. Hamada and I. Yoshimura. Traversability and connectivity of the middle
graph of a graph. Discrete Math., 14(3):247-255, 1976.

T. W. Haynes, S. T. Hedetniemi, and P. J. Slater. Fundamentals of domination
in graphs. 1998.



BIBLIOGRAFIA

[27]

[28]

[29]

[31]

[32]

[35]

[36]

[38]

[39]

[40]

M. Henning and W. Klostermeyer. Italian domination in trees. Discrete Appl.
Math., 217:557-564, 2017.

C. T. Hoang. Perfect graphs. PhD thesis, School of Computer Science, 1985.

B. Jamison and S. Olariu. Recognizing Pj-sparse graphs in linear time. SIAM
Journal on Computing, 21(2):381-406, 1992.

R. Karp. Complexity of Computer Computations, chapter Reducibility among
combinatorial problems. Plenum Press, 1972.

F. Kazemnejad, B. Pahlavsay, E. Palezzato, and M. Torielli. Domination num-
ber of middle graphs. Trans. Comb., 12(2):79-91, 2023.

K. Kim. Italian, 2-rainbow and Roman domination numbers in middle graphs.
RAIRO Oper. Res., 58(2):2045-2053, 2024.

W. Klostermeyer and G. MacGillivray. Roman, italian, and 2-domination. .J.
Combin. Math. Combin. Comput, 108:125-146, 2019.

R. McConnel and J. Spinrad. Linear-time modular decomposition and efficient
transitive orientation of comparability graphs. Dept. of Computer Science, Uni-
versity of Colorado, co 80309, usa edition, 1993.

H. Miiller and A. Brandstadt. The np-completeness of steiner tree and domi-
nating set for chordal bipartite graphs. Theoretical Computer Science, 53(2-
3):257-265, 1987.

C. Padamutham and V. S. R. Palagiri. Complexity of Roman {2}-domination
and the double Roman domination in graphs. AKCFE International Journal of
Graphs and Combinatorics, 17(3):1081-1086, 2020.

A. Poureidi and N. J. Rad. On the algorithmic complexity of Roman {2}-
domination (italian domination) research paper. Iran J Sci Technol Trans Sc,
44(3):791-799, 2020.

F. Roussel, I. Rusu, and H. Thuillier. On graphs with limited number
of Py-partners. International Journal of Foundations of Computer Science,
10(01):103-121, 1999.

M. Skowronska and M. M. Systo. An algorithm to recognize a middle graph.
Discrete Appl. Math., 7(2):201-208, 1984.

C.-X. Wang, Y. Yang, H.-J. Wang, and S.-J. Xu. Roman {k}-domination in
trees and complexity results for some classes of graphs. Journal of Combinato-
rial Optimization, 42:174-186, 2021.

123



BIBLIOGRAFIA

124



Indice alfabético

Py
-sparse, 89
-tidy, 89
S, 50
Yirey-funcién de G, 21
t-sol, 50
3-SAT, 24
DOM, 22
SAT, 23

algoritmo
eficiente, 23
polinomial, 23
arana, 76
bien etiquetada, 78
fina, 76
gruesa, 76

arista, 17

cabeza, 77
camino, 18

central, 65
ciclo, 18
clase

NP, 23

P, 23
clique, 18
cografo, 88
complejidad computacional, 23
componente conexa, 18
conjunto

dominante, 20

125

conjunto estable
fino, 86
grueso, 86
conjunto independiente, 18
cuasi-arana, 78
cubrimiento
exacto por k-conjuntos, 42
por aristas, 19

cuerpo, 77
distancia, 18
extremos, 17

funcion
{k}-romana dominante
relativa al vértice v, 97
{k}-romana dominante, 21
casl
{2}-romana, 91
casi {k}-romana dominante, 97
segunda casi {k}-romana
dominante, 98

funciéon de complejidad temporal, 23

grado, 17
grafo, 17
{k}-romano, 32
bipartito, 18
cordal, 57
bipartito de incidencia, 39
compatible, 38

complemento, 18



INDICE ALFABETICO

conexo, 18 arana, 77

cordal, 57 split, 44

estrella, 18 particion split, 19

fuertemente compatible, 38 partner, 89

isomorfo, 18 Partner Limited, 90

middle, 37 pata, 76

planar, 57 primos con respecto a la operacion
split, 19 split join, 50

trivial, 17 problema

de satisfactibilidad booleana, 23

hijo, 65 Problema de dominacion, 22

hiperarista, 19

hipergrafo, 19 reduccion polinomial, 23
2-uniforme, 19

split join, 45

k-uniforme, 19
o subdivisién de aristas, 19
subgrafo

inducido, 17

suma 1-clique, 58

conexo, 19
hoja, 18

indescomponible, 28
transformacion polinomial, 23

join, 19, 102
union, 19, 102
longitud de un camino, 18 disjunta, 19
matching perfecto, 20 vecindad, 17
mellizo, 63 vecinos, 17
falso, 63 vértice
verdadero, 63 {k}-estable, 98

adyacente, 17
casi {k}-estable, 98
casi estable, 92

NP-completo, 24
NP-dificil, 24
NP-hard, 24

, o estable, 92
numero de dominacién, 20 4 | {k}-estable, 08
{k}-romana, 21 segundo casi -estable,
stem, 92
orden de un grafo, 17 universal, 17
oruga, 65 vértice pendiente, 17
vértices, 17
padre, 65
particion arbol, 18

126



