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UNIDAD 5

FLUJO EN CANALES ABIERTOS Y EMBALSES

1. INTRODUCCION

En condiciones de flujo impermanente 1D, la velocidad media en la seccién (que indicaremos
con U) y la profundidad h cambian a través del tiempo y del espacio. Para flujo permanente 1D,
ambas variables cambian solo en el espacio. En canales abiertos el flujo es generalmente
impermanente y no uniforme. Esto significa que, para poder realizar la descripcion matematica
unidimensional del proceso, las dos variables dependientes (velocidad U y profundidad h, o
caudal Q y profundidad h) deben expresarse en funcion del tiempo t y del espacio x. Por lo
tanto, para resolver el problema de flujo impermanente en canales abiertos es necesario contar
con dos ecuaciones diferenciales a derivadas parciales que vinculan tales variables.

En el caso de los modelos hidrodinamicos, las mismas estan representadas por la ecuacion de
continuidad y la ecuacion de cantidad de movimiento o “momentum”. La forma diferencial
completa de las dos ecuaciones que gobiernan el proceso de flujo impermanente se conocen
como ecuaciones de Saint Venant o ecuaciones de onda dindmica. Existen ademas modelos
simplificados de tipo “hidroldgico” los cuales se basan en la ecuacidon de continuidad integrada
en un segmento elemental de traslado y en una funcién de almacenamiento, como por ejemplo
el modelo de Muskingum.

Problemas de flujo impermanente en canales abiertos se observan, por ejemplo, como
consecuencia de la propagacion de crecidas, operacion de compuertas en presas, etc. El tipo de
ondas que se consideran en tales situaciones son denominadas traslatorias (en contraposicion
con las ondas océanicas no traslatorias, periddicas u oscilatorias), longitudinales (porque
progresan longitudinalmente en el sentido principal de la corriente) y de aguas poco profundas
(ya que toda la seccion del canal es perturbada por el paso de la onda).

En esta Unidad se realiza una revision de los tipos de flujos, se clasifican las ondas de agua de
acuerdo a diferentes criterios y se describe cualitativamente el proceso propagatorio de una
onda de crecida en un canal. Asimismo, se derivan las ecuaciones gobernantes del flujo
impermanente gradualmente variado 1D y se describen los distintos tipos de modelos
hidrodinamicos, analizando las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento con sus
posibles simplificaciones. Dado que la solucién analitica de las ecuaciones es posible bajo
hipdtesis muy restrictivas, es decir, en casos muy simples e ideales (dificiles de encontrar en la
practica), se presentan técnicas numéricas apropiadas para la solucion de las ecuaciones
gobernantes. Como caso particular de flujo impermanente, se describe la dinamica del flujo
permanente 1D, los posibles perfiles de flujo y su resolucion. Se describen los modelos
propagatorios 0D y los correspondientes métodos de resolucion. Finalmente, se describen
modelos integrados para propagacion de ondas en embalses y se presentan esquemas
numéricos para la resolucion de las ecuaciones.
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2. REVISION DE LOS TIPOS DE FLUJOS EN CANALES ABIERTOS

Considerando los cambios que experimenta la profundidad (o la velocidad) de la corriente
hidrica en un canal abierto con respecto al tiempo y al espacio, el flujo puede clasificarse en
distintos tipos como se expone en la Tabla 1.

En el caso de flujo permanente las variaciones temporales de la profundidad son nulas y
ademads, dependiendo de que la misma experimente o no variaciones espaciales, el flujo
permanente puede ser uniforme o variado. En este Ultimo caso la variacion espacial puede ser
gradual como en los perfiles de remanso (flujo permanente gradualmente variado) o rapida
como en un resalto hidraulico (flujo permanente rapidamente variado). Cabe sefialar que la
constancia del caudal Q en el espacio y el tiempo, como se vera mas adelante, es condicion
necesaria y suficiente para que las variaciones temporales de profundidad y velocidad sean
nulas.

Existe ademas la posibilidad de definir el flujo como guasi-permanente asumiendo que el caudal
Q pueda variar en el tiempo, pero no en el espacio. En este caso, a cada intervalo de tiempo se
le asocia un caudal (constante en dicho intervalo) el cual define un determinado perfil de flujo
permanente a lo largo del tramo del canal.

Si las variaciones temporales de la profundidad no son nulas el flujo es impermanente.
Analogamente al caso de flujo permanente, este puede ser uniforme (se acepta solo localmente)
o variado. En este Ultimo caso la variacién espacial puede ser gradual como en la propagacién
de una onda de crecida en un canal natural (flujo impermanente gradualmente variado) o rapida
como en la propagaciéon de una onda producida por la rotura de una presa o la apertura brusca
de compuertas, resaltos hidraulicos moéviles, etc. (flujo impermanente rapidamente variado).

Tabla 1. Tipos de flujo en canales abiertos.

Tiempo ¢ como . o
o Espacio x como criterio
criterio
P ———$—$—§$—§$§$—§$—$—§$§$€§€—§$—$§$—§$€§$@$mMm————$—$—$™58§—™§=§
Uniforme
Flujo Permanente dh
oh - =0
Z0-0 dx
ot No Uniforme o Variado .
Q = constante V xt dh Gradualmente Variado
h=f() ax 0 Répidamente Variado
) Uniforme (solo localmente)
Flujo Impermanente oh
oh —=
E 0 OoX
Q=f(x,t) No Umfgr; € o Variado Gradualmente Variado
h=f(x,t) — =0 -~ :
Rapidamente Variado
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3. CLASIFICACION DE LAS ONDAS DE AGUA

Considerando el movimiento que realizan las particulas de agua durante el traslado de la onda,
las ondas pueden definirse no traslatorias, periddicas u oscilatorias cuando las particulas
efectlan trayectorias cerradas durante el movimiento, tal como sucede con las ondas oceanicas;
mientras que son traslatorias cuando las particulas evolucionan propagandose continuamente en
el espacio durante el traslado de la onda, como en el caso de la crecida de un rio.

De acuerdo a la direccion de propagacion de la onda respecto al sentido principal de la corriente
hidrica, las ondas pueden clasificarse en longitudinales o transversales. Las ondas superficiales
relevantes que se verifican en rios y canales son consideradas longitudinales.

Ademas, las ondas pueden propagarse en aguas profundas, en cuyo caso solo los estratos
superficiales seran perturbados, o en aguas poco profundas, perturbando la totalidad de la
columna de agua. En rios y canales se consideran que las ondas se propagan en aguas poco
profundas.

Las ondas traslatorias, longitudinales que se propagan en aguas poco profundas pueden a su
vez clasificarse de acuerdo a la tasa con que cambia el caudal respecto al espacio en ondas
grandes y empinadas de corta longitud (ondas de choque) y ondas largas (como las ondas de
crecidas en rios y embalses).

Otro criterio se relaciona con las fuerzas preponderantes. De esta manera se pueden distinguir
ondas gobernadas por gravedad y friccion (generalmente ondas de crecidas en rios) y ondas
gobernadas por la cantidad de movimiento donde la friccion puede ser despreciada (ondas
inerciales).

Otro criterio de clasificacion se refiere a la frecuencia de ocurrencia. Una onda simple solitaria es
una onda que define un régimen de flujo impermanente gradualmente variado que es precedido
y seguido por un régimen de flujo permanente. Tal onda presenta una rama ascendente, un
pico y una rama descendente y es el ejemplo tipico de onda de crecida en un rio. Una sucesion
de ondas origina un tren de ondas en donde se van superponiendo pico y ramas ascendentes y
descendentes.

Respecto a la forma de la onda se encuentran las ondas de una sola rama (ondas monoclinales)
y las ondas de dos ramas.

4. FLUJO IMPERMANENTE GRADUALMENTE VARIADO 1D (FIGV 1D)

Una onda superficial es un cambio en la superficie del agua que se propaga en el tiempo vy el
espacio. Una onda de crecida que se propaga en un tramo de canal o rio originara cambios
espacio-temporales de las variables relevantes del flujo como la velocidad, el caudal y la
profundidad.

Para ilustrar cualitativamente el proceso consideremos un tramo de canal como se muestra en la
Figura 1, donde en x1 entra un determinado hidrograma (ver Figura 1).

Flujo en Canales Abiertos y Embalses_Pedro A. Basile 6
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Figura 1. Hidrogramas en seccion de entrada x: y salida x..

Para t < t; el caudal en el tramo xix> sera constante e igual a Qp, donde Qs es el caudal de base.
En estas condiciones el flujo en dicho tramo serd permanente. A los efectos de clarificar mejor el
proceso de propagacion supondremos que es ademas uniforme.

Para t>t; el caudal en x; comenzard a aumentar hasta alcanzar el maximo valor Qp: para t=tp:.
Dichos caudales se propagaran aguas abajo como se muestra esquematicamente en la Figura
2(a). Consecuentemente la profundidad aumentara gradualmente en el tiempo y el espacio
como se observa en la Figura 2(b). En estas condiciones el flujo sera impermanente
gradualmente variado, con el caudal y la profundidad funciones continuas del espacio y del
tiempo.

Para t>t ;1 el caudal maximo Qp: ya ha transitado a través de xi y ha comenzado la fase
propagatoria de la rama descendente del hidrograma. Los caudales en x; van disminuyendo
progresivamente en el tiempo y el proceso de propagacion continla como se observa en las
Figuras 3(a) y 3(b). El caudal en x alcanza el valor maximo Qp2 < Qpi en el tiempo t=t 2>t p1. Es
decir, la onda de crecida experimenta una atenuacion AQ, un retardo At y generalmente una
cierta difusion, dependiendo sustancialmente de las caracteristicas topobatimétricas del cauce,
que determinan la magnitud y la permanencia de los volimenes almacenados longitudinal y
lateralmente, y de las rugosidades del mismo.

Q1 ht (b)
t1<t< tp1

Qb

X1 X2 X1 X2 X

Figura 2. Evolucion espacio-temporal esquematica de: (a) caudales y (b) profundidad, durante la fase
propagatoria de la rama ascendente del hidrograma en xi.

Flujo en Canales Abiertos y Embalses_Pedro A. Basile 7
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—_—
—_——

X1 X2 X1 X2 X
Figura 3. Evolucion espacio-temporal esquematica de: (@) caudales y (b) profundidad, durante fase
propagatoria rama ascendente y descendente del hidrograma en xi.

En el caso de flujo permanente uniforme los caudales y las profundidades en una seccidn estan
relacionados mediante una funcidn Unica. Sin embargo, en condiciones de flujo impermanente,
como las descriptas precedentemente, los caudales y las profundidades estan relacionados
mediante dos funciones, una para la fase de creciente y otra para la fase de bajante.

En el caso de flujo impermanente la curva h-Q asume una forma de lazo como se muestra
esquematicamente en la Figura 4. Se observa que el caudal maximo precede en el tiempo a la
profundidad maxima. Es posible demostrar ademas que la velocidad maxima precede en el
tiempo a los dos valores anteriores. Es decir, considerando una seccion fija en el espacio,
durante la propagacion de una onda de crecida se presentaran en sucesion temporal los valores
maximos de velocidad, caudal y profundidad respectivamente.

h“

flujo permanente
uniforme
bajante/

/Y
creciente

»

Qméx Q
Figura 4. Curva h-Q para flujo impermanente gradualmente variado y flujo permanente uniforme.

4.1 Ecuaciones gobernantes. Modelos hidrodinamicos 1D

Los modelos hidrodinamicos 1D se basan en las ecuaciones de continuidad y cantidad de
movimiento de Barre de Saint Venant (1871), las cuales brindan la representacion
unidimensional completa del flujo impermanente gradualmente variado en funcién del caudal

Flujo en Canales Abiertos y Embalses_Pedro A. Basile 8
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Q(x,t) y de la profundidad h(x,t). Ambas variables son dependientes del tiempo t y del espacio
X.

A los efectos de comprender mejor el significado fisico de las ecuaciones y sus diferentes
términos, las mismas seran derivadas a partir del lenguaje normal de las palabras, para luego
expresarlas matematicamente en términos discretos y arribar finalmente a la representacion en
el medio continuo.

Las hipdtesis basicas utilizadas en la derivaciéon de las mismas son:

e El flujo es unidimensional, es decir en cada seccion del curso de agua se considera un Unico
valor de velocidad (distribucién uniforme) y la superficie del agua es horizontal.

e El flujo es gradualmente variado, por lo tanto, las aceleraciones verticales pueden
despreciarse y de consecuencia la presion es la hidrostatica.

e El flujo no presenta curvatura acentuada en planta (eje longitudinal aproximadamente
recto).

e El angulo o que forma el fondo del cauce con la horizontal es pequeno, por lo tanto:
cos a =1, sen a = tg a = pendiente del fondo.

e Para describir los efectos de resistencia al flujo se asumen como validas las ecuaciones
utilizadas en el caso de flujo permanente (Chezy, Manning, etc.).

e El fondo es fijo, es decir, no se consideran procesos de erosion/sedimentacion del fondo.

4.1.1 Ecuacion de continuidad

Consideremos un volumen de control (v.c.) en un tramo de longitud Ax y area A, como se
observa en la Figura 5. La ecuacion de continuidad establece la conservacion del volumen en el
mismo y puede expresarse en palabras como:

Entrada de Salida de Variacion temporal del
volumen liquido | _ | volumen liquido | = almacenamiento (1)
al v.c. del v.c. en el v.c.

(1) (i) (iif)

. Ax
QW) e | amean )
X x+Ax X

Figura 5. Esquematizacion del volumen de control para establecer continuidad.

La expresion (1) puede ser escrita matematicamente en forma discreta como:

Flujo en Canales Abiertos y Embalses_Pedro A. Basile 9
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[Q(x)At] - [Q(x + Ax)at] = [A(t + At)ax — A(t)ax] )
— ~ < ~— ~
) (i) (iii)

Reordenando y dividiendo la ec. (2) por Ax At se obtiene:

A(t + At) — A(t) N Q(x + Ax) - Q(x) _ 0
At AX B

donde el primer término del miembro izquierdo de la ec. (3) representa el cociente incremental
del area respecto al tiempo y el segundo representa el cociente incremental del caudal respecto
al espacio. Pasando al limite para Ax—0, At—0 se obtiene la ecuacion de continuidad en forma
diferencial:

(3)

A, Q_,

ot ox )

De la ec. (4) se observa que 0A/ot = —0Q/ox. Por lo tanto si el gradiente espacial del caudal
es negativo: 0Q/0x < 0 (entra mas de lo que sale), el gradiente temporal del area es
positivo: 0A/ot > 0 (se almacena). Por el contrario, si el gradiente espacial del caudal es
positivo: 6Q/0x > 0 (sale mas de lo que entra), el gradiente temporal del area es negativo
oA/ét < 0 (se produce un desalmacenamiento).

El ingreso o egreso de un caudal lateral g por unidad de longitud Ax puede ser facilmente
representado incorporado respectivamente la correspondiente contribucién en los términos (i) o
(ii) en la ecuacion (2).

El area es funcion de la profundidad: A=f(h), por lo tanto, la ecuacién de continuidad (4) puede
escribirse también como:

%6—h+@:0 - B@+@:O

5
oh ot ox )

donde B es el ancho de almacenamiento. Vimos anteriormente que para flujo permanente la
derivada temporal de la profundidad es nula oh/ct=0. Por lo tanto, de la ecuacién (5) se

desprende que en condiciones de flujo permanente el gradiente espacial del caudal es
nulo: 6Q/ox = 0, es decir, el caudal es constante para todo valor de x (y necesariamente

constante en el tiempo t).
4.1.2 Ecuacion de cantidad de movimiento
Consideremos un volumen de control (v.c.) en un tramo de longitud Ax y area A, como se

observa en la Figura 6. La ecuacion de cantidad de movimiento plantea la conservacion de dicha
propiedad y puede expresarse en palabras de la siguiente manera:

Flujo en Canales Abiertos y Embalses_Pedro A. Basile 10
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Variacién temporal de Flujo neto de cantidad Sumatoria de
cantidad de movimiento | = de movimiento las fuerzas (6)
enelv.c enelv.c externas
(1) (i1) (iii)
A X Ax x+Ax
z | »|
T —
Fg
Fp (x) T
Fo (x+AX) h A
Fs
fondo D —
J‘V
¢ z | plano de referencia
X

Figura 6. Esquematizacion del volumen de control para derivar la ecuacién de cantidad de movimiento.

Se define cantidad de movimiento como el producto de la masa (p A Ax) por la velocidad media
en la seccion transversal (la cual se indica con U, es decir, se omite la barra superior en U que
simboliza dicha velocidad). La cantidad de movimiento por unidad de longitud es:

[Cantidad de movimiento] = pAU

El flujo de cantidad de movimiento se obtiene mediante el producto entre cantidad de
movimiento y la velocidad:

[Flujo de cantidad de movimiento] = pAU? = pQU

Por lo tanto, la variacién temporal de cantidad de movimiento en el volumen de control,
expresada matematicamente en forma discreta, es igual a:

(): {[PAU};, 5 — [PA U] JAX 7)

El flujo neto de cantidad de movimiento, es decir la diferencia entre el flujo de cantidad de
movimiento en entrada al v.c. y salida del v.c, se expresa como:

(i): {[PQUJ = [PQU] . s JAt 8

Asumimos que las fuerzas externas mas importantes, actuantes en el mismo instante At, son las
de presion, friccidn y gravedad. De consecuencia el término (iii) estara compuesto por la
sumatoria de las tres fuerzas mencionadas precedentemente:

(ii): Fp + Fr + Fyg (9)

Flujo en Canales Abiertos y Embalses_Pedro A. Basile K
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La resultante de las fuerzas de presion es:
F,={F) -F] At (10)
La fuerza de friccion, dirigida en sentido contrario al del escurrimiento, se expresa como:

donde t, = p g R Sf es la tension de corte media sobre el contorno, P el perimetro mojado, R el
radio hidraulico y Sf es la pendiente de friccion, la cual se asume igual al gradiente de energia
necesario para superar las resistencias friccionales en flujo permanente.

La fuerza de gravedad actuante en el sentido del escurrimiento es igual a:

F, =pgAAXS, At (12)

donde Sy = -dz, /dx es la pendiente del fondo. La misma es igual a menos el gradiente espacial
de la cota del fondo z,, dado que esta Ultima disminuye en el sentido positivo de x.

Incorporando las ecuaciones (7), (8), (10), (11) y (12) en la expresion (6) reordenando,
dividiendo por Ax At y pasando al limite para Ax—0, At—0 se obtiene la ecuacién dinamica en
forma diferencial:

o(AU o(QuU) OF
(at)+p (8?()+ axp—pgASb+pgASf=0 (13)

El gradiente de la fuerza de presion se deduce a partir de la integracion vertical de la
distribucién hidrostatica de la presion. En el caso mas general cuando el ancho B=f(x,z), el
mismo resulta ser igual a:

oF oh
—P —pgA=— 14
o Pg p™ (14)

Una de las hipdtesis fundamentales consiste en describir los efectos de resistencia al
escurrimiento de un flujo impermanente utilizando las ecuaciones validas en el caso de flujo
permanente. Es decir, la pendiente de friccion S¢ puede ser obtenida a través de las ecuaciones
de Chezy o Manning:

_QQ _meR
f

"~ C2A2R  AZRY3 (13)

donde C es el coeficiente de Chezy (m¥?/s), el cual se relaciona con el coeficiente de rugosidad
de Manning n (s/m*3), mediante: C = R¥®/ n,

Introduciendo (14) y una de las (15) en (13) y recordando que Q = U A se obtiene:

Flujo en Canales Abiertos y Embalses_Pedro A. Basile 12
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8Q+6(Q2/A)+9A@_9Asb+g Q|Q| =0

16
ot OX oX C?AR (16)

La ecuacidon (16) plantea la conservacion de la cantidad de movimiento y es expresada en
funcién de Q y h como se utiliza generalmente en las aplicaciones practicas. La ecuacion de
continuidad (4) conjuntamente con la ecuacion dinamica (16) constituyen las ecuaciones que
gobiernan la dinamica del flujo impermanente gradualmente variado 1D. Dichas ecuaciones son
idénticas a las presentadas en el Unidad 4, punto 12; obtenidas a partir de Navier-Stokes.

La suposicion de distribucién uniforme de velocidad puede ser flexibilizada considerando la
velocidad media (Q/A) de una distribucion no uniforme en la seccidn transversal y corrigiendo el
segundo término de la ecuacién (16) mediante la introduccidn del coeficiente B de Boussinesg.

La adicion de cantidad de movimiento debido al ingreso de un caudal lateral q puede ser
representada incorporando la correspondiente contribucién en el término (ii) en la ec. (8). Sin
embargo, dicha contribucién es generalmente despreciable, excepto cuando se trata de
caudales sumamente elevados. Asimismo, el efecto de la fuerza del viento actuante sobre el
area superficial BAx puede ser representado considerando la tension de corte efectiva producida
por el viento e incorporando dicha contribucion en el término (iii) en la ec. (9).

En la ec. (16) la pendiente del fondo es solo funcidon del espacio ya que z,=f(x), es decir se
considera que el fondo permanece fijo en el tiempo. En el caso de procesos de
erosion/sedimentacion el fondo sera movil, es decir la cota del fondo (y por ende la pendiente)
seran también funcién del tiempo. Por lo tanto a las incdgnitas Q(x,t) y h(x,t) se le agrega una
nueva incognita zu(x,t) con Sp = - 0z, /0x .

Evidentemente es necesario incorporar una tercera ecuacion para resolver el problema de flujo
impermanente  gradualmente  variado  considerando ademas los  procesos de
erosion/sedimentacion (fondo movil). La misma esta representada por otra ecuacidn diferencial
a derivadas parciales conocida como ecuacion de continuidad de sedimentos, la cual establece la
conservacion del volumen sélido (en forma andloga a la conservacion del volumen liquido). En
este caso el problema aumenta considerablemente su complejidad. Los modelos que describen
tales situaciones se denominan modelos morfodindmicos, ya que vinculan la hidrodindmica con
los cambios morfoldgicos asociados a los procesos de erosidon/sedimentacion.

En el caso de flujo impermanente rapidamente variado, como por ejemplo un resalto hidraulico
movil o una onda de frente abrupto provocada por la rotura de una presa, etc., las ecuaciones
diferenciales de Saint Venant no son validas en las inmediaciones de la discontinuidad. En
efecto, la curvatura pronunciada de la superficie libre genera aceleraciones verticales que no
pueden ser despreciadas y la distribucidon de la presidon no es la hidrostatica, violandose de esta
manera una de las hipdtesis fundamentales. Ademas, dichas discontinuidades se desarrollan en
longitudes reducidas, menores generalmente que el paso de integracion espacial Ax que se
utiliza para resolver numéricamente las ecuaciones. Por lo tanto, tales singularidades se tratan
generalmente con leyes hidraulicas especificas (método del shock capturing, etc.), que se
incorporan como condiciones de borde internas. Aguas arriba y aguas abajo de las
discontinuidades las ecuaciones de Saint Venant contintian siendo validas. Otras condiciones de
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borde internas son asimismo necesarias cuando se presentan singularidades tales como
confluencias, expansiones o contracciones abruptas, estructuras (puentes, alcantarillas, etc.).

4.2 Curva h-Q en flujo impermanente gradualmente variado

En el punto 4 se menciond que la curva h-Q en flujo impermanente gradualmente variado
asume una forma de lazo, como se esquematizd en la Figura 4, donde se observa que, para un
dado h, el caudal en creciente es mayor que el caudal de flujo permanente uniforme y el caudal
en bajante es menor. Efectivamente, despreciando los términos de inercia (aceleracion local y
convectiva) en la ecuacion (16) y despejando el caudal Q se obtiene:

1 5hjl/2

Q = Qunif. (1 _55

con: Q... =AC4 RS, (caudal en flujo permanente “localmente uniforme”). Por lo tanto,
reemplazando en la ecuacion anterior se obtiene:

Creciente :2—h <0=Q>Qu
X

1/2
1 oh
-0 . |1-— N
Q Qunlf. ( Sb 6XJ

Bajante : on >0=Q<Qu
OX '

Se observa que, en flujo impermanente, para valores elevados de la pendiente de fondo,
respecto al gradiente espacial de la profundidad, el efecto de lazo tiende a desaparecer. Es
decir, si el lazo tiende a estrecharse, el flujo impermanente puede ser tratado como un flujo
impermanente “localmente uniforme”. A continuacién, veremos que esta situacion pude
representarse a partir de una cierta simplificacion de la ecuacion (16).

4.3 Clasificacion de modelos hidrodinamicos

En algunas situaciones fisicas no todos los términos que constituyen la ecuaciéon dindmica tienen
peso relevante. La eliminacion de algunos de ellos da lugar a diferentes modelos de propagacién
de ondas de crecidas. Obviamente a cada ecuacion dinamica simplificada se le debe asociar la
ecuacién de continuidad (4).

Aceleracidon  Aceleracion Gradiente de Accion de la Resistencias
local convectiva presion gravedad friccionales

A A A A A
r ) ~ ) r ) r )

2
@ + aQ /A + gAa_h _ gASb + g% — 0
ot OX OX C2AR

Modelo de onda cinematica

Modelo de onda difusiva

Modelo de onda quasi-dinamica

Modelo de onda dinamica
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4.3.1 Modelo de onda dinamica

Cuando todos los términos tienen igual orden de magnitud estamos en presencia del modelo de
onda dinamica, el cual representa el caso mas general.

Se demuestra que las celeridades de propagacion de las perturbaciones en el modelo de onda
dinamica son: c= U +(gh)¥2. Es decir, existen dos celeridades reales que determinan como se
transmite la informacion en el plano x,t:

e En flujo subcritico (nimero de Froude F<1) U<(gh)*?, por lo tanto, una celeridad positiva c*
transmite informacion aguas abajo y la otra celeridad negativa ¢ transmite informacién
aguas arriba.

e En flujo supercritico (nimero de Froude F>1) U> (gh)¥?, por lo tanto, las dos celeridades
son positivas y la informacion se transmite solamente hacia aguas abajo.

Para la resolucion de las ecuaciones del modelo de onda dindamica se requieren condiciones
iniciales y al contorno. Las condiciones iniciales (para t=0) se representan como
Q(x,0)=constante y h(x,0)=perfil flujo permanente.

Con respecto a las condiciones al contorno, en caso de flujo subcritico se especifica
generalmente el hidrograma de entrada Q(xi,t) en el contorno aguas arriba (x=x1) y la curva
h(x2,t)=f (Q) en el contorno aguas abajo (x=x;). En caso de flujo supercritico se especifica
generalmente: Q(xy,t) y h(x1,t)=f(Q), es decir ambas condiciones en el contorno aguas arriba.

Si se desprecia el término de aceleracién local se obtiene un modelo ligeramente diferente
denominado de onda gquasi-dinamica, adecuado para simular ondas que crecen lentamente en el
tiempo y se propagan en cauces donde la variacidon espacial de energia cinética es comparable a
la pendiente de la superficie libre y a la pendiente de friccion.

4.3.2 Modelo de onda difusiva

El modelo de onda difusiva se obtiene cuando se desprecian los términos de aceleracion local y
convectiva en la ecuacién dindmica. La inclusién del término de gradiente de presién en este
modelo es importante ya que permite simular todavia los efectos de remansos creados por
estructuras, afluentes u otras singularidades, su ulterior eliminacién, como se vera mas
adelante, no permitira simular tales efectos.

Combinando la ecuacién de continuidad (4) con la ecuacidon dinamica simplificada, es decir sin
los términos de inercia, se obtiene:

@_FCGQ DhaZ_Q

ot oX ox? (17)

La (17) es una ecuacion diferencial a derivadas parciales de segundo orden con una variable
dependiente Q(x,t). Representa un proceso tipico de conveccion-difusion unidimensional, donde
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el caudal Q es propagado con celeridad c y difundido con un coeficiente de difusién hidraulica
Dnh. Donde c y Dy, son iguales a:

Q
c =" 18
oAl (18a)
Q
D. = 18b
"= 28BS, (18b)

Si los términos de inercia son en efecto despreciables la ec. (17) representa un buen modelo
para propagar crecidas. Para resolver dicha ecuacion se necesitan dos condiciones al contorno,
una aguas arriba y otra aguas abajo. Por lo tanto, es capaz de simular efectos de remansos. Las
condiciones al contorno son generalmente Q(xi,t) y Q(X2,t) y la condicidn inicial Q(x,0). Con la
ecuacion (5) es posible determinar h(x,t).

Segun Ponce, Li y Simons (1978) el modelo de onda difusiva puede ser utilizado cuando se
satisface la siguiente desigualdad:

T Sb (g/ho)Y/? > 30 (19)

donde T es el periodo de la onda de crecida y h, es la profundidad media del flujo, la cual puede
calcularse mediante una ecuacion de flujo uniforme utilizando un caudal de referencia Qo =
(2/3) Qp, donde Qp es el caudal pico (Miller, 1984). Si la expresion (19) es menor que 30 debe
utilizarse el modelo de onda dinamica o cuasi-dinamica para obtener resultados satisfactorios en
cuanto a celeridad y atenuacion de la onda.

4.3.3 Modelo de onda cinematica

La simplificacion mas drastica se realiza cuando se desprecian los términos de aceleracién local
y convectiva y el término de gradiente de presién. De esta manera se obtiene el modelo de
onda cinematica. En este caso la accién de la gravedad se balancea con las resistencias
friccionales, es decir, la ecuacién dindmica se reduce a una ecuacion de flujo localmente
uniforme (Sp=S¢), quedando descartada la posibilidad de simular efectos de remansos.

En definitiva, el modelo de onda cinematica se basa en la ecuacién de continuidad y en una
ecuacion de flujo uniforme (el flujo se asume localmente uniforme), como por ejemplo la de
Chezy:

% + 2—3 =0 (20a)
Q = CARY2G,12 (20b)

La derivada temporal del area A puede escribirse como:
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oA _oAl X o1
ot aQ % ot

Introduciendo la expresion (21) en la ecuacion (20a) y reordenando se obtiene:
Q + c@ =0 (22)

ot OX

La (22) es una ecuacién diferencial a derivadas parciales de primer orden con una variable
dependiente Q(x,t). La misma representa un proceso de conveccion donde el caudal Q es
propagado aguas abajo con una celeridad c. Donde c esta representada por la ecuacién (18a) y
es funcion de la velocidad U(x,t). Efectuando la derivada del caudal Q, dado por la ec. (20b),
respecto al area A, asumiendo canal rectangular ancho, se obtiene: ¢ = (3/2) U.

Las condiciones iniciales son del tipo Q(x,0) y se necesita una sola condicion de borde Q(x,t)
especificada en el contorno aguas arriba. Por lo tanto, no se pueden simular efectos de
remansos. Las profundidades h(x,t) se obtienen a partir de la relacion h-Q una vez calculados
los caudales Q(x,t).

Al no incorporar los términos de inercia y el gradiente de presidn, el modelo de onda cinematica
simula ondas que se propagan sin experimentar practicamente atenuaciones ni difusiones
(conveccion pura). Debido a que las celeridades en proximidad del pico (el cual no se atenda)
son mayores que las celeridades en el frente de la onda (el cual no se difunde) la onda se
empina cada vez mas a medida que se propaga aguas abajo. Este fendmeno evoluciona en el
tiempo y el espacio pudiendo alcanzar lo que se denomina shock cinematico, es decir, la onda
se ha empinado de manera tal que el pico supera al frente, lo cual invalida obviamente la
solucidn.

Sin embargo, los esquemas en diferencias finitas utilizados para resolver las ecuaciones (los
cuales se describiran sucesivamente) siempre incorporan, en mayor o menor medida, una cierta
difusién numérica y por lo tanto el shock cinematico no se presenta.

Segun Ponce, Li y Simons (1978) el modelo de onda cinematica puede ser utilizado cuando se
satisface la siguiente desigualdad:
T Sb (Uo/ ho) > 171 (23)

donde Uy es la velocidad media del flujo asociada a Qo y ho, definidos precedentemente.

Henderson (1963) observd que las crecidas en rios con pendientes de fondo S,>0.002, los
términos inerciales (aceleracion local y convectiva) y el gradiente de presion, son mucho
menores que los términos de accidén de la gravedad y resistencia por friccion. Es decir, la
mayoria de las ondas de crecidas son gobernadas sustancialmente por friccion y gravedad.
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4.4 Ondas inerciales

A los efectos de determinar la ecuacidon de ondas donde preponderan los efectos inerciales
expresamos primero la ecuacion de continuidad (5) y la ecuacién dinamica (16) en funcién de la
velocidad media en la seccién U y la profundidad h, considerando un canal prismatico
rectangular. A tal fin las derivadas temporales y espaciales del caudal Q=UA=BhU se expresan
como:

aQ Thcal oA ouU oh ouU

_ +AZ —usd 4 Bh ™ (24)
OX oX OX OoX OoX
Q_yA AN, - R, gy (25)
ot ot ot oX ot
2 2
0(Q)_,0:Q QA _,,Q_goh (26)
ox\| A A ox A% ox 8x OX

Reemplazando (24) en (5) se obtiene la ecuacion de continuidad:

oh u@ hY_o 27)
at oX oX

Reemplazando (24) en (25) y (26) y sustituyendo estas dos ultimas en (16), después de operar
algebraicamente, se obtiene la ecuacién dinamica en funcién de U y h:

U U oh
= U—X+g—+g(S ~-S,)=0 (28)

Cuando los efectos inerciales son preponderantes podemos despreciar los efectos de resistencia
friccional: S,=0. Se asume ademas que el fondo es horizontal: S,=0 y que el niUmero de Froude
F es mucho menor que 1, lo cual permite despreciar el término de aceleracion convectiva. En
efecto, si F<<1 el segundo y tercer término de (28) se pueden escribir como:

U oh U2 o | F? oh
Uu— hi=— h — 29
oX gax 6x(2+gJ 8XH2 jg} gax (29)
Por lo tanto, la ecuacion de momentum se reduce a:

ouU oh
e (30)
Ulteriormente se considera (ver Figura) que la altura de la onda n es pequefia comparada con la
profundidad inicial ho: m = h — hg << ho , es decir, U o6h/ox ~ 0. Por lo tanto, la ec. de
continuidad y la ecuacién de momentum quedan expresadas como:
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| \V4
n _|' _______________________ A
ho
A 4 X
Continuidad: o +hg Ay =0 (31)
ot oX
Momentum: Ay + ga—n =0 (32)
ot oX
Derivando (31) respecto a t y (32) respecto a x y luego combinando se obtiene:
8211 azn
—-c—=0 (33)
a2 ox?

(33) es la ecuacion de la onda cuya celeridad (velocidad relativa de propagacién de la
perturbacion) es:

La solucion en este caso (para velocidad inicial nula) representa ondas que se propagan con
celeridad ¢ dada por (34). En el caso de velocidad inicial U no nula la celeridad es:

C:UO iﬂgho (35)

Ejemplo de tales ondas son las generadas por ejemplo por la descarga rapida de esclusas, las
erogaciones impermanentes de una central hidroeléctrica, etc.

5. METODO NUMERICO DE DIFERENCIAS FINITAS

Las ecuaciones diferenciales descriptas precedentemente son una representacion tedrica del
flujo impermanente 1D, en las cuales se basan los modelos matematicos para describir, por
ejemplo, la propagacién de ondas de crecidas en rios. Dichas ecuaciones expresan ciertas leyes
basicas que gobiernan la evolucion del proceso propagatorio en el dominio (x,t) continuo.

La solucidén analitica exacta de las ecuaciones puede obtenerse solo en algunas situaciones
ideales, es decir, considerando en forma extremadamente simplificada las condiciones iniciales y
al contorno, los coeficientes, la geometria de las secciones, etc. Por el contrario, en situaciones
reales las condiciones iniciales y al contorno son bastante complejas, los coeficientes no son
constantes, etc. En esta Ultima situaciéon es posible encontrar soluciones aproximadas, es decir,
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caudales y profundidades en un numero finito de puntos del dominio (x,t), mediante la
utilizacion de métodos numéricos, como por ejemplo, el método de diferencias finitas (MDF).

Los fundamentos tedricos del MDF son ciertamente amplios y relativamente complejos. Aqui se
desarrollaran algunos conceptos basicos para poder comprender ciertos aspectos del método
numérico.

El MDF permite basicamente reemplazar las ecuaciones diferenciales (modelo tedrico del
continuo) por sus correspondientes representaciones discretas, en forma tal de obtener una
ecuacion algebraica analoga, la cual puede ser resuelta con una computadora (modelo numérico
de simulacion del continuo). Por lo tanto, las derivadas de funciones de argumentos continuos
deben ser aproximadas en términos discretos en un numero finito de puntos computacionales
en el dominio espacio-tiempo.

5.1 Discretizacion del dominio espacio-tiempo

Se define grilla computacional al conjunto del numero finito de puntos computacionales (x;,t»)
que resultan de efectuar la discretizacion de los argumentos continuos (x,t). La discretizacién a
lo largo de x se expresa simbodlicamente como: x; = j Ax, con j = 0,1,2,3,....., N-1, N; de manera
que la longitud total es: L = xn = NAx. La discretizacion a lo largo de t se expresa
simbdlicamente como: t,= n At con n = 0,1,2,3,....., M-1, M; de manera que el tiempo total es:
T=tu=MAt . En la Figura 7 se presenta un ejemplo de grilla computacional utilizada en el MDF
para problemas unidimensionales.

En la propagacién de una crecida los valores x; representaran las posiciones de las distintas
secciones del tramo de rio de longitud total L. Asimismo, los valores t, representaran los
distintos tiempos de cdlculo, con T igual al tiempo total de simulacion numérica de la
propagacién. Los indices j=0 y j=N representaran el contorno aguas arriba y aguas abajo
respectivamente, mientras n=0 representara la condicion inicial.

t contorno contorno
aguas arriba aguas abajo
M 1
AX
e—
M-1 _|
n+1 _[
I At
n _| v_
n-1 _L_
1+
0 | e | | e | .
I I I I I I g
0 -1 j j+1 N-1 N X

Figura 7. Grilla computacional en MDF para Ax y At constantes.
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5.2 Esquemas en diferencias finitas

Utilizando expansiones en series de Taylor es posible aproximar las derivadas de funciones de
argumentos continuos en un ndmero finito de puntos y definir ademas el orden de dicha
aproximacion. Por ejemplo, la funcion caudal Q puede ser expandida en series de Taylor
considerando los puntos j y j+1 al tiempo n como:

20\" Av2 30\ Ay3
Q.1 =Qj + (aQJ Ax+(a ?j A;(I +(8 ?] A?):I +0(Ax?) (36)
i ; 2 ; 3

OX OX

donde QF significa el valor del caudal Q en el punto j al tiempo n. Reagrupando y dividiendo la
(36) por Ax se obtiene:

n no_Qo" 2
[@] Q=@ [Q)ax (PQIAXE g sy (37)
OoX i AX oxs | 2 oX 3
si truncamos la expansion para obtener la aproximacion o “regla de traduccion” del continuo al
discreto:
[@j s L O (38)
OX AX

todos los términos restantes en (37) asumen la forma de un error y se los denomina
colectivamente error de truncamiento. La (38) constituye un esquema del MDF progresivo en el
espacio con una exactitud de aproximacion de primer orden O(Ax), es decir la mas baja posible.
El orden significa en este caso la potencia de Ax que multiplica la primera derivada eliminada de
la expansidon. Si se consideran mas términos de la expansion el error de truncamiento
obviamente disminuye y de consecuencia aumenta la exactitud de aproximacion del esquema.

Operando en manera analoga, pero considerando los puntos j y j-1 al tiempo n:

o) 520\ ax2 (2%Q)" ax3
= Qj ( l AXJ{@X2 l S _[8x3 ]j 3 +0(Aax*) (39)
Q)Y QP -Ql, (%Q) ax (&) ;
[axjj X +(ax2 ;2 (o) 3' +0ax) (40)
@ Qn ] 1
( 8Xj I o (41)
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La (41) constituye un esquema del MDF regresivo en el espacio con una exactitud de
aproximacion de primer orden O(AX).

Sumando miembro a miembro (37) y (40), dividiendo por 2 y eliminando términos se obtiene un
esquema del MDF centrado en el espacio con exactitud de segundo orden O(AX?):

oQ J+1 ?—1 2
( axl. BB o) (2)

En comparacion con los esquemas anteriores, el esquema centrado presenta un mayor orden de
exactitud sin incorporar términos adicionales. En este caso, a medida que Ax tiende a cero el
error de truncamiento tenderd mas rapidamente a cero que en los casos precedentes. Sin
embargo, al considerar los puntos j-1 y j+1 el esquema centrado presenta un mayor error de
discretizacion.

El mismo procedimiento realizado anteriormente con las derivadas espaciales puede efectuarse
con las derivadas temporales. Para las mismas se utiliza generalmente un esquema progresivo

en el tiempo:
n+1 n
(% & - s Y oy (43)

5.2.1 Esquemas explicitos

Un esquema en diferencias finitas es explicito cuando el valor de la funcion en el tiempo n+1 se
calcula con informacién proveniente exclusivamente del tiempo n. Por ejemplo, la ecuacién de
onda cinematica (22) puede ser resuelta utilizando un esquema explicito, mediante la siguiente
discretizacion:

n+1
At n_on Q. —QD
j+1 j+1 +C( j+1 Q]):O (443)
At AX
n
I 1 . .
AX ~ Ciq +Ci
j 141 con: C= % (44b)
explicitando el caudal Q;‘jll de la (44a) se obtiene:
) CAt
= Q- Q- Q) (45)
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De esta forma, con las condiciones iniciales (n=0, j=1,2,....,N) y las condiciones al contorno
(j=0; n=0,1,2,....,M), el cdlculo avanza en el tiempo y se desarrolla desde el contorno aguas
arriba hacia aguas abajo, utilizando siempre informacion del nivel de tiempo inferior.

Los modelos numéricos basados en esquemas explicitos deben satisfacer ciertas condiciones a
los efectos de asegurar su estabilidad. La estabilidad se refiere a la capacidad que tiene el
modelo (en definitiva, el esquema) para evitar que los errores crezcan ilimitadamente en forma
incontrolada. La condicion a satisfacer es que en cada punto computacional el nimero de
Courant ¢ sea menor o igual que 1:
C;At
AX

Experimentos numeéricos (ver aplicacidon mas abajo) con ¢ = constante muestran que para ¢ <1
el modelo numérico dado por la (45) es estable pero difusivo, para ¢ =1 es estable y no difusivo
y para ¢ >1 inestable. Es decir, los modelos numéricos basados en esquemas explicitos deben
trabajar en el limite de estabilidad. La condicion (46) establece un criterio para la seleccion de
las dimensiones de la malla Ax, At. Generalmente Ax es fijo, por lo tanto, implica una limitacién
en la seleccion de At.

Aplicacion del modelo de onda cinematica en un caso esquematico

Considerando un canal prismatico de seccion rectangular con ancho B = 30 m, pendiente de fondo Sp =
0.0005 y coeficiente de rugosidad de Manning n=0.025 s/m'/3, aplicar el modelo de onda cinematica
expresado mediante el esquema numeérico explicito (45) para propagar el siguiente hidrograma triangular:

Qp +Mt ;o 0t<ty
tP
(Qp -Qs)
Q(t)= Qb+M(tf-t) , ty<t<ty
Qb ' t>t

con: Qb =20m3/s, Qy =150 m3/s, t, = 18000s y tr = 43200 s, tramo de longitud L = 24 Km.

Suponer celeridad ¢ constante, igual a c=(5/3)Uo. Adoptar Ax=2000 m y analizar que sucede en los
siguientes casos: i) NUmero de Courant: ¢ = 0.5, ii) o=1, iii) c=1.5.

Solucidn:

El caudal de referencia es Qo = (2/3)Qp = (2/3) 150 = 100 m3/s. Con dicho valor de caudal y los datos
especificados se aplica la ecuacion de resistencia al flujo de Manning y se obtiene ho=2.333 m, luego
¢=(5/3)(Qo/B ho)=2.381 m/s. Mediante la condicién de Courant (46) se determina el paso de integracion
temporal para cada uno de los casos: i) At=420 s, ii) At=840 s, iii) At=1260 s. Para cada caso se
discretiza el espacio en x(m)=jAx con j=0,1,2,...,12 y el tiempo t(s)=nAt con n=0,1,2,....,M. Se determina
la condicion al contorno aguas arriba, es decir el hidrograma de entrada Q(0,nAt) y la condicion inicial
Q(jAx,0)=Qpb. Aplicando el esquema numérico explicito (45) se determinan los hidrogramas en las
diferentes secciones.

En la Figura 8(a), (b) y (c); se observan los hidrogramas en algunas secciones para los casos i), ii) y iii)
respectivamente. En el caso i) se observa que el modelo numérico es estable, pero presenta una cierta
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difusion. Dicha difusion es puramente numérica ya que el modelo tedrico de onda cinematica no
contempla tal proceso. En el caso ii) el modelo numérico adoptado es estable y no evidencia ningun tipo
de difusidn, respetando las caracteristicas del modelo tedrico. En el caso iii) el modelo numérico es
inestable, es decir genera errores que se amplifican en forma incontrolada. De las simulaciones
efectuadas se puede concluir que los modelos numéricos basados en esquemas explicitos deben operar
en el limite de estabilidad (¢ =1).

160 : : ‘ : ‘
(a) | e | | : : 0:0,5
140 | ity NN S [
",' ,«s% : —a—x=0 Km
1201 M NN T x=12 Km
100 | x=24 Km
™ H |
€ 80 - 7 e e
C 60| .
P |
40 A "." ,,,,,,,,,, S
0L — )
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
t(s)
160 : : ; ‘
(b) "_s o L \7770:?71777
g 0 Km
7777777777777 x=12 Km
ffffffff x=24 Km

|
1
|
0 : ‘ ‘ : ‘

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000

t(s)

‘ ‘ " o=1,5

e ] L
—a—x=0 Km

x=6 Km

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
t(s)
Figura 8. (a): Casoi) c = 0,5 (b): Casoii) o =1 (¢): Casoiii)c = 1,5
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5.2.2 Esquemas implicitos

Un esquema en diferencias finitas es implicito cuando en el tiempo n+1 existen mas funciones
incognitas que ecuaciones algebraicas disponibles. Una manera usual de generar esquemas
implicitos es partiendo las derivadas mediante coeficientes de peso.

La ecuacidn de onda cinematica (22), discretizada utilizando un esquema implicito seria:

n+1
(1-6) At
0 At
n
YAX  (1-y)AX
j J+1
n+l _ AN n+l _ AN n _On n+l _ n+l
(1—\4;)QJ Qlw AT S (U G ) it RIS e =0 (47a)
At AX X
con:
N e Y o c!, +c!
C=p21 3 (1-9) 2" (47b)

Los coeficientes de peso asumen valores en el rango 0<y <1, 0<0<1. Para y=6=0 se

obtiene un esquema explicito similar al dado por (44a). Para y= 6=1/2 se obtiene un esquema
implicito y perfectamente centrado en (j+1/2, n+1/2). Generalmente se adopta y=1/2 y se
demuestra que para 6>1/2 el esquema es estable para cualquier valor del nUmero de Courant.
Esto representa una ventaja respecto a los esquemas explicitos ya que no existe limitacion en la
seleccién de At.

Las ecuaciones discretizadas utilizando esquemas implicitos deben ser resueltas empleando
algoritmos matriciales, ya que la soluciéon esta “implicita” dentro de un sistema simultaneo de
ecuaciones algebraicas.

Los esquemas en diferencias finitas (explicitos e implicitos) deben ser, ademas de estables,
consistentes y convergentes. La consistencia se refiere a una comparacion entre ecuaciones. Un
esquema sera consistente si, partiendo de la ecuacidn discretizada y realizando expansiones en
series de Taylor, se obtiene la ecuacion diferencial original para Ax, At que tienden a cero.

La convergencia se refiere a una comparacion de soluciones. En este caso puede ser Util una
solucién analitica conocida para realizar la comparacién. Efectuando simulaciones numéricas con
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Ax—0, At—0 manteniendo la relacidn Ax/At=constante, las mismas deberian converger a la
solucién exacta. Esto puede realizarse en algunos casos simples para los cuales se tiene la
solucién analitica y es una manera de probar el esquema ya que no existe solucion analitica en
caso de crecidas reales.

5.2.3 Esquemas de prediccion-correccion

En algunos casos se utilizan métodos iterativos para resolver esquemas implicitos. En el caso

n+l n+l

particular de la ecuacion (47a) tenemos como incognitas Q i1 Y ¢y, para resolverla se puede

utilizar un método iterativo de prediccidon-correccion. El modelo KWAVER (Basile, 1996) utiliza tal
abordaje, efectuando la primera prediccidn con un esquema explicito y corrigiendo
sucesivamente con un esquema implicito, hasta que la solucidon converge en cada punto
computacional.

e Prediccion: (el superindice P indica prediccion)
En la fase de prediccidon se aplica (44a) y se obtiene un caudal de prediccidn en el tiempo n+1

con el cual se predice la profundidad h y la celeridad c en cada punto computacional del dominio
modelado:

n+1,P n+1,P n+1,P n+1,P n+1,P n+1,P
Q1" — hiy _f(Qj+1 )" ¢l =fQy/hiT) (48)

e Correccion: (el superindice C indica correccion)

En la fase de correccidn, con las siguientes expresiones:

n+1,P n+1,P n n
P M +(1- e)M (49)
2 2
Qr)+1,C _Qn Qn+1 C Qn N n_ _An Qn+1 C Qr)+1,C
d-v) j ] Ty j+1 j+1 ) Q]+1 Q] j+1 j ~0 (50)
At At AX AX

se determina el caudal corregido en el tiempo n+1, con el cual se corrige la profundidad h y la
celeridad c:

n+1,C n+1,C n+1,C n+1,C n+1,C Rn+1,C
i = hi =fQ) — oy = QT hyy (51)
Posteriormente, para una especificada tolerancia ¢, se controla:
n+1 n+1,C
<g—> Ci = E — next j
Cn+1,P Cn+1 Cl)— & Qn+1 _ An+1,C ] (52)
j+1 j+1 j+1 T g+l
>g > [c?jll Pl C]—) recalcular desde (49)
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El esquema de prediccidn-correccion descripto es eficiente, robusto y aun para nimero de
Courant un orden de magnitud mayor que 1 el esquema es estable.
5.3 Resolucion del modelo de onda dinamica mediante un esquema implicito

La ecuacion de continuidad y la ecuacion dinamica en el modelo HYDROII (Basile, 1990) se
expresan de la siguiente manera:

Ba—h+@: (53)
ot ox

29, 2 (gQ%), ja(eh_ Q[

x +8X{B AJ+9A(8X Sbj+gA 2 =0 (54)

El coeficiente B que aparece en el término de aceleracion convectiva es introducido para corregir
la hipdtesis de perfil de velocidad uniforme en el ancho de la seccidn transversal, esto es
necesario en el caso de secciones compuestas. Efectivamente, en esos casos (ver Figura 9b) el
perfil de velocidades (medias en vertical) a lo largo del ancho no es uniforme si no que varia
significativamente, adoptando una forma similar a la esquematizada en la Figura 9a.

@

<

GC3, R3, A3

(b) dA

Cy, Ry, A1

Figura 9. a) Distribucion de velocidad. b) Seccién transversal compuesta.
Debido a que el flujo de cantidad de movimiento es proporcional al cuadrado de la velocidad, es

evidente que al variar significativamente la velocidad en la direccion transversal la transferencia
de momentum a través de la seccion:

B
qu dA , p=constante (55)
0
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no va a ser igual a la que se obtiene considerando un valor de velocidad U promedio para toda
el area A. Por lo tanto, B es definido mediante:

B
qu dA
0]

p= (56)

U2 A

Para determinar B debemos subdividir la seccién en un nimero determinado de subsecciones.
En el modelo HYDROII se pueden considerar tres subsecciones tal como se muestra en la Figura
8b. Cada subseccidn es caracterizada por su correspondiente radio hidraulico R;, su area A; y por
su rugosidad evaluada mediante el coeficiente de Chezy C. El caudal total Q puede expresarse
mediante:

3
Q-UA=3K; st )

i—1
donde K; es el factor de conduccion de la i-ésima subseccidon expresado como:

K, =C;RY2 A, (58)

Introduciendo (58) en (57), despejando U y elevando al cuadrado se obtiene:

i=1

3 2
(Z C,R’2 A s}/zj
u? (59)

A2

Expresando (55) en forma discreta (usando la misma ecuacion de resistencia dada por (57) para
caracterizar la velocidad de cada subseccidn) se obtiene:

B 3
juz dA =Y C?R;S; A, (60)
0 i=1

Reemplazando (59) y (60) en (56) y asumiendo S«(y)=Sr=constante, se obtiene:
3
AL CIRA

' (Dcra)

(61)
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5.3.1 Discretizacion de términos y coeficientes

Para discretizar los términos y coeficientes de las ecuaciones gobernantes se utiliza el esquema
de Priessmann, conocido también como esquema de cuatro puntos, como expuesto en el punto

6.2.2.
{ n+1 n+1}
j+1
|:51:11 hn+1]

@z(l— [ n+1 [ ?:11 Q]+1}

ot

ah hn+1 hn h|_1+11 _ r_11

M-y B3 b L2 S 12
( w){ c|tY o

@N (1 e)|:Q_]+1

ah~ +1 —
o (1- e)[J ]

ot A
1 1
[ Q_Z} _{Bm—l/Z Q]+1 Q?:l _ Bn+1/2 QJ n+ J
j+1 12 i 12
AX AT++1/ A;”/
AQ|Q| . 1 An+1/2 Qn+1 Q] . A?:j-/z QJn:—f. Q?+1

SR AN

SN LT
[Z (C R1/2 )n+1/2i|

3
K?+1/2 _ Z(C R1/2 A );1+1/2

i=1

~ B} +B}*! BY,, +B:}
B=(1-v) T Ty I

B?+1/2 —
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X - —v) AT + AT v Al + AT
2 2
%(_J H_J
AI:\+1/2 An+1/2
j j+1

5.3.2 Continuidad y momentum en forma discreta

Substituyendo en las ecuaciones (53) y (54) los respectivos términos y coeficientes discretizados
en el punto anterior se obtiene:

e Continuidad:

00 - (gt )
(62)
[(1Atw)(hn+1 )+ (h?rll_ J+1)} 0
e Momentum
SV (gt —qp)e (i Qg ) +
n+1/2 n+1/2
ABX’I‘*IVZ (QJ+1 QJn:—rll) ABAml/z (QJ n+1)
]+
(63)
{[(IAXG)(JH h]) (h?rll h?ﬂ)}_sb}Jr
Lo AR AT QR QR |
2| (kyef (2f |

5.3.3 Sistema de ecuaciones algebraicas

Reagrupando términos de las ecuaciones (62) y (63) se determinan dos ecuaciones algebraicas

lineales en funcion de las incognitas hj*, Q}*1, hiffy QJf :
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AL; Q! + B1;h}* + C1;Q) + D1;hji = Ei;

de (64) y (62) se tiene que los distintos coeficientes son:

0 B 0 B
M= Bl _A_t(l_\v) D= Pk
1-9 B
E1; =%[Q?—Q?+1]+E[(1—\V)h?+\Vh?+1]

mientras que, de (65) y (63) se obtiene:

Qj

1/2
a-y) B oA

A2; = - +
bOAt A AT (Kr_1+1/2)2
j
B2, =920
AX
12
oV, 3?111/2 Qj1 N g A?++1/ Q.1
F7 At Ax ADHY2 n+1/2
X Ay 2 (Kj+1 )2
AX
@-v)Q} vwQl. gA@-o) ~
E2; = T T ax (h?— ?+1)+gASb

5.3.4 Solucion del sistema de ecuaciones mediante el método del barrido doble

(64)
(65)

En el sistema lineal de ecuaciones (64) y (65) para N puntos computacionales se determina un
sistema de (2N-2) ecuaciones para 2N incognitas. Con la adiciéon de dos condiciones de borde tal
sistema puede ser resuelto mediante el algoritmo del barrido doble, el cual establece las

siguientes relaciones de recurrencia para el barrido de solucion:

h]:H]Q]Jrl +I]hJ+1 +J] (67)
31
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Nota: en las expresiones anteriores (y de ahora en adelante) se omite el nivel de tiempo de las
incégnitas h;, Qj, hj+1, Qj+1, €l cual es obviamente (n+1).

Sustituyendo (66) en (64) y comparando con (67) se obtienen los siguientes coeficientes
auxiliares:

’ ~Cl;
7 AL + Bl

D1,

=
AL;F; +BL;

] El; - AL G;
J 7 ALy +BI;
sustituyendo (67) en (66):
Q; =F,(H, Qj1 +1ihyy +3;)+6, (68)

sustituyendo (67) y (68) en (65) y comparando con (66) se obtiene:

—(A2;F1; +B2;1; +D2;)

Fo1 = (69)

. (E2; - A2;FI; - A2; G; -B2; J;) 70)
I+ (A2;F;H; +B2;H; + C2;)

Las ecuaciones (69) y (70) definen un sistema de relaciones de recurrencia donde cada par Fj4,
Gj+1 depende de los valores previos Fj, G;j y otra informacion conocida. Tales relaciones son
utilizadas para realizar el barrido de eliminacion.

5.3.5 Condiciones al contorno

Las condiciones al contorno requeridas por el modelo en el caso de flujo subcritico pueden ser
caudales en funcién del tiempo en el contorno aguas arriba y la relaciéon profundidad-caudal en
el contorno aguas abajo. Asimismo, en el contorno aguas abajo se pueden especificar
profundidades o caudales en funcién del tiempo.

e Para el contorno aguas arriba vale: Q; = Fj h; + G (71)

e Para el contorno aguas abajo vale:  Qj = Fj hjj + Gjj (72)

Caso I: Qo es especificado, Q(x=0,t) = Q(t)
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Q=Foho+Go—> Fo=0 y Go=Q

Con Fo y Go podemos calcular Ho, Io, Jo y calcular desde Fi, G1 a Fj;, Gj;.

Caso II: h=f(Q) es especificada, h(x=L) = f(Q)
Por ejemplo, en el caso simple cuando h=K1 Q (K1 coeficiente constante)

Qj =Fyhy; + Gy
hj =K1 Qj

Gj;

}—)ij =F;K1Qy + Gy - Qy “1-F.KL
)]

de esta manera podemos calcular Q;; y luego h;.

Caso III: Q. es especificado, Q(x=L,t) = Q(t)
hj = (Qu-Gy) / Fy

Qi =Qu

Caso IV: h. es especificado, h(x=L,t) = h(t)
Qj = Fyh+ Gy

hj = he

5.3.6 Descripcion del proceso de resolucion

a) Para los puntos computacionales desde j=0 a j=jj-1 con las condiciones iniciales se calculan
los coeficientes:

Al;, B1;,Ci;, D1;, El
A2;, B2;, C2;, D25, E%
b) Con la condicion de borde aguas arriba se determina: Fo =0, Go = Q
c) Con Fo y Go se calculan: Ho , In , Jo
d) Con los valores anteriores, utilizando los coeficientes auxiliares, y barriendo desde el contorno

aguas arriba hasta el contorno aguas abajo, mediante las relaciones de recurrencia (69) y
(70) se calculan los valores:
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Fi, G desde F;, G; hasta Fi , Gy

Este es el barrido de eliminacion.

e) Con la condicion al contorno aguas abajo se determina Q; y h;;.

f) Con Qj y h; se inicia un barrido de retorno (hacia el contorno aguas arriba) calculandose
mediante las relaciones de recurrencia (67) y (66) los valores de h y Q desde j=jj-1 hasta
j=1. Este es el barrido de solucién.

g) Con los valores de las incdgnitas calculados en el tiempo (n+1) se puede iterar y recalcular
con los valores medios temporales (n+1/2) que aparecen en algunos términos y coeficientes
(para los cuales se supuso que en el comienzo adoptaran los valores del nivel de tiempo
inferior). Generalmente una iteracion es suficiente.

h) Se continda el célculo avanzando en el tiempo hasta completar el tiempo total de la
simulacion.

6. FLUJO PERMANENTE GRADUALMENTE VARIADO UNIDIMENSIONAL (FPGV 1D)

6.1 Ecuaciones gobernantes

El flujo a superficie libre permanente gradualmente variado exhibe a lo largo del curso
variaciones continuas de moderada magnitud de la profundidad, y por lo tanto, de la velocidad
media en la seccion.

Para flujo permanente dh/at=0, por lo tanto, de la ecuacién de continuidad (5) se desprende que
el gradiente espacial del caudal es nulo, dQ/9x=0, es decir, Q= constante para todo valor de x (y
necesariamente constante en t), considerando un canal prismatico rectangular: q=Q/B:

g =Uh = const. (73)
Analogamente, dado que para flujo permanente dU/ot=0, de la ecuacién dinamica (28) se
obtiene:
2
dx | 29 dx

La ecuacién (74) representa un balance de energia mecanica, sus términos pueden ser definidos
como energia por unidad de peso del fluido.

El término z, es la energia potencial de un peso unitario de fluido respecto a un cierto plano de
referencia. El término h es la energia que brindan las fuerzas de presion hidrostatica. El término:
U?/2g (altura de velocidad o altura cinética), es la energia cinética: (1/2)mU?, poseida por la masa
fluida m por unidad de peso del fluido: P=pgV=mg.

Con las consideraciones realizadas, el trinomio entre paréntesis de la (74) representa la suma de
las tres formas de energia mecanica (potencial, de presion y cinética) por unidad de peso del
fluido, la cual puede indicarse con H (ver Figura 10).
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A
y 012/ 29
A

»la
<%

H1 hs T~
v ho H2

A
\ 4

Zb1 L

Vi

Zb2
\ A\ A 4

AX
Figura 10. Representacion del perfil de flujo permanente gradualmente variado.

Y

Se observa que, debido a las pérdidas de energia, el gradiente espacial de H es siempre menor que
cero (dH/dx<0). El mismo se expresa en funcion de las caracteristicas del flujo y de la rugosidad del
canal mediante S:. Las diferentes formulas de resistencia al flujo (Chezy, Manning, etc.) han sido
obtenidas para el caso de flujo uniforme. Por lo tanto, se asume que las pérdidas de energia en el
flujo permanente gradualmente variado son iguales a las que se presentarian en flujo uniforme para
las mismas condiciones de profundidad, caudal y rugosidad.

6.2 Relaciones nhuméricas en una seccion

Considerando resistencia friccional despreciable, por lo cual S=0, en (74) el trinomio entre

paréntesis es constante en x. Introduciendo la energia especifica E, referida al fondo del canal
(zob=0), se tiene:

2 2

E=h+ v hs 9 5

29 2gh

La (75) evidencia la dependencia funcional f(E,h,q)=0. Si mantenemos constante una de las tres
variables se pude indagar la forma de esta dependencia.

(75)

6.2.1 Energia especifica, E=constante, f(h,q)=0

Considerando E constante y despejando g de (75) se obtiene:

q=hy2g(E-h) (76)

En (76) se observa que q=0 para h=0 y para h=E (para altura de velocidad igual a cero no
existe caudal). Por otra parte, q es positiva en el rango 0<h<E, por lo tanto, se puede indagar
para que profundidad el caudal es maximo. Esto se realiza planteando dq/dh=0, con lo cual se
obtiene:
3
E==h 77
>N (77)

Es decir, la profundidad critica h. es aquella que produce el caudal maximo para E que se
mantiene constante. Reemplazando (77) en (76):
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Ac = Qs =Vgh?? (78)
La velocidad critica se obtiene mediante la relacién entre (78) y la profundidad critica:
U =ygh, = F-= UIC_] =1 (79a,b)
an.

Es decir, en condicidn de flujo critico el nimero de Froude es igual a la unidad, F=1. Para h>h,
F<1 (flujo subcritico) y para h<h., F>1 (flujo supercritico).

1.5

(1/2)U%gh,

h/he

0.5 +

(2/3) Elh=1

h/h,

0.0

0.0 0.5 1.0
q/qc

Figura 2.14 11. Curva adimensional de energia especifica, E=constante, f(h,q)=0.
En la Figura 11 se representa la curva adimensional de energia especifica para E constante y
f(h,q)=0, conocida como parabola de Koch. Se observa que, en el caso de E constante, el mismo
caudal puede verificarse en flujo subcritico o supercritico.
6.2.2 Energia especifica, q=constante, f(E,h)=0

Considerando q constante, se observa que la (75) en el sistema de ejes (E,h) es la composicion de
una recta E=h mas una hipérbola E=f(1/h?). La curva resultante presenta un minimo de energia,
el cual se determina planteando dE/dh=0.

Realizando la derivada de (75) respecto a h e igualando a cero se obtiene:

Es decir, la condicién de flujo critico, es aquella condicién para la cual, fijado un caudal, el
mismo escurre con un minimo de energia especifica.

Para flujo critico, la altura de velocidad es igual a la mitad de la profundidad. En efecto, de
(80a) se obtiene:
u? h

—= 81
29 2 (81)
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Reemplazando (81) en (75) se determina:
1/3
3 2
E. . =§hC con: h, :(q—J (82)

En la Figura 12 se representa la curva adimensional de energia especifica, para q constante,
identificando el minimo (F=1) y las ramas de F<1y F>1.

h/ hc

o
-
N 4
w
Q-
o 4
(]
~

Figura 2.15 12. Curva adimensional de energia especifica, g=constante, f(E,h)=0.

Por lo visto, el flujo critico (F=1) representa la condicion de maximo caudal para una
determinada energia especifica y la condicion de minima energia especifica para un determinado
caudal.

En definitiva, cuando la altura de velocidad es igual a la mitad del tirante, se verifica que el
caudal es maximo si E=constante, o que la energia especifica es minima si g=constante. Ambas
situaciones definen un estado del flujo denominado estado critico. El caso de g=constante y
f(E,h)=0 es mas utilizado en la modelacién del flujo permanente gradualmente variado para
determinar condiciones de flujo critico en ciertas secciones.

6.2.3 Cantidad de movimiento, relaciéon f(M,Q,h)=0

Para flujo permanente (9Q/ot=0), fondo horizontal (S,=0) y resistencias friccionales
despreciables (S¢=0), la ecuacién dinamica de balance de cantidad de movimiento (momentum)
del flujo impermanente unidimensional se reduce a:

d(gQ 1, gadh_
dx[BA}_gAdX_O (83)

Considerando en (83) p=1 (para flujo turbulento en un canal prismatico no compuesto p=1),
multiplicando por la densidad del agua p y considerando A=Bh, se obtiene:
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d d ( pgh’B
—(bQu) dx( 5 (84)
Donde el primer término representa la variacién espacial del flujo de cantidad de movimiento
(pU=cantidad de movimiento por unidad de volumen, pUA=pQ= caudal masico y pQU=flujo de
cantidad de movimiento). Mientras que, el segundo término es la resultante de las fuerzas de
presidn hidrostatica, actuantes en cada extremo del volumen de control. Re-ordenando (84) se

obtiene:
d Q2 h’B
dx{pg(gA+ 2 ﬂ (85)

El balance de cantidad de movimiento (momentum) expresado en (83) indica que el mismo no
varia en x. Por lo tanto, la funcion:
Q> h’B

M=pg (g_A + TJ (86)

puede ser analizada en una seccion especifica, considerando Q=constante, f(M,h)=0. El minimo
de la funcién se encuentra planteando dM/dh=0, con lo cual se obtiene la condicién de flujo
critico dada por (80b). Por lo tanto, reemplazando (80b) en (86) se obtiene el valor minimo de
M como:

3
Mm|'n = E [of¢ hiB (87)
En la Figura 13 se presenta la curva adimensional de momenta. En la modelacién de un flujo
mixto, supercritico-subcritico, la ecuacidn (87) permite individualizar el tramo del canal donde se
produce la transicion de flujo supercritico a subcritico.

M / Mmin

h/hc
Figura 2.16 13. Curva adimensional de momenta.
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6.3 Concepto de pendiente de fondo critica

La velocidad media en un canal rectangular ancho puede expresarse mediante las ecuaciones de
resistencia al flujo de Chezy o Manning. Por lo tanto, igualando dichas ecuaciones con la
expresion de la velocidad critica dada por (79a) y despejando la pendiente, se obtiene:

2
_ 9 _gn
Spe = rrEl (88)
Donde Sic es la pendiente de fondo critica, es decir, para un caudal asignado, es aquella
pendiente que debe tener el fondo de un canal para que el flujo uniforme se desarrolle en
condiciones criticas (F=1).

6.4 Perfiles longitudinales del flujo permanente gradualmente variado

Consideremos la ecuacion (74) de flujo permanente:

d (U? dh dz,
—|=—|+—+—=-S 89
dx (Zg) dx dx f (89)
Dado que la altura de velocidad (altura cinética) es funcion de la profundidad h, la ecuacion (89)
es posible expresarla como:
d (U?)|dh dz
{ dh(ZgI‘ dx dx (402

Reemplazando en (90a), con ayuda de la ecuacién de continuidad: U=q/h, realizando la
derivada respecto a h de la altura de velocidad, considerando dz,/dx=-Sy y despejando dh/dx,

se obtiene:
@ = Sp S 1-— i (90b)
dx (1-F9) S,

La relacion S¢/S, se puede determinar a partir de una ecuacidon de resistencia para flujo
permanente gradualmente variado que exprese St y otra para flujo uniforme que exprese Sy, de

esta manera se obtiene:
dh s, h,
= = 1-| ¥ 90
dx (1F2)[ (h” (50¢)

donde, h, es la profundidad de flujo uniforme y h es la profundidad genérica del flujo
permanente gradualmente variado, con a=3 (Chezy) o a=10/3 (Manning), para un canal
rectangular ancho.

La ecuacion (90c) permite indagar los posibles perfiles del flujo permanente gradualmente
variado. En principio, dh/dx depende de Sy y de h, por lo tanto, de acuerdo a los valores de la
pendiente de fondo podemos dividir los perfiles en cinco clases. Ademas, teniendo en cuenta el
valor que asume la profundidad genérica h, respecto a las profundidades de flujo uniforme h, y
critico h., se pueden distinguir en total 13 tipos diferentes de perfiles del flujo permanente
gradualmente variado (ver Tabla 2).

Flujo en Canales Abiertos y Embalses_Pedro A. Basile 39



MECANICA DE LOS FLUIDOS AVANZADA Pedro A. Basile

Tabla 2. Resumen de tipos de perfiles de flujo permanente gradualmente variado.

Pendiente | h respecto | Perfil Signo Signo | Signo Clasificacién de flujo
delfondo | ahuyhc Tipo | [1-(hy/h)¥] | (1-F?) | dh/dx
h >hu> hc M1 + + + Subcritico desacelerado
?g:frsabf? hy >h> hc M2 - + - Subcritico acelerado
h <hc< hy M3 - - + Supercritico desacelerado
Fuerte h >hy> hc S1 + + + Subcr|'ti§c_) desacelerado
(Sv>Sb0) he >h> hy S2 + - - Supercrlltlco acelerado
h <hu< hc S3 - - + Supercritico desacelerado
Critica h >hu= hc C1 + + + Subcritico desacelerado
(Sv=Sbc) h =hu= hc C2 ? ? ? dh/dx = 0/0
h <hu= hc C3 - - + Supercritico desacelerado
Horizontal h > hc H2 - + - Subcritico acelerado
(Sp=0) h < hc H3 - - + Supercritico desacelerado
Adversa h > hc A2 - + - Subcritico acelerado
(Sb<0) h < hc A3 - - + Supercritico desacelerado

Para pendiente de fondo moderada, fuerte y critica, existen tres casos, en todos ellos S,>0. El
flujo uniforme no existe en el caso de pendiente de fondo horizontal (Sp=0) y adversa (Sp<0).

Los perfiles tipo M1 y S1 se denominan curvas de remanso. El perfil M1 es uno de los mas
conocidos y se observa en muchos rios como consecuencia de controles aguas abajo (presas,
puentes, estrechamientos, etc.). Si el flujo uniforme es subcritico y no tiene suficiente energia
para superar un control aguas abajo, debe ganar energia para alcanzar la energia requerida,
aumentando la profundidad y consecuentemente disminuyendo la velocidad (M1, flujo subcritico
desacelerado).

En el caso que el flujo uniforme aguas arriba del control sea supercritico, la Unica forma de
ganar energia es generando un resalto para pasar a flujo subcritico y, en esa condicion, alcanzar
la energia requerida aumentando la profundidad (perfil tipo S1, flujo subcritico desacelerado).

Los perfiles M2 y S2 (también H2 y A2) se denominan curvas de llamada, ya que un control aguas
abajo produce una progresiva disminucion de la profundidad y un aumento de la velocidad hacia el
mismo (flujo subcritico/supercritico acelerado). En la Figura 14 se presentan los distintos perfiles
resumidos en la Tabla 2.

E M1 horizontal horizontal
1 h>h,>h, horizontal
ha| - %

Sb<Sbc
mﬂ
] s o _

Sp=0 Spb<0
Figura 14. Perfiles de flujo permanente gradualmente variado.
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Analicemos, en particular, los perfiles tipo M y tipo S, para pendiente de fondo moderada y
fuerte, respectivamente.

6.4.1 Perfiles tipo M para pendiente de fondo moderada

Para pendiente de fondo moderada (Sp<Skc) Y, de acuerdo al valor que asume la profundidad de
flujo genérica h respecto a las profundidades h, y h,, podemos distinguir tres casos.

i) 7ipo M1 (h > hy > he)

En este caso h>h, el flujo es subcritico (F<1), la relacién h,/h<1, por lo tanto, de (90c) resulta
dh/dx>0 presentando un perfil concavo hacia arriba. Por continuidad, dU/dx<0, es decir, el flujo
es desacelerado.

Para h—h,, dh/dx—0 (h=const.=h,) el perfil tiende asintéticamente al de flujo uniforme. Para
h—oo, h,/h—0, F—0, dh/dx—-dz,/dx, es decir, el perfil tiende a la horizontal.
i) 7ipo M2 (hy > h > h.)

En este caso h>h,, el flujo es subcritico (F<1), la relacién hy,/h>1, por lo tanto, de (90c) resulta
dh/dx<0 presentando un perfil céncavo hacia abajo. Por continuidad, dU/dx>0, es decir, el flujo
es acelerado.

Para h—h,, dh/dx—0 (h=const.=h,) el perfil tiende asintéticamente al de flujo uniforme. Para
h— he, F—1, dh/dx—oo, es decir, el perfil tiende a atravesar el critico con un angulo finito.

i) 7jpo M3 (h < hc< hy)

En este caso h<h,, el flujo es supercritico (F>1), la relacién h,/h>1, por lo tanto, de (90c)
resulta dh/dx>0, por continuidad, dU/dx<0, es decir, el flujo es desacelerado.

Para h— h., F—1, dh/dx—oo, es decir, el perfil tiende a atravesar el perfil critico con un angulo
finito Para h—-oo, dh/dx—-dz,/dx el perfil tiende a atravesar el fondo con un angulo finito.

6.4.2 Perfiles tipo S para pendiente de fondo fuerte

Para pendiente de fondo fuerte (Sp>Skc) y, de acuerdo al valor que asume la profundidad de
flujo genérica h respecto a las profundidades h, y h,, podemos distinguir tres casos.

i) 7ipo S1 (h > hy> h¢)

En este caso h>h,, el flujo es subcritico (F<1), la relacién h,/h<1, por lo tanto, de (90c) resulta
dh/dx>0 presentando un perfil céncavo hacia abajo. Por continuidad, dU/dx<0, es decir, el flujo
es desacelerado.

Para h—o, h,/h—0, F-0, dh/dx—-dz,/dx, es decir, el perfil tiende a la horizontal. Para h—h,
dh/dx—oo el perfil tiende a atravesar el critico con un angulo finito.

ii) 7jpo 2 (he > h > hy)
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En este caso h<h., el flujo es supercritico (F<1), la relacién h,/h<1, por lo tanto, de (90c)
resulta dh/dx<0 presentando un perfil cdncavo hacia arriba. Por continuidad, dU/dx>0, es decir,
el flujo es acelerado.

Para h— h,, F—1, dh/dx—oo, es decir, el perfil tiende a atravesar el critico con un angulo finito.
Para h—h,, dh/dx—0 (h=const.=h,) el perfil tiende asintéticamente al de flujo uniforme.
iii) 7ipo S3(h < hy< he)

En este caso h<h., el flujo es supercritico (F>1), la relacién h,/h>1, por lo tanto, de (90c)
resulta dh/dx>0 presentando un perfil concavo hacia abajo. Por continuidad, dU/dx<0, es decir,
el flujo es desacelerado.

Para h—h,, dh/dx—0 (h=const.=h,) el perfil tiende asintéticamente al de flujo uniforme. Para
h—-00, F—1, dh/dx—-dzy/dX, el perfil tiende a atravesar el fondo con un angulo finito.
6.5 Resolucion del FPGV 1D

El flujo permanente gradualmente variado 1D queda representado por las siguientes
ecuaciones:

Q = UA = const. (91)
d( @ dH
&[Z‘QQTmeJ:d_X:_sf (922)

donde Q: caudal (m3/s); A: area mojada (m?); U: velocidad media en la seccion (m/s); h:
profundidad (m); z»: nivel del fondo (m); H: energia (m) y Sr: pendiente de friccién, la cual
puede expresarse en funcion de Chezy o Manning mediante:

Q’
—_=_ (Chezy)
2 A2
s, - JCAR (925)

n*Q* .
Az—g‘w(Mannlng)

donde C: coeficiente de Chezy (m¥?/s); n: coeficiente de rugosidad de Manning (s/m/3) y
R=A/P: radio hidraulico (m), siendo P el perimetro mojado (m).

El caudal (constante) es conocido, asi también como, el paso de integracién espacial
especificado, la topobatimetria del canal y su rugosidad.

6.5.1 Flujo subcritico

En el caso de flujo subcritico, la (92a) se resuelve, en forma discreta, a partir de una condicion
conocida en el contorno aguas abajo y desarrollando el calculo en las sucesivas secciones aguas
arriba.
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1.- Condicion al contorno conocida contorno aguas abajo (h; 0 zw;): H;

2.- Se calcula un valor de prediccién de la energia en la seccién inmediatamente aguas arriba
HP;.1, asumiendo preliminarmente hP.1= h;:

h,=h, = (ARUS), = H,

j-1
3.- Se calcula un valor de correccidon de la energia en la seccién inmediatamente aguas arriba

ch_1Z

1
HJ.C_1 =H; WLE(Sfj +S$j_1)ij,j .

4.- Se calcula la diferencia entre el valor de energia corregido y predicho en j-1:
AH, = Hf_l - H?_l

5.- Se realiza la siguiente comparacion (especificando una tolerancia, por €j., tol.= 1 mm):

>tol. = hjc’l - hil * (HJ'Cfl _H?—l)
hi, =h{, —recalc. desde 2
Si |AH.
A8 h,, =hS
1 = Ny
<tol. = o _
(A,R,U,S;),, = H,; —proximo j

El método es robusto y converge rapidamente después de pocas iteraciones. El Ax puede ser del
orden de 2-50 veces la profundidad de flujo, aunque es oportuno que se consideren valores
menores cuando el flujo se aproxima a condiciones criticas.

6.5.2 Flujo supercritico

Si el flujo es supercritico, la (92a) se resuelve partiendo de una condicién conocida en el
contorno aguas arriba y desarrollando el calculo en las secciones sucesivas aguas abajo.

1.- Condicién al contorno conocida aguas arriba (h; 0 z): H;

2.- Se calcula un valor de prediccion de la energia en la seccion inmediatamente aguas abajo
HPj+1: asumiendo preliminarmente hj.1= h;:

h?

j+1

=h, = (ARUS), = H

j+1 j+1

3.- Se calcula un valor de correccién de la energia en la seccion inmediatamente aguas abajo
ch+1:

1
Hiu =H, =5 (Ses +Sta)a%, .
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4.- Se calcula la diferencia entre el valor de energia corregido y predicho en j+1:

P
H j+1

AH;,; =H;

j+1

5.- Se realiza la siguiente comparacion (especificando una tolerancia, por €j., tol.= 1 mm):

>tol. = {hil - hil [( J+1 J+1)/F2]

hf, =h{, —recalc. desde2
Si |AH,,,
h,, =h¢,
<tol. = ’
(A,R,U,Sf)jﬂ = H,,; —proximo j

donde F; es el nimero de Froude en la seccion j, el cual, elevado al cuadrado y dividiendo la
diferencia de energia (corregida — predicha) en j+1, permite optimizar la convergencia del
método de prediccidn-correccion. Dada la rapida variabilidad de la profundidad en flujo
supercritico, el Ax puede ser del orden de 0.5-5 veces la profundidad de flujo.

7. MODELOS PROPAGATORIOS 0D
Los modelos propagatorios cero-dimensionales (0D) o de tipo “hidroldgicos” se basan en:

e Ecuacion de continuidad integrada a lo largo del tramo de propagacion.
e Funcidn de almacenamiento.

Estos modelos tienen la ventaja de requerir menor cantidad de datos que los modelos
hidrodinamicos unidimensionales. Sin embargo, los mismos no pueden ser utilizados para
simular efectos de remansos creados por puentes u otras estructuras, etc. Generalmente
resultan Utiles para simular en forma simplificada la propagacién en embalses y se aplican con
ciertas limitaciones a tramos de rios o canales.

La ecuacion de continuidad unidimensional para un flujo impermanente (4), integrada entre los
puntos extremos xi y X, de un tramo, puede ser expresada como:

FoA . ROQ
X2
I, = % j == j dv(x,t) = dv(t) (94)
X1
X2
L= [Pax=q0-00 (95)

X1
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Reemplazando (94) y (95) en (93) y reordenando se obtiene:

dv(t)

a4t Q; () - Q,(b) (96)

donde V(t) es el almacenamiento (volumen) en el tramo, Qi(t) es el caudal de entrada en la
seccion aguas arriba xi1 y Qz (t) es el caudal de salida en la seccidon aguas abajo x,. La ecuacién
(96) es una ecuacion de continuidad cero-dimensional (la variable independiente x ha sido
eliminada en el proceso de integracion).

Para realizar la propagacion la ecuacion (96) no es suficiente. En efecto, conocido el caudal de
entrada Qi(t) tenemos dos incdgnitas: el caudal Qa(t) y el almacenamiento V(t). Por lo tanto, es
necesario contar con una ecuacion adicional. La misma se denomina funcién de almacenamiento
y puede ser expresada en forma general como:

V(t) = f[Q, (t), Q, (t)] (97)

7.1 Modelo de Muskingum

En el caso del modelo Muskingum (Mc Carthy, 1938), la relacion (97) es derivada considerando
que el area es directamente proporcional al caudal y por lo tanto se plantea un almacenamiento
de prisma y un almacenamiento de cufia como se esquematiza en la siguiente Figura.

[ Qi-Q
Almacenamiento Cufia
Q1 )
—
2 2
i, Almacenamiento Prisma i,
. X
1 2

Figura 15. Esquematizacion del almacenamiento de cufia y de prisma, modelo de Muskingum.

El almacenamiento de prisma es KQ. mientras que, el almacenamiento de cufia es KX(Q:-Q>).
Por lo tanto, la funcion de almacenamiento se plantea como:

V(t) = K Q,(t)+ KX[Q; (t) - Q, (t)] = K[X Q, (t) + (1 - X)Q, (t)] (98)

Donde K y X son parametros constantes del modelo (no confundir K con el factor de conduccién
definido en el punto 5.3). K es un coeficiente de almacenamiento, que desde el punto de vista
fisico representa el tiempo medio de traslado de la onda en el tramo. Por otra parte, el
parametro X pondera los efectos relativos de los caudales Q: y Q. en el volumen almacenado.
En particular, para X=0 la (98) representa la funcién de almacenamiento para un embalse con
superficie del agua horizontal. Ambos parametros son positivos.

En definitiva, el modelo de Muskingum se basa en las ecuaciones (96) y (98). Derivando la (98)
respecto al tiempo e introduciendo el resultado en la (96) se obtiene:
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m1—md%§°+qxo=QA0—Kxg%§3 (99)

La discretizacion de la ecuacion (99) puede realizarse utilizando las siguientes expresiones:

dQ,(t) _ 0 - Q5 dQ, (t) _ It -Qf
dt At ! dt At (100)

QM =(@7T+Q)2 , Q=@ +q))2

reemplazando las expresiones (100) en (99) y operando algebraicamente se obtiene:

ol =C, QM +C, QN +C5 Q) (101)
con.
C, = (-KX+0,5At)/C,
C, = (KX +0,5At)/C,
C; = (K-KX-0,5At)/C,
C, = (K—KX+0,5At)

(102)

En (102) se verifica que C; + C; + C3 = 1. Determinadas las constantes Ci, C;, Cs, y C4 (para lo
cual es necesario conocer el valor de Ky X y el valor de At), la ecuacién (101) permite calcular
explicitamente los caudales incdgnitas Q.[nAt] con n=1,2,3,.....,M; en funcién del hidrograma
dato en la seccién x; y la condicion inicial Q2 (n=0). El esquema de calculo avanza en el tiempo
como se observa en la Figura 16.

t)\

MAt {% incognitas
-|— datos
(M-1)At 'i —— |informacion

\
R

3At

2At

1At

VN

0 -

1 2

Figura 16. Esquema de calculo en el modelo de Muskingum.
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Para garantizar la estabilidad numérica del esquema de diferencias finitas, el parametro X debe
satisfacer la siguiente condicién:

0<X<0.5 (103)

y todos los coeficientes C de (102) deben ser positivos. Observando (102) y considerando
(103), C4 y C; son positivos, pero C; y Cs; podrian ser negativos. Es decir, en pos de la
estabilidad, se debe asegurar que dichos coeficientes sean positivos. Por lo tanto, de las
correspondientes expresiones de C; y C; en (102), se obtiene la siguiente condicion:

2X<A?t<2(1—X) (104)

Las regiones de estabilidad e inestabilidad se representan en la Figura 17.

2,9 1
AtTK
2
INESTABLE C;<0
1.9
; ESTABLE INESTABLE
X=0,5
0,5
ﬂSTABLE Cy<0
0« v v v v v ]
0 01 0,2 0,3 0,4 05 0,6
X

Figura 17. Regiones de estabilidad e inestabilidad en el modelo de Muskingum.

Dependiendo de los valores que adopta X, en el rango dado por la (103), el modelo numérico
dado por la ecuacién (101) introduce, en mayor o menor medida, una cierta difusion y
consiguiente atenuacion de onda.

7.1.1 Determinacion de parametros. Método grafico

Si existen datos de hidrogramas de entrada y salida para el tramo de rio en estudio, los valores
de K y X pueden determinarse graficamente. El parametro K se estima como el tiempo entre los
centros de gravedad de los hidrogramas (ver Figura 18). Ademas, graficando la relacion: V=f[X
Qi1+(1-X)Q2] se observa una curva en forma de lazo para los distintos valores de X que se
adopten. Cuando la curva en lazo se aproxime lo mejor posible a una recta, el valor de X sera el
seleccionado y de la pendiente de la misma se obtiene K (ver Figura 19).

Para graficar cada curva para un valor particular de X se deben calcular los valores acumulados
en el tiempo:

ot =Q +X(Q™ -QD) + (1 -X)(Q3* - Q3) (105)
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V™=V 4+ 0.5[(QF + Q) - (Q5 +QY)]At (106)

donde Q. para n=0 es igual al caudal base Qp.

A

Qa

Qb
n="0 1 '2 ... etc. t

v

Figura 18. Hidrogramas existentes observados en x1 y xz.

Q. 4

Figura 19. Relacion Qa - V

7.1.2 Método de Muskingum-Cunge (MC)

Una alternativa es utilizar los valores de K y X proporcionados por Cunge (1969). El autor
discretizd la ecuacion diferencial (22) del modelo de onda cinematica, asumiendo c=constante,
de la siguiente manera:

n+tl _ AN
xjA—tQJ+(1—x)

=0  (107)

Qlt - QY4 e QL -Q! + Q%7 -QJ!
At 2AX
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n+l

explicitando de la (107) el caudal incognita Qi

modelo Muskingum, generalizada para un tramo de longitud L dividido en secciones
equidistantes j, j+1 (j=0,1,2,...,etc.):

obtuvo una ecuacion igual a la ec. (101) del

QlT =C, Q)" +C, Q) +C5 Q)4 (108)

donde el parametro K, que interviene en los distintos coeficientes definidos por las expresiones
(102), es igual a:

K = Ax/c (109)

Como la ecuacién (101) es idéntica a la (108), la difusién que produce el modelo Muskingum
puede ser asociada al esquema en diferencias finitas que utilizé Cunge para resolver la ecuacion
diferencial del modelo de onda cinematica. Esto le permitid obtener una expresién para X
basada en caracteristicas fisicas definidas del tramo y de la onda de crecida.

La difusion numérica que genera un esquema de O(AX) en el MDF se asocia al error de
truncamiento y en particular a las derivadas de segundo orden que han sido truncadas. A los
efectos de determinar la difusion numérica que introduce el esquema dado por la (107), Cunge
expandid en series de Taylor los diferentes términos de la misma, truncando las expansiones a
partir de las derivadas de tercer orden, es decir, reteniendo solamente las derivadas de primer y
segundo orden. De esta manera obtuvo:

2
@-FC@:CAX CAt—X 0°Q (110)
X 2 AX ox?

donde el término que multiplica a la derivada segunda en la ecuaciéon (100) representa el
coeficiente de difusién numérica D, del esquema dado por la (107).

Para obtener el valor de X Cunge iguald el coeficiente de difusidn numérica D, con el coeficiente
de difusién hidraulica D, del modelo de onda difusiva (ecuacion (17), punto 4.3.2):

CAt
D,=cAx|——-X|=D 111

donde c y Dy estan representadas por las ecuaciones (18a) y (18b) respectivamente.

Considerando Ax=c At, de la (111) se puede despejar el coeficiente X:

x-1 Dn _1 1 (112)
2 cAx 2 P,
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donde se ha introducido el nimero de Peclet: P.=c Ax / Dn que representa la relacion entre los
efectos convectivos y difusivos. El parametro X es siempre positivo y varia en el rango
establecido por la condicion (103), por lo tanto, P > 2. Se observa que si Dhn<<cC AX, Pe>>2,
X—0.5, preponderan netamente los efectos convectivos sobre los difusivos y el modelo
Muskingum-Cunge representard ondas cinematicas (con atenuacion insignificante). Por el
contrario, para Pe—2 , X—0, es decir, el modelo MC representara ondas que se difunden y
atentan.

El modelo Muskingum-Cunge queda definido por la ecuacién (108) con los coeficientes (102) y
las condiciones (103) y (104). Los valores de K y X estan dados por las ecuaciones (109) y (112)
respectivamente.

Para calcular los parametros K y X es necesario estimar la celeridad c de la onda y el coeficiente
de difusion hidraulica Dy. Este Gltimo puede estimarse como:

Qo

D, = 113
" =28, S, (113)

donde Qo es un caudal de referencia, préximo al caudal pico Q, del hidrograma de entrada, ya
definido en el punto 5.3.2 como: Qo = (2/3) Qp. Bo es el ancho de la seccién asociado a Qo y Sp
es la pendiente del fondo.

El caudal Q genérico puede expresarse mediante la ecuacion de Manning como:

1

_ HA R23 Sé/2 (114)

Q

La celeridad c se define como (ver ecuacién (18a)):

_Q
oA

146Q

c _LIAR 115
. Boh (115)

_dy=2
3 3

> |0

Xo
Por lo tanto, la celeridad de la onda asociada al caudal Qo, (c=Co) puede ser estimada como:

>y, -2

c=2U, =22 (116)
0

3

donde el subindice 0 se aplica a variables asociadas con Q,, como por ejemplo velocidad U,
area Ao, profundidad hy, etc.

Para aplicar el método de MC se debe seguir el siguiente procedimiento:

1) Con el caudal pico del hidrograma de entrada calcular Qo = (2/3) Qp.
2) De la curva h-Q aguas arriba estimar ho (0 determinarla con la ec. de Manning).
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3) Con las caracteristicas geométricas de la seccion estimar By, Ao.
4) Estimar la pendiente con Sy (pendiente de fondo).

5) Calcular celeridad con la ec. (116).

6) Calcular coeficiente de difusion hidraulica con la ec. (113).

7) Adoptar Ax (tramo de longitud L discretizado como: L=N Ax).
8) Calcular el parametro K con la ec. (109).

9) Calcular el parametro X con la ec. (112). Verificar la condicion dada por la ec. (103). Si no se
cumple recomenzar de 7).

10) Seleccionar At utilizando la desigualdad dada por la ec. (104).

11) Calcular los coeficientes Ci, C; y Cs dados por (102). Verificar que la sumatoria de dichos
coeficientes sea igual a la unidad (si bien las ecs. la cumplen, se pueden realizar redondeos
que no verifican tal condicion).

12) Utilizando la ec. (108) calcular los hidrogramas en: x;=jAX, ta=nAt, conociendo la condicion
de borde aguas arriba (hidrograma de entrada en j=0 para n=0,1,2,....,M) y la condicion
inicial (caudal base para n=0, j=1,2,.....,N). En la Figura 20 se esquematiza el proceso de
calculo.

t T A
T 3 M
IIE'I fa
F . 't o
o 2H=S0—=0
R
- i e i
1B — O— 00— 0 ——0—-0—

VO
1 2 3 4 5 ]
j— ESPACIO

Figura 20. Esquematizacion del proceso de calculo en el método de M-C.

8. MODELO INTEGRADO PARA PROPAGACION EN EMBALSES
8.1 Ecuacion de continuidad integrada para el embalse

Consideremos un embalse con superficie del agua horizontal como se representa
esquematicamente en la Figura 21.
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Qe

t t+At t z
Q @
AN v
Z(t) >
Z(t+At) V(t) tthAt t
V(t+At) > Qs
__________________ ~N . _

Figura 21. Representacion esquematica de un embalse.

La ecuaciéon de continuidad agregada (cero-dimensional) para el embalse puede ser escrita en
palabras como:

Variacién temporal Entrada de Salida de
de volumen en el = volumen al _ volumen del
embalse embalse embalse

Es decir, matematicamente:

Vit + AL) - Vi(t) = [Qe@ rQults At)}At . [Qs(t) AE At)}At

Reordenando y pasando al limite para At— 0 se obtiene la ecuacion de continuidad:

dav
E - Qe - QS (117)
donde V es el volumen del embalse, Q. es el caudal de entrada al embalse y Qs es el caudal de
salida a través de las estructuras de evacuacion; todas estas variables son obviamente funcion
del tiempo t. La ecuacién (117) es idéntica a la (96) la cual fue obtenida integrando la ecuacién
de continuidad unidimensional (4) en un tramo elemental de traslado xi,x..

8.2 Analisis esquematico de la evolucion de la variacion de volumen
En la Figura 22 se representa esquematicamente el hidrograma de entrada Qe(t) conjuntamente

con el hidrograma de salida Qs(t) y la evolucién temporal de la variacién de volumen dV y del
volumen V.
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A
Q
Qe
Q=Qs bofimm, :
i Q.
Y § E
dv |
+ i
v ! -
Vméx :

Figura 22. Evolucion temporal de Q, dVy V
Se observa que:
Parat < t* > Qe > Qs > dV/dt >0
Parat > t* 5 Qe < Qs > dV/dt < 0
Parat =t* - Qe = Qs » dV/dt = 0 = Vmax = Zmax = Qs max
A los efectos de resolver la propagacion en el embalse, es decir, determinar el hidrograma de

salida conociendo el hidrograma de entrada, es necesario contar ademas con la curva nivel-
volumen y la curva nivel-caudal de salida.
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El volumen del embalse V puede expresarse en funcion del nivel de la superficie libre Z, V=V(2).
Dicha funcidn se construye a partir de la morfologia del embalse y puede ser representada
matematicamente mediante un polinomio de grado J:

V(Z) = zJ:ak A (118)
k=0

Eventualmente, dependiendo de las caracteristicas morfoldgicas del embalse, puede ser
necesaria la segmentacién de dicha funcién. En ese caso se debera adoptar un polinomio para
cada segmento, cada uno con un determinado valor de J.

El caudal de salida Qs también puede expresarse en funcion del nivel Z, Qs=Qs(Z). Tal funcion
dependera de la tipologia y caracteristicas geométricas de la estructura de descarga como asi
también de las condiciones de flujo aguas abajo del cierre. Por ejemplo, considerando un
vertedero en condiciones de descarga libre:

Q(2)=C, B, 29 (Z-2,) (119)

donde C, es el coeficiente de descarga, By es el ancho del vertedero y z, es el nivel en
correspondencia de la cresta del vertedero. Eventualmente, para una dada funcién Qs(2)
también es posible ajustarle uno o mas polinomios analogos al (118).

8.3 Resolucion del transito en embalse mediante prediccion-correccion

Como V es una funcién de Z se puede escribir que:

Qv _av dz

=t 120
dt dZ dt (120)

Por lo tanto, reemplazando (120) en (117) se obtiene la ecuaciéon de continuidad expresada en
funcién del nivel del agua en el embalse Z como:

d_Z _ Qe - Qs(z) (121)
dt S(2)
donde:
_dv ¢ k-1
S(2) = 7" k:lk a, Z (122)

Discretizando la ecuacién (121) se obtiene:
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nt o, 10" -[0.@)]" fat

123
[S(Z)] n+1/2 ( )
donde:
[Qe]n+1/2 _ [Qe]mlz"' [Qe]n (124)
Q.@)]"2 - [QS(Z)]“”; [Q.@)]" (125)
[s@)]"? = [S(Z)]m; s@T (126)
con n indice temporal, n=0, 1, 2, ......... , M.

La (123) es una ecuacion algebraica implicita en la variable Z en el tiempo (n+1)At y se resuelve
por iteraciones fijando una tolerancia . La solucién converge rapidamente si se adopta como
valor inicial del proceso iterativo, en cada intervalo de tiempo At, la informacion de Z obtenida
en el tiempo precedente nAt.

Una vez calculado Z se puede calcular el caudal de salida (propagado a través del embalse)
definido por la funcién Qs(Z) y volumen del embalse utilizando la funcién V(2).

En la Figura 23 se observa un diagrama de flujo del procedimiento de calculo mediante el
método de prediccidon-correccion.

El paso de integracién temporal At debe ser seleccionado de manera tal que brinde una
adecuada discretizacion del hidrograma de entrada. Para evitar la acumulacién de errores
durante el proceso de calculo se recomienda adoptar una tolerancia suficientemente pequena
(del orden del milimetro o décima de milimetro).

A los efectos de no truncar el proceso propagatorio, es decir, para obtener una laminacion
completa, es necesario que el tiempo final de calculo MAt sea bastante mayor que el tiempo de
base del hidrograma de entrada.
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DATOS DE ENTRADA

CONDICIONES AL CONTORNC: QF , Q. (Z)

{indice temporal n=0,1,2, ..., M)

FUNCIOMES COMPLEMENTARIAS: VI(Z), S(Z)
CONDICIONES INICIALES (n=0): QF, Q°, v*, 2%, §°

PARAMETROS: At M, =

=]

4 FREDICCION DE Z PARA t={n+1)4t
EI'I— i _ EI'I

Q:—:I.:h = Q: (Zrl—l?]
Srl—:l.:‘ =S|:zr|—:l.=‘:|

CORREGCCION DE Z PARA t=(n+14t T
AV =y oy =12 el e
zrl—].t =ZFn ++Qw_' ?5 _ b‘t
g 12,
1|.||1'|—1 =1|.||'|:Zr|—1:|
Q =Q.(2")
zrl—i =zr|—1.[ = = Erl—].:' =Er|—].C

Figura 23. Diagrama de flujo para resolver la propagacién en el embalse mediante el método de
prediccidon-correccion.
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8.4 Resolucion del transito en embalse mediante un método explicito

Discretizando la ecuacion (97) se obtiene:

Vn+1_Vn _ 2+1+Q2 B 2+1+Q2
At 2 2

(127)

Si V=V(2) y Qs=Qs(2) se definen analiticamente y existen sus derivadas primeras respecto a Z,
es posible expandir en series de Taylor las funciones V y Qs, truncando las expansiones a partir
de las derivadas de segundo orden, es decir, reteniendo solamente las derivadas de primer
orden. De esta manera se obtiene:

n

(VALE ISR VL (3—\2/} AZ (128)
n

o =Q+ (dfzsj AZ (129)

Reemplazando (128) y (129) en (127) y operando algebraicamente se obtiene:

an dQs nA_t_ n+1 nA_t_ n
AZHd—zj +(d_z] 2]_( n +Qe)2 Q" At (130)

Por lo tanto, despejando AZ de (130):

(Qu+Q2) 3 -Quat
@ (@]
dz dz ) 2

Vemos que el incremento AZ en un paso de tiempo At puede ser calculado en funcion del valor
que asumen las distintas variables en el nivel de tiempo inferior (Qe es conocido para todo n).
Una vez calculado AZ se determina:

A =

(131)

ZMl =7" 4 AZ (132)

Como el caudal de salida y el volumen son funciones de Z se determinan, ademas:
n+1 — Q (Zn+1) (133)
S S

v+l = V(Zn+1) (134)
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