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1. Introduccidon

Las ecuaciones diferenciales surgen en el siglo XVII a partir de la necesidad de ana-
lizar y predecir fendmenos naturales relacionados, fundamentalmente, con la Mecanica,
la Astronomia y la Fisica. Su estudio constituye una de las ramas de la Matematica que
tiene mas aplicaciones.

Se entiende por ecuacion diferencial cualquier ecuacion en la que intervienen una
funcién y una o varias de sus derivadas con respecto a una o mas variables independientes.

Muchas leyes de la naturaleza encuentran su expresion en el lenguaje de las ecuaciones
diferenciales. Son asimismo abundantes sus aplicaciones en la propia Matematica, espe-
cialmente en Geometria, y también en Ingenieria, Economia y en otros muchos campos
de las ciencias aplicadas. Es facil comprender la razén que se oculta tras una tan amplia
gama de aplicaciones. En cualquier proceso natural, las variables involucradas y sus ritmos
de variacion estan relacionados entre si por medio de los principios cientificos basicos que
gobiernan dicho proceso. Como es sabido, la derivada representa la razén de cambio de la
variable dependiente con respecto a la variable independiente. Resulta entonces natural
que las ecuaciones que involucran derivadas sean apropiadas para describir el universo
cambiante. Problemas relativos a la desintegracién radiactiva, al crecimiento de poblacio-
nes, a las reacciones quimicas, al enfriamiento, a la determinacion de la posiciéon de un
objeto, etc. pueden formularse en términos de ecuaciones diferenciales.

El estudio de las ecuaciones diferenciales tiene tres objetivos principales:

1. Descubrir la ecuacién diferencial que describa una situacién fisica especifica (for-
mular el problema del mundo real en términos matematicos, construir un modelo
matematico).

2. Determinar la solucion o familia de soluciones.

3. Interpretar la solucién.

| Situacién del Mundo Real

/

| Modelo Matemético | | Resultados Mateméticos

|[ECUACION DIFERENCIAL |

Ecuaciones diferenciales y modelos matemdticos

En muchos fenémenos naturales las cantidades crecen o disminuyen con una rapidez
proporcional a su tamano. Por ejemplo, es razonable suponer que la rapidez de crecimiento
de una poblacién de animales o de bacterias sea proporcional a la cantidad de individuos en
la poblacion. Otros ejemplos se presentan al analizar la cantidad de un material radiactivo
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que se estd desintegrando o la cantidad de dinero en una cuenta bancaria con interés
compuesto continuamente. En condiciones ideales, si y representa la cantidad que aumenta
o disminuye a una velocidad proporcional a su magnitud en un instante dado ¢, el modelo
matematico representado por la ecuacion

y = ky

permite predecir con mucha precision lo que sucede en la realidad.

Otro problema ya abordado es el movimiento en caida libre. Siendo x(t) la posicién de
la particula y m su masa, aplicando la segunda ley de Newton, tenemos que ma”(t) = mg.
De esta ecuacion podemos obtener la ecuacion diferencial que modela el movimiento en
condiciones ideales

"
z'(t) =g
Veamos algunos problemas particulares que también conducen a plantear ecuaciones
diferenciales.

Ejemplo 1.1. Un hombre fue muerto en su casa. La policia llego a la escena a las 11:00
pm. La temperatura del caddaver en ese momento era de 31°C' y una hora después de 30°C.
La temperatura de la habitacion donde se encontré el caddver era de 22°C. Estima la hora
en que ocurrio el crimen.

Para plantear este problema, usaremos la siguiente informacién adicional:
» Temperatura normal del cuerpo humano 37°C.

= Ley de enfriamiento de Newton: Un cuerpo se enfria a un ritmo proporcional a la
diferencia de temperatura (7") respecto de la temperatura ambiente (a), es decir
ar

— =k(T'—a

donde k es la constante de proporcionalidad.

Si llamamos T'(t) la temperatura del cuerpo a las t horas de cometido el crimen y
consideramos la temperatura ambiente constante e igual a 22°C, el modelo matematico
que responde a este problema es:

dr

— = k(T — 22
il )

T(0) = 31, T(1) = 30

Ejemplo 1.2. Halla la ecuacion de la curva que pasa por el punto (1, 1) y tiene la siguiente
propiedad: en cada uno de sus puntos, la pendiente de su recta tangente es el doble de la
pendiente de la recta que pasa por ese punto y por el origen de coordenadas.

El modelo matematico que responde a este problema es:

pay =22 gy =1

o bien
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Ejemplo 1.3. Sistemas mecdnicos y circuitos [3] y [4]

Este ejemplo nos permite comprobar el papel que desempena la Matematica en la
unificacion de fenémenos muy diferentes. Veremos que simplemente renombrando las va-
riables, el analisis del movimiento de un objeto que vibra suspendido de un resorte se
convierte en el andlisis de un simple circuito eléctrico.

Dado que los circuitos eléctricos son faciles de construir y las corriente y voltajes
son faciles de medir, éstos proporcionan un método practico para estudiar la vibracion
de configuraciones mecanicas complicadas, como los cigiienales de los motores, que son
costosos en su fabricacion y modificacion y cuyos movimientos son dificiles de registrar
con exactitud.

R
Rasarta k
Frersa (E :' L
] peﬁunbadam T
rozamienio (: JI I
C

Figura 1: Sistema mecanico - Circuito RLC

Observemos el sistema mecanico de la figura. Se supone que el objeto de masa m se
guia, de modo que sélo es posible el movimiento vertical, sin oscilar. Se supone que en
todo instante actua, ademas de la fuerza de reposicion debida al resorte, una fuerza de
rozamiento, opuesta al movimiento, proporcional a la velocidad del objeto. Finalmente
sobre el sistema, actia una fuerza perturbadora externa F'(t). Aplicando la segunda ley
de Newton se obtiene que el desplazamiento vertical del objeto, x(t), con relacién a la
posicién de equilibrio, considerando como sentido positivo el vertical hacia arriba, viene
gobernado por la ecuacién diferencial lineal no homogénea:

2 (t) + ' (t) + kx(t) = F(t)

donde k es la constante de elasticidad del resorte y ¢ es la constante de amortiguamiento.

Consideremos ahora un circuito eléctrico como el de la figura. El mismo consta de:
una resistencia de R ohms, un condensador de capacitancia C' faradays y un inductor
con inductancia L henrys, conectados en serie con una fuente de fuerza electromotriz
(baterfa o generador) que proporciona un voltaje E(t) voltios. Utilizando la segunda ley de
Kirchhoff se obtiene la ecuacion diferencial lineal no homogénea cuya solucién proporciona
la corriente I en el tiempo t:

LI"(t) + RI'(t) + é](t) — B
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Al comparar las ecuaciones anteriores vemos que matematicamente son idénticas. Asi,
el mismo tipo de ecuacién permite modelizar situaciones fisicas que, a primera vista, son
muy diferentes.

El objetivo de esta unidad es proporcionar una serie de herramientas
que nos permitan resolver estas ecuaciones para poder dar una solucion
a los problemas planteados.

2. Definiciones y conceptos generales

Una ecuacion diferencial es una ecuacién que relaciona una funcion, la incdgnita,
una o varias de sus derivadas y la o las variables de la que dependen.

Segun el tipo de funciéon incégnita, las ecuaciones diferenciales se clasifican en dos
grandes grupos:

Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO) Una ecuacién diferencial se dice or-
dinaria si la funcién incégnita solo depende de una variable independiente.

Ecuacion Diferencial en Derivadas Parciales Una ecuacion diferencial se
dice en Derivadas Parciales si la funcién incégnita depende de dos o mas variables
independientes.

En nuestro curso trabajaremos sélo con ecuaciones diferenciales ordinarias.

Otro criterio de clasificacion de las ecuaciones diferenciales es el orden, es decir, el
mayor orden de derivacién de la funcién incégnita presente en la ecuacion. Asi,

xy =" EDO de primer orden

y" +5y +2y —senz =0 EDO de tercer orden
s" = =32 EDO de orden 2

(v)? + 2%y = cosz  EDO de orden 1

2y" — 3y =e® EDO de orden 2

Se puede observar en los ejemplos anteriores que es bastante frecuente omitir las varia-
bles independientes cuando no intervienen directamente en la expresién. Asi, por ejemplo,
hemos escrito 2y” — 3y = €” en lugar de 2y"(z) — 3y(z) =e* o 2f"(z) —3f(x) =¢€" .

En general una EDO de orden n, puede expresarse como:

Gz, y,y,...,y" Y y™) =0 Forma implicita (2.1)

o bien

y™ = F(z,y,9,...,y" V) Forma explicita
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Decimos que ¢ es una solucion de (2.1) en un intervalo abierto I si y sélo si
(i) ¢ es n veces derivable en [

(i) F(z, o(x),¢'(x),..., 0" D(2), " (x)) = 0 para todo = € I

Es decir, solucién de una EDO es toda funcién que sustituida juntamente con sus
derivadas en la ecuacion, conduce a una identidad.

Resolver o integrar una EDO, es hallar todas las soluciones.

La solucion general o familia de soluciones de una EDO es una solucién que depende
de n parametros. Fijando los valores de los pardametros en la solucion general, se obtiene
una solucion particular de la ecuacién. La solucion general de una ecuacién diferencial
puede expresarse de distintas formas.

Forma explicita si la incognita y esta despejada en funcion de la variable indepen-
diente x , es decir y = ¢(z, C).

Forma implicita si la solucién viene expresada por medio de una ecuacion que
relaciona la incégnita y y la variable independiente z, es decir g(x,y,C) = 0.

Si p(z) = 0 para todo x € I es solucién de una EDO, se la llama solucion trivial.

Una ecuacion diferencial acompanada de condiciones iniciales se la denomina pro-
blema de Cauchy o de valores iniciales(PVI) asociado a una EDO, y lo podemos
expresar de la forma:

y(n) = F<:U7 y? y/7 M 7y(n_1))
y(7o0) = Yo
y/(%) =

y(n—l) (1130) = Yn—1

Por ejemplo

y' +y=0
y(0) =2
y'(0)=1

3. EDO de primer orden

Una EDO de primer orden se expresa de la siguiente manera:
G(z,y,y') =0 Forma implicita (3.1)
o bien
y' = F(x,y) Forma explicita

donde y = y(z) es la funcién incégnita.
Una solucién de esta ecuacion es una funcién derivable ¢ definida en un intervalo
abierto I tal que G(z, p(x),¢'(x)) =0 o bien ¢'(z) = F(z, p(x)).
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Caso particular

Supongamos que f es una funcién continua de una variable real definida en un intervalo
I. La ecuacion y' = f(z) tiene solucion y sus soluciones pueden expresarse de la siguiente
manera:

y(z) = /xf(t)dtJrC (3.2)

siendo x,xy € I y C una constante arbitraria.

La familia de soluciones de la ecuacién depende de una constante arbitraria. Si se desea
hallar la solucién de la ecuacién que ademads verifique la condicién inicial y(zo) = yo, se
debera hallar la constante C' de modo que se satisfaga esta condicién. Reemplazando en
(3.2) resulta C' = gy, teniendo en este caso como tnica solucién

y(@) = yo + / " f(ty.

En ciertos casos, la integral de (3.2) puede hallarse por los métodos del célculo. En
otras ocasiones puede ser dificil o imposible hallar una féormula para tal integral. Se sabe
por ejemplo, que [ e dr y J(senz/x)dz no son expresables mediante un nimero finito
de funciones elementales.

Problema de valores iniciales En el caso de EDOs de primer orden, un (PV1)
presenta una sola condicién y lo podemos expresar de la siguiente manera

y = F(z,y)
(PVI)

y(wo) = Yo

Resulta importante saber cudndo un (PVI) tiene solucién y también si ésta es tnica,
aunque no podamos conseguir explicitamente la solucién. El teorema que presentamos a
continuacién, y cuya demostraciéon puede encontrarse en [1] responde a estas cuestiones.

Teorema 3.1. Picard (de ezistencia y unicidad local)
Sea el problema de valores iniciales

y/ = F(.T,y)
(PV])

y(wo) = yo

donde (x9,y0) € R = [a,b] x [c,d].
Si F y F, son continuas en R, existe un intervalo abierto I con centro en xy y contenido
en [a,b] y una dnica funcién ¢ definida en I que satisface el problema (PVI).

Observacién 3.2. Es claro que ¢ es una funcion derivable en I y su derivada es una
funcion continua en I ya que ¢'(x) = F(x,¢(x)) es continua para todo x € I. Luego la
grdfica de p es una curva suave.

En la Figura 1 se observa la grafica de la funcién ¢, solucién del (PVI) en I. Ademas
la pendiente de la recta tangente a la gréfica de ¢ en el punto de abscisa zq es ¢'(xy) =

F(zo, p(x0)) = F(20, Y0)-
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Yo

a To b T

Figura 2: Teorema de Picard

Observaciéon 3.3. Un PVI puede no tener solucion, tener una solucion iunica o muchas

(atin infinitas soluciones). En los ejercicios 6 y 7 se muestran PVI en los que se presentan
estas situaciones.

Campo de pendientes

La observacion anterior nos sugiere una interesante interpretacion geométrica de una
EDO de la forma ¢y’ = F(z,y). La grafica de una solucién de una ecuacién diferencial se
denomina curva solucion o curva integral de la ecuaciéon. Supongamos que la funcion ¢
es una solucién de ' = F(z,y) esto es ¢'(z) = F(z,¢(x)), resulta entonces que la recta
tangente a la grafica de ¢ en cada punto (z,y) tiene pendiente F(x,y).

Entonces desde el punto de vista geométrico una curva solucién es una curva en el
plano cuya recta tangente en cada punto (z,y) tiene pendiente m = F(z,y).

Consideramos un punto (z,y) y trazamos por dicha punto un pequenio segmento de
recta con pendiente m = F(x,y) o bien una direccién, como se indica en la Figura 3.
El conjunto de todos estos segmentos se llama campo de pendientes o campo de
direcciones para la ecuacién y' = F(x,y).

y y
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Figura 3: Campo de pendientes

Este campo de direcciones nos permite inferir propiedades cualitativas de las solucio-

nes. Ademas sugiere un método grafico para construir soluciones aproximadas de la EDO
/
y' = F(z,y).
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En la Figura 4 se presenta el campo de pendientes y algunas curvas solucién para la
ecuacién diferencial

y = 5 (3.3)

Observamos que el campo de pendientes nos brinda cierta informacién acerca del conjunto
de soluciones de ecuacion (3.3). Por ejemplo viendo la Figura 4, es claro que las curvas
solucién son ramas de hipérbolas de ecuacion y = Va2 + C e y = —vV2?2 + C. Se propone
al lector comprobar este tultimo resultado.

N, g, T T

S e

e R SN N,

Figura 4: Campo de pendientes y curvas solucién de y' = x/y

3.1. EDO a Variables Separables

Una EDO de primer orden es a variables separables cuando F' puede expresarse
como producto de una funcién que depende sélo de x por otra dependiente sélo de y. Es
decir es una ecuacién de la forma

y = F(z,y) = g(x)h(y). (3.4)

Si h(y) = 0 la ecuacién (3.4) tiene solucién y = C con C' € R. Supongamos que
h(y) # 0, en este caso podemos expresar esta ecuacién de la forma

1
Entonces y = (z) es solucién de (3.4) si y sélo si ))go’(x) = g(z), integrando

h(p(x
respecto de z, tenemos que

/ mgf@)dm _ / o(x)dz.

Teniendo en cuenta que dy = ¢'(x)dz, esta tltima igualdad podemos expresarla como:

/@dyz /g(:)s)dx.

Siendo H y G primitivas de las funciones 1/h y g, respectivamente,
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H(y) = G(z) + C.

Por lo tanto y = ¢(z) es solucién de (3.4) si y sélo si H(p(z)) = G(x) + C.

De esta manera hemos resuelto la ecuacién diferencial dada encontrando todas las
soluciones. En éste, como en otros tipos de ecuaciones, el método de resolucion conduce
a una expresion implicita de la solucion.

Ejemplo 3.4. Resuelve la siguiente ecuacion diferencial
(22 +4)y = xy. (3.5)
Esta ecuacién es a variables separables: Si y # 0, separamos variables
x

L,
yy 2244

1 x
—dy = d
/yy /x2+4x

1
In|y| = iln‘x2+4| +C
ly| = Va2 + 4 e”
y = +e“Va2 44

teniendo en cuenta que cuando C varfa en R, e varfa en Rt podemos expresar la solucién

como
y=KvVz?+4

con K € R~ {0}. Por dltimo, debemos analizar si la funcién nula es solucién, para lo
cual reemplazamos y = 0 en (3.5) verificando que en este caso lo es y por tanto haciendo
variar K en R, podemos expresar la solucién como:

y=Kvz?+4.

Ejemplo 3.5. La velocidad de desintegracion radioactiva se considera proporcional a la
cantidad © = x(t) (t: tiempo) de sustancia ain no desintegrada. Encuentra x(t).

La ecuacién diferencial que rige este fendmeno es de la forma 2’ = —kx siendo k
la constante positiva de desintegracion (coeficiente de proporcionalidad). El signo menos
indica que x decrece cuando t va aumentando. Separando variables tenemos

/d—x:/—kdt con x # 0.
x

In|z| = —kt +C

Integrando, resulta

luego, z(t) = +eCeht = C*ekt con C* # 0, es la familia que redne todas las soluciones
de la ecuacién excepto la solucién trivial. Siendo ahora C' un parametro que puede tomar
todos los valores (incluido el cero), la expresion

x(t) = Ce™

proporciona la solucién general de la ecuacion.
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Ejemplo 3.6. Una poblacion aislada, afectada de una enfermedad desconocida, va desa-
pareciendo a ritmo inversamente proporcional a la poblacion presente. Se sabe que la
poblacion que inicialmente es de 10000 habitantes se reduce a 9000 en 24 horas. Si x(t)
indica la poblacion en el instante de tiempo t (medido en dias), se pide:

a) Completar la siguiente tabla

t
x(t)

indicando los valores de x(t) mediante aproximaciones por defecto.

b) Hallar el nimero de personas que permanece con vida transcurridas seis horas del
sexto dia.

c) Hallar el nimero de personas que permanece con vida a las seis horas y quince
minutos del sexto dia.

d) Calcular limy_, 0019~ #(t) y explicar el significado de este resultado.
La ecuacién deferencial correspondiente a este problema es de la forma
' =—, (k <0,z >0).
Resolviendo esta ecuacion resulta:
%af =kt+C osea, z(t)=/2(kt+C). (3.6)

Pra obtener los valores de k y C, reemplazando x(0) = 10000 y z(1) = 9000 en (3.6),
obtenemos el sistema

V2C = 10000
V2(k 4+ C) = 9000
cuya solucién es C' = 50 x 10% y k = —% x 108. Por lo tanto, la ley de la poblacién en
funcién del tiempo resulta:
100
x(t) = 1000100 — 19t con 0<t < — (3.7)

19

a) Completamos el cuadro de valores:

2 3 4 5
x(t) | 7874 | 6557 | 4898 | 2236

b) Como 6 horas equivale a 1 dfa, z(5 + 1) = 2(%) = 500. Luego, transcurridas seis

horas del sexto dia permanecen con vida 500 personas.
¢) Como 15 minutos equivale a o5 dfa, 2(5 + § + 1135) = 2(52) ~ 228. Por lo tanto

a las seis horas y quince minutos del sexto dia permanecen con vida 228 personas
d)
lim z(t) = lim 1000100 — 19¢ = 0.
=) ()
Esto significa que no queda ningtin habitante con vida a las 6 horas 18 minutos 57 segundos

del sexto dia (los segundos han sido redondeados por exceso).
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3.2. Ecuaciones diferenciales homogéneas

Existen dos usos bien diferenciados de la palabra homogénea en la teoria de EDOs,
el que se va a presentar a continuacion y aquél que implica la inexistencia del término
independiente en una ecuacion diferencial.

La ecuacién diferencial de primer orden y' = F(z,y) se dice homogénea si puede
expresarse como

y = g(%) (3.8)

donde ¢ es una funcién de una variable.
Una ecuacion diferencial homogénea se transforma en una ecuacién a variables separa-

bles mediante el cambio de variable: J_ v, despejando vy, resulta y = zv y por lo tanto,
x

y' = v+ 2v’. Reemplazando en la ecuacion (3.8), resulta:
v+ v = g(v). (3.9)

Esta es una EDO a variables separables en x y v. Si g(v) # v, la solucién general viene

dada por
/ dv @
glv)—v ) a

Ademds v = p(z) es solucién de (3.9) si y sélo si y = z¢(x) es una solucién de (3.8).
Ejemplo 3.7. Resuelve la ecuacion diferencial

2
y =Wty (3.10)

xr2

Esta ecuacién es homogénea. Efectivamente, distribuyendo el denominador se tiene

2
r-te(2)
T T

Sustituyendo ¥ _ vey =v+ v, en esta tltima igualdad, resulta
x

/ . /
v+ a0 =v+0v? obien xv =02

Ahora resolvamos esta ultima ecuacion.

Siv#0

o1 /dv dx 1 In|z] + C (2) 1

—=-= | =[] —= ——=hnlz = ()= ———.

v v? x v In|z|+C
x

Luego y(l‘) = —W

Si v = 0 obtenemos y = 0, que es solucién de la ecuacion diferencial 3.10.

Por lo tanto la solucién general de la ecuacién diferencial (3.10) viene dada por:

xT

— CeR
mjz[+C con €

y=0, y=
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3.3. EDO Lineal

La ecuacién diferencial lineal es de la forma

y + Pla)y = Q) (3.11)

donde las funciones P y () son continuas sobre un intervalo J.
El teorema que presentamos a continuacién, garantiza la existencia y unicidad de
solucién de un (PV'I) en todo el intervalo J.

Teorema 3.8. (de existencia y unicidad global)
Sea el problema de valores iniciales

(PVI)
y(0) = Yo

donde xoy € J e yy es algun valor real.

S1 P y Q son continuas en J, existe una unica funcion ¢ definida en J que satisface
el (PVI).

Problemas de circuitos RL y de mezclas conducen a ecuaciones lineales de primer
orden.

Para resolver una ecuacion de este tipo se puede utilizar el método del factor integrante.
Este método consiste en multiplicar ambos miembros de la ecuacién por una funciéon
positiva I que transforme el lado izquierdo de la ecuacion en la derivada del producto
I(x) - y(x). Suponiendo que una tal funcién I haya sido encontrada, la solucién general
de la ecuacion se obtiene de la siguiente manera:

I(x) (P(x)y +y) =1(z) - Q(x)

7

v~

= U()y)

Observemos que esta ultima ecuacién es equivalente a la ecuacién (3.11), es decir, ambas
tienen la misma familia de soluciones. Integrando a ambos miembros tenemos:

S..‘R

I(z) -y = / I(2) - Q(x)da

y(z) = ﬁ/z(@ - Q(x) da

Esta tdltima expresién muestra la solucion general de la ecuacién en términos de la
funcién I(x) y de Q(x). A la funcién I(z) se la llama factor integrante de la ecuacién
(3.11).

. Cémo se halla la funcién I(x)? La condicién que se impuso a esta funcién es:

(1) ) = 1) (Pa)y + o)

Asi, derivando en el primer miembro y distribuyendo en el segundo, se tiene que:
I'(z)y + I(z)y" = I(x)P(x)y + I(z)y
Cancelando se observa que la funcién I debe verificar la ecuacién

I'(z) = I(z)P(x),
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de donde
I(z) = el P@da (3.12)

Observemos que el factor integrante no es tnico. La familia de factores integrantes
viene dada por la expresion

I(z) = S A

Considerando C' = 0, podemos expresar la solucién de la ecuacién (3.11) de la siguiente
manera:

_ —[® P(t)dt ’ [ P(u)du — [ P(t)dt
y(x) =e oo / e’wo -Q(t) dt + Ke =0 (3.13)
——
N 20 ~ 4 yu (z)
yp(z)

para todo x € J.

Ejercicio: a) Demuestra que la funcién (3.13) es solucién de la ecuacién diferencial
(3.11).

b) El segundo miembro de (3.13) puede expresarse como yp—+yy. Comprueba que yp es
una solucién particular de (3.11) y yg la solucién general de la EDO lineal ¢/ + P(z)y = 0,
asociada a la EDO (3.11).

Ejemplo 3.9. Resuelve la ecuacion diferencial
Y + 3%y = 627 (3.14)
En este caso tenemos que P(z) = 3z? y Q(z) = 6z*. Por lo tanto, un factor integrante
es I(z) = elo 34 — ¢* Reemplazando en (3.13) resulta

y(x) = e / e”'62% o+ C) =2+ Ce™ con C €R.

Observacion: Si bien reemplazando en las férmulas (3.12) y (3.13) obtenemos la
solucion, resulta conveniente resolver este tipo de ecuaciones siguiendo el método que nos
llevé a dichas formulas. Es decir, si [ es tal que

I@)y +32%) = (1(x) -y)

@)y + I(z)3a*y = I'(x)y + I (x)y

entonces

I(7)32* = I'(x)

de donde un factor integrante es I(x) = e”".
Multiplicando ambos miembros de (3.14) por e*’

d
() = 6

e integrando respecto de x, obtenemos
e"”gy = /em36x2dx = 2¢% + C.
Luego, la solucién general de la ecuacién (3.14) viene dada por:

y(z) =24 Ce™ con C €R.
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3.4. Ecuacion de Bernoulli

La ecuacién de Bernoulli es una ecuacion diferencial del tipo

y' + P(x)y = Q(x)y”

donde « es un numero real tal que a # 0 y a # 1 . Esta ecuacién no es lineal pero
mediante la sustitucién y'~® = z puede transformarse en la ecuacién diferencial lineal

Y4 (1- a)P(a)z = (1 - a)Q(x)
cuya funcién incognita es z. Su comprobaciéon queda como ejercicio para el lector.

Ejemplo 3.10. Resuelve el (PV1I)

I

4 Q:Uy 2y
V2
1) = —.

y(1) =
L ., 1 z? . .
1. Resolvemos la ecuacién diferencial y' — Y = 5 que es del tipo Bernoulli con
T Y
a = —1. Mediante la sustitucién y? = z se obtiene la ecuacién lineal

3 con C' € R. Teniendo en cuenta que se

1
cuya solucién general es z(z) = Cx + 5%
concluye que y? = z, las soluciones de la ecuacién de Bernoulli quedan expresadas
1
implicitamente por la ecuacién y? = Cx + 5:163 con C € R.

2 1 1
2. Si ademads y(1) = \/—_ se tiene 5= C+ 3 de donde C' = 0. Asf la solucién buscada

2
es

3.5. EDO Exacta

Supongamos ahora que la ecuacién diferencial y' = F(z,y) es de la forma

0, equivalentemente P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0.

Supongamos también que las funciones P y () son continuas en un disco D con () no
idénticamente nula en D.

Definicion: Una ecuacion diferencial del tipo P(z,y) + Q(x,y)y’ = 0 se dice exacta
sobre el disco D si existe una funcién f, llamada funcién potencial, tal que V f(z,y) =
(P(z,y),Q(x,y)) en D.

En este caso la ecuacion
P(x,y) + Q(z,y)y =0 (3.15)
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puede ser escrita en la forma:

af of )
9 DY)+ 5, @y =0
en D.
Si una funcién ¢ definida sobre un intervalo [ es solucién de la ecuacién (3.15) entonces
(@) + T ot (@) =0 (3.16)

Siw(z) = f(x,p(z)), laecuacién (3.16) puede escribirse como w’(x) = 0. Resulta entonces
w(z) = C para todo z € I. O sea f(x,p(x)) = C donde C' es una constante. Por lo tanto
la solucién ¢ de la ecuacion deberd ser una funcién definida implicitamente por la ecuacion
f(z,y)=C.

Reciprocamente, si y = ¢(x) es una funcién derivable sobre un intervalo I definida
implicitamente por la ecuacién f(x,y) = C, entonces f(z,¢(x)) = C para todo x € I .
Derivando miembro a miembro respecto de z, para todo x € I se tiene que:

S o(o) + 5w (@) () =0

P(z,¢(x)) + Qz, o(x))¢ (x) = 0.

Lo que demuestra que la funcién y = ¢(z) es solucién de la ecuacién diferencial (3.15).
Resumiendo: Si la ecuacién diferencial P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 es exacta su solucién
general y = y(x) viene expresada implicitamente por la ecuacién f(z,y) = C donde la

funcién f es tal que Vf(z,y) = (P(x,y), Q(x,y)).
En este punto se plantean dos cuestiones:

= ;Cémo saber si una ecuacion es exacta?
= ;Como hallar una funcién potencial f que nos permita expresar la solucién general?
El siguiente teorema da una respuesta a la primera cuestion.

Teorema 3.11. (Criterio para ED exactas)

Si P(x,y) y Q(x,y) son continuas y tienen derivadas parciales de primer orden conti-
nuas en un disco D € R? | entonces la condicién necesaria y sufciente para que la ecuacion
diferencial P(x,y) + Q(x,y)y = 0 sea exacta es que

oP 0Q

— = — para todo (x,y) € D.

9~ or ? (z,y)
Demostracion. Como P(z,y)+ Q(x,y)y’ = 0 es una ecuacién diferencial exacta, entonces
existe un campo escalar f(z,y) tal que:

%(x7y) = P(z,y) v g—g(fc,y) = Q(z,y).

Derivando la primera igualdad respecto de y y la segunda respecto de x, tenemos que:

0 f _or 0 f _0Q
oydx Oy Y oxdy  Ox
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para todo (z,y) € D. Como las derivadas parciales de P y ) son continuas en D resulta
que las derivadas parciales segundas mixtas de f también son continuas en D y entonces
el teorema de Clairaut nos asegura que son iguales, por lo tanto:

orP  0Q
— = — para todo (z,y) € D.
o " ox P (z,y)
Para demostrar que la condicién es suficiente es necesario abordar contenidos perte-
necientes al Analisis Vectorial. [

La segunda cuestion que nos planteamos es la obtencién de la funciéon potencial f tal
que

g—i(x,y) = P(m,y) y g_g(xay> - Q<‘T’y)

0
1. Consideramos la primera igualdad, —f(:c, y) = P(z,y), e integramos con respecto a

ox
x dejando a y constante:
fla) = [ Plavy) do -+ gly) (317
2. Derivamos con respecto a y la ecuacién (3.17) y consideramos la segunda igualdad,
% () = Q)
ay ) y - I y
L) = 5o Py @)+ ¢ = Q) (3.15)

depejamos ¢'(y) = Q(z,y) — a%<f P(x,y) dx)
3. Resolvemos esta ultima ecuacién para hallar g y reemplazamos en (3.17).
Ejemplo 3.12. Determina si la ecuacion diferencial
4o+ 3y +3(x+yH)y =0
es exacta en R% y en caso afirmativo halla su solucion.

En este ejemplo

oP 0
P(z,y) =4z +3y A Q(z,y) =3(z +y*) = 8—y(ﬂ:,y) = a—f(rc,y) =3

para todo (z,y) € R?, el teorema anterior asegura que la ecuacién es exacta en R2.
Para hallar la funcién potencial f que nos permita hallar la soluciéon general de la
ecuacion utilizaremos el procedimiento anterior. La funcion potencial buscada debera ve-

rificar: of o/
—_— P— —_— p— 2
ax(fv,y) 4o +3y y ay(%y) 3(r +y7).

Integrando la primera igualdad respecto de x obtenemos:

flz,y) = / (42 + 3y) dor = 2% + 3yz + g(y) (3.19)
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0
Como ademas debe verificarse que —f(x, y) = 3(x + y?) tenemos que

Jdy
32+ ¢'(y) = 3(z +y?)

g'(z) = 3y
gy) =y’ +C, CeR

Reemplazando (3.19), obtenemos una familia de funciones potenciales que viene dadas
por la expresion
f(z,y) = 22 + 3yx +13° + C.

Para expresar las soluciones de la ecuacién necesitamos solo una de estas funciones, po-
demos entonces considerar C' = 0 . Todas las soluciones de la ecuacién diferencial
dada quedan expresadas implicitamente por la ecuacién

22° +3yz +y* =K con K €R (3.20)

Esto es, toda funcién derivable ¢ definida implicitamente por la ecuacién (3.20) es solucién
de la ecuacién diferencial dada; reciprocamente, todas las soluciones se obtienen de esa
manera.

Ejemplo 3.13. Halla la solucion del problema de valor inicial:

4o+ 3y +3(x+y2)y =0
(PVI)
y(0) =1

Conocemos la solucion general de la ecuacion diferencial, basta entonces determinar el
valor de K para el cual se satisface la condicién y(0) = 1. Reemplazando en (3.20), x = 0
ey =1 se tiene que K = 1, luego la solucién del (PVI) esta dada implicitamente por la
ecuacion

22% + 3yxr +y° = 1.

Cuando la ecuacién diferencial P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 no es exacta podemos propo-
nernos determinar alguna funcién I = I(x,y) (llamada factor integrante) de modo que la
ecuacién diferencial I(z,y)P(x,y) + I(x,y)Q(z,y)y’ = 0 resulte exacta.

Por ejemplo, la ecuacién (2 + y?)x* + z + yy’ = 0 no es exacta (comprobarlo), pero

multiplicada miembro a miembro por la funcién I(x,y) = (factor integrante) se

$2+y2

convierte en la ecuacién . y

+
I‘2 + y2 .TQ + y2
que es exacta (comprobarlo) y que ya sabemos resolver.

La busqueda de un factor integrante I = I(x, y) conduce a la bisqueda de una solucién
particular no idénticamente nula de la ecuacién en derivadas parciales que resulta de la

a(IP) Q)

z® + y =0

condicién 50— 9 . Desarrollando esta tltima expresion resulta:
Y x
ol oP ol 0Q
P—+1—=Q— +1— 3.21
oy + dy Q@x + ox ( )

Resumiendo, debe determinarse una solucién no trivial de la ecuacién (3.21) en deri-
vadas parciales en la funcién incégnita I = I(x,y) . El problema inicial parece entonces
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haberse complicado; sin embargo, en algunas ocasiones la situaciéon se simplifica notable-
mente. En el caso en que la ecuacion admita un factor integrante de una sola variable,
yasea I = I(z) o I = I(y) la ecuacién (3.21) queda mucho més simple. Por ejemplo si

I = I(z) tenemos que 8_y = 0 . En este caso un factor integrante debera verificar:
OP(z,y) _ : 0Q(z,y)
es decir,
OP(z,y) 0Q(z,y)
@) _ oy o1
I(x) Q(z,y)

Es importante observar que la condicién de existencia de un factor integrante dependiente
solo de la variable z, es que el segundo miembro de esta tltima igualdad, resulte ser una
funciéon dependiente sélo de la variable .

En forma andloga se deduce que la condicién de existencia de un factor integrante de
la forma I = I(y) es que la funcién cociente

0Q(z,y) OP(x,y)
ox dy
P(z,y)

dependa tnicamente de la sola variable y.

Ejemplo 3.14. Resuelve la ecuacion

20 + 2 + xyy’ =0 (3.22)

Esta ecuacién no es exacta ya que

OP 0
P(z,y) =2z +y* A Q(x,y)zxy:>a—y(x,y)=2y A a—f(:v,y)zy

En este caso, la funcién cociente

oP(z,y) 0Q(z,y)
oy Oz y 1
Q(z,y) ry @

depende sélo de x, luego podemos encontrar un factor integrante resolviendo la ecuacion
diferencial

=
&
]

Asi, un factor integrante es I(z) = x. Multiplicando miembro a miembro la ecuacién
(3.22) por I(z) = x obtenemos la ecuacién

22% + xy? 4+ 22yy’ =0

que es exacta (comprobarlo) y que ya sabemos resolver.
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3.6. Trayectorias Ortogonales

Una curva que corta a cada miembro de una familia de curvas en un angulo recto se
llama trayectoria ortogonal a la familia.

Dos familias de curvas f(z,y,C) = 0y g(z,y, K) = 0 se denominan familias de
trayectorias ortogonales si cada curva de una de ellas es una trayectoria ortogonal a
la otra familia. Por ejemplo, las rectas que contienen al origen son trayectorias ortogonales
a la familia de circunferencias con centro en el origen de coordenadas, como se observa
en la Figura 5. Determinar la familia de trayectorias ortogonales a una familia de curvas

Figura 5: Trayectorias ortogonales

dada es de importancia en problemas de flujo de corriente eléctrica, hidrodinamica y flujo
de calor. Para encontrar trayectorias ortogonales, podemos seguir los siguientes pasos. Sea

flz,y,C)=0 (3.23)

una familia de curvas. Queremos obtener una familia de trayectorias ortogonales a ella.
Obsevemos que en el punto donde se cortan dos trayectorias ortogonales las rectas tan-
gentes son perpendiculares.

Derivando con respecto a « la ecuacién (3.23), tenemos:

Jo(z,y,C) + fy(x,y,C)y = 0. (3.24)

Observemos que para cada valor de C, esta es una ecuacion diferencial en la que y’
representa la pendiente en el punto (x,y) de la correspondiente curva de la familia (3.23).
Eliminando el pardmetro C' de (3.23) y (3.24) se obtiene la ecuacién diferencial

F(z,y,y") =0 (3.25)
que satisface la familia (3.23).
-1
Como la pendiente en el punto (z,y) de cada trayectoria ortogonal deberd ser —-,
)

resolviendo la ecuacién diferencial

-1
F (a:,y, 7) =0, (3.26)

se obtiene la familia de trayectorias ortogonales buscada, g(z,y, K) = 0 (una curva para
cada valor del parametro K).
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Ejemplo 3.15. Encuentra las trayectorias ortogonales a la familia de curvas y = ka?,

con k # 0.

El primer paso es encontrar una ecuacion diferencial de primer orden que satisfagan
todos los miembros de esta familia. Si derivamos miembro a miembro la ecuacién y = ka?
obtenemos la ecuacién diferencial de la cual la familia de parabolas es solucién:

y = 2kx.

Esta ecuacion diferencial depende de k. Para eliminar k, observemos que de la ecuacion
y = kx?, si x # 0 tenemos que k = y/z%. Asi la ecuacién diferencial puede expresarse:

Resulta entonces que la pendiente de la recta tangente en un punto (z,y) a la curva de la
familia de parabolas es y' = 2y/z. La pendiente de la recta tangente a la trayectoria orto-
gonal correspondiente deberd ser —1/y/. Esto nos lleva a la siguiente ecuacién diferencial
para la familia de trayectorias ortogonales:

I 2y

y @
Esta ecuacién diferencial es a variables separables y su solucién general puede expresarse

Ccomo ) )
T Yy
— 4+ == 1
2c c

donde ¢ € RT. Esta es la ecuacién de una familia de elipses con centro en el origen y
semiejes \/c y V2e. Tengamos en cuenta que todo esto vale para x # 0, o sea no estamos
considerando la trayectoria ortogonal que interseca a la familia de parabolas en el punto
(0,0), obviamente ésta es el eje y. Por lo tanto la familia de trayectorias ortogonales

buscada es:
22 P
—+==1(ceR"), z=0.

2c c

Figura 6: Ejemplo 3.15
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4. Ejercitacion

1. Verifica que las siguientes funciones (definidas explicitas o implicitamente) son so-
luciones de las correspondientes ecuaciones diferenciales:

a)
b)
c)
d)

y=Cx2? xy =2y

v =2y Iny, ' =ay/(2? +y?)
y+seny =2z, (ycosy—seny+x)y =y
x4y =arctany, 3%y +1+1y>=0

2. Escribe una ecuacién diferencial de primer orden que sea un modelo matematico de
la situacién que se describe.

a)

La tasa de cambio con respecto al tiempo de una poblacién P es proporcional
a la raiz cuadrada de P.

La tasa de cambio con respecto al tiempo de la velocidad v de un bote de motor
es proporcional al cuadrado de v.

La aceleracion de un Lamborghini es proporcional a la diferencia entre 250
km/h y la velocidad del automévil.

En una ciudad que tiene una poblacién fija de P personas la tasa de cambio
con respecto al tiempo del niimero de personas N que han oido cierto rumor
es proporcional al nimero de personas que atn no lo han escuchado.

En una ciudad con una poblacién fija de P personas, la tasa de cambio con
respecto al tiempo del niimero N de personas que han contraido cierta en-
fermedad contagiosa es proporcional al producto del nimero de quienes estan
enfermas y el nimero de las que no lo estan.

3. Halla una ecuacion diferencial de primer orden para la familia de:

a)

rectas que determinan con los ejes coordenados tridngulos de area constante e

igual a A.
curvas cuya normal en todo punto pasa por el origen de coordenadas.
rectas tangentes a la pardbola y = 2.

todas las circunferencias del plano con centro en (k,0) y que contienen al punto
(0,0)

rectas que distan en una unidad del origen de coordenadas.

4. Un punto ) se mueve sobre una recta r y un punto P persigue a @), esto es, P se
mueve de tal manera que su direccién de movimiento estd siempre orientada hacia Q).
El punto P, en su persecucion, describe una curva C' llamada curva de persecucion.
Si P no se halla inicialmente sobre r y si la distancia de P a @) es k (constante),
determina la ecuacién de C'. El problema se supone planteado sobre un plano. La
curva de persecucion se denomina, en este caso, tractriz.

Ayuda: cuando se dice que la direcciéon de movimiento de P estd orientada hacia @),
se quiere significar que la recta tangente a C' en P contiene a ).
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5. Realiza los siguientes ejercicios del libro [2]:

a) Seccién 9.1: Todos los impares y el 36
b) Seccién 7.5: 7-8-17-19-21-22-23-24-25

6. a) Resuelve la ecuacién diferencial ' = 3y%/*

b) Resuelve el (PVI)
y/ — 3y2/3
(PVI)
y(2)=0
c¢) Verifica que y = 0 también es solucion del (PVI).

d) Verifica que
(x—2)3 six>2

y(z) =
0stx<?2

también es solucién del (PVI).

e) ;Qué reflexién puede realizarse respecto del teorema de Picard?

7. a) Resuelve la ecuacién diferencial y? + 2%y’ = 0

b) Resuelve el (PVI)
v +aty =0
(PVI)
y(a) =0
teniendo en cuenta los siguientes casos:
(i)a=b=0, (ii) a=0,b# 0, (iii) a # 0, b arbitrario.

c¢) (Qué reflexién puede realizarse respecto del teorema de Picard?

8. Determina si la ecuacion es homogénea:

a) 2>+ 14 2zyy’ =0
b) Y =Iny —Inz
c) (@* +y?)y = 2zy + 2%y

9. Resuelve la ecuacion diferencial homogénea:

a) y =7
Xz
2 2
by y = T Y
zy

¢)axy =y+x-er
10. Realiza los siguientes ejercicios del libro [2]:

a) Seccién 9.2 : Todos los impares y 28-34-36

b) Ejercicios adicionales y avanzados pg.683: 3

24
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11. Determina si cada ecuacién diferencial es exacta:
a) xseny + (ycosx)y =0
b) 2zyidr + 3xy*dy = 0
¢) (x—y)+(r+y =
12. Determina si la ecuacion diferencial es exacta. Si es asi, resuélvela.
a) 2z +y+ (z+2y)y =0
b) 3wy —2+ (3y* — 23y =0

)

c) seny+ (1 +xcosy)y =0
2

d) (I—l—y)e%%—x—m—e%y’zo

Y

)

e) vlnydr — (x +ylnx)dy =0

13. Resuelve el problema con valor inicial:
a) 3z% + 2xy + 3y? + (2* + 6zy)y’ = 0,y(1) =2
b) 14 ycos(zy) + xcos(zy)y = 0,y(1) =0

14. Muestra que la ecuacién y* + (1 + zy)y’ = 0 no es exacta pero que se convierte en
exacta cuando se multiplica por el factor integrante I(z,y) = ™. Después, resuelve
la ecuacion.

15. Resuelve cada ecuacion:
a) 3xy + 2y* + (2% + 2z2y)y =0
b) 2zy + 32%y + 3y? + (22 + 2y)y’ =0
16. Prueba que toda ecuacion diferencial separable es exacta.

17. Realiza los siguientes ejercicios del libro [2]:

Seccién 9.5 : Todos los impares desde el 13.
18. Miscelanea. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden:

a) l—zy+ax(y—z)y =0,2>0
b) ¥ +y =y’

¢) :vy’—y—l—\/mzo
d) ¥y +ytgr —sen2zx =0
e) (zy+ay’)y =Inx

) 2y —2y —2° =0

)
)

-

g) y'e¥senz + (14 e¥)cosz =0
h) (zy* +32%y + 2%y —y® — wy? — 2%y =0
19. Resuelve el Ejemplo 1.1 de la pagina 4 y el Ejemplo 1.2 de la pagina 4.
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