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TEORIA MATEMATICA DEL APARATO
DE MARIOTTE

(RESOLUCION DE LA CUESTION N° 7)

1 — Como estd dicho en el enunciado de la cuestion, es de cos-
tumbre en los tratados de fisica (¥) tratar el problema del choque
de las bolas eldsticas como ejemplo de aplicacién de los princi-
pios de conservacién de la cantidad de movimiento y de la energia
cinética (fuerza viva). Se dice brevemente:

Un cuerpo (punto material) con masa m y velocidad v choca
contra otro con masa my y velocidad v;; después del choque habrin
adquirido nuevas velocidades respectivamente & y z:; los aludidos
principios dicen que tendridn que realizarse las relaciones

my +mivy =me+mix,  mw: 4 mo? = mad+ mal;
)

considerando éste como un sistema de dos ecuaciones en z, x; se
obtiene con un célculo simple, que, st no es gue cada cuerpo con-
serve su propia velocidad, las nuevas velocidades serdn expresadas por

2mivn + (m—my) v 2mv + (mi—m) n

= [1]

m 4+ my m -+ m;

Noétese que, en esta deduceidn, ya no todo es razonamiento mate-
mético, porque nada estd escrito en las ecuaciones que impida
aceptar las soluciones # = v, 1 = vi; para concluir debe aceptarse
como hecho de experiencia (por més que sea una observacién muy
elemental y grosera) que no pueden haberse conservado las velo-
cidades respectivas porque, por el choque, no puede invertirse el

(*) Véase, por ejemplo, O. Murant, Tratado de Fisica, t. I, ed. castellana, p4g.
200. A. BareLLi-P. Carpani, Trattato di Fisica sperimentale, vol. I, pdg. 156.
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orden de los cuerpos sobre la linea de movimiento, lo que llevaria
a una penetracion de ellos.

Pero el llamado aparato de MARIOTTE, que sirve de demostra-
cién escolar, no se compone de dos bolas solamente sino de una

hilera de bolas iguales y la experiencia muestra que al levantar
una en una extremidad y dejarla luego caer contra las otras, éstas,
salvo algunas vibraciones que muy ficilmente se est4d dispuest oa
atribuir a imperfecciones experimentales (choque no absolutamente
central, imperfecta elasticidad, etec.) quedan todas inméviles salvo
la dltima, que se levanta aproximadamente de la misma cantidad
de la cual la primera habia caido. Por otra parte se dan tambiéa al
experimento algunas variantes, como la de levantar y dejar caer
no una sino ciecto niimero de bolas, observando que del otro lado
se levantaré, después del choque, igual ntimero de bolas, quedando
paradas las otras; también se levantan y dejan caer simulténea-
mente bolas en las dos extremidades de la hilera, etc.

Es evidente que, considerando el problema en su aspecto sim-
plemente mecénico, los dos principios de conservaciéon aplicados
para obtener las férmulas [1], no pueden ser suficientes en el ca-
so de mis de 2 bolas, porque, para determinar las n velocidades
incognitas después del choque, serdn necesarias n ecuaciones; 2
menos que otros elementos sean proporcionados por alguna consi-
deracién de otra naturaleza.
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Juzgamos en efecto como no indiferente el acto de fe que viene
a pedirse al considerar muy simple y muy natural la extensién
por analogia del caso de dos bolas a un ndmero cualquiera. Cuando
una bola choca contra el grupo de 7, § qué diferencia hay con el
caso en que la bola chocara con un cuerpo de masa n-ple?; en
cuyo caso, aplicando las formulas [1], se obtendria que la bola tendria

n
que volver atrds con la velocidad m v y el grupo de n correr

adelante con velocidad 2
= 1

El problema del choque ha preocupado a los mecénicos desde el
siglo XVII, y ya en el caso de dos cuerpos solamente, siendo sus-
tancialmente la piedra de toque para la larga polémica si debe
ser el momento o la energia cinética lo que revela la fuerza ; sl es
cierto que actda una fuerza cada vez que se modifican las condi-
ciones de movimiento de un punto material, y que el efecto de la
fuerza se revela por la aceleracion, jqué serd el cambio en las con-
diciones de movimiento que se revela por un cambio brusco de las
velocidades, sin visible intervencidn de aceleraciones? Se supera la
dificultad aparentemente buscando en el submicroscépico la expli-
cacién de lo macroscépico, al considerar deformaciones y reacciones
eldsticas o pldsiicas; sin embargo es mis que todo un desplaza-
miento de la dificultad, porque, si la explicacién de estas fuerzas
se busca a su vez en algo como la estructura corpuscular de los
cuerpos (1), bien se ve que el problema, eliminado para el cuerpo,
renace para el corpusculo. Dependen de eso las incertidumbres y
las diferentes soluciones a las que vamos a aludir a continuacién (2).

Aceptando por el momento sin critica el razonamiento que nos
condujo a las férmulas [1], la explicacién que se da por tradicién
y sin modificaciones méis que de detalles en todos los libros y en
todos los cursos para los fenémenos que se demuestran con el apa-

(Y) Precisamente como lo hace PoissoN, pueden admitirse fuerzas repulsivas
intramoleculares para evitar el choque directo también en el submicroseépico.

(2) Mientras la nota presente ya estaba redactada, nos llega un nimero de las
Edinburgh Mathematical Notes (N° 33, septiembre 1943), con un trabajo del
Sr. A. G. WALKER, titulado The inextensible string, donde todavia se propone la
dificultad del movimiento impulsivo, representdndolo bajo la forma del hilo in-
extensible.
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rato de MARIOTTE es la siguiente que no difiere esencialmente de
aquella dada por el mismo MariorTE (V).

Al chocar una bola contra la primera de una hilera de bolas igua-
les, le cede toda su velocidad y se para; pero esa primera bola choca,
por la misma razén, la bola que le estd atrés y le cede la velocidad
adquirida, pardndose; el mismo juego ocurre luego entre la segunda
y la tercer bola, hasta llegar a la dltima, que, por no poder ceder
la velocidad adquirida a una siguiente, sale con la misma veloci-
dad que tenia la bola chocante.

Lo que esta explicacién olvida es que no puede haber velocidad
sin movimiento y no puede haber movimiento sin recorrido; la
explicaciéon introduce subrepticiamente una nocién de wvelocidad
virtual que pueda ser adquirida y cedida sin movimiento aparente,
¥y que no aparece en ninguna otra parte de la fisica; y lo que es
notable es que la objecién, que se pasa ordinariamente por alto,
ya habia sido sefialada por el mismo MarioTTE (%), el cual crey6
darle contestacion con observar que la esfera chocada, por el mismo
efecto del choque, se retrae en el punto golpeado extendiéndose en
sus secciones normales al didmetro que pasa por este punto; esta
extensién tiene por respuesta una contraccidén de la esfera en el
polo opuesto al punto golpeado la cual deberia producir un vacio
momentineo entre la bola y la siguiente, creando por consiguiente
el espacio necesario para que la bola adquiera efectivamente la
velocidad. Para que nada sea dejado a la imaginacién, MARIOTTE
apoya experimentalmente esta consideracién observando la defor-
macién producida golpcando sobre anillos eldsticos colgados.

La contraccién y extensién previstas por MArioTTE son efecti-
vamente conocidas en la teoria de las vibraciones eldsticas de la
esfera; pero no es sin razén que para hacerlas experimentalmente
visibles, le fué necesario cambiar las esferas en anillos; de un c4l-
culo que sigue resultari claro que en ningin caso el vacio produ-
cido en tal forma podria bastar para que la esfera adquiera la ve-

(*) MARIOTTE vivié de 1620 a 1684; en las Memorias de la Academia de Francia,
fundada en 1666, se encuentran resumidas varias memorias suyas y de contem-
porédneos y de otros autores sucesivos sobre argumentos de mecénica y del choque
en particular.

(*) Siento tener que dar esta referencia Unicamente de memoria; el trabajo de
MarrorTE al cual aludo vino a mis manos hace muchos afios, y posiblemente
en la Biblioteca Palatina de Parma, y no me queda de él una constancia escrita,
ni pude reencontrar nada que se le refiera en el pafs, ni en Montevideo.
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locidad en cuestiéon. Podemos luego decir que la observacién de
Mar1oTTE, cualitativamente exacta, no lo es cuantitativamente, a
pesar de ser un bello ejemplo de agudeza y de conciencia cientifica.

Un siglo y medio después Poisson trata, en la primera edicién
de su Traité de mécanique (T. II, Parfs, 1811) el problema del cho-
que de un néimero cualquiera de esferas (n° 444 y sig.) en un modo .
que debemos reconocer todavia bastante primitivo; con respecto
a la experiencia de MARIOTTE se expresa de la manera siguiente:

(p. 256-7, n. 447). « Por ejemplo, si consideramos una hilera de
bolas en reposo A, A’, A", ..., perfectamente eldsticas, yuxta-
puestas y con los centros dispuestos en linea recta; y si suponemos
que otra bola eldstica B, cuyo centro se mueve sobre la misma
recta, viene a chocar la primera bola 4, la comunicacién del movi-
miento no se realizard en el mismo instante a todo el grupo de cuer-
pos; al contrario, el movimiento se propagari sucesivamente de
una bola a la siguiente, y empleard para llegar a la dltima un cierto
tiempo que resultaria apreciable si el ntimero de las bolas fuese
muy grande. La experiencia demuestra entonces que las cosas ocu-
rren como st las bolas no se tocaran rigurosamente, y que cada bola,
antes de actuar sobre las sigutentes, tuviera el tiempo de adquirir la
velocidad que la anterior debe comunicarle. ..» (1) .POISSON sigue con
el razonamiento recordado arriba, teniendo cuidado de anotar «y
supongamos que esos cuerpos no estén en contacto » para concluir
finalmente: « Ahora la experiencia muestra que también cuando
las bolas A, A’, A”, ... estdn yuxtapuestas y forman una serie in-
interrumpida, el choque de B contra A separa uUnicamente la Gltima
bola, de manera que todas las demds bolas y el moévil quedan en
reposo y yuxtapuestas después del choque ».

En la segunda edicién del mismo tratado de mecdnica de Pois-
soN (Paris, 1833) toda la teoria del choque de las bolas se encuentra
enormemente reducida; sin embargo se cita todavia el fenémeno de
MariorTE déndole una aparente explicacién, no cierto compa-
rable con la honesta reserva anterior o con la agudeza — a pesar
de equivocada — de MariorTE; después de haber explicado el
caso de una hilera de bolas que, sin precisa expresién, se sobreen-
tienden separadas entre si por distancias indeterminadas, dice: (T. IT,
p. 32, n. 363): «y como este resultado es independiente de la an-
chura de los intervalos comprendidos entre las bolas sucesivas,

(1) Claro est4 que el subrayado es nuestro para llamar la atencién del lector.
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resulta natural inferir que se realizari todavia cuando estos inter-
valos desaparecerdn y las bolas chocadas estén en contacto ». | Su-
cede que, en realidad, para que el razonamiento de la transmisién de
la velocidad pueda hacerse sin mayor cuidado, es necesario que la
distancia inicial entre bolas consecutivas no pase debajo de cierta
longitud!

Para no hacer hipdtesis acerca de este cambio de actitud men-
tal, podemos, como mateméticos, notar que entre tanto el pro-
blema habia hecho, en su esquematizacién, un paso adelante.
Dejando de lado el problema de las esferas, Caucny, en 1826 (),
habia estudiado mateméticamente, por sugestion de Corriovris, el
problema del choque de punta de dos barras cilindricas de igual
seccibn, el que, evidentemente, se puede considerar como la esque-
matizacion lineal del choque de las esferas; y el mismo problema
se encuentra tratado por Porsson en las paginas 331 y siguientes
de la citada 2° edicién del T. II, decl Trasté de mécanique. Finalmen-
te, en 1866, pE SAINT-VENANT dedica a este mismo problema una
larga memoria publicada en el Journal de Liouville de 1867: Sur le
choc longitudinal de deux barres élastiques de grosseurs el de matiéres
semblables ou différentes, et sur la force vive qui est perdue pour la
translation ultérieure; et généralement sur le mouvement longitudinal
d’un systéme de deux ou plusieurs prismes élastiques.

Como dijimos més arriba, la traduccién matemética del pro-
blema ofrece dificultades para encuadrar légicamente el mecanismo
posible de transmisién de la velocidad. PoIssoN y SAINT -VENANT
admiten que ello se realice dnicamente por la accién inmediata
entre elementos proximos de los cuerpos, propagindose luego, como
onda eldstica, con la velocidad del sonido en el material de las
barras. Matematicamente, para todo el tiempo que las barras
quedan en contacto, ellas se comportarian como un sélido eldstico
Unico, separindose solamente cuando un salto de velocidad se
forma correspondientemente a la abscisa de una base comun de
dos barras sucesivas. El resultado saria, segin Poisson, que Ia
separacién podria realizarse solamente en el caso de dos barras de

(1) Citamos Caucuy y Corioris Gnicamente por lo que dice SAINT-VENANT
en la memoria de la cual hablamos después; no hemos podido encontrar la nota
de CavUcHY; pero SAINT VENANT advierte que es muy breve, conteniendo dnica-
mente enunciados sin indicacién de cdlculos ni tampoco del concepto que ha
presidido la traduccién matemdtica del problema fisico y fué publicada en el
Belletin de la Societé Philomathique.
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longitud idéntica, es decir con probabilidad prictica cero; segin
SAINT VENANT la separacién se realizarfa en cualquier caso cuando
la onda de choque ha recorrido en ida y vuelta la barra més larga (1);
resultado éste que contrasta menos con los hechos experimentales
observables macroscépicamente por la dificultad practica de apre-
ciar tiempos cortisimos, pero que llevaria al resultado poco pro-
bable que la separacién no se realizaria cuando la barra més larga
se extendiera al infinito (3).

El fenémeno del choque es ciertamente complejo y ciertamente
no se puede despreciar el movimiento vibratorio que le sigue o lo
acompafia, mixime por lo que se refiere a la dispersién de la ener-
gia; sin embargo la forma adoptada por PoissoN y SAINT-VENANT
para plantear el problema parece defectuosa principalmente por
dos razones: 1° Que en la consideracién de las ecuaciones de la
elasticidad es esencial la hipétesis de la continuidad de la velo-
cidad; igualmente en los casos de ,quebrantamiento de los cuerpos
por rotura del equilibrio eldstico, es por exceso de aceleracién y
no por discontinuidad en la velocidad. — 2° Que por su naturaleza
las deformaciones eldsticas se calculan respecto a un sistema de
ejes respecto del cual el cuerpo «en conjunto » queda sustancial-
mente fijo; pero las acciones eldsticas no pueden sustituir las accio-
nes de masa y los movimientos finitos. Si el choque y cualquier
accién exterior al cuerpo puede producir una deformacién eldstica,
la cual sucesivamente se propaga en el cuerpo con una velocidad
propia, esto es solamente porque el cuerpo resiste a dichas acciones
de masa como si fuera virtualmente rigido, permitiendo una com-
posicion de fuerzas, determinaciéon de un centro de masas, reaccion
tnercial y reaccién de vinculos; so6lo al llegar a la superficie de los
cuerpos (0, mis generalmente, a superficies de discontinuidad) las ac-

(1) cfr. SAINT-VENANT, L. c., p. 240, « Mais cette contiguité des extrémités dure
peu, et elles s’éloignent infalliblement 'une de 'autre dés qui arrive un deuxieme
instant, celui ou I’ébranlement a parcouru aller et retour la barre la plus longue ».

() H. Lams, en el articulo Schwingungen elastischer Systeme, insbesondere Akus-
tik, de la Encyklopddie der Math. Wissenschaften (Vol. IV, N° 26), al dar cuenta
de estos resultados, dice que la separacién ocurre cuando la onda de choque ha
recorrido la barra mds corta; por esta razén en la nota anterior hemos reproducido
textualmente las palabras de SAINT-VENANT; posiblemente equivoque Lams
entre el momento en que cesa la presién entre las barras y el momento de la se-
paracién. De todos modos nota LamB que los datos experimentales estdn en
contra de los resultados de SAINT-VENANT por lo que se refiere al coeficiente de
re titucién (v. mds adelante) y a la duracién del choque.



—192 —

ciones eldsticas actian como acciones de masa precisamente porque
exigen las fuerzas de masa que deben resistirles.

Partiendo de hipoétesis en cierto modo opuestas a las de SAINT-
VENANT, el problema del choque de los cuerpos ha sido reconsi-
derado por H. Hertz en 1881 (1). En efecto, supone HErRTZ que
los efectos de las ondas de choque sean despreciables y transporta-
bles en un tiempo despreciable lejos de la regién en la cual ocurre
el choque; el primer contacto de los cuerpos se supone puntual
(es decir se supone que las superficies de contacto de los cuerpos
no se adaptan una a la otra en més de un punto; (al contrario, para
SAINT-VENANT los cuerpos se adaptaban en el momento d21 choque
uno contra el otro por una superficie plana); y la superficie de
contacto se extiende luego por efecto de la deformacién progre-
siva; sin embargo las dimensiones de la regiéon en la cual se rea iza
tal deformacién eldstica, a la que corresponden las presiones que
componen la fuerza de masa de la cual acabamos de hablar, son
todavia despreciables respecto de las dimensiones de los cuerpos.
Si en los dos cuerpos elegimos respectivamente dos puntos sobre
una recta paralela a la normal comin a las superficies de los dos
cuerpos en el punto de impacto y no inmediatamente préximos a
este punto, y comparamos su distancia inicial (en el instante en
que los cuerpos vienen en contacto) con la distancia en un instante
sucesivo arbitrario, esta segunda es siempre menor (hasta tanto
que dura el contacto) y la diferencia entre las dos no depeande de
los puntos elegidos; podemos considerarla como la medida de la
deformacién (y la indicaremos, cuando ocurra, con «). En el caso de
dos esferas y de choque central elegiremos sin més los centros. El
resultado de Hertz enseha que la aludida resultante de las pre-
siones debidas a la deformacién (cuando se desprecian los infinite-
simos de orden igual o superior al segundo) es proporcional a la
potencia 3 :2 de la deformacién.

Terminaremos esta resefia preliminar con recordar que a los
estudios citados, conducidos con intentos mateméticos, sobre un
més o menos hipotético mecanismo elemental para la transmisién
de la energia mecdnica en el choque, se oponen algunas afirmacio-

(*) Henrice Herrz: Ueber die Behriihrung fester elastischer Kérper - Journal
fiir die reine und angew. Mathematik (Crelle) Bd. 92 (p. 156-171); est4 reprodu-
cido en las Gesammelte Werke, Vol. I, p. 155-173, y se continda en otra memoria
de 1882, Ueber die Behriihrung fester elastischer Kérper und tiber die Hdrte.
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nes globales, igualmente y méis cldsicas, que se refieren més que
todo a los efectos que se presentan como imperfecta elasticidad;
tal es la observacién que, conservindose la cantidad de movi-
miento total antes y después del choque, la diferencia de velocidad
entre los dos cuerpos sufra una reduccién respecto de lo que resulta
de las férmulas [1] debido a la energia que queda almacenada en
los cuerpos bajo formas més o menos vibratorias (calor, sonido,
ete.). El coeficiente (siempre < 1) que representa aquella reducciéon
es lo que se llama coeficiente de restitucion, y fué considerado ya por
NEwTON, con indicaciones numéricas que se consideran todavia
como atendibles. Entre los tratados de mecénica que se refieren a
estos detalles conviene recordar principalmente el clisico A Treatise
of Natural Philosophy de TromMsoN y TAIT; notamos que estas
consideraciones quedan parcialmence incluidas en el orden de ideas
de PoissoN y SAINT-VENANT, mientras quedan excluidas en el de
HerTz y que a ellas indudablemente podrian referirse parcialmente
divergencias entre lo que ensefia la experiencia y los resultados
de una mvestigacion teérica. En lo que sigue va a resultar que esta
clase de explicaciones pueden considerarse en todos los casos como
de importancia del todo secundaria.

3 — Empezaremos con estudiar el problema del movimiento en
el aparato de MARIOTTE en primera aproximacién suponiendo poder
aplicar en modo grosero la ley de HookE en cuanto afirma la reac-
ci6én elédstica proporcional a la deformacién; si, en lugar del choque
de bolas, propusiéramos, immitando a CaAucHY, PorssoN, SAINT-
VENANT, de estudiar el choque de una serie de cuerpos constituidos
por trozos iguales de un mismo cilindro (lo cual — es muy impor-
tante notarlo, — a los efectos de la critica del razonamiento co-
rriente que hemos recordado al principio, es mds que permitido,
puesto que en ese razonamiento nada se refiere particularmente a
la forma esférica de los cuerpos que se chocan), tal aplicacién de la
ley de Hooxkk seria totalmente rigurosa, porque, como notamos
anteriormente, tal sustitucién equivale a la esquematizaciéon lineal
del problema; las cosas son diferentes cuando se quiéra tener en
cuenta los resultados de HrrTz, en los cuales, como dijimos, la
forma de los cuerpos tiene importancia y es la razén del exponen-
te 3 :2 que se presenta para establecer la razén entre la fuerza
y la deformacién. Sin embargo veremos después hasta qué punto
los resultados de la primera aproximaciéon — ademds de poner en
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claro la validez de la critica expresada al razonamiento clasico —
nos proporcionan los elementos para una segunda aproximacién
més adecuada.

Teniendo en cuenta que un cambio de la unidad de medida del
tiempo induce la multiplicacién de las aceleraciones por una cons-
tante arbitraria, podemos siempre suponer que el coeficiente de
proporcionalidad entre fuerza y deformacién se exprese por el
mismo ndmero que la masa comin de los cuerpos (esferas o cilin-
dros) que se chocan; tendremos luego igualdad entre las deforma-
ciones y las correspondientes aceleraciones.

A pesar de que, por lo que se refiere al cambio de velocidades,
las férmulas [1] con el simple razonamisnto del n. 1, resuelven
por completo el caso de dos esferas, vamos a estudiar primero este
mismo caso, segin la linea general de cdlculo que se aplicars al caso
de més esferas, no solamente por su simplicidad, sino también por-
que las puntualizaciones que siguen van a servirnos en calculos
sucesivos.

Suponiendo fijado sobre la recta de los centros un sistema de
abscisas, indicaremos con i, % las coordenadas instantdneas (fun-
ciones del tiempo £) de dichos centros. Para todo el tiempo que las
esferas quedan en contacto (es decir 'a.distancia de los centros es
menor o igual que el didmetro, y las dos esferas reaccionan por
presién una contra la otra) las ecuaciones diferenciales del movi-
miento serdn expresadas por

X1 =x2—x1—2r

i (2]

X2 = X1 — X3 —{— 2
con las condiciones iniciales
xg—x1=2r 5 £2=.’.1;1=0 5 é1=2) y C;72=0.
De [2] se deduce
Tp=— m— =2

y luego, decivando la segunda [2] dos veces y sustituyendo,

P4+ 22, = 0.
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Esta ecuacién diferencial lineal se integra de manera conocida,
obteniendo, con las condiciones iniciales dadas,

v

xz——x1=—\l7sen\/?t+2r
Ty =— 11 = - seny2¢, [3]

V2
T =—;—(cosv—2—t+1) ) &2 =%(—-COS\/—2—I§+1).

Creciendo el tiempo ¢ a partir de 0, se realiza por primera vez

To— X1 =27
por

T=x:V2 [4]
y, para este valor de ¢,

1 =0, T3 =9 ;

por tanto las dos esferas se separan, siendo [4] la duracién total del
choque y confirmindose el resultado clasico obtenido en el n. 1;
pero con la ventaja, sobre el razonamiento fundado sobre los prin-
cipios conservativos, de que la demostracion, después de su exacta
posicién fisica, se ha desarrollado completamente en términos ma-
teméticos, sin hacer ulterioirmente recurso 2 intuiciones.

En el intervalo de tiempo 0 — T el punto z:, centro de la se-
gunda esfera, recorre el espacio

Ty — TV
s = —(1—cosV2t)dt= —
/02 242

mientras que el miximo de la contraccion se realiza al tiempo T : 2
con el valor

e, [5]

\2

27‘—(902—:1:1) =

Por razén de simetria el radio de cada esfera, sobre la recta de
los centros, se habri reducido en v : 2 \/7; resulta de aqui cémo
es inadmisible la explicacioon de MarioTTe, por el vacio que,
en el caso de més esferas, esta contracciébn deberfa producir entre
la segunda y la tercera. En efecto, ain admitiendo en la segunda es-
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fera una contraccion radial simétrica (lo cual ciertamente no ocurre)
en el polo opuesto del punto que sufre la compresién de choque por

il
la primera, esta contraccion no alcanzarfa a tampoco —- del espacio

3
que la esfera tendria que recorrer antes de haber adquirido la ve-
locidad » para golpear la tercera.

4— Pasemos ahora al e.tudio del aparato de MARIOTTE, con un
nimero n> 2 de bolas; llamaremos zi, @3, ..., z, las abscisas de
los centros; tendremos que escribir n ecuaciones de las cuales la
primera y la dltima serin, andlogamente a las [2]

T =T—n—27r P =21 — T+ 27, [6]

mientras las n — 2 restantes deberdn expresar que los puncos
%2, ..., %,_; estdn empujados, cada uno, por dos fuerzas, debidas
a las compresiones de la esfera correspondiente contra la que pre-
cede y contra la que sigue; estas dos fuerzas tienen necesariamente
sentidos opuestos; tenemos luego el sistema

Wy e ——% B el b = et —1) 171

[6] y [7] constituyen un sistema de n ecuaciones diferenciales
lineales para las » funciones incégnitas i, @3, ..., &, que pertenece
a un tipo muy conocido en la teoria de los movimientos oscila-
torios (1).

Es evidente, por el modo como el problema ha sido puesto, que
la solucién puede determinar las z;, sbélo salvo un término aditivo
comun arbitrario. Esto significa que, cuando sean conocidis las
x;, s6lo podremos determinar todavia las diferencias mutuas de
las z, Es claro entonces que, en cuanto serdn conocidas las &,
estas diferencias se determinan resolviendo ordenadamente las ecua-

ciones dadas:
To— 21 =21+ 27, x3——x2=x2+(xz—x1)=x1+x2+2r,...
En consecuencia de esta observacién, conviene limitarnos a la

determinacién de las derivadas, y por tanto sustituir a las ecuacio-

(1) Cfr. KArMAN y Bior: Mathematical Methods in Engineering. New-York,
London, 1940, p. 170. Lams: The dinamical Theory of Sound., 2¢ ed. London,
1931, p. 44.
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nes [6] y [7] sus derivadas (tomando luego por incégnitas las z,),
con lo cual vienen a eliminarse los términos constantes dz las ecua-
ciones [6] y el sistema resulta homogéneo; si se pone, por como-
didad

T = Yi,
tendremos asi
é}l ===/ + Y2
.;/.2 =y— 2y + ys
.;/.3 = y2—2y3 e Ya [8]
Yno1 = Yn2—2Yn1 + Yn
ﬁ"/.n = Yn1—Yn

Podriase, por medio de una sucesién de derivaciones y elimina-
ciones, eliminar todas las funciones incégnitas menos una, obte-
niendo como resultado una tnica ecuacidon lineal homogénea a
coeficientes constantes de orden 2 n; se sabe que tal ecuacién tiene
como solucién general una combinacién lineal de determinadas so-
luciones elementales, por medio de las cuales se podrdn sucesiva-
mente determinar, por simples cdlculos algebraicos, todas las in-
cognitas restantes. Pero la naturaleza mecénica del problema nos
asegura que, cualesquiera que sean las condiciones iniciales, las
Y; = z; no pueden tomar valores superiores a ciertos limites finitos
(por ser constante la energia total del sistema); se sigue que dicha
solucién general no puede contener exponenciales con exponente
real, ni términos con el factor ¢. Esto nos asegura que la ecuacién
caracteristica de la aludida ecuacién diferencial no tendri otras
raices que simples e imaginarias puras y que las aludidas soluciones
elementales serdn solamente senos y cosenos.

Después de estas observaciones resulta que las soluciones ele-
mentales serdn de la forma

Y; = a;sen ot , y; = b;cos vl [9]

donde @;, b;, w son nimeros que quedan por determinar. Bastars
para eso sustituir en [8] una cualquiera de las expresiones [9]; el
factor trigonométrico se elimina por reproducirse, factor comin
a todos los términos y se obtiene, para determinar las a; o las b,
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el mismo sistema [8] donde se haya escrito en lugar de cada y; el
correspondiente coeficiente a; o b; y en lugar de las #: se ponga
respectivamente w?a; 0 —w?b;. Como condicién para la exis-
tencia de la solucién, anulando el determinante de los coeficientes,
se obtiene la ecuacién caracteristica:

i —11 1 0 (R o St o 0 0
1 w?—2 1 (R i e 0
D
0 it © 2 |F e 0 —0 [10]
s R e T I OE =10 ]
O 2 Gem i a5 e s 0 1 wt—1

Llamemos D, al primer miembro de esta ecuacién (el indice n
es el orden del determinante), y llamemos A, al determinante que
se obtiene de D, al cambiar el primer elemento en v*— 2; resulta

inmediatamente
Dn = An + An—l;

ademds, desarrollando A, segin los elementos de la primer co-
lumna, para n = 3,

Ay = (02 —2) A1 — Ay 5 ;

se sigue que, para n = 4, serd también
Dn = (m2 i 2) Dn_1 = Dn_z . [11]

El cilculo directo da
D1 = L02 —1
Dy = (0?—1)2—1 = 0 (0*—2)
D3 = 0 (02— 1) (0*—3)

Se nota de inmediato que D; y D; son divisibles por w?; por [11]
se sigue que este factor se reproducird en todas las D, siguientes;
conviene luego poner

=Ny,
DY =w?—2, Dy = (—1) (0W¥—3) =w*—40®+3

La [11] se escribe entonces

D, = (?*—2)D'y1—D'y s [12]
D)+ D'y =0Dp1— Dpa1+ Dy, [13]
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de donde, notando que D), D;' y D;’ 4+ D’ son polinomios con pri-
mer coeficiente positivo y los siguientes de signo alternado, se sigue
por recurrencia que la misma propiedad vale para todos los D,’.
Esto demuestra que, considerando D, = 0 como ecuacién en o?
no tiene rajces reales negativas. Precisamente, la tnica raiz de
D) =0 es w? =2, y evidentemente D,’ es negativo para v? < 2
y positivo para o? > 2; por otra parte las rajces de D;’ = 0 son
0! =1y 0? =3, comprendiendo la de Dy’ = 0. Notando, ademis,
que por [13], de los valores D)'(0) = — 2, Dy/(0) = 3, sigue que
en general D,’(0) =(— 1)""'n, se deduce facilmente de [12] que todas
las raices de D,’ = 0 (considerando w? como incégnitas) son reales
y positivas, como se habia previsto. Se deduce también, con mayor
precisién, que todas estas raices estdn comprendidas entre 0 y 4,
agrupindose en pares de la forma w?y 4 — 0%

Notamos finalmente que para sustituir en las férmulas [9], de
cada una de estas rafces serd de considerar una sola de las 1afces
cuadradas, de manera que timbién los valores de w podran supo-
nerse sin més positivos, porque los valores opuestos no proporcio-
nan soluciones linealmente independientes del sistema diferencial.

A cada rafz w? de D, = 0 (0 o raiz de D, = 0) corresponde para
las correspondientes soluciones elementales [9] un sistema de coe-
ficientes que son todavia determinados, para cada valor de 7, salvo
un factor de proporcionalidad; esto es, proporccionales a los valores
que, por dichas raices, adquieren los menores complementarios de
los elementos de una linea del determinante [10]. Eligiendo la
primera linea, se obtiene facilmente

Qi 2G5 e NS aER R cbo b s 1hy
= Ajoas— A, o S CORINEENGE e (— 1)L [14]
Para la raiz o = 0 se reconoce ficilmente que
Ai = (_ 1)i; [15{

por lo cual resultan todos los coeficientes correspondientes a.?
o b2 iguales.

Para determinar en modo definitivo una solucién del sistema
[10] es necesario introducir las condiciones iniciales, y si éstas son
generales (como también va a ocurrir en una aplicacién sucesiva),
dzberd formarse dicha solucién como combinacién lineal de los
dos tipos de soluciones elemzntales [9], salvo que para la raiz Q

s
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que proporciona una sola solucién elemental correspondiente a
elegir los cosenos en la [9]; la razén estriba en que la solucién v = 0
es doble, lo cual deberia introducir en la solucién general del sis-
tema [10] un término de la forma «, ¢, el cual queda excluido por la
anterior observacién de que, por la naturaleza del problema fisico,
las soluciones no pueden contener términos de valor absoluto ilimi-
tadamente creciente al crecer ¢.

En el problema como est4 planteado en el momento, sabemos que
todas las aceleraciones iniciales (f = 0) son nulas: se sigue que las
x; deberdn expresarse por solos senos y las z; = y; por solos co-
senos. La solacion serd luego de 1a forma

z; = (—1)i-1 Z A AP cos vyt [16]
3

donde el indice j se refiere a las diferentes raices de D, = 0.

Si suponemos que en el instante inicial s6lo la primera bola tiecne
la velocidad », mientras todas las demis estdn en reposo, tendre-
mos que determinar las A; por las condiciones

Yoa v =0 [17]
J J

La resolucién del sistema se efectiia numéricamente en cada caso
particular; puede dirsele una expresiéon general por la considera-
cion siguiente:

Una propiedad conocida de los coeficientes a} es la ortogona-
lidad expresada por

: Yalai=00)

Se sigue que si, para realizar la proporcionalidad [15], en lugar
de la determinacién simple elegida en [16] y [17], se elige

‘ @ qyi-1
o = A= (D7 [18]

‘/ZA;@
h

(1) La propiedad es general para los sistemas de soluciones & = a;7 de sistemas
de la forma
ok = Zh kin En (kin = Fns)

que determinan los ejes de una variedad cuadrética, por lo menos mientras tales
ejes estdn determinados (variedades no de rotacién). Para la aplicacién especial
a los sistemas oscilatorios, v. por ej. KARMAN y Bior, L. c., p. 137.
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cada af serd igual a su propio menor complementario respecto de
la matriz {al}, de donde sigue que la solucién de [17] estd pro-
porcionada por

o [0
2y - Z A(W An-1
Sl
h
Luego

; "1 AG AGD) A®  AO
2 = (— 1)1 VZ e VO ORI e B (19]

=1 Y Aavs Y A2

h h

5. — El problema esencial que debe ocuparnos es de determinar
el instante en que una primera vez una de las bolas se separa de
la préxima; si las dos bolas son las de indices k£ y k& + 1, esto signi-
fica que en el punto de contacto entre las dos bolas la presién total
es 0 (1), es decir que la suma de las aceleraciones de las bolas que
preceden este punto es igual a la suma de las aceleraciones de las
bolas que siguen. Teniendo en cuenta que la suma total de las
aceleraciones es constantemente 0 (por ser el sistema sometido so-
lamente a fuerzas internas) resulta la ecuacién

k-- n-.
Zx,- =in =0;
1 k+1

se debe determinar la minima raiz de estas ecuaciones para todos
los valores de k. Después de este instante el problema se repite
para cada uno separadamente de los dos grupos de bolas que que-
dan en contacto (o méis grupos si la separacién se hiciera contempo-
rdneamente en varios puntos), tomando como condiciones iniciales
las velocidades y las aceleraciones que en dicho ianstante cada bola
habrd adquirido. Se tratard luego de iniciar nuevamente el célculo,
refiriéndose a sistemas con un menor nimero de bolas y con con-
diciones iniciales que implican generalmente el uso de soluciones
elementales ya en senos ya en cosenos.

(1) Esta condicién es evidentemente necesaria; y esto es suficiente para
justificar el céleulo que sigue. Para que ella sea también suficiente para la
separacién de las bolas, es necesario ademis que en el instante considerado
las dos bolas no tengan la misma velocidad; se verifica fécilmente que esta
condicién se realiza en efecto. Hemos recordado que los céleulos de Saint-Ve-
nant llevan al resultado que en determinados instantes ella no sea realizada.
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En lugar de seguir con el problema general, que evident2mente
no podré llegar hasta los célculos efectivos de las aludidas raices
y deberd enfrentarse prefeientemente en el sentido cualitativo y
asintético, vamos a aplicar ea los parrafos siguientes los ante-
riores resultados a los casos de n =3 y n = 4. Mientras tanto
vamos a deducir como resultado general que es absurdo suponer
que la separacion de dos bolas consecutivas, cuando n > 2, pueda co-
rresponder & velocidades nulas para todas las bolas menos la 4ltima.
(Notamos, sin embargo, que ial proposicién, sin evaluaciones nu-
méricas, no tiene significado fisico, porque deben considerarse como
experimentalmente nulas velocidades que tan sé6lo fuesen infe-

1 1}
riores a cierto limite, por ej. 10 ° 100 de la velocidad de choque).
Si, en efecto, para cierto valor de ¢ se realizaran las ecuaciones
3=00@=1,2...,n—1) [20]

los valores de los cost tendrian que ser proporcionales a los me-
nores complementarios de la tdltima linea del determinante de los.
coeficientes de las combinaciones lineales [19]; esto significa que
para determinar ¢ tendriamos n— 1 ecuaciones simultdneas que
nada deja pensar deban tener una solucién comtin. Pero he aqui
un anilisis mis detenido que lo excluye en absoluto. Ya hemos
visto que es ortogonal el determinante que tiene por elementos
los [181; de este determinante se obtiene el determinante de los
coeficientes de las [19] multiplicando cada columna (la columna
correspondiente al indice superior 7) por A9, : vz A9, . Se si-
gue que el complementario del elemento (—1)*"*A® | AD .5 A0,
es precisamente

A A

i s PEALD
(—1) IH—\/%]—A_,({;_’_T iR R e )
8

Resulta asi que para realizarse [20] debe ser

0 (¥}

cos w;t = AP : A = A2,
= —— = :

: AT, B TR,

Sustituyendo para cos el w;t la expresion euleriana y resolviendo
se obtiene

(eft)»; = niimero algebraico
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y comparando estas expresiones para dos indices j, I,
o]
e®)l = (¢#)“ "] = (nimero algebraico)’*“ = ndmero algebraico
1

Un teorema de Gelfond dice que esta igualdad es absurda, porque
nunca un ntmero algebraico elevado a potencia algebraica (que
no sean uno u otro racionales) puede ser un ntimero algebraico.

Una vez establecida esta imposibilidad, los principios conser-
vativos llevan fécilmente a la conclusién que el movimiento final
consiguiente con el andlisis anterior es compatible sélo con el caso
de que la primera bola vuelve atrds; en efecto, llamando siempre
z; a las velocidades finales, de las ecuaciones

Szi=v ; D22=1¢
se deduce

Tz =0,

la cual no puede realizarse sino por ser nulis todas las z; salvo una
o bien algunas de ellas negativas. Necesariamente, en este caso la
méaxima velocidad retrograda debe pertenecer a la primera bola.

6 — Vamos a tratar ahora en detalle los casos de » =3y n = 4.
n = 3. — Se tiene

Dy=wt—40+3=(?—1) (0*—3)
wy =0 w3 =1 vy =3
Ar=0*—3w+1 , A=(@+1) , A=1
AP=—1, AP =1, AP =0, A SRR LAY -— 1

Las férmulas [22] proporcionan luego

. cost , cosy3¢t , 1
xl“”(z = +3)

- =_,,<M_i) [21]

3 3

2

£ 11
=v(_cost+cos8/?t _)’
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de donde las aceleraciones seran

50'1 = — —;‘ (sen t + ————————Seri/\/?;g t)
A v V3t [22]

Nos preguntamos entre z; y s cuédl llega antes al valor 0; se
ve en seguida que en el primero y segundo cuadrante /3 sen ¢ >
> sen /3 ¢; se sigue que ciertamente se anula primero , para
¢t en el segando cuadrante y /3 ¢ en el tercero o cuarto. Por un
procedimiento cualquiera de aproximaciones numéricas se obtiene
luego que serd z; = 0 para

t = 2,5548 = 146° 22’ 46" (% = 0,000005 v) [23]

al cual corresponde
z; = —0,13026v.

Por tanto a este momento la primer bola se separa volviendo
atrds, mientras las otras siguen avanzando conjuntamente apre-
tadas una contra otra con la aceleracién

-—.11.12 = ..’ia = 0,554 v
y con las velocidades respectivas
@y = 0,428y , a5 = 0,702

Por efecto de esta diferencia de veiocidad y de la aludida presién
la segunda bola sigue, después de la separacién de la primera, a
retardar, y la tercera a crecer su velocidad. Las velocidades finales
se obtienen sin mayores cdlculos de los principios conservativos,
debiendo realizar las condiciones

¥ 4+ 2* =1,130 m* 4 1% = 0,9831 02 ;
luego
* =0,150 , 23* = 0,980

Puede notarse que es bien cierto que la tercera bola, segin este
célculo, sale con una velocidad sensiblemente igual a la velocidad
de choque, pero las dos primeras adquieren velocidades opuestas
entre sf, dando lugar a una velocidad relativa no despreciable.
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Para lo sucesivo es interesante notar que en el momento de se-
paracién de la primer bola, la tercera ya tiene velocidad sensible-
mente mayor que la segunda, lo que indica que ha sido superado
el momento de méixima compresion; éste se verifica para ¢ = 2,3,
con la aceleracién, para la tercer bola, z; = 0,586 o.

7.—mn = 4. Se tiene

D/ = (0*—2) (Dy’ —1) = (0®* —2) (v* —4 0?4 2)
wo =0, 02=2—42, =2 o?2=2+12
A; = 0*—50'+602—1, A=0'—3w?+1, A=w’—1, A=1

AP =—1 AP =1 AP =—1
NV =1 AP mIAN = 1—fo
AP = AP =—1 AP =1

AP =1 AP =AP-1++7
TADR=2AR5=4, TAL, =4(2—+2), TAQ®, =4(24+42)

Aplicando las [22] se obtiene luego

;cl=%(_2_1vgcos\f2—\/2 t+ cos V2t +
] —
S e 2++y2¢t+1
- T cos\} v ot )
;'52=_Z_<;/%cos 2—[2¢t—cosy2t—

—-\/l—?cos\l2+\/_7t+ 1)
. v 1 \,__ o 24
x3=z(—‘l—?—cos 2—2t—cos\2¢t+

+ \/l_z_cos\{Z—l-\/—%t-l-l)

;_2_005 2— 2t 4+ cos\2t—

1 —pann)
_ 24++42t4+1
2z c‘os v e )
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y por tanto

v

T ———(V___sen\IZ——\/2 t+ 42 sen2¢t+

\/2+ sen\{2+\/—t)

T2 =——Z<‘/msen\/2—\/2t —4/2 sen2t—
‘/24—2\/2 sun02+\/2t)

3 =%(‘/—2:—-2\/—?sen\’mt + 2 seny2 {—
‘/2+2\/2 sen\i2+\/2t)

T4 =%(\/2—V sen\’2—\/2t~\/2 sen \[2 ¢ +

(25]

\/znltv*sen\}ﬂv—t)
i v 1 T
k) y = — 2 = —
z + x 2ﬁ(msen\, V2t
\/2+ sen\/2+\/_t>
V2
554+254=—%\/—2—sen\/_2—t

Se reconoce inmediatamente en estas expresiones que ¥, < — %
hasta que /2 ¢ no haya pasado en el tercer cuadrante; ademis

Z; + %, se mantiene constantemente < 0 mientras V2 + V2t
no haya recorrido todo el giro y més. Por otra parte, al llegar /2 ¢

3w
en proximidad de —— en la expresién Z; domina ciertamente el

2
signo del término /2 sen /2 ¢; se sigue que de las expresiones
Ty, ¥ + oy x4 = — (&1 + T + #5) la primera en tomar el valor 0

serd i, y esto va a ocurrir para un valor de ¢ comprendido entre
7c 3=

EERET
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Aplicando un método cualquiera de calculo numérico (por ej-
el dicotémico) se determina esta raiz y se encuentra el valor apro.

ximado
t = 2,569
al cual corresponden

V2 — 2 ¢ = 1,96491 = 112° 34’ 52"
V2 ¢ =3,633114 = 208°9' 44"
V2 + V2 ¢ = 4,741422 = 271°39' 485

I

y consiguientemente
%, =0,00046 v, 7,=—0,61784v, z3=0,283100, 7,=0,33327v [26]
,=—0,132v, 2= 03979 , 2;=0,543v , x4=0,192v [27]

Considerando buena la aproximacién en la tercera cifra decimal,
inferimos que al tiempo ¢ = 2,569 ]a primer bola se separa con ve-
locidad retrégrada 0,132 v; valores éstos casi idénticos a los obte-
nidos para el caso n = 3.

Las otras bolas siguen avanzando conjuntamente, y, como ya se
notd, debe ahora estudiarse su movimiento, como problema de 3 bo-
las en el cual las condiciones iniciales estdn dadas por los valores [26]
y [27] de las velocidades y de las aceleraciones. Debe notarse que,
por ser estas condiciones iniciales distintas de 0, las férmulas que
expresan el movimiento dependerdn ahora tanto de los senos como
de los cosenos; todavia no existird término en £, como indicaria
posible la rafz doble w, = 0 de la ecuacién anterior caracteristica,
por realizarse la condicién Z, + &3 + z, = 0. Se obtiene

€ =  0,1028 cost — 0,08297 cos \ 3 ¢ — 0,4757 sent —

— 0\’/1;2 sen \ 3 ¢ + 0,3775
g3 = 0,16594 cos \3 ¢ + 9\’/2_% sen\3 ¢ + 0,3775
24 = — 0,1028 cost — 0,08297 cos \ 3 ¢ + 0,4757 sent —

= 0\’/1;2 sen \3 ¢ 4 0,3775

&y =— 0,1028 sent+0,08297 /3 sen \/3 t— 0,4757 cost— 0,142 cos 3 ¢
%3 =—0,16594 v 3 sen {3 ¢ 4+ 0,284 cos Y 3 ¢
Zi= 0,1028 sent+0,08297 \/3 sen \3 (40,4757 cost— 0,142 cos 3 ¢
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Nuevamente se ve que al variar ¢, alcanzard primero el valor 0
la # y esto aproximadamente por
t = 1,35554 = 77° 40’

al cual corresponde

o =—0,00ly , 3 =—2xs =—0,40405 v
Ty = —0,06554v , z3 =0378v, 24 =08200v [28]

Se separa luego la segunda esfera con velocidad retrégradu,
mientras las dos tltimas avanzan todavia conjuntas por breve
rato. Para obtener el movimiento definitivo no es mds necesario
resolver directamente un problema de movimiento de dos bolas,
bastando tener en cuenta los principios conservativos, por los
cuales, llamando v, vs, vs, v4 las velocidades finales, y teniendo en
cuenta que

n=—0,1320 , v2 =—0,06550 ,
debe ser
vs +vs = 1,1980 , 032+ v = 0,978 2.
Resulta
vs = 0,238y , vy =0,9600. [29]

Todavia se realize que la tdltima bola sale definitivamente con
una velocidad sensiblemente igual a la velocidad de choque; pero
las demés quedan en movimiento, con velocidades pequefias, pero
no del todo inapreciables.

8 — Del precedente estudio numérico ya pueden inducirse algu-
nas conclusiones:

El hecho que la dltima bola parece recoger la velocidad total se
encuentra plenamente confirmado; por otra parte es evidente que
esto no contradice al hecho de una velocidad sensible para las de-
més, por cuanto estas velocidades son en parte de signo opuesto
y sus cuadrados muy pequefios.

El tiempo necesario para la propagaciéon del movimiento de la
primera a la ultima bola es del mismo orden del tiempo necesario
para que la primera bola se separe del grupo, apenas el nimero de
las bolas va creciendo; en efecto ya en el caso de 4 bolas, la primer
bola se separa con movimiento retrégrado cuando la dltima no
ha todavia alcanzado una velocidad 1/5 de la velocidad total.



— 209 —

Para tener una idea del valor de estos tiempos calculado en se-
gundos, es necesario puntualizar la eleccién de la unidad de tiempo
segin hemos aludido al principio del n. 3; si el tiempo medido en
segundos lo indicamos con T, se realizan las condiciones del n. 3
poniendo

t:T =k\E :p [30]

donde %k es un coeficiente geométrico, dependiente s6lo de la forma
y dimensiones de los cuerpos que se chocan; E es el moédulo de
elasticidad y, por lo tanto, en los casos practicos del orden de 102
(calculando, como es necesario, en el sistema c¢. g. s.) y ¢ es la den-
sidad del cuerpo. En el caso del choque de esferas de radio R, puede

ponerse
N T 4
k=%/‘/ﬁ e [31]

Se sigue que, para valores de R del orden del centimetro, el orden
de magnitud de la unidad de tiempo ¢ puede considerarse entre
100 v 10~

9 — Si, en lugar de la simple hipdtesis de proporcionalidad entre
deformacién y fuerza, admitimos la ley de HErTz, el sistema de

(*) He aqu{ las indicaciones necesarias para el cdlculo de este coeficiente: acep-
tamos como coeficiente de proporcionalidad entre fuerza y deformacién el mismo
indicado con k., por HERrTz, L. c.

8 R i
A e iy =,
39 2 2

donde 9 es un simbolo introducido por HERTzZ, y equivalente en los simbolos co-
2u + A ! ; ;
rrientes a e , A es la constante de Lam%; finalmente el dltimo miembro es

TN 7))

una evaluacién aproximada correspondiente a tomar, como puede hacerse media-

1 .
namente en los casos comunes, p. = —2—X. Indicando con m la masa de la es-

4
fera m = s « R® o, la ecuacién del movimiento tiene entonces la forma
i : B
mx = ky @, donde « representa la deformacién. Deberd ponerse ¢:T = [/ —;
m

3
poniendo, como normalmente, A = ZE , se obtiene para k el valor del texto.
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las ecuaciones [6], [7], [8] se modifica en el modo siguiente: pon-
gamos en forma general

Xi=2i— 2+ 2r ;
debers ser
by = — X972
wiy = X — X3P
...................... 132]
wE,_y = X322 — X372

o 3/2
95 Tn — an_l

donde p. es un coeficiente que depende, como hemos visto, de las
condiciones fisicas y geométricas de los cuerpos y de las unidades
de medida. Notando que

T — T, = X,

se puede inmediatamente reducir en 1 el nimero de las funciones
incégnitas, tomando por tales las X;; resulta en efecto

wX, = —2X32 4 x3
Xy = X2 9 xBhy xIR 33]

3/2 3/2
X,y =X/2—2Xn/—1’

sistema éste que no difiere de [8] sino por la introduccién de los
exponentes 3/.. En el caso de n = 2, se reduce a la sola ecuacién

Xy = —2X3P

que es la misma considerada por HErTZ y se integra por separa-
cién de variables. En el caso de » = 3 puede intentarse la resolu-
cidén por aproximaciones sucesivas segin el método de Picarp y
convendrd utilizar, como primera aproximacién, la solucién del
sistema lineal [8].

Para la aplicacion del método de Picarp deben realizarse acota-
ciones conocidas que, en la forma més simple, pueden expresarse
en esto, que llamando b el intervalo de variabilidad en que con-
viene considerar las funciones incégnitas (z; para el sistema [32]

-
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o X, para el sistema [33]), y llamando M el méximo valor absoluto
de los segundos miembros al variar las funciones incégnitas dentro
de dicho intervalo, la razén b : M no sea inferior al intervalo de
variabilidad en el cual es necesario considerar la variable principal.
En el problema actual, va a servirnos para realizar tales condiciones
el hecho de que la variable principal es el tiempo mientras las fun-
ciones incognitas dependen de la unidad de longitud y podemos
luego cambiar independientemente los valores numéricos de los
intervalos con cambiar las unidades de medida.

Nocemos por eso que los resultados de los nos. 6, 7 nos han mos-
trado que la primera aproximacién del caso lineal contiene en su
solucién el factor v, el cual, en caso de elegir la unidad de tiempo
como en el n. 8, resulta, en las condiciones experimentales ordi-
narias, un ntUmero grande; este » aparecerd en la razén b:M
como factor v=% (ndtese que evidentemente no constituye excep-
cién a la factorizacion de v la presencia del término 2r, porque

7.
siendo 7 y v dos constantes, podrd siempre escribirse r = 07)

y por esto habria que temer que se reduzea en modo no utilizable
el intervalo de confianza de la aplicacién del método de Picarp.

Para eliminar esta dificultad y determinar al mismo tiempo una
primera aproximacién de la solucién, pensamos efectuado un cam-
bio de la unidad de tiempo tal que el nuevo tiempo £* se exprese
por el antiguo por

1

t* =1vy9° [34]

donde v es una constante que queda por determinar; llamando
z.* y y,* las derivadas de z; respecto de t*, es

o X = U

Llamemos X,* la expresién que resulta para X; cuando las z;
son las soluciones del sistema [8] donde la variable tiempo es t*;
es

donde E, es la funcién numérica, combinacién lineal de los sen w; t*,
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que resulta de los céalculos de los pérrafos 5, 6, 7. Multipliquemos
entonces las ecuaciones [32] por el factor p-1 v-2v-7; los primeros
miembros se cambian respectivamente en #;* y si, después de tal
multiplicacién, se ponen por las X; las X,* los segundos miembros
se cambian en expresiones de la forma

X _5 a1 e 1 5
= e T =2 4. "2
—\E ety ) Eio*, \EPuly o) Ero*—\E® wly P ) Epm*..

[35]

Hemos conservado indeterminado el ntimero v; supongamos aho-
ra darle un valor medio entre los ntmeros

3
5

= L) »
S y Sz ey .. )

estos niimeros son bastante préximos entre si, porque de las expre-
siones obtenidas en los casos n = 3, n = 4 se reconoce que estin
todos comprendidos entre 0 y pocas unidades, y la elevacién a la

1
potencia s los aproxima ulteriormente. En estas condiciones los

factores en paréntesis en las expresiones [35] son todos préximos a
1 y se concluye que los valores de las ;* que sirvieron para formar
las X;* constituyen una solucién aproximada del sistema [32]. En
el mismo tiempo se ve, en las expresiones [35], que el nimero M es
el producto de una constante de valor no superior a pocas uni-
dades por »*; esto es resulta del mismo orden de magnitud nu-
mérica que b.

La sustitucién [34] afecta tnicamente el tiempo por un factor
de proporcionalidad yo+; evidentemente, para todas las deduccio-
nes que sean independientes, tal como las referentes a razones entre
velocidades o generalmente a magnitudes fisicas de dimensién 0O
respecto del tiempo, se puede prescindir de ella y por lo tanto tam-
bién de una precisa determinacién del factor numérico v.

La aplicacién del procedimiento de sucesivas aproximaciones se
reduce a considerar, respectivamente para los dos sistemas [32]
y [33], los sistemas que se obtienen de ellos poniendo y = 1; luego
poner en los segundos miembros, en lugar de las X, los valores
E; que se obtienen dando a las z; los valores que resultan, para
v =1, de los célculos de los nos. 5, 6, 7. Después de esto se calcu-
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lardn las segundas aproximaciones de los z; X; cuyas derivadas
forman los primeros miembros por integracién; sustituyendo nue-
vamente en los segundos miembros se calcularan las terceras apro-
ximaciones y asi siguiendo. Las aceleraciones y velocidades de los
cuerpos (bolas) se obtendrdn multiplicando por v* = v y los
nimeros obtenidos.

10 — Apliquemos estas conclusiones a calcular en segunda apro-
ximacibn, en el caso de n = 3, la velocidad de la primera bola en
el momento en que se separa de las demds; la primera ecuacién
del sistema [32] resulta, en este caso,

o 3y ) *h
x1=—<i>/<sent+M) .
2 V3

El valor de ¢ para el cual esta aceleracién z, es nula, es decir el
instante en que la bola se separa de las demds, queda (formal-
mente), en esta segunda aproximacién, el mismo que para la pri-
mera,

t = 2,55 = 146° 22';

para calcular la correspondiente velocidad, teniendo en cuenta que
para t = 0 debe ser &1 = 1 habrd que calcular la integral

3y 2,55 g ERANL
*(—;—-) / (sent+m) dt +1;

0 V3
la integral no puede expresarse por funciones elementales; se calcula -
numéricamente su valor y se obtiene

— 0,97 + 1 = 0,03.

Se concluye por una velocidad posiciva, pero presumiblemente
inferior a lo observablz; ademés debe considerarsela afectada por
un error propio del método de aproximaciones sucesivas. La expe-
riencia de MAR{OTTE resulta, pues, confirmada teéricamente para
n = 3, osarfamos decir més exactamente de lo esperable.
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Merece notar todavia que la férmula [34] indica que, si del tiempo
ficticio ¢* se vuclve al tiempo ordinario, vodos los valores quedaran
afectudos por el factor v—=; las duraciones de todas las fases del fe-
némeno disminuyen con crecer la velocidad de choque en razén de la
raiz quinta de la velocidad. Es 1a misma conclusién a la cual llega
HErTz en el caso de dos cuerpos solamente, en el cual la 1ntegracion
se hace exactam:nte.

11 — Terminamos aqui auestro estudio actual, por ser 1a Nota
bastante larga y las conclusiones que se pueden sacar por inducecién
posiblemente bastante claras. Notamos que podria merecer com-
pletarlo, para puntualizar varios detalles; en el n. 7 hemos obte-
nido como instante de separacién de la primer bola, en el caso de
4 bolas, uno muy préximo al que corresponde a 3; las propiedades
de la ecuacién caracteristica que en el n. 5 hemos simplemente
enunciado, dejando lay demostracién al lector, dejan prever que
no es cosa accidental y que por lo contrario debe generalizarse a
n cualquiera. Puede ser interesante también pasar a una tercera
aproximacién para confirmar la validez de la segunda (*).

Al estado actual de nuestros cdlculos puede afirmarse lo siguiente:

1° La explicacion de la experiencia de MARIOTTE no puede obte-
nerse por razones de mecénica elamental, sino que depende nece-
sariamente de un anilisis fundado sobre la teorfa de la elasticidad.

20 KEsta explicacién resulta satisfactoria por la admisién de la
ley de HerTz sobre la relacién entre presion y deformacién; pero
ella depende esencialmente de la forma de los cuerpos o por lo menos
de sus superficies en proximidad del punio de contacto. Si, en
lugar de esferas, se pusicran en el aparato de MAR(OTTE trozos de
cilindros o prismas, hay que esperar que la experiencia no se des-
envolveria de la misma manera.

3° No se puede excluir que la propagacién de ondas en los
cuerpos que se chocan tenga una parte en el fenémeno; pero no en
el sentido de Poisson y de SAINT VENANT. El tiempo de duracién

(*) Finalmente los métodos de cdlculo expuestos podrian generalizarse para
estudiar teoricamente las experiencias de choque menos simples a las que alu-
dimos en el ne 2.
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de la compresién ent:e dos esferas es del mismo orden del tiempo
necesario a la onda de choque para atravesar las mismas esferas o
un ndmero reducido de las préximas; esto no contradice en nada
a la observacién de HERTZ que este tiempo sea muy grande en com-
paracion de aquel necesario para que la onda se haya alejado de
la regi6on donde ocurre la compresién, porque esta regién es enor-
memente reducida en comparacién con las dimensiones des los
cuerpos. El efecto eventual de la onda puede imaginarse en que,
en el mismo tiempo que en proximidad del punto de contacto, se
producen las fuerzas de compiesién y distensién, la onda, llegando
3 la superficie de bolas préximas, induce una fuerza de masa por
la cual éstas se comportan como si fuesen més livianas; es evi-
dente que este efecto tendria como consecuencia de aproximar a
la verdad la explicacién cldsica que reduce el estudio al caso de dos
bolas, pero por un camino totalmente distinto.

B. Levi.



— 216 —

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

RESUELTOS

Ne 15. — Sean n ntimeros reales positivos ordenados en orden creciente

<y <T3 < oo0 < Tne

Llamemos
pi = (@i—m) (s —a) ... (@i—>y) (@ —2igy) ... (@i — ).

Demostrar que

12 SoLucIiéN. — Procederemos por induccién. Para n =2 es
P1 = T — &3, Py =% — x1 y evidentemente se verifica el teorema.
Suponiendo que la relacién es cierta para n — 1 ntimeros z;, vamos
a demostrar que también lo es para n.

Llamando p; al producto andlogo al p; pero sin la z,, es decir
= @;—m) (@g—22) ... (B;— Tp_y); €8

n 1 n—1 1
B 1
1 1 P (@i— ) Pn
n—1 1 O n—2 1
Pero por hipétesis = or tanto e M
por hip ; = ypP o 2 o7

Sustituyendo en [1] sers

Z":L_"iz 1 i . g L
1 Pi !\ Ti— Tn Lpo1— Tn Pn i

i1 1 s Tn_1— ;
Dn (Tpa— xn) 1 p,—' (xi—xn) :

(2]
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Llamando p;’ al producto anédlogo al p; pero formado con los ni-
INETOB. L1iles e Lty L, €8

Tn1—&i 1
pi @i—=x) b’ 3]

; 2 1
y como suponemos el teorema cierto para n— 1 ntimeros, es Z 7 ik 0
7

extendida la sumacién a 7 =1,2,3, ... n— 2, n. Por tanto
e 1
; pi/l a5 pn’/

Con esto de [3] y [2] se deduce

Sl 1 =
1 Di Pn Pn'" (s — %)

puesto que p, = p,”’ (¢, — z,_,). Queda, pues, demostrado el enun-
ciado.

Generalizactén. — Vamos a demostrar que, mis generalmente,
se realiza

m

T
Saia ZZ; , para m<n—2. (4]
1 1

Procederemos también por recurrencia. Como hemos demostrado
que Sy, = 0 para cualquier » mayor que dos, supongamos también
que S,_;,, = 0 y vamos a demostrar que S,,,, = 0. Es

n—1

2= U1
Sm,n — Zn Sm—l,n = ; ;il (.’l)@z— xn)n = Sm—l,n—L

Por consiguiente

Sm,n = S'm—l,n—l = Sm-2,n—2 = gk So,n_m =0.

Esto supone que Sy,,_, €8 de la forma general, es decir, que
por lo menos n—m = 2 para poder formar suma; por tanto la
Unica condicién es que m = n— 2.
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Con esto queda demostrada la férmula general [4] para cualquier
n = 2 y cualquier m < n— 2.

2* SoLuciéN.— Una demostracién répida de la identidad pro-
puesta y de otras generalizaciones se obtiene recordando la férmula
de interpolacién de LAGrRANGE. Poniendo

Pi=@—z)(xz—x) ... @—&i_1) (B — Tig1) ... (T —2,)

y siendo f(z) una funcién racional entera de grado m < m, se ob-
serva, que la ecuacién

s ;) P;
3L @ -0 51
< Pi
=1
que es de grado n — 1 (grado de las P;), tiene las raices 21, 23, . .. z,.

Por tanto, teniendo un nimero de rafces superior a su grado, debe
ser una identidad, es decir, ordenando respecto las potencias de z,
los coeficientes que se obtengan deben ser idénticamente nulos.
Dando a f(x) formas particulares se obtienen de esta manera mu-
chas identidades del mismo tipo que la propuesta. Veamos algunos
ejemplos.

Si f(xz) = 1, el coeficiente de z"~! en [5] nos da precisamente
la identidad del problema propuesto. Los demés coeficientes, igua-
lados a cero, dan identidades del tipo

Teds .- Xixixe
25: Y23 o 2; 24 2 e

donde en las sumas de los numeradores estd excluido el valor z;.
Poniendo f(z) = 2™ (m < n—2), escribiendo que es nulo el
coeficiente de z"~! en [5] obtenemos la identidad [4].
En general, si f(z) es de grado m (m < n) se obtienen relaciones
del tipo
Z I (x:) Sa -0
i Di

donde S;; indica la suma de los productos & a k de las z; (j # 1) para
k<n—m.
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Ne 42. — Demostrar que para un circulo de radio R el limite de la razén entre
el cuadrado del 4rea de un segmento y el cubo de la flecha correspondiente, cuando

32
ésta tiende a cero, es e R. Generalizar este resultado al caso de una curva pla-

na cualquiera.

1* SoLuciéN. — El 4rea de un segmento de circulo estd dada por
2

R
la f(’)rmula,—z— (2 — sen a), siendo « el 4ngulo en el centro me-

dido en radianes. El valor de la flecha h es A =R (1 — cos %) e

Tendremos que hallar el limite

[—;— R? (o — sen oz)]2

lim s
£t lR (l—cos i)]
: 2

Desarrollando en serie sen « y cos « y sustituyendo en la expre-
sién anterior, dividiendo luego numerador y denominador por of
se obtiene inmediatamente el limite enunciado.

Pasemos a demostrar lo mismo para una curva cualquiera. No-
temos que, para la existencia de un segmento para el cual pueda
hablarse del limite considerado en el enunciado, es necesario estar
en el entorno de un punto que no sea de inflexién. Supondremos
luego considerar la curva en proximidad del origen de las coorde-
nadas y que sea tangente en el origen al eje z, siendo representada
por una ecuacién

y=ax4+ ea? (a#0) [1]

donde ¢ representa una funcién de z tal que lime = 0. A cada ¥
z->0

fijado arbitrariamente corresponde sea del lado de las x positivas,
sea del lado de las negativas, un o minimo tal que yo = y(«).
Indiquemos con A; y A, las 4reas comprendidas entre el eje y,
la cuerda y = yo y las ramas positiva y negativa de la curva hasta
este més proximo valor de z. Para fijar las ideas supondremos
considerar la rama positiva (zo > 0); serd

A, = xoyo—/%(ax2+ex2) dx =x0yo—-—%axo3——fmsx2dx. [2]
0 0
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Por ser lim zy = 0, lim ¢ = 0, asignado arbitrariamente un « > 0,
%—>0 2> 0

puede elegirse y, bastante pequefio para que sea | ¢ | < « en todo
el intervalo 0 — zo; se sigue entonces por [2]

g :
xoyo———l-ax03——1-axo3 <A < xoyo——a$03 +—1—(2x03
3 3 3 3

y, por [1]

(—;—a + e(xo)—-—;—a> x03 < A1 < (—:—a + E(il)o) + —;)—-O!) 11303

; A, 2
lim ===
2 =>0 11303 3

Anjlogamente, por [1]

/2 3y
ttm Y2 = lm <a + e(xo)) ey

zo—>0 x03
luego
A A p *f2 D
lim —%—=lim %:llm Lot .
wo—>0 Yo': z>0 T® z->0 Zo° 3Va

Anélogamente, considerando el 4rea A, limitada por la curva,
el eje y y la parte negativa de la recta y = yo, resulta también

A, 2

lim e e e
w>0 Yo" V3 a

Por consiguiente, llamando 4 al 4rea total 4; 4+ A4, limitada por
la curva y una recta paralela a la tangente a distancia yo, serd

R S [4]

y siendo en nuestro

1 _|_ 19 3/2
Siendo el radio de curvatura R = (__,y_)__

!

1
caso y' (0) =0, " (0) =2a, resulta B = - Despejando de
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aqui el valor de a y sustituyendo en [4], podremos escribir, des-
pués de elevar al cuadrado ambos miembros

2
w—>0 Yo’ 9

lo cual prueba el enunciado.
El célculo puede repetirse también en el caso que, en lugar de [1],
se tuviera

y=(a+ea? (a0, p>1);

pero se obtendria

A 2 2
m —te = —=2 4, 1m ¥ —lmahap-t=0;
e (e 2p+1 P e 2> 0
luego
; A,
llm -87;_ = o0
1[090 yo

conforme al hecho que en este caso también R = .

Esta solucién es debida al Sr. Gumo O. G. LisErrE, alumno de la Facultad
de Ciencias Mateméticas de Rosario.

La segunda solucién que sigue, sin diferir esencialmente de la anterior, tiene
por caracterfstica el hecho de razonar con coordenadas generales. Puede notarse
que la forma adoptada para la férmula de Taylor obliga a suponer la continuidad
de la derivada segunda, lo cual no es necesario en la demostracién precedente.
A este respecto véanse las observaciones sobre la definicién de radio de curvatura
en la nota « Definicién y condiciones de existencia de la tangente y el circulo oscu-
lador en un punto de una curva ». (B. LEvi, Mathematicae Notae, Afio II, pdg. 11).

2% SoLuci6N., — Dada la curva I' y un punto genérico de la
misma A4, tomémoslo como origen de un sistema de coordenadas
cartesianas ortogonales disponiendo los ejes de manera que, siendo
y = f(x) la ecuacién de T, las derivadas f’(z) y f’(x) que supo-
nemos existir en un entorno « de A, con f”/(x) contiaua en A4, sean
positivas en a.
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Consideremos una cuerda AM tal que la abscisa & del extremo
M pertenezca al entorno « y sea ¢ la tangente a I' en el punto
P = [hy, f(h1)] donde ki (0 < hy < h) verifica la relacién f (k) =
= hf (h).

Siendo 3 la distancia de A a la tangente {, es decir la flecha
del s3gmento AMP, tenemos

5 o =) +F () b
V1+f2(h)

Aplicando la fé6rmula de Taylor a f(h) y f’(h) obtenemos como
expresion de 3
=0y == I F0) —%hﬁf”(hz) + ki f'(0) + ha? £ (h)
NI+ 770w =

3:

Bt | 7 (hs) — %f”(hz)
NESED)

donde ks y hs estdn comprendidos entre 0 y 1, exteemos excluidos.
El 4rea del segmento es

h » APV .

S=—2—f(h)—/0f(x)dx = 1)+ 0m)

B ’ a? " — n 1 W b e
~[[r @+ S5 @n]a = rran 5@ as,

donde 0 y 0 verifican las desigualdades: 0 <06 <1, 0 <0<1.
~ Siendo L y I los extremos, respectivamente, superior e inferior
de f"’(z) en el intervalo (0, k), podremos escribir

Sron—F<o« =)
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Dividiendo los tres miembros de esta tltima relacién por 5 se

tiene
[5ron—<][r +s0]"

h? - S 5
2h/],3 lf"(h3)_‘%f”(h2)‘h 8”
1 L /s
=g e = 1 /2 hl
5 [2f(,) 3][ +f(>] -
2h3 1 1 2 '/2 '
: ’f () — = (im)’

Pero L, I, f" (hs), '’ (hs) y f"'(h) tienden a f’’(0) cuando % tiende
3

a cero, mientras que —— (*) y f’(h) tienden respectivamente a

hit
8 y a f(0).
Por lo tanto, siendo R el radio de curvatura de I' en el punto
A, el limite de cada uno de los miembros extremos de la relacion [1]

4. , 32
es = V2R . El limite buscado serd por tanto e R.

Esta solucién ha sido enviada por el Prof. EpisoN Farag, de la Facultad de
Filosofia, Ciencias y Letras de la Universidad de Sdo Paulo (Brasil).

Una solucién ha sido enviada también por el Ing. S. FREIBERG, de Tucumén,
observando que la extensién de la férmula del caso del circulo al caso de una curva
cualquiera depende simplemente del hecho de que el arco de curva < puede con-
fundirse en lo infinitésimo » con el arco del circulo osculador; débese notar que
lo esencial de las demostraciones que hemos reproducido consiste, en efecto, en
puntualizar esta observacién estableciendo que el 4rea comprendida entre la
cuerda y el arco difieren en infinitésimos de orden superior del 4drea comprendida
entre la misma cuerda y el circulo osculador.

(*) Diversos tratados de An4lisis demuestran que el 0, del resto

hn
Bo = — J®(a + 0h)
n!

de la férmula de Taylor tiene por limite z cuando & tiende a cero, si f®@+1) (z)

n
es continua y diferente de cero en el punto a. Ver, por ejemplo, PH. FRANKLIN,
A treatise on advanced Calculus, pdg. 139. En nuestro caso es
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Ne 43. — Una curva corta al eje z en un punto 2 = a. La razén del 4rea con-
tenida entre la curva, el eje z y la ordenada de un punto variable al drea del cua-
drado de esa ordenada es igual a la razén entre esa misma ordenada y la abscisa.
Determinar la ecuacién de la curva.

SoLuci6N. — Sea y = y(z) la ecuacién a determinar. La condi-
ciéon del problema se escribe

z
/ydx
g s Jod
x

y® E

z —y3
/aydx— =

El primer miembro, por ser una integral de funcién continua
es derivable. Por tanto es derivable el 2° miembro y luego tam-
bién es derivable y (x), derivando los dos miembros tendremos:

0 Ssea

_Syzy —y
B

Excluyendo el caso y = 0, en el cudl el problema no tiene sen-
tido, esta ecuacién diferencial se escribe

dzyy = x® + y2.

Es una ecuacién diferencial homogénea. Haremos el cambio de
funcién

%=z , dy =2xdz+ zde,
con lo cual queda
3 az 2 =1—222
dx
0 sea
dr  zdz
- o Lo POl
1 1
Integrando resulta 3 logz = — y log (1—22%) + C, o sea

3 4

z Y1—222 = cte.
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Reemplazando z = % y determinando la constante por la con-

dicién de que para ¢ = a sea y = 0, resulta
oz 2 a\'%
y g 2 /‘/1 e (—x—) )

o bien, quitando los radicales, (22— 2%2)? = ca?.
Esta es la ecuacién de la curva buscada.

Esta solucién es andloga a las enviadas por los Sres. EpisoN Faran, de la Fa-
cultad de Filosofia, Ciencias y Letras de la Universidad de Sao Paulo, Brasil, y
Guipo O. G. Liserrg, alumno de la Facultad de C. Mateméticas de Rosario.

Neo 45. — Demostrar que el producto de 4 ntimeros enteros consecutivos aumen-
tado de una unidad es siempre un cuadrado perfecto.

SoLuci6N. — Sean los 4 nimeros n—1, n, n + 1, n + 2. Po-

1
niendo @ = n + ry el producto de cllos aumentado en una unidad

vale

=) e e

2
=a4—ia2+£ = a,?—i 3
2 16

El ntimero a? — o es clertamente racional; por ser su cuadrado

un ndmero entero es, pues, entero él también; puede verificar-

il
se por el cdlculo directo observando que siendo a = n 4 Y es

a’—z=n2+n—1.

Por tanto quada demostrado el enunciado del problema.

¢
Han enviado soluciones andlogas a la anterior los Sres. ENrRIQUE L. Howarb,
PaBLo CapiTaNicH, ENRIQUE SaIp, Jost Lanoz, Gumo O. G. LisErRrRE, EDUARDO
A. Urera, NaRciso pE Dieco y CarLos A. KRUGER, alumnos de la Facultad de
C. Matem4ticas de Rosario.
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Ne 47. — La ecuacién
@+ (@ +y)—2a2—2Aa> =0, >0

representa, al variar A, un sistema de circulos. Se pide el lugar geométrico de los
centros y la envolvente de los circulos del sistema. Tomando 'como polo el origen
y como eje polar el eje z, determinar la ecuacién de la envolvente en coordenadas
polares y demostrar que es una curva cerrada. Hallar la longitud y el édrea de
la misma,

SoLuciON. — La ecuacién dada representa un sistema de circulos
que pasan por el origen de coordenadas. La ecuacién general de un
circulo de esta naturaleza, cuyo centro sea el punto de coordenadas
a, b, es

224+ y*—2ax—20by = 0.

Comparando esta ecuacién con la del enunciado, se obtiene

od A o?

o + A2 o + A2

Por tanto las ecuaciones paramétricas, con pardmetro A, del
lugar geométrico de los centros de los circulos del sistema, son

P o = A o?
a? 4+ A2 i oz2—l-)\2'

Para hallar la ecuacién de este lugar en forma explicita, elimi-
naremos A entre las dos ecuaciones ultimas. Dividiendo entre si
. . ay e
las dos ecuaciones se obtiene A = g sustituyendo este valor
en una cualquiera de ellas resulta

22 4+ y*—ax = 0.

Esto nos dice que el lugar geométrico de los centros de los circulos
del sistema es otro circulo cuyo centro se halla sobre el eje z, es

o4
tangente al eje y y su radio vale e

&

Para hallar la ecuacién de la envolvente tenemos que derivar
la ecuacién dada del sistema de circulos respecto A; de esta deri-
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vada se despeja el valor de A y se sustituye en la ecuacién primitiva.
Se obtiene

2@+ ) —2ax (22 + 2 —aty? = 0.

Esta serd la ecuacién pedida de la envolvente. Para expresarla
en coordenadas polares, poniendo 2*4y?=p2?, z=pcosf, y=p seno,
se obtiene

02— 2apcos b —aZsen? =0

o sea (teniendo en cuenta que p debe ser positivo)

o = a (14 cosH).

Esta es la ecuacién de una « cardioide ». Se sabe que puede consi-
derarse engendrada por un punto de una circunferencia que rueda
sobre otra del mismo radio.

Para el area tenemos

1 2% o2 2% 3
A=—/ P2d9=-—/ (1 4+ cos 0)2d0 = — a2
2Jo 2 Jo 2

y para la longitud
2x 2% - 0

L= VPZ+9'2d0=[aV2(1+cose) d0=2/2acos—2—d0 =8a.
0 0 0

Esta solucién es debida al Sr. Gumo O. G. LisErre, alumno de la Facultad
de C. Matemdticas de Rosario.

Ne 48. — Si un cuerpo se deforma por homotecia, ;cémo se desplaza el bari-
centro? (no se supone la densidad constante). Aplicar este concepto para demos-
trar que el baricentro del 4rea de un poligono homogéneo circunscripto a un circulo
y el baricentro del perfmetro del mismo estdn alineados con el centro del circulo
a distancias de razén 2:3. Nétese que el poligono no se supone regular. =

SoruciéN. — Considerando en general un cuerpo no homogéneo
podemos siempre suponerlo dividido en elementos de volumen dv
suficientemente pequefios para que en cada uno de ellos la respec-
tiva densidad p pueda considerarse constante. Al deformarse el
cuerpo supondremos que su densidad en cada punto varia de tal
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modo que a cada uno de los anteriores elementos corresponde un
homotético cuya densidad sea K¢, donde K es una cierta constante
no necesariamente igual a la razén de homotecia.

Supongamos que para hallar el baricentro del cueipo primitivo
se utilice el conocido método que consiste en aplicar fuerzas para-
lelas iguales a o dv en los respectivos elementos y buscar el centro
de dichas fuerzas mediante una cierta construccién geométrica
(p. ej. un poligono funicular). Ahora bien, por la deformacién,
cada elemento dv se transforma en otro C? dv, donde C es la razén
de homotecia, y las fuerzas que se deberan aplicar a los elementos
para hallar el baricentro del cuerpo deformado serdn KC®p dv, es
decir proporcionales a las anteriores. Por lo tanto la nueva construc-
cién geométrica se puede hacer homotética de la anterior mediante
una conveniente eleccién de la escala de fuerzas. Se deduce que el
nuevo baricentro serd el punto homotético del primitivo en la ho-
motecia considerada. ,

Consideremos ahora el caso del poligono de lados Ly, Ls, ... L,
circunscripto a una circunferencia de radio R. Desde el centro de
la misma trazamos rectas a todos los vértices del poligono, con lo
cual su superficie quedars dividida en tridngulos, el 4rea de cada
uno de los cuales vale evidentemente

R

A5=L¢— i=1,2,...,n
5 ( )

Ahora bien, cada lado del poligono tiene el baricentro en su punto
medio y cada tridngulo tiene el baricentro de su 4rea en el tercio
de la mediana que pasa por dicho punto. Por lo tanto se puede en-
contrar el baricentro del perimetro del poligono buscando geométri-
camente el centro de un sistema de fuerzas paralelas iguales a L,
Ls, ... L, aplicadas en los puntos medios de los lados respectivos;
también se puede encontrar el baricentro del 4rea del poligono
aplicando andlogamente fuerzas L; R : 2 en los baricentros de los
tridngulos.

Con esto de nuevo estamos en el caso anterior, puesto que si se
considera centro de homotecia el centro de la circunferencia los
baricentros de los tridngulos son puntos homotéticos de los bari-
centros de los lados L;, siendo la razén de homotecia 2:3; ademéas
uno de los sistemas de fuerzas es proporcional al otro en la razén
R.2. Se d:duce entonces andlogamente que el baricentio del peri-
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metro y el del 4rea del poligono son homotéticos respecto del centro
de la circunferencia inscripta, o, lo que es lo mismo, dichos tres
puntos estdn alineados, estando sus distancias en la relacién 2:3
que es la razén de homotecia en este caso. »

Este teorema puede extenderse al caso de un poliedro circuns-
cripto a una esfera subdividiendo el volumen del mismo en pira-
mides cuyas bases sean las caras del poliedro teniendo todas por
vértice comtn el centro de la esfera. El baricentro de cada pira-
mide se halla a la cuarta parte a contar desde la base, de la recta
que une el centro de gravedad de ésta con el vértice opuesto; la
razén de homotecia serd por lo tanto 3:4. Ficilmente se deduce
entonces que en un poliedro irregular, homogéneo, circunscripto
a una esfera, el baricentio de su superficie, el de su volumen y el
centro de la esfera est4n en linea recta, las distancias estando en la
relacién 3:4.

Esta solucién des debida al Ing. PEDrO E. ZADUNAISKY, del Instituto de Mate-
méticas de Rosario.

No 51.—En el « Cours d’Analyse » de C. Jorpan (32 edicién, Parfs, 1913,
tomo II, pdg. 223) se demuestra la siguiente férmula

il R R el e

p+1 g+1 r+1 !
aP+1pa+1lpr+1 F( o )F( 8 )P( Y ) 21+1+q+1+r+1

1 1
aBy I‘(p+1+q+ +r+ )
@ g T 0

donde la integral triple est4 extendida al volumen V limitado por los planos coor-
denados z =0, y =0, z =0 y la superficie

(5[] -

Se pide generalizar la férmula anterior al caso de considerar la integral mdl-
tiple con un ndmero cualquiera de variables.

SoLuciéN. — Consideremos la integral multiple definida

y \1 1

t @ J it F(t)dt,
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en la cual el simbolo X representa la suma

o e e

1

y el simbolo II el producto

ﬁ Ez‘)‘i = &lh Ez)" b Enk” 5
1

F es una funcién arbitraria de un argumento. Los exponentes
constantes verifican a las desigualdades A; > — 1.

La integral se extiende al conjunto V (&, &, ... &,) de todos
los valores no negativos de sus variables que verifican a la des-
igualdad

§Ei$ 1.
1

De manera que los limites inferiores de integracién son

E1=82='--=En=0) [2.‘

"y los superiores satisfacen a las condiciones

En':]-; En—l‘l‘&n:l,---,%gi:l- [3]

A fin de simplificar el célculo de la integral [1] introduzcamos
nuevas variables ¢t y u; (¢ = 1,2, ...,n) bajo las condiciones

&=t y & =tu. [4]
Conforme a la primera de estas relaciones la suma

n n n
2§;=2tu;=t.2u,-
1 i 1

es igual a ¢, y por consiguiente

Eu,-=1. [5_,
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Despejando u, se obtiene la férmula

n—1
Uy =1 —2 u; [6]
1

que expresa la variable u, en funcién de las demés u; (2 = 1,2, ...,
n— 1) que son independientes.

Relacionando la primera de las férmulas [4] con [2] y [3] se esta-
blecen para la otra variable independiente ¢ los siguientes limites:

0<t<l. [7]

La segunda de las férmulas [4] en combinacién con [2] conduce
a los limites inferiores

Uy =Us =".. =Up_1 =0 [8]

de las nuevas variables.

Para que las variables primitivas &; recorran todos los valores
del conjunto V comprendidos entre los limites [2] y [3], podemos
establecer, comenzando la integracién por la variable u,_,, los si-
guientes limites superiores

n—2
=1, Up=1—u, ..., 1=1—23u [9]
1

para las nuevas variables.
Efectuando ahora el cambio de variables en el producto que
figura en la integral [1] encontramos

= @ gh' "
I EN = I MuM = ' TTul. Ly
i1 1 1

No es dificil tampoco calcular el determinante J (&, &, ..., &,)
de Jacobi derivando la segunda de las relaciones [4] y la férmula [6]
lo que nos da

dE; 9&;
=1 y _—
0 Uu; 0 u;j

=0 (.74:1)’
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en donde ¢ y j pasan por la serie de valores
b
y ademés

AL, dE; ,
Sess 2 S G =19 ., n)
0 u; at

Para el determinante funcional J se obtiene

& & A& &
Gy - OUs - - BEgey - O
d& d & d& 96
T TG e ey
a‘En—l agn—l a&n—l a&n—l
duty - dug | gy Dt
0 Uy : auz : ’aun_l ’ at

Si se agregan a los elementos de la dltima fila los de las filas
anteriores, resulta

o~

,0,...,0,’“1
O,t,...,O,U2
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Este ltimo determinante es igual al producto de los elementos
que forman su diagonal principal, ya que todos los elementos a
un lado de dicha diagonal son nulos. De manera que

J =11, % Ui,
3 ¢
o de conformidad con la relacién [5]
J =1,

Ahora valiéndose de las férmulas [4], [10], [7], [8] y multipli-
cando la funcién subintegral por la expresién para J recién hallada,
podemos representar la integral [1] bajo la siguiente forma

Ul fu2 Uy —1 1 ;}li nooa.
1n=//.../ /F(ml =1 T u, . dt. dun_s ... dus dus,
oJo 0 0 1

en donde los limites superiores ui, us, ...,u,_; se determinan me-
diante las igualdades [9] y la variable dependiente ,, que figura

como el dltimo factor del producto IT u?i, mediante la igualdad [6].
1

De suerte que vemos la integral considerada I, descompuesta
en dos factores
foi= By T, [11]
siendo

1 (n—1)+;‘47‘i
I =/t 1 F@) dt [12]
0

* ur fuz Up_1 7 o8
B / I . dug_y . . . dusdus.
o0Jo 0 Toptst

Esta tltima integral puede ser transformada del siguiente modo

Ul fus Upy—1 n—1 A
B, = Un . TLwS . dupy ... dusduy =
080 0 e
w1 fu2 Up—-1 fUn " n—1 .
=l,,// / / utn .Hul_‘.dundun_l...duzdu1=
oJo 0 0 e Tns

ul ffu ‘lln__l un
S=A = wMu M=l dug, g dusdu,
oJo 0 0 1 2 n—1 n
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en donde los limites superiores wi, us, ..., u,_;,u, verifican a las
igualdades [9] y [6].

La integral miltiple de Dirichlet a que se llegé es igual, como
se sabe, a la expresion

P41 T0e+1) ... POus +1) ')
Fh+X+ ...+l + 2+ n)

siendo I' simbolo de la funcién gamma de Euler que se determina
generalmente por la férmula

'm+1) =fc:c7~e"‘dx.

0
De manera que

P()\1+)\2+--- + M+ A+ 1)

pero
5T O =P D

y por lo tanto

I+ 1)
o [13]
j

Las relaciones [11], [12], [13] permiten reducir la determina-
cion de la integral multiple [1] a la de una integral simple y de
n + 1 gamma-funciones.

Generalicemos el resultado obtenido. Con tal propésito pasemos
a nuevas variables ; haciendo

§i=fi(xi) ’ (i=1;2:37-”:n)

en donde f; son simbolos de algunas funciones diferenciables mo-
ndtonas.

Los limites inferiores %; de la integral I, quedaridn constantes
y se determinarin por las ecuaciones

fik) = 0.
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Los limites superiores z; se cncontrardn sucesivamente despe-
jando
z, de la ecuacion fr(z,) =1,
Ty de la ecuacién fo_1(Tn_1) + fu(zn) = 1,

21 de la ecuacién gf,-(x,-) = 1.
1

Reemplazando ademés d§&; por f/ (z;) dz; bajo el simbolo de la
integral y teniendo en cuenta las relaciones [11], [12], [13] se llega
definitivamente a la siguiente férmula general

/‘xn[”n_-,?“/bmp [ﬁf,(xz)] " ﬁfli (xl) fil(xi) R TRt TR L
b J bp—1 Fey 1 ik |

LEG: F 1, 2
1 . /' VNP di. [14]
0

n
r (n 45 xi)
1
Consideremos ahora un caso particular. Sea

fitw) = (2],

7

siendo a; y «; positivas. Los limites inferiores k; serdn iguales, evi-
evidentemente, a 0. Los limites superiores se encontraran valién-
dose de la ecuacion

n T ai

3 <_) s

1\ &

Para las derivadas resulta
i s
sy = (%)

y por lo tanto
Oj+De+1

A; 1
f.; l(xi) fil (xl) = ('L)\';-i-l)ai .
a.
1

Haciendo
: N+ Da+1=p;
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o bien
i 1|
A\ = Davtl . 1
o
se obtiene
o; TP

f C%)ﬁ(xD i api L

Luego tendremos
+1

o

n+2)\—§‘. (i

Introduciendo estos resultados en la férmula [14] y haciendo
% Facin
pasar al segundo miembro los factores constantes —mtr o invir-

tiéndolos previamente, resulta

/ /-z,, 1[ [ ( )} H Ndridas. ATy =
1 a; 1 L
ﬁl—‘(pz;l-l n p;+1

n pi+1 ) Vil
—H(a )'_ln—._'T°/t‘f %5 F(t)dt,
1 o 1‘\(2 Pi ) 0
1

o

siendo p > — 1.
Si n = 3, se obtiene la férmula de Jordan que puede escribirse
en la siguiente forma

[ overe (2 + (3) + (£)] de iy e -

+ 1 +1 +1
_ aptlpetlgrt F(pa )F<q@ )F(r )

7
aBy F(p+1 +q+1+ r+1)
@ ¢ T
1 p+l g+1 r+1
'/t roEher S
0

La integral triple que figura en el primer miembro se extiende
al volumen V limitado por los planos coordenados z = 0,y = 0,
2 = 0 y por la superficie

G+ G+ G-
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En conclusién, consideremos otro caso particular de la férmula
general [14] haciendo en ella
Tilx:) = g en2,
en donde a; y «; son positivas. Los limites inferiores k; serdn iguales

a 0, y los superiores podrin elegirse convenientemente a base de la
ecuacion

n
Ta;e % =1,
it

Luego tendremos

fi@) =—aiaiess  y f:‘i’ () f{ () = — a:‘i"rl e~ AT+ ez,
Si se pone
N+ 1) w = p;i,
es decir, i
he=tng,
&%

la expresién anterior tomari la forma
»;
e =
I fi () = — a; a7 ePi%i,

Sin dificultad encontraremos también

n+§)\,~=§—72.
1

1 %

Sustituyendo los resultados obtenidos en la férmula [14] y per-
mutando los limites de integracién, se obtiene definitivamente

/ / s / F (% aie—am) ; e-%ﬂm .dxidxs ... dx, =
Tnd Tn-1Jmn 1

W Di s
I;IP(%') 12;‘%_1
= N ; '/t Y FQ@adt,
P(2&>.H(aia. ) ’
1 % 1 s

siendo p; > 0.

Esta solucién pertenece al Dr. SErcio Sispanov, de Asuncién, Paraguay.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
PROPUESTOS

65.— Sea un tridngulo ABC; sobre las rectas de los lados A B,
BC, CA sean los puntos C’, A’, B’ respectivamente tales que

AC'":AB =BA':BC =CB':CA =n
(n ndmero real positivo o negativo); se trazan los segmentos A4,

BB’, CC’; demostrar que

AA” + BB” +0C" = (—n + 1) (AB* 4 BC' + CAY)

66. — Dado un tridngulo ABC, jcuil es el lugar geométrico de
los puntos internos al circulo circunscripto al tridngulo que son
centros de elipses circunscriptas al mismo?

67. — Dados dos puntos A, B sobre la superficie de una esfera,
estudiar el lugar geométrico de los puntos X de la misma, tales
que el tridngulo esférico AXB sea rectdngulo en X,

68 — Resolver la ecuacién de 6° grado
(ai5e)f e (a"—c)f—Ralle o
b ; b2

0.

284+ 6 axt +8bad + 12 cx2+ 6

69. — Determinar una forma general de las ecuaciones de cuarto
grado cuyas raices son construibles con la regla y el compés. Exa-
minar casos particulares que se presentan.

70. — Integrar la ecuacién diferencial ’

y+y'senz+ (1+cosz)y1—y?=0.

Los problemas 68, 69, 70 han sido enviados por el Prof. SErGI0 SispAnov, de la Universi-
dad de Asuncién, PARAGUAY.
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El envio de la publicacién 3 mnos ha procurado el gusto de recibir del autor
los cuatro fasciculos de nitida mimeografia que componen la publicacién 1,
donde pudimos conocer un breve curso dado por el prof. Churech poco antes de
nuestras conferencias de Tucumén y con programa muy estrechamente pare-
cido. En efecto dichos fasciculos contienen respectivamente: 1 - El Aalgebra
de las clases; 2 - El 4lgebra de las proposiciones; 3 y 4 - Set Theory: no
nos atrevemos a tradueir el Gltimo titulo porque la palabra «set» mo podria
traducirse de otra manera que «clase» o « grupo» produciéndose una confu-
sién que el autor mismo nota y quiere evitar. Los dos primeros fasciculos re-
presentan de alguna manera una puesta al dia de las teorias de eilculo légico,
mientras los otros dos ofrecen un bosquejo de una teoria axiomitica de la
légica, personal del A. También en nuestra « Correria» el primer ecapitulo
informa principalmente sobre el cileulo de clases y de proposiciones, y la
diferencia est4d miés que todo, si no estamos equivocados, en habernos conser-
vado un poco més clasicos. Consiste este clasicismo méAximamente en considerar
la légica como la teoria de la deduccién més bien que de lo cierto y lo falso.
Sin querer en este momento hacer investigaciones histéricas y bibliografieas,
creemos no estar equivocados en decir que cierto y falso se han introduecido
en la l6gica aproximadamente en los Gltimos afios del siglo pasado o primeros
del presente con las famosas antinomias; antes, deducir queria decir obtener
de dadas proposiciones otras que con ellas armonizarin segGn determinadas
reglas que se decian principio de contradiceién, del tertium mon datur, ete.;
pero sobre la wverdad de las afirmaciones la 16gica no pretendfa pronunciarse.
Cuando parecié que aquellas reglas pudieran caer en defecto, empezé a discu-
tirse de légicas bi- y polivalentes. A pesar de que el simbolo V introducido
por Peano para expresar la asercién de una proposién y, paralelamente, repre-
sentar la clase total, sea la inicial de wverwm, nunca la escuela de Peano se
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ocupé de la verdad concreta de las proposiciones, ni tampoeco Russell, ni
Hilbert, tanto que la axiomatica del cileulo de las proposiciones como fué
sistematizada por estos Gltimos autores, y la misma axiomética propuesta ahora
por el prof. Church no hace efectivamente ningtin uso de nociones de « verdad ».

4Porqué, pues, introducir en la légica este concepto parésito? ;Es cierto
que la proposicién «la nieve es negra » sea ldgicamente falsa? 30, igualmente,
que sea tal « el sol estd més cerca de la tierra que la luna?». Lo es, por opuesto,
« 13 es un ntimero par », pero solamente porque y por cuanto el nfimero par
y 13 se quieran definir como objetos 16gicos. Posiblemente fué primero Hilbert
a introducir ejemplos y consideraciones de esta naturaleza a principio de la
Theoretische Logik (Hilbert y Ackerman) para expresar observaciones acerta-
disimas, salvo en el detalle del ejemplo; sucesivamente un uso més amplio del
« cierto » y del «falso» hicieron Hilbert y Bernays y otros para formar las
matrices de werdad y falsedad que deberian ecaracterizar las operaciones 16gicas
Y que vemos reproducidas en el pequefio libro de objetivos didécticos de To-
ranzos (1). Ni debe oponerse que la critica nuestra tienda a reduecir la 16gica
a la tautologia (certeza por estructura); la légica se sirve de sus tautologias
para clasificar las proposiciones en grupos tales que las de un grupo son todas
ciertas (aseribles) al serlo unas tales.

B. Russell, 16gico y filésofo, al tratar el problema de la verdad, nos lleva
directamente fuera de la légica, en la epistemologia; palabra ésta algtn tanto
nueva y de sentido algo variable; hemos preguntado sobre este particular a
un amigo filésofo y grecista, y nos di6 por definicién la «teoria del conoci-
miento cientifico »; posiblemente correspondan méis a esta definicién las teorias
de Mach y de Poincaré, que no tenian nombre, que otras aplicaciones méas
modernas. La dificultad est4 denunciada desde el principio por el idioma Yy
por los idiomas; nos dice Toranzos: « Usaremos el término « proposicién » para
designar una expresién de la cual tenga sentido inequivoco decir si es verda-
dera o falsa» y la misma opinién expresa Russell (p. 215) observando sin
embargo que con tal definicién ya se decide en favor del principio del tercio
excluso; por esto, probablemente, Church e'xige un poco menos al definir « pro-
posicién el contenido de significado de una oracién declarativa »; pero, de inme-
diato pregunta Russell jqué es significancia?; y, preguntamos nosotros: jqué
es declarativo? o, como lo decia Poincaré, gpredicativo? Las palabras también
no se prestan al juego: proposicién, oracién, sentencia son todas palabras
equivocas: en su sentido comtn y etimolégico todas suponen que al proponer
(poner delante), hablar (hacer oracién), expresar su propio sentir (mediante
sentencias), siempre algo se quiera decir y si queremos que el lector entienda

(1) Damos el indice de los capitulos de este interesante volumen que, por
su variedad no pueden ser comprendidos todos en la presente resefia: I. Intro-
ducién histérica. - II. Introduceién a la 16gica matemitica. - III. Introduccién
a la metodologia de la matematica. - IV. Introduccién a la aritmética. - V. In-
troducciién a la geometria, - VI. Problemas metodolégicos y matemateméaticos.
- VII. Introducecién a los problemas filoséficos de la matemética. - Bibliogra-
fia. - Apéndice (Dr. Julio Rey Pastor). - La investigacién matemaitica.
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nuestra definicién es necesario que le avisemos que en uno u otro lugar toma-
mos las palabras en el estricto sentido de los gramaticos, donde en verdad la
graméitica no entra.

Son todas sefiales de que, para fundar efectivamente la légica hay que salir
de la dificultad renunciando a la definicién.

En el cap. IT de nuestra Correria hemos aceptado como ideas primitivas, es
decir sin definicion las palabras proposicion y juicio; la primera en el simple
sentido etimolégico « puesto delante »; podria probablemente ser méis propio
inventar una palabra, por ej. logismo, que muy bien concuerda con silogismo;
la segunda en el sentido de asercién, que tiene la ventaja notable de tener
traduceién analoga en todos los idiomas cultos: giudizio, jugement, judgement,
Aussage, ete.

Russell, al profundizar su anilisis se ve obligado a complicar el problem'l
en sentido materialista sin ganar en claridad (p. 367):

(1) «hecho» es idea primitiva.

(2) algunos hechos se « experimentan» (por tanto experimentar es otra
idea primitiva).

(3) algunos hechos expenmentados estin ya « expresados» y ya «indicados »
por <« oraciones ».

(4) si a y b son palabras del mismo tipo 1l6gico y f(a) es una oracién que
expresa un hecho experimentado. entonces o f(b) expresa un hecho o bien
no-f(¢) expresa un hecho.

(5) «Datos» son oraciones (traducimos en oracién el «sentence»; pero, a
este punto nos parece haber llegado al juicio, y que Russell use aqui « senten-
ce» mientras otros autores dirfan « proposition ») que expresan e indican he-
chos experimentados.

(6) «Verificables » son proposiciones que tienen tal relacién sintictica con
los datos, de manera que pueden deducirse de ellos — o, podemos agregar —,
resultan mfs o menos probables en relacién a los datos.

(7) «Ciertas» son las proposiciones que indican hechos o que tienen con
proposiciones que indican hechos las mismas relaciones sinticticas que las
proposiciones verificables tienen con los datos.

De esta manera, comenta Russell, las proposiciones verificables son una sub-
clase de las ciertas; y la explicacién nos parcee esencial . Pero méis que todo
nos parece esencial el hecho que resulta de este andlisis: es decir que cuanto
més uno quiere ahondarse, no decimos en el problema filoséfico de la verdad,
que dejamos, este, a la religibn y a la metafisica, sino s6élo en el problema
de definir la palabra, siempre nuevas palabras y nuevas indeterminaciones uno
se encuentra obligado a introducir; para dar ejemplo: gqué se quiere decir
en (4) con « palabras del mismo tipo 16gico »? y jqué es la experiencia?

No queremos decir que el expediente de admitir un cierto grupo de «ideas
primitivas » sin definicién lo arregle todo; y en efecto dimos en nuestra
« Correria » particular importancia a cierto grupo de palabras que hay nece-
sariamente que entender segim su sentido, o como deciamos «segfin el voca-
bulario »; hecho curioso es que el mismo término lo usa también Russell (por
ej. p. 368), pero en sentido diferente porque opone Russell el vocabulario
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(convencién) a lo que se aprende por experiencia personal; nosotros entendi-
mos el vocabulario como catédlogo de palabras y no como explicacién de ellas.

El pequefio tratado de Quine nos ofrece para la fundacién de la légica una
interpretaciéon totalmente distinta dentro de un traje en la apariencia muy
semejante; tenemos aqui en efecto el catdlogo de las palabras que expresan
relaciones l6gicas, no de las que hay que entender segtn sentido, sino de las
que a las veces en parte pueden tomarse como primitivas y en parte como
combinaciones de aquellas. A partir de su significado jntuitivo se estudian
detenidamente sus relaciones y transformaciones de unas en otras; a proposito
el autor titula el libro «légica elemental » y nosotros diriamos « prolegémenos
a la légica»; a la teoria de la deduceién el autor ha destinado otro libro
Mathematical logic.

B. Levi.

KNIE, GUILLERMO: Algebra del spin. Buenos Aires, 1943.

Este libro de unas 53 péginas se anuncia como el primero de una se-
rie de Monografias Fisico-Matematicas. Todos saben lo que se entiende por
el spin en las modernas teorias corpusculares; segln que el valor del spin sea
1% 1 6 0 le corresponde una representacién por ntimeros hipercomplejos que
caracterizan las propiedades magnéticas de las particulas elementales . El libro
se compone de dos partes que tratan respectivamente el 4lgebra de estos ni-
meros hipercomplejos para el caso del spin %4 y, conjuntamente, para los
casos del spin 1 6 0. La diferencia principal consiste en que en el caso del
spin 1% se engendra un grupo de 16 miembros y en el caso del spin 1 un
anillo de 136 miembros debido a la complejidad mas grande de las reglas
de conmutacién a las cuales obedecen los nt@imeros hipercomplejos del spin
1. Prescindiendo de esta diferencia hay wuna analogia marcada entre los
dos tipos de Algebra que el autor ha puesto bien a la vista. Por ejemplo,
en el grupo y en el anillo hay triadas de nameros que pueden emplearse
para la desceripeién de las componentes del spin. También las propiedades de
transformacién con respecto a rotaciones relativistas se investigan en relacién
con los invariantes respectivos de los cuales hay 16 en el primero y 36 en el
segundo caso.

El autor anuncia préxima la publicacién de otro fasciculo sobre « Nuevas
teorias fisicas ». Nos permitimos sefialar que de algunas palabras de las cuales
existe traduccién castellana seria conveniente evitar formas indtilmente ex6ti-
cas; tales ring — anmillo, spur — traza. Igualmente seria de recomendar que
las citaciones bibliograficas fuesen mis completas; méxime cuando se réfinen
a fines del volumen, seria deseable que los titulos de las obras y memorias
fuesen reproducidos integramente. {

B. Levi
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